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Na Terra Como No Céu

Nao viemos por teu pranto
Nem viemos pra chorar
Viemos ao teu encontro

E estamos no teu altar
Vou seguir nosso caminho
Que é também teu caminhar
Na forca do teu carinho
Esperamos nos salvar

Na terra como no céu

No sertao como no mar
Nas serras ou nas planuras
Esperamos nos salvar
Estando sempre altura
Nos teus caminhos lutar
Reparte entre nés senhor
Diante do seu altar

A justica e a riqueza

Que fizemos por ganhar
Nao deixa a gente passar
Pela fome em tua mesa
Nao viemos por teu pranto

Nem viemos pra chorar.

Geraldo Vandré
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Resumo

A suposicao de que cargas e correntes de matéria poderiam gerar cam-
pos chamados, em analogia ao eletromagnetismo cléssico, gravito-elétrico e gravito-
magnético origina-se nos primérdios da Relatividade Geral (RG). Por outro lado, o
Equivalente Teleparalelo da RG (ETRG), como teoria de gauge, parece-nos o cenario
ideal para a definicao destes campos que corresponderiam, exatamente como o ele-
tromagnetismo, as componentes do tensor intensidade do campo de gauge. Esta é a
proposta deste trabalho: investigar a natureza dos campos gravitacionais elétrico e
magnético no contexto do ETRG, analisar as equagoes que conduzem suas dinamicas
e estudar o comportamento destes campos sob algumas aplicagoes especificas, tais

como a geometria de Schwarzschild e a casca massiva girante.



Abstract

The assumption that matter charges and currents could generate fields,
called by analogy to eletromagnetism, gravito-eletric and gravito-magnetic, comes
from the origin of General Relativity (RG). Besides, the Equivalente Teleparallel of
GR (ETGR), as a gauge theory, seems to be the ideal scenario to define these fields,
based on the gauge field strength components. This is the purpose of this work: to
investigate the nature of the gravitational electric and magnetic fields in the context
of ETGR, to analyze the equations that lead its dynamics and to study the behavior
of these fields under some specific applications, such as the Schwarzschild geometry

and the rotating mass shell.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Gravidade Teleparalela e Teorias de Gauge

A teoria da Relatividade Geral (RG) desenvolvida por Einstein em 1916
ainda é considerada uma das teorias mais bem sucedidas do ponto de vista clédssico.
Tal teoria passou pelos testes aos quais foi submetida, como por exemplo, a elu-
cidacao do problema do periélio de Merctrio e o desvio gravitacional para o vermelho
dentre outros [1].

Entretanto, a abordagem geométrica na RG apresenta intimeros problemas
conceituais tais como a definicao de energia para o campo gravitacional e o problema
da unificacao entre Gravitacao e a Mecanica Quantica, pois sabe-se que nao ha uma
versao quantica satisfatoria da RG. Essas sao algumas das dificuldades que motivam
a abordagem da gravitagao sob um outro ponto de vista.

Tendo isso em mente, a teoria que melhor se adapta a essa visao é o Equi-
valente Teleparalelo a Relatividade Geral (ETRG), uma teoria que, como o préprio
nome diz, é equivalente a RG, pelo menos macroscopicamente. Isso é importante
pois devemos resgatar os bons resultados obtidos pela RG. Nessa teoria, as quan-
tidades dinamicas sao as tetradas. FElas sao um conjunto de vetores linearmente
independentes que descrevem o espaco-tempo fisico.

Em 1979, Hayashi e Shirafuji [2], em um artigo intitulado “Nova Relati-



vidade Geral”, propuseram uma teoria de gravitagdo em que a torcao substiuia a
curvatura Reimaniana numa formulacao de tetrada para o espaco-tempo de Weit-
zenbok. Na abordagem métrica ocorre o contrario: o tensor de torcao é nulo e a
curvatura fornece a dinamica do sistema.

Em 1961, Moller [3] procurou abordar o problema da localizagao da energia
do campo gravitacional baseando-se nas idéias do teleparalelismo. Esse problema
conceitual advém da ma interpretacao do Principio da Equivaléncia. Posteriormente
Pellegrini e Plebansky [4] mostraram uma formulagao lagrangeana do paralelismo
absoluto.

Inspirado no sucesso da Relatividade Geral em sua abordagem métrica,
em 1918 H. Weyl [5] tentou aplicar os seus conceitos ao eletromagnetismo em uma
tentativa frustrada de unificar as duas teorias. Entretanto seu trabalho é considerado
a semente das atuais teorias de gauge.

Em 1967, Hayashi e Nakano [6] formularam uma teoria de gauge para o
grupo das translacoes que se mostrou intimamente ligada ao teleparalelismo.

Construir uma teoria de gauge para a gravitagao ¢ importante quando se
leva em consideragdo o sucesso conseguido pela teoria de Yang Mills [7] na des-
cricao de trés das quatro interagoes fundamentais; a saber: a forca fraca, forte e
eletromagnética. Sendo assim, se quisermos resolver o problema da unificagao en-
tre Relatividade Geral e Mecanica Quantica, temos que saber se a gravitacao se

enquadra em uma teoria de gauge e qual é o seu grupo de simetria.

1.2 Gravito-eletromagnetismo no contexto da RG

A analogia entre o Eletromagnetismo e a Gravitacao possui uma longa
histéria [8], o que faz sentido quando comparamos a lei de Newton da gravitacao
e a lei de Coulomb. Essa similaridade faz com que investiguemos, por exemplo, se
o movimento da carga gravitacional (massa) poderia gerar o equivalente ao campo

magnético do eletromagnetismo.



Maxwell [9], em um dos seus trabalhos fundamentais, voltou sua atencao
para a possibilidade de formular uma teoria da gravitacao de forma correspondente
as equacoes do eletromagnetismo. Na segunda metade do século XIX, Holzmiiller
[10] e Tisserand [11] postularam que a forca gravitacional exercida pelo Sol sobre
os planetas do sistema solar possui uma componente "magnética”’adicional. Essa
forca extra poderia ser ajustada de forma a considerar o problema do periélio de
Mercurio. Entretanto, como sabemos, alguns anos depois a RG de Einstein resolveria
este problema.

De fato, de acordo com a RG, matéria em movimento produziria uma con-
tribuicao para o campo gravitacional semelhante ao campo magnético de uma carga
em movimento ou de um dipolo magnético. Esse campo se manifestaria por meio
de varios efeitos, tais como a precessao de Lense-Thirring, o atraso do tempo gravi-
tacional (time delay), mudanca de fase de ondas eletromagnéticas e outros [12]. In-
felizmente, a contribuicao gravitomagnética encontrada para o movimento anomalo
do periélio de Mercirio é muito pequena; experimentalmente, ainda nao é possivel
mensurar a corre¢ao da precessao de orbita planetaria de Lense-Thirring. Mas exis-
tem experimentos como LAGEOS E LAGEOS 11, além do GP-B da NASA tentando
medir efeitos gravitomagnéticos.

No contexto da RG, [8] Mashhoon obtém equagbes anédlogas as equagoes
de Maxwell numa aproximagao linear, ou seja, o tensor métrico é escrito como
9w = N + Ny, com 1, a métrica de Minkowski e h,,, uma pertubacao de primeira
ordem. Nesse artigo ele define o potencial gravito-elétrico e o potencial vetor gravito-
magnético em termos das componentes da pertubacao. Esses por sua vez definem
0S campos EeB.

Mashhoon também utiliza coordenadas de Fermi para escrever os campos
gravito-elétrico e gravito-magnético em termos de componentes do tensor de cur-
vatura. Essas coordenadas, de acordo com Synge, sao no conceito Newtoniano de

sistema de referéncia, a correta generalizacao relativistica.



1.3 Em busca de E e B gravitacional

O Equivalente Teleparalelo da RG, por ter seus fundamentos baseados numa
teoria de gauge abeliana, da mesma forma que o Eletromagnetismo, nos parece o
cenario ideal para compreender a natureza de campos gravito-elétrico e gravito-
magnéticos. Essa é a proposta desta dissertacao: investigar a possibilidade de
paralelo do ponto de vista tedrico. E possivel identificar componentes do tensor
intensidade de campo F“,,, da teoria de gauge gravitacional baseada no grupo das
translagoes, e relacionado a torcao do espaco-tempo no teleparalelismo, com E e
B? Trata-se de uma nova abordagem, diferente das defini¢oes baseadas na RG que

levam ao gravitomagnetismo [13].

1.4 Estrutura da dissertacao

A dissertacao esta dividida na seguinte forma: no presente capitulo encontra-
se uma revisao bibliografica sobre o desenvolvimento do Equivalente Teleparalelo da
RG bem como apresenta a questao do Gravitomagnetismo do ponto de vista da RG.
O capitulo 2 é dedicado a discutir os principais conceitos envolvidos no Teleparale-
lismo, desde sua formulacao de gauge, até sua dinamica como teoria para o campo
gravitacional. No capitulo 3 sao propostas duas defini¢oes diferentes, baseadas no
Teleparalelismo, para os campos gravito-elétrico e gravito-magnético. Ainda nesse
capitulo as equagoes de campo serao discutidas para cada modelo. No capitulo 4
apresentamos a forca de Lorentz gravitacional dentro desse contexto e finalmente
partimos para duas aplicagdes: no capitulo 5 discutimos os campos E e B e sua
dinamica para a solucao de Schwarzschild e no capitulo 6 obtemos o campo gravito-
magnético para a casca esférica massiva girante. No capitulo 7 tragamos as principais
conclusoes da dissertacao.

Notagao: para indices de espago-tempo usaremos o alfabeto grego (u, v, o, ...

= 0,1,2,3), o inicio do alfabeto latino (a,b,c.. = 0,1,2,3) designaremos para o



espago-tangente e o meio do alfabeto latino (¢, j, k...) assumem os valores de 1,2 e 3.
Indices entre parénteses também estao relacionados ao espago-tangente. Adotaremos

a velocidade da luz igual a um (¢ = 1).



Capitulo 2

Descricao do Equivalente teleparalelo da

RG

2.1 Fundamentos do Teleparalelismo

O teleparalelismo surge de uma teoria de gauge para o grupo das translacoes,

construida a partir de um espago-tempo plano (Minkowski), com a métrica
Nap = (+1,—1,—1,—1), (2.1)

onde a cada ponto estd associado um espaco tangente. E neste espaco tangente, ou
interno, onde os potenciais de gauge A®, serao definidos. A transformacao de gauge

serd uma translagao local nas coordenadas da fibra (espago interno)
' = a2+ a®(2") (2.2)
e a derivada covariante serd definida na forma usual das teorias de gauge
D,®=0,o+ A, P, ® (2.3)

onde P, sao os geradores das translacoes que atuam sob um campo qualquer .

Além disso, podemos definir o tensor intensidade de campo na forma também usual
F*,, =0,A", —0,A%,, (2.4)

6



que satisfaz a relacao

[D,,D,]® = F*,,P,®. (2.5)

O campo de tetradas surge da propria definicao de derivada covariante. De

fato, podemos escrever (2.3) como
D, ®=h" 0, (2.6)
onde a tetrada é dada por
ht, = 02" + A", =D, x" . (2.7)

Esta é uma tetrada nao trivial e a gravitacao, na forma do potencial de gauge,
representa esta nao trivialidade. Se os dois espagos (tangente e fisico) descrevem o
espago-tempo de Minkowski, entao as tetradas sao determinadas por

oq*

ht, = pt

(2.8)

Assim a transformagao dg® = h®,(x)dz* podera ser integrada globalmente e a trans-
formacao sera chamada de holonomica. Neste caso temos uma tetrada trivial.

Da covariancia de D, ® determinamos a lei de transformacao dos potenciais
de gauge:

’

AY = A%, — 060" . (2.9)

A presenca da tetrada no espaco-tempo induz a existéncia de estruturas
adicionais no mesmo. Assim, o campo de tetradas define de forma natural uma

métrica Riemanniana
Guv = Tab ha/,L hbu ) (210)

em termos da qual a conexao de Levi-Civita
2o 1 op
I = 59 [augpv + OuGpu — apg/“’] (2.11)

pode ser introduzida. Tal conexao dara origem a uma curvatura no espago-tempo,
cenéario onde se desenvolve a RG de Einstein, em que a interacao gravitacional é

representada por uma geometrizacao deste espaco.



Por outro lado, o campo de tetradas pode também ser usado para definir a

conexao

7, = hy"0,h%, | (2.12)

chamada conexao de Cartan, cuja peculiaridade é transportar pararalelamente a

tetrada (dai o nome teleparalelismo, ou paralelismo absoluto):
Voh*y = 0,h", —T% Wb = 0. (2.13)

Tal conexao gera, por sua vez, uma tor¢cao no espaco resultante da nao

simetria de seus ultimos indices

T =T =T . (2.14)

Uma importante propriedade da teoria é o fato de o tensor intensidade de

campo [, corresponder exatamente a torcao escrita na base tetrada:
F, = h*,T°,, . (2.15)

Consideremos novamente a conexao de Cartan. Calculando sua curvatura,

vemos que ela se anula identicamente, ou seja:
Rap;w = aurepv + Few 7, —(pev)=0. (2.16)

Assim, a conexao de Cartan caracteriza um espaco onde hé tor¢ao somente
para a descricao da interacao gravitacional. Tal espaco é chamado de Weitzenbock
[16] e esse é o palco para a descri¢ao teleparalela da gravitagao.

E importante ressaltar que as conexoes de Levi-Civita e Cartan estao defini-
das no mesmo espaco e, portanto, o mesmo ¢ munido de duas estruturas simultaneas:
uma Riemanniana e uma teleparalela. Nesse espaco, os indices locais de Lorentz sao
abaixados e levantados com a métrica de Lorentz n e os indices tensoriais sdo
abaixados e levantados com a métrica Riemanniana ¢g"”. Entretanto, a descrigao da
gravitacao requer apenas uma das estruturas geométricas dadas acima. Podemos

facilmente passar de um formalismo ao outro por meio da relacao entre as conexoes

% =T + K%, | (2.17)



com

o 1 o o o
K/J,Z/ZEI:T/J, V+Tl/ /J,_T,u,l/]a (218>

o tensor de contorcao. Podemos ainda encontrar uma relagao entre as curvaturas

das conexdes de Cartan e Levi-Civita utilizando a rela¢ao (2.17):
R = ]O%pe,w + Q% =0, (2.19)
sendo }029 ouv @ curvatura da conexao de Levi-Civita e
Q%0 = Dy K?9, — D, K?9, + K%, KPo, — K%, K?5,. (2.20)

Surge neste ponto o conceito de derivada covariante teleparalela, denotada
por D,,. Ela corresponde exatamente a derivada covariante de Levi-Civita reescrita

em termos das grandezas do espaco de Weitzenbock.

2.2 Lagrangeana e equacgoes de campo: Equivaléncia com a

RG

Consideremos agora a dinamica dos campos de gauge. Ela sera dada pela lagrange-

ana
h v
Lo = T ST (2.21)
com h = det(h%,) e
1
SPHv — _ GPVE — 5 [K’Wp — g Teue + g™ Teue} . (2'22>

Como nas teorias de gauge usuais, essa lagrangeana é quadratica no tensor
intensidade de campo. Considerando a relagao (2.17), podemos reescrevé-la em
termos da conexao de Levi-Civita somente. A menos de uma divergéncia total, ela

corresponde exatamente a lagrangeana de Hilbert—Einstein da RG

1

L=—1o VIR (2.23)
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considerando a identificagao h = /—g.

Além disso, as equagoes de campo que surgem dessa lagrangeana

0,(hS,7") — 4nG(hju?) = 0 , (2.24)
com
oL h? 1
0 = =2 (F° e — —5\PF° By 2.2
Ja ah“p 47TG( /L)\SC 45)\ /u/Sc ) ( 5)

se mostram totalmente equivalentes as equacoes de Einstein. Esta é a corrente
energia-momento de gauge, no contexto da teoria de gauge para o grupo das transla-
goes. (para uma discussao mais detalhada, ver [14]). Vamos escrever agora a versao

teleparalela do pseudo-tensor do campo gravitacional

h 1
iy = = (F“M S =4 6T, Sg’“’) : (2.26)

Podemos escrever o t) ” em termos da corrente de gauge j,” como

1
th? = h%j.* + —=T%, P, 2.2
A )\j +47TG )\S/,L ( 7)

Vemos claramente a origem do termo de conexao que transforma a corrente de gauge

Ja ” em um pseudo-tensor t) *.

2.3 Teleparalelismo e Simetria de Dualidade

Quando uma teoria possui simetria de dualidade, a equagao de campo desta
teoria é dada pela indentidade de Bianchi escrita para o tensor intensidade de campo
dual. Por outro lado, a gravitagao, como descrita pela Relatividade Geral, nao
apresenta propriedade semelhante, ja que as equagoes geométricas escritas para o
tensor de curvatura dual nao reproduzem as equagoes de Einstein. Nesse sentido,
é usual afirmar que teorias de gauge sao fundamentalmente geométricas, pois as
equacoes de campo na auséncia de fonte sao relacionadas por dualidade com as

identidades de Bianchi com origem puramente na geometria [15].
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Primeiramente, definiremos a torcao dual generalizada da seguinte forma
*Tapa = % €9\po Sa@)\y (228)

com €,,,, 0 tensor totalmente anti- simétrico de Levi-Civita. Note que a definigao
(2.28) leva em consideragao todas as possiveis contragoes de indices e pode ser
considerada como uma generalizacao da operagao dual para soldered bundles.

A definigao (2.28) apresenta todas as propriedades para ser considerada uma
definicao dual solida. Por exemplo, aplicada duas vezes nas componentes da torgao,

recuperamos, a menos de um sinal, a prépria tor¢cao. Ou seja:

**Tapa = %E,uupo *Sa;w — _Tapa- (229>
Dessa forma, a acao teleparalela
1 ppv g4
pode ser reescrita como
1 * o Hvpo 4
8 == —m Tauy T po‘e hd Z, (231)

que é uma generalizacao da lagrangeana quadrética no tensor intensidade de campo
da teoria de gauge.

Vamos considerar a identidade de Bianchi da gravidade teleparalela, que
possui a forma [16]

0, F, +0,F,, +0,F",,=0 (2.32)
e que pode ser escrita para o tensor dual como
M, (*F*,,) = 0. (2.33)

Sendo
Fe,, =h, T, (2.34)

e usando o fato de que

d,(he*) =0, (2.35)
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podemos reescrever (2.33) da seguinte forma:
9, (hS.") = 0. (2.36)

Ou seja, vemos que a identidade de Bianchi escrita para a tor¢ao dual produz uma

corrente tensorial de energia-momento nula
Ja" = 0. (2.37)

Utilizando a definicdo da conexdao de Cartan (2.12) e a relacdo 5,7 =

ha*S\P?, podemos reescrever (2.36) como:
0y (RSyP7) — hT¥,0 S, + hTH,5 8,77 = 0, (2.38)

que pode ser escrita como a equagao de campo

05 (hS\P7) — K (ht\P) = 0, (2.39)
com
hty\f = % (TH,0 S, —T",5 S,"°). (2.40)

Confrontando expressao acima com o pseudo-tensor energia-momento do campo gra-
vitacional (2.26), vemos que a teoria teleparalela sé apresenta simetria de dualidade

Se

TV \ 5P = 5 0x° T, S, (2.41)

Esta é uma condicao que torna a gravidade teleparalela simetricamente dual, per-

dendo, porém, sua generalidade. Para maiores detalhes ver [15].



Capitulo 3

Equacoes de Maxwell Gravitacionais

3.1 Os modelos propostos

O Equivalente teleparalelo da RG, como bem apresentado na secao anterior,
¢ uma teoria para a interagao gravitacional que surge de uma teoria de gauge abe-
liana da mesma forma que o Eletromagnetismo tendo entretanto, um outro grupo
de simetria por tras, o grupo das translagoes, em oposigao ao grupo U(1) da teoria
eletromagnética. A proposta deste trabalho é investigar as semelhancas entre esses
dois cenarios para essas duas interagoes fundamentais da natureza. O paralelo en-
tre ambas serd conduzido ao limite possivel e as diferencas que se revelarem serao,
espera-se, devidamente comentadas. Nossa idéia serd criar ou pelo menos sugerir
as versoes de campo gravito-elétrico e gravito-magnético, em analogia aos campos
elétrico e magnético do Eletromagnetismo. Esses campos serao sugeridos a partir
da teoria de gauge em questao e, portanto, serao conceitualmente completamente
diferentes das versoes gravito-elétrica/magnética introduzidas no cenario da RG (ver
segdo 1.2). Conduziremos o paralelo a partir de duas defini¢oes diferentes, ambas
motivadas pelo formalismo de gauge. Porém, como se vera, partindo de compre-

ensoes diferentes sobre a gravitacao como teoria efetiva de um modelo de gauge.

13
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3.1.1 Definicao D1

A consideracao primeira para a construcao dessa definicao sera partir da

analogia direta entre os tensores intensidade de campo das duas teorias, a lembrar:

Eletromagnetismo: F. =0,A, —0,A

Teleparalelismo: F¢,, =0,A" —0,A%,.

Obviamente, o grupo de gauge de cada teoria difere e o potencial de gauge gra-
vitacional carrega um indice interno com quatro dimensoes enquanto o potencial
eletromagnético possui indice com apenas uma dimensao, relativo ao grupo U(1),
omitido na representacao usual. Respeitando as caracteristicas proprias de cada
teoria e inspirados no Eletromagnetismo, propomos construir os campos elétrico
e magnético gravitacionais como as componentes diretas do tensor intensidade de

campo:

a a .
FOi = Ei7

Faij = —GijkBak. (31)

Usamos aqui a notacao usual para o indice de permutacao tri-dimensional
€k, que difere da notacao de Einstein, mas que mantém a forma semelhante ao
adotado no eletromagnetismo sem perda de generalidade [17]. Essas definigoes serao
testadas nas equacoes de campo e aplicacoes diretas para distribuicoes de matéria

particulares, como veremos adiante.

3.1.2 Definicao D2

A possibilidade da mistura e contragao entre indices internos (de algebra)
e indices externos (de espago-tempo) é uma propriedade tipica de teorias de gauge
para a gravitagao. Tecnicamente, isso ocorre devido a presenca de uma forma sol-
dadora que corresponde ao campo de tetradas. Essa propriedade provoca profundas

mudancas com relacao as teorias usuais internas. No teleparalelismo, esse efeito ja
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foi observado, por exemplo, na construgao da lagrangeana teleparalela. Somente
para ilustrar essa idéia vamos rever sua construcao. O ponto de partida é atribuir a

lagrangeana o valor do termo de acoplamento usual das teorias de gauge:

h 1
= ——|-F*, F" 3.2
ou ainda
L O W (3.3)
167G |4~ ™5 % | ‘
com
Nabup == nabgl/p = nabhcuhcp- (34)

Entretanto, a tetrada sugere uma generalizacao nas contracoes de indices,

realizada com a inclusao de permutacoes ciclicas em N,"”

Nabup = Nab th he +2 hap hby — 4hay hbp . (35)
A substituicao na lagrangeana de gauge resulta em

h b

1 1
L = mFalﬂ’ F Op 9“6 |:4_1 hdy hdp MNab + 5 hap hby - h‘ly hbp:| ) (36>

que pode ser escrita, usando a identificacao da Eq.(2.15) como

h 1 174 1 1% 1%
=5 a {Z T2 T 5 TP T = Ty T #,,} . (3.7)

Esta é a lagrangeana teleparalela equivalente (a menos de divergéncias) a lagrange-
ana da RG.

Essa generalizacao para a obtengao da lagrangeana como variavel dinamica
também ird se refletir em outras grandezas da teoria, como por exemplo, na defini¢ao
da generalizagao da torgao dual (ver a discussao na se¢ao 2.4). De maneira andloga,
iremos argumentar aqui que nas equagoes de campo, a grandeza que desempenha o
papel do tensor intensidade de campo andlogo das teorias de Yang-Mills nao sera

F¢,,, mas sim sua generalizacao dado pelo superpotencial S¢,,, definido em (2.22)

1
SoHY — oGP — 3 [P — g™ T%g + g™ T . (3.8)
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E natural, portanto, considerar que os campos gravito-elétrico e gravito-magnético

sejam componentes deste tensor intensidade de campo generalizado, ou seja,

S, = E,'; (3.9)
S, = ik, (3.10)

Conduziremos ao longo desta segao os calculos relativos as equagoes de cam-
pos, tentando obter o andlogo as equagoes de Maxwell teleparalelas e faremos uma
discussao no contexto do modelo Teleparalelo Dual. Realizaremos finalmente, nos
capitulos 5 e 6 aplicagoes a geometrias particulares. Como serd visto adiante, em
certos momentos a nao linearidade da gravitacao tornara o trabalho extremamente
arduo e realizaremos as discussoes através de aproximacoes simplicadoras. Confron-
taremos as duas abordagens apontando as respectivas vantagens (ou desvantagens)

de cada uma.

3.2 Primeiro par das equagoes de campo

Consideremos a versao teleparalela para as equagoes do campo gravitacio-
nal. Optamos por trabalhar ao longo de todo o desenvolvimento da dissertacao com
as equacoes sem fontes, ja que nas aplicagoes cruciais para os testes dos modelos
consideraremos sempre as conhecidas solucoes de vacuo. Além disso, a discussao do
modelo de gravitacao dual também pressupoe essa condicao. A equacao é dada por

(2.24):
0y(hS,°?) — 4w G(hj,”) = 0.

Sendo essas as equagoes dinamicas da teoria, esperamos obter o analogo ao
primeiro par das equacoes de Maxwell do Eletromagnetismo. Portanto, para p = 0

devemos encontrar a equacao equivalente a Lei de Gauss

V-E=0, (3.11)
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ou equivalentemente

OE" =0, (3.12)

e para p = i, esperamos obter o andlogo da Lei de Ampére com corregoes de Maxwell,

. . OE
VXxB=— 3.13
que pode ser escrita ainda como
OF;

A seguir, aplicaremos cada uma das defini¢oes sugeridas pela teoria de gauge

gravitacional e estudaremos suas implicagoes.

3.2.1 Aplicando a definicao D1

Em nossa primeira definicao, as componentes do tensor intensidade de
campo serao identificadas com os campos F e B. Devemos, portanto, reescrever
a equagao (2.24) em termos de torgoes, que sao por sua vez relacionadas ao tensor

Fe,, através de (2.15). Obtemos assim para p =0
3k[§(90khaZTOOi + ¢ h T, — ¢"ha'T%; + g"h " T o; + g% h,' T
9% ha" T 0 — 0abg™ 9" T 05 + 1abg™ §° T’ 0i — Navg™ 9" T":;)
+ h(—=9"%hT o — ¢ RT3 + ¢ he " T 0 — g% ha* T
+ "R T + 4nG3,° = 0. (3.15)
Substituindo a definicao D1 encontramos
ak[h(é[g()khazhdo + gzkhaohdo + gOzh(thdk o gOOhazhdk +90k901nad
gklgoonad]Edi + §[gjkhalhd0 - gojhazhdk + gknglnad]Eiijdm)
+ (—gOkhQOhdi + g()Ohakhdi o g()ihakth)Edi

+ (Qikhaohdj - QOihakhdj)eiijdm] + 471G, = 0. (3.16)
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Podemos interpretar j,° como fonte da equacao, o que reflete evidentemente o carater
nao-linear da gravitagao: o préprio campo é fonte de campo. A equacao pode
ainda ser escrita alternativamente como uma equacao de campos no vacuo. Porém
trata-se de uma expressao extremamente complexa (ndo escrita explicitamente) pois
existem varios tipos de acoplamento entre as componentes de E e B. Notamos
que diferentemente das equacoes de Maxwell, esse conjunto de equagoes apresenta
novos termos envolvendo o operador V. O paralelo direto com as equacgoes do
Eletromagnetismo mostra-se, portanto, prejudicado no presente cenario.

As equagoOes para p = ¢ nao serao exibidas aqui por nao trazerem nenhuma
nova informacao, por serem excessivamente longas e finalmente devemos adiantar
que o modelo D1, por nao reproduzir a fenomenologia desejada, pelo menos em
principio, nao terd o mesmo enfoque ao longo da dissertacao. Porém sera melhor
investigado posteriormente. Pelo mesmo motivo nao escrevemos explicitamente os

termos provenientes do j,¢ e j,°.

3.2.2 Aplicando a definicao D2

A equagao de campo para p = 0 apés a aplicacao da definicao D2 assume a
forma geral:

0i(hE,") = 47G(hj,°). (3.17)

Observamos que a escolha do superpotencial S,°?, como sendo o tensor
generalizado ao tensor intensidade de campo gravitacional, permitiu que surgisse
naturalmente na equacao o analogo do divergente de E a menos de um fator mul-
tiplicativo dado pelo determinante da tetrada. Escrita nesta forma, vemos a inter-
pretacao direta de hj,” como fonte de campo gravitacional na equacao, totalmente
andloga a Lei de Gauss. Temos explicitamente que ”gravitacao gera gravitacao”.

Alternativamente, podemos manter o carater de equacao de vacuo, e evi-
denciar a nao-linearidade da gravitacao na forma que se segue:

4G

al(hEaz) o C4 h[Hbcaij EbiEcj + IbcanijEjnkEciBbk
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+ gnh%e™(ESB, —1/2E,'B.F)

+ TGESE 4 K i€ BF B, = 0 (3.18)

com

1 1 1
Hbcaij = - §gOOhaOhbihcj + éhaogo]'hbihco - Zhaogijhbohco

1 1 1
+ §ha090ihb0hcj + Zhaogoohcihbj - ZhQOQthcith

1 1
— Zhaogol'hcohbj + éhajhcihbo — hajhbihco + haohbihcj

1 C
- Ehaoh ihbj;

1
Ibcam'j = haog()nhbihcj - haogmhbohcj - éhaOQOnhcihbj
1 1
+ Ehaogm'h'cohbj + §hanhcihbj - hanhbihcj;

C 1 C (& 1 C
NATEES §gijh 0 — goih’j + EQth i

1 1
,Cbcarijn = §haogrihbjhcn+éhaogm'hcjhbr.

Consideremos agora a componente espacial da equagao de campo p = q. Apds a

aplicagao da definicao D2 obtemos a forma compacta
¢%0;(hB,F) — 0y(hE,1) = 47 G(hj,?). (3.19)

Novamente, aqui, se considerarmos hj,? como fonte das equagoes, encontramos algo
muito similar & lei de Ampere corrigida do eletromagnetismo. Se, ao contrério, qui-
sermos manter o carater de equacao de vacuo com a corrente transformada em ter-
mos de acoplamento entre as componentes dos campo gravito-elétrico e magnéticos,

obteremos a seguinte expressao:

qukaj(hBak) — 80(han) = 47TG h[PbcaiEbiEcq + chaijéqikEbchk
+ MbcijaTETJquZtBkact + grihcjegrkeqztBakBCt o §grihbj€]rk€qztBkaat
+ ubcihajEchijkak + VbiijquikBak + Wcianquichk

. . 1 .
— gl €M (BB — BSBY) + X5 BS 4 S 2 BE,
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+ 47Tthaq[v4bcijEciEbj 4 NbcmjejnkEciBbk 4 CbcnijeijkEanck

+ DbcrijneijkenTthkat} =0 (32())

com
be
7) ai

b
Q Caij

b
Acij:

NP,
nij

be
C nij

be
D rign

be
M ijar —
be
U i =

b
Vij =

(90ih%; — gijh%);

1 1
hPohoha; — hPoh ohao + Ehcohbz'hao - §hb0hcohaz‘;

1 1
—hbihcohaj + hbihcjhao + §hcihb0haj — éhcihb]’hao;

]' C ]' C ]' C 1 C
§goohbih j+ 590jhbih 0— Zlgijhboh o+ §gm'hboh j
1 1 1
Zgoohbihcj - Znghcith - nghcohbg‘;
]' C 1 C 1 C 1 C
590nhbih i égm‘hboh i+ ZQth Al — Zgijh ohln;
1 C 1 C 1 C 1 C
§9m‘hbg’h 0~ 590ihbjhf nt ZQOih ih'n — ng'h ih"o;
1 1
§grihbjhcn + Zlgnihcjhbr
1
hbihcjhar - Ehbjhcihar; Wcz'j = gijhco - gOihcj§
hPoht; — lhbihco; X% = gooh"i — goih‘o;

2
Zbi = gOith_QOOhbi-

Portanto, o primeiro par das equacoes de campo, em sua forma exata, é

evidentemente mais complexo que o respectivo par eletromagnético, isto é de fato

esperado, devido a nao-linearidade da gravitacao. Nas proximas se¢oes vamos ver

como certas consideracoes podem novamente aproximar as teorias.

3.3 Segundo par das equacoes de campo

Analogamente ao Eletromagnetismo, o segundo par das equagoes de Maxwell

gravitacionais deve surgir do contexto geométrico das teorias de gauge. Ou seja, de-

vemos considerar a primeira identidade de Bianchi da geometria teleparalela, dada
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por:

8,F% 0, + 0,F°,, + 0,F°,, = 0, (3.21)

que pode ser escrita como

Ity =0, (3.22)
ou ainda
P, Fe,, = 0. (3.23)

Essas equagoes devem resultar num analogo ao segundo par das equagoes de Maxwell,

a relembrar:

V-B=0 (3.24)
€ —
. . 0B
E=-22 2
V x 5 (3.25)

sendo esta tultima a lei de Faraday.

3.3.1 Aplicando a definicao D1

Vamos aplicar o modelo D1 com a seguinte escolha de posicoes de indices:

F; = L%

Faij = —GijkBak. (326)

Fixando as possiveis sequéencias de indices pur = 012,013,023,123 obtemos, por

exemplo, para a primeira combinagao:
012 — OgF %10 + 01 F % + 02 F % = 0 (3.27)
que, apos a aplicacao da definicao, assume a forma
0. By — O F, = 0,B°, (3.28)

ou em notacao vetorial explicita

(vx8) (%) 520




22

O mesmo procedimento serd usado para as combinagoes de indices, 013 e 023 que

resultam nas componentes x e y da equacao geral que se segue:

. OB
Vx B = (3.30)

Como E? e B? sdo vetores tri-dimensionais com relacao ao espago-tempo, mas que
armazenam um indice interno com quatro componentes, essa equacao representa na
verdade quatro equacoes diretamente analogas a Lei de Ampere do Eletromagne-
tismo.

Para a combinagao 123 temos

O F 93+ 0251 + 03F %12 = 0 (3.31)
que assume a forma
0,B% +90,B% +0,B*, =0 (3.32)
ou
V-B*=0. (3.33)

3.3.2 Aplicando a definicao D2

Vamos partir da relagao entre o tensor intensidade de campo e o superpo-

tencial da teoria na forma

1 1
F 5 = h’,g,5h® .Spt? — hPsg,h® Sy — §hfz;gwff’esf” + §h%gp5hb95bep (3.34)

e aplicar diretamente nas identidades de Bianchi teleparalelas 3.21. Apds a substi-

tuicao da definicao D2, obtemos a seguinte equacao:

ag [Oba’yiéEbi + Pba'yijéeijkak} + 8’\/ [QbaéiaEbi + Rba(sijaeijkak} +

05 [S" i By + T i€ ByF] = 0. (3.35)
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Os dois primeiros coeficientes assumem a forma explicita

O™ is = R* h%gis — ' h%gos + —h'sh®ogir + hPshig0, +

1 1 1 1
§ha5hbogm - éhaéhbigﬂfy - §ha'yhb09i6 + §ha7hbi905; (3.36)

1 1
,Pba’yij(; = hb,yhaigjg — hbgh“l-gﬂ + éhaghbigj,y — Eha,yhbigjg. (337)

e a partir de Ob“,ﬂg e Pba»yijg obtemos Q% e Rba&jg realizando a troca de indices
(y—=ded—o0)eS",, e T, fazendo (y — o e d — 7).

Esta é uma expressao evidentemente mais complexa do que a expressao
que surge a partir da definicao D1 e se torna menos semelhante a identidade de
Bianchi do Eletromagnetismo do que a primeira escolha. Poderiamos ainda tentar
evidenciar o analogo gravitacional ao segundo par de equacoes de Maxwell fazendo
as substituigoes (0yd) — (012), (013), (023) para obter o andlogo a Lei de Faraday ou
fazendo (0y0) — (123) para obter a lei de divergéncia do campo gravito-magnético.
Mas as equacoes, nessa forma exata, diferem radicalmente. Porém, como veremos
no capitulo 5, conduzindo os calculos para o limite de campo fraco na geometria
de Schwarzschild, o paralelo com as equacoes eletromagnéticas serd completamente

recuperado. Retomaremos, assim, esta questao adiante.

3.4 Equacoes de campo no Teleparalelismo dual

O primeiro par da equagoes de Maxwell gravitacionais, dada a aplicacao
de D2 ganharam uma forma préxima as equagoes do eletromagnetismo no que diz
respeito aos termos derivativos, porém apresentam varios outros termos de acopla-
mento entre campos, na forma de equacao de vacuo sem analogo eletromagnético.

H4, entretanto, um forma bastante interessante de desaparecer explicita-

mente com esses termos de acoplamento, mesmo para a solucao exata, e ganhar
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uma similaridade maior com o eletromagnetismo. Isso se da no contexto do telepa-
ralelismo dual.

Na segao (2.4) apresentamos um desenvolvimento que resulta na condic¢ao
para que o teleparalelismo apresente simetria de dualidade. Essa propriedade, como
la bem enfatizamos, ocorre nas teorias de gauge usuais. As identidades de Bian-
chi escritas para o tensor intensidade de campo dual correspondem exatamente as
equacoes de campo dinamicas da teoria. E a gravitagao, descrita pela RG, ou mesmo
pelo equivalente teleparalelo da RG, nao apresenta a tal propriedade. Porém, foi ob-
tida em [15] a condigao na qual a dualidade é recuperada na gravidade teleparalela,
e que a torna, neste caso, mais proxima ao eletromagnetismo e as demais teorias de
gauge.

Desejamos discutir nesta se¢ao que a condigao (2.41) acaba por anular a

corrente gravitacional j,”, o que simplifica naturalmente nossas equagoes de campo

8, (hS,7") = 0 (3.38)

e que nesta forma, a aplicacao de D2 resulta diretamente nas equagoes gravitacionais
andlogas as equacoes de Maxwell. Observamos isso realizando a abertura explicita
de indices em (3.38) e fixando valores para p.

Assim, para p = 0 obtemos
9:(hS.") =0 (3.39)
que com a definicao D2 se torna
0;(hE,") = 0. (3.40)

Podemos ainda redefinir o campo gravito-elétrico (absorvendo o determinante da

tetrada) como
E'" = hE,

para escrever a equagao na forma

<

&y
I
o

(3.41)
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Para p =1 temos
90(hS,") + 9;(hS,"7) = 0. (3.42)
Apoés aplicar a definicao D2, redefinir o campo gravito-magnético como
B!" = hB,'

e supondo 9;¢7* = 0, obtemos finalmente

- aEl k
€O, B F = a—; (3.43)
ou na forma
V x B! = Gta' (3.44)

Vale ressaltar que ¢,7, o pseudo-tensor energia-momento do campo gravita-
cional dado em (2.26) nao se anula com a hipé6tese de simetria de dualidade. Con-
cluimos que o cendrio teleparalelo dual, apesar de restritivo, aproxima a gravitagao
ao eletromagnetismo, ja que as equagoes de campo dinamicas, mesmo em sua forma
exata, sao similares as eletromagnéticas. A presenca da tetrada, que diferencia a
gravitagao das teorias de gauge internas usuais, representa de fato a diferenca entre

os formalismos, ja que permanece nas equacoes de Maxwell gravitacionais.



Capitulo 4

Forca de Lorentz Gravitacional

A identificacao das componentes do tensor intensidade de campo F*,, com
os campos gravito-elétrico Ea e gravito-magnético Be também foi inspirada na
equacao da trajetoria de uma particula escalar na presenca de gravitagao. A equagao
resultante, completamente analoga a forca de Lorentz eletromagnética interpreta o
préprio F'*,, acoplado a carga gravitacional da particula, a massa, como a forca
responsavel pela dinamica da mesma.

Vamos rever aqui os principais passos para a obtengao desta equagao (para
mais detalhes, ver [18]) e, em seguida, discutiremos a aplicagao e interpretac¢ao dos

dois modelos propostos.

4.1 Equacao de Forca para uma particula na presenca de
gravitacao

Consideremos, no cenario da gravitacao teleparalela, o movimento de uma
particula sem spin e de massa m na presenca do campo gravitacional representado
pelo potencial de gauge A%,. A acao, inspirada na agao eletromagnética, sera escrita

na forma

b b
S:/ Ldsz/ [—m\/—u2+mA“Muau“] ds , (4.1)

26
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com L representando o lagrangeano do sistema,

dx*
= — 4.2
ut = — (4.2)
a quadri-velocidade e
ds = (nu,,da:”dx”)%, (4.3)

o intervalo no espaco-tempo de Minkowski. Note que essa agao ¢ integrada ao longo
da linha mundo da particula no espago-tempo plano. O primeiro termo representa
a acao de uma particula livre e o segundo o acoplamento da massa da particula com
o campo gravitacional. Essa separacao da acao em dois termos é somente possivel
numa teoria de gauge, como o teleparalelismo, nao sendo, portanto, possivel na RG.

Porém, podemos calcular facilmente que essa acao se reduz a acao usual da RG,

S = / " mds (4.4)

com ds = (gw,dx“dm”)% representando o intervalo nao trivial.

Tomando a variagao funcional em (4.1), chegamos a

du . dug " 5
m{d—:%—Auds}:mFWuau , (4.5)
e fazendo uso da relacao
du,, 0x*\ du,
= 4.6
ds (&E“) ds ’ (46)
obtemos
du,
(aﬂma + AaM) E = Fa,uz/ Uq, u” ) (47)

que é a equacao de movimento para uma particula no espaco plano e sentindo o
efeito do campo gravitacional através de A%,. Observe que o fator equivalente ao =
do eletromagnetismo nao aparece aqui, pois a massa gravitacional é cancelada com
a massa inercial, dado o principio de equivaléncia fraco.

Vale, finalmente, salientar que essa equacao pode ser reescrita como uma
equacao de forga no teleparalelismo, com a torcao desempenhando o papel de forca,

ou, alternativamente, pode ser escrita como a equagao da geodésica da RG.
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Para o desenvolvimento das duas préximas secoes, vamos retomar o tensor

intensidade do campo gravitacional F'*,, em termos do potencial de gauge como
F,, =0,A" —0,A%,,
que por sua vez esta relacionado a torcao do espago-tempo, por
Fouw=h"T
e a expressao da tetrada em termos do potencial de gauge:

hty = O + A%,

4.2 Aplicacao de D1

A definicao D1 corresponde a identificagao natural que surge com a forca
de Lorentz gravitacional, ou seja, analogamente ao que é feito no eletromagnetismo,

definiremos £'*,,, em termos dos seus componentes £¢; e B%; da seguinte forma:

Fo; = E% (4.8)

Faz'j = —€Z‘j]§Bak. (49)

Ao tomarmos = 0 em (4.7) e considerando (4.8) temos

duy u Y
ha[) ds = F oy Ug U (410)
que pode escrita da forma
a dua a 0 a [
hod :(FODU +F0iu)ua. (411)
S

Levando em conta a anti-simetria de F'*,, nos dois tltimos indices e a definicao

(4.8), obtemos
du,

ds

h%, = E%u'u,. (4.12)
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Para p = j chegamos em

a dua a v
h j E = F jv Ug U, (413)
que pode ser reescrita como
a du(l a 0 a 7
hjE:(Foju +Fiju)ua. (414)

Substituindo as definigoes (4.8) e (4.9) encontramos

haj % _ (Eaju(] + <ﬁ > B’a) > Uy (415)

J

As equagoes (4.12) e (4.15) sao evidentemente semelhantes a for¢a de Lo-
rentz eletromagnética quanto aos papéis de Ea e Be. Notamos ainda a presenca da
quadri-velocidade u® que junto a massa corresponde a carga de Noether conservada

sob transformagoes do grupo de translagoes.

4.3 Forca de Lorentz gravitacional via D2

A definicdo D2, inspirada na tentativa de aproximar o primeiro par das
equacoes de campo gravitacionais as respectivas equacoes de Maxwell, nao se aplica
com tanta simplicidade quanto a definicao D1. Vejamos os principais passos.

Consideremos a expressao da forga de Lorentz gravitacional na forma:

ha

dug
u CZ = F%, ugu” . (4.16)

Por meio das identificagoes (2.22) e (2.18) e (4.8) a equagao adquire a forma

ap du,

h
ds

1 1
= h, |51 — S — Z g Sy 4 Sg ™o | . (4.17)

Usando o campo de tetradas, podemos escrever os superpotenciais S** com

o primeiro indice de algebra para aplicagao posterior de D2.

a du,

ds

1
h = —hb,,pr”upul, — §hb9(5b“9u2 — S"Putuy,). (4.18)
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Aplicando u? = —1, abrindo explicitamente o somatério em parte espacial

e temporal e substituindo o modelo em questao, encontramos, para p = 0

d “ . ..
com
: hyi 1 1
Coi = hy'usuy — 71) + §hbiuouo - §h60“0ui
e
1
Dbj §hbju0
Para p = k, obtemos
du, -
W = R 4 GR B 4 HY, B, (4.20)
com
0 i th
fb = _hb UoUy — hb UoU; + 7
1 1

k k k
G = éhbiu Ug — §hbou U;

U2

Hklb = —thEZklul'uO - hbJGZklUin + 9

. 1 .
hbi Elkl —+ 5 hbj e”lukui .

Encontramos, portanto, equacoes visivelmente mais complexas que as do
eletromagnetismo, complexidade esta que surge devido a presenca do campo de
tetradas, tornando nao triviais os coeficientes que acompanham os campos gravi-
tacionais elétrico e magnético. Veremos no capitulo 5 que a hipdtese de campo
fraco para o modelo D2 simplifica bastante as equagoes, tornando-as um pouco mais

préximas das equagoes eletromagnéticas.



Capitulo 5

Solucao de Schwarzschild

Realizamos até este ponto do trabalho uma analogia ao Eletromagnetismo
que resultou no surgimento de campos gravito-eletromagnéticos como componentes
do tensor intensidade de campo ou do superpotencial da teoria. Assim, o paralelo foi
feito no dominio das teorias de gauge. Devemos investigar, portanto, se a esses cam-
pos estao associados fendmenos fisicos semelhantes aos observados e previstos pelo
Eletromagnetismo. Em poucas palavras, cargas elétricas estaticas geram campos
elétricos e cargas em movimento geram campos magnéticos. Da mesma forma, é de-
sejavel constatar uma associacao entre os campos sugeridos em modelo com matéria
estdtica e matéria em movimento. O objetivo destas duas segoes serd, entao, ob-
servar, para distribuicoes de matéria especificas que geram diferentes geometrias no

espaco-tempo, como a matéria define os campos em questao.

5.1 Geometria

Consideremos a geometria produzida pelo campo gravitacional externo es-
fericamente simétrico, representado por uma massa m e situado na origem de um
sistema de coordenadas. Este problema, de grande interesse em gravitagao por tra-
tar de corpos tais como o Sol ou outros corpos celestes com excelente aproximacao,

foi o primeiro a ter sua solugao exata encontrada por Schwarzschild em 1916, alguns
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meses depois de Einstein ter publicado suas equacoes de campo no vacuo. A solugao
de Schwarzschild [19] pode ser representada pelo conhecido elemento de linha escrito

em coordenadas esféricas:

-1
ds* = (1 — %) dt? — (1 — %) dr? —r? (d92 + sen29d¢2) . (5.1)

Ou seja, a métrica correspondente é dada por:

(1 — 2m€) 0 0 0
0 —(1-mH™ g 0
Guv = (52)
0 0 —r? 0
0 0 0 —r?send
e com determinante g = det(g,,) = —r*sen?d.

A escolha do observador, que corresponde a um determinado campo de
tetradas associado a métrica de Schwarzschild, é crucial para nossos resultados e
conclusoes a respeito dos papéis desempenhados por E ¢ Be, Vamos adotar, por-
tanto, um conjunto de tetradas que esteja adaptado a um observador estacionario
localizado no infinito. Para tanto, é necessario que este satisfaca a condicao de gauge
de temporal e apresente simetria no setor espacial [20].

Esse conjunto é representado por

Yoo 0 0 0
0 senfcosp rcosfcos¢ —rsenbsen
ht, = i ¢ ¢ ” 1. (5.3)

0 7usenbseng rcosfseng  rsenbcoso

0 ~11€086 —rsend 0

nesta notacao yoo = +/goo € 711 = v/—911- A inversa da tetrada acima é dada por

Yoo 0 0 0
0 ~;'senfcosé r~'cosbcos¢ —(rsenf) lsen
b = 711 ¢ ¢ ( ) ¢ ' (5.4)
0 7 senfseng 1 tcosfsend (rsend)”lcose

0 Y1 -cost —r~tsend 0
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E facil verificar que (5.3) e (5.4) satisfazem as relacdes abaixo:

Guv = Nab hau hbu (55)

he, he” =06,"; b, hpt = 6%. (5.6)
A partir da expressao usual da torcao escrita em termos da tetrada
T, = h”0,h", — ho"0,h", (5.7)

calculamos as componentes de 7", das quais as nao nulas sao:

2GM
T = —Tgool; (5.8)
1
7%, = S =) (5.9)
1
T313 = ;(1 — ’}/11). (510)

5.2 Aplicagcao dos modelos: solugao exata

Nosso ponto de partida para a aplicacao dos modelos sugeridos acima, foi
considerar a solucao exata teleparalela para geometria de Schwarzschild. Sera que
essa construcao resultaria em campos Ea e Bo que concordam com a fenomenologia
sugerida pelo eletromagnetismo? No caso especifico da geometria de Schwarzschild
nosso primeiro teste, crucial para o desenvolvimento do trabalho, foi verificar a
auséncia de componentes de campo magnético gravitacional, esperado para esta

distribuicao estacionaria de matéria.

5.2.1 Aplicagao de D1

A aplicacdo do modelo D1 é direta, j4 que as componentes da torcao sao
relacionadas diretamente aos campos gravitacionais em questao. Assim, para E®
temos

he TP = E%. (5.11)
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Abrindo explicitamente os indices de dlgebra e os tridimensionais do espago-tempo,

chegamos em

EO _ _ (QiM \/;E> : (5.12)
EY, =o0; (5.13)
E% = 0; (5.14)
E*, = 0. (5.15)

Da definicao desse modelo, vemos que as componentes do campo gravito-magnético

se relacionam com a torcao da seguinte forma:
]’Laprij = —GijkBaK, (516)

e de maneira similar ao que foi feito acima, encontramos

BW, = —cosfcosp(1 —y1); B®, = —senfcosp(l —y1);
BY, = —cosfseng(l —y11); B9, = B, =pB®,=0;
B®, = senf(1—y1); BW, = 0

BW, = —senfsend(l — i1).

Vemos aqui surgirem componentes nao nulas para o campo gravito-magnético, o que
afasta o modelo da interpretacao desejavel de que cargas gravitacionais estaticas nao
geram componentes magnéticas de campo. Estudemos se o segundo modelo evitaria

esse tipo de problema.

5.2.2 Aplicacao de D2

Consideremos novamente a defini¢ao

S = B (5.17)
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e retomemos a expressao da componente de interesse do superpotencial em termos

de torgoes:
SbOz — §[thT20)\ + hb)\TAOI . thTOZ)\] . hszGOQ + thTeze' (518)

Apoés algumas simplificacoes, dadas as simetrias e componentes nulas dos

tensores envolvidos, obtemos a relacao direta entre o campo elétrico e a torcao:
By = h T (5.19)
Para b # 0 é trivial verificar que as componentes se anulam, ou seja,
E/=0 (5.20)
e para b = 0 obtemos a forma
B = ho)(T" + T+ T%;). (5.21)

Substituindo explicitamente a tetrada e componentes da torcao, chegamos em

2
Eg" = —— (00— 1); (5.22)
Ep’ = 0; (5.23)
Ep? = 0. (5.24)

Ou seja, apenas a componente radial do vetor b = 0 nao é nula, coerente com a
distribuicao esfericamente simétrica de matéria.
Nosso proximo passo é analisar a existéncia de componente magnética. Para

isso, consideremos novamente a definigao D2
S, = kB F (5.25)
e retomemos a expressao do superpotencial em termos de torgoes:
Sy = %[h,ﬁTﬁA + WY — W T3] — hyd T + hy'T% . (5.26)

Apoés algumas simplificagoes, chegamos em
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Syt = —h?gt T + T (5.27)
Syt = —hPgt T + TE). (5.28)
S = 0. (5.29)

Finalmente, obtemos as componentes

Sw'? = Bg’=0;

cosfcoso _
Sw” = Bo’=—5—0=m");

cosflseng _
S = Bp®=—7F—L-m);

senb _

S = Be’=——z(1-m™);
S = =B’ =0;
S 13 _ -B 9:_8671925 1— —1y.
(1) (1) eeng LT s
S 13 — _B BZCOS¢ 1— —1y.
(2) @ = 5l =7m);
S@" = —Bg’=0.

Novamente, surgem indesejaveis componentes de campo magnético. Nossa conclusao
preliminar é que dado o carater nao linear da gravitacao, nao é possivel associar a
solugao exata uma componente de campo gravito-magnética vinculada a apenas
distribuicoes dinamicas de matéria. Mesmo para uma situacao estatica, como essa,
B existe. Sendo assim, partiremos para uma nova tentativa: sera que a linearizacao
da gravitacao aproxima a mesma ao eletromagnetismo no que concerne a existéncia

e interpretacao destes campos?

5.3 Aplicacao dos modelos: solucao aproximada

Pretendemos assim investigar o surgimento de campos gravito-eletromagné-

ticos no contexto de campo gravitacional fraco. Assim, consideraremos que a métrica
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do espaco-tempo sera composta por uma parte trivial de métrica plana e mais uma

perturbacgao gerada pela presenca de matéria:

G = M + Q. (5.30)

Como a métrica plana assume a forma diagonal apenas em coordenadas cartesia-
nas, é conveniente trabalhar neste sistema de coordenadas, o que simplificard muito
nossos calculos. A tetrada corresponde também poderd ser dividida em uma parte

trivial (diagonal) mais uma contribuicao devido a presenca de matéria, ou seja

h, = H*, +U",. (5.31)

Para realizar a transformacao de coordenadas das gradezas dinamicas en-
volvidas, realizaremos primeiramente a transformacao do campo de tetradas. Como
exemplo de procedimento, consideremos para a primeira componente da tetrada a

lei tensorial de transformacao:

: or 00 ¢
- h(l)z‘('f’, 0, (b) = %h(l)l + 3_xh(1)2 + %h(l)& (5,32)

ox
h(l)l(‘T? Y, Z) = B)

Assim, obtemos para a triade (componentes espaciais da tetrada):

[—cos?pF(0) + sen?¢] —[sen¢cospF(0)] +senfcosbcosd(l — v11)
hij = | —[sen¢cospF(0) + senpcosp] —[sen¢F(0) + cos®0]  senBcosfseng(l — y11)
senfcosbcosd(1 — ~11) senfcosfseng(l —y11)  —(y11c08%0 + sen?0)
(5.33)

com F(0) = (y115en0 + cos?@). Neste formato, a tetrada estd escrita na base
cartesiana, porém seus elementos estao escritos ainda em coordenadas esféricas. A
transformacao completa entre coordenadas sera realizada mediante uma hipotese
que simplificard substancialmente os célculos: suporemos que (2)? = O(e?) é muito
pequeno e, portanto, podemos conduzir as expressoes envolvidas na forma de ex-
pansao em Taylor e considerar apenas a primeira ordem em €. Aqui se faz, portanto,

a hipétese de campo fraco.
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Para a componente zero:

Ox /V 825’ or 00 0
hop(e,y,2) = 55 how(r,0,¢) = 00 + 5o + 5 hop + a—fh(o)g. (5.34)

Sendo assim, a tetrada utilizada para a métrica de Schwarzschild em ordem e sera

(1—me) 0 0 0
pe, — 0 (1+ —sen290032¢) —sen2086n¢cos¢ mTGsenQCOSHCOS(b
0 —senzﬁsengbcosgb (1+ —86”298671 o) WTGsenHCO,stengb
0 TSenHCOSGCOSQS 736n9005956n¢ (1+ mTGcos2«9)

(5.35)
Na forma cartesiana, vemos claramente que a tetrada corresponde a soma
da tetrada diagonal de Minkowski (apenas neste sistema de coordenadas) mais uma

contribuigao nao trivial devido a presenga de matéria, ou seja, corresponde a (5.31)

com
—md 0 0 0
o 0 mCsen’fcos’d  "Csen*fsendcosdp " senbcosbcosd
8 0 mTGsenQQSenngcosgb m—GsenQHSenqu mTGsenﬁcosé’sengzﬁ
0 mTGsenecosﬁcosng mGsechosHsengb mTGcosze)
(5.36)
Finalmente, considerando as relacgoes triviais entre os sistemas de coordenadas do
tipo
x
cosp = —— 5.37
(22 + y2)3 237
seng = ———— (5.38)
(% +y?)2
cost) = SA— (5.39)
(22 +y2 + 22)2
2 .2
senf) = (2" +y7) (5.40)
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obtemos a parte nao trivial da tetrada em coordenadas cartesianas:

mG
0 mGx? mGzxy mGzxz
e — 3{/962_,_112_,_Z2 %/:(;2+y2+z2 3{/962_~_‘y2_,_z2 (5 41>
# 0 mGzy mGy? mGyz ’
{/12+y2+z2 i/z2+y2+22 {/z2+y2+22
0 mGzz mGyz mGz2

{/x2+y2+z2 %/x2+y2+z2 3{/962+y2+zz
Nosso proximo passo sera calcular a tor¢ao no espago-tempo provocada pela

perturbacao U?,. Seja assim a expressao usual da torcao
T? =17, — 7

1%

escrita em termos da tetrada

T, = ha?0,h%, — ha?D,h°,.

Em primeira ordem em ¢, esta expressao adquire a forma

T?, = (Ho"0,U°, + Hi*0,U", + Hy"9,U%, + Hs*9,U°, — (n = v)).  (5.42)

Substituindo explicitamente as componentes de U?,, chegamos nas seguin-

tes componentes da torcao:

Toij = TkOi = 0;
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B mGx 9 mGx
To1=—3/2 21 .2 T =~
T+ Y-+ 2 TEF+ Y+ 2
T = — mGy T%5 = 0
Vo2 +y? 4 22 ) mGz
17 =

70, — _ mGz /22 + 42 + 22

L. — mGy 3 mGx
12 53 5 5 T°3 = — -
ity +z /x2+y2+z2
T mGz ‘ ) mGy
13 - 3 2 2 2) T 23 = — 3 .
TE+ Yyt + 2 /22 4 y2 + 22

Tl = 0

5.3.1 Aplicando D1

Da mesma forma que na se¢ao anterior, temos para Ea
hapr()Z' - Eai. (543)

Abrindo explicitamente os indices de algebra e os indices tridimensionais do

espago-tempo, chegamos em:

—mGz

3/ 2 + 12 —1—22’
E(l)y — E(2)y - E(3)y =0; EW. = E®_ =EO_=y.
—mGz

3/ 2 +y2+22’

Consideremos agora a contribuicao magnética:

haprij = —EijkBak (544)
que nos da

BO_ = B® = B(O)y — B(Q)y =BO_=pBW_—q:

?
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B, — —mGy ; B(3)y _ —mGx ;
Vat+y? 22 Vit yr+ 22
B — mGx : B — —-mGz :
Va2 +y?+ 22 Va2 +y?+ 22
B _ mGz 5O mGy

Y 3/x2+y2+z2’

x4y + 22

Vemos, portanto, que esta defini¢ao resulta em componentes nao nulas para o campo
gravito-magnético nesta primeira ordem de aproximacao. Ou seja, mesmo nesta
regiao de campo gravitacional fraco, o gravito-eletromagnetismo nao gera os efeitos
dinamicos previstos pela mesma distribuigao de carga do eletromagnetismo ja que
uma distribuicao de cargas esfericamente simétrica e estatica estd associada apenas
ao campo elétrico coulombiano. Sendo assim, a definicao D1 baseada no paralelo
direto entre as teorias de gauge em questao, parece nao ser satisfatoria no intuito
de aproximar a gravitacao linear ao eletromagnetismo. A seguir, estudaremos a

segunda proposta de modelo.

5.3.2 Aplicando D2

Consideremos novamente o modelo D2 aplicado a regiao do espago que sa-
tisfaz a aproximagao de campo fraco para a geometria de Schwarzschild. Retomemos

assim a identificacao:

S0 — R

S, 0 = €kpk (5.45)
e a expressao de Sy em termos das componentes da torcao:
Sy = %[h,ﬁTﬁA + WY — W T3] — hyd T + hy'T% ). (5.46)
Podemos abrir explicitamente em componentes espaciais e temporais:

Sy = 5[thTﬂo + Wt TP 4+ Ry TP + hy3T7 + hP T + hy' TV +
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B2T5" + I T = by T — by Ty — T — T3] — T

—hyI TV — W T%y — hd T35 + by TY o + by TV | + by T% 5 + by T35, (5.47)
Fixando os valores 1 = 1 e j = 2 obtemos:
S,12 = —p 2T — 12T 4 by T + hy T2, (5.48)
Finalmente, fixando os indices de algebra encontramos,
Spt? = 6123B(O)Z =0, (5.49)
e para as outras componentes
Buy” = B)” = B = 0. (5.50)
Para os valores i =2 e j =3
$2 = 3T — h3T2, + h2T% + hy2T" (5.51)

que resulta em

B = Bu)" = Be)" = By" = 0. (5.52)
Para os valores i =1e j =3
Sp'? = —hy’T% — hy*T?'y + hy' T + hy' T, (5.53)
que nos da
B = By’ = Bp)! = Bz’ = 0. (5.54)

Portanto, o modelo D2 nesta ordem de aproximacao nao apresenta compo-
nentes de campo magnético gravitacional para uma distribuicao estatica de matéria,
o que fortalece o paralelo nessas condigoes.

Para as componentes elétricas obtivemos com ¢ = 1:

Sp”t = HO[T?'y 4+ T3] (5.55)
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e como H," é diagonal para b = 1,2, 3, segue que
Sw™ = 8" =Su", (5.56)
o que implica em
En' = Eg" = Eg" =0 (5.57)

Para b = 0 encontramos exatamente

2mG
B = o (5.58)
(22 +y? + 22)2

Tomando ¢ = 2, chegamos a
% = H [T + T3] (5.59)
e pela mesma razao teremos nulas as componentes espaciais na algebra:
By’ = Ep’ = B’ = 0. (5.60)

Para a componente y e com b = 0, encontramos o termo anélogo

2mG
B’ = O TTe T (5.61)
(2 + g2+ 22)F
Com ¢ = 3, podemos escrever
S = HO[T" 4+ T%,) (5.62)
que resulta, da mesma forma em
E(l)z = E(Q)Z = E(g)z =0. (563)

E finalmente para a componente z, com indice de algebra nulo encontramos

2mG
Eof=——"22 (5.64)
(22 +y2 + 22)2

Esse resultado nos parece muito interessante: as componentes a = 0 de Eo
desempenham um papel totalmente analogo ao do campo elétrico coulombiano do

eletromagnetismo, dado por

E=kZL; (5.65)
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ou em coordenadas cartesianas:

i+ - k). (5.66)
2

x R y
i :
(22 + 42 + 22)2

-1+
(@2 +2+22)7 (22 +y2 + 22)

E_j:kq

Por se tratar da interagao gravitacional, é esperado um campo atrativo, com
sinal negativo. Podemos recuperar esse resultado incluindo um sinal na defini¢ao
(5.45). Ha ainda um fator de 2 a ser considerado. As demais componentes a = i

nao contribuem para o campo gravito-elétrico.

5.3.3 Equacoes de campo e a geometria de Schwarzschild

Concluimos até aqui que o modelo D2 gera componentes de E ¢ Be com-
pativeis com a fenomenologia do eletromagnetismo para a situagao andloga gravi-
tacional, dado o limite considerado. E, portanto, o modelo mais bem sucedido em
nossa investigacao. Conduziremos os calculos dessa dissertacao a partir deste ins-
tante apenas nesse modelo. Nosso proximo passo serd analisar a dinamica desses

campos no contexto de suas equagoes.

Primeiro par das equacgoes

As chamadas equacoes dinamicas da teoria e que correspondem ao analogo
gravitacional do primeiro par das equagoes de Maxwell resultaram na forma exata
(3.18) e (3.20) sao evidentemente mais complexas que as respectivas equagoes do
eletromagnetismo. Porém, considerando a aproximacao sugerida de limite campo
fraco, veremos que as leis ganham uma forma extremamente simples, reforcando
novamente o paralelo.

Devemos aplicar, portanto, o limite (%)2 = €2 << 1 nas equacoes. Dado
que as equagoes envolvem produtos de componentes de tetradas, métrica e campos,

vamos avaliar ordens de grandeza:

e Produtos do tipo
he, By = H®,Ey' + O(€?) (5.67)
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terao o termo de ordem superior desconsiderado. Consequentemente todas as

tetradas que aparecem nas equagoes serao consideradas planas.

e A métrica usada sera a de Minkowski, com determinante trivial.

e Produtos do tipo Ey'E.’ ou serao nulos, ou serao de O(e?), e também serao

desconsiderados;

e Os termos que envolvem By’ j4 sao a priori nulos para a primeira ordem de e.

Sendo assim, torna-se trivial mostrar que toda contribuicao advinda de j,”

em (3.18) e (3.20) é de O(€?*) restando apenas o termo derivativo

9, (hS,") = 0

com h = 1. Para p = 0 obtemos

que corresponde a

e para p = i, encontramos

que assume a forma simples

Segundo par das equacgoes

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)

As identidades de Bianchi teleparalelas, que nos fornecem o segundo par

das equagoes de campo, quando calculadas de maneira exata através do modelo D2

também resultaram numa forma intrincada, com varios acoplamentos nao previstos
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no eletromagnetismo. Mas de forma semelhante, a aproximagao de campo fraco

desapareceu com termos espurios, resultando nas expressoes que se seguem:
e 0=0,vy=1ed=2: Paraa=0:
1 1 -
Para a = 1,2,3 — trivialmente satisfeitas;
e o=0,vy=1ed=3: Paraa=0:
1 1
—@CE(O)Z - —GZE(O)I - O (574)
2 2
e para a = 1,2,3 — trivialmente satisfeitas;
e 0=0,7v=2ed=23: Paraa=0:
1 .1
e para a = 1, 2,3 — trivialmente satisfeitas.

As equacoes nao triviais podem ser compostas na expressao analoga a lei de

Faraday
- OB
ﬁ X E(O) = — 8; ), (5.76)
considerando que nesta ordem B; = 0.
e 0 =1, v=2ed=3: Esta seria a equagao correspondente a
V-B,=0, (5.77)

porém sendo B = 0, a equacao torna-se identicamente nula.

Como ultima observacao, vemos que um fator de % surge a frente dos ope-
radores. Isso nao representaria alteracao na nossa equacao de vacuo, mas
considerando uma corrente externa o fator permaneceria. Entretanto, ele de
alguma forma é compensado pelo fator 2 que surge na expressao de campo

elétrico.
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5.4 Forca de Lorentz gravitacional na geometria de Schwarzs-

child

Vamos retomar as expressoes para a trajetéria de uma particula escalar na
presenca dos campos gravitacionais E@ ¢ B desenvolvidas no capitulo 4 e considerar
a geometria especifica de Schwarzschild no limite de regiao de campo fraco. Con-
sideraremos apenas o modelo D2, nosso escolhido dada sua compatibilidade com a
fenomenologia de campos desejada.

Aplicaremos as seguintes consideragoes nas equagoes (4.19) e (4.20), ou seja,

até ordem e suporemos:

hbj ~ Hbj; (578)
2Gmz’
B = (5.79)
2+ y?+ 22
EOE — 0;
B = 0.

Assim, encontramos para a componente p = 0 a expressao

du 1 j 0
a0 a __ 0 (0)i
— O E 5.8
s 2u u ( )
e para it =k
duy, 1 1 i
ak 7; (—ugug 2u2) E(0)k 2ukuiE(0)Z. (5.81)

Essas equacoes simplificadas ficam de fato mais préximas as equacoes ele-
tromagnéticas, porém o surgimento de coeficientes nao triviais ainda necessita de

maior interpretacao.

5.5 Algumas consideracgoes

Através da hipdtese de campo gravitacional fraco, encontramos nesse capitulo

expressoes para F® e B%, em ordem e compativeis com a fenomenologia esperada
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pela analogia com o eletromagnetismo. Ou seja, E“ na forma coulombiana, é coe-
rente com a distribuicao estatica de matéria e B@ é inexistente. Devemos ressaltar
que esse eficiente paralelo s6 se verifica nesta ordem de aproximagao. Calculamos
algumas componentes de Ee e Bo para a segunda ordem (ndo exibidas nesta dis-
sertagdo) e constatamos que elas fogem a esta interpretagao simplista. A prépria
solucao exata de Schwarzschild nos mostra a existéncia de B mesmo para distri-
buigoes estacionarias de matéria. Nossa conclusao é que quando a nao-linearidade
¢ recuperada, as duas teorias comegam divergir.

Uma discussao sobre a energia e o momento do campo gravitacional se
faz necessaria, mesmo que em cardter preliminar. Considerando apenas a primeira
ordem em € para os campos, e sendo suas contribuicoes para a corrente j,” proporcio-
nais a £?, B? e EB (pictoricamente), vemos que elas serdo apenas de ordem €2, e por
essa razao as equagoes de campo em primeira ordem ficaram simplificadas. Manter
essa contribuicdo é verificar que ”gravitagao como fonte de gravitacao” (colocando,
pois, j,” no lado direito da equagao de campo) ocorre tal que os efeitos da nao
linearidade sao efetivamente pequenos (nesta aproximacao).

Podemos finalmente comentar que j,” = (energia e momento) ~ E? + B? +
EB (expressao exata em (3.18) e (3.20)) é de fato uma expressao comparavel as do
eletromagnetismo, a lembrar

1
Too = —(E* + B? .82
00 87r( + B7) (5.82)

que corresponde a densidade de energia e

—

1 .
(Tor, Tog, Tos) = _EE x B (5.83)

—

que corresponde a densidade de momento do campo eletromagnético (E x B éo

vetor de Poynting da eletrodinamica).



Capitulo 6

Casca Esférica Massiva Girante

No capitulo anterior foi apresentado um teste para as nossas defini¢coes em
relagdo a uma geometria estética (solu¢ao de Schwarzschild) tanto na forma exata,
quanto numa aproximacao de campo fraco.

O objetivo do atual capitulo é analisar o comportamento da definicao D2,
ja que até aqui se mostrou mais apropriada que a definicao D1, em relagao a uma
outra configuragao do espago-tempo em que esperamos o aparecimento de compo-
nentes do campo gravito-magnético mesmo ao linearizarmos essa geometria. Assim,
consideramos o espago-tempo de uma casca esférica em um movimento de rotagao
lento e, de forma similar ao que foi feito anteriormente, desprezaremos termos de
ordem superior a €, lembrando que € = 7* .

Ao considerarmos a forma assintotica do tensor métrico de Kerr, no limite
para momentos angulares pequenos, encontramos uma estrutura correspondente a
essa configuragao, que é exatamente a métrica que sera considerada. O maior inte-
resse em escolhermos tal métrica é que ela assemelha-se a regiao exterior do espago-
tempo de Kerr, com a vantagem de nao possuir singularidades. Exibe, portanto,

efeitos rotacionais regulares e é matematicamente de simples tratamento.
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6.1 Eletromagnetismo: revisao

Antes de tratarmos o problema gravitacional em questao, vamos rever a
solucao do problema analogo no eletromagnetismo, ou seja, consideramos uma casca
esférica de raio R cuja superficie é carregada com carga ¢ e é posta para rodar com
velocidade angular  [21].

Neste caso, o potencial vetor é dado por:

—

A= o [ KD 0 (6.1)

]

aqui pp ¢ a constante de permeabilidade e K é a densidade superficial de corrente.
Calculando o potencial vetor para pontos fora da esfera, em coordenadas

esféricas, encontramos
poR*Qosent -

Alr,0 = — 0. 6.2
(r,6,0) = M50 (62)
Obtemos assim o campo magnético fora da esfera
~ - R*Q A
B=VxA= u(%osef + sendf), (6.3)
r

de onde obtemos o campo magnético em coordenadas cartesianas,

M0R4QO'
3/ 2?4+ y? 4 22

Posteriormente faremos uma comparacao, respeitando as diferencas, deste

B =

[3(zz2 4 yzg) — (2% + y* — 22°)Z] . (6.4)

resultado com o andlogo no caso gravitacional.

6.2 Geometria

O tensor métrico que representa a configuracao da casca esférica e foi intro-

duzido inicialmente por Cohen [22] é dado por:

ds® = —V2dt* + *[dr? + r2d6® + 12 sin® 0(dp — Qdt)?] . (6.5)
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Vale ressaltar que esta expressao ¢ solucao das equagoes de Einstein até primeira
ordem em (). Nos termos que se seguem, rq é o raio da casca e o = %, onde m ¢é a
sua massa.

Para dentro da casa, ou seja, para r < r:

o —

V= . (6.6)
Q@
Y o= Yo=14—; (6.7)
To
Para r > rq:
r—ao
Cr4a’ (6.9)
=1+ %; (6.10)
3
7’01/13
0= (T¢2> Qo (6.11)

A constante )y representa a velocidade angular de arrasto de observadores
localmente inerciais no interior da casca esférica.

Novamente a escolha do observador é fundamental para nossas conclusoes,
sendo assim, optaremos por um campo de tetradas adaptado a observadores estaticos

no espago-tempo. Assim, a seguinte condi¢ao deve ser satisfeita [23]

hoy " (t,7.0,6) — (% 0,0, o) | (6.12)
Um campo de tetradas que respeita a condi¢ao acima ¢é
A 0 0 —C
p — Y?send cos ¢ rip?cosl cos¢p —Bsend send (6.13)

0
0 2senb seng riy?coslseny Bsenb cos o
0 Y2 cos O —riy?senf) 0
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com

A = (V2 —r2Q%)ptsen?)/?

1
= Qryptsen®

1%
B = < rip? . (6.14)

Como a aplicacao do limite de campo fraco resulta na decomposi¢ao simples da
tetrada plana diagonal mais o termo nao trivial (devido a presenga de matéria e
rotagao), vamos escrever (6.13) em coordenadas cartesianas. Realizando a trans-

formacao tensorial, encontramos:

Csen Ccos
A TSETL;b - rsengs O
0 — (¢26032¢ + %sen%ﬁ) SenGcoso (% — @/)2) 0
hay = . 5 . (6.15)
0  sengcosg (2 —¢?)  — (Ycos’d + Bsen’¢) 0
0 0 0 —)?

Observemos que a tetrada acima esta em coordenadas cartesianas, mas seus elemen-
tos ainda estao em fungao de (1,6, ¢). Antes de considerarmos as transformagoes
vamos realizar a aplicacao dos limites de baixa rotacao e campo fraco.

Nosso objetivo é obter uma tetrada do tipo
h*,=H", +U",. (6.16)
Portanto, vamos aplicar primeiramente o limite de rotagoes lentas, isto é,
r?0? << 1. (6.17)

Assim, as definigoes (6.14) tornam-se

&
I <
o)
ﬁw
<
W~
3
:w
fb

2
<
<

(6.18)
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Com isso o campo de tetrada pode ser escrito como

V. —3 Qritsenfseng - Qriptsenfcosd 0
0 —)? 0
oy = v (6.19)
0 0 g2 0
0 0 0 g2

Admitiremos a mesma hipotese do capitulo anterior, ou seja, que (%) ou €2 pode

ser desprezado. Além disso tomaremos o limite

(%)2 << 1. (6.20)

E assim podemos expandir em série de Taylor as expressoes que contenham estes

termos. Feito isso e reescrevendo a tetrada em funcao de (z, y, z) obtemos finalmente:

1— 2a __r3(ro+6a)Qoy r2(ro+60)Q0z 0
\/zz+y2+22 {/x2+y2+22 %/x2+y2+zz
0 1+ =2 — 0 0
he, = Vi 2 |
0 0 14+ === 0
* V22 4y2 422
0 0 0 14 2o
iRV

(6.21)
que corresponde a soma de uma tetrada plana mais uma pertubacgao, exatamente
como (6.16).

Entao podemos calcular as tor¢oes em primeira ordem substituindo (6.16)
em (5.7):

T = H,p0,U%, 4+ U,,0,U°, — H,,0,U%,, — Uy, 0,U° . (6.22)

Os seguintes componentes do tensor de torgao, considerando nossas aproximagcoes,
nao irao se anular:

Ty — (1 B 2_04) (QTOQO(TO +6a) 3r2Qo(ro + 6a) (22 + y2)> | (6.23)

r 73 7D
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ra(ro + 6a)Qoy)

r r ( 73
2 2 2 6)(2
r r r
20w 20\ (r2(ro + 6a)Qox
r3 Toor = — r3 3 )
@, 20x r2(ro + 60)Qpy
r3 Tho1 = 3 3 5
200z r r
= )

(rg(ro + 6a)Qox) |

r3

(Zay) (7“8(7“0 + 6a)Qoy>
Tho2 = . ;

r3

Para calculos posteriores iremos obter o tensor métrico aproximado partindo da

relagao

v = Nap By, n, . (6.24)

com a tetrada dada pela expressao (6.21). Feita a multiplicagdo das matrizes, en-

contramos:
1-2C
—(1—C) Hy
Guv =
(1-0C)H
0

com
e

—(1-0O)Hy, (1-0)H 0
—(1+2 0 0
( ‘) , (6.25)
0 —(14+20) 0
0 0 —(14+20)
2
B r5(ro + 6a) Qo
H, = Vg = (6.26)
v/ Y-+ z
H, — 7’3(7’0 + 6a)Q0y (6 27)
2= 3/x2—|—y2—|—22 :
2
C= a (6.28)

NS

como veremos mais a frente, é necessario calcularmos os componentes contravarian-
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tes do tensor métrico, o que nos leva a:

(1-200" —(1-0CH, (1-CH, 0

g = ~(1-C)H, —(14+20)" 0 0 (629)
(1—C) H, 0 —(1+20)7" 0
0 0 0 — (14207

pelo mesmo motivo citado anteriormente é essencial escrevermos a inversa da tetrada

(6.21)

1+ 200 r(z)(r0+6a)ﬂoy _r%(r0+6a)ﬂom 0
\/x2+y2+22 ?{/x2+y2+z2 322 4y2 422
0 11— ——2 0 0
h no_ $2+y2+22
o =
0 0 1 — =2 0
/x2+y2+22

0 0 0 1 — —2
/CE2+y2+Z2

(6.30)

6.3 Campo gravito-magnético da casca esférica girante

De posse de todos os elementos necessarios, podemos calcular os componen-
tes gravito-magnéticos do campo gravitacional produzido por uma casca esférica em
baixa rotagao. Como explicado anteriormente utilizaremos apenas a definicao (D2).

Sabemos que o superpotencial pode ser escrito como
1
S, = 2 [ha’\T"p,\ + h Mo — haAT’”A] — h°T% g 4 hoT, (6.31)
que pode ser reescrito, com a adequada posicao de indices para as torgoes

1
Sapa = 5 [haAgaugpyTuu)\ + ha)\gpugauT/\uu - ha)\nggUMTu,u)\}

_h'aagg(sgpuT(SVG + hapge(sg(wTaue. (632)

De acordo com a nossa defini¢ao, devemos tomar p = i e 0 = j na expressao acima

e posteriormente abrir os somatérios.
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A componente x do campo gravito-magnético torna-se

B(O) [h 0,22 33 (T023 —|—T203)] +h00 20 33T

2
h 2 Oﬂg 3T003 _ h02911933T113, (633)

a componente y

B! = hog"' 6% (Tors + Tlos)] — ho g™ g% Toos

-3 5 |
+ho' g% g% Toos + ho' 9?2 9> Taas (6.34)

e por fim a componente z

B)® = _h Ogttg* [—T501 + To12 — Thoz] — ho’gM g* Too
+ho’g" g% Toos + ho’g" g Toor — hog"' g% s
_h01922900T002 + h01922933T323' (635)

Todas as demais combinacoes do superpotencial sao nulas, levando em conta
nossas aproximagcoes.
Ao substituirmos os elementos da tetrada, tensor métrico e tor¢ao nos re-

sultados acima obtemos os componentes do campo gravito-magnético x, y e z, res-

pectivamente,
By — 6Q0(ro + 60)x2 |3 1o (6.36)
Vit 422 |20 a4yt 42
Buy? — r6Qo(ro + 6a)yz |3 1l (6.37)
5/172+y2+22 2 /I2+y2+22
e
Bry)” — r5Qo(ro +60) | 8 (6.38)
©) 3/I.2+y2+22 ’x2+y2+22
_ 75%0(ro + 60) @) |2 - 1la (6.39)
5/x2+y2+22 2 /2 +y2 + 22




57

Ao compararmos as expressoes acima com (6.4) notamos uma certa seme-
lhanga entre os resultados. Por exemplo, as componentes = e y de B* (a=0) sao
proporcionais ao produto xz e yz respectivamente, da mesma forma que as compo-
nentes eletromagnéticas, enquanto a componente z possui um termo proporcional a
2? e y2, como o eletromagnetismo. E importante ressaltar que a analogia pode ser
feita até um certo ponto, pois no caso gravitacional a velocidade angular para um ob-
servador fora da casca, depende da distancia do mesmo a casca, além da sua prépria
massa, enquanto no exemplo eletromagnético dado, €2 é constante. Isso também
pode explicar as diferentes poténcias da dependéncia com a distancia radial nos dois
sistemas fisicos. E da mesma forma que no capitulo anterior as componentes de B,*
com a = 0 é que se mostram analogas ao caso eletromagnético.

Além disso, para obtermos as componentes do campo gravito-magnético
consideramos o limite de baixa rotacao e campo fraco. Um fato importante é que ao
anularmos {2y as componentes acima também desaparecem, isto €, se a casca perder
seu movimento de rotagao nao teremos componentes do campo gravito-magnético.

Vale salientar ainda que a ordem de grandeza do campo gravito-elétrico é
diferente da do campo gravito-magnético, ja que o mesmo carrega um fator de C% que
nao fica explicito em unidades naturais, tanto que este tltimo ainda nao foi medido
(por exemplo o campo gravito-magnético proposto por Mashhoon). Isso pode ser
corrigido ao considerarmos a constante da velocidade da luz em nossos calculos e

definicoes.



Capitulo 7

Conclusao

O ETRG, que descreve a interagao gravitacional, possui seus fundamentos
baseados numa teoria de gauge abeliana, da mesma maneira que o Eletromagne-
tismo. Neste trabalho fizemos uma analogia entre essas duas interagoes fundamen-
tais.

Nesse contexto definimos, de duas formas diferentes, as versdes dos cam-
pos gravito-elétrico e gravito-magnético e analisamos as diferencas entre as duas
abordagens. Essas definigoes foram propostas de uma maneira diferente do que é
usualmente feito na RG.

O que seriam as equacoes de Maxwell gravitacionais se mostraram com-
pletamente diferentes das equagoes do eletromagnetismo na sua forma exata (sem
aproximacao), tanto na definicao D1 quanto na D2. De certa forma isso ja era espe-
rado devido a nao linearidade da gravitacao. Contudo, o segundo par das equacoes
de campo vindo da identidade de Biachi na definicao D1 é parecido com o eletro-
magnético uma vez que a definicao é bastante similar a eletromagnética.

O primeiro par das equacoes de Maxwell gravitacionais se mostrou mais
préximo ao equivalente eletromagnético quando consideramos o teleparalelismo dual
mesmo na sua forma exata. Essa consideragao aproxima as duas teorias, pois o
termo de acoplamento proveniente do j,”, neste caso, se anula. Assim, as equacoes

de campo dinamicas tornam-se semelhantes.

o8
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A equacao da trajetéria para particulas sem spin obtida no Teleparalelismo
é completamente andloga a forca de Lorentz do eletromagnetismo. Na definicao D1
encontramos uma equacao semelhante a da forca de Lorentz em termos de EeB
como era esperado devido a similaridade entre o tensor intensidade de campo das
duas teorias.

Quando utilizamos a definicao D2 encontramos uma equagao mais com-
plexa. Essa diferenca se deve a presenca do campo de tetrada. Em contraste, quando
aplicamos essa equagao a uma geometria especifica, no caso de Schwarzschild, con-
siderando a condigao de campo fraco, observamos uma grande simplificacao que a
tornou mais parecida com a equacao eletromagnética. Nesse contexto, vemos que a
interpretacao ainda deve ser melhorada.

Na tentativa de compreender qual das definicoes estava associada a fenomenos
fisicos, aplicamos nossas defini¢oes a uma geometria conhecida, no caso a de Schwarzs-
child. Inicialmente encontramos um resultado inesperado, ou seja, mesmo em uma
configuragao estatica obtivemos a componente gravito-magnética nos dois modelos.
Deste fato, concluimos que o carater nao linear da gravitacao é responsavel pelo
aparecimento dessa componente em uma solucao exata. Assim, a corrente de gauge
Ja” 7agiria” como fonte do campo gravitacional.

Em seguida, com o intuito de verificar se a linearizacao da gravitagao con-
duziria a equacoes semelhantes aquelas do eletromagnetismo, tomamos a solucao de
Schwarzschild no contexto de campo fraco, ou seja, primeira ordem em €. O resul-
tado obtido para a definicao D1 foi o aparecimento da componente gravito-magnética
mesmo nessa ordem de aproximacao em e. Este nao é um resultado satisfatorio pois
a configuragao de massa (carga) equivalente no eletromagnetismo esta associada so-
mente ao campo elétrico. Porém, um resultado interessante foi encontrado quando
aplicamos a definicao D2 as mesmas condigoes citadas acima. Obtivemos o seguinte:
o anulamento da componente gravito-magnética e a componente gravito-elétrica to-
talmente analoga ao campo elétrico Coulombiano do eletromagnetismo.

Com o intuito de testarmos novamente a definicao D2 escolhemos uma con-
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figuragao fisica que de acordo com a nossa abordagem deveria gerar campo gravito-
magnético. A geometria escolhida foi a de uma casca esférica em rotagao. Como
as expressoes para Ee E, compativeis com a fenomenologia esperada, se dao no
regime de campo fraco, tomamos essa hipétese e ainda consideramos o limite de
baixa rotacao. O resultado foi novamente surpreendente quando comparamos com
o andalogo eletromagnético, ou seja, uma casca esférica em rotacao com densidade
superficial de carga o. As expressoes finais mostraram-se muito parecidas.

Como perspectivas futuras queremos analisar o comportamento dos nossos
modelos considerando ordens superiores em €. Exploraremos um pouco mais a geo-
metria da casca esférica para obter a componente gravito-elétrica e as equacoes de
campo. Testaremos nosso modelo em outras configuracoes de campo. Analisare-

mos as consequéncias advindas da nossa abordagem quando aplicada ao formalismo

Hamiltoniano [24], na anélise da energia-momento do campo gravitacional.
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