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Resumo

Consideramos!

o espago pseudo-Euclidiano (R", g), com coordenadas = = (x1, ..., x,),
n > 3n, e gij = 05, € = £1. Seja T" um tensor simétrico de ordem 2, definido por
T = Z&tjﬂj(xk)dxi ® dx;, onde k é fixo, €,;F;j(xy) = €;Fji(xy), Vi, j tals que i # j e
para z;:%)(o’ Fij(x) = ¢y, Vi, j tais que i, 7, jo sdo distintos, com ¢;; € R. Além disso,
assumimos que existem um intervalo aberto I C R e ly # jo tais que Fj jo(:vk) # 0,
Vxr € I. Obtemos condigoes necessarias e suficientes para que tal tensor admita

métrica g, conforme a g, que resolva a equagao do tensor de Ricci, Ric g =T.

!Palavras-chave: métricas conformes; equacao de Ricci; espaco pseudo-Euclidiano.



Abstract

We consider? the pseudo-Euclidean space (R™, g), with coordinates x = (x, ..., T,),

n > 3, and g;; = d;;6;. Let T" be a symmetric tensor of order 2, defined by T =

ZejFij(xk)dxi ®dx;, where k is fixed, ¢,
ij=1

for jo fixed, Fi;(zx) = ¢ij, Vi, j such that i, j, jo are distinct, with ¢;; € R. Moreover,
Fijo(zn) # 0,

lojo

F,j(xy) = €;Fji(xy), Vi, j such that ¢ # j and

we assume that there is an open interval I C R and [y # jo such that

Vz, € I. We provide necessary and sufficient conditions for such a tensor to admit a

metric g, conformal to g, that solves the Ricci tensor equation, Ric g =T

2Key-words: conformal metrics; Ricci tensor equation; pseudo-Euclidean space.
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Introducao

Um problema bastante estudado em geometria é o seguinte:
“Dado um tensor simétrico de ordem 2, T' = Z T;jdz; ® dx;, definido sobre uma

4,7
variedade M, existe métrica Riemanniana g tal que

Ricg=T7 (1)
Encontrar solucao para este problema equivale a resolver o seguinte sistema de
equacoes diferenciais parciais nao-lineares de segunda ordem

Rij = Z(Ffj)78 - Z(F'?S)mj + erjrit o ertri] = Ej?
s,t s,t

S S
em que

1

= 5 3 (0 + (0 = (@) a™

S

sao os simbolos de Christoffel da métrica g e o indice , 7 indica a derivacao com respeito
a varidvel x;.

Em 1981, D. Deturck mostrou, em [5], que o problema (1) tem solugao local quando
o tensor T' é nao singular com dim M > 3. Para o caso bidimensional, sempre existe
solucao local quando T;;(z) = p(z)Q;;, onde p : M — R é uma funcao diferencidvel e
@ é um tensor positivo definido, ver [6].

Quando M ¢é uma variedade compacta tem-se alguns resultados de existéncia e
unicidade de solugao para o problema (1), que podem ser encontrados em [7], [9] e
[17]. No caso bidimensional, podemos encontrar resultados sobre existéncia de solugao

global em [6].



Em [2], J. Cao e D. Deturck estudaram o problema (1) para superficies abertas do
tipo topoldgico finito por . Neste trabalho, eles mostraram que tal problema admite
solugao global para certos tensores 1" e exibiram alguns resultados sobre unicidade, a
menos de homotetia.

Em [3], J. Cao e D. Deturck estudaram a existéncia e unicidade de solugoes globais
em R™ e S", para tensores rotacionalmente simétricos e nao singulares. Neste caso,
mostraram que o problema (1) admite uma tnica solugao e que existe métrica g com-
pleta, definida em todo R"”, tal que Ric g = T, para certos tensores em R". Ja para S™,
demonstraram resultados de nao existéncia e encontraram condigoes necessarias sobre
o tensor 1" dado, de modo que exista métrica g em S™ satisfazendo Ric g = T. Neste
trabalho eles consideraram somente tensores nao singulares, pois fora do contexto rota-
cionalmente simétrico, a unicidade pode falhar, ver [7]. Além disso, existem exemplos
de tensores singulares para os quais nao ha métrica g satisfazendo Ric g = T, mesmo lo-
calmente, ver [6]. Observamos que em [3], J. Cao e D. Deturck enunciaram e provaram
a seguinte proposi¢ao: “ Se T é um tensor rotacionalmente simétrico nao singular,
entao o sistema Ric g = T" tem solugao local rotacionalmente simétrica.” Entretanto,
R. Pina e K. Tenenblat, em [15], exibiram um tensor 7' = —(|x|?> 4+ 1)g nas condigoes
da proposicao acima e que nao admite solugao local.

Em [18], X. Xu mostrou que o problema (1) tem soluc¢do tinica em R"™ e em S" para
tensores T' esfericamente simétricos, sem a condi¢ao do tensor ser nao singular.

Em [10], W. Kiinel e H. B. Rademacher mostraram que se (M, ¢g) é uma variedade
semi-Riemanniana e g é uma métrica conforme a g, com Ric g = Ric g, sendo uma
delas completa, entao g e g sao homotéticas. Desta forma provaram que o problema
(1) tem solugao unica em variedades semi-Riemannianas para a classe de métricas
conformes.

Em [13], R. Pina e K. Tenenblat consideraram um espago pseudo-Euclidiano (R", g),

com coordenadas z = (z1,...,%,), n > 3, ¢;; = €;0;5, € = £1 e tensores da forma



T = ijCiijBi ® dxj, com ¢;; € R. Mostraram condigoes necesséarias e suficientes
para qlile tal tensor admita métrica g, conforme a g, que resolva a equagao de Ricci,
Ric g = T. Mostraram que tais tensores sao determinados pelos elementos da diagonal
e obtiveram explicitamente tais métricas.

Em [12], R. Pina considerou um problema anélogo ao estudado em [13], no espago

g Cij
hiperbélico (R%,g), n > 3, g;j = i%, para tensores do tipo T' = Ric g + g —;dacz- ®
n x

— T
[2¥}
dx;. Mostrou condigoes necessarias e suficientes para que tal tensor admita métrica g,

conforme a g, que resolva a equacao de Ricci, Ric g =T.

Em [14] e [15], R. Pina e K. Tenenblat consideraram o problema de existéncia de
métrica g, conforme a métrica usual g, tal que Ric g = T, para tensores T = fyg,
no espaco pseudo-Euclidiano e na esfera, com dimensao n > 3, onde f é uma funcao
diferenciavel. Para o caso bidimensional, resultados de existéncia e unicidade podem
ser encontrados em [6] e [9)].

Em [16], R. Pina e K. Tenenblat consideraram um espago pseudo-Euclidiano (R", g),
com n > 3, g;j = €;0;5, €; = £1 e tensores da forma T = Zslf,(a:k)dxf, para algum
k fixado, 1 < k < n. Mostraram condicoes necessarias e suﬁz:ientes para que tal tensor
admita métrica g, conforme a g, que resolva a equacao de Ricci, Ric g = T, e a equagao
de Einstein, Ric g — % g =T, onde K é a curvatura escalar de §g. Forneceram solucdes
explicitas que dependem de uma funcao diferenciavel arbitraria de uma tnica variavel.
Consideraram também problemas similares para variedades localmente conformemente
planas.

Em [17], R. Pina e K. Tenenblat consideraram um espago pseudo-Euclidiano (R", g),
com n > 3, g;j = €;0;;, € = £1 e tensores nao diagonais, da forma 7" = Z fijdx;dx;,
tal que, para ¢ # j, fi;(z;, z;) depende de z; e x;. Mostraram condigoes ;]ecessérias e
suficientes para que tal tensor admita métrica g, conforme a g, que resolva a equagao
de Ricci, Ric g =T, e a equacao de Einstein, Ric g — %g =T, onde K ¢é a curvatura

escalar de g. Consideraram também problemas similares para variedades localmente



conformemente planas. Mostraram também exemplos de métricas completas em R",
no toro n-dimensional 7™ e no cilindro 7% x R"* que resolvem a equacao de Ricci ou
a equacao de Einstein.

O objetivo principal deste trabalho é estudar o seguinte problema:

Sejam (R™, g), n > 3, um espago pseudo-Euclidiano, com coordenadas x =
(X1, .0y p), gij = 6i5€i, € = E£1, Vi = 1,...,n. Vamos estudar um tensor simétrico
T, cujos elementos dependem de uma tunica variavel z;. Além disso, vamos admitir
que os elementos fora da diagonal e os elementos que nao pertencem a uma linha jg
e a uma coluna jy, sao constantes, para um jp fixo. Mais precisamente, 7" um tensor
simétrico de ordem 2, definido por

n
T = Z e, Fij(xy)dr; @ dxj,
ij=1
onde k é fixo, ¢;F;;(vx) = €;Fji(xy), Vi, J tais que ¢ # j, e para jy fixo e F;(zy) = ¢y,
Vi, j tais que 4, 7, jo s@o distintos, com ¢;; € R. Além disso, assumimos que existem um
intervalo aberto I C R e ly # jo tais que Fj ; (k) # 0, Vg, € 1. Queremos encontrar

métricas conformes a g, tais que

g = 9

Ricg =T.

Observamos que a condigao F] . (xy) # 0,V € I, faz-se necessdria para excluirmos

lojo
o caso do tensor T' simétrico e constante, que foi estudado por R. Pina e K. Tenenblat
em [13].

Dividimos nosso estudo em dois casos, primeiro estudamos este problema com jy, # k
e depois estudamos o caso em que jo = k.

No caso em que jy = k, dividimos nos trés 1inicos casos:

(A) As constantes ¢;; = 0, Vi, j tais que ¢, j, k sdo distintos;

(B) A dimensao n = 3 e a constante ¢;,;, # 0, onde i, k, lo, sdo distintos;



(C) A dimensdao n > 4, existem indices ig,ng tais que ig, k,ng sdo distintos e
Ciono 7é 0

Para o caso (C) observamos que existem duas possibilidades:

(C1) Os indices iy e ng sdo ambos distintos de ly, isto é, ng, i,, lo, k sdo distintos e
ci, = 0, Vi tais que 7, k, [y sao distintos;

(C2) O indice i é igual a [y ou o indice ng é igual a ly, que sao equivalentes.

No Capitulo 1, apresentaremos um resumo sobre algumas defini¢oes resultados
classicos que serao utilizados nos capitulos subsequentes.

No Capitulo 2, trataremos do caso em que o indice jo é diferente do indice k.
Mostraremos no Teorema 2.1 a existéncia de métrica g, conforme a métrica g, tal que
Ric g = T, se e somente se, ly = k, existe uma funcao diferencidavel L(zy) tal que,

L'(xy) #0e L'(xy) 0, Vop € [,eem I x R"! z €1,
Fjj,(x) =0, Vj tal que j, k, jo sdo distintos,
cj = 0, Vi, j tais que [, j, jo sao distintos,
Fjor (i) = exa(n — 2) L' (xy),
Fii(zr) = (n — Ve L (xg) — (n — 2)gj,0%,
Fy(xy) = ex L (z1) + (n — 2)gjoa®(8j0 — 1) — en(n — 2)(L (w))?, VI # k,

onde a # 0. E exibimos explicitamente as solu¢oes do problema proposto.

No Capitulo 3, apresentaremos alguns resultados que tratam do caso em que o
indice j, € igual ao indice k.

No Teorema 3.1, trataremos do caso (A), ou seja, do caso em que todas as con-
stantes ¢;; = 0, Vi, j tais que 1, j, k sao distintos. Nesse caso mostramos, a existéncia
de métrica g, conforme a métrica g, tal que Ric g = T, se e somente se, existe uma
fungao diferencidvel L(xy) tal que L'(zy) # 0 e L"(zx) # 0, Vo, € I, e em I x R™1,
x € 1,

Fior(wr) = agg(n — 2)L (a),



Fii(xy) = 0, Vj # k, l,
Fkk(xk) = (n - 1>EkL”(l’k) - (TL - 2)6[0(12,
F}l(ZEk) = €kLN(ZEk) + (n - 2)6[0(12(5101 - 1) - ek(n - 2)(L,<C(]k))2, Vi 7é k‘,

a # 0. E exibimos explicitamente as solugdes do problema proposto.

No Teorema 3.2, trataremos do caso (B), ou seja, do caso de dimensdo n = 3, onde
a constante ¢;;, 7 0, onde 19, k, [y sao distintos. Supomos, sem perda de generalidade,
para simplificar a notacao, que £ = 2, [p = 1 e igp = 3. Neste caso, mostramos a
existéncia de métrica g, conforme a métrica g, tal que Ricg = T, se e somente se,
existem um intervalo J C I e uma fungao diferenciavel G(z3) tal que G'(z2) # 0,

G"(x9) #0,Vag € J, e em J x R% x5 € J,

_ 02G'(x) __a
Fio(zg) = N onde b = oo >0ea>0,
acoG'(x2)
F T =
52(72) 7
2
" ’ £3a
Fis(22) = 02,G" (22) — 23(G (22))* — =L,
2
1" € €3a
Foo () = 2065G" (22) — 31 — 37’
" / g
Fig(2) = 022G (22) — £2(G'(2))* — 2,

onde a > 0 e 0 = 1. Exibimos explicitamente as solucoes do problema proposto.

Nos Teoremas 3.3 e 3.4, trataremos da possibilidade (C2), ou seja, n > 4, com
Clyio # 0, onde g, lp, k£ sao distintos.

No Teorema 3.3, estudamos o caso em que consideramos a existéncia de uma con-
stante ¢, # 0, onde i, o, 70, k sao distintos. Mostramos neste caso, que existe a
métrica g, conforme a métrica g, tal que Ric g =T, se e somente se, ¢;,,, # 0, existe
uma fungao diferencidvel G(zy), definida em um intervalo J C I, tal que G"(z) # 0,

G'(x1) #£0,Vop € J,eem J x R o € J,

Fior(zr) = epv/d(n — Q)G/(l"k),

6



n—2

Fii(zr) = i€k, G'(x1,), V7 tais que j,lo, k sao distintos ,

d
€;Csi = CSlOdcilO, Vi, s tais que i, s, k, ly, sao distintos ,
d = SoGioloCloro
Cigro
1
Fkk(xk) = agk(n — 1)G”(l’k> - €lod - g Z 6j(cjlo)27
J#k,lo
1
Fioty (k) = 02k G () — ex(n — 2)(G (24))” — — > eilen)’,
J#k,lo
1
Fu(xy) = 0exG" (x1) — ex(n — 2) (G (x1))? — egd — pi > eilen),
J#k,lo,l

VI tais que [, k,ly sao distintos, onde o > 0 e 0 = +1. E exibimos explicitamente as
solucoes do problema proposto.

Ja no Teorema 3.4, trataremos do caso em que ¢,; = 0, Vj tal que j, i, k, [y sao
distintos. Mostramos neste caso, que existe a métrica g, conforme a métrica g, tal que
Ric g = T, se e somente se, existe uma funcao diferenciavel G(zy) definida em um
intervalo J C I tal que G'(z3) #0 e G"(xy) #0, Vo, € J,eem J x R"L x € J,
erG' ()

—\/23 )

Fii(z) = 0, Vj tais que j, lo, k, ipsao distintos ,

Flok<$k) =

cij = 0, Vi, tais que 1, j, k, [y sao distintos,

ac, G’ (xy)
Eok(mk) - szgka a > 07
a
L.}
b (n - 2)5iocloio
2
" €y €in0
F = —1 —_ _
wlon) =omn = V) =6 ) T b2y
" / 2 €lp ‘L:ioa2
Fjj(zy) = 0erG"(21) — (n = 2)ex(G'(z))” + (051, — 1)m + (04 — I)M’

Vj # k, onde a > 0 e 0 = £1. E exibimos explicitamente as solu¢ées do problema

proposto.



Observamos também que na possibilidade (C1), ou seja, no caso em que temos
indices ng, ip tais que g, ng, k, lp sao distintos, onde a constante ¢;,,, 7# 0, e ¢, = 0,
Vi tais que i, k, [y sao distintos, nao existe métrica g, conforme a métrica g, tal que
Ricg=T.

No Capitulo 4, responderemos através de exemplos a seguinte questao:

“Como todo tensor simétrico pode ser diagonalizado, ao diagonalizar os tensores
estudados neste trabalho, estes nao recairiam no caso estudado por R. Pina e K. Tenen-
blat em [16]7”

Ou seja, dado um tensor

n
T = Z ;i Fij(xy)dr; @ dxj,
ij=1
simétrico e nao diagonal, estudado em um dos teoremas apresentados no Capitulo
2 e Capitulo 3, existe uma mudanca de varidveis y = (y1(x),...,y(x)), onde = =
(21, ..., T,), que diagonaliza o tensor T sob as condi¢oes do Teorema A, isto é, o novo

tensor diagonal T tem a forma
T = &fily)dy;.

onde temos ko ix0, fi, (Yko) = Exo (R=1)U" (Yko), f(Yno) = ko [U" (yo) —(n=2)(U"(yio )],
Vi # ko?

Mostraremos casos em que nao existe tal mudanca de varidaveis. Para isso, exibire-
mos cinco exemplos referentes a cada um dos Teoremas demonstrados nos Capitulos 2

e 3.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, faremos um resumo sobre algumas defini¢goes, propriedades e resul-
tados classicos que serao utilizados nos capitulos subsequentes. Os conceitos e pro-
priedades aqui mencionados podem ser encontrados com maiores detalhes em [4], [8] e
[11].

Considerando M uma variedade diferenciavel, indiquemos por x(M) o conjuntos
dos vetores tangentes a M e por D(M) o conjunto das fungoes diferencidveis de classe
C™.

Primeiro enunciaremos alguns resultados sobre formas bilineares e depois definire-

mos variedades semi-Riemannianas.

Definicao 1.1. Seja V um espago vetorial com dimensao finita, uma forma bilinear

simétrica sobre V é uma funcao bilinear b: V' x V' — R, tal que
b(v,w) = b(w,v), Yo,w € V.

Definicao 1.2. Uma forma bilinear simétrica sobre um espaco vetorial V' é:
a) positiva (negativa) definida se b(v,v) > 0(< 0), Vv # 0 € V;
b) positiva (negativa) semi-definida se b(v,v) > 0(<0), Yv € V;

¢) nao-degenerada se b(v,w) = 0, Vw € V implica que v = 0.



Definicao 1.3. O indice v de uma forma bilinear simétrica b sobre um espagco vetorial
V', é o maior inteiro que é a dimensao de um subespaco W C V tal que b restrita a W

é negativa definida.

Sendo 3 = {ey,...,e,} uma base de V, a matriz b;; = b(e;, e;) é dita a matriz de b
relativa a base 3. Prova-se que uma forma bilinear simétrica é nao-degenerada se, e

somente se, b;; = b(e;, ;) é inversivel.

Definicao 1.4. Um tensor métrico g sobre M é uma aplicacao que associa a cada
ponto p € M uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada em 7,M, com indice

constante v, Vp € M.

Definicao 1.5. Uma variedade semi-Riemanniana (M, g) é uma variedade diferenciavel

M, munida com um tensor métrico g.

O valor comum v do indice de g, sobre uma variedade semi-Riemanniana (M, g) é
dito o indice de M. Temos que 0 < v < n = dim M. Se v = 0, temos que (M, g) é
uma variedade Riemanniana.

Observamos que em um sistema de coordenadas (U, X) em torno do ponto p € M,

o o

o 8_357) Como ¢ é nao-degenerada,

as coordenadas do tensor métrico g sao g;; = ¢g(
temos que (g;;(p)) é inversivel e sua inversa serd denotada por ¢”(p). Em U, temos
g= Z gijdr; @ dx;.
1,3

De maneira analoga ao caso Riemanniano, introduz-se as nocoes de conexao e
derivada covariante sobre uma variedade semi-Riemanniana (M, g). Mostra-se também
que sobre (M, g) existe uma tnica conexao D tal que:

a) [V,W] = DyW — Dy V;

b) X <V,W >=< DY W >+ <V, DY > VX V,W € x(M).

10



Temos que D é chamada a conexao de Levi-Civita de M e é caracterizada pela

formula de Koszul

2< DYV X>=V<WX>+W<X,V>-X<VW>—-<V,[WX]>+

+ < W [X, V] >+ < X, [V,IW] >
(1.1)

Em um sistema de coordenadas (U, X (21, ..., 2,)), temos que as funcdes I'}; definidas

em U por

Z FZ] 8;Uk

sao simbolos de Christoffel da conexao D. Se W = Z W; 88 entao
Z;

(O,
Dii_;{ﬁxz +ZF }3$k

Segue por (1.1) que, em U

- ngk{ )+ () = 5= (9) |-

Considerando (M, g) uma variedade semi-Riemanniana com a conexao de Levi-

Civita D, mostra-se que a fungao R : x(M)? — x(M) dada por
R(z,y)z = DyDyz — Dy Dyz + Dy 12

¢ multilinear e serd chamado de tensor curvatura de M.

Assim, em um sistemas de coordenadas temos que

) o0
e (a;) = X P

onde

ikl = a_xl(rjk> - a_mk(rlj) + Z Ly — Zrkmrzj

11



Definicao 1.6. Seja R o tensor curvatura de (M, g). O tensor curvatura de Ricci é
definido por
(n —1)Ric g(X, Z) = traco{T(Y) = R(X,Y)Z},

onde X,Z € T,M.

Em um sistema de coordenadas, suas componentes sao dadas por

Rij = Z Ripn;
Sabemos que, para cada ponto p € M, Ric g : T,M x T,M — R ¢ uma forma bilinear
simétrica.
Agora, considerando f € D(M) e X € x(M) inserimos, a seguir, os conceitos de

gradiente, laplaciano e Hessiana.

Definigao 1.7. Sejam (M, g) uma variedade semi-Riemanniana, X € x(M) e f €
D(M). Entao definimos:
a) gradiente de f, denotado por V,f, como sendo o campo tal que g(V,f, X) =
df (X), VX € x(M);
b) Hessiana de f, denotada por Hess,(f), como sendo uma forma bilinear simétrica
dada por
Hessy(f)(X,Y) =g(Dx(V,f),Y);

¢) laplaciano de f, como sendo
A, f =div(V,f),
onde divX : M — R ¢é dado por
divX (p) = trago da aplicagao linear{Y (p) — Dy X(p)}, Vp € M.

Observagao 1.1. Em um sistema de coordenadas locais (U, X (x1, ..., z,)) em torno de

p € M temos que
L Of Of
\V4 2:§ L
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(Hessy(f))ij

Ay f = Zg’”(
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Capitulo 2

Equacao do tensor de Ricci na

classe de métricas conformes

Exibiremos primeiro uma relacao envolvendo os tensores de Ricci de métricas con-

formes.

Proposicao 2.1. Sejam (M™,g) uma variedade semi-Riemanniana, com n > 3 e
g = % uma métrica conforme a g. Entao os tensores de Ricci das métricas g e g

satisfazem a relacdo

L . 1
Ric g — Ric g = E{(n —2)pHessy(p) + (eAgp — (n — 1)[|[Vye|*)g}.

Demonstracao. Ver [1], [8], [10], [17].
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2.1 Tensor cujos elementos dependem de uma variavel
x;. € os elementos fora da diagonal que nao per-
tencem a uma linha e a uma coluna j,, sao con-
stantes ¢;;

Neste trabalho, nosso objetivo é estudar o seguinte problema:

Sejam (R",g), n > 3, um espago pseudo-Euclidiano, com coordenadas z =
(1, .0y ), gij = 0ijgi, €5 = £1, Vi = 1,...,n e T um tensor simétrico de ordem 2,
definido por i

T = Z e;Fij(xy)dr; @ dxj, (2.1)

ij=1
onde k ¢é fixo, €, F;j(xy) = €, Fji(xy), Vi, j tais que i # j e para jo fixo e Fj;j(z;) = ¢y,

Vi, j tais que ¢, 7, jo sao distintos, com ¢;; € R. Além disso, assumimos que existem um

intervalo aberto I C R e ly # jo tais que F] . (zy) # 0, Vai € 1. Queremos encontrar

lojo

métricas conformes a g, tais que

7 = 29
Ricg =T1T.

(2.2)

Ou seja, estudamos tensores 7', cuja forma matricial é

€1F11(Il'k) £9C12 EjoFljo (Ik) EnCin
£1C21 EQFQQ(Q?k) 5]-0F2j0 (’Ik) EnCon

glFJ()l(ZEkf) 82Fj{)2(x/ﬁf) - Ejho P?jojo (‘Tk) SNFJ'UH(I/ﬂ)
E1Cn1 E9Cp2 6'7‘0Fnj0 (Jk) 5nan($k>

Observamos que considerando (M™, g) uma variedade semi-Riemanniana, n > 3, se

g= %, temos pela Proposicao 2.1 que os tensores de Ricci associados as métricas g e

15



g satisfazem a seguinte relagao

Ric g — Ric g = %{(n = 2)pHessy(p) + (pDgp — (n = 1)[|Vye[*)g}. (2.3)

Como Ric g = 0, segue da relagao (2.3), que estudar o problema (2.2) é equivalente

a estudar o seguinte sistema de equagoes diferenciais
S n = DpHessy () + (pByp = (0= DIVoelPlagh = eiFm), ()
onde
Hess,(¢)i; = ¢.j, |Vapll? = Zéi(@,i)2, Agp = Zém,z’i, i,j=1,...,n, (2.5)

Op
ami :

sendo que ¢; =
Observamos que existem duas possibilidades para o indice jg, jo # k e jo = k.

Neste capitulo, trataremos do caso em que o indice jg é diferente do indice k.

2.2 Primeiro caso, j, # k

Nesta se¢ao apresentaremos um resultado que trata do caso em que o indice j, é

diferente do indice k. Ou seja, tensores 1" cuja forma matricial é dada por

e1F11(zg) £9c19 €LC1k Ej(]Fl]O(a:k.) encin
£1¢c91 egFoo () Lok EjOFQJvO(:r,k) Encon
£1Ck1 €9¢ko e Frp(zg) Ej(]F’Vj[)(Iki) EncCln

611“.]'()1(:1:)‘.) 521"]02(""1\?) 5kl"j0k:(”’k> 5o 1“-7.0-7.0 () 5”,1“]-0“’(;::]‘7)
£1¢n1 £9¢n2 €kCnk EjOFnjo(:rk) enFnn(zg)
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Teorema 2.1. Seja (R",g), n > 3, um espaco pseudo-FEuclidiano, com coordenadas
r = (21,...., %), gij = 0;j&i, &, = £1, Vi =1, ...,n. Considere o tensor

T = Z 6]‘Ej($k)dl‘i & dIL‘j, (26)

ij=1

onde k € fivo, e;Fij(xy) = €ilyi(wx), Vi, j, i # j e para jo # k, jo firo, Fij(wx) = cij,
Vi, j tais que 1,j,j0 sao distintos, com c;; € R. Assuma que existem um intervalo
aberto I CR e ly # jo tais que Fy ; (vx) # 0, Vay € I. Entdo, eziste métrica g = #g
tal que Ric g =T se, e somente se, ly = k, existe uma funcao diferencidvel L(xy) tal

que, L"(x3) #0 e L'(xy) #0, Var € I, e em [ x R"™! 2, €1,

Fijo(z) =0, Vj tal que j, k,jo sdo distintos, (2.7)
c; =0, Vi, j tais que l, j, jo sdo distintos, (2.8)
E]ok}(xk}) = 5ka(n — Q)L,(Jfk), (29)

Fii(zr) = (n — Ve L (xg) — (n — 2)gj,0%, (2.10)

El(xk) = EkL”(l’k) + (TL — 2)53'0(12(6]'01 — 1) - Ek(n - 2)(L,($k))2, Vi 7é k), (211)
o(z) = exp [aasjo + L(:vk)} : (2.12)
onde a # 0.

Demonstragao. Encontrar métricas conformes, g = % tais que Ric g = T, é equi-

valente a estudar o sistema (2.4). Sob as condigoes do nosso teorema, em I x R™!,

xk € I, as equagoes deste sistema sao dadas por

5@Fm($k) _ (n _ 2)<Pu( x) Tg Agp(z) (n . 1) IVge()]® i=1,..n

() #(@) @2
Qij(x) = %ﬁ;m@(:c), Vi tais que i, jo sao distintos, (2.13)
palr) =2 p(x), Vi, j tais que [, j, jo sdo distintos.

Utilizando a comutatividade das derivadas de terceira ordem da fungao ¢(x), isto é,

© o) = @j,(x), Vi, j tais que j,1,jo sdo distintos e [, jo, k s@o distintos, dadas
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através do sistema (2.13), obtemos, em I x R"™! x; € I, que

Ejo Flijo (Tr)01(7) = 150, (), (2.14)

Vi, j tais que [, j, jo sao distintos e [, jo, k sao distintos. Utilizando também a comuta-
tividade das derivadas de terceira ordem da fungao ¢p(z), isto é, ¢ jok(z) = © k().
Vj tais que j, k, jo sao distintos, dadas através do sistema (2.13), obtemos, em I x R"~!,
i € I, que

ErCikp o (T) = €joF 0 (Tr) (@) + €5y Fjo (z1) (), (2.15)
V7 tais que j, k, jo sao distintos.

Como existe Iy # jo tal que Fy ; (7x) # 0, Vo € I, dividiremos nosso estudo em
duas etapas. Primeiro trataremos do caso em que [y # k e por ultimo o caso em que
lo = k.

Caso I: Suponhamos que [y # k.

Utilizando a expressao (2.14), com j = Iy, obtemos, em I x R"™ Vx, € I, que

EjoFlojo ()01 (7) = 1€ 4o (), (2.16)

VI tais que L, k, ly, jo sao distintos.

Em (2.14) tomemos [ = [y, assim, em [ x R"™ 2, € I,

Eio o (Th) 0,10 () = €1,Cj100 5o (T), (2.17)

V7 tais que j,ly, jo sao distintos.

Afirmacao I.1: Nio existe intervalo J C I tal que, Vay € J, Fj;,(zx) = 0, Vj tais
que 7, Jo, lp sao distintos.

De fato, suponhamos que exista um intervalo J C I tal que Fijo(zg) = 0, Vj tais

que 7, jo, lp sao distintos e Vxy € J. Dessa forma o sistema (2.13), em JxR™1 xp € J,
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se reduz a

(

F —(n —2)2i@) | o Age@) o IVee@I2 s
eilii(my) = (n=2)50y +aTGT — (- Darggge 1= Lo,
() =0, Vitais que 4,1y, jo sdo distintos, (2.18)
P ,lojo (ZE) - W@(ZE),
palr) = p(x), Vj,1 tais que j,1, jo sdo distintos.
\

Derivando a expressao de ¢ ,(z), dada pelo sistema (2.18), com respeito a varidvel
xy, e utilizando a comutatividade das derivadas, isto €, ¥ k(%) = © kjo1 (), Obtemos,
em J x R"! que

— 0k Flyjo(2r) = Fyyj (2r) (), ax € J.

Derivando a expressao acima com respeito a variavel x;, e utilizando a segunda ex-
pressao do sistema (2.18) obtemos que @ ;, () = 0, em J x R*~!, visto que Fy o (k) # 0,
Vay, € I e J C I. Consequentemente ¢ i, () = @y, (2) = 0, em J x R*™! o que da
terceira equagio de (2.18) nos fornece Fyj, (z1) = 0, Vai, € J, ja que ¢ # 0. Sendo este
um absurdo. Provando assim a Afirmacao I.1.

Desta forma, temos que existe ig, tal que ig, ly, jo s@o distintos, com Fj ;,(zx) # 0,
Va, € J, para algum intervalo J C I. Como Fy i (xx) # 0, YV, € I, temos que
Fiojo(xk), p € I, é uma fungao estritamente crescente ou estritamente decrescente.
Portanto, existe um intervalo aberto Jc Jtal que Fjj, () # 0 e Fy (xr) # 0,

Vi € J. Entdo, da expressio (2.17) obtemos, em .J x R, que

Cloig

0 (x) = 7 @0 (), Vi, € J. (2.19)

oo (Tk)
Observamos que ¢;,;, # 0, pois caso contrario, utilizando a expressao (2.19) e (2.13),
obterfamos F j,(z;) = 0, Vay € J , 0 que é uma contradicdo.

Derivando a expressao (2.19), com respeito a variavel x,, como jy # k, e utilizando

a expressao de @5, () dada pelo sistema (2.13) obtemos, em J x R*™!, que

5joFloj0(xk)Fjoio (xk> (x) T € j (2.20)

P ,jojo () = (n—2)ar.;
00
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Tomando j = Iy em (2.15) temos, em [ x R"! que

ErClokP o () = €5y Fy, i (Tr) () + € Flojo (1) 0.1 (2), o € 1. (2.21)

Derivando a equacao (2.21), com respeito a variavel z;,, e utilizando a expressao de

¢ ko (z) dada pelo o sistema (2.13) chegamos, em I x R*"! a

Flojo(x) Fiejo (1)
n—2

ERCok P jojo () = €jo Fl o (T1) P jo () + o(x), x € 1.

Substituindo a expressao de ¢ jj, () obtida em (2.20) obtemos, em J x R"!, que

.o () Crto Foto (1) Fliio (Tk) = Cuoio Flogo (k) Fijo (k) Alwy), 2 € J

¢<m> (n - 2)€jocloi0F};jo (xk>

Afirmacao I.2: Nio existe intervalo W C J tal que A(xy) =0, Vo, € W.

De fato, suponhamos que exista um intervalo W C j, tal que A(xy) =0, Vo, € W,
Dessa forma temos que ¢ j,(z) = 0, em W x R""! e consequentemente da segunda
equagao do sistema (2.13) temos que Fyj,(zx) = 0, Yz € W, o que é uma contradicio
j& que por hipétese Fy ; (1) # 0, Vap € I e W C I. Provando assim a Afirmacdo 1.2.

Entao, existe um intervalo J C j tal que A(xy) # 0, Vo, € J. Dessa forma temos,
em J x R™ ! que

o(x) = exp [A(xk)xjo + B(i"jo)}, T, € J, (2.22)

onde B(z;,) é uma funcao que nao depende da varidvel z;,. Derivando a expressao de

¢(x), dada por (2.22), com respeito as varidveis z, e zj, obtemos, em J x R""! que
pal) = | Aoy + (Bl |o(o),
.o(x) = Alz)p(), 2 € J.
Substituindo estas na equagao (2.21) chegamos a

o Fop (1) {(A(u))'xjo n <B<@o>>,k} — cxcmA(er) — e FLs (@), an € J.

. . N .7 ! _
Derivando esta com respeito a variavel xj, temos que €, F . (xx) A" (zx) = 0, 2 € J.
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Afirmagao 1.3: Temos que A'(x;) =0, Va, € J.

De fato, caso contrério, existiria 29 € J tal que A’(2?) # 0, portanto existiria um
intervalo J C J tal que A'(zy) # 0, Vay, € J. Entdo terfamos Fljo(xg) =0, Vo, € J e
Jc.JcCI,oqueéum absurdo. Logo temos que A'(x;) = 0, Vay, € J.

Assim obtemos que

Azy) =a #0, Vo, € J.

Entao, segue de (2.22) que a expressao da func¢ao ¢ reduz-se a
o(x) = exp [axjo + B(jj0)17 reJxR"L (2.23)

Calculando as derivadas da expressao (2.23) com respeito as varidveis z;, e xj,, e

substituindo na equagao (2.19), chegamos a

QClyig

B(z; = —, e J.
( ( ]0))710 P}OZO(I‘]C) k
Donde obtemos que
B(JA,‘ ) = 7Cl0io Xy, + D(i’ i’l ) T € j (224)
” ‘ZjOiO (Ik) ’ ool ’

onde D(z;,,Z;,) é uma fungao que nao depende das varidveis z;, e xj,. Substituindo

(2.24) na equacio (2.23) temos, em J x R"71 que

QAClyig N oA
= ; _— D(z; . 2.25
gp(l‘) exp |oxj, + Fjoio (gjk)xlo + (%0, xlo) ( )

Agora, calculando ¢ ,(x) e ¢ ;,(z), via equacao (2.25) e substituindo na equacao (2.21)

obtemos, em J x R*™ ', x;, € J, que

QClyinEjo Flojo (xk)Fj{oio (xk?)
<Fjoio (xk))z

. . N .7 ! _
Derivando esta com respeito a varidvel z;, temos que Fyyj, (zx) Fj ; (vx) = 0, 74 € J.

J
(xk) =0,V € J.

Ty + ERClokt — gjoFllojo (xk’) - EJ'OFZOJ'O (mk)(D(*%jm ilo))Jﬂ =0.

Afirmacao I.4: Temos F!

10Jo

De fato, caso contrario, existiria 9 € J tal que F} . (z9) # 0, portanto existiria

10J0

um intervalo J C J tal que F!

10J0

(z3) # 0, Vai € J. Entdo terfamos que Fj;, () = 0,
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2, € J C J C I. Sendo este um absurdo, pois por hipétese Fy i (ve) # 0, v € 1.
(ZL’k) =0, Vz; € J.

: /
Assim temos que Fj ;.

Assim obtemos que Fj;,(z) = b # 0, Va;, € J. Entdo substituindo na expressio
(2.25) obtemos

acloio

b

¢(z) = exp |azxj, + zy, + D(&j,,31,) |, ¥ € J x R (2.26)

Calculando a derivada de segunda ordem da expressao (2.26) com respeito as variaveis

xj, € xy, e utilizando a expressao de ¢, j,(r) dada no sistema (2.13) obtemos que

a?(n —2)ej,clyi _
Fiojo (k) = ( b) Dl gy € .

Ou seja, Fy ; (z1) = 0, Vg, € J C I, o0 que é um absurdo.
Caso II: Suponhamos que [y = k.

Da expressao (2.14), com j = k, obtemos, em [ x R"™! x;, € I, que

EjoLrjo(Tr) () = ercrp jo (), (2.27)

VI tais que [, jo, k sao distintos.

Afirmacgao II.1: Temos que Fj;, (z)) = 0, Vj tais que j, jo, k sdo distintos e Vay, € 1.

De fato, caso contrario existiriam um intervalo Z C I e um indice mg, tal que
mo, k, jo sdo distintos, tais que a funcio F,,;,(7x) # 0, Vay, € Z. Como Fy (zr) # 0,
Vo, € I, temos que Fij,(x) é uma fungdo estritamente crescente ou estritamente
decrescente. Portanto, existe um intervalo Z C Z tal que Fyj,(zx) # 0, Va, € Z.
Observamos que ¢, 7 0, pois caso contrario terfamos de (2.27), com [ = mg, que
Omo() = 0, Vo € Z x R"!. E assim, da segunda equagao de (2.13) terfamos que
Fingjo(xr) =0, Vi, € Z, 0 que é um absurdo. Agora, em (2.27), consideramos | = my

e derivamos esta com respeito a varidvel xj, obtendo, em Z x R"~! que

_Cm()k‘F]{Ok(xk') Cmok

m xT) = — 0. () + = xr), T € Z.
907 Ok( ) (ijok(xk»Q SOJO( ) ijok(xk)godok( ) k
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Substituindo as expressoes de ¢ k() e de ¢ jk(x), obtidas no sistema (2.13),

chegamos, em Z x R ! a
cmOkFJ{Ok(xk)go,jO(x) =0, 2, € Z.

Temos por hipdtese que Fj’ok(xk) # 0, Vap € I, e Z C I. Assim, da expressao acima
obtemos que ¢ j,(z) = 0, Vo € Z x R"™!. Logo temos que ¢ jor(z) =0, Vo € Z x R""1,
Da segunda expressao do sistema (2.13), considerando i = k, obtemos que Fj;, (x)) = 0,
x, € Z C I, o que é um absurdo. Demonstrando assim a Afirmacao II.1.

Entao, temos que

Fjjo(xg) =0, Vo, € 1,

V7 tais que j, k, jo sao distintos, que é o expresso em (2.7). Com isso, reescrevemos o

sistema (2.13), em I x R"™' z; € I, sob a forma

/

. — (0 _ 9\ Lii(T) Do) WVge@I?
eilfi(ze) = =20y +aSay — (- Ve i=1..m,
i) =0, Vitais que i, k, jo sdo distintos, (2.28)
Pui(@) = T (),
() = lo(x), VI, tais que [, 7, jo sao distintos.
\

Derivando a terceira expressao do sistema (2.28) com respeito a varidvel x;, Vi tais
que 1, k, jo sao distintos, e a segunda expressao do mesmo sistema com respeito a
variavel xp, e utilizando a comutatividade das derivadas de terceira ordem, isto é,

@ kioi(T) = ©ijor (), obtemos, em I x R"1 que
Fijo (1) i(x) = 0, ax € 1, (2.29)

Vi tais que i, k, jo sao distintos.

Afirmagao II1.2: Temos que ¢ (z) = 0, Vo € I x R"™!, e Vi tais que i, k, jo sao
distintos.

De fato, caso contrario existiriam iy, tal que 1, k, jo sao distintos, um intervalo

aberto Z C I e um aberto U C R™ !, tais que ¢, (z) # 0, Vo € Z x U. Portanto
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de (2.29) terfamos que Fjj, (7)) = 0, Vo € Z. Neste caso, Fy (xy) = Fy; (z) = 0,

Var C Z C I, o que contradiz a hipétese do teorema.

Assim temos, em I x R"! que

Vi tais que i, k, jo sdo distintos. Dessa forma, temos que em I xR, o(z) = ¢(zx, x5, ),

x € 1. O que nos fornece da quarta equagao de (2.28) que ¢;; = 0, VI, j, tais que [, 4, jo

sao distintos. Comprovando o que foi expresso em (2.8). Logo o sistema (2.28), em

I xR 2 €I, reduz-se a

(

o(x) o(z) (p(x))?

(p(2))? 7

©.i(x) =0, Vi tais que 7, k, jo s@o distintos,

o(x)

€50 Frjo (Tk)

P, kjo (:E) = Tg@($>,

\ v i(zr) =0, Vi, jtal quel, 7, jo sdo distintos.

Agora, temos que, Vrg tal que 7, k, jo sao distintos, em I x R*™ ! 2, € I,

(n —2)erp k()
p(z)

Frp(xg) — Frogry(z1) =

F’Z(xk) — (n _ 2)52 p.ii(x) + Agp(z) (n _ 1) [Vge(z)||? i=koui= jO,

Fy(xy) = Bop@) _ (n— 1)M Vi tais que [, k, jo sao distintos,

J

p(z)

Derivando a equagao (2.31), com respeito a varidvel z;, temos, em I x R"™1,

() = Lk(®)95 ()
@ Jekjo () o)

n—2e:; v (x
FO]O('rk) - FTOTO (.rk) = ( ) ]0(‘0)]0]0( )

(2.30)

(2.31)

(2.32)

Considerando a derivada da quarta expressao do sistema (2.30), com respeito a varidvel

xy, isto é, calculando ¢ k;k(x) e utilizando a comutatividade das derivadas de terceira

ordem, ¢ ox(%) = ¢ kkjo (), juntamente com a expressao de ¢ (), dada em (2.31),

obtemos, em I x R*"! ;€ I,

Ex[Fur(Th) = Frore (21)) 5o (¥) = €jo s (x1) (%) + €jo Fijo (Th) 0 1:(2).
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Derivando esta equacao com respeito a variavel z;,, utilizando a expressao de ¢ ;. (),
dada pelo sistema (2.30), e também utilizando a expressao de ¢ ;,j, (), dada por (2.32),

temos, em [ x R"™' z;, € I, que

©io(T)  er[Frn(mr) = Froro (T0)][Flojo (Tr) — Fror (T1)] — (ijo(xk))zgjo.

() (n —2)Fy;, (zx)

Lembramos que Fy (xx) # 0, Yz € I. Observando que o lado direito da equagao

(2.33)

(2.33) é uma fungao que depende somente da variavel x, derivamos esta, com respeito

a varidvel z;, e obtemos, em I x R"™1,

Entao, sendo ¢(z) = ¢(xy, x;,), obtemos da expressao acima que, em I x R"™! z; € I,

() = exp [ijM(xk) + L(mk)] , (2.34)
onde

Er[Fur () = Frorg (1) [Fojo (Tr) — Frony (22)] = (Frjo (21)) e

Mz) = (n—2)FL, ()

é nao nula devido a quarta equagao de (2.30). Considerando a derivada de segunda
ordem da equagao (2.34), com respeito as variaveis zj, e z;, e utilizando a expressao de

¢ ko (2) dada no sistema (2.30) obtemos, em I x R* ™ z; € I,

Ejo Frjo (1)

2o M () M (24) = ==

— M'(2y) — L' () M (). (2.35)
Derivando esta com respeito a varidvel z;, temos que

isto 6, [M?(xy)] = 0, portanto M (z3) = a # 0, Vay, € 1.

Voltando a equagao (2.35), temos que

Fjok(xk) = eka(n — 2)L’(xk), T € I.
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Sendo este o expresso em (2.9). Obtemos também que, em I x R*™! z;, € I,

p(x) = exp [a% + L(l‘k)} :

onde a # 0, L(xy) é diferenciavel com L"(x) # 0, L'(z) # 0, Vap € I, ja que

Fy; (z) # 0. Conclufmos que vale (2.12). Assim obtemos, em I x R 2, €I, que
er(x) = L(zr)e(@),
Pho(x) = ap(x),
pue(z) = |L"(zp) + (L'(zx))? | 0(2),

©.joso (T) = a’p(z).
De posse dessas expressoes e das expressoes para ||V, ¢||? e para Ay, dadas em (2.5),

conseguimos, em I x R"™1 z, € I, que,
[Vge(z)|?
(p(z))?
Agp(z)
()
Agora substituindo todas essas expressoes na primeira e na segunda equacao do sistema

= a’cj, + ep(L'(x1))?,

= a2£j0 + €k<L/(ZEk))2 + 8kL”<l‘k).

(2.30), obtemos, z) € I, que,
Fii(zr) = (n — Ve L (xg) — (n — 2)gj,0%,
Fy(xy) = ex L () + (n = 2)j0a* (3500 — 1) — ex(n — 2) (L' (z1))?,

VI tais que [ e k sdo distintos. Que s@o as expressoes dadas em (2.10) e (2.11).

Reciprocamente, para cada a # 0 e cada func¢ao L(zy) diferencidvel com L”(xy) # 0,
L'(xy) # 0, Vi, € I, sejam Fj;(zg), V7 tais que j, k, jo sdo distintos, ¢, VI, j tais que
L, j, jo sao distintos, Fj x(k), Fir(zk), Fu(xy), VI tais que [ e k s@o distintos, definidos
por (2.7), (2.8), (2.9), (2.10) e (2.11) respectivamente. Entdo, o tensor 7" esta definido

por (2.6) e a fungao ¢ definida por (2.12) satisfaz (2.13) e, portanto, fornece métrica

gzﬁ,talqueRicg_]:T.
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Capitulo 3

Segundo Caso, jo =k

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados que tratam do problema (2.1) e (2.2),
para o caso em que o indice jy € igual ao indice k. Ou seja, trataremos do seguinte
problema:

Sejam  (R",g), n > 3, um espago pseudo-Euclidiano, com coordenadas =z =
(1, .0y ), gij = 0ijei, €5 = £1, Vi = 1,...,n e T um tensor simétrico de ordem 2,
definido em R"™ por .

T = Z e;Fij(xy)dr; @ dxj,

ij=1
onde k ¢ fixo, ¢;Fi;(xi) = €:iFji(xr), Vi # j e Fij(x) = ¢y, Vi,j tais que 14, j, k s@o
distintos, com ¢;; € R. Além disso, assumimos que existem um intervalo aberto / C R
e lo # k tais que Fy ,(vx) # 0, Vay, € 1.
Dividiremos o estudo deste problema em 3 casos:
(A) As constantes ¢;; = 0, Vi, j, tais que i, j, k sdo distintos;
(B) A dimensao n = 3 e a constante ¢;;, # 0, onde i, k, o, sdo distintos;

(C) A dimensao n > 4, existem indices iy, ng tais que ig, k, ng sdo distintos onde

Cigno % 0.
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3.1 As constantes ¢;; = 0, Vi¢,j, tais que ¢,7,k sao
distintos

Nesta secao, apresentaremos um resultado que trata do caso (A), ou seja, todas as
constantes ¢;; = 0,1, j, tais que i, j,k sao distintos. Observando, que neste caso o

tensor T' tem a seguinte forma matricial

€1F11(1L’k) 0 Ek‘FM,(IL’k) 0
0 EQFQQ(ka) 5kF2k:('T"k> 0
e1Fui(zr) e2Fr(xr) .o exlie(mn) .o €nFin(zi)
0 0 51{Fnk("l;k) €nan<£L'k)

Teorema 3.1. Seja (R",g), n > 3, um espaco pseudo-FEuclidiano, com coordenadas
T = (T1,....,Tn), Gij = 0ij&i, €, = £1, Vi=1,...,n. Considere o tensor
T = Z €jﬂj<l’k)dl’i X dl’j, (31)
ij=1
onde temos k fivo, €;F;j(xy) = €, Fji(xg), Vi # j e Fij(xr) =0, Vi, j tais que i, j, k sdo
distintos. Assuma que existem um intervalo aberto I C R ely # k tais que Fy (wx) # 0,
Va, € I. Entao, existe métrica g = % tal que Ric g =T se, e somente se, existe uma

©
fungdo diferencidvel L(zy) tal que L'(xy,) # 0 e L"(xy) # 0, Vop € I, e em I x R™™1

€1,
Fioo(zi) = aci(n — 2) L (z), (3.2)

Fiu(wy) =0, Vj # k. lo, (3.3)

Fin(an) = (n— DepL”(ay) — (n — 2)ey,a?, (3.4)

Fll<xk) = e’ka”(xk) + (Tl — 2)81()&2((5[0[ — 1) — €k(n — 2)(L/(£L’k))2, Vi 7£ k‘, (35)
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p(x) = exp {a:% + L(xk)] : (3.6)
a # 0.
Demonstracao. Encontrar métricas conformes, g = %, tais que Ric g = T, é equi-

valente a estudar o sistema (2.4). Sob as hipdteses do nosso teorema, em I x R"!,

x, € I, temos que as equagoes deste sistema se reduzem a

oy — () _ 9\ Ruii(2) D@ 0 e IVee@I?
eiFi(x) =(n—2) o TEo0m (n—1)g; G t=Lan,
vulr) = %ﬁf’“)gp(@, Vi tais que 7, k sdo distintos, (3.7)
wu(r) =0, Vj, I tais que [, j, k sdo distintos.

Utilizando a comutatividade da derivada de terceira ordem da fungao ¢(z), isto é,
©.iki(x) = @ik(x), com Vi, j tais que 4, j, k sdo distintos, dadas através do sistema

(3.7) obtemos, em I x R"™! z; € I, que

Fi(zi)p,(x) =0, Vi, j tais que 4, j, k sdo distintos. (3.8)
Tomando i = Iy temos de (3.8) que, em I x R*™! z;, € I,

Fiok(zg)p j(x) =0, Vj tais que 7, lo, k sao distintos.

Afirmagao 1: Temos que ¢ ;(z) = 0, Vj tais que j,k,ly sdo distintos e Vo €
I xR 1L

De fato, suponha que existem (29,¢y%) € I x R"™! e j; distinto de k,ly tais que
¢, (2%,9%) # 0. Entao existem um intervalo J C I e um aberto U C R"! tais
que ¢ (r) # 0, Vox € J x U. Portanto Fj,(x;) = 0, Vo € J. Entdo, temos que
F} w(zx) =0, 2 € J C I, o que é um absurdo. Assim provamos a Afirmacao 1.

Com isso obtemos que ¢(x) = @(xk, x1,). Segue de (3.7) que as funcoes Fjj(zy),

xp € I, Vj tais que j, k, [y sdo distintos, sdo nulas. Que é o expresso em (3.3). Assim
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reescrevemos o sistema (3.7), em [ x R" x;, € I, sob a forma

(

Fulws) = (n— 2)e 2@ | Saele) _ gy ) IVae@)? g i — g

o(x) o(x) (p(x))?
Fy(xy) = %;f)x) —(n— 1)%, Vi tais que [, ly, k sao distintos,
i(x) =0, Vitais que i, o, k sdo distintos, (3.9)
exF T
R !

| walz) =0, VL] tais que I, j, k sdo distintos.

Agora, temos que, Vry tal que rg, k, [y sao distintos, em I x R*~! x;, € I,

(n— 2)€k¢,kk($)

Fiow(wr) = Frorg(21) = 20) (3.10)
Flolo (xk) - FTUTU (zk) = (n — 22520;;71010 (1') (3.11)

Derivando a equagao (3.10), com respeito & varidvel z;, temos, em I x R"™1 que

© ki (T) = %

Considerando a derivada da quarta expressao do sistema (3.9), com respeito a varidvel
xy, isto é, calculando ¢ k() e utilizando a comutatividade das derivadas de terceira
ordem, ¢ jkx(T) = @ gri, (), juntamente com a expressao de ¢ pi(x), dada em (3.10),

obtemos, em I x R*™ 1 z, € I, que

[Fri () — Frorg (02)] 000 (7) = Fyp(21)0(2) + Fior(wr) 0 k(7).

Derivando esta equacdo com respeito a variavel z;,, utilizando a expressao de ¢ ;.. (2),
dada pelo sistema (3.9), e também utilizando a expressao de ¢ ,,(z), dada por (3.11),

temos, em [ x R"™! 2, € I, que

P10 () _ o [Frn (k) = Frorg (20)][Floty (28) = Froro (2r)] — (Eok(xk))ng. (3.12)

() (n = 2)Fy . (xn)
Lembramos que F} ;. (zx) # 0, 7 € I. Observando que o lado direito da equagao (3.12)

¢ uma funcao que depende somente da varidavel zj, derivamos esta, com respeito a

varidvel z;, e obtemos, em I x R"™! que

(), -

)
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Entao, sendo ¢(z) = ¢(z, 71, ), obtemos da expressao acima que, em I x R"™1 z, € [,
p(x) = exp |z, M (23) + L(zy) |, (3.13)

onde

o) = Eb [Fri (1) = Froro (@) [Floto (1) = Frorg (21)] — (Fior(r)) e
M= (n = 2)Ff () |

Fazendo a derivada de segunda ordem da equagao (3.13), com respeito as variaveis zy, e

zy, e utilizando a expressao de ¢ ;,(z) dada no sistema (3.9) concluimos que, Vay, € I,

@i M ()M (z1) = %_’“(2‘”) — M'(zy) — L' () M(xy). (3.14)

Derivando esta com respeito a variavel z;, temos que

isto é, (M?*(zy)) = 0, Vo, € I e portanto M(z;) = a, xx € I. Observamos que
M (zg) = a # 0, Va, € I, pois caso contrario, da equagao (3.14) terfamos Fj x(zx) = 0,
Vxp € I, o que é um absurdo.

Voltando a equagao (3.14), temos que
Flok<xk) = aek(n — 2)LI(QZk), VY, € [,

sendo que a fungao L(xy) é diferencidvel e que L"(zy) # 0, L'(xx) = 0, Vai, € I, ja que
F} (z) # 0, em I. Entao chegamos que, em I x R"™, z;, € I,
o(z) = exp [axlo + L(xk)] :

a # 0, que é a expressiao dada em (3.6). Desta expressio obtemos, em I x R" ™!z € I,

er(x) = L'(zp)e(@),

Pu(T) = ap(z),

paale) = o) + (W00 eto),

¥ lolo (33) = a290($>'
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De posse dessas expressoes e das expressoes para ||V, ¢||? e para Ay, dadas em (2.5),

conseguimos, em I x R"™ 1 z, € I, que

IVgp(@)?
(p())?

Ag@(x)
p(z)

Agora substituindo todas essas expressoes na primeira e na segunda equacao do sistema,

= a’e, + e (L' (z1))?,

= a2810 -+ é‘k<L/($k))2 + €kL//(CL‘k).

(3.9), obtemos

Fkk(xk) = (7’L — 1)€kL”(l’k) — (n — 2)5l0a2,
Fu(ze) = exl”(z1) + (n = 2)e1,0* (00 — 1) — ex(n — 2)(L'(x1))?,

Vi tais que [ e k sao distintos, que sao as expressoes dadas em (3.5)e (3.4), respectiva-
mente.

Reciprocamente, para cada a # 0 e cada funcao L(xy) diferenciavel, com L"(zy) #
0, L'(xy) # 0, Vo € I, sejam Fip(xy), Fy(xy), VI tais que [ e k sao distintos, Fig(zy)
e F(zg), Vj tais que j,k,ly sao distintos, definidos por (3.2), (3.5), (3.4) e (3.3)
respectivamente. O tensor 7' é definido por (3.1). Entao a fungao ¢ definida por (3.6)

satisfaz (3.7) e portanto fornece métrica g = % tal que Ricg="1T.

3.2 A dimensao n = 3 e a constante ¢;;, # 0, onde
10, k, lp sao distintos

Nesta secao, apresentaremos um resultado que trata do caso de dimensao n = 3, onde
a constante ¢;, # 0, e i, k, [y sao distintos. Iremos supor, sem perda de generalidade,
para simplificar a notacao, que k = 2, l[p = 1 e ig = 3. Observando, que neste caso, o

tensor T' tem a seguinte forma matricial
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51F11(932) €2F12(-’T/‘2) £€3C13

51F21(I2) €2F22(I2) €3F23(-’f2)

€1C31 £2F39(w2) €3F33(1'2)
Teorema 3.2. Seja (R3, g) um espaco pseudo-Euclidiano, com coordenadas v =

(w1, 22, 3), 9ij = 0ij&i, € = £1, 1 =1,2,3. Considere o tensor

3
T = Z SjF‘ij (l’g)d.ﬁl?z X d.ﬁl?j, (316)

ij=1
onde €;F;;j(x2) = ;Fji(x2), Vi # j e Fiz(x2) = c13. Assuma que eziste um intervalo
aberto I C R tal que F{y(x3) # 0, Yo € I e que a constante c13 # 0. Entao, existe
métrica § = % tal que Ric g =T se, e somente se, existem um intervalo J C I e uma

funcao diferencidvel G(x3) tal que G'(z2) # 0, G"(z2) # 0, Yoy € J, e em J x R?,

To € J,
Fiao(xs) = &\/%’72)7 onde b = 536;3 >0ea>0, (3.17)
G/
Fyn(az) = Lﬁ(@) (3.18)
2

Fui(22) = 020G (13) — (G (2))? — 537@ (3.19)

. g1 e3a®
FQQ([EQ) = 20'82G (.I’Q) — 3 — T, (320)
Faa(12) = 022G (22) — £o(G' (9))? — ibl (3.21)

1

o(xr) = aexp [a (G(xg) + %(xl + ax;;))}, r €l xR? (3.22)

onde « >0 e o = %1.
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Demonstragao. Encontrar métricas conformes, g = %, tais que Ric g = T, é equi-
valente a estudar o sistema (2.4). Sob as hipéteses do nosso teorema, temos que as

equacoes deste sistema se reduzem a

;

o) 2@ Aug@) o IVae@IP
silfulr2) =Sy TaG 2 e 0 1= 123,

paz(r) = e2Fi(a2)p(w), (3.23)

239 (z2) (),

<P,32(13)

\ <P,13($) = 83613Q0($);

Vo € I x R?, VY, € I. Derivando a segunda equagao do sistema (3.23), com relagao a
variavel x3, a quarta equacao do mesmo sistema, com respeito a variavel xo, e utilizando
a comutatividade das derivadas de terceira ordem, isto é, ¢ 123(2) = ¢ 132(x), obtemos,
em I x R?, a5 € I, que

82F12<ZL‘2)§073(£E) = 630139072(37). (324)

Derivando a terceira expressao do sistema (3.23), com relagao a variavel 1, a quarta
expressao do mesmo sistema, com respeito a variavel x,, e utilizando a comutatividade
das derivadas de terceira ordem, isto é, ¥ 301(x) = ¢ 132(), obtemos, em I x R? x, € I,
que

€2F32(LE2)<‘0,1<$> = €3Cl3g0’2($). (325)

Afirmagao 3: Existe 3 € I tal que F3y(x9) # 0.

De fato, caso contrario Vy € I terfamos Fia(22) = 0. De (3.25) terfamos ¢ o(z) = 0,
Vz € I xR?. Donde obterfamos ¢ 15(z) = 0, Vo € I xR%. Segue da segunda equagao do
sistema (3.23), como ¢ nao pode se anular, que Fia(x9) = 0, Vo € I. O que contradiz
a hipdtese F|y(x2) # 0, Vas € I. Portanto a Afirmagao 3 é verdadeira.

Assim existe J C I tal que Fay(xy) # 0, Vo, € J. Além disso, como Fly(x) # 0,
Vae € I, temos que a funcao Fia(xs) é estritamente crescente ou estritamente decres-

cente, existe J C J C I tal que Fio(za) # 0 e Fy(xa) # 0, Vay € J.
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Assim conseguimos que, em J x R?, x5 € J,

pa(z) = %@,2@). (3.26)

Derivando (3.24) e (3.26) com respeito a variavel zs, utilizando as expressoes de ¢ 32(z)

e ¢ 12(7), dadas no sistema (3.23), e utilizando também as expressoes de ¢ 3(z) e ¢ 1(2),

dadas em (3.24) e (3.26), respectivamente, obtemos, em J x R? z, € J, que

Fllz(%
F12($2
2

©22(T)eszc13 = 830137590,2(13) + Fo(xg) Fia(x2)p(x),
)

Fé (IQ
F32(332)

Comparando as duas expressoes acima chegamos a

©92(T)e3C13 = €3C13 @o(x) + Faa(x2) Fia(z2) ().

[log(Fsa(x2))]" = [log(Fi2(x2))], x2 € J,

ou seja,

IOg(Fgg(xg)) = log(Flg(xg)) + d, va € J,

onde a € R. Dessa forma,
Fyy(13) = aFia(xs), Voo € J, a = e* > 0. (3.27)
Substituindo a expressdo (3.27) na equagao (3.26) obtemos, em J x R? x5 € J, que

€3C13
= _ 079 . 2
<p,1(x) = 12(@)@2@) (3.28)

Agora, derivando a equagao (3.24), com respeito a variavel x3 e a equacdo (3.28), com

respeito a varidvel z;, obtemos, respectivamente que, em J x R?,

@ 33(x) = agscizp(x), (3.29)
par(e) = 2 L(x). (3.30)
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E derivando a equagao (3.24) ou a equagao (3.28), com respeito a variavel z,, temos,

em J x R?, x5 € J, que

panle) = 122 oy ¢

= Foaln) v (Fia(z2)) %0 (). (3.31)

Dessa forma, utilizando as expressoes para |V,¢||? e para A,p, dadas em (2.5), obte-

mos, em J x R?, x5 € J, que

IVyo()lI* _ <90,2(x)

)2Q<x2>,

(p(z))? o(x)
Ag%p(ﬂi) . F{Q(xz) SO,Q(QU) e 31 £9a e
0@  PFalm) w@) BT G T e F12m)

onde

2 2
C13 C13
QSL’Q :€2+81<7) +83(7) .
( ) aFlg(.Tg) F12(x2)
Substituindo estes na primeira equagao do sistema (3.23), com i = 3, temos, em J x R?,

To € J, que

Falm) palx) T 22() 2: 29) — 2acyy — 2L 229 z3))?
2 () o) 2 2)< W)) Fya(w2) —2ac13 == = = (Fral2))*. (3.32)

Como o lado direito da equagdo (3.32) sé depende da varidvel xo, derivamos esta com

respeito & varidvel x;, [ = 1,3, e obtemos, em J x R?, x5 € J, que

(557 [ri e 5

} =0,1=1,3. (3.33)

Afirmacao 4: Temos que (%‘Eg)) =0,VeeJ xR 1=1,3.
N

De fato, caso contrario, fixado [ = 1,3, existe 2° € J x R? tal que (‘ﬁiﬁ?) #0,
1

portanto existiria uma vizinhanca de z°, J x U C J x R2, onde (fﬁg) #+ 0, Vo €
N

J x U. Segue de (3.33) que
Fly(2)

ng = 4@(1’2)@80’2((;)), Vo e Jx U
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Derivando esta com respeito a varidvel x;, obterfamos que Q(x2) = 0, Va5 € J. Assim
terfamos que Fly(x3) = 0, Voo € J C I, 0 que contradiz a hipétese de que Fly(z5) # 0,
Vo € I. Assim demonstramos a Afirmagao 4.

Logo, temos que
va(z)p(z) = pa(x)p(z), Vo € J x R [ =1,3.

Utilizando as expressoes de ¢ 21(x) e ¢ 23(x), dadas pelo sistema (3.23) e as expressoes

de p1(z) e ps(x), dadas em (3.28) e (3.24) respectivamente, obtemos, em J x R?,

To € J, que
v () ’ 2
) ) be2Fr2(2))”,
onde b = —2— > 0. Logo, temos que

€3C13

pa(@) = 0\/5€2F12(372)’

onde ¢ = £1. Entao, temos que, em J x R?, x5 € J,

o(x) =exp |0G(z2) + H(x1,23) |, (3.34)

onde Fia(x9) = EQG\I/(E“), sendo que G(x2) é uma fungao diferenciavel com G”(z3) # 0,
G'(x9) # 0, Vg € J, pela escolha do intervalo J C I e 0 = 1. Calculando a derivada
de segunda ordem da equacao (3.34), com respeito as variaveis xs e x3, e utilizando a

expressao de ¢ 93(z) dada no sistema (3.23) obtemos que

(H(ml,xg))g - %

E calculando a derivada de segunda ordem da equagao (3.34), com respeito as varidveis

Ty e x1, e utilizando a expressao de ¢ o1 (x) dada no sistema (3.23) obtemos que

(H(ml,xg))’l - %

Assim,

o
H(zy,23) = —=(21 + ax3) + ¢,

Vb
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onde ¢ € R.

Com isso, temos que, em J x R?, x5 € J,

p(z) = aexp [a (G(xQ) + %(wl + axg))] :

onde G(z3) é uma fungao diferencidvel com G”(x9) # 0, G'(x2) # 0, Vay € J, b =

¢ > 0,a >0, >0eoc =+l Portanto, obtivemos (3.22). Dessa expressao

€1€31

obtemos, em J x R?, x5 € J, que

pa(z)  =oG (z2)p(x),

pa(r) = Zo(x),

pale) = %), .
po(z) =[0G"(22) + (G'(22))] (),

pai(z) = jp(2),

pas(r) = a—;@(l’)

Dessa forma, utilizando as expressoes para ||V ¢|* e para A, p, dadas em (2.5), con-

seguimos, em J x R2, x5 € J, que

IVge(2)]* )2 o E1 €3

(p(x))? = el@lm) + 5+ =
Aggp(z) _ " g3a
oy 200 @) Fea(Gle) + 4 5

£
Fii(x) = 08sG"(x9) — e9(G'(12))? — %,
2
Fifwy) =20e,G"(x2) = =L = =2, (3.36)
€
Fiols) = 021G (12) — 20(C(22)) —

Reciprocamente, escolhendo a fungao G(x2) diferencidvel, com G”(z3) # 0, G'(z3) #
0, Vo € I, as constantes a > 0, o, c3; # 0, tais que a constante b, definida em (3.17),

seja positiva, sejam Fio(z2), Fia(xa), Fii(x2), Faa(xe) e Fs3(xe) definidas em (3.17),
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(3.18), (3.19), (3.20) e (3.21), respectivamente. O tensor T é definido por (3.16).
Entao a fungdo ¢ definida por (3.22), satisfaz o sistema (3.23) e portanto fornece

métrica g = %, tal que Ricg=T.

3.3 A dimensao n > 4 e existem ny, 7y tais que ny, 1, k
sao distintos, com c;,, # 0

Nesta segdo, apresentaremos resultados que tratam do caso (C). Ou seja, existem
indices ng, iy tais que ng, 79, k¥ sao distintos, com a constante c¢;,,, # 0.

Primeiramente observamos que existem duas possibilidades:

(C1) Os indices iy e ng sdo ambos distintos de [y, isto é, ng, ig, lo, k sao distintos e
ci, = 0, V2 tais que 1, k, [y sao distintos;

(C2) O indice 7y é igual a [y ou o indice ng é igual a Iy, que sao equivalentes.

Afirmacao 5: A possibilidade (C1) nao ocorre.

De fato, para a possibilidade (C1) o nosso problema reduz-se a considerar: (R", g),
n > 4, um espaco pseudo-Euclidiano, com coordenadas x = (z1,...,2y), gij = 0ij&i,
g, =21, Vi=1,...,n e T um tensor simétrico de ordem 2, definido em R"™ por

n
T = Z e;Fij(xy)dr; @ dxj,
ij=1

onde temos k fixo, €;F;;(xy) = €;Fji(zx), Vi # j e Fij(xy) = ¢y, Vi, 7, tais que 4,7, k
sao distintos, com ¢;; € R. Assuma que existe um intervalo aberto /I C R e indices
lo, no, fo, tais que lo, no, io, k sao distintos, tais que Fy ,(wx) # 0, Vap € I, cipn, # 0 ©
que ¢, = 0, Vi tais que 4, k, [y sao distintos.

Observamos, que neste caso, o tensor 1" tem a seguinte forma matricial
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£€1¢Cpl .-

e1F11(zg)--

e1 gy (zg) -

c1tngl -

61(27:01

epFrp(zg) - engCing - €igClig - Encln

Frr(@R) o g Frig(eg) o engFrng(eg) o eig Fig(@g) o enFry,(eg)
EkFlOk(‘rk) EloFlDlo(zk)

Ek:Fn,[)k'(IIc) eng Fngng (zg) - igCngig encngn

EkFiOk.(.'I:k> engCigng EiOFioiO(xk) encign

epFpk(zg) - Engcnng --- €igCnig enFnn(zk)

Encontrar métricas conformes, g = %, tais que Ric g =T, é equivalente a estudar

o sistema (2.4). Para o problema acima temos que as equagoes deste sistema , em

I xR 2, €I, reduzem-se a

(

\

i (T Agp(x Voo(x)|2 .
EZFM<5U]€) = (n_2>%+51%_<n_1>51%7 L= 17"7”7
va,(z) =0, Vi tais que i, k, [y sdo distintos, (3.37)
vu(z) = %gp(z), Vi tais que 4, k sao distintos,
gi(x) = 2p(x), Vi, j tais que i, j, k, Iy sdo distintos.

Temos da segunda expressao do sistema acima, considerando ,i = iy, que ¢ ;. (z) = 0,

Ve € T x Rv 1,

P

ortanto, da comutatividade das derivadas de terceira ordem e da

quarta equacao do sistema (3.37), temos que

0=

EngCign n—
¥ iolono ("E) = PLionolo (ZL“) = %@,lo(x)a Veel xR g

-2

Assim, temos que ¢, (x) = 0, Vo € I x R"| j& que por hipétese ¢y, # 0. Dessa

forma, ¢ 1(x) =0, Vo € I x R""!. Mas da terceira equagao do sistema (3.37) obtemos
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que Fip(wx) = 0, Vo, € I, o que é um absurdo, visto que por hipétese F ,(zx) # 0,
xy € 1. Logo, a possibilidade (C1) nao ocorre.

Entao tratemos agora da possibilidade (C2). Suponhamos que ng = lyp, ou seja
estamos com ¢, # 0, onde 7y, ly, k sao distintos. A seguir apresentaremos dois teo-
remas que tratam dessa possibilidade. No primeiro, vamos considerar a existéncia de
uma constante ¢, # 0, onde iy, ly, ro, k sdao distintos. No segundo teorema vamos

considerar o caso em que ¢;; = 0, Vj tal que j, 19, k, [y sao distintos.

Teorema 3.3. Seja (R™,g), n > 4 um espago pseudo-Euclidiano, com coordenadas
r = (21,.... %), gij = 0ij&i, & = £1, Vi =1, ...,n. Considere o tensor

T =" c;F(x)de; ® du;, (3.38)

ij=1

onde temos k fivo, e;F;;(vy) = € Fji(xy), Vi # j e Fyj(xy) = ¢ij, Vi, j, tais que i, j, k sdo
distintos. Assuma que existem um intervalo aberto I C R e ly,ig, 70, tais que ig,ly, 7o, k
sao distintos, onde I} (xy) # 0, Yoy, € I, ciiy # 0 € i, # 0. Entdo, existe métrica
g= % tal que Ric g =T se, e somente se, ¢;,,, # 0, € existe uma funcao diferencidvel
G(zy), definida em um intervalo J C I, tal que G"(xy) # 0, G'(xy) # 0, Vo, € J, e
em J x R x, € J,

Eok(xk) =&V d(n - 2)G/(Z‘k)7 (339)

-2
Fip(xr) = eperci, nTG’(xk), Vj tais que j,ly, k sao distintos (3.40)
€;Cq; = CSZOdCﬂO, Vi, s tais que i, s,k,ly, sao distintos (3.41)
d = Shliolo%loro (3.42)
Cigro
1
Fr(xy) = oep(n — 1)G" () — e,d — y > gjlein)’ (3.43)
Jj#k,lo
" ! 2 1 2
Fioio () = oexG" (21) — ex(n — 2)(G'(2x))” — - > eilein)?, (3.44)
J#k,lo
" ! 2 1 2
Fu(wr) = 0exG (ax) — en(n — 2)(G'(2r))” — end — 5 > eilen)’, (3.45)
kol
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VI tais que L, k,ly sao distintos,

o(r) = aexp [a (G(:pk) + H(ik)ﬂ , (3.46)

onde a>0,0==1ce

L d £l
fﬂx@-—a%q/n__2+ V@G;:E5 > ContgTm (3.47)

mk,lo

Demonstracao. Encontrar métricas conformes, g = %, tais que Ric g =T, é equiva-
lente a estudar o sistema (2.4). Sob as hipdteses do nosso teorema temos, em I x R" 1,

x, € I, que as equagoes deste sistema se reduzem a

51Fn<$k) _ (n _ 2)@,11‘(%) s Agp(z) (n N 1)& IVge(z)|? i=1,..

(@) (@) (p@)? 1
pa(r) = %(ﬁ(l’), Vi tais que i, k sao distintos , (3.48)
@) =2 p(x), Vi,j tais que i, j, k sdo distintos.

Derivando a segunda equacao do sistema (3.48), com relacao a variavel x;, Vi, j tais que
1, 7, k sao distintos, a terceira equagao do mesmo sistema, com respeito a variavel xy, e
utilizando a comutatividade das derivadas de terceira ordem, isto é, i1 (z) = @.ik(2),

Vi, j tais que 4, j, k sao distintos, obtemos, em I x Rz, € I, que
exFi (i), (x) = ¢jei0x(x), Vi, j tais que 4, j, k sdo distintos. (3.49)

Temos por hipétese que existem ig, [y tais que g, lo, k sdo distintos, onde F} , (z) # 0,
Vap € I e ¢y, # 0. Entao considerando i = Iy em (3.49) obtemos, em I x R"™! x;, € I,

que
enFr(xr)pj(x) = gj06(z), Vj tais que j,ly, k sdo distintos . (3.50)
E considerando i = iy e j = [y em (3.49) temos, em [ x R"™1 x;, € I, que
ExFiok (T1) 0,10 (T) = €14Cigty P,k ().

Afirmagao 6: Existe um z € I, tal que Fj (2)) # 0.
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De fato, caso contrario terfamos Fj(xy) = 0, Vo € I. Sendo ¢;, # 0, entao
terfamos que px(z) = 0, Vo € I x R*""'. Donde obtemos que ¢4, (z) = 0, Vz €
I x R"!. Da segunda equagao do sistema (3.48), considerando i = [y, obterfamos
que Fip(wp) = 0, Vap € I, 0 que é um absurdo, visto que por hipétese F} ,(z1) # 0,
Vz, € I. Portanto vale a Afirmacao 6.

Logo existe um intervalo J C I, tal que Fix(zr) # 0, Vi, € J. Sendo assim,
obtemos, em J x R"™! z, € J, que

6loci0l0
) = ) 351

Afirmacao 7: Existe 20 € J x R*! tal que @y (z°) # 0.

De fato, caso contrario teriamos ¢y(x) = 0, Va € J x R*! e portanto Yk, () =0,
Vo € J xR Mas de (3.48) tertamos F i (zx) = 0, Vo, € J., 0 que é uma contradicio,
visto que por hipétese Fy , (wy) # 0, Vo, € I e J C I. Portanto vale a Afirmacio 7.

Logo existem um intervalo J C J e um aberto U C R"! onde Fik(zr) # 0 e
or(r) #0,Va, € JeVo € J x U.

Considerando j = Iy em (3.49) e substituindo (3.51) nesta, obtemos, em J x U,

Ty € j, que

Fip(zr) = Cilg Fik(zr), Vi tais que i, k, [y sdo distintos . (3.52)

Ciplo
Temos também que existe ro # k, ly, 99 tal que ¢y, 7# 0. Além disso, como Fy , (zx) # 0,
Vay € I, temos que Fj x(zr) é uma fungdo estritamente crescente ou estritamente de-
crescente. Portanto existe um intervalo J C J onde Fy . (zy) # 0, Vay, € J. Observamos
que considerando em (3.49), j = ry e i = ly, obtemos que ¢, (z) # 0, z € J x U.
Considerando, j = 1 e i = ig, em (3.49), obtemos que ¢;,,, # 0. Entao, considerando
Jj =1 em (3.50) e substituindo este em (3.49), com j = r¢ e i = ig, obtemos, em J x U,

x, € J, que
c

oo Fioe(zg), Yo, € I e ¢iyry # 0. (3.53)

loro

onk(ﬂ?k) =
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Assim, substituindo (3.53) em (3.51) e (3.52) obtemos, em J x U, x} € J, que

L i)
0 P.e\T),
5kﬂok($k) (354)
€15 Cily

9010( )

sz(%’k) =

Fix(zr), Vi tais que i, ly, k sao distintos ,

€19 Ciglg Clgm
Cigro

De (3.50) e (3.54) temos, em J x U, x € J, que

wi(x) = dgclo—ii)gp(x), Vj tais que 7, k, [y sao distintos ,
d

(plolo( ) n—QQO(x)’

paate) = LIV ) T

Substituindo estas nas expressoes para ||V p||* e para Ayp, dadas em (2.5), obtemos,

em J x U, x, € J, que

V@I _ (s,
(o(2))? ‘( >N( )

onde

510d2 1 (e 2
V) =5t P Bt P 2o, )

Agw(m) _ 5k<Flok‘($k>>2 €, d 8kFlo/'s:(ajk) Spk(l’) 1 cilcr )2
(0 T dm-2 T3 R el T dm-B 2 )

Agora, para m tal que m, k, ly sdo distintos, da primeira expressao de (3.48), temos,

em J x U, z, € J, que
) Em(Clom)? B ex(Fior(2r))? _ Elpd _ 1 (er )2 =

me( k) d d(n—Q) n—2 d(n—2) j;oﬁ( lo]) (3 55)

e,y (2 |

Foe(re) () ()

Observamos que o lado esquerdo da equagao (3.55) depende somente da varidvel zy,

>2N(:ck).

assim derivando esta com respeito a variavel xz,, com s distinto de k, obtemos, em

JxU, x, € J, que

(55 [ -2 viged] o
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Vs tal que s e k sao distintos.

Afirmacgao 8: Temos que (W“(x)> #0,Vr e JxUeVs tal que s # k.

o(z)

De fato, caso contrario existiria sq distinto de k, tal que (‘Pf(s)) # 0, para algum
80

2% € J x U, entao terfamos, em algum aberto JxBCJxU,x,€J, que

el ()
onk(l’k)

= o — 1) 220 ().

()
Derivando esta expressao com respeito a variavel xg, temos que N(xy) = 0, Vy € J,
ou seja, a funcao Fy ,(vx) = 0, Vay, € J C I, o que é um absurdo. Portanto vale a

Afirmagao 8 e temos que
wrs(T)p(r) = pr(x)ps(z), Vs tais que s, k sao distintos ,

e Vz € J x U. Donde, utilizando (3.48), (3.51) e (3.53) obtemos, em J x U, zy € J,

que

() =t

Observamos que devemos ter d > 0. Assim, em J x U, x € J,

o) - exLior ()

p() d(n—2)

?

onde 0 = 1. Assim, em J x U, z;, € J,
o(x) = exp |:0'G(l‘k) + H(ik)} ) (3.56)

onde Fj(z1,) = exr/d(n — 2)G'(z4), sendo G(x) uma funcio diferencidvel com G'(z},) #
0e G"(zx) # 0, Vay, € J, H(Z) é uma funcdo que nao depende da varidvel z; e 0 = £1.
Agora vamos caracterizar a fun¢ao H (). Calculando a derivada de segunda ordem
da equacao (3.56), com respeito as varidveis z e x;, Vj tais que j,k sdo distintos, e
utilizando a expressao de ¢ ;(x), € J x U, dada no sistema (3.48), obtemos que

ogy, Cjly

(H(%x)); = i —2)

, Vj tais que 7, k, [y sao distintos ,
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d
n—2

{\/7% \/7 Z cjlox]} +a,

J?ék lo

(H (k)1 =0

Entao, em J x R"!,

onde a € R. Agora observamos que calculando a derivada de segunda ordem da equacao
(3.56), com respeito as variaveis = e x;, com s, i, k, [y distintos, e utilizando a expressao
de ¢ s (z), dada no sistema (3.48) chegamos a

Csly Cily

€iCsi = , Vs,1 tais que 1, s, k, [y sao distintos.

Que é o expresso em (3.41).

Com isso temos que, em J x R*™! 2, € J,

o(r) = aexp [a (G(:ck) + H(:i:k)ﬂ ;

onde G(zy) é uma funcado diferenciavel com G'(xy) # 0, G"(zg) # 0, Vay € J,

d
H(Zr) =/ ——5i + \/7 > G,

J#k;lo

d = 2%~ () o > (e o = +1. Dessa expressio obtemos, em J x R" 1 z;, € J,

Cigrg
que
pr(z)  =oG(z)p(@),
pu() =04/ 50(),
o 0€14Cjl .
pile) = pese(e), Vi# kb,

(3.57)
orle) = |0G"(w) + <G'<xk>>2]so<x>,

@,lolo(x) = nd290(33),
piilz) = 5(;)2 o(z), Vj # k. lo.

Substituindo estas nas expressoes de ||V, ¢||* e para A ¢, dadas em (2.5), obtemos, em

J xR 2, € J, que

M / €1od 1 (o2
Gy~ @ @) +n_2+d(n_2)%oej<ﬂo>,
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Ag‘ﬂ(z)
p(z)

Agora substituindo estes na primeira expressao do sistema (3.48), obtemos, em

" / 8lod 1 2
= e, 0G" (z1) + ex(G' (21))* + + E ;)"
n—2 dn-—2) fory?

J xR 2, € J, que

1! 1
Fia(x) = oer(n — 1)G () — ep,d — > eileqn)?,

J#k,lo
1 ! 1
Fioio (@) = 021G (1) = euln = 2)(C'(21))* = = 3 &5(ein)”
J#k,lo
" / 2 1 2
Fu(wr) = oexG" (2x) = ex(n = 2)(G(2x))” = eid = - > eilen),
J#k,lo,l

Vi, tais que [, k, [y sao distintos, que é o expresso em (3.43), (3.44) e (3.45) respectiva-
mente.

Reciprocamente, escolhendo a fungao G(xy) diferenciavel, com G'(zy) # 0, G"(xy) #
0, Va, € J, as constantes c¢;iy # 0, ¢iory 7# 0, Cigry, # 0, 0 € ¢, € R, Vj tais
que 7, k,lo,ip, 7o sdo distintos, sejam Fj (xk), Fip(zr), VI tais que [, k,ly sdo distin-
tos, definidas em (3.39) e (3.40), ¢y, Vs, tais que s,1, k, [y sdo distintos, definidos em
(3.41), d > 0 definido em (3.42), Fyx(xk), Fioi,(xr) € Fji(zr), Vj tais que 7, k, [ sdo dis-
tintos, definidas em (3.43), (3.44), (3.45) respectivamente. O tensor 7' ¢ determinado
por (3.38). Entao a fungao ¢ definida por (3.46), satisfaz o sistema (3.48) e portanto

fornece métrica g = %, tal que Ricg="1T.
|

Agora apresentaremos um resultado que trata do caso em que temos ¢;,;, # 0, onde

lo, 79 sao tais que ly, g, k sao distintos e ¢;,; = 0, Vj tais que j, k, ly, 79 sao distintos.

Teorema 3.4. Seja (R™,g), n > 4 um espago pseudo-Fuclidiano, com coordenadas

= (21,....,Tn), Gij = 0ij&;, €, = £1, Vi=1,...,n. Considere o tensor

T = Z gjﬂj(xk)d:ci X dl’j, (358)

ij=1

47



onde temos k fizo, €;F;;(vy) = €, Fji(xy), Vi # j e Fij(xy) = ¢, Vi, j tais que i, j, k sdo
distintos. Assuma que existem um intervalo aberto I C R e ly, iy tais que ig,lo, k sdo
distintos, para os quais F},(xy) # 0, Vaor € I, cyiy # 0 € que as constantes c,; = 0,
V7 tais que 3.k, ly, 19 sao distintos. Entao, existe métrica g = % tal que Ric g =T se,
e somente se, existe uma funcgao diferencidvel G(xy,) definida em um intervalo J C I

tal que G'(x1,) #0 e G"(xy) #0,Vor € J, e em J x R 2 € J,

erG'(x
Eok(xk) = d \/i_? k>> (359)
Fik(xr) =0, Vj tais que j,lo, k,igsdo distintos (3.60)
cij =0, Vi,7 tais que 1,7, k,ly sao distintos, (3.61)
ac,G' (),
Eok(xk) = %, a > 0, (362)
a

- .y 3.63
P (n - 2)51‘06101'0 ( )

2

€l €00
F = -1)G" — 0 — 0 3.64
i (2r) = oex(n — 1)G" () =2 pn—9) (3.64)

" / 2 Ely ‘C:ioa2

Fjj(xy) = 0epG" (w) —(n—2)er(G (k) +(5jlo_1)m+(5jio 1) -2 (3.65)

V7 tais que j e k sao distintos,

¢@g——aexp{U(Gcm)+-fﬁil%%%)], (3.66)

onde « >0 e o = %1.

Demonstracao. Encontrar métricas conformes, g = % tais que Ric g = T, é equi-

valente a estudar o sistema (2.4). Sob as hipdteses do nosso teorema, em I x R"!,

xk € I, temos que as equacoes deste sistema se reduzem a

(

eilFu(ny) = (n— 2288 4o 80 (1) [FeeWIE g g,

pa(r) = %gp(z), Vi tais que i, k sao distintos,

ou,(x) =0, Vi tais que I, k, ly, ip sdo distintos, (3.67)
Poio(7) = T220p(x),

@) = E,jcg o(x), Vi, j tais que i, j, k,lp sdo distintos.
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Derivando a terceira equagao do sistema (3.67), com respeito a varidvel x;, e a quarta
equacao do mesmo sistema, com respeito a variavel x;, VI tais que [, k, ly, i¢ sao distintos,
e utilizando a comutatividade das derivadas de terceira ordem, isto é, ¢y, (z) =

© 10i01 (1), VI tais que 1, k, ly, ip sao distintos, obtemos, em I x R"™! Va; € I, que
w(x) =0, VI tais que [, k, Iy, ip sdo distintos.

Assim, temos que p(z) = @(zg, 1y, Tiy ). Dessa forma, da segunda e da quinta equagao
do sistema (3.67) temos que Fj(z) = 0, Vo € I, Vi tais que [, k, ly, 7o sao distintos,
e que ¢;; = 0, Vi, j tais que 1, 7, k, [y sao distintos, que é o expresso em (3.60) e (3.61),

respectivamente. Entao o sistema (3.67), em I x R"™ x; € I, reduz-se a

i (T Agp(x Veo(x)|? - .
eiFy(ry) = (n— 2)%(2(:)) + ¢ ;fx()) —(n— 1)51%, i =k, ly, o,
Fii(xg = 20el®) M, V7 tais que j, k, ly, ip sao distintos,
JJ o(x) (e(x))
pan(r) = LEIG(x), i =1y, o,
va(x) =0, Vitais que i, k, ly, iy sdo distintos,
wu,(xr) =0, Vi tais que [, k, o, i sao distintos,
¥ loio (ﬁ) = %@(l‘)?
| wpij(z) =0, Vi, j tais que i, , k, lp sdo distintos.

(3.68)
Considerando i = [y na terceira equagao do sistema (3.68) e derivando com respeito
a variavel z;, e derivando a sexta equacao do mesmo sistema, com respeito a varidvel
zy, e utilizando a comutatividade das derivadas de terceira ordem, isto é, ¢ ki, () =

© 1oiok(T), obtemos, em I x R"™! z; € I, que

xbion(2h) 9,30 (T) = EiCoio 0 1 () (3.69)

Considerando i = iy na terceira equacao do sistema (3.68) e derivando com respeito
a variavel z;, e derivando a sexta equacao do mesmo sistema, com respeito a variavel

r, e utilizando a comutatividade das derivadas de terceira ordem, isto €, ¢ ; x,(7) =
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© 1oiok (), obtemos, em I x R"™' x;, € I, que

EuLiok (Tr) P10 (T) = €ipClyin 0.1 (T).

Afirmagao 9: Existe 2§ € I tal que Fj (2?) # 0.

De fato, caso contrério terfamos Fj (zx) = 0, Va, € I. Como ¢,;, # 0 terfamos
or(x) =0,Ve e I x R* . Assim ¢ ,(x) =0, Vo € I x R"! e da terceira equagao
do sistema (3.68), com i = ly, terfamos que F , (zx) = 0, Va, € I, o que é um absurdo.
Logo vale a Afirmacao 9.

Portanto existe um intervalo J C I tal que Fik(zy) # 0, Vo, € J, donde obtemos,

em J x R"! z, € J, que

o 6\iocloio
pule) = by (1), 870

Como F () # 0, Vap € I, temos que a funcao Fi(zx) é estritamente crescente ou
estritamente decrescente. Logo existe um intervalo J C J C I tal que Fik(zx) # 0 e
Fior(xg) # 0, Vo, € J.

Agora, derivando a equacao (3.69), com respeito a variavel x;,, e a equagao (3.70),
com respeito a variavel x;,, e utilizando as expressoes de ¢ i, () € ¢, (z) dadas no
sistema (3.68), chegamos, em J x R"™! x;, € J, que

EioCloio Fiok(Tk)

(,071'01‘0(1') = (n — Q)F‘lok(mk)gp z (371)
 EigClyio Flok(Tk)
Qo,lolo(x> - (n _ Q)Eok(xk) ( ) (372>

Observamos que derivando as equagoes (3.69) e (3.70) com respeito a varidvel zy, e

comparando estas, obtemos que

Fla(ee) _ Fiy(w)
onk(ﬂﬂk) Flok($k> ’

onde usamos o fato de que ¢, # 0 em J x U, sendo U C R"™! um aberto, que decorre

Tk € J,

da terceira equacao de (3.68). Ou seja,
log[Figk (xx)] = log[Fio(zx)] + @, xx € J,
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onde a € R. Dessa forma, Vz; € J,
Fiok(zr) = aFjr(zg), a =€ >0, (3.73)

Substituindo esta nas equagoes (3.70), (3.71) e (3.72), obtemos, em J x U, zy € J,

respectivamente
¢h@%:£%%%E¢M@7 (3.74)
P.nio(¥) = (), (3.75)
mewzig?;wm. (3.76)

Derivando a equagao (3.74), com respeito a varidvel xy, obtemos, em J x U, z} € J,

que
F 2 F (x
@,kk(x) _ CL( lok<xk)) ) + lok< k)
(n - 2)51'0@102'0 E0k<13k)

o k(). (3.77)

Assim, das expressoes de [|[V,p[]? e de Ayp, dadas em (2.5), chegamos, em J X U,

xr € J, que

[Vop(@)|* (w,k(ﬂf)

(@) w@))Q“”

onde

_ €lo (Cloio)2 Eig (Cloio)2
Qzk) =& + RCAARCRERE (3.78)

Agp() _ Eszlok(xk) o r(T) 1 €ka(ﬂok(9’?k>)2 i Ciolo 4
90(‘1') Eok(xk) (10(33) €ioClyio (n - 2) a(n - 2) n—2 ‘

aClys

Substituindo estes na segunda equagao do sistema (3.68), com j tal que j, k, 1y, ip s@ao

distintos, temos, em J x U, x; € J, que

" Cena(Fyr(@n))? cigle aci, _ eFia(me) op(@) o (o(@) : .
Fm = s = Ty () @
(3.79)

Agora, como o lado esquerdo da expressdo (3.79) é uma funcao sé da varidvel zy,

derivamos esta com respeito a variavel z,., r = ly, i e obtemos, em J x U, xp € J, que

(%) [ -2 - vEow] =0 =0
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Afirmacao 10: Temos que (%IZS)C)) =0,V e JxU,r=ly,ip.

De fato, suponhamos que para r = [y ou r = i fixo, existe 2° € J x U tal que

(wﬁiﬁ;)> +£ (0. Entao existe um aberto J x U C J x U tal que (‘p,k(x)> 7

o(@)

Vo € J x U. Entao

_ o r(x) .
Fo(eg) 2(n=1) Q(zr), em J x U.

p(z)

Derivando esta com respeito a variavel x, obtemos que Q(xy) = 0, Vxy € J, ou seja que
a funcao Fj (zx) = 0, Vo, € J C J C I oqueéum absurdo. Logo vale a Afirmacio
10.

Ou seja

o (x)p(x) = or(x)p,(x), € J x U, r=ly,io.

Desta obtemos, em J x U, x; € J, que

(@,k@)Z = p(exFioe (),

p(z)

onde p = m Observamos que devemos ter p > 0. Assim, em J x U, x € J,
Pl1) = ov/perFigr(Tr),
()

onde o £+ 1. Donde obtemos, em J X U, x; € J, que

o(x) = exp |0G(xy) + H(ziy, 215) |, (3.80)

onde Fjx(zx) = L\/gk), sendo G(zx) uma fungao diferencidvel, com G'(z;) # 0 e

G"(xy) # 0, Vi, € J, e 0 = £1. Voltando a equacdo (3.73) obtemos que

aenG' ()

Fiok(zr) = NG

, a>0,

que ¢ o espresso em (3.62).
Agora caracterizaremos a funcao H(x;,,z;,). Calculando a derivada de segunda

ordem de (3.80), com respeito as varidveis xy e x;, j = io, ly, € utilizando a expressao
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de ¢ ;;(z) dada no sistema (3.68) obtemos, em J x U, que

(H(xim leo))Jo =

(H('Tim xlo)),io =

Entao

onde b € R.

Com isso temos, em J x R*™! x, € J, que

o(x) = aexp {a (G(:):k) + H(ziy, 11,)) |

onde G(zy) é uma funcdo diferenciavel, com G'(zg) # 0 e G"(x) # 0, Vo, € J, e
_ami+x o a . ~
H(x;y, x,) = \/z‘v(()n—23’ a>0,p= ) 0, « > 0e o = +1. Dessa expressao

obtemos, em J x R"™!, z;, € J, que

pr(r)  =0G (z)p(z),
v () = Zr=mele),
Pio (JJ) = \/]3?5_2)90(1:)7

(3.81)
o) = [ae"@sk) (@) la),

Piolo (€)= mSﬂ(m)a
2

(p,ioio(x) - mg&(l‘).
Substituindo estas nas expressoes de ||V ¢|? e para A,p, dadas em (2.5), chegamos,
em J x R* Y 2, € J, que

||V990(x)||2 _ ! 2 €y ‘gioa2
= ex(C ()" + p(n—2)2 " p(n—2)¥

((x))?

A990<1'> _ ! 2 " €l gioag
= ep(G'(2g))” + 0exG" (1) + p(n—2)2 " p(n—2)%
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Substituindo estes na primeira expressao do sistema (3.68), obtemos, em J x R"~!,
rr € J,

Fialan) = ol = )G ) = ety = o

Fyj(ax) = 0epG" (x) — (n — 2)en(G'(21))* + (851, — 1)1T

Vj tais que 7, k sao distintos.

Reciprocamente, escolhendo a fungao G(xy) diferenciavel, com G'(zy) # 0 e G"(z,) #
0, Vo, € J, a >0, ¢, # 0, c,; =0, Vj tais que 7, k, ly, 2 sao distintos, e o, sejam
Fok(zy) definida em (3.59), Fip(xy), Vi tais que i, k, ly, ip sdo distintos, definidas em
(3.60), ¢i;, Vi,j tais que i, 74, k,ly sdo distintos, definidos em (3.61), Fj x(zx) definida
em (3.62), p > 0 definido em (3.63), Fyx(zx) e Fj;(zk), Vj tais que j, k sdo distintos,
definidas em (3.64) e (3.65), respectivamente. O tensor 7' é determinado por (3.58).
Entao a fungao ¢(z), * € I x R*" 1 z; € I, definida por (3.66), satisfaz o sistema

(3.68) e portanto fornece métrica g = %, tal que Ricg="1T.
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Capitulo 4

Exemplos

Primeiramente vamos enunciar um resultado obtido por R. Pina e K. Tenenblat em
[16] que serd utilizado neste capitulo.

Teorema A. Seja (R™,g), n > 3, um espago pseudO—Euclidiang, com coordenadas
r = (21,...,2), Gij = €;0ij, & = £1. Considere o tensor T = Zslf,(a:k)dxf, para
algum k fizado. Assuma que nem todas as funcgoes fi(zy) sao cci;;stantes e que nem

todas sao iguais. Entao, existe mélrica g = % tal que Ric g = T se, e somente se,

existe uma funcdo diferencidvel U(xy) tal que

felar) = ex(n — DU" (), (4.1)
filwr) = ex[U"(@x) — (n = 2)(U"(21))"], Vi # k. (4.2)
@ = eV, (4.3)
Demonstragao. Ver [16].
u

Observagao 4.1. A fungao U(xy), citada no Teorema A, deve ser tal que U"(xy) # 0.

De fato, pois caso contrario, terfamos que todas as fungoes f;(zx), j = 1,...,n, sao

constantes, o que contradiz a hipdtese do teorema.
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Nesse trabalho estamos tratando de tensores simétricos nao diagonais que dependem
de uma unica variavel. Entao de posse do resultado acima podemos propor a seguinte
questao:

“Como todo tensor simétrico pode ser diagonalizado, ao diagonalizar os tensores
estudados neste trabalho, estes nao recairiam no caso estudado por R. Pina e K. Tenen-
blat em [16] e expresso no Teorema A?”

Ou seja, dado um tensor

n
T = Z e;Fij(xy)dr; @ dxj,
ij=1
simétrico e nao diagonal, estudado em um dos teoremas apresentados no Capitulo
2 e Capitulo 3, existe uma mudanca de varidveis y = (y1(z), ..., yn(x)), onde =z =
(21, ..., z,), que diagonaliza o tensor T' sob as condi¢oes do Teorema A, isto é, o novo

tensor diagonal T tem a forma
T = &filyr)dy?,

onde temos Ko fixo, fi, (o) = Exo (R=1)U" (Yo ) [5(Yro) = Eno [U" (yro)— (n—2)(U" (y1y))?],
V7 tal que 7, kg sao distintos?

Neste capitulo, mostraremos casos em que nao existe tal mudanca de variaveis.
Para isso exibiremos cinco exemplos.

Antes de tratarmos dos exemplos faremos algumas consideracoes sobre tensores.

Sejam (M", g) uma variedade semi-Riemanniana, com coordenadas x = (z1, ..., )

e um tensor simétrico de ordem 2,
T = Z am(a:)da:, X dl’j.
ij=1
Sejam y = (y1(x), ..., yn(x)) uma mudanca de coordenadas e

T = bily)dy @ dy;,

1,j7=1

56



a representacao do tensor 7T’ neste novo sistema de coordenadas. Temos que

9y
Zf)x]dx]’ =1,..,n.

Entao obtemos que [a;;(x)] = J[bi;(y)]J*, onde J = {g%] e J' é a transposta da matriz

J. Entao temos a seguinte relacao
det T = (det J)? det T. (4.4)
Agora, consideremos os exemplos.

Exemplo 4.1. Seja

T = FH(ZL‘l)dZL'% + 2d$§ + 2dl§ -+ 2F31($1)dl‘3 X dl’l, (45)

onde
Fgl(l'l) = 2[//(.%'1), (46)
FH(J]l) = 2L”(l’1) + 4, (47)

e a funcao L(zy) é diferenciavel, com L"(z1) # 0, L'(z1) # 0, Yoy € I, sendo [ um

intervalo aberto contido em R, e uma solu¢ao da equacao
L"(x1) — (L'(21))* = —2.

Temos que este tensor 17" é um tipo de tensor estudado no Teorema 2.1, com n = 3,

k=1, jo=3,a=2,e1=¢e9=1ee3=—1. Observamos que
det T =8| L"(x1) — (L'(z1))* +2| = 0.

Agora suponha que existe uma mudanga de varidveis y = (yi(x), y2(x),y3(x)), onde
xr = (x1, T2, x3), que diagonaliza o tensor T sob as condigoes do Teorema A, isto é, o

novo tensor diagonal 7' tem a forma

3

T = &fily)dy;,

i
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onde temos ko fixo, fi,(Yry) = 26k0U" (Yko)s fi(Uke) = EkoU" (Yky) — (U’ (yry))?], V3 tal
que 7, ko sao distintos. Suponhamos, sem perda de generalidade, que ky = 1. Como
temos que det T = 0, por (4.4), temos que det T = 0, ou seja, temos que filyr) =0,
7 =2,3. Entao,

T = 2U"(y1)dy;.
Temos que

3
O
i=1 Oz;

dy, = dx;,

assim,

f — oy ayl ? 2 ayl ayl le 8y1
= 20"(y) | [ S ) da? + 22 S0 ) @ day + 299 S, @ ds+
O Oxg Oy Oxy Oxs (4.8)

Iy 2 2 dy1 Oy oy ? 2
+| = +2—— + | =— .
( azg) dxs o xgdl'g@dl’g o dxs

Agora, comparando as expressoes (4.5) e (4.8), obtemos que

NI

oy 2
1 YI1 _
U (yl) (8333) ]-7

Oy, Oy
" Y91 YIS
v (yl)ﬁxg 8x3 0

Como temos que U”(y;) # 0, via as equagdes acima, chegamos a um absurdo. Logo para
o tensor T' dado em (4.5), ndo existe mudanga de varidveis y = (y1(x), y2(x), y3(x)),

onde x = (x1, 22, x3), que diagonaliza o tensor T sob as condi¢oes do Teorema A.

Exemplo 4.2. Seja

1 1
T = Fn(fﬂl)d[ﬁ% -+ §d$§ + Edl'g + 2F21($1)dl’2 X dl’l, (49)
onde
Fgl(l’l) = L/(l’l), (410)
Fiu(z1) = 20" (a1) + 1, (4.11)
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e a fungao L(x;) é diferencidvel, com L"(xy) # 0, L'(z1) # 0, Va; € I, sendo I um
intervalo aberto contido em R, e uma solu¢ao da equacao

L) — (o)) =~

Temos que este tensor 1" é um tipo de tensor estudado no Teorema 3.1, com n = 3,

k=1,lp=2,a=1,e, =e3=1¢e ey =—1. Observamos que
1 " ! 2 1
detT = : L' (z1) — (L' (21))" + 5| = 0.

Agora suponha que existe uma mudanga de varidveis y = (yi(x), y2(x),ys3(x)), onde
xr = (x1, 9, x3), que diagonaliza o tensor T sob as condigoes do Teorema A, isto é, o

novo tensor diagonal T’ tem a forma
3
T = &fily)dy;.

onde temos ko fixo, fi,(Yre) = 26k0U" (Yko)s fi(Une) = EkoU" (Yky) — (U’ (yry))?], V5 tal
que j, ko sao distintos. Suponhamos, sem perda de generalidade, que kg = 1. Como
temos que detT = 0, por (4.4), temos que det T = 0, ou seja, temos que fily1) =0,
7 =2,3. Entao,

T = 2U"(y1)dy;.

Temos que

3
0
I s,

d
Y1 or;

=1

assim,

T = 20" (y1) % 2da:2 + 2%%dx1 ® drg + 2%%dm ® drs+
81'1 ! 8:1;2 81'1 81'1 81'3 3

2 2 (4.12)
+<%) dx? + 2209 g @ iy + (%> dm%} .

E)x2 01’2 8x3 61173

Agora, comparando as expressoes (4.9) e (4.12), obtemos que

1" 8y1 2 o 1
U (%)(8—@) R
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" ayl 2 o 1
U (yl) (axg) - 47
" ayl ayl
u (yl) 85132 8%3

Como temos que U”(y;) # 0, via as equagdes acima, chegamos a um absurdo. Logo para

o tensor T" dado em (4.9), ndo existe mudanca de varidveis y = (y1(z), y2(x), ys(z)),

onde x = (x1, T2, x3), que diagonaliza o tensor T" sob as condi¢oes do Teorema A.

Exemplo 4.3. Seja
T = _FQZ(.TQ)CZ:E% — 2F12(332)d$1 & dil?g — 2F12(332)d332 (9 d.il?g + 2d331 & d.il?g, (413)

onde

Fm([L‘Q) = —G,(l'2>, (414)
Fy(s) =2 [G”(:cz) - 1] : (4.15)

e a fungao G(x2) é diferencidvel, com G'(z2) # 0 e G"(x2) # 0, Vas € J sendo J um

intervalo aberto contido em R, e uma solucao da equacao
G"(z2) + (G'(2))” = L.

Temos que este tensor T é um tipo de tensor estudado no Teorema 3.2, com o = —1,

cs1=1a=1,b=1,¢, =¢e3=1eey =—1. Observamos que
det T = 2|(G"(12))* + G"(z5) — 1| = 0.

Agora suponha que existe uma mudanga de varidveis y = (yi(x), y2(x),y3(x)), onde
r = (x1,x9,23), que diagonaliza o tensor T sob as condigoes do Teorema A, isto é o

novo tensor diagonal T’ tem a forma
. 3
T =" &ifilyr)dy?,

onde temos ko fixo, fi,(Uko) = 28k U" (Yko)s [i(Uke) = EkolU" (Yro) — (U (yxo))?], VJ tais

que j, ko sao distintos. Suponhamos, sem perda de generalidade, que kg = 1. Como
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temos que detT = 0, por (4.4), temos que detT = 0, ou seja, temos que fily1) =0,
7 = 2,3. Entao,
T = 2U" (y1)dy?.

Temos que
3

dyl = Z %dxz,

i1 (9382

assim,

T =2U"(y) 9 2dx2 +2%%dl’ ® dx +2%%d$ ® drs+
! 81’1 1 81}2 8.1’1 ! 2 8x1 81’3 ! 3

2 2 (4.16)
—i-(%) da:% + 2%%@:2 ® dxs + (%) d$§:| )

8902 81'2 (933'3 (933'3

Agora, comparando as expressoes (4.13) e (4.16), obtemos que

U" (1) o 220
8[)’21 ’

L opoy 1
U (1) SIL 9L

8361 8903 N 2

Como temos que U"(y;) # 0, via as equagdes acima, chegamos a um absurdo. Logo para
o tensor T' dado em (4.13), nao existe mudanca de varidveis y = (y1(x), y2(x), y3(x)),

onde x = (x1, T2, x3), que diagonaliza o tensor T' sob as condi¢oes do Teorema A.
Exemplo 4.4. Seja
3
T =—Fy(x)dz? — 5 [dx% + d:z:i} — Fyi(xq) [Qdajl ® dxg + dr; @ drs + dry @ dry |+

+2 |:d$2 & d!L’g + dl‘g X d5(74} + dl’g X dl‘4,

(4.17)

onde
Foi(21) = —2G"(z1), (4.18)
Fii(z1) = 3G"(z,) — 3, (4.19)

e a fungao G(x;) é diferencidvel, com G'(z1) # 0 e G"(x1) # 0, Va; € J sendo J um

intervalo aberto contido em R, e uma solucao da equacao
G (1) + 2(G'(11))* = 1.
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Temos que este tensor 7' é um tipo de tensor estudado no Teorema 3.3, com n = 4,
1
/‘C:17l0:2,i0=37T0=47U=—1,023217624:1,0342§7d=2,€2=€3=64=1

e €1 = —1. Observamos que
det T = —12|G"(x1) + 2(G'(z1))* — 1| = 0.

Agora suponha que existe uma mudanga de varidveis y = (y1(x), y2(x), y3(x), ys(x)),
onde x = (x1, z9, 3, 14), que diagonaliza o tensor T" sob as condi¢oes do Teorema A,

isto é o novo tensor diagonal T' tem a forma

4

T = &filyr)dy?,

)

onde temos ko fixo, fi,(Uro) = 3k U" (Yko)s [i(Uke) = ExolU" (Ury) — (U (yxo))?], VJ tais
que 7, ko sao distintos. Suponhamos, sem perda de generalidade, que ky = 1. Como
temos que detT = 0, por (4.4), temos que det T = 0, ou seja, temos que fily1) =0,
7 =2,3,4. Entao,

T= 3U" (y1)dy.

Temos que
2.9
dyl = ﬂdwla
i—1 (91:2
assim,
- oy \* Oy1 Oy Oy Oy
T =30" ) dx? 4+ 2224 d 2——"-d d
(y1)|:(al'1) .T1+ 8x228x1 $1® T2t 8ZE1 81‘3 $1® LL’3+
Oy, Oy o 2 Oy Oy Oy1 Oy
2———-d d —— | d 2——=d d 2———-d d
+ (9961 8.734 T1® 0T+ 8.732 x2+ 6’x2 8x3 72 ® T3 ¥ 8952 8134 T2 ® T4t
o1\ 5,0 O i\,
—— 1 d 2———=d d — | dx;|.
+(8:c3) T3+ D D4 T3 @ axy + Dy Ty

(4.20)

Agora, comparando as expressoes (4.17) e (4.20), obtemos que

N

Iy Oy _ 1

(yl)al’Q 8133 N 3
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Como temos que U” (y1) # 0, via as equagoes acima, chegamos a um absurdo. Logo para
o tensor T" dado em (4.17), ndo existe mudanca de variaveis y = (y1(z), y2(x), y3(x), ya(x)),

onde x = (x1, T2, x3,x4), que diagonaliza o tensor 7" sob as condigoes do Teorema A.
Exemplo 4.5. Seja

1 2
T = —Fy(2)ds? — g {dm% +dx§] + gdxi —2F(z1) |dr1 ®@dxe +dry @drs | + dry @ dxs,

(4.21)

onde
Foi(11) = —G'(21), (4.22)
Fui(z1) = 3G"(21) — 1, (4.23)

e a fungao G(x) é diferencidvel, com G'(z1) # 0 e G"(x1) # 0, Va; € J sendo J um
intervalo aberto contido em R, e uma solu¢ao da equacao

G (1) + 2(C (1))? = %.

Temos que este tensor 7' é um tipo de tensor estudado no Teorema 3.4, com n = 4,

1
k’:1,l0:2,i0:3,a:1,02—1,023:§,p:1,€2:€3:1681:€4:—1.
Observamos que

4 1
detT = § |:G”(.l’1) + Q(G,(ZEI))2 — g =0.

Agora suponha que existe am mudanga de variaveis y = (y1(x), ya(2), y3(x), ya(z)),

onde x = (x1, 9, x3,x4), que diagonaliza o tensor T" sob as condigbes do Teorema A,

isto é, o novo tensor diagonal T tem a forma
4
i

onde temos ko fixo, fi,(Uro) = 3k U" (Yko)s i (Uke) = ExolU" (Yry) — (U (yxo))?], VJ tais
que j, ko sao distintos. Suponhamos, sem perda de generalidade, que kg = 1. Como
temos que detT = 0, por (4.4), temos que det T = 0, ou seja, temos que fily1) =0,
7 =2,3,4. Entao,

T = 30" (yy)dy?.
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Temos que

0
dyl — - a_itdl‘u
assim,
= oy \? Oy1 Oy oy1 Oy
T =3U" ) de? 4+ 2—L2d d 2= 24 d
(1) |:(8I1) ]+ a$228$1 T Q drg + Dz, 01 T @ drs+
Oy1 Oy o 2 Jy1 Oy Oy1 Oy
2—/——"-d d — ] d 2———"=d d 2——"-d d
+ Dy Oy T1 & dry + D1y Ty + D0 D5 To & drs + Dy Oy Lo Q ATq+
Oy ? 2 Oy, Oy oy ? 9
—— 1 d 2——"-d d — | dx5|.
+(83:3) r3 + D3 Oy T3 Q ary + Dy Ty

(4.24)

Agora, comparando as expressoes (4.17) e (4.20), obtemos que

" ayl 2_ 1
U (yl)(ax2> - 187

" ayl 2 o 2
U <y1)<8$4) - 9’

" ayl ayl
v (yl) 8372 81’4

Como temos que U”(y;) # 0, via as equagdes acima, chegamos a um absurdo. Logo para

=0.

o tensor T' dado em (4.21), ndo existe mudanga de varidveis y = (y1(x), y2(x), y3(x), ys(x)),

onde x = (x1, T2, x3,x4), que diagonaliza o tensor T sob as condigoes do Teorema A.
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