Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

Teorema do Limite Central para Arranjos de
Variaveis Aleatorias Linearmente Negativamente
Dependente e Aplicacoes ao Bootstrap Dependente

por

Andrey Barbosa Guimaraes

Brasilia

2009



Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

Teorema do Limite Central para Arranjos de
Variaveis Aleatorias Linearmente Negativamente
Dependente e Aplicacoes ao Bootstrap Dependente

Por

. ~ %
Andrey Barbosa Guimaraes
Dissertacao apresentada ao Departamento de Matemdtica da Universidade de

Brasilia, como parte dos requisitos para obtenc¢ao do grau de

MESTRE EM MATEMATICA
Brasilia, 04 de dezembro de 2009

Comissao Examinadora:

Prof. Ary Vasconcelos Medino - MAT /UnB (Orientador)

Prof*. Daniele da Silva Baratela Martins Neto - MAT /UnB
(Membro)

Prof*. Viviane Simioli Medeiros Campos - MAT/UFRN
(Membro)

“Este trabalho contou com apoio financeiro do CNPq e CAPES.



Aos meus pais Joao e Neuraci, minha irma Christina,
minha esposa Juliana e a minha filha Jilia

que ainda nao nasceu mas que ja faz parte da minha vida.



Agradecimentos

Agradeco a Deus pelo dom supremo da vida. A todos os meus familiares, es-
pecialmente meus pais Joao e Neuraci, minha irma Christina, minha esposa Juliana e
minha sogra Terezinha, que me deram apoio em todos os momentos.

Ao meu orientador Ary Vasconcelos Medino, por sua disponibilidade, paciéncia
e ajuda.

Aos professores da banca examinadora: Daniele da Silva Baratela Martins Neto
e Viviane Simioli Medeiros Campos pelas correcoes e sugestoes, que fizeram, enrique-
cendo este trabalho.

Aos colegas de graduagao, Tiago, Jair, Jairo, Valdivino, Rogerio. Aos colegas de
curso de verao: Tiago, Renato, pelo companherismo e amizade apesar de pouco tempo
de convivéncia durante a selecao de mestrado.

Aos colegas do departamento de matematica da UnB e a galera do futebol da
matematica: Nilton, Abilio, Walter, Fabiano, Robson (Robgol), Henrique, Gardel,
Hudson, Tarcisio, Weseley, Marcelo, Jorge, Ricardo (gaucho). Ao meu amigo, Renato
Ferreira, pelo companheirismo durante este periodo da poés-graduacao e pelos assuntos
variados de nossas conversas.

Aos professores da UFMT: Carlos Rodrigues, Marcos Donizete, Adilson Berlato
e Daniel Guimaraes, com quem troquei as primeiras palavras sobre o mestrado, pelo

incentivo e presenca amiga em todos os momentos.



Ao CNPq e CAPES, pelo apoio financeiro, sem o qual seria impossivel manter-
me em Brasilia durante a elaboragao deste trabalho.
A todos que, com um pensamento positivo, uma palavra amiga, alimentaram meus

sonhos e contribuiram para esta grande conquista da minha vida.



Resumo

Neste trabalho, estudamos o conceito de Dependéncia Negativa e algumas de suas
propriedades. Mostramos o Teorema do Limite Central para arranjos de variaveis
aleatorias Linearmente Negativamente Dependente e a normalidade assintotica para o

método de reamostragem chamado de bootstrap dependente.

Palavras-chave: Teorema do Limite Central, Dependéncia Negativa, Bootstrap De-

pendente, Arranjos.



Abstract

In this work, we studied the concept of negative dependence and some of its properties.
We show the Central Limit Theorem for arrays of random variables dependent negative

linear and asymptotic normality for the method called bootstrap resampling dependent.

Key-words: Central Limit Theorem, Dependency Negative, Dependent Bootstrap,

Arrays.
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Introducao

Na literatura existem vérias versoes do Teorema do Limite Central para varidveis
aleatorias independentes. Uma importante versao ¢ o TLC de Lindeberg (teo.1.16),
que da condicoes gerais para obter a convergéncia para uma normal, onde requer a
verificagdo de uma condi¢ao, denominada de condigao de Lindeberg (condigao 1.11).

Neste trabalho baseado em Patterson, Smith, Taylor e Bozorgnia [13] e Smith,
Taylor [15], vamos apresentar alguns conceitos de dependéncia entre variaveis aleato-
rias. Assim em busca de condi¢oes mais gerais para o TLC, estaremos enfraquecendo
a hipotese de independéncia entre as v.a.’s. Uma interessante aplicacao destes concei-
tos de dependéncia negativa é na obtencao da normalidade assintética do bootstrap
dependente em populagoes finitas (capitulo 2 e 3).

Entre os varios tipos de dependéncia temos o de variaveis aleatorias Negativamente
Dependente-ND, que foi definido pela primeira vez para o caso bivariado por Lehmann
[9] em 1966. O autor definiu que duas variaveis aleatorias sdo negativamente depen-

dente se,

P(X <a,Y <y) < P(X <2)P(Y <y),
ou equivalentemente

P(X >z, Y >y < P(X >z)P(Y >vy),

para quaisquer x, y € R. Intuitivamente isto siguinifica que é menos provavel que X
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Introdugao

e Y, assumam conjuntamente valores pequenos ou grandes comparados com X’ e Y’
onde X = X em distribuicdo e Y = Y’ em distribuicéo, sendo que X’ e Y séo variaveis
aleatorias independentes.

Para uma colecao de trés ou mais v.a.’s essas duas condi¢oes nao sao mais equi-
valentes. Através de exemplos (exemplos 1.2 e 1.3) mostramos que para uma colegao
de trés ou mais v.a.’s, ao satisfazer uma condicao, nao implicard na outra condicao
e vice-versa. Em 1981 Ghosh e Ebrahimi [5], generalizaram o conceito de variaveis
aleatorias Negativamente Dependente estendendo para o caso multivariado (definigao
1.4).

Variaveis aleatorias ND, quando estao sob combinacoes lineares a dependéncia ne-
gativa (exemplo 1.12) ndo ¢é preservada. Isto motivou Newman [11] em 1980 a intro-
duzir o conceito de variaveis aleatorias Linearmente Negativamente Dependente (LiND)
(definigao 1.13) onde a dependéncia negativa é preservada sob combinagoes lineares.

Um outro tipo de dependéncia mais forte que ND, é o de v.a.’s Negativamente
Associadas-NA (definigao 1.6), que foi formalmente introduzido por Joag-dev e Pro-
schan [8] 1983, principalmente por razoes de aplicagdes em teoria da confiabilidade,
analise estatistica multivariada e teoria da percolacao.

No capitulo 1 estudaremos estes conceitos de dependéncias, apresentando algumas
propriedades, onde o resultado principal seré a obtencao do TLC para v.a’s LiND sob
certas hipoteses.

No TLC para v.a.’s LIND (teo. 1.17) apresentaremos as seguintes hipoteses,

: . 1 o=
2 . n—oo _
s. = Var (Zl Xm-> — 00 Z Cov(Xpi, Xpj) =0

n 45=1
1<j

L&
lim —5 > E(X3 1, jse]) =0
=1

n—oo
STL
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Introdugao

onde {X,; : 1 <i < my,n > 1} é um arranjo de variéveis aleatorias LiND em cada

linha tal que EX,; = 0. A proposicao 1.14, juntamente com a hipotese abaixo

1 &
ﬁ Z COU(Xm',an) =0

n 4j=1
i<j

fornecem ferramentas importantes para a demostracao do TLC proposto, onde po-
deremos tomar o arranjo {Z,; : 1 <i <m,,n > 1} de v.a.’s independentes em cada
linha e com a mesma distribuicao que as v.a.’s LiIND, com isso aplicaremos o TLC de
Lindeberg para este arranjo, assim pelo lema 1.15 a convergéncia em distribuicao de
1 Mmn

— Z Zn; para a N(0,1) implicara na convergéncia de
Sp, 4
=1

1 mz X, % N(0,1)
-

No capitulo 2, vamos aplicar os conceitos de dependéncias negativa ao bootstrap
(bootstrap dependente), em populagoes finitas. Pode-se definir uma popula¢ao como
sendo uma colecao de todos os possiveis elementos, objetos ou medidas de interesse.

Em 1979 Efrom [6] introduziu a técnica de bootstrap ( que é uma técnica de
reamostragem) como uma ferramenta para estimar o erro padrao de uma estatistica.
Nas tltimas trés décadas houveram muitos estudos tedricos e aplicados sobre o boot-
strap.

Este bootstrap tradicional é definido como uma amostra de tamanho m extraida
com reposicao a partir da amostra original, obtendo variaveis aleatérias independentes
e identicamentes distribuidas. Assim, em muitas das justificativas tedricas do proce-
dimento de bootstrap tradicional, sao fundamentalmente relacionadas com as técnicas
que envolvem varidveis aleatérias independentes.

O bootstrap dependente foi definido por Smith e Taylor [14] em 2001, como uma

* * s o~ .
amostra de tamanho m, denotada por X,,..., X . extraida sem reposicao a partir de

Universidade de Brasilia 11 Departamento de Matemdtica



Introdugao

uma cole¢ao de kn itens, composta de k copias de cada uma das observagoes amostrais,
Xn1, ..., X, onde m < kn. Um resultado muito importante do capitulo 2, é a pro-
priedade de intercambiabilidade (definigao 2.2) das X,,..., X, , pois serd muito ttil

na obtenc¢ao da normalidade assintética do booststrap dependente dada no capitulo 3.

No capitulo 3 iremos obter o Teorema do Limite Central da seguinte forma,

Z ~-X,) - N(0,1),

kn —
onde s; = \/ Var* (Z] L \/ m kn ] Sy, com a seguinte condigao
n JE—

m m
0<inf— <sup— < 1.
n kn n kn

Smith e Taylor [14], verificaram que as v.a.’s X, ...,

X sao ND e tem a pro-
priedade de intercambiabilidade (def. 2.2). Além disso Joag-Dev e Proschan [§]
mostraram que estas v.a.’s sao NA. Serd mostrado que em geral, um subconjunto
de variaveis aleatorias formado a partir de retiradas sem reposicao de um conjunto
finito € ND, assim as observagoes amostrais X, ..., X,,, extraidas sem reposicao de

uma populacao finita sao v.a.’s ND.

Universidade de Brasilia 12 Departamento de Matemdtica



Capitulo 1

Teorema do Limite Central para

arranjos de v.a.’s LIND

1.1 Introducao

Neste capitulo vamos enfraquecer a hipotese de independéncia entre as variaveis
aleatorias, introduzindo ao TLC o conceito de dependéncia negativa entre variaveis
aleatorias. Assim o resultado principal deste capitulo seré a obtencao do Teorema do
Limite Central para o caso onde as variaveis aleatorias sao Linearmente Negativamente
Dependente-LiND (definigao 1.13), que é mais um tipo de dependéncia negativa.

Na se¢ao 1.2 vamos apresentar uma forma de dependéncia (definigao 1.1 e 1.4) entre
v.a.’s, que é o conceito de v.a.’s Negativamente Dependente-ND, definido pela primeira
vez para caso bivariado, por Lehmann [9] em (1966) e multivariado por Ebrahimi e
Ghosh [5] em (1981).

Apresentaremos na se¢ao 1.3 o conceito de variaveis aleatérias negativamente associ-
adas (definigao 1.6), que foi formalmente introduzido por Joag-dev e Proschan [8] 1983,

principalmente por razoes de aplicagoes em teoria da confiabilidade, anélise estatistica
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Capitulo 1 1.2 Varidveis Aleatorias ND

multivariada e teoria da percolacao. Observemos que um conjunto de variaveis alea-
torias independentes é NA. Variaveis aleatorias NA sao também LiND, assim o TLC
obtido para o caso LiND também vale para NA, desde que as hipdteses do teorema
sejam satisfeitas (teorema 1.17).

Para finalizar obteremos na sec¢ao 1.4 o TLC para v.a.’s LIND em cada linha, com

isto estaremos enfraquecendo a hipotese de independéncia entre v.a.’s.

1.2 Variaveis Aleatoérias Negativamente Dependentes
(ND)

Nesta secao definiremos o conceito v.a.’s ND para o caso bivariado, que foi definido
pela primeira vez por Lehmann [9] em 1966 e multivariado definido por Ebrahimi
e Ghosh [5] em 1981. Estes conceitos de dependéncia negativa serao uteis para o

entendimento do restante do trabalho.

Definicao 1.1 Dizemos que X e Y sao varidveis aleatorias, negativamente dependente
(ND) se

P(X <2,V <y) < P(X <2)P(Y <) (L1)

para todo x,y € R. Além disso, dizemos que uma cole¢io de varidveis aleatorias
sao duas a duas negativamente dependente se para cada par de varidveis aleatorias da

colegao, satisfaz a condigao (1.1).
E importante notar que (1.1) é equivalente a:

P(X>uzY >y <P(X>z)P(Y >vy) (1.2)
para todo x,y € R. De fato, observe que

PX>z,Y >y = 1-P[(X<z)U((Y <y)]

Universidade de Brasilia 14 Departamento de Matemdtica



Capitulo 1 1.2 Varidveis Aleatorias ND

= 1-(P(X <a)+P(Y <y) - P(X <2,V <y))
= P(X>z)-PY <y)+P(X<zY <y)
< P(X>z)—PY <y)+P(X <z)PY <y)
= P(X>x2)-PY <y)(l-P(X <x))
= P(X>uz)—PY <y)P(X > x)
— P(X >xz)P(Y >vy).
Portanto
P(X >z,Y >y) < P(X >z)P(Y >y)

para todo z,y € R. Analogamente se mostra que a (1.2) implica em (1.1).

Temos entao que as condigoes (1.1) e (1.2) s@o equivalentes. Além disso qualquer um
dos sinais, < ou > podem ser substituidos por < ou >. Ebrahimi e Ghosh [5] mostrou
que (1.1) e (1.2) nao sdo equivalentes para uma colegdo de trés ou mais variaveis

aleatorias. Considere os seguintes exemplos.

Exemplo 1.2 Sejam X, X5, e X3 v.a’s assumindo valores (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0)

e (0,0,0) com probabilidade 1/4 cada. Entao,
1
P(X;>0,X,>0,X3>0)=0< 3= P(X; > 0)P(Xy; > 0)P(X;5 > 0)
mas,

P(X1<0,X,<0,X3<0) = = P(X1 <0)P(Xy <0)P(X;3 <0).

>1
8

S N

Portanto somente a condi¢ao (1.2) foi satisfeita, isto mostra que (1.2) nao implica

em (1.1).

Exemplo 1.3 Sejam X, X, e X3 v.a’s assumindo valores (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)

e (1,1,1) com probabilidade 1/4 cada. Entao,

1
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Capitulo 1 1.3 Varidveis aleatorias NA e LiND

mas,

P(X1>0,X2>0,X3>0): :P(X1>0)P(X2>O)P(X3>0)

e~ =
ool

Logo a condigao (1.1) ndo implica em (1.2). Assim para uma cole¢do de trés ou
mais varidveis aleatérias é exigido uma forma mais forte de dependéncia negativa que o

caso bivariado, isto motivou Ebrahimi e Ghosh [5] a introduzirem a seguinte definigao.

Definicao 1.4 Dizemos que X1, X5, X3, ... sao varidveis aleatorias,
(a) Negativamente Dependente inferiormente (NDI) se para qualquer n > 2
P(X; <2, X, <) < [[PXG < ) (1.3)
i=1
para todo x4, ...,x, € R.

(b) Negativamente Dependente Superiormente (NDS) se para qualquer n > 2

—.

=1

para todo x4, ...,x, € R.

(c) Negativamente Dependente se satisfazem (a) e (b).

Lema 1.5 (Taylor, Patteson e Bozorgnia [17]). Se X1, Xo, ... X, sao varidveis alea-
torias duas a duas ND, com EX;, EX; e EX;X; finitas com i # j. Entao, EX;X; <

EX,EX; e Cov(X;, X;) <0, j.

Na préxima secao daremos a definicao de v.a.’s negativamente associadas, que tam-
bém é mais uma forma de dependéncia negativa, onde mostraremos que este conceito

¢ mais forte que ND, em termos que NA implica em ND.

Universidade de Brasilia 16 Departamento de Matemdtica



Capitulo 1 1.3 Varidveis aleatorias NA e LiND

1.3 Variaveis aleatorias Negativamente associadas (INA)
e Linearmente Negativamente Dependente (LiND)

O conceito de associagao negativa entre v.a.’s foi formalmente definido pela primeira
vez por Proschan e Joag-Dev [8] em 1983, motivado por aplicagdes em teoria de confi-
abilidade, anélise estatistica multivariada etc. Definiremos nesta secao v.a.’s NA, onde
daremos algumas propriedades bésicas que serao utilizadas no decorrer desta disser-
tacao, definiremos também variaveis aleatérias LiIND e aplicaremos este conceito de

dependéncia negativa ao Teorema do Limite Central.

Definicao 1.6 Dizemos que X1, Xs,..., X, sdao varidveis aleatorias Negativamente
Associada (NA) se para cada par de subconjuntos disjuntos Ay, Ay de {1,2,... k}

tem-se

Cov {fl(X’LaZ S Al)a fQ(Xj,j € Ag)} < 0 (15)

sempre que fi1 e fa forem funcoes nao-decrescente em cada coordenada. Uma colegao

infinita de v.a.’s € NA se, para cada subcolecao finita de v.a.’s € NA.

Proposicao 1.7 Se X, Xo,... sao varidveis aleatorias negativamente associadas en-

tao sao duas a duas negativamente dependente.

Demonstragao:

Aplicando f1(2) = I(a,00)(7) € fo(x) = I(3,00)(x) em 1.5 vamos ter
Portando v.a.’s NA sao duas a duas ND. [

Propriedade 1.8 Funcoes nao-decrescentes em cada coordenada definidas em subcon-

juntos disjuntos de um conjunto de varidveis aleatorias NA sao NA.

Unwversidade de Brasilia 17 Departamento de Matemadtica



Capitulo 1 1.3 Varidveis aleatorias NA e LiND

Demonstragao:
Sejam X7,..., X, variaveis aleatorias NA e Ay,..., A,, subconjuntos disjuntos de
indices {1,2,...,n}, f1, fa, ... [m fungdes nao-decrescentes. Vamos denotar

Y, = fi(Xi, i € A;) para j=1,2,...m.

Considere agora B; e By dois pares quaisquer de subconjuntos disjuntos de indices,
{1,2,...,m}. Se g e h s@o fungdes nao-decrescentes (em cada coordenada), entdo
9(fj, 7 € By) e h(fj, j € Bs) sao fungbes nao-decrescentes em cada coordenada.

Portanto pela defini¢ao 1.6, temos

CO’U[Q(Y;W j € Bl)vh(y;'a je B2>] =
= Covlg(f;(Xi, 1 € Aj) j € B1),h(f;(Xi, 1 € Aj) j € By)] <0.

Pois as v.a.’s X1, Xo, ..., X, sao NA. Portanto f;(X;, i € A;) para j=1,2,...m s@o

NA.

Propriedade 1.9 Sejam A, ..., A,, subconjuntos disjuntos de indices {1,...,n} e
fi, -+, fm fungdes nao-decrescentes (em cada coordenada). Se as varidveis aleatdrias,

Xi1,...,X,, forem NA, entdo:

E\[]F(x;. 5 € A)| <[IEH(X;, 5 € A
i=1 i=1
Demonstragao:

Segue-se que pela propriedade 1.8, f;(X;, j € A;) sdo NA para 1 <i < m. Agora
defina

g[fl(Xjﬂ JE Al)] - fl(va J € Al) €

hifo(Xj, j € Aa)y.oo, fn( X, J € AR = fo(Xj, j € A) ... fn( X, J € Ap).

Unwversidade de Brasilia 18 Departamento de Matemadtica



Capitulo 1 1.3 Varidveis aleatorias NA e LiND

Entao pela forma que foi definida, as fungoes g e h sao nao-decrescentes em cada

coordenada, logo aplicando a defini¢ao 1.6 temos

Covlg(f1(X;, 7 € A1), h(fo(X5, G € Az), oo fnl( X5, J € Am))] =
= Elg(fi(X;, j € Ah(fa(Xy, 7€ As)y o fin( X, T € An))] =
— Elg(f(X;, J € A Ef2(X) J€ Az), o, [l X;, J € An))] 0.

Consequentemente

E = FlA(X;, ] € A) ... fu(X;, j € Ap)] <

[/ 5 € A)
=1

< E[A(X;, J € Al x

X E[(fX; J € Ag). (XG5 € Am)]. (1.6)

Para o termo de (1.6) usa-se o mesmo argumento, definindo-se analogamente novas

funcoes e aplicando novamente a definicao 1.6, assim repetindo este procedimento va-

mos ter
E\[]fi(X 5 € A)| <[ Efi(X;. 5 € A)].
i=1 1=1
]
Propriedade 1.10 Se Xy,..., X, forem varidveis aleatorias negativamentes associ-

adas entao X4,...,X, sao v.a.’s ND.

Demonstragao:
Sejam fi(x) = I(a,00)(),. .., fu(®) = l(a,,0)(x), onde ay,...,a, € R. Con-
sidere Ay, ..., A, subconjuntos disjuntos de indices, {1,2,...,n} e suponha sem perda

de generalidade que os indices 1 € Ay, 2 € Ay,3 € Asz,...,n € A, assim temos,

Unwversidade de Brasilia 19 Departamento de Matemadtica



Capitulo 1 1.3 Varidveis aleatorias NA e LiND

fi(Xy, 1€ Ay),..., fu(X,, n€A,). Entdo pela propriedade (1.9) segue-se que

P(Xy>ay,..., Xy > a,) < [[P(Xi > i)
i=1
Vamos provar que estas v.a.’s sao NDI. Basta considerar f1(z) = [(c,0,1(%), ..., fu(z) =
I(oo,a,](®) onde ay,...,a, € R, assim usando argumento anilogo ao anteriormente e

pela propriedade 1.9, temos
P(Xy <ay,.... Xy <a,) < [[P(Xi < ay).
i=1

Portanto v.a.’s NA sao também ND.
n
Na propriedade 1.10 vimos que NA implica em ND, mas a reciproca em geral nao
é verdadeira, no exemplo abaixo temos variaveis negativamente dependentes, que nao

satisfazem a condicao de NA.

Exemplo 1.11 (Joag-Dev e Proschan [8]). Seja o vetor aleatério X = (X1, Xa, X3, X4)
onde cada variavel aleatoria X; possui distribuigdo de Bernoulli com P(X; = 1) =
0,5 para ¢ = 1,2,3,4. Considere os pares (X7, X5) e (X3, X4) possuindo a mesma
distribui¢@o bivariada. A fung@o de probabilidade conjunta de (X7, Xo, X3, X4) é dada
pela Tabela 1.1.

Podemos mostrar de acordo com a tabela 1.1, que (X, Xo, X3, X4) sdo variaveis

aleatérias ND. Porém
P(X;=1,1=1,2,3,4) =0,0577 > 0,0576 = P(X; = Xo = 1)P(X3 =X, =1)

viola o conceito de NA.

Universidade de Brasilia 20 Departamento de Matemdtica



Capitulo 1 1.3 Varidveis aleatorias NA e LiND

(X1, Xo) | (X1, Xa) | (X1, Xp) | (X1, X3)
(0,0) (0,1) (1,0) (1,1) | marginal
(Xs, Xa) | (0,0) | 0,0577 | 0,0623 | 0,0623 | 0,0577 | 0.24
(Xs, Xa) | (0,1) | 0,0623 | 0,0677 | 0,0677 | 0,0623 | 0.26
(Xs, Xa) | (1,0) | 0,0623 | 0,0677 | 0,0677 | 0,0623 | 0.26
(Xs, Xa) | (1,1) | 0,0577 | 0,0623 | 0,0623 | 0,0577 | 0.24
marginal 0,24 0,26 0,26 0,24

Tabela 1.1: Distribuigdo conjunta (X7, Xs, X3, X,) e suas marginais.

Considere agora o sequinte exemplo, onde mostra que variaveis aleatorias ND, nao

preservam a dependéncia negativa quando estao sob combinagoes lineares. Isto mo-

tivou Newman [11] em 1980 a introduzir o conceito de variaveis aleatorias linearmente

negativamente dependente (LiND), definigao 1.13.

Exemplo 1.12 (Patterson, Smith e Taylor [16]). Seja ©Q = [0,1] com medida de

Lebesgue sobre [0,1]. Consideremos os conjuntos A; = [0,1/2], Ay = [3/10,9/10]

A3 =1[4/10,6/10] U (8/10,1] e seja X; = I4,. Podemos mostrar que,

3
P(X) <a1,Xs <ag, X3 <az) < HP(Xi < a;)
i=1

3
P(Xl > CL1,X2 > CLQ,X3 > CL3) < HP(Xz > CLZ‘).
=1

Para todo aq, as, a3 € R, assim as v.a.’s Xy, Xy, X3 sao ND. Por outro lado

8 6

5

1010

Portanto temos que,

P(X1+ X, <1,X3<0) > P(X; + X, < 1)P(X5 < 0).

(1.7)

(1.8)
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Capitulo 1 1.4 T.L.C para arranjos de v.a.’s LiND

Temos entao que X; + X, e X3 nao sao v.a’s negativamente dependente.

Definicao 1.13 Dizemos que X1, Xo, X3, ... sao v.a’s Linearmente Negativamente De-

pendente (LiN D) se para quaisquer subconjuntos disjuntos de indices A, B e constantes

positivas \;‘s, temos que Z M X e Z NX; sao ND.

keA leB
Segue-se pela propriedade 1.9 que varidveis aleatorias negativamente associadas sao

também LiND.

1.4 T.L.C para arranjos de v.a.’s LIND

Nesta secao demostraremos o Teorema do Limite Central para arranjos de v.a.’s
LiND em cada linha, mas primeiramente precisaremos de alguns resultados importantes
para a demostracao do teorema.

Para a proposicao 1.14, vamos precisar do seguinte resultado conhecido como
Identidade de Hoeffding e de sua generaliza¢ao. Portanto de acordo com Lemamm [9],

temos

E(XY) - E(X)E(Y) = / / (Fyy — Fy Fy]dzdy (1.9)
onde Fyy ¢é a funcao de distribuicao conjunta e F'x, Fy sao as marginais de X e Y.
Assim temos de acordo com Nooghabi e Azarnoosh [12], que sua generalizagao é dada
por,

Cou(f(X). g(Y)) = / ) / P W) ey — FxFyldedy  (1.10)

onde f, g sdo funcoes complexas de classe C* com f’ e ¢’ limitadas.
A proposicao 1.14 é usada na demostracao do resultado principal deste capitulo,

teorema 1.17.
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Proposicao 1.14 Suponha que X1, Xs, ..., X,, sao v.a’s LiND. entao

D(ry,...,Tm) — H D;(r;)| < Z |rirnCov (X, X))
j:1 l,n=1

I<n

onde ® (r1,...,rm) =E (eizg’;lrjxj» O,(r;) = E (%) |

Demonstragao:
Vamos provar por indugdo. O resultado é verdadeiro para m = 1 (trivial), agora

para m = 2 segue-se por (1.9) e (1.10)

| (enXHinY) _ B (enX) B (¢nY)| = |Cov (¢mX,e7Y)| =
— ' / O; / Z ir1e"  irye™Y Hy y (x, y)drdy| <
= - |7”17”2|/_Z /_ZHX,Y(%ZJ)CZMZ/Z
= —|rra| Cov(X,Y) =

= |rir2Cov(X,Y)

onde Hxy(z,y) = [Fxy — FxFy| <0, pois X e Y sdo v.a’'s ND.
Suponha que seja verdade param < M. Assim param = M+1 (por rearranjamento
de indices se necessério), assuma que para algum € = £1, 6 = £1, e m’ € {1,..., M},

er; > 0 para 1 <1 <m' enquanto dr; > 0 para m’ +1 <[ < M + 1. Definimos,

m’ M+1
X = ZETle, Y = Z 5T1Xl.
=1 l=m’+1

Veja que Z 1 X; =€eX +d0Y onde X e Y sdo v.a’s ND, logo nds temos
=1
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T.L.C para arranjos de v.a.’s LiND

m
Eeizﬁl nX, HEeirle <
=1

S |E (ei(6X+5Y)) . <6i6X) E (e’i(SY) } +
M+1
+|E (eieX> E( zéY zeX H E zrle
l=m’+1
M+1 m/ M+1
+|E (eieX) H E (eirle) . H ’L’l"le H E “"le
I=m/+1 =1 I=m’/+1
M+1
< |€5COU(X,Y)| + zéY H E anl
l=m/+1
+ E(eieX) . HE( z'rle) <
=1
M+1 M+1
< |Cov (Z er Xy, Z ory, n) Z |, Cov( Xy, X))+
n=m'+1 I, nl:<mn/+l
m’ m' M+1

+ Z |rir,Cov (X, X

l.n=1
<n

<2

M+1

+ Z |ryrnCov( X,

l,n:m/+1
I<n

= Z |ryrnCov( X,

l,n=1
I<n

Xl

X)) + Z |rr,Cov (X,

lyin=
I<n

Z |rir,Cov(Xy, X,,)| +

n=m'/+1

!

Xn)| =

1

Segue-se abaixo o lema e o Teorema do Limite Central para arranjos de v.a.’s

independentes que serao utilizados na demostracao do teorema 1.17.
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Lema 1.15 Seja (an, n > 1) e (b,, n > 1) duas sequéncias numéricas com a, — a e
)

b, — b quando n — oo, onde a e b sao finitas constantes, e seja X, X1, X5... v.a.’s

tais que X,, — X em distribuicao, entao
n X + by 5 aX +b.
Demonstracao: Veja [4] pagina 273. ]

Teorema 1.16 (Teorema do Limite Central para arranjo de v.a.’s independentes).
Seja {Xng, 1 <k <rp, n>1} um arranjo de v.a. s independente em cada linha e
suponha que E(Xp,) =0, 02, = E(Xp)? e s2 =Y 0", 02, se
lim / X2 dP =0 (1.11)
n_N)OZ nk|>€5n

(condi¢ao de Lindeberg). Entdo

1 &
= 5" X -5 N(0, 1). (1.12)
Sn

k=1

Teorema 1.17 (Teorema do Limite Central para arranjos v.a. s LiND)
Seja {Xni 2 1 <i < my,n>1} um arranjo de varidveis aleatorias LiN D em cada linha

tal que EX,,; = 0,

= Var( E Xpi) — o0, lim — 5 Cov(Xyi, Xnj) =0
n— oo 3
=1 1,7=1
1<J

e
Jm 52 ZE I[ix,g5es)) = O
1 &
Entao, —,ZXM converge em distribuicao para uma v.a com distribuicao normal
no=1
padrao.
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Demonstragao:

Temos que

s;? = Z Var(X,;) + 2 Z Cov(Xpi, Xnj) =

i=1 3,j=1
i<j

an? 1 M, 1 mMn
no4=1

n 4,5=1
i<j

n

1 & s
= 1— 2S—,n2 ”Z:l COU(Xm',an> = 3/
i<j

S

Y

S

Mn
onde s2 = E Var(X,;). Passando o limite com n — oo teremos,

i=1

. s2 . 1 o=
i<
' 1 mMn
= 1- nh_)nolo ZE Z Cov(Xyi, Xpj) =

n 4,5=1
i<j

— 140=1=— lim 2* =1,

n—oo
STL

1 & Sp 1 & s
n n
Como — g Xpi = —— E X, e — — 1 quando n — 00, para mostrar-mos
S S, S S
noi=1 non

i=1 n
1 &
que — ZXm converge em distribuigao para a normal padrao, pelo lema 1.15, basta
noi=1

mn

mostrar que o mesmo ocorre com — Z X,i. Pela proposicao 1.14 temos que

S
=1

el mn x s 1x
Bettsn 221 Xoi —HE@”S" Xnil < g ——Cov(Xpi, Xpnj)| =
j=1 i,j=1 Sn Sn
i<j
Mp t2
== E S—QCOU(Xm,an) =
n
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Mn, 2

t
= Z ——2OOU(Xni,an) =

3,j=1 n

1<J

2
= —— ZCOU Xois Xnj) — 0,n — 0.

TL i,j=1
1<j

Portanto

lim |Eeltsn i Xni HEe’tS" mil = 0. (1.13)

n—00
7=1

Agora seja {Z,; : 1 <i < my,n > 1} um arranjo de variaveis aleatorias indepen-
dente em cada linha, tal que Z,; tem a mesma distribuicao de X,,; para cada n e para
cada i. Vamos verificar que este arranjo satisfaz a condigao de Linderberg. De fato

como Z,; tem a mesma distribuicao que X,,; para todo n e para todo ¢, entao

= i Var(Z,:) = % Var(Xy:) > 5;3'
i=1 i=1

Assim
1 &
lim —Z / ZydP = lim =Y E(Z2 1z, 5e) <
n—oo 8 nz|>€5n] o Sn =1
S nlggo 3/2 Z E |Xm|>es ]) =0.

Além disso, E(Z,;) =0, Var(Z,;) = E(Z%) e s2 = Z Var(Zy:). Logo pelo teorema
i=1

1 &
1.16, — Z Zni converge em distribuigao para N(0, 1).

n .
i=1
Agora
Mn Mn
-1 — L L
lim Eeftsn Y Xni lim (EeztSn S Xni _ | | Eeitsn Xni + | |EveztsyL Zm-> _
n—0oo n—00
Jj=1 j=1

— llm (Eeltsn Z’L 1X’ﬂZ HEe'Ltsn nz) +

n—00
7j=1
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142

Mn
: Q=1 12 _
+  lim | |Ee”5" Zni = (e 2t =e 2
n—oo
j=1

1 &
Portanto, pelo Teorema de Continuidade de Lévy, — E Xni converge em dis-
Sp 4
=1

tribui¢ao para uma normal padrao.
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Capitulo 2

Bootstrap Dependente em Populacoes

Finitas

2.1 Introducao

Em 1979 Efrom [6] introduziu a técnica de bootstrap como uma ferramenta para
estimar o erro padrao de uma estatistica e nas ultimas trés décadas houveram muitos
estudos teoricos e aplicados sobre o bootstrap. Embora grande parte destes estudos
tenham sido adaptagoes metodologicas, uma quantidade consideravel de pesquisa tem
sido direcionada para as deficiéncias e melhorias possiveis para a técnica basica de
bootstrap.

O bootstrap tradicional é definido como uma amostra de tamanho n extraida com
reposi¢ao a partir da amostra original. Nesta técnica de reamostragem (bootstrap),
sao obtidos variaveis aleatorias independentes e identicamentes distribuidas. Assim em
muitas das justificativas teoricas do procedimento de bootstrap, sao fundamentalmente
relacionadas com as técnicas que envolvem variaveis aleatorias independentes.

O bootstrap dependente foi definido por Smith e Taylor [14] em 2001, como uma

29



Capitulo 2 2.2 Conceito de Bootstrap Dependente

* * . .o~ .
amostra de tamanho m, denotada por X, ..., X | extraida sem reposigao a partir de

uma colegao de kn itens, composta de k copias de cada uma das observagoes amostrais,

X1,y Xnn onde m < kn. Smith e Taylor [14], verificaram que as v.a.’s X, ..

X,
sao ND e tem a propriedade de intercambiabilidade (def. 2.2). Além disso Joag-Dev e
Proschan [8] mostraram que estas v.a.’s sao NA.

Em Estatistica o termo popula¢ao é denominado como o conjunto de todos os el-
ementos que se deseja estudar. Note-se que o termo populagao é usado num sentido
amplo e nao significa, em geral, conjunto de pessoas. Pode-se definir uma populacdo
como sendo uma cole¢ao de todos os possiveis elementos, objetos ou medidas de inter-
esse.

Neste capitulo aplicaremos esta técnica de bootstrap dependente em uma amostragem
de populagoes finitas extraida sem reposi¢ao, cujos observagoes amostrais serao de-
notadas por X,1,...,X,,. Mostraremos que em geral, um subconjunto de variéveis
aleatorias formado a partir de v.a.’s retiradas sem reposicao de um conjunto finito é
ND. Assim as observacoes amostrais X, ..., X,,, extraidas sem reposicao de uma
populagao finita sao v.a.’s ND.

Na secao 2.2 apresentaremos alguns resultados preliminares e propriedades bésicas

que serao importantes para o capitulo 3.

2.2 Conceito de Bootstrap Dependente

Normalmente assume-se que as observacoes amostrais X, ..., X,, de uma amostra
sao variaveis aleatorias i.i.d, exceto quando for uma amostragem de uma populagao
finita, pois na extracao com reposicao as diversas retiradas serao independentes, mas
no processo sem reposicao havera dependéncia entre as retiradas, isto é, o fato de nao

recolocar o elemento retirado afeta a probabilidade do elemento seguinte ser retirado
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da populagao. A amostragem sem reposicao € mais eficiente que a amostragem com
reposicao pois reduz a variabilidade, uma vez que nao é possivel retirar elementos
extremos mais do que uma vez.

O Bootstrap dependente é definido como uma amostra de tamanho m, denotada
por X, ..., X, extraida sem reposi¢ao a partir de uma colegao de kn itens, composto
de k copias de cada uma das observacoes amostrais, X1, ..., X,, onde m < kn. Nesta
secao vamos obter alguns resultados basicos de bootstrap dependente em populagoes
finitas. Para analisar os resultados de amostragem de populacoes finitas é necessério
considerar estruturas de arranjos, pois nao ¢ possivel o limite com n — oo a partir
de uma populagao finita. Portanto as observagoes amostrais {X,,; : 1 <i<n, n> 1}
serao um arranjo de valores aleatérios onde X,1,..., X,, sao observagoes amostrais

(extraidas sem reposi¢ao) de uma populagao finita P, de tamanho N,,, onde assumire-

mos que N,, — oo quando n — o0o. Seja
n m n
— 1 — 1 — \2
* 2
=1 ]:1 1=1
Além disso, definimos E*, Var*, P* e Cov* como sendo a esperanca , variancia,
probabilidade e covariancia condicionais dado X,,1, X2, ..., X.n.

Segue-se abaixo algumas propriedades que iremos utilizar no decorrer desta disser-

tacao.

Propriedade 2.1

(a) B*X, = X,.
(b) Var* (X;';j) =52 j=1,...,m.
2
(c) Cov* (X7, X7)) = - _”1 para cada 1< j#i<n.
—+ kn —m S?
d) Var (X5,)) = 220
@ Vor (Xon) = st

Demonstracgao: (de (a))
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Observe que
P (X;:j = an) =P (X;;] = Xni|Xn17Xn27 s aXnn) -

para j =1,2,....m,+=1,2,... n. Temos entao

n

* * _ ]' _
ZXmP (X = Xni) = Y Kni— =

i=1
1 —

Portanto,

B (X,,) = E (%ZXM) :%ZE (X:) =

[
Demonstragao: (de (b))
Temos que
* * * * * * 2 * * \2 * * 2 .
* * \2 : * * 1 .
Agora vamos encontrar a E*(X,,)%, visto que P*(X}; = X,;;) = —, para j = 1,...,m
n
i=1,...,n.. Assim,
= DXL = X = YK =YK
" i=1 "noon i=1
Logo,
Var'(X:) = -+ S X (X,)? = lzn:(X? ~ X)) =
nj n — ne n n p— n n
1< 9 =2 = - | =2 =2
= — ) (X5 —X, —2X,; X, +2X,; X, + X, — X)) =
n <
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1 & — 1 & — —
= =) (X — X))+ - ) 2XuX,—2X)) =
;1( )+ ;1( )

Demonstracao: (de (c))

Primeiro note o seguinte. Podemos ter
(XL - E*(X:Ll>>(X:L2 - E*(X;ﬂ) = (Xni - Xn)27

com probabilidade

- - - ko(k—1)

p =P ((X;Zl_anX:LQ_Xn):(Xni_Xn)Q) 1<i<n,

onde ﬁ ¢ a probabilidade de se retirar X}, = X,,; para algum 1 < ¢ < n, sabendo que
cada X,; com 1 <1 < n, tem k copias, dando um total de kn elementos no conjunto
e % ¢ a probabilidade de retirada de X}, = X,;, visto que X,; para algum
1 <1 <mn, é copia do primeiro elemento retirado, lembrando que as retiradas sao sem

reposicao.

Ou também podemos ter
(X;kLl - E*(X:Ll))<X'Z2 - E*(X;ka)) = (Xm‘ - Xn)<an - Xn)‘

com probabilidade

Py =P (X5 — Xo) (X — X)) = (X — X,) (X — X)) = %(;{n—k_l)

k
para 1l < i # j < n. Onde ™ é a probabilidade de se retirar um X}, = X,; para
n

1<i1<ne

k: 7 ¢ a probabilidade de se obter um X, = X,,; para 1l <1i # j < n.
n j—
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Consequentemente,

Cov™(Xpy, Xpo) = E* (X5 — B (X)) (X5 — E*(X},))) =

n

= > (X = X0+ Y (X = X)(Xoy — X3 =

i=1 itj
FO-D) & <
= Xm,_Xn
kn (kn — 1) ;( S
k k — _
k - _
[ > J

1 o =S
= 0= kn — 1S” kn—1
Visto que
n n 2
i=1 i£j i=1

pelo teorema multinomial. Além disso, Cov* (X, X7y) = Cov* (X, Xr.) para todo

i .

TL’L’

Demonstragao: (de (d))

Var® (7;”) = Var* (%Zm;X;J) = —Var <Z )
]:
= %i‘far* (X5 ZCOU s ) =
j=1

i#]
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1 &~ 1 -2

= S T
i=1 i#

1, 1 S2
= _ — —1— n —

mS” m(m )kan—l
_ knS;—S2—-S2m+S;. (kn—m)S}
B m(kn — 1)  kn—1 m

[
Na proposicao 2.3 e 2.4 mostraremos que as variaveis aleatoérias do bootstrap depen-
dente sao negativamente dependente e possuem a propriedade de intercambiabilidade.

Mas antes enunciaremos a seguinte definicao.

Definigao 2.2 Dizemos que uma colegdo de varidveis aleatorias {Xq,...,X,} € in-
tercambidvel se para qualquer permutagao (iy,1s,...,1,) de (1,2,...,n), a distribui¢do

conjunta de (X;,, Xi, ..., X;,) € a mesma que a de (X1, Xo,...,X,). Una sequéncia
de v.a.’s {X;, i > 1} € dita ser intercambidvel, se para qualquer n finito, a cole¢do

{X;, 1 <i<mn} €intercambidvel.

* ~ . . 3 PO * * *
Proposicao 2.3 As varidveis aleatorias X1, X:o, ..., X}, que resultaram de uma

amostragem sem reposicao do conjunto,

2(77,17an7 s ’Xnyg(n%Xn% cee an%7 s 7XnmX7m7 s 7Xng
Vv v vV

k copias k copias k copias

sao varidveis aleatorias negativamente dependentes.

Demonstracao:

n
Seja T(x;) = g Iix,,<z;), onde 7(x;) conta o nimero de observagoes amostrais

J=1
n

menores ou iguais a z; e p(z;) = g Iix,;>,], onde p(z;), conta o nimero de obser-
Jj=1
vagoes amostrais maiores que z;. Pela definicao 1.4 temos que mostrar que

P Xy <w,, X, San] S [P [XG < ] (2.1)
j=1
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(§]
m
P XY >y, X5, > a] < H o>l (2.2)
Para uma sequéncia finita {x1, s, ...,z } de nimeros reais, denotemos
{z@,z@);- - Tm) }

seu rearranjo nao-decrescente, que € r(;) < x(g) <

. < x(m) e para qualquer 1 < j <m
existem 1 <7 < m tal que z; = x(;).
Primeiramente vamos mostrar a seguinte afirmacao.

Afirmacao 1. Se k7(x(;)) > j para 1 < j < m, entdo

" kr(xin) — (7 —1
PN S X < el =[] Ef;)_)(j(_jl))
j=1

se kT(x(j)) < j para ao menos um 1 < j < m entao esta probabilidade & 0.
Prova. Seja 7 a reordenagao de {1,2,...m} tal que 7(j) = ¢ para x; = x(j. Usando
o Teorema da Probabilidade Composta (veja 7] pagina 16) temos

P*X: <y, XE < a] =

=rr X:{wu) < Ty, ’Xr*wr(m) S Ty | =
= PrX0 ) Szl P [Xone) S vl Xhq) < vp)lx
- X P*[X'Zﬂ'(m) < x(m)|X:{7r(1) Ty, Xprno1) < T(m-1)] =

_ k‘T(:L‘(l)) /{ZT(QJ(Q)) —1 kT(SL’(g)) -2 kT(:U(m)) — (m — 1) _
kn kn —1 kn—2 7

ﬁk‘r - (-1
kn—(j—1)

J=1

Se k1(x(;) < j para ao menos um 1 < j < m, entao no termo acima, ao menos uma

dessas probabilidades calculadas seré negativa, logo essa probabilidade ¢é 0.

Universidade de Brasilia 36 Departamento de Matemdtica



Capitulo 2 2.2 Conceito de Bootstrap Dependente

Agora observe que pela afirmacao 1 temos

k(2 — (G —1
PrXo <@ X S w] - = H E{:n(])—)( (—jl) )S
j=1 J
= H x(] =[x, <))
=1 o

Portanto estabelecemos (2.1). Para (2.2) usaremos argumento similar,

Afirmacao 2. Se ku(x;) > m —i para todo 1 < i < m, entao,

P[an>x17...,Xnm>xm]:H kn()_<m—z—|—]_> .

i=1
Se ku(z;) < m — 1 para ao menos um 1 < i < m, entao esta probabilidade é 0.
Prova. Usando o Teorema da Probabilidade Composta,

P X% > @, XD > an] =
P* X:wr(m) > I’(m), .o 7X’;Lk7'l'(1) > x(l) —
=P [X0 o) > ) P X 1) > ) Xy > Tm)] X

- X P*[X:Zm) > x(1)|X:wr(m) > T(myy - X () > T(2)] =

_ kurn) kp(em-1) =1 kp(@m-2) =2 kplee) —(m—1)
kn kn —1 kn—2 7 kn —(m—1)

m

i) — (G —1) 5 —(m—i+1)
H k:n—]—l 1:[ k‘n— —z~|—1) ‘

Veja que a probabilidade é 0 se ku(x;) < m — i para ao menos um 1 <i < m.

Pela afirmagao 2 segue-se que

- —(m—i+1)
P X* > X >, =
[ nl = L1, » Anm :L‘] 1;[ n_ —Z—i—l)
< H HP*[XT*Lj>xj]
i=1 =1
Portanto por (2.1) e (2.2) temos que X, X, ..., X séo variaveis aleatorias ND.
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[

Em geral um subconjunto de varidveis aleatoérias formado a partir de retiradas sem
reposi¢ao de um conjunto finito é negativamente dependente. Portanto as observagoes
amostrais X,,1, . . ., Xy, extraidas sem reposicao de uma populagao finita P, de tamanho

N, sao variaveis aleatorias negativamentes dependentes para cada n.

Proposicao 2.4 As varidveis aleatorias X, ..., X}, do bootstrap dependente, sao

v.a.’s intercambidvets.

Demonstragao:
Seja 7(z;) = > Iix;<z;], onde 7(z;) conta o niimero de observagdes amostrais

menor ou igual a x;. Devemos mostrar que,

P X <z, X, <axp = PX,

nii

<ap,., X <y, (2.3)

para qualquer permutacao (i, ...,4,) de (1,...,m). Pela prova da afirmacao 1 da

proposigao 2.3 temos que,

" kr(xn) — (7 —1
PGy <o X <a] =[] éé”_)o(_jn )

Jj=1

— PX7, <m,.., XD <),

Ny —

se kT(x(;)) > jparal <j<m,e

P X <xy,..., X0, <xn|=0=P[X), <z,....,X}, <zl

nip — Ny —

se kT(z(j)) < j para ao menos um 1 < j < m. Portanto X,,..., X}  sdo v.a’s
intercambidveis.

]

Vimos que X,,..., X sao varidveis aleatorias ND. Além disso Joag-Dev e Pro-

schan [8] pagina 292, mostraram que ao considerar uma populagao finita formada por
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N valores x1,...,zy, as v.a.’s Xq,...,X,, onde n < N, representantes dos valores
amostrais, no qual foram obtidas por amostragem aleatoria sem reposi¢ao sao NA. As-
sim em particular X,,..., X}  sao variaveis aleatorias negativamente associadas, pois
foram extraidas sem reposi¢ao de um conjunto finito de tamanho kn onde m < kn.
Logo estao valendo os resultados de v.a.’s NA que foram estabelecidos no capitulo 1.
O objetivo da proximo capitulo serd a obtengao da normalidade assintética do

bootstrap dependente para populacoes finitas.
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Capitulo 3

Normalidade Assintética para o

Bootstrap Dependente

3.1 Introducao

Vamos obter neste capitulo a normalidade assintotica de alguns estimadores de
bootstrap dependentes, onde a principal aplicagao é para amostragem de populacoes
finitas.

Como no capitulo 2, o bootstrap dependente X,,..., X% =~ (m = m,) é obtido
através da extracao sem reposi¢ao de uma colegao de kn itens composta por k copias
de cada uma das observagao amostrais, X,1, ..., Xn.

Na secao 3.2, o objetivo principal sera a obtencao do Teorema do Limite Central
da seguinte forma,

1

=D (X0 - Xa) S N, D),
n j=1

kn —
onde s} = \/Var* (Z;’;l X;;j> = \/muSn, com a seguinte condicao

kn —1
m m
0 <inf — < — < 1. 3.1
1171 kn_sgpk‘n (3.1)

40
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A condigao (3.1) fornece leve restri¢oes para aplicacdo onde m deve ser menor que
kn devida a natureza dos procedimentos dependentes de amostragem. De acordo com
Smith e Taylor [15], se m << kn resultaria em muita pouca reamostragem e conse-
quentemente nao seria realista a utilizacao da técnica de bootstrap dependentes.
Neste capitulo a partir do lema 3.4, iremos usar a seguinte notacao, seja Y,; =

X’:/L - Y?’L OIlde X;;l""")(*

»n € a amostra de bootstrap dependente definida como

anteriormente. Além disso, para simplificar a notacao, a esperanca condicional de

f(X5 —X,) dado X1, ..., Xpp (E*f(X, — X)), serd denotado por Ef(Yy,).

3.2 Normalidade Assintética para o Bootstrap De-
pendente

A prova do Teorema do Limite Central seré realizada com oito lemas preliminares e
um teorema. O primeiro lema serd uma lei forte dos grandes ntimeros para v.a.’s ND,

mas antes enunciaremos a seguinte definigao.

Defini¢ao 3.1 Seja {X,;n > 1} uma sequéncia de varidveis aleatorias. Dizemos que

{X,;n > 1} converge para 0 completamente se para todo € > 0, temos
ZP(|Xn| > ) < 0.
n=1

E possivel mostrar que a convergéncia completa implica em convergéncia quase-certa
utilizando o lema de Borel-Cantelli. A reciproca é verdadeira quando as v.a.’s forem

duas a duas independentes. Para as demostragoes, ver [3]| p.224.

Lema 3.2 Seja {X,;;1 <i<n,n>1} um arranjo de varidveis aleatorias negativa-

mente dependente em cada linha tal que sup,; E|X,;|*° < oo, para algum § > 0,
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0<p<2. Entao

1 n
i Z Xni — 0 completamente (3.2)
i=1

Demonstragao: Para a demostracao consulte [16] teorema 3.1 e observagao (2).

O lema 3.2 fornece resultado importante na obtengao de (3.3) e (3.4) , que serd

utilizado no lema seguite, conduzindo ao T.L.C. desejado.

Lema 3.3 Seja {|X,i|; 1 <i<n, n>1} um arranjo de varidveis aleatorias ND em
cada linha tal que sup,,; E|X,;|*™° < oo para algum 6 >0 e EX,; =0 para 1 <i < n.

Entao para d > 3

1 n
—7 Xt —0 g (3.3)
i=1
e
1 — — d
—7 Y X - X" —0 qc (3.4)
i=1
©X, =3 x
onde X, = — i -
4
Demonstracgao:
4496/2 30
Assuma que § < 4, e escolha um v €  (0,1) tal que +9/ <4+ — e
1—~/2 4
d—7
> 1. Enta
210/ ntao
1 n d’T'/Y 1 n
n2+ 4
— Xl = ————— Xt — 0 q.c. 3.5
nd/2i21| | nd/2 n2d+;574 Zzll | q (3.5)
2+0/4
pelo lema 3.2, quando 0 < d+ / < 1 visto que,
-7

supE|Xm|d(2(723—644+6)) = supE|Xm|fj7m+§§

n,i n,%

4+46/2
< 1+ supE]Xni|W+% <24 SupE|Xm]4+5 < 00,

n,i n,i
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onde tomamos € = §/8d, portanto (3.3) esta provado. Para (3.4), observe que
1 < - u. 1 < - \d
i=1 i=1

d

n d o
DI I IEWEn AT

j=1 s=0 S

U

-1

3

IN

1 d sy |d—s 1 - d
nd/2 E |X’ﬂj| |Xn| + nd/2 E : |X’ﬂj| :
- 1

7=1 S

Il
o

S

1 n
Onde e Z | X,,j|* converge para 0 por (3.3). Paras=0,...,d— 1,

j=1
1 - d sy |d—s
0 < 5 | X | X |7 <
j=1 \ s
1 | @ < |ds
< (141X 1) [T =
j=1 S
1 - d N |d—s d N |d—s 1 - d
= i [ Xn|" + | Xl WZ|XW'| =
j=1 \ s S j=1
1 d ~V |d—s d Y |d—s 1 - d
= @on [ Xl T + | Xl WZP{W‘!,
S s j=1

1 -
converge para 0 q.c. por (3.3) pois d >3 e — ZXm- = X,, — 0 pelo lema 3.2, pois
n
i=1
tomando p = 1 temos sup,,; £|X,;|*" < 14 sup,,; E| X" < oo.

Portanto para d > 3

1 < —
i Z | X i — Xn|? converge para 0 q.c.
i=1

Unwversidade de Brasilia 43 Departamento de Matemdtica



Capitulo 3 3.2 Normalidade Assintdtica para o Bootstrap Dependente

Afirmagao: Podemos também aplicar o lema 3.2 mostrando que,

n

52 = ~ Z(an — X,))? limitado q.c. (3.6)
=1

Demonstragao:
De fato, seja {X?2,: 1<i<mn, n>1}um arranjo de v.a.’s ND em cada linha e

|4+6

sup,, ; B Xy *T° < 0o para algum § > 0, logo sup, ; E| X, M < o0, isso implica

que EX2 < 1+sup, ; E| X" =1+ M < oco. Temos entao

1
B(X;y— EXP < BX - zx2 _

VAN
M
Uj
s
+

= Z —EX2)+(1+M)— (1+M) q.c.
quando n — oo, pelo lema 3.2. Visto que, para p = 1 e tomando € = §/2 obtemos

sup E(X},)** = sup E| X,,,[*"* = sup E| X, |*" < o0.

ni
Portanto
%Z nj— Xn)? = E|X} — EX:,|* limitado q.c.
n
O lema abaixo é uma extencao de (3.3) e (3.4), onde os lis sdo inteiros nao ne
gativos. Agora vamos usar a seguinte notacdo, seja Y,; = X, — X, logo EY,; = 0

para todo n e i.

Lema 3.4 Se sup,, B | X,;|*" < oo, entio

Jim i J)/Qk iz (H ) =0qc (3.7)

ondet =50 (I —2)" > 1 e j é o mimero de lis tais que l; = 1.
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Demonstragao:
Primeiro note que |Ypi|, |[Yn2|, ..., |Yna| s80 NA onde |Y,;| pode ser considerada

como o i-ésima amostra retirada sem reposi¢ao do conjunto,

’an - 7n|7 tr |Xn1 - ynla s 7ann - 771‘7 cr ‘Xnn - yn‘
k itens k itens
Portanto |V |, [Vae|™ ..., |Yeal" sdo NA. Vamos provar (3.7) pelo método de in-

dugao.

Assim para j = 0, temos

)| o p
0< —7 <11 (W) —0 (3.8)

quando n — oo, visto que para 0 < I; < 2, E |V,;|" < max {1, 52,S,|} e para I; > 3

E|Y,|"
temos % — 0 por (3.4). Seja {z1,..., 2k} 0s valores observados do seguinte
nziic
conjunto
2(111 _ynu--anl _yqaug(nn_ynu7Xnn_7@
k items k items
Assumimos (sem perda de generalidade) que [ > Iy > ... > l;. Entao para j = 1

implica que [y =1el; > 2 paral < j<d—1. Temos

n

kn
1 1 _
EY, = ™ ;:1 %= E (Xpj — Xn) =0

j=1

entao,

E

d—1

1.
H Yn; Ynd |Y7l1 - Zi17 . 7Yn,d—1 — Zid,1
i=1

-1

= H ZizE (Ynd’Ynl = Ziyye - >Yn,d71 = Zid,l) =

S=
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logo

=1

!

, /
onde E é a soma sobre todos os ([,

d
E (H vl E (E

- lg—1 lg—1+1
E <m [Y;;“Yg LY Y D =

_q 1 d—1 .

d-1 1
z Zz] (ziy + -+ 2iy,) m:
s=1
d-1
— =L (s , —
_kn_(d_l)(z“—i—...jtzld_l)
—1 Li+1 1 la— Il lg—1+1
:kn—(d—l)[ii R SRR S 10-7 il B (3.9)

d-1
((H Y,f;) Ynd> Yor, - Yoaa
i—1

1

)_

-1 -1 d
Ly ) talque Y =14 ;=Y . Além
i=1 i=1 =1
d d—1
disso, como I; > 2 para 1 < j<d—1ely =1, entdo Z(lj —-2)t = Z(Zl —2)7".
=1 i=1

Segue-se por (3.8),

2 (I )|

lim

(kn)2E (T, Vi)

n—oo p(t=D2E=1/2 n—00 nﬁzi—l( —2)+

(kn) 1/2ZE (Hd IY )
= lim S _
e (kn - (d — 1)) n3 i1 (li=2)

1/2nZE (Hd Ly )

d—1 —
1= 1(l _2)n1/2

=% (kn — (d — 1)) ni

A
=
=
[
o
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Portanto temos que (3.7) é verdadeiro para j =0e j = 1.

Seja h = d — j, suponha que (3.7) é verdadeiro para j =be j =b— 1, isto é,

h+b
,}EEOW b/2k: b/2 (H ni H Ynj) =0

j=h+1

htl  (ht1)+(b—1)
Jim 1)/% 1)/ H [[ Yu|=0
Jj=(h+1)+1

h
onde t = Z(l’ — 2)* visto que I; = 1 para i > h. Logo para j = b+ 1,
i=1

h h+b
<HY,§;‘. 11 Ynj> Yoa| Yoy = zn,...,Yn(Hb):z%] —
i=1

j=h+1
h h+b
— H 2y H zi, B (Ynd‘Ynl = Ziyy -y Yo(htt) = Zi<h+b>) -
s=1 s=h+1
h h-tb htb
:H H Zig Zzz ZZZJ] _—_1>:
s=1 s=h+1 i=1
1 h h+b h+b
= m]} 7,: _1;[ Zig (Z Zm)
s= +1

1 h h+b h h htb htb
- [Hzg; 11 - (z) SIE| (Z )]
j= s=

s=1 s=h+1 s=h+1 j=h+1

kn
Onde Z z; = 0. Entao pela propriedade de intercambiabilidade, vamos ter

j=1

n h+b+1
E (Hy,f;‘. 11 Ynj> =
i=1 j=h+1
n h+b
K <(H ni H Ynj) ,(h+b+1) |Yn17- ‘. aYn(thb))] =
i=1

j=h+1

1 ! h / h+b
(i)

j=h+1
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(h+1) (h+1)+(b—1)
H H Yoi |- (pela intercambiabilidade)

+lm — (d — 1 ‘
j=(h41)+1

!/

h h
Novamente Z e a soma sobre todos {l},...,1, } tal que t' = Z(Z; —2)t = 1+Z(lz -
2)" =t + 1. Agora para o tltimo termo observemos que a poténcia [j, 1 cresce de 1

para 2, logo S0 (1, —2)" = 2 (I, —2)* = t. Entéo pela hipotese de inducéio, temos

h+b+1
n( (b+1) —(b+1) (H H Yna’) -

j=h+1
! n , h+b
_ /
- n(t+1—b—2)/2k—(b+1)/2(kn —d—1)) ZE (H Y H Ynj> +
i=1 j=h+1
—b 1 h+1 (h+1)+(b-1)
+(lm _ (d _ 1)) n(t+1-b=2)/2 f.—(b+1)/ H H Ynj =
j=(h+1)+1
—k1/2n Y h+b
(kn — (d —1)) (t—)k; b/ZZ (H H g | =0+
j=h+1
h+1 (h4+1)+(b-1)
—bnk 1
+(k-n_(d_1>>n(t (b-1))/2]—(b-1)/ H H Yoj | =0
j=(h+1)+1

quando n — oo.
Assim (3.7) é verdadeiro para j = b+ 1. Portanto pelo principio de indugao temos
o resultado desejado.
]
Usaremos o lema 3.4 e a propriedade de intercabiabilidade para provar o lema 3.5,

que serd importante na demostracao do lema 3.6.

Lema 3.5 Sesup,; F ]Xm'|4+5 < 00, entao para d > 1

(nk)(S3)

EY?.. .Y =
(Yo na) nk(nk —1)...(nk —d+1)

+7r, q.c (3.10)
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onde lim r, = 0.

n—oo

Demonstragao:
Novamente para a demostracao usaremos o método de inducao aplicando a mesma
técnica do lema anterior nas esperancgas.

Primeiro observe que para d = 1, temos

2 5 (nk)
E( nl) = =S, S”(n_k’)'

Agora vamos assumir que (3.10) seja verdadeiro para d. Entdo vamos provar que
também vale para d + 1. Assim,

2 212 _ _ —
E (Ynl c. YndYn,d-‘rl'Ynl = Ziy e 7Ynd = Z’id) =

d
H Z/?SE (Yn2,d+1|Yn1 = Ziyy .- 7Ynd = Zid) =

1

w0

d
—Hzi Zz-—(z?l—i—...—szd) e
d
= . -l

= —d danZQJrh(ziJr“'“?d):
=1

d _HZZS

lm—d nthjL]m_ (22 +...+22).

Logo,

EY . YoY2.) = E(EXL..YAY ) Yo, V) =

kn
kn—d "

+ kn_ <HY2 (Y2 + .+Yn?d)>. (3.11)

Usando a propriedade de intercambiabilidade em (3.11), vamos ter

E(YZ...Y2) +
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d
—1 2 2 2 _

i=1

1

= = [BAYS V) + + BYAY DY) =
1

= [BOAYS Y2 4 B V)] =
_d 4 2 2

- kn — dE(YnlynQ e Ynd)

Portanto pela hipotese de inducao, temos

kn —d
E(Y4...Y2Y2,.) = — ds};E (Ya...Y2)+ — dE(leny Y2,
d(Q2\d
_ kn g2 (nk)*(S?) )t
kn —d nk(nk —1)...(nk —d+1)
—d
+ dE(Y;}lYg2 YR =

(k:n)d+1(572l)d+1 kn, )
= + Syrn +

nk(nk —1)...(nk—(d+1)+1) kn—d
—d

kn —d

E<Y7§1Y7122 .- 'YnZd) =

B (kn>d+1<STQL)d+l ,
T k(=1 .. k—(d+ )+ ™

Onde

. ’ . kfn 2 .
Jm o, = lim oS+ i o

E(YY?IYnQZ . 'YnQd) =0,

kn
visto que S2 é limitado, assim lim S2r, =0, e
n—oo kn — d

) ) —d 1
Jin e BV YY) = Jim

E(YLYZ ... Y2) =0 (lema 3.4)

Portanto por indugao, (3.10) é verdadeiro para todo d > 1.
n
Os lemas 3.3-3.6 fornecem ferramentas importantes para o calculo da E((>_;" | Y,:)??) /s

que é feito no lema 3.7, que por sua vez é utilizado na obtencao do TLC.
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Lema 3.6 Se sup,, E | X,;|*"° < oo, entdo parad >1, 1< j <d,

d—j d+j .
2 —1)7(27 —1)(2j — 3)--- (3)(1) (nk)*4(S?)
" <1H sz dl_LlYm) T kmk -1 mk—@+ptr1n e (3.12)

Tn
onde lim =0
n—oo M, Jk‘ J

Demonstracgao:

Vamos provar por indugao. Assim para j = 1, segue-se

<(HY2 nd) nd+1|Yn1—Zzla'--ayndzzid) =

:Hz zzd nd+1|Y1_Zna'“aYnd:Zid):

d—1 kn 1
:H’Zz’zszid (ZZ] — (Zil +Zl2++zld>> ]{]n_d —
s=1 7=1
d—1
—HZZ}Z”

:ﬁ(zilﬂLZmﬂL---JrZu):

d d—1
2 2

s=1 s=1
T + p— (ziy + 2y + .-+ 20, ,).

Pelo lema 3.4, 3.5 e propriedade de intercambiabilidade, vamos ter

d-1  di1
E <HY,3HYm> = < ((HY2 nd) nd+1’Yn17-~-;Ynd>>
i=1 =1

B (—1)E(Y31...Ynd)+—(d—1)E(Y3Y2 Y2 Yoa)
N kn —d kn —d N

__ (=DMQ) = D(nk)?(SE)1 T'my
 nk(nk—1)...(nk—(d+1)+1) Tok—ad ™ (ema 3.5)

N —(d-1)FE (leYnQ2 o YnQ’d_lYnd) _
kn—d

Unwversidade de Brasilia 51 Departamento de Matemdtica



Capitulo 3 3.2 Normalidade Assintdtica para o Bootstrap Dependente

(=D'(201) = 1(nk)!(S3)!

Wk —1). . k- (d+ 1) +1) ™
Onde
o rm —(d-1)E(Y3Y},. . Y2, 1Y)
e =\ k- d kn —d ’
tal que nhi%o o 0, poisJLIEO rn, = 0 (lema 3.5) e
—(d-1) 1
lim ( ) E(Y2YE. Y2 1Y) =0, (lema 3.4).

n—oo kn —d n-lk—1

Logo (3.12) é verdadeiro para j = 1.
Agora assuma que (3.12) seja verdadeiro para j = b. Entao vamos provar que tam-

bém ¢ vélido para j = b+ 1. Usando a mesma técnica anterior, segue-se que,

—(b+1) d+b
E H H Ym n ,d+(b+1) |Yn1 Ziyy e aYn,d—i-b = Zigyy =
i=d—b
d—(b+1) d+b
= H H Zzs nd+(b+1 ’Ynl Ziyy - >Yn,d+b = Zider) =
s=1 s=d—b
d—(b+1) d+b kn 1
2
= H Zig H Ris <ZZJ (Zu+--.+2id+b)> m =
s=1 s=d—b Jj=1
d—(b+1) d+b
- IT = 11 =
s=1 s=d—b
ST k(@ ettt =
d—(b+1) d+b d—(b+1) d+b
H H Fis d+b H Zs H Fis g (b+1)
s=d—b s=1 s=d—b
- Im—(d+b) Z I r— o 2 s

Logo pela hipotese de inducao e propriedade de intercambiabilidade, segue-se

d—(b+1) d+ (b+1)

Ell HYm:

i=d—b
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d—(b+1) d+b
=E(E(| I v I Yo | YearesnYar, - Yaas | | =
=1 i=d—b
d—b d+b
(-1)20b+1)-1)E (H ve ] Ym)
o i=1 i=d—b+1 n
B nk—(d—(b+1)+2b+1)
d—(b+1) d+b
(-D(d—-b+1))E Y3 H o T Yo
i=d—b
* wk— ([d+0) -
(=D(=1)°20b+1) - 1)(2b—1)... (3)(1)(nk)d(52)d+
B nk(nk —1)...(nk—(d+b+1)+1)
d—(b+1) d+b
(—1)(d — (b+1) H 2 T Yo
Tn i=d—b .
Tk —d+o) nk—(d+b) =
_(=D"RO+1) - 1)(2b—1) ... (3)(1) (k) (S7) .
nk(nk —1)...(nk —(d+b+1)+1) "
. Tng
Com nlLIEO W 0, Onde
d—(b+1) d+b
(~Dd-d)E | Y H v T Yo
- Tn i=d—b
T S (At b) wk—(d+0)

De fato, primeiro note que pela hipotese de inducao, temos

1 Tn 1 T
nk — (d +b) n=C+DE=0+) (1 — (d 4 b) /nk) n—0k=b — 0 quando n — oco.

Agora para o segundo termo, pelo lema 3.4, obtemos

d—(b+1) d+b
(—1)(d— b)
nk — (d+0b) n—(b“ k—(+1) B
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d—(b+1) d+b
E(vy ] v I Yo
(—=1)(d —b) i=2 i=d—b

= — 0 quando n — oo.

(K72 = (d + b) /nk1/?) n(1—(26+1))/2f.—(2b+1)/2

Assim temos que (3.12) também é verdadeiro para j = b+ 1. Portanto pelo método

de inducao temos o resultado desejado.

=
Lema 3.7 Se sup,, E | X,;|""’ < oo, entdo para d > 1
1\ )
E (5 ;Ym> — (cZ!221" qg.c. quando n — o0 (3.13)

Demonstragao:

" 2d

Para o desenvolvimento de (si* ZYm> usa-se o teorema multinomial obser-
vando que ao aplicar a esperanca, ;sl?/;riéveis aleatorias tem a propriedade de inter-
cambiabilidade. Assim vamos ter o seguinte.

Seja L — {(zl,...,zm):zfilzi:2d, > zzgdzo} e g =#{l =i}, i=

1,...,l;. Para m > 2d tem-se

1 m 2d

1) @) [ m m=>,0
:(—) Z—h!m ! E(Yﬁ...Yé?gd>:

gi g1

k—1 S (2d)! m m= 3, g ! !
:(k—m> : dzzll ' E(Yn;...ynf;d>=

leL T an (51

eay me (- (St - 1)

| | !
el ----l2d- gi:---91,:

E (Y,f; . .Y,ﬁfgd) -

I
7N
|
L]
BRI
~
QU

nn
5 |-

s
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o
1N d 2d>!(1_%)...<1_%)mzim
= 2 E(Yll...Yl“):
(k—%> SQ dZ lﬂ...lgd!gl!...gll!md nl n,2d

by o
(2d)! (1—-L)... (1 — %) mEL s E (Y,g . Y;f5d>

k—i\" 1
— n +
<k' - %) (S%)d lEEL:I ! Dglgr! .. .glllmd_%Z?il(li_Q)er% RGN
1 Z?: gi—1
(i) 2 oy (=8 (1-552)
+ - x
k=) ()& 22 91192 md
g2 g2+g1
E|[]va TI Yo (3.14)
i=1  i=ga+l
Onde

le{(zl,...,zw):Zfilzz:zd, I, > 3. zlz...zzm}
Ly={(h, ) : S =24, 221 2 > g}

Agora para o primeiro termo de (3.14) tem-se

l
Eo Nt 2d)!(1-2)... (1 — —Zf—;ngi”) mii 9 B (an . .Y,ffgd)
n
(kr - %) (52) 2 Ll loglgr! .. gy tmd DI =2 3 00 (=)
1

n t’/2 m 91/2 1 ll lgd
x(—) (—) (n(t/gl)/%gl/z)E<Yn1...Yn,2d>—>0 (0
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n 1 m
quando n — oo pelo lema 3.4, visto que m < kn e — < 5 para 0 < 0 < inf — onde
m n

2d 2d

!
Zlgi—d—l-%Z(li—Z)Jr = % et :Z<li_2)+‘
i=1

i=1 i=1

Aplicando o lema 3.6 para o segundo termo de (3.14),

1
— ) (1 - ezt +
k — 1 )d 1 (2d)| ( m) ( m mIrt92 92 92791
L EllY: Vi | =
(k —n/ (s Z 2 91192/ L H
_ (’f—%)d L Xd:@d)‘ (L=5) - (L= 5) m™
k=) (st et @)id-nt o om
(—=DY21 —1)(21 = 3) ... (3)(1)(nk)4(S,)? . Tn
de lim —— = 1
{ nh(k— 1) (k= (d+l—1)) |- onde fm oo =0 (3.15)
Considere agora o segundo termo de (3.15) observando que lim % =0em < kn,
n—oo M
assim
AN L SR @) (s e
k—m) (s2) & 24t 20)\(d —1)! md "
_( —%)d 1 i(2d)!(1—%)...(1——d%1)md+l o
k—2) (52)¢ — 2d-1 (20)1(d = 1)! md (nk)in=tk=!
_( —%)d 1 zd:(Zd)!(l—%)...(l—dtfl—‘l) <ﬂ>z - 0
k—2) (852)¢ — 2d-1 (20)1(d = I)! kn/ n=lk=!

quando n — oc.

Para o primeiro termo de (3.15), temos

F—INT 1 @i (1—2) .. (1 — et
(k—m) (gg)dz Dd-1 01 — 1) md

n 1=0
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y (=1)420 = 1)(20 = 3) ... (3)(1)(nk)¥(S,)?
nk(nk —1)...(nk—(d+1—-1))

— ANt d -1 — LY (20 —1)...3.10 d
(2d)! (1 kn>z(11 m)....(1 ) m! (20-1)...3.11 d! (1)t

T \k—2) (- L) (- B W @)t i (d— D)
_ (2d)! on RN ) "-(1_%) d ML
T odd ( —%) ZZ Sy -EE | <_Z> L

| d d d |
— O () S| e = B uando 0o

onde (20 — 1)(20 — 3)...3.1.0 = (201277, e lim = =1 (m = my,).

n—oo 1

Portanto por (I), (II) e (III), obtemos

2d
1 2d)!
E (5 ;Ym> — (d!221 , q.c. quando n — 0.

n
Lema 3.8 Se sup,, E | X,;|""° < oo, entdo parad >1, 1< j <d,
d—j d+j—1
—(2j— 1)/2]{; j (H H Yni) — 0, gq.c. quando n — oo (3.16)
i=d—j+1

Demonstracao:

Vamos provar por indugao. Primeiramente observe que para j = 1,

d—1
E <(H Yﬂ%) Ynd|Yn1 = Ziyy - 7Y'I’L,d—1 = Zid1> -
=1

= H Zzst (Ynd’Ynl = Zigy e 7Yn,d71 - Zid,l) =

kn
1
— 2 —
=1[% (;Zl % — (i + 2+ %J) T d—1)

s=1
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Temos entao, pela propriedade de intercambiabilidade e pelo lema 3.4

_1/% | ((H ) > . E(E ((ﬁy,f) Ynd\Ynl,...,Yn,“)) .

n—1/2—1

_ -1 _
 kn—(d-1) —1/2k: L ( H )
_ —(d-1)

(1= (d—=1)(kn)"? n1/2 ( H )

quando n — oo. Temos entdao que (3.16) é verdadeiro para j = 1.
Agora assuma que (3.16) seja verdadeiro para j = b, entdo vamos provar que também

¢ valido para 7 = b+ 1. Primeiramente observe que,

—(b+1) d+b—1
E H 2 Yoi | YoaoYor = 20 Yoo = 200 - Yosdsbot = Zigyy | =
i=d—b
d—(b+1) d+b 1
= H H Zzs n d+b|Yn1 Ziyy - 7Yn,d+b71 = Zider,l) =

sdb

d—(b+1) d+b 1

i A |
(

s=d—b

k;n—(d+b—1)

d—(b+1) d+b 1

-1 1=

sdb
B kn—(d+b—1) (20 + 2y o Zigy) =
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d—(b+1) d+b 1 d—(b+1) d+b 1

H zs H Zis g (b41) H H Zis gyp1

s=d—b sdb
- k:n—(d+b—1) D, t k:n—(d+b—1) D

s=1 s=d—b
Portanto,
1 d—(b+1) d+b
2 —_—
n—(2(b+1)—1)/2k—(b+1)E H Yo H Y| =
i=1 i=d—b
d—(b+1) d+b—1
E{E H H Yoi | YoasoYor - Yoar
i=d—b
- n—CO+1)—1)/2 f—(b+1)
—(b+1) d+b—1
_ —(d—=(b+1)) 1 ;
"~ (nk—(d+0b— 1)) n-COEFD-1)/2~( b+1)E Yo H H Yoi | + (1)

i=d—b

d—b d+b—1

—2b 1 =
* (nk — (d + b — 1)) n~CO+D-1D/2|=F+D) (HYm 11 Ym>— (1)

=1 i=d—b+1

d—(b+1)  dyb—1
 d—(b+1)) 1
=0+ b D(nk) D) a5 H _gbym‘ — 0+ ()

—2b d+b—1
* (1—(d+b—1)(nk)-1)n-(2b- 1/2k b (H H Ym) — 0. (IV)

i=d—b+1

quando n — oo. Onde obtemos os termos (I) e (I1) pela propriedade de intercam-
biabilidade, a convergéncia de (/1I) pelo lema 3.4 e finalmente (V') pela hipotese de
indugao. Temos entao que (3.16) também ¢é verdadeiro para 7 = b+ 1. Logo pelo

principio de indugao temos o resultado.

=
Lema 3.9 Se sup,; E |X,,|""’ < oo, entio para d > 1,
Lo 2d—1
El=%"v, 0, g.c. d 3.17
(«5’2; > — 0, g.c. quando n — oo (3.17)

Demonstracgao:
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2d—1

Novamente usa-se o teorema multinomial para o desenvolvimento de (—* Z Ym->
aplicando a propriedade de intercambiabilidade na esperanca. Portanto vamos obter o
seguinte.

Seja

2d—1
(ll,. . .,lgdfl) . ll inteiros. Z lz =2d — 1, ll 2 ce Z lgdfl Z 0}

i=1
egi=#(j=1),i=1,...,l1, j=1,...,2d — 1. Param > 2d — 1, temos

)

B 2d-1)! [ m m—= 3, g
- *2d1/2zll

3C'J*|"

| log—
E(erl = ~Yn,22dd—11) =

N/
2d= 1 gi g1

)H 1 2d—1) [ m m—3iL, g

d—%, d-1% | |
(82) 2mT2 ). lag—q! a o

Il
VRS
El =N
L]

33 I

n

<B(Y} .. Y50 ) =

d—1

_(k—%> g 1 3 (2d =1)! m(m—1)...(m~ (S, 0= 1)
k=) (52t imt s Sl ! o

<B(Y} .. Y50 ) =

g 20— 1) (1—L) . (1-L(X0, g —1))mEZLio
) Zz( ) g

I
N
|
L]
3331~

X
(S2) 7 1 lag ! al .o md=3
xE(Y,1.. Vi) =
d—1
:(k—%> 1 > 2d—1)! 1-1). . (1-L0 g - D),
k-2 (S%)d* ‘ IW!.. .lgd_l! 91! .. 'gh!
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oD B Y5
2d 1(l _2) 2d 1(l _2)

X

nz nz

o I\TE (241! (1—3). .. (1— (39— 1)
+ ( m> (82 12 292 ! .

k=% )i l€Ls g'ge!

g2+g1

£ T 11 v

i=g2+1

mg 1 +92

gy (3.18)

Onde
2d—1
le {(ll,...,lgd_l)i ZZZZZd—]., l1237 llZ'--Zbd—l}

=1

2d—1
Ly = {(11>---,l2d1)3 ZliZQd—L 220 =>... ledl}
i1

Aplicando o lema 3.4 para o primeiro termo de (3.18) segue-se

o1y (d—1) (1—L)... (1- (T, 6 —1)
( ) Szdlel X

k;_ﬂ lgd 1 91!---911!

n

mEibe—=3) B(YH . Y0

n—% Y -2t nz LT -2t

X

:(1—¢>“<2d—1>!z<1—m> (1-E =)
l

1_% (Srzl)d—% i 1....l2d_1.g1-.--gl1!

S G- omaa/2 BYE LY
<_> LN~2d=1(] oy _ —0 (I)
k”n; n(gz (l ) 91/2)]{/‘_91/2

X
VRS
3=
——

[

n 1 m
quando n — oo, visto que m < kn e — < 5 para 0 < 6 < inf —.
m n

Agora note que 2d — 1 = 2g5 + g1, entao aplicando o lema 3.8 no segundo termo de

(3.18), segue-se
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G W S o Y U YR Ut (S STTRRIIN
L—m (Sﬁ)d_% 292 g1!go!

n leLo
mgl+92 g2 g2+g1
2
[ T ) -
m- 2 i=1  i=gotl

=

_ (1——) L @4y 0w e D),

_m 2\d—1 g2 PN
T (82)% =z = 2 91'go!
g2 92+91
2 [T i
mor oz =1 i=gy+1

mot % n=a/2pan/2k—(a+1)/2|(g+1)/2

m

[ 20— 1) (1—21). (1-L1(X4 g—1
i S PUTLE REIEE VRS

T (82)4=2 o 27 g1!g!

g2 g2+9g1
2
E|[]va TI Y
i=1 i=ga+1

— 0 (lema 3.8) (IT)

1 /rmN\9/2
Xm (E) n—91/2k—(q1+1)/2
quando n — oo. Portanto por (I) e (IT), temos

2d—1
1 m
E|l— Yoi 0, g.c. d .
(SZ; ) — 0, g.c. quandon — oo

[
Os lema 3.7 e 3.9 sao usados na obtencao da normalidade assintética do bootstrap

dependente, mas primeiro precisaremos do seguinte teorema.

Teorema 3.10 Seja X wma v.a. com fungdo caracteristica ¢x e E|X|" < oo para

algum inteiro nao-negativo n e algum 6 € [0, 1], entdo ¢px tem derivadas continuas ¢§’§)
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de orden k <n e

n

¢ (t) (Zt)JEXJ N | ’ - 21_5E‘X|n+§|t|n+5

= - Tn, Tn| > .
X par g! (14+6)...(n+9)
Demonstragao: Para a demostragao consulte [4] pagina 295. [

Teorema 3.11 Se sup,, E | X" < 0o para algum § >0 e 0 < infkm < supkm <1
n kn — 5 kn

entao
Mn

Sl* 37Xy - Xa) -5 N(0,1). (3.19)
noj=1

Demonstragao:

Usando a notagao anterior temos que Y,; = X, — X,,. Observe que é suficiente
m
mostrar que — E Y, converge em distribuigao para uma N (0, 1).
sk 4
=1

Sejat € R, e € > 0. Ecolha um b de tal forma que

SL(EY < o

l=b

*
Sn

m 2b
Observe que a E <M> < 00, portanto podemos usar o teorema 3.10, assim

tomandon =2b—1e d =1, temos

[ee) 9 l
] e e I T Ry _Z<i) | <
=0
2b—1 ,. m h b—1 l
(Zt)h Zu:l Y”W _t2
s | P(e) X))
=0 n =0

By You/ i oy~ (1 : |
ol t+; 5 )

Segue-se por (3.20) que o ultimo termo é menor que €/4 além disso pelo lema 3.7 temos

que para todo € > 0, existe um Nj(e,b) tal que se n > Ny (e, b) entao
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E)| Zu 1YM/3 ’2bt2b <9 (2b)'t2b —9 t* < 25 _

€
— 21
(20)! 220 Ch 1T Y (3:21)

Vamos desenvolver os seguintes termos

20—1 ,. h 2
§ (Z ) E Zu:l = 1 + ZtE Zu:l _ E Zu:l
h! s S 2! sk

n

h=0
13 ™ Yo \® t4 "™ Yo\
SN OISR CTA Ry PR ETA R
6! sk 4' sk
2(0-1)42(b—-1) m oy 2(0-1)
b o4l E 2wzt Voo +
(2(b—1))! sk
. i2b—1t25—1E 221:1 \ 20-1
(2b—1)! sk
E também

=2\ . ) 2t #6 8 (—1)b=1g20-1)
_; (7) M=ty e T b— 1)1

Note o seguinte, para as poténcias na forma de 2d e 2d — 1 onde d > 1, obtemos

respectivamente pelo lema 3.7 e 3.9
1 & “ (2d)!
b (?ZY’”) r
Lo 2d—1
E <; ; Ym-> — 0.
Assim pelo lema 3.7 e 3.9, que dado um € > 0, existem Ny(e, b) tal que

e ()£

h=0
—‘1+ZtE(S—* _iE T _aE T 4+ ...+

n
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12(6=1)42(b-1) . S Yo 2(b-1) . Z~2b—1t2b—1E S Yo 2b—1 )
2(b—1))! 5" (26— 1)! s*

n

_|_

+...+

t2(2.1)! 20-D20=1(2(h — 1))!
==+t | <
2.1121 (2(b — 1)!(b — 1)1260-1

. Yo Yo S Y\ £2(2.1)!

tE | &= Lay=1"nu o

! ( - * 2' st 211 |
) -1)

STL
(b 1)t2 (b— 1)E Zu . Ynu Z~2(b—1)t2(b—1)(2(b _ 1))!
2(b—1))! s* (2(b—1))!(b — 1)120-1

LT L R
426 —1) 7 4(20—1) 4

. Z'2b—1t2b—1E S YL\ 2!
(20 — 1)! s

¥V n > Ny(e,b) = maz{NM(e,b),..., N@® (e b)}. Portanto obtemos

> e () -2 () )

h=0

(3.22)

para todo n > Ny(e,b) = maz{NW(e,b),..., N V(e b)}.

Logo, combinando (3.20)-(3.22) temos

‘E <6itZT:l Y”“/S:L) — 6_t2/2 < —

para qualquer n > N = max {Ny(¢,b), Na(€,b)}.
1 m

Portanto, pelo Teorema de Continuidade de Lévy, — Z Y,; converge em distribuicao
Sn -

para N(0,1).
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