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RESUMO

ANALISE DE PARAMETROS QUE CARACTERIZAM O METODO DE
GALERKIN SEM MALHA APLICADO A ELASTICIDADE LINEAR

A recente demanda por métodos sem malha ocorre em razdo da necessidade de simplificar
a adaptac@o de problemas com contornos méveis e descontinuidades, eliminando assim o
processo de remalha. Estes métodos estabelecem um sistema de equagdes algébricas para
todo o dominio sem empregar uma malha pré-definida, ao menos na interpolacdo das
varidveis de campo. A construcido das fungdes de forma, por sua vez, é feita utilizando
apenas as posi¢des nodais. Vdrios métodos sem malha foram propostos, sendo que o
método de Galerkin sem malha (Element Free Galerkin, EFG) estd entre os mais

conhecidos e difundidos.

A andlise realizada neste trabalho baseia-se no estudo dos parametros que afetam a
construcdo da fun¢do de forma e de sua derivada. A dificuldade de trabalhar com o método
EFG reside justamente no fato das fungdes de forma serem calculadas durante a execug@o.
Como exemplo destes parametros de ajuste pode-se destacar a fung¢des peso, o tamanho do
dominio de influéncia (constante ou definido por busca), a quantidade de nés no dominio,
o tipo da distribuicdio nodal (uniforme, nao-uniforme) e a quantidade de células de

integracdo (pontos amostrais de Gauss).

Este trabalho tem como objetivo identificar as melhores configuragdes de pardmetros que
compdem o método EFG em problemas unidimensionais e bidimensionais voltados a
mecinica estrutural elastico-linear. Para tal, utilizou-se a técnica de avaliar isoladamente o
comportamento de cada pardmetro empregando combinac¢des das demais varidveis. As
normas de erro dos campos de deslocamento e de tensdes assim como as normas de
energia foram utilizadas como critério para estabelecer os limites de operacionalidade. Esta
tese permite ainda fornecer uma melhor compreensdo acerca do funcionamento e uso do

método EFG, por meio de sua descri¢do detalhada em conjunto com os seus resultados.



ABSTRACT

ANALYSIS OF PARAMETERS THAT CHARACTERIZE THE ELEMENT FREE
GALERKIN METHOD APPLIED IN LINEAR ELASTICITY

The recent demand for meshless methods occurs because of the need to simplify the
adaptation of problems with moving boundaries and discontinuities, thus eliminating the
remeshing process, since the meshless methods establish an algebraic equations system for
the whole field of a problem without the use of a predefined mesh, at least in the field
variables interpolation. In meshless methods, the shape functions are constructed using
only the nodal positions. Several meshless methods have been proposed, among them the
Element Free Galerkin method (EFG) is one of the most well-known and widespread

meshless method.

The difficulty of working with meshless methods is precisely the shape functions
construction during execution. Since for this to occur, a set of parameter used by the
method must be adjusted. Among these parameters, we can to highlight the weight
functions, the size of the domain of influence (constant or by search), the number of nodes
in the domain, the type of nodal distribution (uniform, non-uniform) and the number of

cells in the background mesh (Gauss sampling points).

The aim of this work is to identify the better parameters settings for the EGF method in
one-dimensional and two-dimensional problems applied to elastic-linear structural
analysis. For this, we try to analyze in a separate way each parameter in many variables
combinations. In order to establish the EFG work limits, we use the stress and
displacement error norm and energy norm. This thesis can also provide a better
understanding about the procedure and use of the EFG, through its detailed description in

conjunction with the results.
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1 INTRODUCAO

Os métodos sem malha t€m sido extensivamente aplicados nos mais diversos campos das
engenharias e das ciéncias. Varios métodos sem malha foram propostos, sendo que o
primeiro método a ser desenvolvido foi o Smooth Particle Hydrodynamics, SPH (Lucy,
1977, Gingold e Monaghan, 1977). Dentre os mais conhecidos e difundidos, tem-se o
Reproducing Kernel Particle Method, RKPM (Liu et al., 1995), o método de Galerkin sem
malha (Element Free Galerkin), EFG (Belytschko et al., 1994), o h-p clouds (Duarte,
1996), o Generalized Finite Element Method, GFEM (Melenk, 1995), o eXtended Finite
Element Method, XFEM (Mogs et al., 1999), o Diffuse Element Method, DEM (Nayroles et
al., 1992) e o Point Interpolation Method, PIM (Liu e Gu, 1999). Varios autores buscam
classificar estes métodos de forma a facilitar o entendimento bem como perceber, em um
contexto geral, quais diferencas, vantagens e desvantagens sao pertinentes ao método que

se deseja trabalhar.

A intensificacdo do uso dos métodos sem malha ocorre em razdo da necessidade de se
simplificar a adaptacdo de problemas com contornos méveis (p. ex. mudanga de fase) e
descontinuidades (p. ex. trincas). A dependéncia de alguns métodos cldssicos a uma malha,
como o Método dos Elementos Finitos (MEF), leva a complicacdes em algumas classes de
problemas, nas quais € necessdrio que a malha seja refeita para cada iteragdo durante toda a
simula¢do (Dolbow e Belytschko, 1998): grandes deformacgdes, crescimento de trincas,

mudanca de fase, etc.

Os métodos sem malha estabelecem um sistema de equagdes algébricas para todo o
dominio de um problema sem empregar uma malha pré-definida, pelo menos na
interpolagdo das varidveis de campo. O requisito para um método ser considerado
verdadeiramente sem malha é que nenhuma malha seja necessaria durante todo o processo
de solu¢do do problema, para uma geometria arbitraria governada por um sistema de
equacdes diferenciais parciais sujeitas a todo tipo de condi¢@o de contorno. Estes métodos
trabalham com um conjunto de nés distribuidos dentro de um dominio Q, como também
com conjuntos de nds distribuidos sobre suas fronteiras para representar, sem discretizar, o

dominio do problema e seus contornos. Este conjunto de nds distribuidos ndo forma uma



malha, assim nenhuma informacao sobre as relagdes entre os nés € requerida previamente

pelo método (Liu, 2004).

Os métodos sem malha apresentam certa complexidade pelo fato de possuirem muitos
parametros de ajuste. Em geral, os trabalhos relacionados a estes métodos apenas
especificam a fungdo peso bem como a configuracio de parametros utilizados sem
justificar suas escolhas. Por outro lado, autores tém percebido a necessidade de uma
avaliacdo mais detalhada destes pardmetros conforme indicado a seguir. Contudo, ndo foi

encontrado um trabalho que reunisse uma andlise conjunta e mais ampla destes parametros.

O método de Galerkin sem malha é um dos métodos sem malha mais utilizados para a
solugdo de problemas da mecénica dos sélidos. Belytschko et al. (1994) propdem o método
EFG e o analisam de forma sucinta e ndo aprofundada alguns parametros relacionados a
construcdo da fungdo de forma, tais como: escolha da fungdo peso (cOnica e Gaussiana),

dominio de influéncia.

Shuyao e De’an (2003), analisam por meio da solugdo de problemas elasto-estiticos,
algumas fungdes peso empregadas nas aproximagdes locais realizadas pelo método dos
minimos quadrados méveis no local boundary integral equation method. Segundo eles, a
suavidade (smoothness) da aproximagdo é determinada pela ordem da fung@o base e,
principalmente, pela funcio peso utilizada. O erro relativo do deslocamento e a norma da
energia sdo apresentados para trés funcdes base e cinco fungdes peso. Empregam apenas
distribuicdes nodais uniformes. Para a distribuicio com maior concentracio nodal e
utilizando uma base linear, o erro relativo do deslocamento foi maior para a funcio
exponencial seguido pelas fungdes cubica spline, quartica spline, Gaussiana e a féormula

racional.

Xiao e McCarthy (2003) utilizam um método verdadeiramente sem malha para a solucio
da andlise de tensdes em problemas elasto-estaticos de sdlidos bidimensionais. O método é
baseado no método de Petrov-Galerkin sem malha local e os autores utilizam a funcio
degrau (Heaviside) como funcdo peso sobre um subdominio local. A interpolacdo de
pontos locais é baseada em fungles de base radial multiquadriticas, as quais sdo
empregadas para a constru¢cdo das fungdes de aproximacdo. Avaliam de forma bastante

detalhada a influéncia dos parametros relacionados a fungao radial, tamanho do dominio de
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interpolagdo, distribui¢do irregular de nés, etc. Para interessados em trabalhar com fungdes

de base radial este trabalho € uma boa referéncia.

Hong et al. (2005) aplicam a teoria das ondeletas (wavelet) na pesquisa das func¢des peso
dos métodos sem malha, ja que estas funcdes tém fundamental importincia na simulacio
dos campos de deslocamento. Os autores mostram que para o caso de uma viga engastada a
nova fungdo peso projetada sobre o espaco de uma ondeleta cibica spline produz um

resultado melhor do que aquele obtido com a fung¢éo peso original.

Segundo Chen et al. (2006) a escolha das fun¢des peso é de fundamental importincia para
um bom desempenho dos métodos sem malha e afirmam que esta escolha €, em certa
medida, arbitraria. Os autores indicam a fungfo peso exponencial como a melhor a ser
empregada no método SPH, citando os valores de ajuste para esta fungéo apresentados por
Monaghan (1992). Consideram a fun¢do exponencial tendo um custo computacional mais
elevado, porém menos sensivel a variagdes no dominio de influéncia. A fungdo peso
quértica spline € citada como uma escolha comum em aplicacdes que utilizam o método

EFG.

Com relacdo ao dominio de influéncia associado a cada ponto/né Chen et al. (2006)
afirmam que este deve possuir as seguintes caracteristicas: (i) o tamanho do suporte deve
ser grande o suficiente para que o ponto analisado possua em sua vizinhan¢a um ndmero
suficiente de nds para assegurar a inversdo da matriz de momento, (ii) o suporte deve ser
grande o suficiente para garantir a passagem das informacgdes pelos quatro quadrantes de
cada ponto amostral (para os pontos proximos ao contorno, estes devem possuir vizinhos
em todos os seus lados), (iii) o dominio deve ser pequeno o suficiente para prover a
caracteristica de aproximacdo local pelo método dos minimos quadrados e (iv) o suporte

ndo deve ser muito grande devido ao custo computacional.

Liu et al. (2006b) estudam fungdes peso em uma aplicacdo do método EFG. Estes
apresentam os tempos de CPU e erros obtidos para seis funcdes peso. A funcdo Gaussiana
(exponencial negativa) consumiu o menor tempo de CPU e apresentou também o menor
erro. A funcdo peso exponencial teve o quarto maior tempo, porém o erro obtido foi
bastante similar ao da funcdo peso Gaussiana. Foram testadas duas funcdes spline. A

funcdo cuibica apresentou melhores resultados que a funcdo quartica, contudo o maior
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tempo de CPU entre as funcdes examinadas. A fun¢@o cOnica obteve os maiores valores de
erro. Os autores ndo disponibilizam os valores dos parametros utilizados nas funcdes peso
Gaussiana, exponencial e conica e na férmula racional. Também nao detalham a aplicacio,

ndmero de nds, células de integracdo, tamanho e tipo do dominio de influéncia.

Este trabalho tem como objetivo analisar as respostas do EFG, decorrentes de variagdes
dos parametros que o modelam, em dominios unidimensionais e bidimensionais. A andlise
da influéncia dos pardmetros nestes dois dominios permite verificar de que forma ou em

que proporg¢do os resultados dependem destes parametros. Os parametros analisados sdo:

i.  fungdes peso,
ii.  tamanho do dominio de influéncia,
iii.  quantidade de nés no dominio,
iv.  tipo da distribui¢do nodal (uniforme, ndo uniforme) e

v. quantidade de células de integracéo.

Ao analisar os parametros do EFG busca-se determinar faixas de valores para alguns destes
(p. ex. tamanho do dominio de influéncia), bem como determinar quais sdo mais
adequados ao EFG (p. ex. tipo da funcdo peso). Esta andlise serve de base para trabalhos
futuros de forma a facilitar o processo de ajuste dos pardmetros do EFG, uma vez que este

processo € bastante laborioso.

Para cada caso e configuracdes de parimetros s@o calculadas a norma do erro relativo e a
norma da energia para os campos de deslocamento e tensdes, bem como as visualizagdes
destes campos. Estas visualizagdes permitem um melhor entendimento dos valores de erro
obtidos além de verificar se 0os mesmos estdo concentrados em regides especificas do

dominio.

Este trabalho estd dividido em seis capitulos incluindo esta introdug@o. No capitulo 2 sio
tratados pontos relevantes aos métodos sem malha como técnicas de aproximacio,
consisténcia, fungdo peso, imposicdo das condi¢gdes de contorno, -classificacdes,
caracteristicas (vantagens e desvantagens), etc. Neste capitulo, ainda, sdo apresentados
comentdrios sobre alguns dos principais métodos sem malha, como: Smoothed Particle

Hydrodynamics, Reproducing Kernel Particle Method, Método da Particdo da Unidade
4



(PUM), Generalized Finite Element Method, Diffuse Element Method, Método de Galerkin
Sem Malha. Um maior detalhamento € feito para o método EFG por ser o foco deste

trabalho.

No terceiro capitulo € apresentado com maior detalhe o método EFG aplicado a teoria da
elasticidade linear (forma fraca, imposi¢@o das condi¢des de contorno, etc.) e mostra ainda

uma breve explicagdo sobre o funcionamento do programa implementado em linguagem C.

No quarto e quinto capitulos sdo apresentados para problemas em elasticidde linear
unidimensionais e bidimensionais, respectivamente. Os resultados obtidos, bem como a
validagdo dos programas. Os resultados sdo pertinentes a variagdes nos parametros de
ajuste do método tais como: fungdes peso, tamanho do dominio de influéncia (dm), malha
de fundo, posi¢do nodal (uniforme e ndo uniforme), quantidade de nds, etc. Sdo feitas
andlises para estes resultados por meio da visualizagdo dos campos de tensdo e

deslocamento, como também pelo célculo dos erros relativos e norma de energia.

Por fim, no sexto capitulo sdo apresentadas algumas conclusdes sobre os resultados

obtidos.



2 METODOS SEM MALHA

Destacam-se como os métodos numéricos mais tradicionais para a solucio de EDPs em
problemas da mecanica dos meios continuos: (i) Método das Diferencas Finitas, MDF, (ii)
Método dos Volumes Finitos, MVF, (iii) Método dos Elementos Finitos, MEF e o (iv)
Método de Elemento de Contorno. O método das diferengas finitas se baseia na
aproximacdo de derivadas por diferencas finitas (p.ex., série de Taylor). O método dos
volumes finitos € tipicamente utilizado na mecanica dos fluidos, transferéncia de calor, etc.
Volume finito se refere a um pequeno volume que cerca cada ponto nodal de uma malha.
O método dos elementos finitos foi desenvolvido originalmente na década de 50 em
aplicagdes de andlise estrutural, e foi estendido aos mais diversos campos da Engenharia.
O elemento finito € um subdominio discreto composto por pontos nodais. As funcdes de
aproximacdes no MEF e no MVF sdo feitas com o auxilio de uma malha de

elementos/volumes discretos.

Dentre os métodos citados, 0 MEF obteve maior destaque e transformou-se no método
mais popular e mais amplamente utilizado em computacdes nos varios campos da
Engenharia. Uma caracteristica importante do MEF € a divisdo de um meio continuo em
elementos discretos (discretizacdo). Estes elementos sdo conectados formando uma malha
com 7, pontos. As funcdes de forma sdo geralmente predeterminadas para diferentes tipos
de elementos antes de ser iniciada a andlise. As funcdes de interpolagdo sdo construidas
sobre a malha. A utilizacdo de uma malha assegura a compatibilidade da interpolacao.
Entretanto, este procedimento nido € sempre vantajoso, porque a condicdo de
compatibilidade numérica ndo é a mesma que a condi¢do da compatibilidade fisica de um
continuo. Assim, em alguns tipos de simulacdes eventualmente ocorrem distor¢cdes na
malha, o que pode finalizar a computacdo completamente ou resultar em uma deterioragio
da exatiddo. Além disso, o MEF requer geralmente uma malha muito fina em regides com
gradientes elevados, o que é computacionalmente mais oneroso. Por esta razdo, o MEF

adaptdvel transformou-se em uma necessidade (Li e Liu, 2002, Liu e Shi, 2003).

Os procedimentos de remalha adaptidvel empregados em simulacdes de problemas tais
como impacto, penetracdo, explosdo, fragmentacdo, etc, t€ém se tornado uma tarefa
computacionalmente muito trabalhosa de realizar. As dificuldades envolvidas ndo estdo

somente relacionadas ao processo de gerar uma nova malha, mas também estdo no
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processo de mapear as varidveis de estado da malha anterior para a nova malha. Este
processo introduz freqiientemente erros numéricos, e a remalha geralmente ndo € desejavel

(Li e Liu, 2002).

O principal motivo para adotar métodos sem malha ou método das particulas (meshless,
meshfree ou particle methods) é eliminar a estrutura da malha pela construcdo da
aproximacdo da fungdo de campo inteiramente em termos dos pontos nodais, visto que
nenhuma especificagdo da inter-relagdo nodal €, a priori, definida ou necessaria (Cueto-

Felgueroso, 2005, Liu e Shi, 2003).

Os métodos sem malha sdo bastante similares ao MEF, contudo sua caracteristica principal
€ definida em contraposi¢do aos métodos com malha. Entretanto, nos métodos sem malha a
andlise do dominio é realizada com apenas um grupo de pontos que estabelecem um
sistema de equacdes algébricas para todo o problema baseado em funcdes de forma
derivadas da interpolagdo de particulas (Liu e Shi, 2003, Idelsohn e Ofate, 2006). Segundo
Idelsohn e Oiiate (2006) e Idelsohn et al. (2003) um método sem malha é um algoritmo no
qual a definicdo das fungdes de forma depende apenas das posi¢des nodais. Gu (2005)
apresenta outra definicdo: um método sem malha ¢ um método numérico usado para
estabelecer um sistema de equacgdes algébricas para todo dominio do problema sem o uso

de uma malha predefinida para a discretizagdo do dominio (ou contorno).

Para qualquer método convergir ele deve ser consistente e estivel. Consisténcia é
usualmente definida no contexto dos métodos de diferencas finitas. Segundo Belytschko et
al. (2000), uma aproximacio discreta L"(u) de uma equagio diferencial parcial L(u) é

consistente se o erro for da ordem da dimensido da malha, isto €, se

L(u) — L"(u) = O(h") comn 1. 2.1

Consisténcia também se refere a ordem polinomial mais elevada que pode ser representada
exatamente com um método numérico. Neste trabalho, o termo consisténcia € utilizado
neste sentido. Se as funcdes de aproximacdo em um método de residuos ponderados
tiverem consisténcia de ordem k entdo até esta ordem a solugdo analitica pode ser
encontrada exatamente, ou seja, um método que define a aproximacio, uh(x), tem

consisténcia de ordem k se reproduz exatamente uma base polinomial de grau menor ou
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igual a k. A condicdo de consisténcia é expressa em termos da ordem polinomial que pode
ser representada de forma exata. Chama-se de ordem de consisténcia de uma aproximagao
a ordem do polindomio que é representada de forma exata (Belytschko et al., 1996, Fries e

Matthies, 2004). As condi¢Ges de consisténcia de ordem k sdo dadas por:

u' :Zgz)(x)x,” =x’ para0 < p <k, (2.2)

onde u" € a funcdo de aproximacdo, n, é o nimero de nés do dominio, ¢ e x| sdo,
respectivamente, a fun¢do de forma e o valor nodal associados ao I-ésimo ponto. As
técnicas de aproximacgdo local dos métodos sem malha estdo relacionadas a uma fungdo
peso w (funcdo de ponderacdo). Assim, uma caracteristica comum a todos os métodos sem
malha € a utilizagdo de uma fungdo peso, a qual deve apresentar suporte compacto entre

outras caracteristicas que serdo detalhadas mais adiante.

As funcdes de forma, ¢, definidas por um método de aproximacao formam uma Parti¢do da

Unidade (PU), se:

n,

D> g, x=1 emQ , 2.3)

onde 1, € o numero de nés do dominio. Assim, se a condi¢cdo da particdo da unidade for
atendida a aproximacgao possui, pelo menos, consisténcia de ordem zero. No caso do MEF
classico, as fungdes convencionais de forma constituem uma particio da unidade, pois a
Equacao (2.3) é valida (Belytschko et al., 1996, Guedes, 2006). A partir da Equacao (2.3),

para uma dada fung@o x obtém-se ainda:

> ¢, (x)x =k (2.4)

1

Chen et al. (2003) consideram trés tipos de aproximagdes utilizadas para o cdlculo das
funcdes de forma nos métodos sem malha, que sdo: (i) método do nucleo reprodutor
(Reproducing Kernel Method, RKM), (ii) Particdo da Unidade (PU) e (iii) Método dos
Minimos Quadrados Mdéveis (MMQM), explicitados a seguir.
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Lucy (1977) e Gingold e Monaghan (1977) desenvolveram um esquema de integracdo de
N-corpos chamado de Smoothed Particle Hydrodymamics, como uma tentativa de modelar
o continuo, evitando as limitagcdes dos métodos de malha baseados em diferencas finitas. O
SPH inicialmente aplicado em problemas de astrofisica e dindmica dos fluidos utiliza o
conceito de Kernel Estimate (KE). O SPH € o precursor dos métodos sem malha. Os
métodos SPH apresentam solucdes precisas no interior do problema quando o nimero de
particulas é grande, porém isso ndo € verificado nas regides proximas ao contorno. O
Reproducing Kernel Particle Method (RKPM) desenvolvido por Liu ef al. (1995) € similar
ao método SPH com uma diferenca principal: o desenvolvimento de uma fungdo de

correcao para os efeitos de contorno (Liu et al., 1995). O RKPM utiliza a técnica do nicleo

reprodutor (Reproducing Kernel, RK).

A aproximagdo pela particdo da unidade foi utilizada pela primeira vez por Babuska et al.
(1994) para obter solugdes aproximadas de EDPs. O Generalized Finite Element Method,
GFEM, proposto por Melenk (1995) € baseado na aproximacgdo da particdo da unidade de
Babuska er al. (1994). Babuska et al. (2004) apresentam as idéias principais, resultados e
perspectivas do GFEM. A abordagem pela particio da unidade geralmente € utilizada em
vérias situacdes e com diferentes designacdes, como método das nuvens, h-p cloud
(Duarte, 1996), método das esferas, Method of Spheres (De e Bathe, 2000), eXtended
Finite Element Method (Moés et al., 1999), GFEM (Strouboulis et al., 2000, Babuska et
al., 2000, Babuska et al., 2004). Estes métodos diferem no tipo de funcdo utilizada na

particdo da unidade e no uso de espagos locais diferentes (Babuska et al., 2004).

O método dos minimos quadrados méveis desenvolvido por Lancaster e Salkaukas (1981)
¢ utilizado para realizar as aproximacdes locais em métodos sem malha. Os primeiros a
utilizar este método de aproximagdo em uma formulacdo sem malha foram Nayroles et al.
(1992) no Diffuse Element Method. Métodos sem malha tais com Método de Galerkin sem
malha (Belytschko et al., 1994), Meshless Local Petrov-Galerkin, MLPG (Alturi e Zhu,
1998), e o método dos pontos finitos - Finite Point Method, FPM (Oiiate et al., 1995),

também utilizam o MMQM em suas aproximagdes locais.

Fries e Matthies (2004) apresentam uma classificacdo para os métodos sem malha.
Segundo os autores, para classificar um método sem malha deve-se verificar trés passos em

seu procedimento, que sao:



i.  construcdo da particdo da unidade de ordem k com uma base completa p(x)
intrinseca,

ii.  escolha de uma aproximacgdo a qual pode utilizar somente a base intrinseca ou
adicionar uma base extrinseca,

ili.  escolha das funcdes teste.

Caso a aproximagdo seja definida como u" = ¥; ¢ u;, isto é, se as fungdes PU sdo
consideradas diretamente como fun¢des de forma, utiliza-se somente a base intrinseca
necessdria para a construcdo das fungdes PU. Pode-se também definir aproximagdes
diferentes utilizando o conceito de uma base extrinseca p(x), a qual pode ser utilizada de
forma a aumentar a ordem de consisténcia da aproximagéo, ou para incluir conhecimentos
prévios da solucdo exata da EDP na aproximagdo. Neste caso a aproximacdo pode ser dada

conforme Equacdo (2.5).

W0 =)6,00" W)V, =) 4,03 p, )V, 2.5)

., . . T
Desta forma, ao invés de ter u; como varidvel desconhecida tem-se p (x) v;, o que
representa [ vezes mais varidveis desconhecidas v; = v; = (vi1, Vi, . . ., Vi) € uma base
extrinseca com / componentes. p pode ser formado por monémios, como polindmios de

Taylor, polindmios de Lagrange ou outra fun¢io conveniente (Fries e Matthies, 2004).

A escolha da funcdo teste, W, é o ultimo passo na caracterizacdo dos métodos sem malha.
Utilizando ¥, = &x-X;), a funcéo Delta Dirac, ird resultar em um esquema de colocagdo, ou

utilizando W; = ¢, recai no procedimento de Bubnov-Galerkin, p. ex. (Fries e Matthies,

2004).

A particdo da unidade pode ser construida tanto no procedimento de métodos com malha
(MEF) quanto por métodos sem malha que utilizam o principio do MMQ ou RKPM, entre
outras possibilidades. A Figura 2.1 mostra o esquema de classificacdo proposto por Fries e

Matthies (2004).
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Gu (2005) lista trés classificacdes para os métodos sem malha: baseada no tipo de

Iiétodos com malha

Métedos sem malha

| Baze intrinzeca

| Baze extrinzeca |

Funcio teste| Sem malha | Com malha Funcio teste| Sem malha ‘ Com malha
SFH, CEPH =
W= BE-x : | NDF W= E(-Ep
! V] ae ' PUM, PUFEM, GFEM,
i : ou Py =dy HKFEM, hp-clouds
q';1=¢'1 DEMI, EF:, Fubnot- o et
RKEM. ¢ | Galerkin

n4q e=p
oedn

J

=Bs)udal
Bp BY[oIsg

2133 ©

opdemrxosde

il g

Bp BY[oasyg

Figura 2.1 - Classifica¢do dos métodos sem malha por Fries e Matthies (2004).

formulacg@o, na funcdo de forma empregada e na representagdo do dominio do problema.

Tipo de formulacdo:

ii.

Forma Fraca (integral). Neste tipo de formulacdo as equagdes de governo e as
condicdes de contorno s@o transformadas em um conjunto de equacdes na forma
fraca que sdo utilizadas para obter um sistema de equacdes. Como exemplo, tem-se:
o DEM, EFG, Radial Point Interpolation Method (RPIM), Meshless Local Petrov-
Galerkin (MLPG), Local Radial Point Interpolation Method (LRPIM), etc.

Forma Forte ou Técnica de Colocagdo: as equagdes diferenciais ordindrias/parciais
das equacdes de governo e equacdes para as condicdes de contorno sdo
discretizadas diretamente nos nds, por meio de técnicas simples de colocagdo e
funcdes de forma para obter um conjunto de equagdes do sistema discreto.

Exemplos: General Finite Difference Method (GFDM), Finite Point Method, hp-

clouds, Meshless Collocation Method (MCM), etc.
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iii.

1v.

Forma Fraca-Forte (Meshfree Weak-Strong-form, MWS). Métodos baseados na
combinagdo da forma local fraca (integral) e da forma forte (colocagdo) para
estabelecer o sistema de equagdes discretizado. As duas formulag¢des sdo usadas no
mesmo problema, para diferentes grupos de nods, que t€m diferentes equagdes ou
restrigoes.

Formulagdo integral para as aproximagdes. A funcdo aproximagdo € feita com uma
forma fraca (integral), mas as equacdes sdo diretamente discretizadas por colocacdo

(forma forte) nas particulas. Exemplos: SPH, RKPM, etc.

Funciao de forma empregada:

ii.

iii.

1v.

Métodos baseados no método da representacao integral para a fun¢do aproximacao.
O SPH e o RKPM estio nesta categoria

Métodos baseados em aproximacdes realizadas pelo método dos minimos
quadrados. Sao exemplos de métodos que utilizam MMQ: o EFG, Meshless Local
Petrov-Galerkin, Boundary Node Methods (BNM), etc.

Métodos baseados no uso de funcdes de base radial (Radial Basis Functions, RBF):
Meshfree Radial Point Interpolation Method (MRPIM), Local Radial Point
Interpolation Method (LRPIM), etc.

Outros esquemas de interpolacdo: hp-clouds method, Partition of Unity (PU),

Moving Kriging Interpolation (MK), etc.

Representacdo do dominio do problema:

il.

Tipo Dominio: um conjunto de nés € escolhido no dominio € no contorno do
problema de forma a obter o sistema de equacgdes discretizado. O EFG, MLPG,
SPH e RKPM sao exemplos de métodos que utilizam este tipo de representacao.

Tipo Contorno: um conjunto de nés somente do contorno do problema é escolhido
para gerar o sistema de equacdes discretas baseado em equagles integrais de
contorno. Dentre os métodos sem malha que utilizam Boundary Node Methods

(BNM), Boundary Radial Point Interpolation Method (BRPIM).

Belytschko e Xiao (2002) dividem os métodos sem malha em dois grandes grupos, que

segundo eles sao:
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ii.

Meétodos baseados nos campos de aproximacdo que podem ser aproximagdes pelo
MMQ e aproximacgdes de base radial, como o EFG e os Partition Unit Methods,
PUMs (hp-clouds, etc).

Meétodos baseados nas aproximagdes de nucleo, originado por Lucy (1977) e
Monaghan (1988). As respostas das aproximacdes de nicleo podem ser melhoradas
pelo uso de uma correcdo na aproximagdo de nicleo ou pela corre¢do das

derivadas.

Em alguns casos, estes dois grupos estdo diretamente relacionados (ver Belytschko et al.,

1994).

2.1 CARACTERISTICAS DOS METODOS SEM MALHA

Algumas caracteristicas relevantes dos métodos sem malha sdo apresentadas e em geral

comparadas as caracteristicas correspondentes dos métodos com malha. Pode-se listar

dentre estas caracteristicas algumas vantagens:

a) Auséncia da malha proporciona (Fries e Matthies, 2004):

ii.

iii.

1v.

a determinagfo das conectividades dos nds durante a execugdo do programa. Desta
forma, ndo se verifica sensibilidade a distor¢des na malha, a qual pode gerar
dificuldades nos célculos de problemas formulados por métodos com malha
(propagagio de trincas, p. ex.).

uma adaptatividade-4 comparativamente mais simples, pois esta é feita somente
com a adi¢cdo de n6s no dominio, ji que as conectividades sdo calculadas durante a
execucao.

uma adaptatividade-p também conceitualmente mais simples do que nos métodos
baseados em malha.

a ndo utilizacdo de remalha durante os cdlculos de problemas relacionados a
grandes deformacdes e movimento de descontinuidades, por exemplo. Para estes

tipos de problemas uma freqiiente remalha é necessaria nos métodos com malha.
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b) Continuidade das fun¢des de forma: as func¢des de forma dos métodos sem malha podem
ser construidas facilmente para qualquer ordem de continuidade desejada (Fries e Matthies,

2004).

i.  Os métodos sem malha cumprem a exigéncia da continuidade decorrente da ordem
do problema sob a consideracdo. Por outro lado, isso ndo € tdo simples para os
métodos com malha.

ii.  Casos especiais, como propagacdo de trincas ou materiais com propriedades
diferentes, a continuidade das fun¢des de forma e derivadas ndo é desejavel e
podem ser tratados com auxilio de certas técnicas (critério da visibilidade, método

da difracdo, método da transparéncia, etc).

c) Convergéncia: para uma mesma ordem de consisténcia verifica-se que os resultados de
convergéncia obtidos pelos métodos sem malha sdo geralmente melhores do que os obtidos

pelas funcdes de forma baseadas em métodos com malha (Fries e Matthies, 2004).

Algumas das principais dificuldades ao se empregar métodos sem malha séo:

a) Construgdo das conectividades: os métodos sem malha necessitam apenas das
conectividades entre nés vizinhos de forma a construir as fungdes de aproximagdo. A
principal dificuldade para construir as conectividades nodais nos métodos sem malha sdo
precisamente as vantagens dos métodos que usam uma malha. Uma forma de se construir
as conectividades nodais para o caso de um disco de raio r estd apresentada na Figura 2.2,
bem como algumas das principais dificuldades encontradas em sua construgdo. A Figura
2.2(a) mostra que distancia & entre os nds dentro do dominio € variavel e algumas vezes o
dominio r engloba apenas nés em uma tnica direcao (% direcional), conforme Figura 2.2(b)

(Idelsohn e Onate, 2006).

Encontrar as conectividades dos nds para problemas tais como os apresentados na Figura
2.2 nos métodos sem malha pode ser tdo dificil quanto o de resolver um problema de
geracdo de malha. E em alguns casos, o tempo de computag@o para gerar as conectividades
nodais em problemas sem malha é da mesma ordem que o mais dificil problema de
geracdo de malha. Deste ponto da vista, os métodos sem malha nfo sdo tdo interessantes

como era pensado inicialmente (Idelsohn e Ofiate, 2006).

14



() (b)

Figura 2.2 - Dificuldades encontradas na constru¢do das conectividades (a) variagdo do

comprimento 4 e (b) & direcional.

b) Esforco computacional: na prética, para uma exatiddo aceitdvel, os métodos sem malha
geralmente consomem mais tempo em sua execu¢do do que os correspondentes problemas

com malha (Fries e Matthies, 2004).

i.  As fungdes de forma dos métodos sem malha sdo mais complexas dos que as dos
métodos com malha. Devido a esta complexidade o numero de pontos de
integracdo, para uma solucdo suficientemente exata das integrais da equagdo da
forma fraca, € consideravelmente maior nos métodos sem malha do que em
métodos com malha.

ii. O sistema de equacdo global dos métodos sem malha em geral apresenta uma maior

largura de banda do que os métodos com malha.

c) Condicdes de contorno essenciais: a maioria dos métodos sem malha ndo possui a
propriedade delta de Kronecker, o que pode levar a uma degradacdo da convergéncia do
método. Os métodos com malha, em contra partida, geralmente possuem esta propriedade

(Fries e Matthies, 2004).

d) Locking (perda do significado dos resultados numéricos): os métodos sem malha podem
sofrer do fendmeno de locking do mesmo modo que o MEF. As vezes é possivel contornar
este fendmeno pelo ajuste de alguns parametros dos métodos sem malha (Fries e Matthies,

2004).
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2.2 IMPOSICAO DAS CONDICOES DE CONTORNO ESSENCIAIS

Em alguns métodos sem malha, as fungdes de forma ¢ ndo obedecem ao critério do delta
de Kronecker, d,. Assim, a fungdo de forma ndo apresenta caracteristica interpoladora o
que dificulta a imposi¢do das Condi¢cdes de Contorno Essenciais (CCE). Desta forma,

utiliza-se o termo aproximagdo ao invés de interpolacdo. E,

G (X)) # Oy, (2.6)

onde ¢ é a funcdo de forma associada ao I-ésimo né no dominio de influéncia do J-ésimo

ponto, x,, onde se deseja calcular a aproximagao. Como as aproximagcdes sdo dadas por:

”h(XJ) = i@ (x;)u, 2.7

se a aproximagdo for calculada para um né do dominio a desigualdade u(x;) # u; é vilida,
pois a aproximacao para o I-ésimo n6 depende do parametro nodal de u; como também dos
parametros nodais de u; a u, correspondendo a todos os nds que pertencem ao dominio de
influéncia do né I. Esta propriedade faz a imposi¢do das CCE ser mais complicada do que
no MEF (Dolbow e Belytschko, 1998). Em decorréncia, vérias técnicas t€ém sido propostas
para impor as CCEs Dentre elas, algumas modificam a equag@o da forma fraca (Método
dos Multiplicadores de Lagrange, Método das Penalidades, Método de Nitsche, p. ex.)
outras empregam as funcdes de forma com a propriedade delta de Kronecker na fronteira
de onde se deseja aplicar as CCE (Método dos Elementos Finitos Acoplado, p. ex.) (Fries e
Matthies, 2004). Dentre os métodos sem malha que necessitam de técnicas especificas para
impor as CCE tem-se: SPH, EFG, hp-clouds, RKPM. Por outro lado, o Natural element
method (NEM), XFEM, Moving Particle Finite Element Method (MPFEM) (Hao et al.,
2002), Meshless Finite Element Method (MFEM) (Idelsohn et al., 2003) e o Reproducing
Kernel Element Method (RKEM) (Liu et al., 2004) sdo métodos sem malha que definem
aproximacdes cujas funcdes de forma sdo interpoladoras (Fries e Matthies, 2004, Guedes,

2006).
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2.2.1 Método dos Multiplicadores de Lagrange, MML

A introdu¢do dos multiplicadores de Lagrange permite a incorporag¢do das condicdes de
contorno nas equagdes escritas na forma fraca. O método lida com restri¢cdes e busca os
locais de extremo de uma funcio com vérias varidveis sujeitas a uma ou mais restri¢des.
Considerando o funcional de Lagrange & (u) (Liu, 2004):

Z (u) = Ec — Es +W; 2.8)

onde E¢ € a energia cinética definida como:
L pa 2.9
EC:EL’OU udQ (2.9)
e Es é a energia de deformacdo que pode ser expressa por:
Eg==[ & -0dQ (2.10)

para sélidos e estruturas de material eldstico, € e ¢ escritos na forma vetorial. Wy é o

trabalho das forcas externas, dado por:

W, = [u'bdQ + [u"tdl. 2.11)
Q

T,
sendo p a massa especifica, U velocidade, u o deslocamento, b as forcas de campo, t as
forgas de superficie, G as tensoes e € as deformagdes. Na Equagdo (2.8), o termo (- Eg +W))

pode ser chamado de energia potencial do sistema.

O funcional & pode estar sujeito a k condi¢des de contorno, as quais podem ser escritas

como:

G-u=q, (2.12)
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onde a matriz G é chamada de matriz de condi¢@o de contorno e tem dimens&o k x /, onde [
¢ o nimero de varidveis. A equacdo de restricio mostrada na Equacdo (2.12) pode ser

escrita como uma equacdo homogénea (Cook et al., 1989),
G-u-q=0, (2.13)

a qual é multiplicada pela sua esquerda pelo vetor linha A" que contém tantos

multiplicadores de Lagrange quantas equacdes de restri¢do utilizadas. Assim
A (G -u-q=0. (2.14)

Isso pode ser considerado um invariante ou a energia requerida para manter as condi¢des
de contorno. Os multiplicadores de Lagrange sdo func¢des desconhecidas de coordenadas

independentes no dominio €.

Adicionando a Equacdo (2.14) a Equacdo (2.8), e desprezando-se o termo da energia

cinética, tem-se:

T

! ! ! T 2.15
wz—EJ.Q?, -6dQ+Jﬂu -bdQ+Lu -tdl“+Lk (G -u—q)dl=0. (2.15)

Na Equacdo (2.15), a expressdo entre parénteses € nula e \ representa a energia total do
sistema modificada pelas condicdes de contorno. Aplicando o principio da

estacionariedade, tem-se:

oy oy
=— & +— 04, =0, 2.1
Sy o & + ar 0 (2.16)

1

desde que Ox e O\ sejam arbitrarios

W _g. IV _g
ox. A 2.17)

1
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devem ser satisfeitas. O Método dos Multiplicadores de Lagrange (MML) é o método mais
preciso para impor condi¢des de contorno de Dirichlet, deste modo € bastante utilizado
para a solugdo de problemas pequenos onde o custo da solug@o do sistema de equagio nao

¢é oneroso (Belytschko ef al., 1996).

Neste método, um problema com [ varidveis e com k restricdes se transforma em um
sistema com /+k varidveis. Assim este método lida com o aumento do nimero de varidveis
calculadas. A solucéo deste sistema fornece os valores dos multiplicadores de Lagrange, A;,
e do vetor de incdgnitas, u;. Os multiplicadores de Lagrange s servem para aplicar as
condicdes de contorno e depois sdo descartados. O método dos multiplicadores de
Lagrange apresenta algumas dificuldades para a solucdo do sistema de equagdes pelo fato
de ndo gerar uma matriz simétrica positiva definida e pelo fato de elementos nulos serem
introduzidos na diagonal da matriz a ser solucionada. No capitulo 3 é apresentado um
maior detalhamento da imposicdo das CCE para o caso da elasticidade linear utilizando

este método.

2.2.2 Método das Penalidades (penalty approach), MP

O funcional & (u), Equagdo (2.8), estd sujeito a k restrigdes e pelo método da penalidade,

as restri¢Oes sdo inseridas por meio da fungdo penalidade Py, que também € um funcional.

Para o caso onde as restrigdes aplicadas sdo do tipo W=u em I, o funcional P; pode ser

escrito como:
_o. —u)?
P =2 [ (@—wyar (2.18)

onde o € um vetor de tamanho k que armazena os fatores de penalidade que podem ser
dados como fungdes das coordenadas, porém geralmente sdo atribuidos valores de

constantes positivas. Em qualquer caso o funcional P, serd sempre ndo negativo e assim o

valor minimo do funcional € zero. Ele seria zero se todas as condi¢cdes U =u fossem
completamente  satisfeitas. Conseqiientemente, a utilizacdo da condicdo de

estacionariedade do funcional Py garante a melhor resposta da equagdo de restricdo
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aplicada, u = u (Liu, 2004). Modificando-se o funcional Lagrangeano de forma a impor as

restricdes para um caso onde E¢ é desprezivel, tem-se:

T

1 T T a N2
\p——ELs -GdQ+Lu -bdQ+Llu ‘tdl“+5‘_[r(u—u) dr. (2.19)
Aplicando-se o principio de estacionariedade em Y, tem-se:

[& D-£dQ —[b-sudQ-[t-dadl - [a-u" udl + [a-Saudl =0. (2.20)
Q Q T, T, L,

Uma importante diferenca entre o fator do método das penalidades e os multiplicadores de
Lagrange é que o fator de penalidade ¢; é uma constante visto que os multiplicadores de
Lagrange A; sdo varidveis. Desta forma, ndo ocorre um aumento no nimero de valores
desconhecidos do sistema e este recai em um sistema onde a matriz € positiva definida. Por
estes fatos o Método das Penalidades é computacionalmente mais eficiente que o método

dos multiplicadores de Lagange.

A principal questdo € a escolha dos valores de a. Se ¢ = 0 as CCE ndo sdo aplicadas. A
solucdo tende para ao valor exato quando & — +oo, 0 que é impossivel de ser realizar

numericamente (Liu, 2004).

Liu (2004) apresenta trés procedimentos para a escolha dos fatores de penalidade ¢; para
os métodos sem malha. O primeiro calcula o fator ¢; com base na relacédo utilizada no MEF

apresentada por (Zienkiewicz e Taylor, 2000), dada por:
o = constante x (1/h)", (2.21)

onde / € o comprimento caracteristico que pode ser a razdo do tamanho do elemento para a
dimensdo do dominio do problema e n € a ordem do elemento. Para os métodos sem malha,
h pode ser entendido como a taxa do espacamento entre nds para a dimensdo do dominio
do problema e n = 1. A constante da Equacdo (2.21) pode ser relacionada a constante

material do sélido, que pode ser 10" vezes o médulo de elasticidade.

20



O segundo procedimento também relaciona ao calculo de & ao médulo de elasticidade,

a=1.0 x 10°"® x médulo de elasticidade. (2.22)

O terceiro procedimento utiliza a relagéo:

a=1.0 x 10" x max (elementos da diagonal na matriz de rigidez) (2.23)

2.2.3 Método dos Elementos Finitos Acoplados

No método dos elementos finitos acoplados, um ‘“corddo” de elementos finitos é

empregado ao longo dos contornos essenciais, Figura 2.3.

Regidio sem malha

C 011t01'

"a-
Elementos finitos

Figura 2.3 - Utilizacdo de elementos finitos para impor as CCE.

Neste método as funcdes de forma do elemento finito definido no contorno sdo
combinadas com as aproximagdes do método sem malha. Existem vérias formas de se
realizar o acoplamento (ramp function, reproducing conditions, bridging scale method,

etc.) (Fries e Matthies, 2004).

A vantagem de se utilizar o acoplamento é que todas as fungdes de forma relacionadas com
as condicdes de contorno possuem a propriedade delta de Kronecker, o que facilita a
imposi¢do das condi¢des de contorno. A desvantagem estd associada a construg¢do do
corddo de elementos e ao fato do acoplamento necessariamente lidar com uma estrutura de

c6digo mais complicada (Fries e Matthies, 2004).
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2.3 KERNEL ESTIMATE, KE

A kernel estimate, uh, para a fun¢@o u(x) sobre o dominio Q € dada por (Monaghan, 1982,

Duarte, 1995, Belytschko et al., 1996):

Mh(X)= jw(x—y,h)u(y)de (224)
Qg

onde w(x —y, h) é a funcdo nidcleo ou fungio peso, s é o dominio associado ao suporte de
X, € h é o tamanho do suporte, chamado de funcio smoothing. Segundo Monaghan (1982) a

func¢do nidcleo deve satisfazer as seguintes condi¢des:

i.  w(x-Yy,h) >0 no subdominio Qg,
ii. w(x-y,h)=0 forado dominio Qg,

i, [wlx-y,hdQ=1,

Q

iv  w(s, h) € uma fun¢do que decai monotonicamente, onde s = lIx — yll,

v w(s, h) = &s) com h — 0, onde &s) é a fungdo delta de Dirac.

As duas primeiras condi¢des definem o suporte compacto da fun¢io peso ou nicleo. A
terceira condicdo corresponde a verificacdo da consisténcia de ordem zero da forma
continua do método SPH. A quinta condi¢do € dificil de conceber, pois implica em uma
funcdo cujo suporte tende a zero e pode ao mesmo tempo satisfazer as condicdes i a iv,
sendo que computacionalmente /4 nunca se aproxima de zero (Belytschko et al., 1996)
(Monaghan, 1982). Caso & — 0 a funcdo peso w € a fun¢do delta de Dirac, assim W' =u,

Equacido (2.24). Duarte (1995) apresenta algumas das fun¢des ndcleo mais utilizadas.

Segundo Monaghan (1982) a aproximagdo polinomial local da fun¢do u pode ser
considerada como um caso especial da interpolacdo por KE. A maior diferenga entre a
interpolacdo polinomial e a KE é que no primeiro caso um grupo fixo de pontos ordenados
¢ usado (n6s de elementos finitos, por exemplo), enquanto o segundo método faz uma

interpolagdo a partir de um grupo mével de pontos (pontos no suporte de w).
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2.4 SMOOTHED PARTICLE HYDRODYNAMICS, SPH

A maioria das aplicagdes do SPH estd relacionada com modelagem de fen6menos
astrofisicos sem contorno tais como explosdes de estrelas, formacdo de galdxias e nuvens
de poeira césmica e a mecanica dos fluidos tais como escoamentos incompressiveis,
escoamentos elasticos, escoamento visco-eldstico (Ellero, 2004), transferéncia de calor
(Jeong et al., 2003), etc. Outras aplicagdes do SPH estdo relacionadas a simulacdo de
problemas relativos a hiper-velocidade (Stellingwerf et al, 2004, Cloutman, 1991),

simulagcdo de ondas de choque (Lastiwka er al., 2005), simulagdo de detonacdo com TNT

(Liu et al., 2003), etc. Gu (2005) lista vérios artigos relacionados a aplicagdes do SPH.

A representacdo Lagrangeana € adotada no SPH e o fluido é modelado como uma colecio
de elementos. O procedimento padrio é selecionar um grupo de N elementos de fluido que
sdo representados por particulas. A estas particulas € associada uma massa especifica, p
(Hernquist e Katz, 1989). A esséncia do método SPH pode ser expressa em duas idéias
basicas (Martin et al., 1993): (i) as propriedades do fluido em qualquer ponto sio
estimadas tomando-se a média ponderada das propriedades do volume circundante; (ii) o

continuo € aproximado por um numero finito de particulas que se movem livremente

devido a interagdo mutua e acdo de forgas de corpos externos.

Monaghan (1982) fundamentou o método SPH pela utilizacdo da no¢@o de aproximagéo de
nucleo (kernel approximation) para u(x) sobre o dominio. A Equagao (2.24) é aproximada
considerando-se que o meio é dividido em N pequenos elementos de volume, AV, com

massa mj, mp...my. A contribuicdo para a forma integral do elemento de volume / com

massa my e centro de massa x; é (Duarte, 1995):
w(x—x,u(x, )m, / p(x,) (2.25)

onde p(x;) é massa especifica no n6 x; e a Equacéo (2.24) € estimada por:

u'(x)= D wx—x)u(x,)AV, (2.26)
1eQ(x)
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onde Q(x) é o grupo de nds no dominio de influéncia de x, isto é, o grupo de x; nés do
suporte do né x (AV; = m; /p(x;)). Note que embora nenhuma malha seja utilizada no
método SPH, isto €, ndo existem conexdes entre os nds, o dominio deve ser particionado
para calcular AV,. Muitas vezes estas particdes sao dificeis de realizar, como em dominios

em trés dimensdes e geometrias complexas (Duarte, 1995).

Monaghan e Lattanzio (1985) propdem uma fungdo peso ou niicleo (kernel) conhecida
como SPH spline, que é uma funcdo spline de terceira ordem, Equacdo (2.27), decorrente
de generaliza¢des nas fungdes [ spline. Monaghan (1992) afirma que a melhor fungéo peso
para ser utilizada no método SPH € a exponencial. Martin et al. (1993) indicam que testes
extensivos realizados por varios autores mostram que a fun¢do SPH spline é superior a
qualquer outra funcdo e, em particular, se a funcdo peso ou nicleo ndo tiver suporte
compacto ou ndo seja smooth (suave) varios efeitos numéricos podem ser introduzidos
(interpenetra¢des de particulas, superestimar a massa especifica) e se tornam incapazes de
modelar choques corretamente. Belytschko et al. (1996), ndo verificaram vantagens

significantes no uso da fun¢do exponencial com relag@o as fungdes spline.

3
w(s, h) =w, i(z-%} 13%32 , (2.27)
0 —<2

Os valores de wy para os casos uni, bi e tridimensional sdo dado por (Martin et al., 1993):

3%2 caso 1D
w, = 722 caso 2D . (2.28)
1
% caso 3D

Gu (2005) lista algumas desvantagens do SPH:
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i.  Dificuldade de encontrar funcdes peso apropriadas para o caso discreto do SPH.
ii.  Dificuldade no uso das fun¢des de forma préximo ou no contorno do dominio, e
ainda as fun¢des de forma nao obedecem as propriedades do delta de Kronecker.

iii.  Dificuldade de obter o volume das particulas para geometrias complexas.

2.5 REPRODUCING KERNEL PARTICLE METHOD, RKPM

O primeiro método de aproximag@o desenvolvido para computacdes sem malha foi o
kernel estimates utilizado no SPH. Verifica-se que a discretizacdo do KE néo assegura nem
mesmo consisténcia de ordem zero em um dominio finito, a menos que o modelo para
massa/volume seja cuidadosamente selecionado, o que ¢é dificil de ser realizado em

contornos irregulares e em distribui¢des de particulas irregulares (Chen et al., 1998).

O RKPM foi desenvolvido por Liu et al. (1995) com o intuito de melhorar a resposta do
método SPH para problemas de dominios finitos. A idéia essencial do RKPM ¢ recuperar a
consisténcia discreta do SPH. Nesta abordagem, uma aproximag¢do com ntcleo reprodutor
(Reproducing Kernel, RK) € introduzida para impor uma condi¢do de consisténcia para
uma ordem desejada. Ordens elevadas de consisténcia sdo alcangadas pelo enriquecimento
das fungdes de base polinomiais locais (Chen et al., 1998). Assim, a idéia principal do
RKPM ¢ adicionar uma fun¢édo de corre¢do a funcdo peso. Esta funcdo € particularmente
util na melhora das aproximacdes feitas pelo SPH préximo ao contorno. A Equacio (2.24)

pode ser escrita como (Gu, 2005):

u' ()= [ K(x—yu(y)dQ, (2.29)

Qs
Caso o nicleo K(x-y) seja igual a funcdo de delta de Dirac &x-y) a funcdo u(x) serd
representada exatamente. O niicleo K pode ser construido de forma a reproduzir um

polindomio de ordem k (consisténcia de ordem k). A Equacdo (2.29) pode ser reescrita como

(Fries e Matthies, 2004):
u'(x) = [Cxy)wx—yu(y)dQ, (2.30)
Qs
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onde w € a funcdo peso ou fungdo nucleo ou ainda fung¢éo janela no contexto do RKPM. Qg
€ o dominio associado ao suporte de x. Se K(x, y) = w(x —y) (caso do SPH), a aproximacao
pode ndo cumprir os requisitos de consisténcia. Para contornar este problema o nicleo
K(x, y) é modificado com uma fun¢éo de correcdo C(x, y), desta forma tem-se K(x, y) =
C(x, y) w(x — y). Para definir o niicleo modificado a funcdo de correcdo deve ser
determinada de forma que a aproximagd@o tem consisténcia de ordem k (Fries e Matthies,

2004).

E importante observar na Equagio(2.29) que os métodos com nticleo reprodutor sdo uma
forma continua de aproximacdo. Contudo, para a avaliagdo de tal integral na pritica, o

método RK tem sido discretizado como (Fries e Matthies, 2004, Gu, 2005):

uh(x):iK(x,x,)u,AVi , (2.31)

i=1

onde u; € u(x;). Gu (2005) cita algumas areas de aplicacio do RKPM, como: grandes

deformacgdes, estruturas inelasticas, dinamica de fluidos, estruturas actsticas, etc.

2.6 METODOS DA PARTICAO DA UNIDADE, PUMs

Os métodos sem malha podem ser baseados na parti¢cdo da unidade, que € um paradigma
no qual um dominio € coberto por sobreposi¢des de subdominios, cada um associado a
uma funcdo de forma ¢(x), a qual apresenta suporte compacto e possui a seguinte

propriedade (Belytschko et al., 1996):

D ¢ (x)=1em Q. (2.32)

I

A condi¢do essencial para a particdo da unidade mostrada na Equacdo (2.32) € idéntica a
condi¢do de consisténcia de ordem zero, assim, pelo menos um polindmio constante (x”, p

= 0) é reproduzido de forma exata.

Os métodos da particdo da unidade empregam uma base extrinseca. Métodos como PUM

(Babuska e Melenk, 1997), PUFEM (Babuska e Melenk, 1997, Melenk e Babuska, 1996),
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hp-clouds (Duarte e Oden, 1995, 1996, Duarte, 1996), XFEM (Sukumar et al., 2000, 2003,
Chabhine et al., 2006 2007), GFEM (Strouboulis et al., 2000, 2001, Babuska et al., 2000,
Babuska et al., 2004) podem ser incluidos nos PUMs.

2.6.1 METODO DA PARTICAO DA UNIDADE, PUM

O método da particdo da unidade € um método sem malha que pode definir aproximacgdes
por meio de funcdes convenientemente escolhidas, ndo apenas polinomiais, mas que pode
incluir polindmios como os de Taylor e os polindbmios de Lagrange (Babuska e Melenk,

1997).

Segundo Babuska e Melenk, (1997), o PUM permite a constru¢cdo de espacos ansatz com
propriedades locais determinadas pelo usudrio (ansatz quer dizer fungdo de ensaio ou
parametrizacdo preferida, (Gongalves, 2003)). O desenvolvimento deste método foi
motivado pela necessidade de novas técnicas para a solu¢do de problemas onde as
abordagens pelo MEF falham ou sdo excessivamente onerosas. O MEF classico é baseado
nas propriedades locais de aproximacdes por polindmios. Para certos tipos de problemas,
como equacdes com coeficientes aproximados ou problemas com solu¢des altamente

oscilatorias, os polindmios apresentam propriedades pobres de aproximagao.

A abordagem adotada neste método € partir de uma formulagdo variacional e entdo projetar
os espagos de aproximacdo e teste (ansatz) em vista do problema sob consideragcdo. As
principais caracteristicas dos métodos da particio da unidade sdo (BabuSka e Melenk,

1997):

i.  Permitir a inclusdo de conhecimentos prévios sobre a equagdo diferencial nos
espagos ansatz.

ii.  Possibilita construir facilmente espagos ansatz para qualquer regularidade desejada;
por esta razdo, estdo disponiveis espacos de aproximagdo (tentativa) para uso na

formulacgdo variacional de equagdes diferenciais de alta ordem.

A primeira caracteristica estd relacionada a aproximagdo local das propriedades dos
espacos construidos pelo método enquanto que a segunda caracteristica estd intimamente

relacionada a conformidade destes espacos.
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Para uma implementacdo bem sucedida deste método, trés questdes devem ser tratadas, as
quais sao similares as questdes relacionadas a outros métodos sem malha (DEM, EFGM,

hp-clouds, SPH, RKPM, GFDM (Babuska e Melenk, 1997):

i. A integracdo da func¢do de forma.
ii.  Definir uma base para o espago e controlar do nimero de condicdo da matriz de
rigidez criada pelo PUM.

ili. A implementacdo de condi¢des de contorno essenciais.

Os espagos de aproximagdo dos métodos classicos ki, p e h-p sdo espagos polinomiais por
partes que sdo continuos através dos contornos dos interelementos. Estas aproximagdes sao
feitas localmente por meio de polindmios. Na versdo A, o grau polinomial p € fixado
(geralmente p < 2) e a aproximacdo ¢é atingida pelo refinamento da malha /. Na versdo p a
aproximacdo local é feita pelo aumento da ordem dos polindomios. Segundo Babuska e
Melenk (1997) o método da parti¢do da unidade pode ser visto como uma generalizacio da
versdo cldssica h e p se os espagos de aproximacdes locais no PUM forem adotados como
espacos polinomiais. As propriedades locais de aproximacdo dos espagos construidos sio
bastante similares. A malha (4reas de refinamento) e a escolha do grau do polindmio em

cada elemento afeta muito o desempenho do #-p MEF.

2.7 GENERALIZED FINITE ELEMENT METHOD, GFEM

A denominag¢do Método dos Elementos Finitos Generalizados (generalized finite element
method) foi utilizada pela primeira vez por Melenk (1995). Este método foi apresentado
como uma generalizacdo do método dos elementos finitos classico. O GFEM apresenta

duas caracteristicas principais (Babuska et al., 2004):

i.  Utilizar malhas parcialmente ou totalmente independentes da geometria.

ii.  Enriquecer as aproximagdes pelo uso de fungdes especiais.

No GFEM as funcdes de aproximagdes do MEF sdo interpretadas como uma parti¢do da
unidade, onde as nuvens sdo compostas pelo conjunto de elementos finitos que concorrem

os nés dos elementos. Conforme exemplo mostrado por Barros (2002), para um espago

unidimensional, R', empregando-se funcdes de Lagrange lineares L(x) (PU), a funcdo
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L(x) possui um suporte d; = (el-1)U(el), conforme apresentado na Figura 2.4. Assim, a

aproximacdo inicial para uma posi¢do no interior do elemento el pertence ao espago gerado

pelas funcdes de aproximagdo dos pontos nodais x; € xy,1.

I’_‘,;_ |

’ . . ’
” e N

”’:'— l

e

d,

Figura 2.4 - Particdo da unidade (Lagrange linear): elementos finitos em R'.

Utilizando-se o enriquecimento do método das nuvens hp, a dimensdo do espaco de

elementos finitos é ampliada, p.ex., pela multiplicagdo da fun¢do base de cada né por um

conjunto de fungdes linearmente independentes quaisquer, LI. As funcdes LI sdo

aproximacdes locais que devem representar apropriadamente a solucdo sobre o suporte a

elas associado. A particdo da unidade € utilizada para gerar espacos de aproximacao local

como parte da aproximacao global.

A Figura 2.5 mostra a generalizag¢do desta formulacio para o espaco bidimensional, R?, por

meio de uma funcdo especial qualquer, de uma fungéo bilinear (PU de ordem 1) e do

produto entre as duas fungdes. A funcdo produto tem as caracteristicas aproximadoras da

funcdo especial empregada e o suporte compacto devido a PU (Barros, 2002).
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Funcio Produto

Aproximacio Local

Partigio da Unidade

Figura 2.5 - Enriquecimento da particdo da unidade.

2.8 METODO DOS MINIMOS QUADRADOS MOVEIS, MMQM

Uma forma de se realizar aproximagdes em métodos sem malha é por meio do uso do
Método dos Minimos Quadrados Méveis. Shepard (1968) propés o MMQM para realizar
interpolacdes de baixa ordem (funcdes Shepard). Lancaster e Salkaukas (1981)

generalizaram o método para aproximagdes de ordem elevada.

. ~ , ) d 2
Assumindo que uma fungdo continua # no dominio Q, onde Q c R, d=1,20u3, ué

aproximada pelo do método dos minimos quadrados moveis, por:

W'(x) =Y p(X)a(x) =p’ (Vax) (233)
i=1
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onde p;(x), € formado por m funcdes linearmente independentes (mondmios) que definem
uma base para o espaco dos polindmios de grau menor ou igual a m (m é o nimero de
termos da base), a; sdo os coeficientes do polinémio (Guedes, 2006, Pan et al., 2004,

2005).

No MMQM a fun¢io de aproximagao global de u é construida por aproximagdes locais em
cada ponto x de Q (Duarte, 1995). Lancaster e Salkauskas (1981) definem uma

aproximacio local por:

u(x—x;)=u"(x-x,) =ip,-(xj)a,-(X) =p’ (x;)-a(x) (2.34)
i=1

Os coeficientes a(x) sdo obtidos aplicando-se a técnica de minimos quadrados ponderados
para ajuste da aproximacdo local, a qual é obtida pela minimizacido da diferenca entre a
aproximacdo local e a fungdo (ou norma do residuo). Isto produz a forma quadritica

(Belytschko et al., 1996).
k m
Jx)=Dw,-[D. pi(x)a,(x)—u, ]’ (2.35)
j=1 i=1

onde u; = u(x;) € o valor nodal de u(x) no ponto Xx;, w(x) = w(Xx — X;) € uma func¢do nio
negativa com suporte compacto associada ao né x;. Além disso, n € o nimero total de
pontos nos quais a fungdo peso w;(x) ndo é desprezivel. A minimizacio de J(x) resulta em

(Pan et al., 2004, 2005):

AX)-ax)=B(x)-u (2.36)
onde

A= w, (0p(x, 0 (x,) (2.37)
B(x)=[w,(0p(x,) w,(®p(x,) w,®p(x,)] (2.38)
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u=[u,u,,u,l| (2.39)

a matriz A é quadrada e tem tamanho m por m, ja a matriz B tem tamanho m por n.

Isolando a na Equag@o (2.36) e substituindo a na Equacdo(2.34) a aproximagdo pelo

MMOQM §é

W'x)=¢"(x) - u (2.40)

onde ¢ ¢ a funcio de forma, dada por:

¢"(x) = p(x) - A (%) - B(x). 2.41)

O MMQM ¢€ considerado uma aproximagdo baseada no método dos minimos quadrados

ponderados, onde a fung@o peso, w, se desloca para o ponto X no qual se deseja definir a

aproximacdo. Uma propriedade importante MMQM € a consisténcia de ordem k, onde k é

o grau do polindmio de ordem mais elevada da base p(x). Para k = 0 (consisténcia de

ordem zero) o conceito da particio da unidade também é atendido pelo MMQM

(Belytschko et al., 1996, Guedes, 2006, Barros, 2002).

As funcdes de forma obtidas pelo MMQ apresentam as seguintes propriedades (Gu, 2005):

il.

iii.

1v.

N&o possuem as propriedades do delta de Kronecker, assim ¢ (x;) # 0. A Figura
2.6 ilustra esta desigualdade. A falta desta propriedade pode levar a um aumento no
custo computacional, pois em geral uma maior quantidade de nds é necessaria para
assegurar a exatiddo da aproximagao.

Particdo da unidade. Se uma constante € incluida na base, a fung¢do de forma € uma
parti¢do da unidade.

Se uma base linear ou polinomial de alta ordem ¢ utilizada, as fun¢des de forma
pelo MMQ apresentam consisténcia linear.

As continuidades locais e globais do dominio podem ser asseguradas quando a
funcdo peso apropriada é empregada. Assim a principal vantagem das fungdes de

forma relacionadas ao MMQ € que sua continuidade estd associada principalmente
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a fungdo peso utilizada, desta forma uma base linear pode ser empregada para gerar

uma aproximacao de alta ordem se a fun¢@o peso for devidamente escolhida.

° 'Y ® o7 * 1 (x)
e ¢ °*° ‘;—{-q_\k/
Y °

uh(_\;f)

Xy ¥

Figura 2.6 - Fungdo aproximagcio u”(x) e o pardmetro nodal u; na aproximacio pelo MMQ.
2.8.1 Relacao do MMQM com o método Shepard
Shepard (1968) introduziu no contexto da interpolacdo de dados a seguinte aproximacio

n

u" =y p(X)u, (2.42)

onde ¢(x) é
(2.43)

podendo ser interpretada como a distincia inversa ponderada. As fungdes de forma do
método Shepard podem ser vistas como uma forma da particio da unidade. O método
Shepard pode também ser visto como MMQM com uma base polinomial com ordem de
consisténcia zero, p(x) = 1. A demonstracdo da relacio € simples: basta considerar p(x) = 1

na func¢do de forma, Equacgdo (2.41), e substituir esta na Equacdo (2.40).
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2.9 DIFFUSE ELEMENT METHOD, DEM

Nayroles et al. (1992) apresentam o Método da Aproximacdo Difusa (Diffuse
Approximation Method, DAM) como uma generalizacdo da técnica de interpolacdo de
elementos finitos. Vdrias aplicagdes para o este método sdao indicadas, como solugdo de
equacdes diferenciais parciais ou ordindrias conduzindo ao Método do Elemento Difuso
(Diffuse Element Method, DEM). Algumas aplicacdes do DEM podem der encontradas em
(Nayroles et al., 1992): solucdo da equacdo de Poisson e solucdo de um problema

bidimensional de elasticidade.

Duarte (1995) apresenta uma revisao sobre o método do elemento difuso e evidencia que
método da aproximacdo difusa é idéntico ao MMQM proposto anteriormente por Lancaster

e Salkaukas (1981).

2.10 METODO DE GALERKIN SEM MALHA, EFG

A caracteristica essencial do método EFG € o uso de uma malha auxiliar, composta
somente de elementos de quadratura, que cobre completamente o dominio do problema
analisado. O método de Galerkin sem malha proposto por Belytschko et al. (1994) é
baseado no método do elemento difuso desenvolvido por Nayroles et al. (1992). Segundo

Belytschko et al. (1994) as principais diferengas entre o EFG e o DEM sio:

i.  Uso no método EFG de um grande niimero de pontos de quadratura arranjados em
células que cobrem o dominio.
ii.  Inclusdo de certos termos nas derivadas de funcdes, que eram omitidas no DEM.
ili.  Imposi¢do das condi¢des de contorno essenciais no EFG por meio do método dos

multiplicadores de Lagrange.
As modificacdes propostas para o método EFG proporcionam um aumento da exatiddo das
respostas em comparacdo ao DEM. O EFG tem sido aplicado em uma grande variedade de

dreas da engenharia, que incluem:

i.  Conformacido Mecanica (Xiong et al., 2004, Guan et al., 2007).
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ii.  Eletricidade (Chen et al., 2007) e Eletromagnetismo (Ooi et al., 2004, Parreira et
al.., 2006, Yang et al., 2006, Louai et al., 2007, Manzin, 2007).

iii.  Escoamento (Du, 2000, Recio et al., 2007) e Escoamento magnetohidrodindmico
(Verardi et al., 2002).

iv.  Estruturas de casca (Krysl e Belytschko, 1996, Liu et al., 2006a).

v.  Estruturas: engenharia civil (Karim et al., 2002, Tiago e Leitdo, 2004, Zeng et al.,
2006).

vi.  Fratura e propagacao de trincas (Belytschko et al., 1995a, Belytschko et al., 1995b,
Lu et al., 1995, Belytschko e Tabbara, 1996, Xu e Saigal, 1998, 1999, Krysl e
Belytschko, 1999, Belytschko et al., 2000, Lee e Yoon, 2004, Brighenti, 2005).

vii.  Mecéanica dos materiais: material eldstico-linear (Dolbow e Belytschko, 1998),
pseudo-elastico (Liew et al., 2004), superelastico (Ren et al., 2002), ndo-lineares
(Jun, 1996), viscoelastico (Haitian e Yan, 2003).

viii.  Placas e laminados (Krysl e Belytschko, 1995, Peng et al., 2005, Belinha e Dinis,
2007).

ix.  Transferéncia de calor (Singh et al., 2002, 2003, Singh e Jain, 2005, Dai et al.,
2005, Zhihua et al., 2007, Singh et al., 2007).

x.  Vibragdes (Chen et al., 2003, Peng et al., 2006).

O método de Galerkin sem malha é caracterizado pelo fato de somente ser necessario um
conjunto de pontos e a descricdo do contorno para gerar as equagdes discretas. As
conectividades entre pontos e as funcdes de aproximagdo sdo completamente construidas

pelo método (Dolbow e Belytschko, 1998).

O método EFG emprega o método dos minimos quadrados méveis para aproximar a
fun¢do u(x) em u" (x) em um dominio Q, sendo que dentro deste dominio € colocado um
conjunto de pontos x;, onde [ varia de 1 até n, (Belytschko et al. 1996). As aproximagdes
sdo construidas a partir de trés componentes: (a) funcdo peso de suporte compacto,
associada a cada ponto, (b) uma base, geralmente polinomial, e (c) um conjunto de
coeficientes que dependem da posi¢do. Uma caracteristica comum a todos os métodos sem
malha € a funcdo peso, a qual € ndo nula somente sobre um pequeno subdominio ao redor
do ponto, o qual € chamado de suporte. O suporte da funcio peso define o dominio de
influéncia de um ponto I, que € o subdominio AC; sobre o qual um ponto particular
contribui para a aproximagdo. Os suportes mais utilizados sdo esferas e discos. A Figura
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2.7 mostra duas formas de suporte utilizadas no espacgo plano que sdo: discos e retangulos.
A sobreposic¢do de dominios de influéncia define as conectividades entre pontos (Dolbow e

Belytschko, 1998, Belytschko et al., 1996).

O Dominio de suporte do no I QI Dominio de suporte do no 1
1

(b)

Figura 2.7 - Pontos e suporte para o método sem malha: (a) disco, (b) retangulo.

Apesar do método EFG ser considerado um método sem malha quando se refere a
construcdo da funcdo de forma, uma malha serd necessdria para construir o sistema de

equacdes (Dolbow e Belytschko, 1998).

2.10.1 EFG Aproximacao pelo MMQM

Seja u(x) a funcdo de uma varidvel de campo definida no dominio Q. Aproximacao de u(x)

no ponto x é chamada de u'(x). A primeira aproximagdo pelo MMQM tem a forma

W'=Y p,(X)a, (0 =p" (x)-a(x). (2.44)

onde m € o nimero de termos do mondmio, p ¢ um vetor que armazena mondmios € o
vetor a os seus coeficientes, os quais sdo fungdes das coordenadas espaciais x. Para a

ordem m, p(x) pode ser escrito como:

P =[1 x x* ..x", (2.45)
e os coeficientes dos mondmios sdo dados por:
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a'(x)=[ap a1 a ... anl. (2.46)

Para base linear o vetor p(x) pode ser escrito como:

p'(x)=[1 x] casoID, (2.47)

p'(x)=[1 x y] caso2D, (2.48)

e para base quadrdtica o vetor p(x) é:
p'x)=[1 x ] caso 1D, (2.49)

p’x)=[1 xy ¥* xy y’] caso 2D. (2.50)

Os coeficientes, a(x), sdo obtidos pela minimizacdo do funcional quadritico J. Assim, o
funcional de um residuo ponderado é construido usando os valores aproximados da fungao

campo e dos parametros nodais u; = u(x;). J é

n

J=>wix-x,)px,) a® -u,] , 2.51)

1

onde w(x-x;) é a fungdo peso. O funcional quadritico mostrado na Equacdo (2.51), pode

Ser reescrito como:

J:[P‘a—U]T-W(x)-[P-a—U]. (2.52)

sendo P a matriz que aplica os mondmios aos nés do dominio de influéncia do ponto x
analisado. A matriz P tem dimensdo do nimero de termos da base monomial (m) pelo

nimero de ndés no dominio de influéncia (n). Para base linear bidimensional, tem-se:

1 1 ... 1
P=|x x, - x, |, (2.53)
Y Y2 Yo
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onde x; e y; s@0 as coordenadas espaciais dos nés que pertencem ao dominio de influéncia
analisado, sendo que o indice [ varia de 1 até n. A matriz W € diagonal e armazena os

valores da funcio peso w(x-x/). Assim,

w(x—xl) 0 0
Wx)=| 0 w(x—x,) - 0o | (2.54)
0 0 oo owlx—x,)

e o vetor U armazena os parametros nodais para as varidveis de campo analisadas para

todos os nds do dominio de influéncia.

U=[u u us... un]T. (2.55)

A minimizagdo do funcional quadrético J, dJ/da = 0, resulta em:

AX) - a(x) = B(x) - U. (2.56)

Sendo A, matriz de momento (ponderada), e B dados por:

AX)=P"T -WX)-P (2.57)
e

B(x)=P" - W(x)- (2.58)
Assim,

ax)=A'(x)- B(x) - U, (2.59)

desta forma, substituindo a equacdo (2.59) na equagdo (2.44), tem-se:

W'(x)=p'(x) - A'x) - Bx) - U, (2.60)

Definindo-se o vetor fungdo de forma, ¢, como:
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#x)=p'(x)- A" (x) - B(x). (2.61)
tem-se:

u'(x) = g(x) - U. (2.62)
O vetor u” pode ser escrito como:

h
[l & o]fu] e
{78l fef-ge
[ — =

D, u;
A fim de se determinar os derivativos a partir do deslocamento, Equacdo (2.62), é
necessario obter a derivada da funcdo de forma. As derivadas espaciais, para o caso 2D, da
funcdo de forma estdo indicadas nas Equagdes (2.64) e (2.65):
$.=(p A" B).=p A B+p Al B+p AB. (2.64)

¢,=p" -A"B),=p' ,-AB+p"-A', B+p' A"B, , (2.65)

onde os termos de derivadas apresentados nas Equacdes (2.64) e (2.65) estdo indicados nas

equacdes (2.66) a (2.71). As derivadas da matriz B, em notacdo virgula, sio:

B, =W, P, (2.66)

B, =W, P, (2.67)
e do vetor p,

pT,x =[010] caso 2D linear, (2.68)

pT,y =[001] caso 2D linear. (2.69)
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As derivadas da matriz A sdo calculadas por:

Ali=-AT A LAY

Aly=—AT A AT

onde
A =P’ ‘W, -P
A,y =p’ -W,y -P

2.10.2 Funcao Peso

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

Um componente importante no método EFG € a funcio peso (Equagdes (2.74), (2.75),
(2.76), (2.77), (2.78), (2.79) e (2.80)). A funcdo peso deve ser ndo nula somente em uma

pequena vizinhanga de x; (/ entre 1 e n), chamada dominio de influéncia do ponto, de modo

a gerar um conjunto de equacdes discretas esparsas, isto €, a funcdo peso tem um suporte

compacto. As fungdes de peso, w; , neste contexto, atuam de forma direta na fungio de

forma associada a cada ponto, assim a escolha da fung¢do peso afeta os resultados da funcio

aproximacao u". O suporte compacto destas fun¢des € uma caracteristica essencial porque

permite definir as fun¢des de aproximagdo em um cariter local. (Dolbow e Belytschko,

1998, Guedes, 2006). As funcgdes peso do EFG possuem as mesmas caracteristicas das

funcdes peso SPH indicadas na se¢do 2.3, que sdo:

ii

iii

v

w(X — X;) > 0 no subdominio de Qg;

w(x — x;) = 0 fora de Qg;

jw(x—x,)dg=1;
Q

decaimento monotonico ao longo do seu dominio;

w(ll x —x;1l, ) = &Il x — x;1l) com & — 0, onde &Il x —x; ) é a fungdo delta de

Dirac.
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onde Qg é o dominio associado ao suporte de x. Para casos unidimensionais, definindo dj

=llx-x;l, e r=d;/dy;, onde d,; é o tamanho do dominio de influéncia do Iésimo ponto.

A funcdo peso pode ser escrita com fungdo de um comprimento normalizado r. As fungdes

peso unidimensionais mais utilizadas sao:

Ctbica spline (Belytschko et al., 1996)

z—4r2 +4r’
3

wx—x,)=w(r)= §—4r+4r2 —gr3

0

Quirtica spline (Belytschko et al., 1996)

2 3 4 4
W(x—x,) = w(r) = 5—61* +8r —gr

0

Quinta ordem spline (Xiaofei et al., 2004)
w(x—x,)=w(r)=

Exponenciall (Belytschko et al., 1996)

—(rie)’
wx—x,)=w(r)= €
0

Exponencial2 (Long e Hu, 2003)

—(r/a)

e
wx—x,)=w(r)= {O

{1—10r2 +20r° —157* +47°

1
ara r < —
P 2

1
ara —<r <1
para 5

para r>1

para r<1

para r>1

para r<1
para r>1

para r <1

para r>1
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2.75)
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2.77)
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Gaussiana (Belytschko ef al., 1994)

<
o para r=l (2.79)
0 para r>1

wx—x,)=w(r)=

Conica (Belytschko et al., 1994)

1_ 2k S 1
wx—x)=wr) =1 pata 7 : (2.80)
0 para r>1

onde ¢, fe k sdo pardmetros das equacgdes peso. Outras fungdes peso sdo apresentadas em
Fries e Matthies (2004) e Xiaofei et al. (2004). O tamanho do dominio de influéncia do

ponto, d,,;, € dado por:
dml = dmax - C1 (281)

onde d,.x € um parametro de escala o qual varia geralmente entre 2,0 e 4,0 para andlise
estatica, segundo Dolbow e Belytschko (1998). Em uma dimensdo com base linear, a
distancia ¢; de um pontos é a maxima distincia dos vizinhos mais préximos assegurando
que cada ponto ird ter pelo menos dois pontos vizinhos no dominio de influéncia (Dolbow
e Belytschko, 1998). O parimetro S na fungdo peso Gaussiana permite atribuir pesos

relativos dentro do dominio de influéncia.

Com relacdo as Equacdes (2.64), (2.65), (2.70) e (2.71) pode se verificar que para o cilculo
das derivadas das matrizes A e B € necessdrio calcular a derivada da funcio peso. Para o

caso da fung¢do cubica spline tem-se:

(— 8r’ +12r2)(sign(x—x1 ) para r < %
%E%%z (—4+8r—4r2)(sign(x—x1 ) para %<r£1 . (2.82)
0 para r>1
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As fungdes peso w(x — X;) para o caso multidimensional R”, podem ser definidas a partir

do caso unidimensional w(x — x;). Os dois casos mais freqiientes sio:

L. wx-x;)=wlx —x/l)

i, w(x-x,)=TT" wlllx, — x, 1I).

Em R? a funcdo de peso possui forma circular para o caso (i) e forma retangular para o

caso (ii). Normalizando as distancias para o caso (ii), a fun¢@o peso para qualquer ponto é

dada por:
w(X = Xp) = w(ry) - w(ry) =wy. wy, (2.83)

onde w(ry) ou w(ry) é dado pela substituicio de r por r, ou ry, respectivamente, nas

Equacdes peso mostradas (Equacdo (2.74) a (2.80)). Os valores de r, e ry sdo dados por:

o=

ro=— (2.84)
i} dlnX
[y =]
= (2.85)
sendo
Ay = dpax - Cu1 (286)
dmy = Qmax . Gyl > (287)

onde ¢, € ¢y sdo determinados para um ponto particular pela busca por pontos suficientes
na vizinhanga para satisfazer a base em ambas as dire¢cdes. Se os pontos estdo
uniformemente distribuidos, os valores de ¢, € ¢,y podem ser definidos com a distincia

entre os nds nas dire¢des x e y, respectivamente.
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As derivadas da func¢do peso sio dadas por:

W, =—=w,, (2.88)
dx
dw,

w,, =——w,, (2.89)

onde dw./d, e dw,/d, sdo dados, por exemplo, pela Equacdo (2.82) com r substituido por r,

e ry, respectivamente.

2.10.3 Integracao de Fundo

A discretizacao pelo método de Galerkin recai na forma fraca. A func¢io de forma € entao
utilizada na equac@o da forma fraca para obter as equacgdes discretas (Belytschko et al.,
1996). A principal questao nos métodos sem malha gira em torno de como realizar as
integracoes das equacdes discretas. Belytschko er al. (1996) citam trés tipos de
aproximacgdes que podem ser realizadas: (a) integracio no ponto; (b) células, Figura 2.8(a);

e (c) malha de elementos finitos de fundo utilizada para a quadratura, Figura 2.8(b).

(a) (b)

Figura 2.8 - Técnicas de quadratura para métodos sem malha:

(a) célula de quadratura (b) elemento de quadratura.

Segundo Belytschko et al. (1996), a aproximagdo por integragdo no ponto ¢ mais rdpida,
mas a colocacdo nodal parece sofrer instabilidade. O segundo e terceiro casos t€m como

desvantagem resultar em um método que ndo é verdadeiramente sem malha. Para estes
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dois dltimos casos, pontos da quadratura de Gauss ou a regra do trapézio podem ser

utilizadas para realizar a integracdo (Belytschko et al., 1996).

Na Figura 2.9 € apresentado um caso geral para a integracdo por elemento de quadratura. A
geometria do dominio do problema € inicialmente modelada e um conjunto de nds é
utilizado para representar o dominio do problema. Pontos de quadratura X, sdo adicionados

as células de integrag@o, cada ponto possui um dominio de influéncia ou suporte.

XQ Nos
; 7
(o o [ o0 N
o e QO O O Xq
o/| ©
O O O O Cy'/<\__
O o5 O/ 0 O O
{ .ko_é @)
o © P
\ 00 X0 o x O /

Dominio de influéncia ~ Xq  Célula de integragiio
suporte

Figura 2.9 - Integracdo do dominio utilizando elementos de quadratura indicando os pontos

de quadratura xo, suporte ou dominio de influéncia, nos e células de integracao.

Tanto no MEF quanto no EFG, a integracdo numérica é um processo que consome tempo
(computacdo da matriz de rigidez). No MEF, a malha de integrac@o estd relacionada ao
elemento finito utilizado. Para obter resultados precisos a malha de elementos deve ser
suficientemente refinada e um ndmero suficiente de pontos de integracdo deve ser
utilizado. Todavia, no EFG a malha de fundo € necessdria somente para realizar a
integracdo computacional da matriz de rigidez. Portanto, uma malha de fundo com
densidade apropriada deve ser projetada para obter uma solug@o aproximada de precisdo

desejada. Contudo, isso s6 pode ser feito apds realizar uma investigacio detalhada para

revelar a relagdo entre a densidade do campo de pontos e a densidade da malha de fundo. A

45



primeira coisa que precisa ser abordada é o nimero minimo de pontos de integracdo

quando ¢é adotada a integracdo numérica (Liu, 2004).

Para o MEF se o nimero de relacdes independentes fornecida pela integracao de todos os
pontos € menor que o nimero de varidveis desconhecidas, a matriz de rigidez K deve ser
singular (Zienkiewicz e Taylor, 2000). Este conceito também pode ser aplicado, em
principio para o EFG. O ndmero de varidveis desconhecidas N, para um problema 2D,

deve ser:

N,=2Xn,—ny, (2.90)

onde n, € o nimero de nés no dominio Q e ny€ o nimero de graus de liberdade restritos no

dominio Q (Liu, 2004).

Trés relagdes de deformacgdo independente sdo utilizadas na integracdo em cada ponto de
quadratura. Assim, o nimero total de equa¢des independentes pertinentes aos pontos de

quadratura, Ny é:

No=3xng, (2.91)

onde ngp € o nimero total de pontos de quadratura no dominio Q. Desta forma, Ny deve ser
maior que N, para permitir a singularidade da solucdo e o nimero minimo de pontos de
quadratura deve ser maior que N,/3. Assim, o nimero total de pontos de quadratura ng
deve ser pelo menos dois tercos do nimero total de nds sem restri¢cado aplicada no dominio

do problema,

No >N, =2n, ou ng > (2/3)n, para problemas 2D, (2.92)

esta regra ¢ o minimo exigido, porém ndo o suficiente exigido.

Para um dominio que apresenta distribui¢do regular de nds e células de integragdo de

fundo, conforme mostrado na Figura 2.10, N, e N, s@o os nimeros de nos nas direcdes x e

v, respectivamente. A densidade de células da malha de fundo € definida por n, x n,, onde
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ny € ny sdo o nimero de células de fundo nas direcdes x e y, respectivamente. O nimero

total de pontos de quadratura pode ser calculado por:

ng =Ng X Ny X Ny, (2.93)

onde n, € 6 nimero de pontos de amostragem de Gauss dentro de uma célula (Liu, 2004).

O ndmero total de equagdes independentes utilizadas em todos os pontos de quadratura,

Ny, pode ser calculado substituindo Equagdo (2.93) em Equacdo (2.91):

Ng = 3% ng =3 x (ng X ny X ny). (2.94)
Nx
C\ 7 7 N 7 q
D O O O O O @) O O O D
Ny © O O O @] O @) O @) O
D O O O O O O @) ©) O D
C D
(a)
1y
y
(b)

Figura 2.10 - Representacdo de um dominio que apresenta, (a) distribui¢do regular de

pontos (N, e N,) e (b) células de integragao de fundo (n, € n,).
Segundo Liu (2004), quando Ny < N, ndo se obtém solucdes estdveis € mesmo para Ny >
N, ndo garante necessariamente uma solucdo precisa, segundo ele, um resultado com
precisdo aceitdvel pode ser obtido utilizando:

No > 4N, ~ 5N, = 9n, (2.95)

47



ou

ng > 3n;, (2.96)

assim, tem-se como uma regra empirica que um numero suficiente de pontos de Gauss

total deve ser ao menos trés vezes o nimero total de nés (Liu, 2004).
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3 ELASTICIDADE LINEAR

A solucdo de um problema estitico da mecanica dos sélidos requer (Fenner, 1986, Bathe,

1996):

i. O equilibrio de for¢as e momentos em todos os pontos do corpo;
ii. A compatibilidade de deformagdes, garantido a continuidade do material;
iii.  Estabelecimento de equacdes constitutivas relacionando tensdes e deformacdes;
caracterizando as propriedades fisicas dos materiais;

iv. A imposicdo de condicdes de contorno para o problema particular.

As equacdes de equilibrio e compatibilidade sdo aplicadas em qualquer problema
mecanico pertinente a sélidos estaticos envolvendo pequenas deformagdes, contudo sio
insuficientes para determinar o comportamento mecanico do material. As equagdes
constitutivas dos materiais relacionam suas tensdes e deformacdes, deste modo, sdo
particulares para cada material e servem para classificd-los segundo o seu comportamento

mecanico.

3.1 FORMA FRACA

Aplicando-se o equilibrio das forcas internas e externas em um corpo s6lido qualquer, tem-

se a equagdo de equilibrio,

V.e6+b=0, em Q, 3.1

sendo o o tensor de tensdes e b o vetor forcas de campo (forcas externas de campo por

unidade de volume). Em notaco indicial

0.,
i 1 =0 (3.2)
ox,

1

ou, devido a simetria de G,
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E)GU
—+b, =0. (3.3)
ox .

J
Considerando as condicdes de contorno para os deslocamentos na superficie, I',, tem-se
que u; = u;'“ e que para as forcas atuantes em I, é vilida a relacio om = t, onde n é um

vetor unitdrio normal a superficie.

Considerando-se qualquer deslocamento arbitrario u’ que satisfaca a relaciou’ = 0 em I,

onde u’ € o deslocamento virtual, pode-se definir o trabalho virtual como sendo:

d ju'ﬁbi ', - (3.4)

do,

W = j
ox
Sendo ente trabalho nulo

j@: Ju dQ+jb u'.dQ =0. (3.5)

Considerando-se a identidade matemaética indicada na Equacdo (3.6):

90 [ 9% | 15 [ O (3.6)
ox; ox; "\ ox,

Isolando-se o termo (d0;;/dx;) u’; e o substituindo na Equacdo (3.5), tem-se:

9o ' -
j[ G””’Jdg—jau(a” de+J'b ',dQ =0, (3.7)
ox; 2 ox;

Q

Utilizando o teorema da divergéncia de Gauss,

j(ag;”’jdg (o, u,)n,dr (3.8)

Q
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e substituindo na Equacdo (3.7),

',
l(a,.j u'i)nde—SJ;O'ij(%j’JJQ+£bi u' dQ =0, (3.9)

sendo (du’;/dx;) o gradiente de u’. Como Vu’ pode ser decomposto em uma parte simétrica

€ outra anti-simétrica, tem se:

. o, o
aui:l aui+ l/i] +l al/ii_ M] (310)
dx; 2{dx; dx; ] 2{dx; Ox

onde a parte simétrica € o tensor de deformagdes virtual (£;) e a anti-simétrica € o tensor

2

de rotagdo virtual (W’;). Como o tensor de tensdo (o) € simétrico, W’ € nulo. Desta forma:

'. ll a '_
au, :l al/i, n u,; =8'i" (311)
dx; 2{dx; o !

J

Substituindo-se a Equacdo (3.11) na Equacdo (3.9), obtém-se:

[lo,uw)ndr-[o, &, da+[bu,aa=0, (3.12)
Q Q

I
como o-n ={¢, tem-se:

ljr,. u'idT—E[GU €, dQ+E|;bl. u',dQ =0. 3.13)

Como o e €’ sdo simétricos podem ser escritos na forma vetorial:

Is'-ch:Ib-u'dQ+It‘u'dF. (3.14)
Q Q

I*I
Como o =D - ¢€’, onde D é a matriz de elasticidade do material,
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is‘-D-sdQ =£b-u‘dg+jt-u'dr. (3.15)

L

A Equagao (3.15) constitui a forma fraca do problema de equilibrio de um volume sélido.
Sendo o termo do lado esquerdo da equagdo referente ao trabalho virtual interno e os

termos do lado direito ao trabalho virtual externo.

3.2 IMPOSICAO DAS CONDICOES DE CONTORNO

Para a elasticidade linear, o funcional utilizado € a energia potencial, I1, e as variaveis sio

os graus de liberdade,
n=1js.D-sdQ—jb-u'dg—jt-udr. (3.16)
29 Q I,

A condi¢do de contorno para os deslocamentos na superficie, I',, conforme ja citado é: u; =
u'". Adicionando esta condi¢do, por meio do método dos multiplicadores de Lagrange ao
funcional para o problema de elasticidade, tem-se esccrevendo os tensores na forma

vetorial:

n=ljs-D.sdQ ~[b-ud@-[t-udr- [ (u-u)ar (3.17)
2 Q 1y L

Q 1

Ou tensorial
H:lIVu;D:VudQ—jb-udg—jt-udr—jx-(u—ﬁ)dr. (3.18)
29 Q I, I,

Utilizando o principio variacional, a Equacéo (3.17) se reduz a

A=[& D-£dQ ~ [b-&adQ~ [t &adl - [&-(u-u)dl - [1-&udl=0. (319
Q Q ¥ L, L

t

ou
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I&.D.gdg _.[b.(ildg—.[t-(ildl“—].&-(u—l_l)dl“—Jk-éildrzo. (3.20)
Q T, L,

Q T,

Os trés primeiros termos da Equacdo (3.20) representam a forma fraca para o problema de
elasticidade ja mostrado na Equagdo (3.15), onde du e u’ sdo variagdes infinitesimais de u.
A mesma analogia € vélida para €. Os dois dltimos termos sdo as condi¢des de contorno,

inseridas na equagdo da forma fraca por meio dos multiplicadores de Lagrange.

De forma a obter equagdes discretas a partir da Equagdo (3.20), aproxima-se u e du por

analogia a Equacéo (2.61). Os multiplicadores de Lagrange, A, podem ser expressos por:

Alx)=N(s)A, (3.21)

oA(x)=N(s), (3.22)

7z

onde N é um interpolador de Lagrange e s € um arco de comprimento ao longo do
contorno. Substitunido-se na Equacdo (3.20) as equacdes da funcdo aproximacgdo e as

Equacgdes (3.21) e (3.22), recai-se em:

[I(BT DB)udQ —j¢Tb dQ - j¢Ttdr— j¢TN/1dr]5u + [— j¢TNudr—jNﬁ dr]&:o (3.23)

& o)/l

sendo K a matriz de rigidez, G a matriz de condicio de contorno, u o vetor deslocamento
nodal, A os multiplicadores de Lagrange, f o vetor forca e q o vetor que armazena as

condicdes de contorno,

3.2.1 Caso bidimensional
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Para o caso bidimensional e tridimensional as matrizes e vetores da Eq. (3.24) podem ser

€SCritos como:

K, =[B,-D-B,dQ, (3.25)
Q
G :_J¢1 ‘Nydl, (3.26)
l—‘ll
f,=[¢" bdQ+[g" tar (3.27)
Q T,
€
q, =—jN,T udr. (3.28)

Fll

Para o caso bidimensional, pode-se escrever:

¢1,x 0
B,=| 0 ¢1’y , (3.29)
¢1,y ¢1,x
N :{Nz 0 } (3.30)
0 N,
1 v 0
=1Ev2 - — (3.31)
2

onde D é a matriz de elasticidade para o estado plano de tensdo, £ é o médulo de

elasticidade ou mdédulo de Young e v € o coeficiente de Poisson.

3.2.2 Caso unidimensional
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Para o caso unidimensional o interpolador de Lagrange € unitdrio por ndo haver superficie
de interpolarcdo e a matriz B pertinente a derivada da funcio de forma pode ser escrita em

notagdo virgula como indicado na Equagdo (3.32).

K, =£¢IT,XE¢,,X dx (3.32)
Gy == 1, (3.33)
f, = _[¢,Tb dx+ ¢,Tt |rr (3.34)
q,=-u (3.35)

E ¢ o mddulo de elasticidade, e @ ¢é a funcdo de forma

3.3 DESCRICAO DO CODIGO

3.3.1 Caso bidimensional

O programa resolve o problema de uma viga engastada com comprimento L, largura D e
profundidade unitdria sujeita a um carregamento fletor concentrado, P, no lado livre da

viga, conforme representado na Figura 3.1.

N
O

D

NANANAN

Figura 3.1 - Viga engastada com carregamento de flexdo aplicado na extremidade livre.

Para um estado plano de tensdes a solu¢do exata deste problema é apresentada por

Timoshenko e Goodier (1970). As deformacdes em x e y sdo, respectivamente, dadas por:
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u, =22 (6L—3X)x+(2+1/)(y2 —%2]} (3.36)

P D*x
A e +(3L—x)x2] (3.37)

Sendo P o carregamento méximo aplicado, £ o médulo de elasticidade, x e y as

coordenadas em x e y do ponto analisado e / 0 momento de inércia dado por:

;D (3.38)
12

As tensdes correspondentes aos deslocamentos (Equagdes (3.36) e (3.37)) sdo:

__PL-xy (3.39)
X I ’
o, =0, (3.40)
__P(D"_ 2 (3.41)
Y 21\ 4

A Figura 3.2 mostra a solugdo exata para o deslocamento em y calculada pela Equacdo

(3.37).

gomz

o4

Yy

s

oms-

ool
10

20

Posigdo ()

. 40
Posigiio () sg -10

Figura 3.2 - Solucido analitica para campo de deslocamento em y do problema proposto.
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O primeiro passo para a simulacao € escolher as dimensdes da geometria a ser analisada (D
= 12 e L = 48 Unidades de Comprimento, UC) bem como suas constantes materiais
(mdédulo de elasticidade, E = 30%x10° unidades de pressdo, coeficiente de Poisson, v = 0,3).

A Figura 3.3 mostra o dominio Q e o sistema de coordenadas utilizado.

L=48

Figura 3.3 - Dimensdes (D igual a 12 e L igual a 48 unidades de comprimento) e sistema

de coordenadas do dominio Q.

Em seguida, deve-se arranjar nds no interior e no contorno do dominio. As coordenadas x e
y destes nds sdo armazenadas em uma matriz. Para a geometria apresentada na Figura 3.3 é
feita uma distribui¢do uniforme de nés com espacamento na dire¢do x de 3 UC e na direcdo

y de 10 UC, conforme mostrado na Figura 3.4.

T 6 1M 16 21 26 31 36 41 46 51
» [ ] L] [ ] [ ] L [ ] [ ) L J [ ]

2 ;7 12 17 2 2 32 37 42 47 52
5 s 13 "1 "3 28 "33 "3 43 48 53
o L . L] L ] L) L] L] Ld L]

f o 14 19 "2 20 34 “30 a4 4o sa
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

Figura 3.4 - N6s distribuidos regularmente no dominio (55 nos).

O EFG nio ¢ verdadeiramente sem malha pelo fato de precisar de uma malha de fundo

para realizar a integracdo. A Figura 3.5 mostra uma malha de elementos retangulares
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composta por 40 células de integracdo de fundo, as quais estdo uniformemente distribuidas

sobre o dominio. As conectividades destas células devem ser armazenas.

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37
2 6 10 14 18 22 26 30 34 38
3 7 11 15 19 23 27 31 35 39
4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

Figura 3.5 - Células de integracdo para o EFG distribuidas sobre o dominio €.

Neste programa, cada célula utiliza 4 pontos de Gauss em cada direcdo para realizar o
processo de integracdo. A combinagdo destes 4 pontos em cada dire¢do gera 16 pontos
amostrais de Gauss em cada uma das células. O peso, coordenadas e Jacobiano para cada
um destes pontos € armazenado. A representacdo dos 640 pontos amostrais de Gauss (40

células X 16 pontos amostrais por célula) é feita na Figura 3.6.
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Figura 3.6 - Distribui¢@o dos 16 pontos amostrais de Gauss em cada uma das 40 células de

integracao.
Deve-se entdo fazer a montagem da matriz de rigidez K. Esta matriz é montada por dois

lagos. O lago externo € sobre todas as células da malha de fundo (background mesh) e o

lago interno € executado sobre todos os pontos amostrais de Gauss da célula.
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Para cada ponto amostral, deve-se:

i.  Determinar os pontos que fazem parte do seu dominio de influéncia - niimero de
nods e quais nods pertencem ao dominio.
ii.  Calcular a fun¢éo de forma e suas derivadas, Equacdes (2.61), (2.64) e (2.65).
iii.  Montar a matriz de B (derivada da funcdo de forma, Equacdes (2.66) e (2.67)).
iv.  Calcular da matriz de rigidez parcial.
v.  Calcular os graus de liberdade que pertencem ao dominio de influéncia do ponto
amostral analisado (por meio do dominio de influéncia obtido).

vi.  Montar a matriz de rigidez K global, Equacdo (3.25).

A Figura 3.7 mostra o dominio de influéncia do ponto amostral 640 o qual é composto por
16 nés: 37, 38, 39, 40, 42, 43, 44, 45, 47, 48, 49, 50, 52, 53, 54, 55 (numeracgdo dos nods,
Figura 3.4).
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/

Ponto amostral ¢

Dominio de influéncia

Figura 3.7 - Dominio de influéncia do ponto amostral de Gauss 640 (composto por 16 nods).

Apds a montagem da matriz precisa-se analisar as condi¢des de contorno impostas. Estas

sdo de forca e de restrico.
Para o contorno com forga aplicada, deve-se:

i.  Ler de arquivo, armazenar nimero de nds e identificar os que possuem forca

aplicada. Como também, ler de arquivo e armazenar as coordenadas destes nos.
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ii.  Posicionar os pontos amostrais de Gauss ao longo dos contornos que possuem forca

aplicada.

A Figura 3.8 mostra os 16 pontos de Gauss posicionados sobre o contorno, para o caso

apresentado na Figura 3.6. O peso, coordenadas e jacobiano devem ser armazenados.

Figura 3.8 - Forgas aplicadas no contorno: X pontos amostrais de Gauss e ® nés do

dominio.

Com os pontos amostrais de Gauss € possivel fazer a integracdo das for¢as no contorno, da

seguinte forma, Equacgdo (3.27).

Para tanto para cada ponto amostral, deve-se:

i.  Determinar os n6s que fazem parte do dominio
ii.  Calcular a funcdo de forma para o ponto de Gauss, Equacdo (2.61). Calcular o valor
da forga (vetor t) atuando no dm.
iii.  Adicionar ao vetor f (Equagdo (3.27)) os valores calculados de t e da fungdo de

forma relativos ao dominio do ponto amostral analisado.
A Figura 3.9 mostra o dominio de influéncia para o primeiro ponto de Gauss. O dominio

deste ponto € formado pelos nés 36, 37, 38, 39, 41, 42, 43, 44, 46, 47, 48, 49, 51, 52, 53,

54 (numeragdo dos nds, Figura 3.4).
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Dominio de influéncia
Ponto amostral x
A

Figura 3.9 - Dominio de influéncia do primeiro ponto amostral de Gauss no contorno com

forca aplicada.

Para os contornos com restri¢cao, deve-se:

i.  Ler de arquivo, armazenar o nimero de nés e identificar os que possuem restricao
aplicada. Como também, ler de arquivo e armazenar as coordenadas destes nos.
ii.  Posicionar os pontos amostrais de Gauss ao longo do contorno que tem restricao

aplicada.

A Figura 3.10 mostra os 16 pontos de Gauss colocados no contorno para o caso

apresentado na Figura 3.4. O peso, coordenada e Jacobiano devem ser armazenados.

Figura 3.10 - Restricdes aplicadas no contorno: X pontos amostrais de Gauss e ® pontos do

dominio.

Os pontos amostrais no contorno com restri¢cdo sdo utilizados para o célculo do vetor q,

Equacio (3.28), e matriz a G, Equacgao (3.26). Para o cédlculo de q deve-se fazer:
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Para cada ponto amostral:

i.  Calcular u para o ponto amostral por meio das Equacgdes (3.36) e (3.37).
ii.  Calcular os valores de interpolacio da matriz N. Esta matriz pondera os
deslocamentos calculados nos pontos amostrais sobre os nds com restricdo

aplicada. Interpolacg@o utilizada neste programa € linear.
Com relagdo ao célculo da matriz G, deve-se fazer:
Para cada ponto amostral:

i.  Determinar o dominio de influéncia. Calcular a funcdo de forma, Equacdo (2.61).

ii.  Calcular a matriz de interpolacao N.

A Figura 3.11 mostra o dominio de influéncia do primeiro ponto amostral de Gauss que
estd no contorno com restricdo aplicada. Os nds que pertencem a este dominio de
influéncia sao: 1, 2, 3,4, 6,7, 8,9, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 18, 19 (numeragao dos pontos,
Figura 3.4).

Ap6s montar as matrizes (K e G) e os vetores (f, q, u e A) necessdrios para representagao
do sistema fisico e imposicdo das condi¢des de contorno (método dos multiplicadores de

Lagrange) estrutura-se o sistema a ser solucionado conforme indicado na Equacao (3.24).

A solucdo do sistema de equacdes € feita pelo método de decomposicao LU. Este método
foi implementado com pivoteamento pelo fato do método dos multiplicadores de Lagrange
introduzirem valores nulos na diagonal principal da matriz. Apds a solu¢do, um novo lago

sobre os nos € feito de forma a obter os deslocamentos nodais.
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Figura 3.11 - Dominio de influéncia do primeiro ponto amostral de Gauss no contorno com

restricdo aplicada.

Para cada n6 do dominio, deve-se:

i.  Determinar os nés que fazem parte do seu dominio de influéncia.
ii.  Calcular a fun¢do de forma e suas derivadas, Equacdes (2.61), (2.64) e (2.65).

ili.  Fazer o produto da fung@o de forma e a solucdo do sistema para o n6 em analise.

A Figura 3.12 mostra o dominio de influéncia do primeiro nd, o qual é composto por 16

nos: 1,2,3,4,6,7,8,9, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 18, 19 (numeracdo dos nés ver Figura 3.4).

Dominio de influéncia

1 no »

Figura 3.12 - Dominio de influéncia do primeiro né do dominio.

Por ltimo, é efetuado o cédlculo das tensdes. Para isto, € feito um laco sobre os pontos

amostrais de Gauss e pontos nodais. Em geral, as tensdes sdo calculadas nos pontos
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amostrais de Gauss, contudo a visualiza¢do destes campos se torna mais dificil no método

sem malha. Assim, foi implementado um lago sobre os pontos do dominio e os resultados

obtidos com esta modificagdo estdo apresentados no Capitulo 5. O algoritmo para o

problema de elasticidade linear utilizando o método EFG pode ser resumido nas seguintes

etapas:

il
iii.

1v.

Vi.

Vii.
viii.

1X.

X1.
Xii.
Xiii.

X1V.

XV.

XVI.

XVil.

Leitura das dimensdes e propriedades do material (E, v).
Calculo da matriz de elasticidade para o estado plano de tensdes.

Estabelecimento das coordenadas nodais (leitura de arquivo).

Estabelecimento de uma malha de fundo (leitura de arquivo das coordenadas das
conectividades).

Leitura do fator de escala d,; 4.

Dominio de influéncia do ponto ou n6 em andlise: leitura do nimero de nés minimo
que deve estar na vizinhanga (dm com tamanho varidvel) ou célculo de dominio
de influéncia com d,,. e distdncia entre nds (caso uniforme) (dominio com
tamanho constante).

Estabelecimento das células de quadratura no dominio.

Estabelecimento dos pesos e Jacobiano para os pontos de Gauss de cada célula.

Laco sobre os pontos de Gauss:

a. Determina¢@o dos nds na vizinhanca dos pontos amostrais de Gauss.

b. Determinagdo dos pesos, funcdes de forma e derivadas para todos os nos.
c. Montagem da matriz B (derivada de fun¢éo de forma).

d. Adic¢ao das contribuicdes a matriz K.

Leitura dos nés no contorno de tracio (coordenada, quantidade de nds)

Leitura dos nés com restri¢do aplicada (contorno essencial).

Estabelecimento dos pontos de Gauss no contorno de tragdo e contorno essencial.

Integracdo das forcas no contorno de tracao para formar o vetor f.

Integragdo dos multiplicadores de Lagrange no contorno essencial para formar a
matriz G e o vetor q.

Imposicdo das condi¢des de contorno essencial utilizando os multiplicados de
Lagrange.

Solugdo para os parametros nodais u; (método LU).

Laco sobre os nés do dominio:

a. Determina¢do dos deslocamentos numéricos e analiticos para os nés do dominio.
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b. Cilculo do erro relativo.
xviii. Laco sobre os pontos de Gauss:
a. Determinagdo das tensdes numérica e analitica nos pontos de quadratura.
b. Ciélculo da norma do erro pela energia de deformacao.
xix. Laco sobre os nés do dominio:
a. Determinacg@o das tensdes numérica e analitica nos pontos nodais
b. Célculo da norma da energia.

c. Calculo do erro relativo.

3.3.2 Caso unidimensional

O caso estudado trata de uma barra unidimensional sujeita a esforcos de tracdo e que

possui uma de suas extremidades fixa (origem), conforme a mostrado na Figura 3.13.

\ & E & E

§ restricdo

Figura 3.13 - Barra unidimensional com condi¢des de contorno de forca (distribuida e ndo-

uniforme) e restricdo (engaste).

A Figura 3.14 esquematiza a distribuicdo uniforme de 11 nés em uma barra com
comprimento unitdrio. Cada célula de integragcdo (distdncia entre nds) possui um tnico
ponto de Gauss para o cdlculo da matriz de rigidez, K. Para aplicar a condi¢@o de restricao
em uma das extremidades da barra, um ponto de Gauss € posicionado na origem do sistema
de coordenadas (x = 0). As condi¢des de contorno de forca sdo aplicadas na barra de forma
distribuida e ndo-uniforme, nos mesmos pontos de integragdo da matriz K. Cada
carregamento, em unidade de forca, tem valor igual a respectiva coordenada do ponto de
integracdo no dominio. A Figura 3.15 mostra as coordenadas dos nds e dos pontos de

Gauss.
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ponto de Gauss restrito para a montagem de G

pontos de Gauss para a montagem de K
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Figura 3.14 - Barra com distribui¢do uniforme de nés e pontos de Gauss.

005 015 025 035 045 055 065 075 085 095 < coordenadas dos pontos de Gauss

0
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0

X
01 02 03 04 05 06 07 08 09 10— coordenadas dos nos

Figura 3.15 - Coordenadas dos 11 nés e 11 pontos de Gauss na barra com comprimento

unitdrio: distribui¢do uniforme.

O funcionamento do cédigo pode ser resumido no seguinte algoritmo:

1. Leitura do médulo de elasticidade e fator de escala do dominio (d,;;4y).
2. Posicionamento dos ndés no dominio e armazenamento de suas coordenadas.
3. Defini¢ao do nimero de pontos de integracdo (pontos de Gauss) e seu posicionamento

nas células de integracdo (armazenar peso, jacobiano e coordenadas dos pontos de

Gauss).
4. Laco sobre os pontos de Gauss (pontos de 1 a 10, Figura 3.14) para montagem da matriz
de rigidez (K) e do vetor (f):
a. Calculo de dm para cada ponto de integracéo.
b. Célculo do peso (e derivada fun¢do peso) de cada né pertencente ao dominio de
influéncia (dm) de cada ponto de integracao.
c. Calculo da funcdo de forma e suas derivadas.
d. Montagem da matriz de rigidez K (Equacdo (3.32)).
e. Montagem do vetor for¢a f (Equacio (3.34)): forgas aplicadas ao longo da barra.
5. Célculo de G (ponto de Gauss 0, Equagéo (3.33)).
6. Célculo de q (ponto de Gauss 0, Equacao (3.35).

7. Solugdo do sistema de equagdes (Equagdo (3.24)): obtendo-se u.

66



8. Laco sobre os nds do dominio:
a. Célculo de dm para cada nd.
b. Célculo do peso (e sua derivada) para cada n6 pertencente a dm por meio da funcio
de ponderacao.
c. Calculo da funcdo de forma.
d. Célculo do deslocamento (equagao (2.44)).
9. Laco sobre os pontos de Gauss (ponto de 1 a 10, Figura 3.14).
a. Célculo de dm para cada ponto de Gauss.
b. Célculo do peso e sua derivada para cada né do dominio de influéncia do ponto de
integracdo analisado.
c. Calculo da fungédo de forma e derivada.
d. Célculo da deformacdo (produto da solucdo do sistema pela derivada da funcio de

forma).
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4 ANALISE UNIDIMENSIONAL

Analisar os parametros de ajuste em uma aplicacdo unidimensional é mais simples, uma
vez que as curvas das funcdes de forma e de suas derivadas podem ser facilmente tracadas.
Esta andlise serve como ponto de partida para outros trabalhos, tendo em vista que o
processo de ajuste € bastante laborioso. Nota-se, ainda, que a aplicagdo unidimensional

serve de base para a simulacdo de problemas mais complexos.

Na andlise realizada verificam-se os pardmetros que afetam a construcdo da funcdo de
forma e de sua derivada, ou seja, o tipo de func¢do peso utilizada, o tamanho do dominio de
influéncia, o niimero de nés no dominio (concentracdo nodal), o critério para constru¢do do
dominio de influéncia (¢, definido por busca ou espacamento nodal) e o tipo da
distribuicao nodal (uniforme ou ndo-uniforme). Ao analisar os parametros do EFG busca-
se determinar faixas de valores para alguns destes (p. ex. tamanho do dominio de
influéncia), bem com determinar quais sdo mais adequados ao EFG (p. ex. tipo da funcio

peso).

Os resultados do caso unidimensional sdo pertinentes a uma barra com comprimento e
moédulo de Young unitérios. Esta € sujeita a esforcos distribuidos de tracdo e possui uma de

suas extremidades fixa, conforme mostrado na Figura 3.13.

Para a verificacdo dos resultados utiliza-se a norma de erro de um campo qualquer a, dada

por:

— 2
Norma erroa = \/Z (aexato 1~ Qumericol ) . (4 1)
1

A andlise unidimensional pode ser dividida de acordo com o tipo de distribuicdo de nds
que pode ser uniforme e ndo-uniforme. Nota-se que os resultados aqui apresentados
seguem o algoritmo da secdo 3.3.2. Neste capitulo, por fim, sdo feitas consideragdo a
respeito destes resultados unidimensionais. O Apéndice A mostra uma comparagdo entre
os resultados do EFG e do MEF. Villa Verde er. al. (2008b, 2008c, 2008d e 2008¢)

mostram alguns resultados tratados para o caso unidimensional.
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4.1 DISTRIBUICAO UNIFORME DE NOS

Para distribuicdo uniforme de nés foram feitos testes variando o fator de escala d,4y, O tipo
da funcg@o peso (spline e conica) e o nimero de nés no dominio (concentragdo nodal). Para
este tipo de distribuic@o nodal a distancia ¢, pode ser igual ao valor do espagamento entre

noés ou calculada com base nos, k, nds mais proximos (dm = ¢, X dygy)-

4.1.1 Casol: Dominio de influéncia, dm, com tamanho constante

Para uma distribui¢do nodal uniforme e dominio de influéncia com tamanho constante, ¢y
€ tomanda com valor igual ao espagamento nodal. Os testes realizados variam o valor do
fator de escala d,y, 0 tipo da funcao peso (spline e conica) e o nimero de nés no dominio.
Para um dominio com 11 nés, a Figura 4.1 apresenta o ndmero e o percentual de nés por
dominio de influéncia pertinentes ao laco da integracdo da matriz K e montagem de G e q,
ou seja, passos 4, 5 e 6 do algoritmo mostrado na secao 3.3.2. A Tabela 4.1 mostra, para
este mesmo dominio, o valor de dm associado a cada fator d,,, utilizado. Estes valores

independem da funcdo peso utilizada.

Tabela 4.1 - Valores de dm, em unidades de comprimento, usados no célculo do
deslocamento e das matrizes K e G, para um dominio com 11 nds.

dmax 1,5 A 2,0 dinax 2,5 A 3,0 dax 3,5 dipax 4,0

Dm 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40

O dmaxy 1.5 Ddmax 2,0 O dmax 2,5 W dmay 3,0 B dmax 3.5 O dmax4,0
100

11
10 90
w4
» 2 2 70
= 7 =l
: [ s 601 |
= 67 = 50
s |
PO s .
z = 40
3 E 1
Y g 3
g 29 g 204
g T
E 1 = 10
0- - 0-
01 2 3 4 5 6 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
dominio dominio
(a) (b)

Figura 4.1 - (a) Numero e (b) percentual de nés no dominio de influéncia utilizados na

integracdo de K para um dominio com 11 nés e dx = 1,5; 2,0; 2,5; 3,0; 3,5 e 4,0.
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As matrizes G e K sd3o montadas, respectivamente, com base nos valores da funcido de

forma e de sua derivada calculados sobre os pontos de Gauss, Equacgées (3.32) e (3.33).

A Figura 4.2a mostra o peso atribuido a cada um dos onze nds dentro do dominio, para
funcdo peso cubica spline e d,., igual a 1,5. A derivada da fung@o peso é mostrada na
Figura 4.2b. A funcdo de forma e sua derivada sdo apresentadas, respectivamente, na
Figura 4.2¢c e na Figura 4.2d. A Figura 4.3 apresenta o comportamento das funcdes peso e

de forma empregando o fator de escala d,,,, igual a 4,0.

——né0 —=—ndl ——nd2 né3 ——ndd —+—nds ——ndf ——nd7 néd  —e—ndd —=—ndll
0,8 10
0.7 81
06 ¢
0,5 4
] 27
04 1 Z 0 . : =
0.3 1 -21H 0, 0, 0, 0, 1o
0,2 4
0,114 -6
N
0 T T T T & -8
0,0 0,2 04 0.6 0,8 1,0 -10
posicio posigio
(a) (b)
1.0
0,9 1
0,8 1
0,7
0,6 1
= 0,51 -
04 A =
0,3 1
0,2 1
0,1 A
0,0 =—
0o 0,2 04 0.6 08 1.0
posi;ﬁo pOSiQﬁO
© (d

Figura 4.2 - (a) Fung@o peso, (b) sua derivada, (c) funcdo de forma e (d) sua derivada para

os 11 nés do dominio durante a integracdo de K: funcio peso ctbica e d,,,, igual a 1,5.

De acordo com a Equacdo (2.84), a medida que o valor de dm aumenta, diminui o valor de

r (raio normalizado por dm) para um dado né e, em conseqiiéncia, aumenta a amplitude
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méxima das fungdes peso (Equacao (2.74) a (2.80)) conforme mostrado na Figura 4.2a e na
Figura 4.3a. A fun¢do peso associada a cada né também tem um aumento da sua regido de
influéncia no dominio com o aumento de dm. A derivada da funcdo peso em relacdo a x
((dw/dr)(dr/dx)) tem sua amplitude diminuida pelo fato de ser dividida por dm, Figura 4.2b
e Figura 4.3b. Os valores das funcdes de forma (Figura 4.2c e Figura 4.3c) e de suas
derivadas (Figura 4.2d e Figura 4.3d), pertinentes a cada ndé do dominio, t€ém suas
amplitudes diminuidas com o aumento de d,. Isso porque, a matriz de momento A é
diretamente relacionada a w, que tem seus valores aumentados (amplitude e alargamento
da base). Contudo, a funcdo de forma, Equacdo (2.61), é calculada com a inversa de A, que

tém seus valores decrescidos com o aumento de dx.

——nél) —=—ndl ——nd2 nd3 ——ndd —+—ndd ——ndf ——nd7 néE  —e—néd —=—ndll

dw

0,0 0,2 0.4 0é 0.8 1.0
POSIGAD posigie

(@) (b)

d¢

0.0 0,2 04 0,6 0.8 1,0
posi;ﬁo pOSiQﬁO

(©) (d
Figura 4.3 - (a) Fung@o peso, (b) sua derivada, (c) funcdes de forma e (d) sua derivada para

os 11 nés do dominio durante a integracdo de K: funcio peso ctbica e d,,,, igual a 4,0.
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A Figura 4.4 mostra para os nés 0, 1, 5, 9 e 10, d,., igual a 1,5 e fungdes peso spline
(ctbica, quartica e quinta ordem) e conical (k igual a 1), o comportamento da funcdo peso,
Figura 4.4a, e da funcdo de forma, Figura 4.4c, bem como de suas respectivas derivadas,

Figura 4.4b e Figura 4.4d. A Figura 4.5 mostra os resultados para d,, igual a 4,0.

Conforme os resultados apresentados na Figura 4.4c, as fungdes de forma possuem o
mesmo comportamento, para todas as funcdes peso testadas, quando d,,, € igual a 1,5. Por
outro lado, a sua derivada mostra-se adequada apenas para as fungdes spline, Figura 4.4d.
Para d,,, igual a 4,0, a funcdo peso cdnica é a que apresenta menor decaimento em suas
ponderacdes (Figura 4.5a) e no valor da fungdo de forma (Figura 4.5c) para um dado né.
Assim, as derivadas das funcdes peso e de forma tornam-se mais planas (achatadas) para

um determinado n6 quando fung¢des conicas sdo empregadas ao invés de fungdes spline.

—— conical —— quartica —— quinta ordem —— cibica o 1né0 —w— ndl —— nd5 s ndd —— ndld
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5,0 ]
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(@) (b)
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0.6 1 >0
- 05 * o0 Ly
049 oo o 0F 04 p5 o o7 o0& of 1b
0,3 5.0
0,2
0,1 -10,0
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00 0,1 o 150

posigie posigio

(c) d

Figura 4.4 - (a) Fung@o peso, (b) sua derivada, (c) funcdo de forma e (d) sua derivada
pertinentes aos nds 0, 1, 5, 9 e 10 do dominio, para d,,,, igual a 1,5 e funcdes peso cubica,

quértica, quinta ordem e conical.
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A Figura 4.6 mostra a solucdo do sistema sem os valores dos multiplicadores de Lagrange

para dyq = 1,5; 2,5; 3,5 e 4,0 e para as fungdes peso cubica, qudrtica, quinta ordem (Figura

4.6a) e conicas de primeira e segunda ordem (Figura 4.6b). As respostas obtidas com as

funcgdes spline e conicas sdo mostradas em gréficos distintos, pelo fato das fungdes conicas

apresentarem uma maior faixa de valores em suas solu¢des. Nota-se que mesmo com

apenas a inclusdo das respostas obtidas com a fun¢do cdnica2 ocorre a impossibilidade de

visualiza¢do do comportamento das solu¢des geradas com as fungdes spline.

As variacdes na solugcdo da matriz global sdo decorrentes de alteracdes na funcdo de forma

e sua derivada, visto que a matriz de rigidez, K, € relacionada com a derivada da fungdo de

forma e a matriz G € construida com a func¢éo de forma.
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Figura 4.5 - (a) Fung@o peso e (b) sua derivada, (c) funcdo de forma e (d) sua derivada

pertinentes aos nés 0, 1, 5, 9 e 10 do dominio, para d,,, igual a 4,0 e fungdes peso cubica,
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A solucdo do sistema, empregando as funcdes spline, oscila nitidamente para a fungdo
cuibica quando d,,, € igual a 3,5 e 4,0, conforme mostrado na Figura 4.6a. Para as fun¢des

cOnicas as respostas oscilam consideravelmente em d,,,, igual a 2,5, para a funcio cdnical,

Figura 4.6b.
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Figura 4.6 - Solucio do sistema de equacdes para (a) trés fungdes spline e (b) duas fungdes

coOnicas, para d,,, igual a 1,5; 2,5; 3,5 e 4,0.

O deslocamento € calculado pela Equacdo (2.62), deste modo, deve-se computar a fungdo
de forma centrada em cada n6 do dominio. A Figura 4.7 mostra o nimero e o percentual de
nds considerados nos onze dominios de influéncia utilizados no cédlculo do deslocamento.

Estes valores independem da funcio peso utilizada.

A Figura 4.8 e a Figura 4.9 apresentam, para cada nd, o comportamento da funcdo de
forma e peso cibica, bem como de suas derivadas, utilizando, respectivamente, d,,,, igual a
1,5 e 4,0. Diferentemente do constatado durante a integracdo de K, a fung@o peso neste
caso ndo apresenta aumento em sua amplitude com o acréscimo de d,u,, pelo fato do
dominio de influéncia ter seu centro localizado sobre um né, local onde a funcdo tem

sempre valor maximo.
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Figura 4.7 - (a) Numero e (b) percentual de n6s no dominio de influéncia centrados no né

empregando dominio com 11 nds e d,,, igual a 1,5; 2,0; 2,5; 3,0; 3,5 e 4,0.
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Figura 4.8 - (a) Funcdo peso, (b) sua derivada, (c) fun¢do de forma e (d) sua derivada
pertinentes os 11 nés do dominio, no célculo do deslocamento: fungéo cibica e d,,, igual a

LS.
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A Figura 4.10a e a Figura 4.11 mostram, em funcdo de d,,, 0s valores da fun¢do de forma

obtidos em cada dominio de influéncia para os nés 0, 1, 5, 9 e 10, utilizando a funcio peso

cibica. A Figura 4.10b mostra a derivada da funcdo de forma para os mesmos nds e

valores de d,,, apresentados na Figura 4.10a. A funcdo de forma para cada dominio de

influéncia é uma particdo da unidade. Assim, quanto maior o dominio de influéncia, em

mais partes a funcdo de forma é desmembrada e seus termos tornam-se menores, ocorrendo

um achatamento e um alargamento das curvas com o aumento de ;-
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Figura 4.9 - (a) Fung@o peso, (b) sua derivada, (c) funcdo de forma e (d) sua derivada

pertinentes os 11 nés do dominio, no cdlculo do deslocamento: fun¢ao cubica e d,;,,, igual a

4,0.
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Figura 4.10 - (a) Fun¢do de forma e (b) sua derivada nos nés 0, 1, 5, 9 e 10, para d.x =

1,5; 2,0; 2,5; 3,0; 3,5 e 4,0 empregando a funcio peso ctbica spline.

dimax 1,5 dmax 2,0 B dmax 25 B dmax 30 Bdmax 35 | dmaxd

1]

Figura 4.11 - Representagdo dos valores da fun¢do de forma nos nés 0, 1, 5, 9 e 10, para

dnar = 1,5; 2,0; 2,5; 3,0; 3,5 e 4,0; dominio com 11 nds e fungdo peso cibica spline.

A comparagdo entre os valores exatos e numéricos do campo deslocamento, para um
dominio com 11 nés, estd mostrada na Figura 4.12. As respostas obtidas com as funcdes
spline, Figura 4.12a, ndo apresentam a mesma ordem de valores daquelas obtidas com as
funcdes conicas, Figura 4.12b, mesmo para a funcdo coOnica2. Desta forma, os valores

deslocamento sdo apresentados em graficos distintos para cada tipo de fungao.
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Para as cinco fungdes peso testadas em um dominio com 11 nds, a Figura 4.13 mostra, em
funcdo de d,., 0 nimero de condicdo da matriz global. Este niimero € calculado como
sendo a razdo entre o maior € 0 menor autovalor desta matriz. Observa-se que para uma
dada funcdo peso, os valores da solucdo do sistema, Figura 4.6, e do campo de
deslocamento, Figura 4.12, seguem as oscilacdes mais acentuadas dos nimeros de

condic¢do, Figura 4.13.

O exato Octhica  Oquartica O guinta Oexato O cnical O cdnical
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Figura 4.12 - Campo de deslocamento obtido com (a) trés fun¢des spline e (b) duas

funcdes conicas utilizando d,,, = 1,5; 2,0; 2,5; 3,0; 3,5 e 4,0, em dominio com 11 nds.

O cibica O quéartica O quinta O cdndcal B cdnica
1,0E+06

1,0E+D5

1,0E+04

1,0E+03

1,0E+02 4
1,OE+01

MNuimero de condicio (autovalon)

1,0E+00 T

Figura 4.13 - Nimero de condi¢do (razio entre autovalores) da matriz global para as cinco

funcdes peso e valores de d,,,, testados, em um dominio com 11 nds.
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As normas do erro dos campos de deslocamento e deformagdo estdo mostradas,
respectivamente, na Figura 4.14a e na Figura 4.14b. O comportamento do campo de

deslocamento apresentado na Figura 4.12a é ratificado pela Figura 4.14a.

Os valores de deslocamento se afastam da solugdo exata, para a funcido peso cubica,
quando d,., € igual a 3,5 e 4,0 (Figura 4.12a). Isto corresponde a uma norma de erro do
campo de deslocamento superior a 10™', confome verificado na Figura 4.14a. Utilizando as
respostas obtidas com a fung@o cubica, assume-se como adequadas, para qualquer campo,
as normas de erro com valor até 10", Desta forma, as respostas do campo de deslocamento

sdo satisfatorias para as demais funcdes spline e valores de d,,,, testados.

As fungdes conicas de primeira e segunda ordem mostram-se inadequadas, Figura 4.14b,
para realizar as aproximagdes locais, mesmo satisfazendo as condi¢Ges necessarias para ser
uma fungdo peso: suporte compacto, decaimento monotonico, etc. Tal inadequagdo estd
relacionada ao fato das fungdes conicas ndo apresentarem um decaimento tdo suave quanto

o das funcgdes spline testadas, conforme mostrado na Figura 4.15

Octbica O quartica O quinta O cdnical B conica? O ctbica O guartica O gquinta O cnical W cdnical
o 1,0E+04 _ LOE+04
g 1,0E+03 g 1,0E+03
g LOEHD2 £ 1,0E+02
L 1,0E+01 =
o £ LOE+0L
£ 1,0E+00
R B 1,0E+00
E 1 E0 - § LOE-O1 4——
s e M s
2 1,0E-03 . . . . . 1,0E-02 . . . . .
15 20 25 30 35 40 15 20 35 30 35 40
dma dmarc

() (b)
Figura 4.14 - Norma do erro dos campos de (a) deslocamento e de (b) deformacao para as

cinco fungdes peso e valores de d,,,, testados, em um dominio com 11 nds.

O campo de deformacdo € obtido pelo produto do vetor de parametros nodais, Figura 4.6,
com o vetor que armazena as derivadas da funcdo de forma, p. ex. Figura 4.2d e Figura
4.3d. Este campo apresenta, em geral, normas de erro maiores do que as encontradas pelo

campo de deslocamento, conforme ilustrado na Figura 4.14.
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A perda do efeito da localidade afeta de forma menos acentuada o valor da funcdo de
forma do que de sua derivada. Isso por duas razdes. Primeiro, porque a suavidade da
funcdo peso fica evidenciada em suas derivadas, visto que a ordem desta derivada é
decrescida, uma vez que as fungdes peso empregadas sdo polinomiais (cOnica e spline).
Assim, principalmente as respostas das funcdes cdnicas sdo afetadas pelo fato de terem
ordens mais baixas e serem menos suaves. Segundo, porque ocorre um achatamento da
funcdo de forma com o aumento de d,,, 0 que leva a uma diminui¢do nos valores da
funcdo no né. O alargamento desta funcdo permite atribuir aos nés valores da fungdo de
forma em regides mais amplas do dominio. A derivada da func@o de forma também tende a

se achatar e alargar, porém esta tem uma maior tendéncia a se tornar mais plana.
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1,0 =
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]

0,0 T T T T T T T T *
gopoo!l o2 03 04 05 06 07 08B 09 10

y

Figura 4.15 - Comportamento, em fun¢ado de r, das fun¢des peso: ctibica, quartica, quinta

ordem, cOnical e cOnica2.

As variagOes dos valores das normas de erro (Figura 4.14) para cada funcdo seguem, em
geral, as variagdes do nimero de condi¢cdo (Figura 4.13) da matriz global. Quanto maior
for o nimero de condicdo, maior é a possibilidade de ocorrer uma instabilidade numérica.
Assim, o erro relativo da soluc¢do pode-se tornar maior. Contudo, deve-se ressaltar que o
comportamento dos campos nao estd somente associado a matriz global. Existem outros
fatores relacionados, dentre estes: o vetor de termos independentes do sistema, a fungdo de
forma (céalculo do deslocamento) e sua derivada (cdlculo da deformag@do). Para matrizes

cujo nimero de condicdo é elevado, uma pequena oscilacdo no vetor de termos

independente pode levar a um elevado erro relativo na solucao do sistema.
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A Figura 4.16 indica os valores dos niimeros de condi¢do da matriz global. A Figura 4.17
mostra as normas dos erros dos campos de deslocamento e de deformacgdo, para os
dominios com 11, 51 e 101 nés distribuidos uniformemente, funcdo peso ctbica e d,, =

1,5;2,0; 2,5;3,0; 3,5 e 4,0.

O11 nos W 51 nos 0101 nos

1.0E+14

1,0E+12

1.0E+10 M

1.0E+08 M

1,0E+06 M

1.0E+04 I M
1.0E+02 A M

Numero de condigio (autovalor)

1.0E+00 A T T =
L5 2,0 25 3,0 3.5 4,0

dmax
Figura 4.16 - Nimero de condi¢@o (razdo entre autovalores) da matriz global para dy,, =

1,5; 2,05 2,5; 3,0; 3,5 e 4,0 e funcdo peso cubica, em dominios com 11, 51 e 101 nés.

O11 nos W51 ndés O101nos 011 nés W 51 nos 0101 nos
_ LOE+03 1.0E-+04
T LOE+02 M I E‘ 10E+03 ] M
El =
+ H 3
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2 1.0E-01 H 3
=3 | < +H =
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£ 1.0E-03 - | E 1.0E-01 u
5 | g s 1§ I
A | 0E-04 A : L_‘ i s : : L 1.0E-02 : Fh—‘ : : : : g
L5 20 25 30 35 40 15 20 25 30 35 40
feieions ey
(a) (b)

Figura 4.17 - Norma do erro dos campos de (a) deslocamento e de (b) deformag@o para

dnar = 1,5; 2,0; 2,5; 3,0; 3,5 e 4,0 e fungdo peso ciibica, em dominios com 11, 51 e 101 nds.

O aumento da concentracio nodal (nimero de nés por unidade de comprimento) leva, em
geral, a uma diminui¢do da norma do erro do deslocamento para dominios de influéncia
com dp,, até 3,0; Figura 4.17a. Por outro lado, o erro aumenta com o acréscimo de nds no
dominio para d,,, igual a 3,5 e 4,0. Isto porque, nos dominios de influéncia maiores ocorre

certa perda da localidade nas aproximacdes, a qual passa a ser acumulada em mais
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dominios de influéncia levando a um aumento do erro em dominios com uma concentracio

nodal maior.

O erro do campo de deslocamento continua menor do que o erro do campo de deformagéo
(Figura 4.17b), mesmo com o aumento do nimero de nds, pelas razdes supracitadas. Para
cada concentracdo nodal (11, 51 e 101 nés), as variacdes das normas do erro de
deslocamento e de deformacdo seguem, em geral, o comportamento do nimero de

condicdo do sistema.

4.1.2 Caso2: Dominio de influéncia (dm) com tamanho variavel

Este caso difere do anterior pelo fato de dm ndo ser constante durante toda a integracao
numérica. A escolha do tamanho do dominio de influéncia no casol é feita com base no
espacamento nodal, por outro lado, no caso2 o tamanho de dm € definido pelo critério dos
k nds mais préximos (busca). Assim, ¢, € igual a maior distincia entre o ponto de Gauss/n6
e os k n6s mais préximos. Desta forma, os dominios de influéncia dos nés/pontos de Gauss
mais proximos as extremidades passam a ser, em geral, diferentes dos dm dos nds/pontos

internos a barra.

A Figura 4.18 mostra, para k igual a 2 e 3, o tamanho em unidade de comprimento de cada
dominio de influéncia pertinente ao processo de integracdo da matriz global, para um
dominio com 11 nés distribuidos uniformemente e d,... = 1,0; 1,5; 2,0; 2,5; 3,0; 3,5 € 4,0.
Nota-se que no casol, os valores de dm sdo constantes e apresentados na Tabela 4.1. A
Figura 4.19 e a Figura 4.20 mostram, respectivamente, para k igual a 2 e 3, o nimero e o

percentual de nds associado a cada dominio de influéncia indicado na Figura 4.18.
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Figura 4.18 - Tamanho de dm, em unidade de comprimento, pertinente a montagem da

matriz global em um dominio unitdrio com 11 nés e k igual a (a) 2 e (b) 3.
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Figura 4.19 - (a) Nimero e (b) percentual de nés por dominio de influéncia pertinente a

integracdo da matriz global, em um dominio com 11 nds distribuidos uniformemente e k

igual a 2.
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Figura 4.20 - (a) Nimero e (b) percentual de nds por dominio de influéncia pertinente a
integracdo da matriz global, em um dominio com 11 nds distribuidos uniformemente e k

igual a 3.

Observa-se na Figura 4.18 que, para k igual a 2, o valor mdximo de dm € 0,2, exceto para o
ponto de Gauss 0. Por outro lado, para k igual a 3, dm ultrapassa 0,2 quando d,,,, € igual a
1,5 (dominios internos). O acréscimo de um né no critério de busca leva a variacdes
considerdveis no tamanho do dominio de influéncia. Isso porque, para k igual a 2 o valor
de ¢, utilizado € a metade do espacamento nodal (exceto para o ponto de Gauss 0), por
outro lado quando k € igual a 3, ¢, € uma vez e meia o espagcamento entre nés (exceto para
o ponto de Gauss 0). Desta forma, mesmo para d,,,, igual a 4,0 ndo se verificam alteracdes
nos dominios de influéncia que levem a um aumento considerivel no nimero de nds
ponderados nas aproximagdes quando k € igual a 2, conforme mostrado na Figura 4.19 e na

Figura 4.20.

Verifica-se por meio da Figura 4.20, que nenhum né € adicionado aos dominios de
influéncia quando d,,,, deixa de ser unitdrio e passa a ter seu valor igual a 1,5. Para d,;
igual a 1,0, todos os nés apresentam ponderacdo nula (exceto para o dominio de influéncia
centrado no ponto de Gauss 0), pois o tamanho do dominio néo € acrescido e a funcio de
ponderacdo atribui peso nulo aos nés do dominio de influéncia por estarem localizados
sobre a sua fronteira, uma vez que a distribuicdo de nds/pontos de integragcdo € uniforme,

conforme mostrado na Figura 4.21.
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Para k igual a 2 e fung@o peso cubica spline, a Figura 4.22 e a Figura 4.23 mostram,
respectivamente, para o fator de escala d,,,, igual a 1,5 e 4,0, o comportamento das fungdes
peso e de forma, bem como, de suas derivadas para cada um dos 11 nés do dominio. A

Figura 4.24 e a Figura 4.25 mostram os resultados obtidos quando k € igual a 3.
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Figura 4.21 - Dominio de influéncia centrado no sexto ponto de Gauss durante a integracio

da matriz global: d,,,, igual al, k igual a 2 e dominio composto por 11 nds.

Para k igual a 2, ndo se notam altera¢des considerdveis na regido de influéncia de cada n6
com o aumento de d,., contudo a escala de ponderacdo da funcdo peso varia conforme
mostrado na Figura 4.22a e na Figura 4.23a. Isso porque, para os valores de d,,,, menores
os nos se localizam préximos a fronteira do dominio de influéncia e recebem valores de
ponderacdo baixos. A derivada da funcdo peso ndo apresenta alteracdes considerdveis,
visto que para a funcdo peso, apenas a escala de seus valores € alterada e ndo o seu

comportamento (Figura 4.22b e Figura 4.23b).

A funcdo de forma € uma fun¢do de interpolagdo, a qual é uma particdo da unidade para
cada dominio de influéncia. Como a regido de influéncia de cada né nio sofre alteracdes
significativas em seu campo de atuacdo, a funcdo de forma de cada nd passa a ter
praticamente 0 mesmo comportamento para a faixa de d,,, testada, Figura 4.22c e Figura

4.23c.
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Figura 4.22 - (a) Func¢do peso, (b) sua derivada, (c) funcdo de forma e (d) sua derivada,
para os 11 nds durante a montagem da matriz global: d,,,, igual a 1,5; k igual a 2 e funcdo

peso cubica.

A Figura 4.26 mostra, para k igual a 2 e 3, os nimeros de condi¢do da matriz global
pertimentes a cada fator de escala d,,,, empregado. Contudo, para d,,, igual a 1,0 estes
valores nio sdo apresentados, pois para k igual a 2 a matriz de rigidez ndo pode ser
montada, visto que as fungdes de forma e suas derivadas ndo s@o construidas devido a falta
de nds ponderados nestas aproximagdes locais, conforme indicado na Figura 4.21. Os
nimeros de condi¢cdo para k igual a 2 apresentam pequenas oscila¢cdes com a variagdo do
fator de escala d,,. Por outro lado, quando k igual a 3 verifica-se um crescimento

acentuado no niimero de condicdo a partir de d,,,, igual a 2,0.

Para k igual a 3 e d,,, igual a 1,0, a matriz global é montada pelo fato de sempre existir

pelo menos 2 nés com ponderacdo nao nula em cada dominio de influéncia pertinente a
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integracdo da matriz de rigidez. A Figura 4.27 mostra os dominios de influéncia centrados
nos pontos de Gauss 0 e 6, durante a integracdo da matriz K, para d,,, unitario e k igual a

3.
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Figura 4.23 - (a) Func¢do peso, (b) sua derivada, (c) funcdo de forma e (d) sua derivada,
para os 11 nds durante a montagem da matriz global: d,,,, igual a 4,0, k igual a 2 e fungdo

peso cubica.

A resposta obtida com a solugdo do sistema de equacdes deve ser multiplicada pela funcdo
de forma centrada nos nés de forma a se obter o campo de deslocamento, conforme passo 8
do algoritmo listado na secdo 3.3.2. A Figura 4.28a e a Figura 4.28b mostram,
respectivamente, o nimero e percentual de nés em fungdo de d,,,, para cada dominio de
influéncia centrado nos nés, quando k € igual a 2. A Figura 4.29 apresenta, para k igual a 3,

os valores medidos na Figura 4.28.
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os 11 nds durante a montagem da matriz global: d,,,, igual a 1,5; k igual a 3 e funcdo peso

cubica.

A Figura 4.30 e a Figura 4.31 mostram, para cada um dos 11 nés do dominio, o
comportamento da fungédo peso cubica e de forma, bem como, de suas derivadas durante o
célculo do campo de deslocamento, quando k igual a 2 e d,,, igual a 1,5 e 4,0. A Figura
4.32 e a Figura 4.33 mostram, para k igual a 3, o comportamento destas fun¢des para cada

no utilizando os mesmos prametros de ajuste de k igual a 2.

A Tabela 4.2 e Tabela 4.3 apresentam, respectivamente, para k igual a 2 e 3 os campos de
deslocamento nodais em func¢do dos valores de d,,,, testados. Para d,,,, igual a 1,0 e k igual
a 2, nenhum valor foi encontrado, visto que a matriz de rigidez ndo foi montada. Para o
mesmo valor de d,,, € k igual a 3, a solu¢do ndo foi vdlida, pois os nés internos a barra
possuem apenas um unico né em cada dominio de influéncia com ponderagdo ndo nula
durante o célculo do deslocamento, Figura 4.34.
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os 11 nés durante a montagem da matriz global: d,,,, igual a 4,0; k igual a 3 e func¢ao peso

cubica.

1,0E+05

2

1,0E+04

1,0E+03 o k2

1,0F+07 - W k3

1,0E+01

nimero de condicio (autovalorn)

I,DE"'DD T T T T T T
1,5 2,0 4,5 3.0 3,5 4.0
s

Figura 4.26 - Nimero de condi¢do em fun¢do de d,,,,: dominio com 11 nés e kiguala2 e

3.

&9



01 2 3 3

VI RV N SV B N I NV IV S
X | ! | | ! ! ! | ! ‘x
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.27 - Dominios de influéncia centrados nos pontos de Gauss 0 e 6 durante o

processo de integracio da matriz global: d,,,, igual a 1, k igual a 3 e dominio com 11 nés.

Tabela 4.2 - Campo de deslocamento: d,,,, = 1,0; 1,5; 2,0; 2,5; 3,0; 3,5 e 4,0, dominio com
11 nés e k igual a 2.

nd | exato | dpax 1,0 | diax 1,5 | dinax 2,0 | dimax 2,5 | dinax 3,0 | diax 3,5 | dinax 4,0
0 | 0,0000 -- 0,0000 | 0,0000 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
1 | 0,050 -- 0,0495 | 0,0496 0,0491 0,0485 | 0,0481 | 0,0478
2 | 0,099 -- 0,0981 | 0,0982 0,0978 | 0,0973 | 0,0972 | 0,0976
3 | 0,146 -- 0,1446 | 0,1448 0,1445 0,1441 | 0,1445 | 0,1455
4 1 0,189 -- 0,1881 | 0,1884 0,1879 | 0,1875 | 0,1881 | 0,1894
5 | 0,229 -- 0,2277 | 0,2280 0,2274 0,2268 | 0,2274 | 0,2287
6 | 0,264 -- 0,2622 | 0,2626 0,2619 | 0,2611 | 0,2618 | 0,2631
7 | 0,293 -- 0,2904 | 0,2912 0,2904 | 0,2894 | 0,2901 | 0,2914
8 | 0,315 0,3119 | 0,3129 0,3118 | 0,3107 | 0,3115 | 0,3131
9 | 0,329 -- 0,3246 | 0,3268 0,3255 | 0,3245 | 0,3259 | 0,3280
10 | 0,333 -- 0,3282 | 0,3326 0,3327 | 0,3321 | 0,3341 | 0,3367
Norma erro -- 0,0079 | 0,0037 0,0059 | 0,0082 | 0,0063 | 0,0047
Odmax 1,5 Odmay 2.0 Wdmax2.5 Wdmax3,0 COdmay3,s W dma4,0
11 100
10 § 90
) g 80
g 7 E 6oy
T3 é 30
z 2 g 20/
§ 1 g 104
o T T s e s e o B S T
dominio dominio
(@) (b)

Figura 4.28 - (a) Numero e (b) percentual de nds utilizados no célculo da fun¢do de forma

utilizada no cdlculo do deslocamento: k igual a 2 e dominio com 11 nos.
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Conforme explanado anteriormente, quando d,, vale 1,5 e k € igual a 2, os dominios de
influéncia internos a barra possuem os mesmos nés de quando d,,,, € igual a 1,0. Contudo,
a ponderagdo de todos os nés de dm é ndo nula. Isto porque, com a multiplicacdo de c, por
1,5 os dominios de influéncia aumentam e assim os nds simétricos deixam de pertencer a

fronteira do dominio de influéncia.

Para k igual a 2 e fungdo peso ciibica, o campo de deslocamento apresenta pequenas
variagbes em torno da solucdo exata, conforme apresentado na Tabela 4.2. A Tabela 4.3
mostra variacdes elevadas nos valores de deslocamento para k € igual a 3, quando o fator

de escala d,,, aplicado € maior que 2,0.

Tabela 4.3 - Campo de deslocamento: d,.., = 1,0; 1,5; 2,0; 2,5; 3,0; 3,5 e 4,0, dominio com
11 nds e k igual a 3.

né exato | dpax 1,0 | diax 1,5 | dinax 2,0 | dipax 2,5 | dpax 3,0 | diax 3,5 | diax 4,0
0 0,000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0008
1 0,050 | 0,3636 | 0,0460 | 0,0362 | 0,5578 | 0,1794 | 0,2888 | 0,6682
2 0,099 | 0,7199 | 0,1016 | 0,1145 | -0,4558 | -0,0585 | -0,1212 | -0,4217
3 0,146 | 0,4185 | 0,1453 | 0,1405 | 1,5250 | 0,5469 | 0,5195 | 0,6246
4 0,189 1,3814 | 0,1906 | 0,1982 | -1,0342 | 0,0263 | 0,4694 | 1,0359
5 0,229 -- 0,2301 | 0,2303 | 1,9259 | 0,3997 | -0,0379 | -0,2247
6 0,264 | 0,7591 | 0,2651 | 0,2685 | -0,8967 | 0,3415 | 0,5308 | 0,2031
7 0,293 | 0,5146 | 0,2942 | 0,2982 | 1,5822 | 0,3423 | 0,5887 | 1,0799
8 0,315 | -0,1047 | 0,3157 | 0,3167 | -0,1666 | 0,4186 | 0,2133 | 0,3502
9 0,329 | 0,8927 | 0,3310 | 0,3352 | 0,8251 | 0,3821 | 0,5513 | 0,4111
10 0,333 | 0,3332 | 0,3336 | 0,3370 | 0,3484 | 0,4240 | 0,3872 | 0,5176
Norma erro - 0,0060 | 0,0255| 3,2144 | 0,5372| 0,7852 | 1,5718
Odumax1.0 Odmax1,5 dmax 2.0 Wdmax2,5 W dmox3,0 Odmas3s W duax4,0
" 100
10 3 90
g 0 £ 80
% S § 70 4
g 7 B 60| I
g f 3 50
) 2w
T3 g 304
g B B 20
E 2 0l
oI s e 7 s o 10 L . 34 s 6 7 s 9 10

dominio dominio

(@) (b)
Figura 4.29 - (a) Nimero e (b) percentual de nés utilizados no célculo das fun¢des de

forma utilizadas no célculo do campo de deslocamento: k igual a 3 e dominio com 11 nés.
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Figura 4.30 - (a) Func¢do peso, (b) sua derivada (c) funcdo de forma e (d) sua derivada para
os 11 noés durante o calculo do deslocamento: d,,, igual a 1,5; k igual a 2 e funcdo peso

cubica.

A Figura 4.35 apresenta de forma grafica os valores da Tabela 4.2 e da Tabela 4.3. A
Figura 4.36 sintetiza o comportamento do campo de deslocamento por meio dos valores
das normas de erro, para cada valor de d,, e k. Os valores da norma do erro do
deslocamento seguem o mesmo comportamento dos nimeros de condi¢cdo apresentados na
Figura 4.26. Para k igual a 3, ocorre certa perda no efeito de aproximacao local com o
aumento de d,.,, a qual é evidenciada com o valor da norma do erro do deslocamento,
Figura 4.36. Os valores das normas dos erros para k igual a 2, ndo sofrem variacdes

significativas, visto que os valores de dm nio crescem de forma expressiva, Figura 4.36.
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Figura 4.31 - (a) Func¢do peso, (b) sua derivada (c) funcdo de forma e (d) sua derivada para

os 11 nés durante o calculo do deslocamento: d,,, igual a 4,0; k igual a 2 e funcdo peso

cubica.

A Figura 4.37 mostra, em mais duas configuracdes uniformes de nds, os niimeros de
condicdo das matrizes globais em funcdo de d,,, para k igual a 2 e 3. Estes resultados
foram obtidos utilizando o critério de busca para o célculo de dm e a fungdo peso cuibica

spline.

As normas do erro para os campos de deslocamento e de deformacao sdo apresentadas na
Figura 4.38 (k igual a 2) e na Figura 4.39 (k igual a 3) para cada valor de d,,,,, funcdo peso
e concentracdo nodal empregada (11, 51 e 101 nds). Para a funcdo peso cubica spline, as
normas dos campos de deslocamento tanto para k igual a 2, quanto para k igual a 3

seguem, em geral, o comportamento dos seus nimeros de condi¢cdo, conforme Figura 4.37.
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Figura 4.32 - (a) Func¢do peso, (b) sua derivada (c) funcdo de forma e (d) sua derivada para
os 11 nés durante o calculo do deslocamento: d,,, igual a 1,5; k igual a 3 e funcdo peso

cubica.

Pelo fato do dominio de influéncia, dm, ser determinado por meio de busca e a distribuicdo
nodal ser uniforme, o ndimero de nés em cada dominio de influéncia nao se altera com o
aumento do nimero de nés no dominio, para cada valor de d,,,, € k. Assim, para dominios
com uma maior concentra¢io nodal, o valor de dm diminui de forma a manter os k pontos

mais proximos.
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Figura 4.33 - (a) Fungdo peso, (b) sua derivada (c) fungdo de forma e (d) sua derivada para
os 11 nods durante o calculo do deslocamento: d,,,, igual a 4,0 e k igual a 3 e fungéo peso

cubica.

<
—_
| Q.
[
. [
th L
(o))
-
o0
\l»]
—
<

Figura 4.34 - Dominio de influéncia centrado no sexto né: k igual a 3, d,,.ciguala 1 e

dominio com11 nds uniformemente distribuidos.
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Figura 4.35 - Deslocamento nodal em fungdo de d,,.« para k igual a (a) 2 e (b) 3: funcio

peso cubica spline e dominio com 11 nés.
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Figura 4.36 - Norma do erro do campo (a) de deslocamento e (b) de deformacio em funcio

de dy,y: dominio com 11 nés, funcio peso cubica spline e k igual a 2 e 3.
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Figura 4.37 - Nimero de condicdo em funcio de d,,,, para dominios com 11, 51 e 101 nds
e funcdo peso cubica spline: k igual a (a) 2 e (b) 3.
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Figura 4.38 - Norma do erro do campo de deslocamento e de deformacao em funcéo de
dmax para dominios com 11, 51 e 101 nés e k igual a 2: funcio peso (a) (b) conica2, (c) (d)
cubica, (e) (f) quartica e (g) (h) quinta ordem.
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Figura 4.39 - Norma do erro do campo de deslocamento e de deformacao em funcao de
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O aumento da concentra¢do nodal leva a respostas menos adequadas para os valores de k e
dpay testados, conforme mostrado na Figura 4.38 e na Figura 4.39. Adotando como
satisfatérias as normas com valores até 10™', verifica-se que os campos de deslocamento e
de deformacdo dos dominios com 51 e 101 ndés ndo satisfazem esta condicdo, para a

configuracdo dos pardmetros de ajuste avaliados.
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Figura 4.40 - (a) Funcao peso, (b) sua derivada, (c) funcao de forma e (d) sua derivada para

osnds 0, 1, 5, 9 e 10: dominio com 11 nés, dy.c = 1,5 k =2 e fungéo peso cubica.

Para k igual a 2, ocorre um aumento mais acentuado no valor da norma dos erros com o
acréscimo de nés no dominio, conforme indicado na Figura 4.38. Isso porque, quando a
busca restringe-se aos dois nds mais proximos, os dominios de influéncia tornam-se
pequenos. Assim, com o aumento do nimero de nds o valor de dm fica cada vez menor, o
que leva a um aumento nos valores das derivadas da funcdes de forma e peso. Este fato

afeta diretamente os termos da matriz global. Contudo, a largura de banda da matriz ndo é
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alterada, pois o nimero de nés por dominio de influéncia é mantido constante para cada
valor de d,., e k (independente da concentragdo nodal). Caso o dominio fosse
extremamente refinado as derivadas apresentariam valores bastante elevados, o que levaria

a resultados espurios.

A Figura 4.40 mostra em um dominio com 11 nds uniformemente distribuidos, o
comportamento da fungdo peso, de forma e de suas derivadas, para os dois nds mais
préximos de cada extremidade da barra, assim como para o né central do dominio, quando
k € igual a 2, d,,, € igual a 1,5 (menor valor de d,,,, com solucido) e a funcio peso
empregada € a cubica spline. Os resultados com esta configuracdo, para dominios com 51 e
101 nés, sdo mostrados, respectivamente, na Figura 4.41 e na Figura 4.42. Da Figura 4.43 a
Figura 4.45 é mostrado o compartamento destas funcdes, utilizando ao invés da funcio

peso cubica a fun¢do de quinta ordem spline para as trés concentracdes nodais.

—— 100 ——ndl—— no2s n649 ——no 50
. 40
0.7 4 30
-»
0,6 - 20 A
0.5 1 10
E 044 % i oL A A o
0,3 104 0,2 04 0.6 0.8 1o
0,2
’ 20
0,1 4
0 ) ¥ 30
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 -40
posigio posigéo
(a) (b)
1,0 60,0
0,3
0g 40,0 -
0.7 1 20,0 -
- 0.6
g’j 7 T 00 ’ S — :
7 0 0,2 04 0,6 0.8 1o
0,3 20,0
0,2
0,1 40,0 -
0,0 . . 1
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1.0 -60,0
posicio posigio
(© ()

Figura 4.41 - (a) Funcgdo peso, (b) sua derivada, (c) funcdo de forma e (d) sua derivada para

os nds 0, 1, 25, 49 e 50: dominio com 51 nés, k =2, dux = 1,5 € fungio peso cubica.
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Conforme apresentado da Figura 4.40 a Figura 4.45, as fun¢Ges de forma e peso mantém

suas amplitudes independentes do nimero de nés no dominio, pelo fato do valor do raio

normalizado ndo ser afetado com a variacdo da concentracio nodal. Por outro lado, ocorre

uma diminui¢@o na largura da base da regido afetada por cada nd, visto que os valores de

dm diminuem.
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Figura 4.42 - (a) Funcdo peso, (b) sua derivada, (c) funcdo de forma e (d) sua derivada para

os nds 0, 1, 50, 99 e 100: dominio com 101 nés, k = 2, duer = 1,5 € fung@o peso cubica.
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Figura 4.43 - (a) Funcdo peso, (b) sua derivada, (c) funcao de forma e (d) sua derivada para

osnds 0, 1, 5,9 e 10: dominio com 11 n6s, k = 2, dex = 1,5 € funcdo de quinta ordem.
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Figura 4.44 - (a) Funcdo peso, (b) sua derivada, (c) funcdo de forma e (d) sua derivada para

os n6s 0, 1, 25, 49 e 50: dominio com 51 nés, k =2, d,yr = 1,5 e fungio de quinta ordem.
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Figura 4.45 - (a) Funcdo peso, (b) sua derivada, (c) funcdo de forma e (d) sua derivada para

os nds 0, 1, 50, 99 e 100: dominio com 101 nés, k =2, d,.r = 1,5 € fungdo de quinta ordem.

4.2 DISTRIBUICAO NAO-UNIFORME DOS NOS

A andlise do EFG utilizando distribui¢des ndo-uniformes dos nés foi realizada em uma
barra com comprimento unitirio com um Unico ponto de Gauss em cada célula de
integracdo, trés concentracdes nodais (11, 51 e 101 nés), trés fungdes peso (cibica spline,
quartica spline e quinta ordem spline) e variando-se o valor de d,,,. A distribui¢cdo ndo-

uniforme de nos é feita segundo o seguinte algoritmo:

para I =0 Y(I) =0 i =1identificador doné, i=0..n-1
parai=1 x(i)=f 7= numero de nds
paral<i<n-2 x(i) posigdo do no i

se i par x(@)=x({-1)+ 0,5% J=1/n-1)

se i impar  x(@)=x(i-1)+ 1,5%
parai=n-2 x@H=1-f
parai=n-1 x(1)=1
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Para um dominio com 11 nés, a Figura 4.46 mostra um esquema da distribui¢do de nds e

pontos de integracdo seguindo as relagdes apresentadas no algoritmo.

ponto de Gauss restrito para a montagem de G

pontos de Gauss para a montagem de K
ol ¥ ol ¥ 1

o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 12 34 506 78 9 10

T 1 1 T T 1 i)
nos

Figura 4.46 - Distribui¢do ndo-uniforme de 11 nés e 11 pontos de Gauss no dominio:

X pontos de Gauss e | nds do dominio.

Da Figura 4.47 a Figura 4.49 sio apresentados os niimeros de condi¢do para k igual a2 e 3

utilizando as funcdes peso cuibica, quirtica e quinta ordem spline.

O1lné: M31ndés O101 nds

1OE-12 1.0E+12
- k=2 N k=3
< LOE-I0 7 £ 10E+10
S 1,0E+08 M S 1.0E+08
2 1.0E~06 - ’7 ’7 [ = 1.0E+06
2 10E-04 1 5 1.0E+04
5 10E-02 | 2 10E+02 -
z =
1,0E+00 - . . : 1,0E+00 -
15 20 25 30 35 40 L5 20 25 30 35 40
dmax dmax
(@) (b)

Figura 4.47 - Nimero de condi¢@o para dominios com 11, 51 e 101 nés utilizando a funcio

peso cubica spline e k igual a (a) 2 e (b) 3.
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Ollnds B5Inds O101 nds

1,0E+12 1.05+12
= 1.0E+10 Z 103410
S 1.0E+08 [ ] M S 1,02+08
2 108406 1 M Z 1,02+06
2 LOE+04 4 o LOZ+04
5 1.0E+02 | 2 1,02+02 L
z z
1.0E+00 4 : : ‘ : : 1,02+00 4 : : : : :
1520 25 30 35 40 15 20 25 30 35 40
dmax dwmax
(2) (b)

Figura 4.48 - Ndmero de condi¢@o para dominios com 11, 51 e 101 n6s utilizando a funcio

peso quartica spline e k igual a (a) 2 e (b) 3.

Ollnds BW31nds O101 nds

1.0E+12 1.0E-12
. _ k=3
£ 10E+10 1.0E-10
S 1.0E+08 M ] M = 1.0E+08
Z 1.0E+06 - 2 1.0E-06
2 1.0E+01 2 1,0E<04
2 10E+02 A 2 1.0E~02 -
= =
1OE+00 - . . . . . 1.0E=00 - ; ; ; ; .
15 20 25 30 335 40 15 20 25 30 35 40
dmax dmax
(a) (b)

Figura 4.49 - Ndimero de condi¢@o para dominios com 11, 51 e 101 n6s utilizando a funcio

peso de quinta ordem spline e k igual a (a) 2 e (b) 3.

A Figura 4.50 e a Figura 4.51 mostram, respectivamente, para k igual a 2 e 3 as normas do
erro dos campos de deslocamento e de deformacao, empregando trés concentracdes nodais
e as fungdes peso cubica, quartica e quinta ordem spline. Estas normas seguem, em geral, o

comportamento dos nimeros de condicdo mostrados da Figura 4.47 a Figura 4.49.

A Figura 4.52 mostra os dominios de influéncia centrados no sexto e nono pontos de
integracdo, quando k € igual a 2. Para o primeiro destes dominios, ¢, é igual a 0,025
unidade de comprimento e nenhum né ¢é adicionado a este dominio de influéncia mesmo

quando d,,, passa a ser igual a 4,0. Por outro lado, centrando-se dm no nono ponto de

106



Gauss ¢, € igual a 0,075 unidade de comprimento. Assim, quando d,,, € igual a 4,0 (dm

igual a 0,3) dm passa a ter 5 nés ao invés dos 2 pertinentes a d,,,, igual a 1,0.

O1lnds M31nds O101 nos

1LOE+DS 1.0E+07

B 2 1.0E+05 A
E 1.0E-03 A £
E 3 1,0E+03 | ]
S 10E-01 - M =
z £ 1.0E+01
< LOEDI - 5
= £ 1O0E-0I
Z =
1.0E-03 A T T T 1.0E-03 A T T T T T
L5 20 2.5 3.0 3.3 4.0 15 2.0 25 3.0 35 40
dmax dmax
(@) (b)
1,0E+03 — 1.0E+07 =
quartica (uartica
1,0E+03 LOE#0S ”
( ’7 1.0E+03 1 M [
1,0E+01 A

Norma do erro do deslocamento

Norma do erro da del'ormagiio

5 1.0E+01 1
1.0E-01 + -
E 1.0E-01
-03 A T T T T T
LOE-03 1.0E-03 A T
. X . . 4.0 . : . . 1.0

15 20 25 30 35
dmax .
amax
© d
1,0E+03 1,0E+07
;
E Lom+03 F R -
z ’7 3 1,0E+03 ’7
£ 10E+01 M [ =
E S 1.0E+01
S 1.0E-01 - E
g E LOE-01 A
z =
1.0E-03 A , , , , , 1.0E03 . . . .
L5 20 25 30 35 40 15 20 25 30 35 40
dmax dmex
(e )

Figura 4.50 - Normas dos campos de deslocamento e de deformac@o para k igual a 2.

(a) (b) Funcio peso ctibica, (c) (d) quartica e (e) (f) de quinta ordem.

Alguns dominios de influéncia, p.ex. centrado no sexto ponto, possuem derivadas elevadas

pelo fato do valor de ¢, ser pequeno. Contudo, determinados dominios de influéncia
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apresentam perda da localidade por c, ser proporcionalmente grande, p.ex. centrado no

nono ponto. A matriz global é afetada pelos dois efeitos descritos em uma mesma

simulacdo, uma vez que a distribui¢do utilizada é nao-uniforme.

1.0E+03

1.0E+03

1.0E+01

doerro do deslocamenlo

1.0E-01

Norn

1.0E-03

1.OE+03

1.OE+03

1.OE+01

1.0E-01

Norma do srmo do deslocamenlo

1.0E-03

1.0E+03

1.0E+03

1.0E+01

1.0E-01

Norma do erro do deslocamenlo

1.0E-03

O1lnds

W5l nds

0101 nés

1.0E+07

M ]
L5 20 25 30 35 40 s 50 a5 30 35 40
dmax dmax
(@) (b)
— 1,0E+07
quartica
% LOE+05
3 1.0E+03
£ 1.0E+01 [
E 10E-01 -
z
- - - ‘ ‘ 1,0E-03 4 . . . . ‘
L5 20 25 30 35 40 s a0 a5 30 35 40
dmax dmax
(©) d
1,0E-07
% 10505
= 1.0E403
E 1.0E-01 [
E 1,0E01
z
. . . . . 1.0E-03 A . ‘ . ‘ .
L5 20 25 30 35 40 50020 25 30 35 40
dmax dmax
(e) ®

Figura 4.51 - Normas dos campos de deslocamento e de deformac@o para k igual a 3.

(a) (b) Funcio peso ctibica, (c) (d) quartica e (e) (f) de quinta ordem.
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Figura 4.52 - Dominios de influéncia centrados no sexto e nono pontos de Gauss
pertinentes a integracdo da matriz K: k igual a 2, d,,,, igual a 1 e distribui¢do nodal ndo-

uniforme.

A Figura 4.53 mostra para k igual a 2, o dominio de influéncia centrado no sexto nd.
Assumindo valores de d,,,, até 3,0, este dominio de influéncia passa suas informagdes
apenas para regides a sua esquerda, fato que ndo ocorre na distribuicdo uniforme. Para
valores de d,. grandes, passa a ocorrer o efeito da perda da localidade nas aproximagdes

feitas.

Figura 4.53 - Dominio de influéncia centrado no sexto durante o cdlculo do deslocamento:

dmax igual a 1,0, k igual a 2 e dominio com 11 nds ndo-uniformemente distribuidos.

Para k igual a 2, as respostas obtidas com as distribui¢des nao-uniformes de nds sdo, em
geral, piores do que aquelas obtidas com distribui¢des uniforme, para os mesmos valores
de dy.y, conforme os resultados apresentados na Figura 4.50 e na Figura 4.51. Isso porque:
(a) para valores de d, até 3,0 e distribui¢do de nds ndo-uniforme, os dominios de
influéncia centrados nos nds mais internos apresentam apenas dois nds ponderados,
conforme mostrado na Figura 4.53. Assim, as informagdes sdo passadas somente em uma
direcdo do dominio. (b) Dominios de influéncia com tamanhos bastante diferentes levando
ao actmulo, em uma mesma simulacdo, tanto do efeito da perda da localidade como
também de valores elevados para as derivadas decorrentes de dominios de influéncia

pequenos.

Para d,,,, igual a 1,0 nenhuma resposta € obtida, pelas mesmas razdes ja apresentadas para
o caso com distribui¢do uniforme. Verifica-se que para k igual a 3 e distribuicdo de nds

nao-uniforme as respostas, em geral, melhoram com o aumento da ordem da fungdo peso,

109



Figura 4.51. Contudo, as respostas ndo sdo consideradas satisfatérias para nenhum dos

testes realizados, visto que o campo de deformagdo apresenta erros superiores a 107",

A Figura 4.54 mostra para k igual a 3, os dominios de influéncia centrados no sexto e no
nono ponto de Gauss durante a integracdo da matriz de rigidez, K. Estes dominios de
influéncia tém c,, respectivamente, igual a 0,175 e a 0,125 unidade de comprimento. Nota-
se que, neste caso, a variagdo no tamanho dos dominios de influéncia € menor do que a

apresentada no caso onde k € igual a 2.

% Ceg Crg [

s s S 5 3
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
XXX X X X X X X X X Tx
0 1 2 3 4 56 7 8 9 10

Figura 4.54 - Dominio de influéncia centrado no sexto e nono pontos de Gauss durante a

montagem da matriz global: k igual a 3, d,,,, igual a 1 e dominio com 11 nés.

A Figura 4.55 mostra para k igual a 3, o dominio de influéncia centrado no sexto né
pertinente ao cdlculo do deslocamento. O acréscimo de um né no critério de busca leva a
um aumento no tamanho de dm, permitido que as informagdes sejam passadas nos dois
sentidos da barra. Desta forma, as respostas para k igual a 3 sdo, em geral, melhores do que

as encontradas para k igual a 2.

c C,.
Lk L
~ N 7]
- — — — —
0 12 3 4 56 7 8 9 10

Figura 4.55 - Dominio de influéncia centrado no sexto n6 durante o cdlculo do

deslocamento: k igual a 3, d,,,, igual a 1,0 e dominio com 11 nos.

O comportamento da fun¢do de forma e peso, assim como, de suas derivadas é mostrado,
para k igual a 2 e 3 da Figura 4.56 a Figura 4.59. Estes resultados sdo pertinentes ao
processo de integracdo da matriz de rigidez K, empregando o fator de escala d,,, igual a
1,5 e a 4,0. O comportamento dessas funcdes durante o cdlculo do campo de deslocamento

€ mostrado da Figura 4.60 a Figura 4.63, utilizando os pardmetros de ajustes supracitados.
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Diferentemente do caso com distribuicio uniforme de nds, verifica-se variacdes na
amplitude das derivadas das funcdes peso e de forma para um dado né quando k € igual a
2, conforme apresentado na Figura 4.56, Figura 4.57, Figura 4.60 e Figura 4.61. Tal
comportamento decorre do fato dos dominios de influéncia apresentarem grandes variacoes

em seu tamanho, conforme mostrado na Figura 4.52 e na Figura 4.53.

—— o0 W-pel <+ ndé2 << nol3 *¥ned4 e-nos not6 no’7 no 8 no @ né 10

1.0 15.0
0.9 4
' 10,0 A
0.8 1 :
0.7 4
- 50+
0.6 | 'l
z 05 | . T |
| = \
E:j _ I| Oﬁ |
0: 4 2.0 7/

h _-—I.-_.—m:’__._.__-.g?m.:___ o R -10.0 A

0,0 H-E BT w 1%

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

i
o
=

(@ (b)

=

T
R

dip

0,0 &= —r — —r — i — 8

0.0 02 04 0.6 0.8 1.0

(©) (d)

Figura 4.56 - (a) Func¢do peso e (c) de forma, bem como, (b) (d) de suas derivadas durante

o cdlculo da matriz global: funcdo peso cubica, k igual a 2 e d,,,, igual a 1,5.

Para k igual a 3, conforme verificado na Figura 4.58, Figura 4.59, Figura 4.62 e Figura
4.63 e, as variacOes entre os valores maximos e minimos da derivada da fungéo peso e de
forma, para cada nd, ndo sdo tdo acentuadas quanto para o caso onde k é igual a 2. Isso
porque, para k igual a 3, os dominios de influéncia nido apresentam variacdes tao

significativas em seus tamanhos, conforme mostrado na Figura 4.54 e na Figura 4.55.
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Figura 4.57 - (a) Fung¢do peso e (c) de forma, bem como, (b) (d) de suas derivadas durante

o cdlculo da matriz global: fungdo peso cubica, k igual a 2 e d,,, igual a 4,0.

Para k igual a 2, o alargamento do dominio de influéncia por meio do fator de escala d4

leva a uma pequena diminui¢do na variag@o entre o valor madximo e minino das derivadas

para um dado né. Primeiro, por c, ser pequeno, para alguns dominios. Assim, mesmo

aumentando o valor de d,,, ndo ocorre um acréscimo significantivo no tamanho de dm (dm

praticamente nao varia). Segundo, porque o aumento de d,,,, proporciona uma ampliacio

um pouco mais expressiva no tamanho dos dominios de influéncia (dm cresce) com valores

maiores de c,.

Para k igual a 3, ocorre uma diminui¢do um pouco mais acentuada dos valores extremos

das derivadas com o aumento de d,,, pois os valores de c, sio maiores do que os
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encontrados em k igual a 2, fazendo com que dm cres¢a de forma mais significativa em

todos os dominios de influéncia com o aumento de d,; .

—~—no0 W-pel <+ né2 << no3 *no6d4 *-no5 —+né6 —nbd7 n68 —+no9 né 10
1.0 15.0
0.9
08 - 10,0 _I.-‘.
& 3 .
0.6 \
= 035 A , = -
0.4 - =
1{0
0.3 A i
o i \g H “w ) . :
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 = S
h x
x
(a) (b)
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20,0 4
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A
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0.8 1/0
-20,0 A
-25,0
(c) d

Figura 4.58 - (a) Fungdo peso e (c) de forma, bem como, (b) (d) de suas derivadas durante

o cdlculo da matriz global: fungdo peso cubica, k igual a 3 e d,,,, igual a 1,5.
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Figura 4.59 - (a) Funcdo peso e (c) de forma, bem como, (b) (d) de suas derivadas durante

o cdlculo da matriz global: fungdo peso cibica, k igual a 3 e d,, igual a 4,0.
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Figura 4.60 - (a) Fung¢do peso e (c) de forma, bem como, (b) (d) de suas derivadas durante

o cdlculo do campo de deslocamento: func¢do peso ctbica, k igual a 2 e d,,, igual a 1,5.
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Figura 4.61 - (a) Funcdo peso e (¢) de forma, bem como, (b) (d) de suas derivadas durante

o cdlculo do campo de deslocamento: funcdo peso ctbica, k igual a 2 e d,,,, igual a 4,0.
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Figura 4.62 - (a) Fungdo peso e (c) de forma, bem como, (b) (d) de suas derivadas durante

o cdlculo do campo de deslocamento: func¢do peso ctbica, k igual a 3 e d,,, igual a 1,5.
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Figura 4.63 - (a) Funcgdo peso e (c) de forma, bem como, (b) (d) de suas derivadas durante

o cédlculo do campo de deslocamento: funcdo peso ctbica, k igual a 3 e d,,,, igual a 4,0.

4.3 CONSIDERACOES SOBRE O CASO UNIDIMENSIONAL

Este capitulo apresenta uma anélise da resposta do método de Galerkin sem malha por
meio de variacdes em alguns dos parametros relacionados a construcdo da funcao de forma
e de sua derivada. Foram analisados o tipo da fun¢do peso, o tamanho do dominio de
influéncia, o nimero de n6és no dominio e o tipo da distribuicdo nodal. De acordo com as
andlises apresentadas para o caso unidimensional, assumiram-se como aceitiveis as

normas de erro para os campos de deslocamento e de deformacgao com valores até 107,

Para dominios de influéncia com tamanho constante, o efeito da funcdo peso na resposta

do método EFG foi analisado em um dominio composto por 11 ndés uniformemente
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distribuidos. Para tanto, as fun¢des peso conicas de primeira e segunda ordem, bem como
as funcdes peso spline de terceira, quarta e quinta ordem foram avaliadas. A Tabela 4.4
apresenta, para cada uma destas funcdes, a faixa de d,,,, que possui normas de erros com
valores até 10", Estes resultados tém como base as respostas indicadas na Figura 4.14. As

funcdes peso conica de primeira e segunda ordem apresentaram valores de erro superiores

alol.

Tabela 4.4 - Faixa de d,,,, onde as normas do erro ndo sao superiores a 107, para as cinco
funcgdes peso testadas em um dominio com 11 nds.

Dominio com 11 nés uniformemente distribuidos
dm constante
Funcao peso Faixa de d,., para | Faixa de d,u., para | Faixa final de d,u,,
o deslocamento a deformacio para simulacdo

Conical - -—- -
Conica2 - - ---
Cubica spline 1,5-3,0 1,5-2,5 1,5-2,5
Quirtica spline 1,5-4,0 1,5-25 1,5-25
Quinta ordem spline 1,5-4,0 1,5-4,0 1,5-4,0

Em dominios com distribui¢des nodais uniformes e dm constante, analisou-se ainda o
efeito da variagcdo da concentracdo nodal. Desta forma foram testados dominios
empregando 11, 51 e 101 nés utilizando a funcdo peso cubica spline, Figura 4.17. A Tabela
4.5 mostra as faixas de d,, para as quais as normas do erro dos campos de deformacio e
de deslocamento assumem valores até 10”. Com a Figura 4.17 verifica-se que o aumento
do nimero de nés no dominio melhora as respostas obtidas pelo EFG para valores de d,
até 2,5. Uma vez que, para valores de d,,,, maiores do que 2,5 podem ocorrer certa perda
de localidade nas aproximacgdes. Assim, nos casos com maior nimero de dominios de
influéncia, ou seja, em dominios com maiores concentracdes nodais este efeito € percebido

em cada dm.

A constru¢do do dominio de influéncia considerando os k nés mais préximos também foi
avaliada para configuracio nodal uniforme. Para k igual a 2, a Tabela 4.6 e a Tabela 4.7
indicam, respectivamente, para 11 e 51 nés as faixas de d,,,c onde as normas dos erros nao
sdo superiores a 10™" para as funcdes peso analisadas. Os resultados pertinentes ao dominio

composto por 101 nés foram suprimidos uma vez que ndo foi obtida nenhuma faixa
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adequada de d,.. Para as trés concentracdes nodais e k igual a 3 as faixas de du

consideradas vdlidas sdo apresentadas da Tabela 4.8 a Tabela 4.10.

Tabela 4.5 - Faixa de d,,,, onde as normas do erro ndo sdo superiores a 10"1, para os
dominios com 11, 51 e 101 n6s e funcdo peso ctibica spline.
Fungdo peso cubica spline - dm constante

Concentracdo nodal | Faixade d,,,, para | Faixa de d,,.para | Faixa final de d,;,.
o deslocamento a deformacio para simulacdo

11 nés 1,5-3,0 1,5-25 1,5-25

51 nés 1,5-3,0 1,5-25 1,5-2,5

101 nés 1,5-3,0 1,5-25 1,5-2,5

Tabela 4.6 - Faixa de d,,,, onde as normas do erro ndo sdo superiores a 107, para as
funcdes peso testadas em um dominio com 11 nés e k igual a 2.

Dominio com 11 nés uniformemente distribuidos
Fungio peso Faixa de d,,,para | Faixa (11(6 diax para | Faixa final de d.x
o deslocamento a deformacao para simulacio
Conica2 1,5-25 1,5-25 1,5-25
Cubica spline 1,5-40 1,5-3,5 1,5-35
Quirtica spline 1,5-4,0 1,5-35 1,5-35
Quinta ordem spline 1,5-4,0 1,5-4,0 1,5-4,0

. ~  z : -1 ~
Tabela 4.7 - Faixa de d,,, onde a norma do erro nao € superior a 10", para as funcdes peso
testadas em um dominio com 51 nés e k igual a 2.
Dominio com 51 nés uniformemente distribuidos

k=2
Fungao peso Faixa de d,.para | Faixa de d,,, para | Faixa final de dx
o deslocamento a deformacao para simulacio

Conica2 4,0 -— -

Cubica spline - — —

Quartica spline 3,0-4,0 - —

Quinta ordem spline --- - -
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Tabela 4.8 - Faixa de d,,. onde a norma do erro néo é superior a 10" para as fungdes peso

testadas em um dominio com 11 nés e k igual a 3.

Funcao peso

Dominio com 11 nds uniformemente distribuidos

k=3

Faixa de d,,x para

o deslocamento

Faixa de d,,x para

a deformacdo

Faixa final de d,,,x

para simulacdo

Conica2 L5 1,5 1,5
Cubica spline 1,5-2,0 1,5 1,5
Quartica spline 1,5-2,5 1,5 1,5
Quinta ordem spline 1,5-4,0 1,5-4,0 1,5-4,0

Tabela 4.9 - Faixa de d,.: onde a norma do erro ndo é superior a 10", para as fungdes peso
testadas em um dominio com 51 nés e k igual a 3.
Dominio com 51 nés uniformemente distribuidos
k=3
Faixa de d,,, para | Faixa final de d,;

Funcdo peso Faixa de d... para

o deslocamento a deformacio para simulacdo

Conica2 1,5 — —
Cubica spline 1,5-2,0 -—- -
Quartica spline 1,5-3,5 -—- -
Quinta ordem spline 1,5-4,0 - —

Tabela 4.10 - Faixa de d,,, onde a norma do ndo é superior a 107, para as fungdes peso
testadas em um dominio com 101 nés e k igual a 3.
Dominio com 101 nés uniformemente distribuidos
k=3
Faixa de d,,,, para | Faixa final de d,,

Funcdo peso Faixa de d.., para

o deslocamento a deformacao para simulacio

Conica2

Cubica spline - — —
3,0-4,0 - -
3,5-4,0 - -

Quértica spline

Quinta ordem spline

Nas simula¢des unidimensionais utilizando distribui¢des uniformes de nds, o método EFG
obtém valores dentro do intervalo determinado como aceitdvel para as normas de erro dos
campos de deslocamento e de deformacdo (10™), tanto para os dominios de influéncia

com tamanho constante como para aqueles com tamanho definido por busca.
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Nas simula¢des com dm constante, as trés fungdes peso spline apresentam faixas de dpux
cujas normas de erro obtidas estdo dentro do limite assumido como tolerdvel, conforme
valores apresentados na Tabela 4.4. A fun¢do peso de quinta ordem destaca-se por seus
resultados validos para toda faixa de d,,,» examinada. A Tabela 4.5 mostra que para as trés

concentragdes nodais a funcio peso testada manteve a mesma faixa de d;.

Para o caso de busca com distribuicdo uniforme, um refinamento nodal muito elevado do
dominio pode, em alguns casos, propiciar o aparecimento de dominios de influéncia com
tamanhos pequenos. Deste modo, as derivadas da funcio peso e de forma passam a ter
valores elevados (Figura 4.40 a Figura 4.45), o que pode levar a resultados espurios, Figura
4.38. Para k igual a 2, este efeito aparece mais claramente, pois os valores de dm sao
menores do que para k igual a 3. Assim, os dois dominios com maiores concentracdes
nodais, 51 e 101 nés, apresentam valores para as normas dos erros superiores a 10™, tanto
para k = 2 quanto para k = 3. Por outro lado, para a distribuicdo com 11 nés as respostas
foram melhores quando k € igual a 2. Isto porque para o caso de busca o valor de k ndo
deve ser elevado, uma vez que os nds proximos as extremidades ndo possuem nés vizinhos
em ambas as direcdes e, em geral, passam a ter perda de localidade por terem tamanhos
maiores para seus dominios de influéncia. Para os dominios com distribui¢des nao-
uniformes de nés e empregando k igual a 2 e 3 foram verificados valores superiores a 10™
apenas para as normas de erro dos campos de deformacdo. Assim, nenhuma faixa de
funcionamento para d,,, foi determinada. Contudo, algumas consideragdes importantes

podem ser feitas com relagdo ao funcionamento do método.

® Na distribuicdo ndo-uniforme de nds, o acréscimo de um né no critério de busca (k
igual a 3), leva a um aumento no tamanho do dominio de influéncia, permitindo
que as informagdes sejam passadas nos dois sentidos da barra. Desta forma, as
respostas para k = 3, Figura 4.50, sdo geralmente melhores do que as obtidas com k

igual a 2, Figura 4.51. No entanto, estes resultados ndo sdo satisfatérios.

e Pelo fato da distribuicdo ser ndo-uniforme, pode ocorrer que alguns dominios de
influéncia tenham derivadas elevadas em decorréncia do valor de c, ser pequeno.
Por outro lado, outros dominios de influéncia podem apresentar perda da localidade

devido ao fato de ¢, ser proporcionalmente grande (ver Figura 4.52). Portanto, neste
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tipo de distribuicdo a matriz global é afetada pelos dois efeitos descritos, em uma

mesma simulacdo.

Por fim, podem ser feitas algumas consideragdes sobre os resultados obtidos.

O dominio de influéncia deve possuir pelo menos dois nds com ponderacdo nao
nula para que haja conectividade entre dominios de influéncia para que a matriz

global possa ser montada e os deslocamentos calculados.

O aumento do dominio de influéncia, dm, pode levar a perda da localidade nas
aproximacdes feitas. Esta perda da localidade afeta de modo menos acentuado o
valor da funcdo de forma do que sua derivada, por duas razdes. Primeiro, porque a
suavidade da fungdo peso fica evidenciada por suas derivadas, visto que a ordem
destas derivadas € decrescida, uma vez que as fungdes peso empregadas sio
polinomiais (cOnicas e spline). Este efeito é mais visivel nas fungdes conicas, por
terem ordens mais baixas e serem menos suaves (Figura 4.4, Figura 4.12 e Figura
4.14). Assim, as fungles coOnicas testadas mostraram-se, em geral, menos
adequadas para realizar as aproximacgdes locais, mesmo satisfazendo as condicoes
necessdrias para serem funcdes peso. Segundo, porque ocorre um achatamento da
funcdo de forma com o aumento de d,,,, devido ao acréscimo de nés por dm. Tal
fato leva a uma diminui¢do nos valores da fun¢io no nd, uma vez que esta funcio é
uma particdo da unidade para cada dm. A derivada da funcdo de forma também
tende a se achatar e alargar, porém esta tem uma maior tendéncia a se tornar mais

plana do que a fun¢@o de forma (Figura 4.24 e Figura 4.25).

O aumento ou a diminuicdo acentuada no tamanho do dominio de influéncia tende

a afetar de forma mais incisiva o campo de deformacao.

Nota-se que a distribuicdo nodal uniforme permite encontrar respostas para os
campos de deslocamento e de deformag@o com normas de erro dentro do limite
estabelecido como vélido neste trabalho. Assim, quanto mais uniforme for a
distribuicdo nodal maior a perspectiva de se obter repostas adequadas. Nota-se,

ainda, que a uniformidade, ou seja, a constincia no tamanho de dm, permite obter
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respostas vdlidas tanto para as funcdes spline testadas como para as concentragdes
nodais analisadas. Assim, as melhores respostas obtidas no método EFG estio
associadas a uniformidades tanto na distribuicio nodal como no tamanho dos
dominios de influéncia durante as simulacdes, uma vez que dm com tamanho
constante propicia uniformidade nas ponderagdes locais, w. Isto porque o termo de
normaliza¢do do comprimento caracteristico, r, permanece 0 mesmo durante toda a

simulagdo.

Neste trabalho foram analisados sete valores de d,q, entre 1,0 e 4,0 (d,ar = 1,0, 1,5,
2,0, 2,5, 3,0, 3,5 ¢ 4,0). O uso de d,,, igual a 1,0 mostrou-se inapropriado, uma vez
que atribui peso nulo aos ndés localizados sobre a fronteira de dm ocasionando,
assim, uma falta de conectividade entre os dominios de influéncia. Deste modo,
dmay deve ser maior que 1,0 para casos onde ¢, € definido pelo espacamento nodal

ou por busca empregando valores pequenos para k.

Mesmo para o caso onde a distribuicdo de nds € uniforme e o dominio de influéncia
tem seu tamanho constante (Tabela 4.4 e Tabela 4.5) foi possivel verificar que o

tipo de funcdo peso empregada afeta diretamente a faixa de dqy.

Segundo Dolbow e Belytschko (1998) o fator de escala d,,, estd usualmente entre
2,0 e 4,0, em se tratando de analises estaticas. Contudo, todos os casos avaliados
que apresentaram faixas de d,,,, validas para os dois campos analisados indicaram
1,5 como sendo o limite inferior deste fator de escala. Verificou-se ainda que para
estes casos a fungdo peso spline de quinta ordem foi a Unica que apresentou limite
superior de d,,,, igual a 4,0. Neste trabalho 4,0 foi o maior valor de d,,, testado e
1,5 foi o menor valor de d,,, valido, uma vez que d,,, igual a 1,0 leva a resultados

espurios.

De acordo com as anélises feitas pode-se tecer alguns consideragdes na escolha do valor de

dmax €m problemas unidimensionais estaticos.

O fator de escala d,,, deve ser maior de 1,0 pelas razdes mencionadas.
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Deve-se iniciar os testes com valores de d,,, proximos a 1,5, uma vez que todos os
casos considerados vilidos incluem este valor de d,.. em sua faixa de
funcionamento. Caso as normas de erro dos campos de deslocamento e de

- . . 1 . P
deformacdo sejam superiores a 10™, d,,, deve ser lentamente acrescido até valores

préximos a 2,5.
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5 ANALISE BIDIMENSIONAL

Os resultados apresentados neste capitulo visam a validacdo do programa bidimensional
implementado em linguagem C, bem como analisar a resposta do método EFG em relacao
a alguns de seus parametros de ajuste: tamanho do dominio de influéncia, funcdo peso
utilizada, nimero e distribuicdo dos nds no dominio. A norma da energia, Equacao (5.1), e
as normas do erro relativo percentual para os campos de deslocamento, tensio normal,
Equacdes (5.2) e (5.3), e tensao cisalhante sdo utilizadas para verificar a acuracidade das

solucdes geradas pelo método.

b

norma de energia = [% '[ J (gnum - 86’)([12‘(1 )T D(gnum - 8€X[1Ia )dx dy ’ (5' l)

\/J.Q (MVILH’I‘L - uexata )T : (unum - uexatn )dQ

T
\/ J.Q uexata : uexam dQ

{f, (e

Ly = x100(%)  para o deslocamento, e (5.2

exato )T ’ (GVILH’I‘L - O-exata )dQ

\/ | exato exato
O 2 2

x100(%) para tensdo nornal. (5.3)

O programa foi testado nas seguintes situagdes: condi¢des de referéncia para validagdo do
codigo, influéncia da funcdo peso, variacdo do tamanho do dominio de influéncia e nds
distribuidos nao-uniformemente no dominio com dm constante e definido por busca. O
Apéndice A apresenta uma comparagdo dos resultados do EFG com os do MEF. Todos os
resultados apresentados neste capitulo sdo relativos a uma viga engastada com dimensoes
em x e y iguais a 48x12 (unidades de comprimento, SI), conforme a Figura 3.3, com
médulo de elasticidade, E, igual a 30x10° (unidades de pressdo, SI) e coeficiente de
Poisson, v, igual a 0,3. A carga P aplicada € igual a 1.000 (unidades de forca, SI),
conforme a Figura 3.1. Em todas as simula¢cdes do EFG, foram utilizados 4 pontos de
Gauss em cada uma das direcdes das células de integracdo. Villa Verde er. al. (2007 e

2008a) mostram alguns resultados obtidos para o caso bidimensional.
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5.1 VALIDACAO

A validacdo do programa foi feita por meio da comparacido dos valores numéricos dos
campos de tensdo e de deslocamento com as respectivas solucdes analiticas. Para a
validacdo, foram utilizados 55 nds distribuidos uniformemente na viga apresentada na
Figura 3.3, seguindo a relacdo 11x5. Obtém-se, assim, a distribui¢do nodal representada na
Figura 3.4. Para este dominio, a malha de fundo empregada é composta por 40 células de
integracdo, conforme mostrado na Figura 3.5. O dominio de influéncia utilizado é
retangular e o fator de escala d,..x empregado € igual a 3,5. Os valores de cyq € ¢y sdo
constantes e respectivamente iguais ao comprimento e altura das células de integracio
(espagamento nodal). A fungdo peso utilizada é a cibica spline. Da Figura 5.1 a Figura 5.3
sdo mostrados os campos de deslocamento em y, tensdo normal e tensdo cisalhante nos 55

pontos nodais do dominio.

0
-0.00098857
-0.0019771

--0.0029657

- -0.0039543

I 00049428

y --0.0059314
-0.00682

k % -0.0079085
-0.008857

Figura 5.1 - Deslocamento na dire¢do y calculado nos 55 nés do dominio.

 1963.9
I 1623.5
1078

- B32.62
- 187149

I— I 25824

- -T03.87

y -114481
-2035.9

Figura 5.2 - Tensao normal ao longo da viga calculada nos 55 nés do dominio.

-0.12829
I-14.383
-28.637

472891
5T 145
[ 71388
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-99.908
‘ % 11416
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Figura 5.3 - Tensao cisalhante ao longo da viga calculada nos 55 nés do dominio.

|
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Na Figura 5.4 e a Figura 5.5 sd@o mostrados os grificos das tensdes cisalhante e normal

calculadas nos 640 pontos amostrais de Gauss. Por meio destes, € possivel verificar a

resposta dos campos de tensdo ao longo da viga.

20
1-40
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1-80
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-120
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Figura 5.4 - Gréfico da tensdo de cisalhamento calculada nos pontos amostrais de Gauss.
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0
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Posigio (v)

Figura 5.5 - Gréfico da tensdo normal calculada nos pontos amostrais de Gauss.

Da Figura 5.1 a Figura 5.5 pode-se ter um melhor entendimento qualitativo e quantitativo

dos valores numéricos obtidos para os pontos nodais do dominio e para os pontos

128



amostrais de Gauss. A Figura 5.6 e a Figura 5.7 mostram a comparagdo dos valores obtidos

nos pontos amostrais de Gauss com os valores analiticos para trés se¢des da viga.

0
20 §
40 +
i o z=16
607 o x=24.3
> 501 o x=477
-100 - — analiico
-120 4
R, N

Paosicio ()

Figura 5.6 - Tensdo de cisalhamento em trés se¢cdes longo da viga (pontos amostrais de

Gauss, funcgao cubica spline).

o xz=16
e x=2473
o x=477

— analitico

25’

Posigio (¥)

Figura 5.7 - Tensdo normal em trés se¢des ao longo da viga. C= ¢é a tensdo normal
normalizada pelo seu valor analitico maximo obtido em cada secdo x (pontos amostrais de

Gauss, fungdo cuibica spline).
Alterando apenas a funcdo peso utilizada, de cubica para quartica spline, os valores obtidos

nos pontos amostrais de Gauss e os valores analiticos nas mesmas trés secdes da viga sio

mostrados na Figura 5.8 e na Figura 5.9.
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Figura 5.8 - Tensao de cisalhamento em trés se¢des ao longo da viga (pontos amostrais de

Gauss, fungao quartica spline).
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Figura 5.9 - Tensao normal ema trés secdes ao longo da viga. “= ¢ a tensdo normal
normalizada pelo seu valor analitico m4dximo obtido em cada se¢@o x (pontos amostrais de

Gauss, fungao peso quartica spline).

A Tabela 5.1 e a Tabela 5.2 apresentam os erros calculados utilizando a norma da energia e

a norma do erro relativo, respectivamente.

Tabela 5.1 - Erro calculado pela norma da energia.
Norma da energia

Calculo das tensoes

Cubica spline

Quartica spline

Nos pontos amostrais de Gauss

0,0262

0,0300

Nos pontos nodais do dominio

0,0077

0,0124
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Tabela 5.2 - Erro calculado pela norma do erro relativo.

Nés do dominio Ctbica spline Quartica spline
Deslocamento em y 0,128 % 0,244 %
Tensdo normal 1,166 % 0,986 %
Tensdo cisalhante 9,303 % 18,182 %

Os parametros de ajuste (d,.., funcdo peso, carregamento, constantes materiais, etc.)
utilizados na validacdo foram os mesmos empregados por Dolbow e Belytschko (1998),
uma vez que produzem respostas satisfatorias para o mesmo problema. Os erros gerados
apresentados nas Tabela 5.1 e Tabela 5.2 sdo pequenos e a resposta fornecida pelo
programa esta proxima da solucdo analitica. Nota-se ainda que os resultados mostrados
foram melhores para a fung¢éo cubica spline do que para a quartica. Isso se deve ao fato do
valor de d, proposto por Dolbow e Belytschko (1998) estar relacionado mais

especificamente a primeira funcao peso.

Os resultados obtidos para o célculo das tensdes nos nés do dominio mostram-se véalidos

conforme visualiza¢des mostradas na Figura 5.2 e na Figura 5.3.

5.2 INFLUENCIA DA FUNCAO PESO

De forma a verificar a influéncia da funcdo peso na resposta do EFG, foram testadas as
sete funcdes descritas da Equacdo (2.74) a Equacdo (2.80). Estas funcdes peso estdao
representadas graficamente, da Figura 5.10 a Figura 5.14, em funcdo do comprimento

normalizado, r.

A Figura 5.10 mostra o comportamento das trés fungdes peso spline descritas da Equacio
(2.74) a Equacdo (2.76). Duas fun¢des exponenciais foram avaliadas para 5 valores de o
0,1; 0,2; 0,3; 0,4 e 0,5). A funcao peso Expl, Equacdo (2.77), apresenta um decaimento
mais acentuado que a Exp2, Equagdo (2.78), conforme mostrado na Figura 5.11 e na

Figura 5.12.

A func@o peso Gaussiana, Equagdo (2.79), foi tracada para 5 valores de £ (2,0; 2,5; 3,0; 3,5
e 4,0) e valor de k unitario. O comportamento desta fungdo peso é mostrado na Figura 5.13.

A funcio cdnica, Equacio (2.80), foi testada para k igual a 0,5 (func¢éo linear) e 1,0 (funcio

131



de segunda ordem). A Figura 5.14 mostra, para ambos os valores de k, 0 comportamento

desta fun¢do peso.

—— Ciibica —=— Cudrtica —— Cuinta ordem

P

Figura 5.10 - Fung¢Ges peso spline de terceira (cubica), quarta (quértica) e quinta ordem.
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Figura 5.11 - Funcgdo peso Exp1 para os cinco valores de ¢ testados.
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Figura 5.12 - Func¢do peso Exp2 para os cinco valores de ¢ testados.
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Figura 5.13 - Fun¢@o peso Gaussiana para os cinco valores de Se k igual a 1,0.
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Figura 5.14 - Fung¢do peso cOnica para valores de k igual a 0,5 e 1,0.
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A viga empregada nesta secdo apresenta as mesmas dimensdes, Figura 3.3, e constantes
materiais aplicadas na validacdo. Foram utilizadas duas configuracdes de nds e células
nestas simulacdes A primeira configuracdo é formada por 55 nés uniformemente
distribuidos (11x5), Figura 3.4, e 40 células de integracdo de fundo, Figura 3.5. A segunda
configuracio estd indicada na Figura 5.15. Esta é formada por 85 nds distribuidos
uniformemente e a malha de fundo € composta por 64 células. Para ambas as
configuracdes, foram utilizados dominios de influéncia quadrados (com tamanho
constante), d,,,, unitario e dm variando de 6 a 30. Nesta sec@o s@o utilizadas as normas dos
erros relativos de deslocamento em y, tensdo normal e cisalhante para verificar o
comportamento do método EFG. Os erros relativos para a primeira e segunda configuracao
propostas sao apresentados, respectivamente, da Figura 5.16 a Figura 5.30 e da Figura 5.31

a Figura 5.45 em fun¢@o do tamanho do suporte dm da fungdo peso.

Figura 5.15 - Dominio formado por 85 nés (17x5) e 64 células de integracio.

—e— Cubica —8— Quartica —a— Quinta

10,0 £
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Figura 5.16 - Erro percentual do deslocamento em y para fungdes peso spline: 55 nés.
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Figura 5.17 - Erro percentual da tensdo normal para func¢des peso spline: 55 nés.
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Figura 5.18 - Erro percentual da tensdo cisalhante para fun¢des peso spline: 55 nés.
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Figura 5.19 - Erro percentual do deslocamento em y para fungdes peso Expl: 55 nés.
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Figura 5.20 - Erro percentual da tensao normal para funcdes peso Expl: 55 nés.
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Figura 5.21 - Erro percentual da tensdo cisalhante para fungdes peso Expl: 55 nés.
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Figura 5.22 - Erro percentual do deslocamento em y para funcdes peso Exp2: 55 nés.
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Figura 5.23 - Erro percentual da tensdo normal para func¢des peso Exp2: 55 nés.

—— =01 =02 +—a=03 >a=04 % a=035

1000.,0

100,0
w L
~ i
10,0 +
1.0 ———Ff———F—————
6 9 12 15 18 21 24 27 30
dm

Figura 5.24 - Erro percentual da tensao cisalhante para funcdes peso Exp2: 55 nés.
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Figura 5.25 - Erro percentual do deslocamento em y para funcdo peso Gaussiana: 55 nés.
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Figura 5.26 - Erro percentual da tensao normal para funcio peso Gaussiana: 55 nos.
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Figura 5.27 - Erro percentual da tensao cisalhante para funcio peso Gaussiana: 55 nés.
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Figura 5.28 - Erro percentual do deslocamento em y para fun¢des peso cOnica: 55 nds.
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Figura 5.29 - Erro percentual da tensdo normal para fungdes peso conica: 55 nos.
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Figura 5.30 - Erro percentual da tensao cisalhante para funcdes peso cOnica: 55 nds.
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Figura 5.31 - Erro percentual do deslocamento em y para fungdes peso spline: 85 nds.
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Figura 5.32 - Erro percentual da tensdo normal para funcdes peso spline: 85 nods.
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Figura 5.33 - Erro percentual da tensdo cisalhante para fun¢des peso spline: 85 nés.
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Figura 5.34 - Erro percentual do deslocamento em y para fungdes peso Expl: 85 nos.
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Figura 5.35 - Erro percentual da tensao normal para funcdes peso Expl: 85 nés.
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Figura 5.36 - Erro percentual da tensao cisalhante para funcdes peso Expl: 85 nds.
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Figura 5.37 - Erro percentual do deslocamento em y para funcdes peso Exp2: 85 nos.

141



—+—a=0,1 =02 =+ =03 »—«a=04 *—a=0,5

100,0
b P
410,03
it
1.0 ———
6 9 12 15 18 21 24 27 30
dam

Figura 5.38 - Erro percentual da tensdo normal para func¢des peso Exp2: 85 nos.
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Figura 5.39 - Erro percentual da tensdo cisalhante para fungdes peso Exp2: 85 nos.
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Figura 5.40 - Erro percentual do deslocamento em y para fun¢ao peso Gaussiana 85 nos.

142



——(3=2-8-(3=25—a(3=3 3F=35—*%5=4

1000,0

100,0

1.0

0,1 ——-"A—+—+t——t—ttt

N
\o
—
\S]
—
wn
—
o0
o
—
[\
=
N9
Q
(98]
o

dm

Figura 5.41 - Erro percentual da tensdao normal para funcdo peso Gaussiana: 85 nos.
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Figura 5.42 - Erro percentual da tensdo cisalhante para funcdo peso Gaussiana: 85 nds.
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Figura 5.43 - Erro percentual do deslocamento em y para fung¢des peso cOnica: 85 nds.
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Figura 5.44 - Erro percentual da tensdo normal para fungdes peso conica: 85 nos.
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Figura 5.45 - Erro percentual da tensdo cisalhante para fung¢des peso conica: 85 nds.

A escolha do parametro de ajuste &€ de fundamental importancia na utilizacdo das fungdes
exponenciais (Figura 5.19 a Figura 5.24 e Figura 5.34 a Figura 5.39). Para dominios de
influéncia pequenos e valores baixos de &, a fungdo peso Expl apresenta problemas na
montagem da matriz A, uma vez que baixos valores de « levam a um decaimento
acentuado da funcdo peso Expl. Assim para valores de dm pequenos ocorre a ponderagdao
de poucos nds. A funcdo peso Exp2 apresenta, para todos os valores de « testados, erros
percentuais elevados para as tensdes cisalhantes em ambas as configura¢des de nds. Em
contrapartida, a fungdo Expl apresenta, para alguns valores de ¢, um comportamento

bastante satisfatério tendo em vista os erros percentuais encontrados (erros proximos de

10%).
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Os erros percentuais dos campos de deslocamento em y e de tensdes normais e cisalhantes,
empregando a funcdo peso Gaussiana sdo mostrados da Figura 5.25 a Figura 5.27, para 55
nos, e da Figura 5.40 a Figura 5.42, para 85 nds. O comportamento do erro para os trés
campos apresentados € similar, porém a escala na qual o erro varia ¢ bem maior para o
campo de tensdes, principalmente para o cisalhamento. Verifica-se que pequenas variagdes

no valor de dm podem gerar grandes alteragdes no erro percentual do método.

A resposta obtida com a fun¢@o conica linear € melhor do que a obtida com a fungio
segunda ordem, contudo o erro associado ao campo de tensdo cisalhante € elevado para as

duas configuracdes nodais testadas (Figura 5.28 a Figura 5.30 e Figura 5.43 a Figura 5.45).

Foram utilizadas trés funcdes spline: ctbica, quértica e quinta ordem. O comportamento do
erro percentual dos trés campos analisados, com a variagdo de dm € mostrado da Figura
5.16 a Figura 5.18, para o caso com 55 nés, e da Figura 5.31 a Figura 5.33, para o caso
com 85 nds. Todas as funcdes spline utilizadas apresentam intervalos no tamanho do
dominio de influéncia, dm, onde o erro percentual em todos os campos € aceitdvel (erros
proximos a 10 %). Nota-se que para estas fungdes, pequenas variacdes no valor de dm

podem gerar grandes altera¢des no erro percentual do método.

A Figura 5.46 e a Figura 5.47 mostram, respectivamente, para as configuragdes com 55 e
85 ndés o comportamento das fungdes peso que apresentam as melhores respostas. As
normas de erro para os campos pertinentes a estas funcdes sdo mostradas da Figura 5.48 a
Figura 5.50, para a primeira configura¢do nodal, e da Figura 5.51 a Figura 5.53, para a

segunda.
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Figura 5.46 - Fungdes peso com as melhores respostas para o dominio com 55 nds.
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Figura 5.47 - Fungdes peso com as melhores respostas para o dominio com 85 nés
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Figura 5.48 - Melhores resultados para o erro percentual do deslocamento em y: 55 nds.
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Figura 5.49 - Melhores resultados para o erro percentual da tensdo normal: 55 nos.
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Figura 5.50 - Melhores resultados para o erro percentual da tensdo cisalhante: 55 nos.
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Figura 5.51 - Melhores resultados para o erro percentual do deslocamento em y: 85 nds.
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Figura 5.52 - Melhores resultados para o erro percentual da tensdo normal: 85 nos.
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Figura 5.53 - Melhores resultados para o erro percentual da tensdo cisalhante: 85 nés.

Verifica-se que a faixa onde se situa o erro minimo para as cinco melhores fungdes peso
apresentadas, em geral, € diferente para cada fungdo e configuracdo de nés. Nota-se que,
para os casos testados, o valor de dm que miminiza o erro tende a aumentar para as funcoes
peso que apresentem decaimento mais acentuado. Este comportamento € ratificado pelos

resultados apresentados da Figura 5.46 a Figura 5.53.

O tamanho do suporte dm da fung@o peso associada ao ponto i deve ser escolhido de modo
que dm seja grande o suficiente para que o nimero de nds cobertos no dominio de
influéncia assegure a regularidade de A (matriz de momento). Valores de dm muito
pequenos podem gerar erros numéricos muito grandes quando se utiliza a quadratura
numérica de Gauss para calcular os elementos da matriz. Por outro lado, dm deve ser
pequeno o suficiente para manter as caracteristicas locais para a aproximacio pelo MMQM

(Long e Hu, 2003).

De forma a visualizar o comportamento da fun¢do de forma no dominio bidimensional a
Figura 5.54 apresenta a fungdo associada ao né 28 do dominio que estd localizado no
centro da viga, ou seja, coordenadas x e y, respectivamente, iguais a 24 e 0, Figura 3.3 e
Figura 3.4. Esta funcdo de forma foi construida utilizando dm constante e igual a 18,

funcdo peso cubica, d,,,, igual a 1,0, dominio com 55 nés e 640 pontos amostrais de Gauss.
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Figura 5.54 - Funcdo de forma do né 28 localizado nas coordenadas 24 em x e 0 em y: dm

igual a 18, fungdo peso cubica, d,,,, igual a 1,0, 55 nés e 640 pontos amostrais de Gauss.

Na Figura 5.55 e na Figura 5.56 sdo mostrados o nimero médio, minimo e maximo de nds
contidos nos dominios de influéncia centrados nos pontos amostrais de Gauss durante a
integracdo da matriz de rigidez K, para todos os valores de dm testados (dm quadrado e

constante).
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Figura 5.55 - Nimero médio, minimo e maximo de pontos nodais nos dominios de

influéncia centrados nos pontos amostrais de Gauss (integracdo de K): 55 nés.
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Figura 5.56 - Nimero médio, minimo e méximo de pontos nodais nos dominios de

influéncia centrados nos pontos amostrais de Gauss (integracdo de K): 85 nos.

ainda, a quantidade de pontos nodais associada a cada um destes intervalos para as funcdes

peso spline testadas.

As fungdes splines apresentam respostas acuradas (erros préximos de 10%) para ambas as
configuragdes de nds. A Tabela 5.3 e a Tabela 5.4 apresentam, respectivamente, para 55 e

85 nds os intervalos de dm pertinentes aos menores valores de erros relativos, indicando

Tabela 5.3 - Intervalo de dm para o qual o erro relativo € menor e a quantidade de nds
associada a cada intervalo, para dominio com 55 n6s e dm quadrado.

Funcao peso

Cubica spline

Quartica spline

Quinta ordem spline

Intervalo para 55 nés

Intervalo para 55 nés

Intervalo para 55 nés

N° de nés

dm=15 dm=21 | dn=12 | dn=24 | dmn=15 | dm=30
Médio 28,7 32,2 23 40 28,7 46
Maximo 35 40 25 50 35 55
Minimo 20 20 15 30 20 35

Para uma distribui¢do de nds uniforme e dm constante, verifica-se por meio da Tabela 5.3 e
da Tabela 5.4 que os intervalos de dm associados aos menores erros relativos sdo alterados

de forma a manter uma mesma quantidade de nés nos dominios de influéncia durante a

integracdo da matriz K, para as duas configuracdes nodais e mesma fungéo peso.
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Tabela 5.4 - Intervalo de dm no qual o erro relativo € menor e a quantidade de n6s
associada a cada intervalo, para dominio com 85 n6s e dm quadrado.

Funcio peso Cubica spline Quartica spline Quinta ordem spline
Intervalo para 85 nés | Intervalo para 85 nds | Intervalo para 85 nds
N° de nés
dm=9 dm=15 dm=9 | dn=18 | dn=9 | dn=15
Médio 25,3 43,7 25,3 50,6 25,3 43,7
Maiaximo 30 50 30 60 30 50
Minimo 16 30 16 35 16 30

Além dos testes utilizando dm quadrado foram ainda realizados testes com dominio de
influéncia retangular para as duas concentra¢des nodais.Estes dominios formam calculados
com base nos espacamentos nodais em x e y utilizando o fator de escala d,,,,. Nota-se que
no domino com 85 nds os espacamentos nodais em x e y sdo iguais, sendo um caso
particular do dominio retangular recaindo na forma quadrada de dm acima analisada. A
Tabela 5.5 mostra o nimero médio, mdximo e minimo de ndés em funcdo de d,..., para os

dominios com 55 e 85 nés e dm retangular.

Tabela 5.5 - Intervalo de dm (dm = ¢ X dyu.x) n0 qual o erro relativo é menor e a quantidade
de nos associada a cada intervalo, para dominio com 55 e 85 nds e dm retangular.

Nos por 55 nés
dm  \dpay =2 dnax =3 | dmax = 4| dimax = 5 | dinax = 6 | dax = 7| dipax = 8 | dimax = 9 | dipax = 10
Médio | 13,3 24,3 34 40 45 49 52 54 55
Maximo | 16 30 40 50 55 55 55 55 55
Minimo 9 16 25 30 35 40 45 50 55
No6s por 85 nods

dm dmax =2 dmax =3 dmax =4 dmax =5 dmax =6 dmax =7 dmax =8 dmax =9 dmax =10

Médio | 13,5 25,3 36,2 43,7 50,6 56,8 62,5 67,5 71,8

Miximo | 16 30 40 50 60 70 80 85 85

Minimo 9 16 25 30 35 40 45 50 55

Da Figura 5.57 a Figura 5.59 sdo apresentados os erros percentuais dos campos de
deslocamento e de tensdes normais e cisalhantes para os dominios com 55 e 85 nds,

empregando as fungdes peso spline cubica e qudrtica.
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Figura 5.57 - Erro percentual do deslocamento em y para as fungdes spline ctibica e

quértica em funcao de d,,: dm retangular e dominio com 55 e 85 nds.
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Figura 5.58 - Erro percentual da tensdo normal para as fungdes spline cubica e quértica em

fun¢do de d,.,: dm retangular e dominio com 55 e 85 nos.
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Figura 5.59 - Erro percentual da tensdo cisalhante para as funcdes spline ctibica e quartica

em funcdo de d,,,: dm retangular e dominio com 55 e 85 nds.

As faixas de d,,. vinculadas ao menor erro s@o determinadas com base no erro percentual
do campo de tensdo cisalhante, uma vez que seus erros sdo superiores aos dos demais
campos, conforme apresentado da Figura 5.57 a Figura 5.59. Para facilitar a anélise das

faixas de d,,,, com menores erros as informagdes da Figura 5.59 est@o dispostas na Tabela

5.6.

Tabela 5.6 - Erro percentual da tensdo cisalhante para as fung¢des spline cibica e quartica
em funcdo de d,,,: dm retangular e dominio com 55 e 85 nos.

Erro percentual de cisalhamento
s Ciibica 55 | Cubica 85 | Quartica 55 | Qurtica 85

2 129,554 | 124,376 101,874 99,472
3 21,731 15,575 26,364 18,786
4 12,180 18,330 18,194 12,323
5 16,785 6,268 11,606 8,247

6 23,961 960,217 16,855 10,185
7 11,545 23,759 17,208 17,965
8 | 1507,493 | 57,521 23,033 27,918
9 12,446 10,922 32,127 20,408
10 12,879 42,852 14,134 448,289
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A Tabela 5.7 e a Tabela 5.8 apresentam as faixas de d,,, pertinentes aos menores erros
para os dominios com 55 nds e 85 nds, respectivamente, bem como o nimero médio,
maximo e minimo de nds associados a esta condi¢do. Para uma faixa razodvel de valores

de erro, considerou-se seu valor maximo em torno de 20%.

Tabela 5.7 - Intervalo de dm (dm = ¢ X d,,,) para o qual o erro relativo € menor e a
quantidade de nds associada a cada intervalo, para dominio com 55 n6s e dm retangular.

Fungao peso Cubica spline Quartica spline
Intervalo para 55 nés | Intervalo para 55 nds
N° de nos
dmax =3 dmax =5 dmax =4 dmax =7
Médio 243 40 34 49
Maximo 30 50 40 55
Minimo 16 30 25 40

Para o caso de dominio retangular, a faixa de d,,, correspondente ao menor erro é
semelhante nos dois dominios para uma dada funcdo peso. Nota-se que as faixas de
nimeros de nds nos dominios de influéncia s@o préximas para os dois dominios, para
valores de d,... até 6, conforme mostrado na Tabela 5.5. Assim, como no caso de dominio
quadrado, a faixa de ndmero de nés nos dominios de influéncia pertinentes ao menor erro é

semelhante em ambas as concentracdes nodais para uma dada funcio peso.

Tabela 5.8 - Intervalo de dm (dm = ¢ X d,u.x) n0 qual o erro relativo é menor e a quantidade
de nds associada a cada intervalo, para dominio com 85 nos.

Funcao peso Cubica spline Qudrtica spline
Intervalo para 85 nds | Intervalo para 85 nés
N° de nés
dmax =3 dmax =5 dmax =3 dmax =7
Médio 25,3 43,7 25,3 56,8
Maximo 30 50 30 70
Minimo 16 30 16 40

Quando se utiliza d,,,, para calcular dm, trabalha-se com a mesma faixa de nds nos
dominios com diferentes concentracdes nodais, salvo casos onde d,,, continue sendo
acrescido em dominios cujo nimero maximo de nds tenha sido atingido, conforme visto

para dy,,, maior que 6 no dominio com 55 nds.
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Nos dominios de influéncia a faixa de d.. que contém as melhores solugdes tem valor
entre 3,0 e 5,0 para ambas as fungdes peso testadas. Estes valores sdo ligeiramente
diferentes dos definidos por Dolbow e Belitschko (1998) que estio compreendidos entre

2,0e4,0.

5.3 DISTI}IBUI(;AO UNIFORME COM VARIACAO NO TAMANHO DO
DOMINIO DE INFLUENCIA

Nos tépicos anteriores, os valores de dm sdo mantidos constantes, o que resulta em
dominios de influéncia com o mesmo tamanho durante toda a execucdo. O valor de dm
pode ser mantido fixo em casos em que onde a distribuicdo de ndés € uniforme.
Conhecendo-se a razdo de distribuicdo dos nés no dominio € possivel determinar um valor
para dm cuja condi¢do do nimero minimo de nds por dominio de influéncia seja atendida
durante a montagem da matriz K. Em casos de distribui¢do de nés ndo-uniforme deve-se,
em geral, buscar os k pontos nodais mais proximos de um ponto de integracdo ou de um

no, e somente entdo determinar o valor de dm.

As simulacdes foram feitas para a configuracdo de nds e células mostrada na Figura 5.15
(64 células e 85 pontos nodais). ¢y € ¢,y foram calculados de acordo com os k nds mais
préximos. k foi mantido igual a 12 com valores de d,,., variando de 1,0 até 3,5. As fungdes
peso utilizadas foram a cubica e a qudrtica spline. Da Figura 5.60 a Figura 5.62 sdo
apresentados os erro percentuais dos campos de deslocamento em y e de tensdes normais e
cisalhantes em funcio do pardmetro d,,,, visto que dm € calculado para cada ponto ou n6
desejado durante a execucdo. A norma da energia estd indicada na Tabela 5.9. Na Tabela
5.10 sdo apresentados os valores médios, maximos, minimos, como também o desvio
padrdo do tamanho de dm durante a integracdo da matriz de rigidez K, para os valores de

Amax testados.
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Figura 5.60 - Erro percentual do campo de deslocamento em y: k = 12 e 85 n6s.
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Figura 5.61 - Erro percentual do campo de tensdes normais: k = 12 e 85 nds.

Tabela 5.9 - Norma da energia nos pontos de Gauss e nés em fung¢éo de d,,,, para dominio
com 85 nos e fungdes peso cibica e quartica.

cuibica
Norma da energia
dmux = 170 dmax = 195 dmax = 2’0 dmax = 295 dmax = 3’0 dmax = 3’5
Ponto de Gauss 0,139 0,073 0,155 0,149 0,244 0,701
Noés 0,084 0,050 0,115 0,083 0,115 0,294
quartica
Norma da energia
dmux = 170 dmax = 1’5 dmax = 2’0 dmax = 295 dmax = 3’0 dmax = 3’5
Ponto de Gauss 0,129 0,072 0,087 0,157 1,492 0,284
Nos 0,073 0,048 0,053 0,077 0,491 0,143

156



—+— Cibica —=— Quattica
1000,0
100,0 1
l.
ks F73,37 G075
v L B
B34 par
10,0 +
10—t
1,0 1.5 2,0 2,5 3.0 35
dmax

Figura 5.62 - Erro percentual do campo de tensdes cisalhantes: k = 12 e 85 n6s.

Tabela 5.10 - Valores médio, mdximo e minimo de dm e seu desvio padrdo durante a
integracdo da matriz de rigidez: 85 nds.

dm Anax = 1,0 dpax =1,5 | dypax = 2,0 | dypax = 2,5 | dinax = 3,0 | dipax = 3,5
Médio 6,33 9,50 12,67 15,84 19,01 22,18
Maximo 9,22 13,83 18,44 23,06 27,67 32,28
Minimo 5,39 8,09 10,79 13,49 16,19 18,89
Desvio padrao 0,71 1,07 1,42 1,78 2,14 2,50

Para ambas as funcdes peso testadas, foi o campo de deslocamento que apresentou os
menores erros. Conforme mostrado na Figura 5.60, verifica-se que a funcdo cibica spline
obteve as melhores respostas. O campo de tensd@o normal apresentou certa proximidade
entre os valores para as duas funcdes. Por meio da Figura 5.61e Figura 5.62 verifica-se que
tanto o campo de tensdo normal como o de tensdo cisalhante apresentam variagdes bruscas

no valor do erro relativo.

Nota-se que a melhor resposta do campo de tensdo ndo estd necessariamente relacionada a
melhor resposta do campo de deslocamento, conforme apresentado da Figura 5.60 a Figura
5.62. Assim, nos métodos sem malha é importante quantificar o erro dos campos
separadamente, contudo alguns autores apresentam apenas a norma da energia de

deformacdo para verificar a melhor resposta.
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Na Figura 5.63 € mostrado o nimero médio, mdximo e minimo de pontos nodais contidos
nos dominios de influéncia durante a integracdo da matriz de rigidez. Para o caso com dm
constante, dominio com 85 e fungdes peso cubica e qudrtica, o nimero de nds associado
aos menores erros relativos corresponde para o caso com dm variando a valores de dux
entre 1,5 e 2,5. Verifica-se que o erro associado para a tensdo cisalhante é bastante
elevado, mesmo para o intervalo de d,,,, onde se esperava uma melhor resposta do EFG,
Figura 5.62. Para o caso de busca ndo € possivel determinar faixas de uso geral para d,,,

uma vez que a resposta estd vinculada ao valor de k.

—— Média —s— Wéemmeo —a— Minime

o
=
b

N® de pontos
=
Lo}
]

dmax
Figura 5.63 - Nimero médio, midximo e minimo de pontos nodais para d,,, igual a 1,0; 1,5;

2,0; 2,5; 3,0 € 3,5 em um dominio com 85 nds

Da Figura 5.64 a Figura 5.75 sdo apresentados os campos de tensido normal e cisalhante e o
campo de deslocamento obtido na dire¢do y, tanto para a fungdo peso cubica quanto para a
quértica spline quando d,,, € igual a 1,5 e 2,5. A visualizacdo dos campos indica a forma
como o erro calculado se apresenta sobre o dominio e verifica possiveis variagdes na
resposta com a modificacdo da func@o peso. Conforme esperado, verifica-se maior

semelhanca dos campos de deslocamento e de tensdo normal com as solucdes analiticas.

Mesmo sabendo que os erros dos campos de tensdo cisalhante sdo elevados, Figura 5.62,
sua visualizagdo € importante no sentido de verificar se estes erros estdo concentrados em
regides especificas do dominio. Por meio da andlise gréfica, nota-se que o erro ndo estd

associado essencialmente a uma regido particular do dominio.
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Figura 5.64 - Campo de deslocamento em y: fungdo peso cubica, dy.y = 1,5, 85 nés e k =

12.
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Figura 5.65 - Campo de deslocamento em y: funcdo peso quartica, dy,c = 1,5, 85 nds e k =

12.
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Figura 5.66 - Campo de tensdo normal: fungcdo peso cibica, dy, = 1,5, 85 nés e k = 12.
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Figura 5.67 - Campo de tens@o normal: fungéo peso quartica, d,,,, = 1,5, 85 nés e k = 12.
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Figura 5.68 - Campo de tensao cisalhante: fun¢éo peso cubica, dy,, = 1,5, 85 ndés e k = 12.
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Figura 5.69 - Campo de tensao cisalhante: fung¢do peso quartica, dy,.x = 1,5, 85 nés e k =
12.
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Figura 5.70 - Campo de deslocamento em y: fungdo peso cibica, duy = 2,5, 85 nés e k =
12.
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Figura 5.71 - Campo de deslocamento em y: funcéo peso quartica; d,, = 2,5, 85 nés e k =

12.
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Figura 5.72 - Campo de tensdo normal: fung¢do peso cubica, dj. = 2,5, 85 nés e k = 12.
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Figura 5.73 - Campo de tens@o normal: fungdo peso quartica, dy,, = 2,5, 85 nés e k = 12.
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Figura 5.74 - Campo de tensao cisalhante: fun¢éo peso cubica, dyy,, = 2,5, 85 ndés e k = 12.
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Figura 5.75 - Campo de tensdo cisalhante: fungdo peso quatica, dyq = 2,5, 85 nés e k = 12.

Foram feitas, ainda, simula¢des utilizando 55 nés, Figura 3.4, e 40 células de integragdo de
fundo, Figura 3.5, no dominio apresentado na Figura 3.3. De forma andloga ao caso com

85 nds, o dominio de influéncia empregado tem forma quadrada. c¢,; e ¢,y foram calculadas
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de acordo com os k nés mais proximos (k = 12) e o parAmetro de escala d,,, assumiu os
valores 1,0; 1,5; 2,0; 2,5; 3,0 e 3,5. A funcdo peso utilizada foi a cdbica spline. Estas
simulacdes t€ém como objetivo visualizar os campos deslocamento em y e de tensdes
normais e cisalhantes, como também comparar a resposta desta configuracdo de nés com a
de 85 nds. Para o dominio com 55 nds, os valores médios, maximos € minimos de nds nos
dominios de influéncia pertinentes a integracdo de matriz de rigidez sdo apresentados na
Figura 5.76. Da Figura 5.77 a Figura 5.85 sdo mostradas as saidas graficas dos campos

supracitados, para d,,, igual a 1,0, 2,5 e 3,5.

—— Media —=— MNamme —a— MNinime

Mimero de nos

fimax
Figura 5.76 - Niimero médio, mdximo e minimo nds para d,.., igual a 1,0; 1,5; 2,0; 2,5; 3,0

e 3,5 em um dominio com 55 nos.

Nos casos em que o tamanho de dm € calculado durante a execug@o do programa para cada
ponto de Gauss, pode-se verificar que variagdes no parametro d,, dificultam o controle do

nimero de nds dentro dos dominios de influéncia.
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Figura 5.77 - Campo de deslocamento em y: fungdo peso cubica, dyy = 1,5, 55 nés e k =
12.
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Figura 5.78 - Campo de tensdo normal: funcdo peso cibica, dy; = 1,5, 55 nés e k = 12.
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Figura 5.79 - Campo de tensao cisalhante: fungéo peso cubica, dy,, = 1,5, 55 ndés e k = 12.
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Figura 5.80 - Campo de deslocamento em y: fun¢do peso cibica, dyy = 2,5, 55 nés e k =
12.
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Figura 5.81 - Campo de tensao normal: fungdo peso cubica, d,c = 2,5, S5 nés e k = 12.
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Figura 5.82 - Campo de tensao cisalhante: funco peso cuibica, dyq = 2,5, 55 nés e k = 12.
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Figura 5.83 - Campo de deslocamento em y: funcdo peso ctibica, dy,, = 3,5, 55 nés e k =

12.
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Figura 5.84 - Campo de tensdo normal: fungdo peso cibica, dygx = 3,5, 55 nés e k = 12.
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Figura 5.85 - Campo de tensao cisalhante: funcéo peso cuibica, dq = 3,5, 55 nés e k = 12.

Para a configuracdo com 55 nés as normas da energia e do erro relativo sdo mostradas,

respectivamente, na Tabela 5.11 e na Tabela 5.12. A Tabela 5.13 apresenta os valores
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médio, maximo e minimo de dm, bem como, o seu desvio padrdo durante a integracdo da

matriz de rigidez.

Tabela 5.11 - Norma da energia: k = 12, 55 nés, 40 células e fungdo peso cuibica spline.

dmax
Calculo das tensdes
1,0 1.5 2,0 2.5 3.0 35
Pontos de Gauss 0,228 0,195 0,201 0,447 0,990 0,462
Pontos nodais 0,111 0,097 0,108 0,200 0,302 0,200

Tabela 5.12 - Norma do erro relativo calculado para dm quadrado: k = 12, 55 nés, 40
células e fungao peso cubica spline.

max
Nos do dominio 1,0 L5 2,0 2,5 3,0 3,5
Luy 3,926 3,268 4,809 5,422 8,616 5,159
Lo 5,902 6,583 12,739 17,094 24,895 22,020
Lt 166,053 | 119,265 | 118,414 | 177,163 | 218,861 | 155,169

Tabela 5.13 - Desvio padrao e valores médio, mdximo e minimo de dm durante a
integracdo da matriz de rigidez: 55 nés e k = 12.

dm s

1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5
Médio 8,280 12,421 | 16,561 | 20,702 | 24,842 | 28,983
Miximo 11,897 | 17,846 | 23,794 | 29,743 | 35,692 | 41,641
Minimo 6,991 10,487 | 13,983 | 17,479 | 20,975 | 24471
Desvio padrao | 1011 1,517 2,023 2,529 3,035 3,541

As melhores respostas obtidas com a distribuicao de 55 nés sdo pertinentes a d,,,, igual a

1,5. Para esta configuracdo, os valores analiticos e numéricos obtidos para o deslocamento

em y na linha de centro e topo da viga sdo mostrados, respectivamente, na Figura 5.86 e na

Figura 5.87.
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Figura 5.86 - Deslocamento em y na linha de centro da viga: d,,,, = 1,5, 55 nés e k = 12.
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Figura 5.87 - Deslocamento em y no topo da viga: dy., = 1,5, 55 nés e k = 12.

De acordo com os valores indicados da Figura 5.60 a Figura 5.62, o campo de
deslocamento em y (Figura 5.64, Figura 5.65, Figura 5.70 e Figura 5.71) foi o que
apresentou as melhores respostas, para ambas as fungdes peso testadas no dominio com 85
noés. Para a configuragdo com 55 nés, este comportamento também € verificado e mostrado

da Figura 5.77 a Figura 5.85.

Para as duas distribui¢des nodais, a tensdo normal possui melhores respostas que as tensdes
cisalhantes, pelo fato destas tensdes apresentarem, respectivamente, campos lineares e
segunda ordem. Nota-se que os resultados apresentados utilizando busca s@o inferiores aos
do caso com dm constante durante a execucao. Tal fato pode estar relacionado a diferencas

na normalizacdo do raio da fung@o peso para cada ponto/nds.

Na Figura 5.88(a) é mostrada a distribuicdo dos pontos amostrais de Gauss (4x4)
empregada nas células de fundo. O mesmo padrdo para a distribuicdo detes pontos é
mantido, para todas as células. Nas simulacdes realizadas, os nds pertencentes ao dominio
estdo localizados sobre cada vértice das células de integragcdo (distribui¢do uniforme),
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conforme apresentado na Figura 5.88 (b), (c) e (d). Desta forma, o primeiro ponto amostral
de cada célula possui a mesma posi¢do relativa aos vértices da célula, para todas as células

do dominio.

A Figura 5.88(b) mostra o dominio de influéncia, composto por nove nds, centrado no
primeiro ponto amostral de Gauss pertencente a primeira célula de integracdo. Para a
dire¢do x, o peso atribuido a um né que esteja afastado de uma distincia A estd relacionado
a razdo A/dm (valor normalizado). Para o caso no qual o tamanho do dominio de influéncia
é constante durante a integracdo numérica, o peso atribuido aos pontos com mesma posicao
relativa serd o mesmo. Na Figura 5.88(c) € mostrado o caso onde o tamanho do dominio de
influéncia € mantido constante para o primeiro ponto amostral na segunda célula de
integracdo. Para este caso, o peso do n6 posicionado a uma distancia A serd o mesmo do
caso anterior apresentado na Figura 5.88(b). Contudo, quando o nimero minimo de nés é
utilizado para determinar o tamanho do dominio de influéncia, dm, isto ndo acontece. A
Figura 5.88(d) representa o dominio de influéncia obtido pelo nimero minimo de pontos
nodais. Assim, os nove nds mais préximos determinam o tamanho do dominio de
influéncia, que para este caso estd representado por dm’ (dm’< dm). Deste modo, um né
posicionado a uma distancia A terd o valor de seu peso relacionado a distancia normalizada

Aldm’.

dm din an’
A A A
R :
26 JO a4
3 7 1115
o . .
4 & 12 16
. .
(a) (b) (© (d

Figura 5.88 - (a) Distribui¢ao dos pontos amostrais de Gauss, (b) dominio de influéncia do
primeiro ponto amostral para a primeira célula: dominio com tamanho dm com 9 nés.
Dominio de influéncia do primeiro ponto amostral para segunda célula, (¢) mantendo o

dominio com tamanho dm (12 nés) e (d) dominio determinado por pelo menos 9 nés (dm’).

Por fim, a Figura 5.89 apresenta a funcdo de forma do né 1, coordenadas 0 e — 6 e do n6 28

coordenadas 24 e 0. Estas fun¢des foram construidas com dm definido pela busca aos 12
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nés mais proximos em um dominio com 55 nds, 640 pontos amaostrais, 40 células de

fundo e funcao, d,.., igual a 1,5 e peso cubica spline.

WMo o1 W ono28

020 L

Fungiio de forma

015 7
0.0 v

005 v~

Figura 5.89 - Funcao de forma do né 1 (0, — 6) e 28 (24, 0) para o caso ande dm ¢é definido
pela busca aos 12 nds mais proximos: 55 nés no dominio, 640 pontos amaostrais, 40

células de fundo, d,,, igual a 1,5 e fun¢do peso cubica spline.

5.4 DISTRIBUICAO NAO-UNIFORME COM VARIACAO NO TAMANHO DO
DOMINIO DE INFLUENCIA

Os dominios avaliados nas secdes anteriores fazem uso da distribui¢do uniforme de nds.
Esta secdo tem como escopo verificar a resposta do método EFG por meio da andlise dos
campos de tensdo e de deslocamento em um dominio com distribuicio ndo-uniforme de
nods. Todas as simulacGes empregaram d,,q, igual a 1,0. ¢, e ¢, foram calculados de acordo
com os k pontos mais préximos e a fungdo peso utilizada é a cibica spline. A Figura 5.90

mostra as 40 células de fundo (11x5) utilizadas na integracao numérica.

Figura 5.90 - Malha de fundo composta por 40 células (640 pontos de integragao).
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Na Figura 5.91 sdo mostradas as cinco distribui¢des nao-uniformes de nds testadas: (a) (b)
52 nés, (¢) (d) 83 nds, (e) (f) 118 nds, (g) (h) 190 nds e (i) (j) 258 nds. Da Figura 5.92 a
Figura 5.96 sdo mostrados os erros relativos dos campos de deslocamento em y e de
tensdes cisalhantes e normais em funcdo do nimero minimo de nés (k) no dominio de

influéncia, para as cinco distribui¢des nodais indicadas na Figura 5.91.

A Tabela 5.14, a Tabela 5.15 e a Tabela 5.16 apresentam, respectivamente, para oS campos
de deslocamento em y, tensdo normal e tensdo cisalhante os valores de k pertinentes ao
erro relativo minimo. Verifica-se, por meio da Tabela 5.14, que o erro relativo do campo
de deslocamento decai com o aumento do nimero de ndés no dominio, para as cinco
distribuicdes nodais testadas, e que os valores de erro deste campo variam entre 0,07% e
8%. O campo de tensdo normal apresenta valores de erro de 6,3% a 8,8% para as trés
primeiras configuragdes nodais, no entanto o campo de tensdo cisalhante ndo obteve

resultados acurados, para as configuracdes nodais testadas.

(a) (b)

© ()

© Q)
A LR A
" s s as s s s s mmsg s mnmmmnn® F 0 on e afs ] ma|na o |_. .

(2) (h)

() )

Figura 5.91 - Distribui¢do ndo-uniforme de (a) 52, (c) 83, (e) 118, (g) 190 e (i) 258 nds.
Visualizagdo na malha de fundo com (b) 52, (d) 83, (f) 118, (h) 190 e (j) 258 nos.
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Verifica-se que o erro relativo apresenta maiores valores para os campos de tensdo
cisalhante. Nota-se também que o valor de k que minimiza o erro relativo para uma dada
configuracdo de ndés no dominio ndo é o mesmo para todos os campos analisados,

conforme os resultados apresentados da Tabela 5.14 a Tabela 5.16.

——Luy Lo —A—IT

Erro relativo (%)

12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 30

Figura 5.92 - Erro percentual dos campos de deslocamento em y (Luy) e de tensdo (Lo, L7)

em fungdo de k, para uma distribui¢do ndo-uniforme de 52 nés no dominio e 40 células.
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Figura 5.93 - Erro percentual dos campos de deslocamento em y (Luy) e de tensdo (Lo, L7)

em fungdo de k, para uma distribui¢do nao-uniforme de 83 nés no dominio e 40 células.
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Figura 5.94 - Erro percentual dos campos de deslocamento em y (Luy) e de tensdo (Lo, L7)

em funcdo de k, para uma distribui¢cao ndo-uniforme de 118 nds no dominio e 40 células.
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Figura 5.95 - Erro percentual dos campos de deslocamento em y (Luy) e de tensdo (Lo, L7)

em funcdo de k, para uma distribuicao ndo-uniforme de 190 nds no dominio e 40 células.

Tabela 5.14 - Valores de k pertinentes ao erro relativo minimo do campo de deslocamento
em y para as cinco distribui¢des nodais com 40 células de integracao.

Numero de nés no dominio
Erro
52 83 118 190 258
percetual

k=14 k=18 k=16 k=22 k=26
Luy 8,352 4,699 2,588 0,635 0,071
Lo 6,568 5,069 8,788 15,584 | 42,951
Lt 114,134 | 69,626 | 62,769 | 66,116 | 113,239
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Figura 5.96 - Erro percentual dos campos de deslocamento em y (Luy) e de tensdo (Lo, L7)

em funcdo de k, para uma distribuicao ndo-uniforme de 258 nds no dominio e 40 células.

Tabela 5.15 -Valores de k pertinentes ao erro relativo minimo do campo de tensdo normal
para as cinco distribui¢cdes nodais com 40 células de integracao.

Numero de nés no dominio
Erro
52 83 118 190 258
percetual

k=16 k=20 k=18 k=22 k=28
Luy 12,283 7,502 5,420 0,635 1,410
Lo 6,544 4,916 5,105 15,584 | 36,692
Lt 117,707 | 62,086 | 53,891 66,116 | 114,899

Tabela 5.16 - Valores de k pertinentes ao erro relativo minimo do campo de tensdo
cisalhante para as cinco distribui¢des nodais com 40 células de integragao.

Numero de nés no dominio
Erro
52 83 118 190 258

percetual

k=22 k=28 k=20 k=26 k=30
Luy 14,562 11,078 5,174 0,743 4,016
Lo 9,547 8,166 6,737 22,157 | 45,346
Lt 48,285 | 31,244 | 44,515 | 40,541 | 86,754

Da Figura 5.97 a Figura 5.101 s@o mostrados os valores da norma da energia calculada nos

nds e nos pontos amostrais de Gauss.
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Figura 5.97 - Norma da energia em fungao de k, para dominio com distribuicdo de 52 nés e

40 células de integracdo: ¢ pontos de Gauss e m nos.
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Figura 5.98 - Norma da energia em funcao de k, para dominio com distribuicdo de 83 nés e

40 células de integracdo: ¢ pontos de Gauss e m nos.
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Figura 5.99 - Norma da energia em funcio de k, para dominio com distribui¢do de 118 nés
e 40 células de integracdo: ¢ pontos de Gauss e m nés.
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Figura 5.100 - Norma da energia em fun¢do de k, para dominio com distribuicido de 190

nés e 40 células de integracio: ¢ pontos de Gauss e m noés.
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Figura 5.101 - Norma da energia em fungéo de k, para dominio com distribui¢do de 258

nés e 40 células de integracio: ¢ pontos de Gauss e m nés.

A Tabela 5.17 apresenta os valores minimos da norma da energia para as cinco
distribuicdes nodais testadas. Os campos de deslocamento em y e de tensdes normais e
cisalhantes pertinentes a estas normas de energia sdo mostradas da Figura 5.102 a Figura

5.116.
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Tabela 5.17 - Valores de k pertinentes as menores normas de energia para as cinco

distribui¢des nodais, 40 células.

Nimero de nés no dominio
Norma de energia 52 83 118 190 258
k=22 | k=26 | k=20 | k=26 | k=24
Ponto de Gauss 0,105 0,078 0,107 0,136 0,232
Ponto nodal 0,044 0,044 0,065 0,099 0,216

A norma da energia de deformacgao leva em conta os erros das deformacdes normais &y,
(o) &yy (0yy) € cisalhantes &,y (zy,). Os valores de k relativos as menores normas de energia
de deformacao, Tabela 5.17, sdo na maioria dos casos iguais aos valores encontrados para

o menor erro percentual do campo de cisalhamento, Tabela 5.16, uma vez que este campo

foi o que apresentou maiores erros relativos.
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Figura 5.102 - Campo de deslocamento em y: 52 nés, 40 células, d. = 1,0, fungdo peso

cubicae k =22.
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Figura 5.103 - Campo de tensdo normal: 52 nés, 40 células, d,. = 1,0, fungdo peso cibica

-1880.4
ek=22.
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Figura 5.104 - Campo de tensdo cisalhante: 52 nés, 40 células, d,,..= 1,0, funcdo peso

cubica e k = 22.
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Figura 5.105 - Campo de deslocamento em y: 83 nés, 40 células, dy,,= 1,0, fungio peso

cubica e k = 26.
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Figura 5.106 - Campo de tensdo normal: 83 nés, 40 células, d,,..= 1,0, funcio peso ctbica

e k=26.
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Figura 5.107 - Campo de tensdo cisalhante: 83 nos, 40 células, d,,..= 1,0, funcdo peso

cubica e k = 26.
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Figura 5.108 - Campo de deslocamento em y: 118 nés, 40 células, d..,= 1,0, funcio peso

cubica e k = 20.
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Figura 5.109 - Campo de tensdo normal: 118 nés, 40 células, d,...= 1,0, funcdo peso cibica

ek =20.
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Figura 5.110 - Campo de tensao cisalhante: 118 n6s, 40 células, 40 células d,,., = 1,0,

funcdo peso cubica e k = 20.
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Figura 5.111 - Campo de deslocamento em y: 190 nés, 40 células, d..,= 1,0, funcio peso

cubica e k = 26.
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Figura 5.112 - Campo de tensdo normal: 190 nés, 40 células, d,..= 1,0, funcdo peso cibica

ek =26.
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Figura 5.113 - Campo de tensdo cisalhante: 190 nés, 40 células, d,.., = 1,0, funcdo peso

cubica e k = 26.
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Figura 5.114 - Campo de deslocamento em y: 256 nés, 40 células, d..,= 1,0, funcio peso

cubica e k = 24.
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Figura 5.115 - Campo de tensdo normal: 256 nés, 40 células, d,,.,= 1,0, fungdo peso cubica

ek=24.
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Figura 5.116 - Campo de tensdo cisalhante: 256 nés, 40 células, d,, = 1,0, fungio peso

cubica e k = 24.

Da Figura 5.117 a Figura 5.121 sdo mostrados os valores médios, mdximos e minimos de
nés nos dominios de influéncia em funcdo de k. Evidentemente, o valor minimo de nds €

igual ou ligeiramente superior ao valor de k fornecido.

—e—meédia —#—-maximo —&—minimo

80 T
70
60 +
50 £
40
30
20
10
0

N°dends

1214 16 18 20 2224 26 28 3032 34 36 38 40 42 44 46 48 50
k

Figura 5.117 - Nimero médio, maximo e minimo de n6s nos dominios de influéncia em

funcdo de k, para a distribui¢cdo com 52 nés, 40 células.
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Figura 5.118 - Nimero médio, maximo e minimo de n6s nos dominios de influéncia em

funcdo de k, para a distribui¢cdo com 83 nds, 40 células.
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Figura 5.119 - Nimero médio, mdximo e minimo de n6s nos dominios de influéncia em

funcdo de k, para a distribui¢do com 118 nds, 40 células.

O tamanho médio, mdximo e minimo dos dominios de influéncia é mostrado da Figura
5.122 a Figura 5.126, para as cinco configura¢des de nés ndo-uniforme. Com aumento da
concentracdo nodal o tamanho dos dominios de influéncia diminui, pois o nimero minimo

de nés por dm € fixado para cada simulacao.
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Figura 5.120 - Nimero médio, mdximo e minimo de n6s nos dominios de influéncia em

funcdo de k, para a distribuicdo com 190 de n6s, 40 células.
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Figura 5.121 - Nimero médio, mdximo e minimo de n6s nos dominios de influéncia em

funcdo de k, para a distribuicdo com 258 de n6s, 40 células.

A Tabela 5.18 apresenta o intervalo de k pertinente as melhores respostas para cada
concentracdo nodal ndo-uniforme, como também o niimero miximo, minimo e médio de
nés nos dominios de influéncia. Verifica-se que a faixa das melhores respostas sofre certa

variacdo em algumas concentragdes nodais.
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Tabela 5.18 - Intervalo de k e o numero maximo, minimo € médio de nds associado as
melhores respostas para o dominio com 52, 83, 118, 190 e 258 nds: funcio peso ctibica, 40
células.

Numero de nds

no dominio

Intervalo de k com as melhores respostas

N° minimo de nés em dm, k: N° (Maximo - Minimo) Médio de nés

52 noés

k=22:(29-22) 24

k=24: (32-24)26

k = 26: (33 - 26) 28

83 nos

k =26: (38 - 26) 30

k =28: (40 - 28) 32

k =30: (42 - 30) 34

118 nos

k=18: (30 - 18) 22

k =20: (33-20) 24

k =22: (34-23)26

190 nos

k =26: (39 - 28) 32

k =28: (42 -29) 34

k =30: (43 -31)36

258 nos

k =26: (39 -27) 32

k =28: (42 -29) 34

k = 30: (47 - 32) 37

—+—média —E—-miximo —&—minimo

dm

1214161820222426283032343638404244 4648 50
k

Figura 5.122 - Tamanho médio, miaximo e minimo de dm em funcdo de k, para a

distribuicdo nao-uniforme de 52 nés, 40 células.
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Figura 5.123 - Tamanho médio, maximo e minimo de dm em funcéo de k, para a

distribuicao nao-uniforme de 83 nods, 40 células.
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Figura 5.124 - Tamanho médio, miaximo e minimo de dm em funcdo de k, para a

distribuicdo nao-uniforme de 118 nds, 40 células.

Foram feitas ainda simula¢Ges nos dominios com 52, 83 e 118 nés utilizando a malha de
fundo composta por 64 células e 1.024 pontos de integracdo, de forma a comparar estes
resultados com os obtidos com a malha de integracdo formada por 40 células e 640 pontos
amostrais de Gauss, Figura 5.92 a Figura 5.94. De acordo com os erros percentuais
mostrados da Figura 5.127 a Figura 5.129 para a nova malha de fundo, verifica-se que
nenhuma alteracdo pertinente foi constatada com o aumento do nimero de pontos

amostrais de Gauss.
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Figura 5.125 - Tamanho médio, maximo e minimo de dm em funcéo de k, para a

distribuicdo nao-uniforme de 190 nds, 40 células.
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Figura 5.126 - Tamanho médio, miaximo e minimo de dm em funcdo de k, para a

distribuicdo ndo-uniforme de 258 nds.

Liu (2003) avalia a influéncia da densidade dos pontos de integracdo e nodal na
acuracidade da solugdo. Segundo Liu, para que a resposta seja acurada a razao entre estas
duas densidades, a,, deve estar préxima do intervalo compreendido entre 3 e 9. Este
intervalo € definido como vélido tanto para distribui¢des uniformes como para ndo-
uniformes de nés. A Tabela 5.19 apresenta os valores de a,, pertinentes as duas malhas de
fundo testadas. Deste modo, as simulacdes nos dominios com distribui¢des nodais néo-

uniformes foram realizadas dentro e fora do intervalo de a, definido como adequado por
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Liu (2003), eliminando a hipétese de que os erros do campo de tensdo cisalhante sio

elevados devido a inadequacdo da quantidade de pontos de integracao no dominio.

Tabela 5.19 - Razdo entre as densidades de pontos amostrais e de nés no dominio.
Numero de Concentragdo nodal

células 52 nos 83 nds 118 noés 190 256

40 células Oy = 12’3 a, = 7,7 o, = 5,4 O, = 3,4 Oy = 2,5
64 células Oy = 19,6 a, = 12,3 Op = 896
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Erro relativo (%)

Figura 5.127 - Erro percentual dos campos de deslocamento em y (Luy) e de tensdo (Lo;

L7) em fungdo de k, para uma distribuicdo ndo-uniforme de 52 nés e 64 células.
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Figura 5.128 - Erro percentual dos campos de deslocamento em y (Luy) e de tensdo (Lg;

L7) em funcdo de k, para uma distribuicdo ndo-uniforme de 83 nés e 64 células.
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Figura 5.129 - Erro percentual dos campos de deslocamento em y (Luy) e de tensdo (Lg;

L7) em funcdo de k, para uma distribui¢cdo ndo-uniforme de 118 nés e 64 células.

5.5 DISTRIBUICAO NAO-UNIFORME DE NOS COM TAMANHO DO
DOMINIO DE INFLUENCIA CONSTANTE

Esta secdo apresenta simulagdes utilizando dm constante em dominios com distribui¢des
nodais nao-uniformes: 52, 83, 118 e 258 nds. Isto foi possivel porque apesar das
distribuicdes de nés serem nao-uniformes, estas ndo apresentam variacdes acentuadas nos
valores das concentragdes nodais em todo dominio. Da Figura 5.130 a Figura 5.132 sido
mostrados os erros para os campos de deslocamento em y e de tensdes normais e
cisalhantes utilizando a malha de fundo com 40 células (640 pontos amostrais), funcio

peso cubica e valores de dm entre 6 e 30.

—8— 52 noés —+—383 nos —4— 1 18nos ——258nos

100000.0

10000.0
1000.0
100.0

Figura 5.130 - Erro percentual do campo de deslocamento em y (Luy) para uma

distribuicdo nao-uniforme de 52 nés, 40 células e dm constante.
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Figura 5.131 - Erro percentual do campo de tensdao normal (Lo) para uma distribui¢io ndo-

uniforme de 52 nds, 40 células e dm constante.
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Figura 5.132 - Erro percentual do campo de tensdo cisalhante (Lz) para uma distribuicao

nao-uniforme de 52 nds, 40 células e dm constante

Na Tabela 5.20 sdo apresentados os nimeros médio, maximo e minimo de nés dentro dos
dominios de influéncia, durante a montagem da matriz global, em fun¢do do tamanho do
dominio de influéncia, para as distribui¢des ndo-uniformes com 52, 83, 118 e 258 nds. Os
valores indicados em negrito marcam os intervalos de dm pertinentes ao menores erros de
tensdo cisalhante (trés melhores valores consecutivos). O dominio com 258 nds ndo possui
intervalo em destaque, uma vez que todos os valores de Lt sdo elevados. A Tabela 5.21

reune as melhores faixas de funcionamento.
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Tabela 5.20 - Numero de nés médio, maximo € minimo de nds nos dominios de influéncia
para a distribuicdo com 52 nds empregando dm com valores de 6 a 30: 40 células de fundo,
integracdo da matriz global.

Distribui¢do ndo-uniforme: 52 nés

N° de nos

dm=6dn=9dn=12|dm=15dn=18|dm=21|dm=24|dm=27|dm =30
Média | 7,81 | 14,80 | 22,22 | 26,80 | 30,90 | 34,8 | 38,125 | 41,07 | 43,77
Maximo | 10 20 25 32 38 45 48 52 52
Minimo | 3 8 14 16 20 23 27 28 32
Distribui¢do ndo-uniforme: 83 nds
N°dends| gm =6 |dm=9dm=12|dm=15|dm =18 |dm =21 |dm = 24 | dm = 27 | dm = 30
Média | 13,10 | 24,48 | 35,77 | 43,17 | 49,72 | 5592 | 61,30 | 66,20 | 70,60
Maximo | 16 30 40 50 60 70 78 83 83
Miimo | 6 12 23 28 33 38 43 48 53
Distribui¢do ndo-uniforme: 118 nés
N°den6s| gm =6 |dn=9|dm=12|dm=15|dm =18 |dm =21 |dm=24|dm =27|dm =30
Média | 19,00 | 34,96 | 50,32 | 60,82 | 70,20 | 78,95 | 86,65 | 93,57 | 99,89
Méximo | 26 44 59 72 88 101 112 118 118
Minimo | 9 17 30 39 46 52 60 65 72
Distribui¢do ndo-uniforme: 258 nés
N°de nos| g =6 |dm=9dm=12|dm=15|dm =18 |dm =21 |dm =24 | dm =27 | dm = 30
Média | 43,40 | 79,27 | 111,62 | 135,07 | 156,02 | 1754 | 192,22 | 207,25 | 220,47
Maximo | 60 99 130 162 193 225 250 258 258
Minimo | 18 38 67 80 98 115 130 146 161

Tabela 5.21 - Numero de nés médio, maximo € minimo de nds nos dominios de influéncia
pertinete as melhores respostas para 52, 83 e 118 n6s: 40 células de fundo, integracdo da
matriz global.

Distribui¢do ndo-uniforme

52 noés 83 nds 118 nos
N° de nés
dm=21|dm=24dm =27 |dn=12|dmn=15|dm =18 |dmn=6 |dm=9 |dn=12
Média 34,80 | 38,12 | 41,07 | 35,77 | 43,17 49,72 19,00 | 34,96 | 50,32
Maéximo 45 48 52 40 50 60 26 44 59
Minimo 23 27 28 23 28 33 9 17 30

Verifica-se por meio da Tabela 5.21 que os intervalos de dm com menores erros

apresentam semelhante quantidade de nds, fato também verificado para o caso com dm

constante e distribuicdes uniformes de nds. Para dominio com 55 nés e 40 células os

valores de dm apresentados na Tabela 5.3 sdo 15 (nés: média = 28,7; maximo = 35 e

minimo = 20), 18 e 21 (nés: média = 32,2; maximo = 40 e minimo = 20).
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5.6 CONSIDERACOES SOBRE O CASO BIDIMENSIONAL

A validacdo do programa bidimensional € apresentada na secdo 5.1. Os valores dos
parametros de ajuste empregados sdo baseados no trabalho de Dolbow e Belitschko (1998).
Estes autores apresentaram respostas proximas aos valores analiticos para o método EFG
em um dominio com distribui¢do nodal uniforme utilizando a funcéo peso cubica spline e
dominio de influéncia retangular com tamanho constante. A validagdo do programa foi
feita por meio das normas da energia e do erro relativo para os campos de tensdo e
deslocamento em y, como também pela visualizacdo destes campos. Estes resultados

validam o programa e o cilculo das tensdes sobre 0s nés do dominio.

Na sec¢@o 5.2 sdo analisadas as respostas do método EFG decorrentes de modificacdes nas
funcdes peso. Foram testadas sete funcdes peso usualmente empregadas no EFG, variando-
se o tamanho do dominio de influéncia. Nestas simulagdes os ndés sdo distribuidos
uniformemente, o dominio de influéncia é quadrado e possui tamanho constante. Para as
duas configuracdes de ndés examinadas foram encontrados resultados préximos aos
analiticos para as fungdes spline, Gaussina e Exponenciall. As funcdes spline t€m a
vantagem de ndo possuirem varidveis de ajuste dentro da prépria funcdo peso, o que
justificaria uma primeira abordagem com este tipo de fungdo. Foram feitos testes ainda
avaliando as respostas de EFG utilizando dominios de influéncia retangulares e fungdes

peso spline de terceira e de quarta ordem.

Tendo em vista os resultados apresentados na secdo 5.2, verifica-se que a escolha da
funcdo peso é decisiva no desempenho do método de Galerkin sem malha. Assim, ndo
deve-se utilizar fungdes peso que apresentem um decaimento muito acentuado, uma vez
que para dominios de influéncia pequenos grande parte dos ndés podem receber
ponderacdes proximas a zero, o que dificulta a montagem da matriz de rigidez conforme
resultados apresentados para a fungdo peso Exponenciall. Por outro lado, a fungdo peso
ndo deve ter um decaimento muito suave fazendo com que os nds mais afastados sejam
ponderados de forma significativa em dominios de influéncia com tamanhos maiores. Os
resultados da fung@o peso conica de segunda ordem exemplificam esta situacdo (Figura

5.28 a Figura 5.30 e Figura 5.43 a Figura 5.45).
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Verifica-se ainda com a andlise feita na secdo 5.2, que, para as duas configuragdes nodais,
o tamanho dos dominios de influéncia, relacionado aos menores erros, varia de modo a
manter aproximadamente a mesma faixa de nds dentro de seu suporte, para cada funcdo
peso. Desta forma, pode-se estimar d,,, para as fungdes peso uma vez que o espacamento

nodal é conhecido nas distribuicdes uniformes de noés.

Na secdo 5.3 sdo apresentadas, para um dominio com distribuicdes uniformes de nos,
andlises do efeito da variacdo do tamanho do dominio de influéncia durante a execucio,
isto €, o tamanho de dm ¢é definido por meio de busca aos k nds mais préximos do ponto/n6
analisado. Nestas simulacdes os dominios de influéncia sdo quadrados. As respostas
obtidas para os campos de tensdo e deslocamento, no caso de busca, foram menos
expressivas do que as obtidas para o caso em que dm apresenta tamanho constante durante
a execugdo (secdo 5.2). Isto se deve ao fato de que dominios de influéncia (dm) com
tamanho constante permitem que pesos atribuidos aos nés com mesma posicao relativa nao
se alterem, fato ndo verificado quando dm é varidvel. Por meio dos testes realizados
verifica-se que a resposta do método estd fortemente relacionada a funcdo peso empregada,

bem como ao tamanho do dominio de influéncia utilizado.

Na se¢do 5.4 avalia-se 0 método EFG em um dominio com distribui¢des nao-uniformes de
nés. Foram empregadas cinco distribui¢cdes nodais (52, 83, 118, 190 e 258 nds) utilizando a
malha de fundo composta por 640 pontos amostrais de Gauss. O tamanho do dominio de
influéncia fica definido pelo critério de busca aos k nds mais préximos. Foram testados
vinte valores de k (12 a 50 com incremento de 2), utilizando-se a fung@o peso cibica
spline. Para verificar o efeito da malha de fundo nos resultados, as trés menores
concentragdes foram analisadas utilizando-se uma malha de fundo composta por 1.024

pontos amostrais de Gauss.

A Tabela 5.22 apresenta os valores de a,, razdo entre a quantidade de pontos amostrais de
Gauss e ndés no dominio, para as distribui¢cdes nodais uniformes e ndo-uniformes. De
acordo com os resultados obtidos, as distribui¢des uniformes apresentam respostas mais
acuradas, principalmente no caso onde dm é mantido constante. Contudo, os testes
realizados com este tipo de distribui¢cdo apresentam valores de a,, fora da faixa determinada
por Liu (2004) como a mais precisa. Por outro lado, algumas distribuicdes ndo-uniformes

de nds possuem valores de a, dentro deste intervalo (3 < a, < 9) com respostas menos
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acuradas. Este fato indica que a degradacdo das respostas ndo pode ser atribuida a

inadequacd@o da malha de fundo ou da quantidade de pontos de integragéo.

Tabela 5.22 - Razdo entre a quantidade de pontos amostrais de Gauss e de nés no dominio,
para as distribuicdes nodais uniformes e nao-uniformes.

Distribuiciao nodal
Nuimero

. Uniforme Nao-uniforme
de células

55 noés 85 nos 52 nos 83 nos 118 n6s | 190 nds | 256 nds

40 células | o = 11,6 =123 au=77 | 0,=54 | a,=34 | 0,=2,5

64 células a, =120 0,=19,6 | a, =123 | a,=8,6

Analisando as melhores respostas obtidas no caso bidimensional, verfica-se que as faixas
de noés apresentam alguma semelhanca tanto para o caso com dm varidvel e distribui¢des
nodais uniformes e nao-uniformes como para o caso com dm constante. A Tabela 5.23 e a
Tabela 5.24 mostram, respectivamente, para dominios com aproximadamente 50 e 80 nds,

as trés configuracdes que apresentam as melhores respostas para cada caso testado.

De acordo com a Tabela 5.23, verifica-se que o nimero de nés nos dominios de influéncia
apresenta certa similaridade tanto para dominios de influéncia retangulares e quadrados
com tamanho constante quanto para dm definido por busca, principalmente no caso onde a
distribuicdo nodal utilizada é uniforme. Nota-se que a quantidade de n6s nos dominios de
influéncia para o caso com distribui¢cdo nodal ndo-uniforme é menor do que a encontrada
nas demais simulagdes, devido a falta de simetria no posicionamento dos nds. Assim, para
distribuicdes nodais ndo-uniformes, a faixa de nds associada as melhores respostas fica

reduzida.

As simulacdes com aproximadamente 80 nds no dominio apresentadas na Tabela 5.24
possuem também similaridade nos trés casos testados, bem como, certa semelhanga com os

valores apresentados na Tabela 5.23.

De acordo com os resultados apresentados neste capitulo, verifica-se que apesar da faixa de
erro minimo estd associada a uma quantidade préxima de nés, conforme os casos
analisados na Tabela 5.23 e na Tabela 5.24, os valores de erro minimo nao sdo a0 menos

parecidos. Uma vez que, os casos que definem os dominios de influéncia por meio de
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busca aos k nds mais préximos apresentam valores de erro maiores do que os encontrados

nos casos com dm constante.

Tabela 5.23 - Faixa com as melhores respostas para dominios com 55 nds uniformemente e
52 nds ndo-uniformemente distribuidos: funcéo peso ctbica spline, 40 células de fundo.

Distribui¢do Distribui¢do Distribuicdo
uniforme uniforme nao-uniforme
dm constante dm varidvel dm variavel
Nés no dominio 55 nés 55 n6s (k=12) 52 n6s (dyu = 1,0)

Faixa de nds
6—-12 (dm=6) 12 — 20 (dypax = 1,0) 12-22 (k=12)

analisada
35— 55 (dm = 30) 30 — 55 (dypax = 3.5) 52 - 52 (k=50)
(Min — Max)
dm dm
dm busca
quadrado | retangular
Faixa de nés 16 - 30 20-35 15-30 22 -29
para melhores | (dmax=3) | dm=15) | (k=12eduu=1,5) | (k=22 ¢€ dpux=1,0)
repostas 25-40 20 -40 20 -40 24 -32
Min-Max) | (dpx=4) | dm=18) | k=12€e dpix=2,0) | (k=24¢e dpw=1,0)
30-50 24 — 45 25-50 26 - 33
(dmax = 5) (dm = 21) (k =12e dmax = 295) (k =26¢ dmax = 1’0)

A secdo 5.5 apresenta alguns resultados para dominios com distribui¢des nodais ndo-
uniformes e dm constante. Verifica-se que as respostas foram bastante acuradas (erro
proximos a 10%) e apresentaram erros proximos aos dos casos com distribui¢do uniforme
e dominio de influéncia com valor constante. Assim, para o caso bidimensional foram
feitos testes com distribui¢cdes uniformes e ndo-uniformes de nds, utilizando dominio de
influéncia com tamanho constante ou definido por busca aos k nés mais préximos. Pode-se
observar que os resultados menos acurados ficaram vinculados aos casos onde ocorrem
variagdes no tamalho do dominio de influéncia durante a execucdo, para ambas as

distribui¢cdes nodais.

Nos casos onde o valor de dm ndo € igual para todos os dominios de influéncia a
ponderacdo dos nds nos dominios sofrem modificacdes, conforme discussdo tratada na

Figura 5.88. A Figura 5.133 apresenta os valores dos dominios de influéncia durante a
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integracdo do sistema global, para distribuicdo uniforme de 55 nés, k igual a 12, d,,, igual
a 1,5 e 40 células de fundo. Verifica-se que as regides proximas aos vértices do dominio

apresentam os valores mais elevados de dm.

Tabela 5.24 - Faixa com as melhores respostas para dominios com 85 nés uniformemente e
83 nds ndo-uniformemente distribuidos: fungdo peso cibica spline, 64 células de fundo.

Distribuicdo Distribuicdo Distribui¢ao
uniforme uniforme nao-uniforme
dm constante dm variavel dm variavel
N6s no dominio 85 nds 85 nds (k=12) 83 nos (dyax = 1,0)
Faixa de
6—16 (dm =6) 12 =25 (dypax = 1,0) 12-18 (k=12)
noésanalisada
) 54 — 85 (dm = 30) 40 — 80 (dyax = 3,5) 50 - 58 (k=50)
(Min — Max)
16 —30 12-25 26 -38
Faixa de nds (dm =9 o0udu, = 3) (k =12 e duu = 1,5) (k =26¢e dpu = 1,0)
para melhores 24 — 40 20 - 35 28 —40
repostas (dn=12oudu,,=4) | k=12edp=2,0) | (k=28¢e dys=1,0)
(Min — Méx) 30 - 50 25-50 30-42

(@m=150udpe=5)| (k=12¢€ dpux=2,5) | (k=30e dypa = 1,0)
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Figura 5.133 - Valores de dm centrados nos 640 pontos amostrais (a) vista lateral e (b)

vista de topo: 40 células, 55 n6s, k = 12, d,,,c = 1,5, distribuicdo nodal uniforme.
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6 CONCLUSOES

Neste capitulo de consideracdes finais, busca-se, essencialmente, apresentar uma sintese
das anélises desenvolvidas nos capitulos 4 e 5 de forma a fundamentar a contribuicdo deste
trabalho. Bem como, verificar se os objetivos que motivaram esta tese foram alcangados.
As conclusdes aqui apresentadas se limitam a questdes centrais, uma vez que os capitulos 4
e 5 contam, cada um, com uma se¢do focada em consideragcdes pertinente a tudo que foi
realizado e constatado durante as andlises unidimensionais e bidimensionais realizadas,
respectivamente, nestes dois capitulos. Este capitulo de conclusdes apresenta, por fim,

algumas sugestdes para trabalhos futuros.

6.1 SINTESE DO TRABALHO DESENVOLVIDO

A contribuicdo deste trabalho reside na andlise do método de Galerkin sem malha
buscando avaliar os parametros de ajuste pertinentes a construcdo da funcdo de forma. Para
tanto, foram feitos testes em problemas unidimensionais e bidimensionais variando a
funcdo peso (w), a concentracdo nodal (nimero de nés no dominio), o tipo de distribuicao
nodal (uniforme e ndo-uniforme), a variacdo do tamanho do dominio de influéncia (alterar
dpnay ou diretamente dm, p.ex.), e utilizagdo de dominios de influéncia com tamanho
constante ou varidvel durante a execugdo (dm com valor fixo ou definido por busca ao k
nés mais préximos). Nota-se que as andlises feitas levam em consideragdo trabalhos
disponiveis na literatura dentre os quais se podem destacar: Belytschko, et. al. (1994),
Belytschko, et. al. (1996), Dolbow e Belytschko (1998), Fries e Matthies (2004), Liu
(2004), Pan et. al. (2004, 2005), Gu (2005), Idelsohn e Onate (2006). Deve-se ressaltar que
nenhuma das referéncias citadas neste trabalho apresentou analises focadas e amplas dos

parametros de ajuste do EFG.

Nos topicos listados a seguir estdo sumarizadas algumas das conclusdes mais pertinentes

deste trabalho.
e Verifica-se que o EFG funciona de forma mais precisa quando existe uma

uniformidade associada tanto a distribui¢do nodal como também ao tamanho do

dominio de influéncia. Deste modo, dominios de influéncia definidos por meio de
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busca levam a respostas menos acuradas do que aqueles associados a dm com

tamanho constante, tanto para o caso unidimensional quanto para o bidimensional.

Testes feitos no dominio bidimensional mostram que a uniformidade no tamanho
do dominio de influéncia tem uma maior relevincia na acuracidade das respostas
do que a nao-uniformidade da distribuicdo nodal. Assim, nos casos onde a
concentracdo nodal deve ser alterada, esta deve ser feita de forma a minimizar

variagGes no tamanho do dominio de influéncia durante a execugao.

Verifica-se que para cada fungdo peso testada, os dominios com distribuicoes
nodais uniformes e dominios de influéncia retangulares e quadrados com tamanho
constante t€m suas melhores respostas, respectivamente, associadas a faixas de d,;,,
e dm, cuja quantidade de nds nos dominios de influéncia é bastante semelhante para
as concentracdes nodais avaliadas, conforme indicado na Tabela 5.6, Tabela 5.3 e
Tabela 5.4. Tal fato também € verificado nos casos com distribuigdes nao-
uniformes de nds e dm com tamanho constante. Nestes casos além da distribuicdo
ser ndo-uniforme uma maior variedade de concentra¢des nodais foi avaliada, o que
permitiu ratificar que as melhores respostas estio associadas a determinadas faixas
de nés nos dominio de influéncia, Tabela 5.21. Nota-se que nas distribui¢des nao-
uniformes de nds, ndo é possivel trabalhar com o fator de escala d,u,,, Vvisto que o
tamanho do dominio de influéncia ndo pode ser definido com base no espagcamento

nodal.

Segundo Dolbow e Belytschko (1998) o fator de escala d,,, estd usualmente entre
2,0 e 4,0, em se tratando de andlises estdticas. De acordo com os resultados
analisados, o caso unidimensional com dm constante e distribui¢cdo nodal uniforme
apresentou faixa de d,,, entre 1,5 e 2,5. Sendo 4,0 o maior valor de d,,, testado e
1,5 o menor valor de d,,, vilido, uma vez que d,, igual a 1,0 leva a resultados ndao
acurados. O caso bidimensional com distribuicdo nodal uniforme pode-se
usualmente trabalhar com valores de d,,,, entre 3,0 e 5,0. Desta forma, pode-se crer
que os valores determinados por Dolbow e Belytschko s@o intervalos aproximados
dmay para os dominios uni e bidimensionais, porém ao tentar agrupé-los em uma

unica faixa de valores estes se tornam mais limitados.
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Por meio das anélises apresentadas verifica-se que as resposta obtidas comportam-
se de forma diferenciada para cada fungdo peso analisada, indicando que o
decaimento desta funcdo afeta de forma incisiva a solugdo do problema. Isso
porque € o decaimento que define a forma com que os nés sdo ponderados nos
dominios de influéncia. As funcdes conicas foram as que apresentaram as respostas
menos acuradas, tanto para os casos unidimensionais como para os bidimensionais.
As fungdes spline mostraram certa praticidade em sua utilizacdo se comparada com
as funcdes peso exponenciais e Gaussianas, uma vez que as fungdes spline nao
possuem valores de ajuste em sua expressdo. Fato que justificaria uma primeira

abordagem com este tipo de fungdo.

6.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

As propostas sugeridas a seguir buscam verificar a abrangéncia das constatagdes

apresentadas neste trabalho, de forma a verificar se estas continuam validas em outros tipos

de problemas usualmente tratados na mecanica estrutural, como por exemplo:

plasticidade,
grandes deformacdes,
problemas relacionados a propagacdo de trincas e

simulag¢@es utilizando materiais compdsitos.

Buscando constatar, p.ex.,

se as faixas de d,,, encontradas continuam validas,
se uniformidade no tamanho do dominio de influéncia determina de forma decisiva
a resposta do método,

se a funcdes peso spline continuam obtendo bons resultados, etc.

Nota-se que em alguns destes problemas listados passam a existir outros parametros

vinculados ao EFG que devem ser levados em conta. Para realizar a simulagdo de materiais

compdsitos € usual utilizar uma fungdo peso chamada funcio salto (jump function). Esta

funcdo tem como objetivo resolver problemas de descontinuidade no dominio decorrentes

de modificacdes nas propriedades do material, p.ex.
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Poderiam ser feitos testes ainda variando a ordem do polindmio interpolador das

aproximacdes de forma a verificar o comportamento do campo de cisalhamento.

Parece mais 16gico € que o MEF passe a ser trabalhado conjuntamente com métodos sem
malha de forma a suprir as suas dificuldades pontuais. Uma vez que os métodos dos
elementos finitos sdo os mais difundidos e consolidados na simulacdo dos problemas da
mecanica do continuo e contam com uma grande variedade de softwares disponiveis. Desta
forma os softwares poderiam sugerir os pardmetros de ajuste mais adequados para cada
tipo de problema (encontrados na literatura), de forma a minimizar o processo de interface
com o usudrio, dada a complexidade de ajuste destes nos métodos sem malha. Nota-se que
no MEF este ajuste € mais simples e feito basicamente pela busca da malha e do elemento

finito mais adequado.
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A COMPARACAO DO EFG COM O MEF

Este apéndice visa analisar comparativamente as respostas do método EFG com um
método que utiliza malha. O método escolhido ¢ o MEF pelo fato largamente utilizado na
solu¢do de problemas da mecanica do continuo. Esta andlise visa avaliar as respostas
destes métodos evidenciando as diferencas pertinentes a aplicacdo das condi¢cbes de
contorno e mostrando que os métodos sem malha ndo seguem em principio a mesma légica
do MEF para a varia¢do nimero de nds no dominio avaliando problemas sem gradiente de

tensao elevado.

6.1 CASO UNIDIMENSIONAL

Nas simulacdes com ambos os métodos, a barra tem comprimento e médulo de elasticidade
com valor unitdrio. Os campos de deslocamento e tensdo/deformacdo obtidos com o
método EFG foram comparados com aqueles obtidos com o MEF (software ANSYS). No
MEF a édrea da secdo da barra foi ajustada para cada simulacdo de forma a manter a rigidez
dos elementos unitaria, para as trés malhas indicadas na Tabela A.1. No MEF as cargas

aplicadas foram distribuidas entre os nds.

Tabela A.1 - Caracteristicas das malhas estruturadas unidimensionais formadas por
elementos tipo /ink (elemento de barra) empregadas no MEF.

Malha Divisdes em x Nuimero de elementos Numero de nés
Malhal 10 10 11
Malha2 50 50 51
Malha3 100 100 101

As saidas de deslocamento e tensdo/deformacdo geradas pelo ANSYS sdo mostradas da

Figura A.1 a Figura A.6 para os dominios com 11, 51 e 101 nés.

I

073659 147778 LZ21667 295556
036944 .110833 184722 258811 L33E5

Figura A.1 - Campo de deslocamento para a Malhal unidimensional.
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Figura A.2 - Campo de tensdo normal ou deformacio para a Malhal unidimensional.
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.074087 .148133 .2222 .286267
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ll;. =4
| z'{

=

Figura A.3 - Campo de deslocamento para a Malha2 unidimensional.

T I
.0099 .118788 .227678 .336567 .445456
.064344 .173233 .282122 .391011 .4999

Figura A.4 - Campo de tensdo normal ou deformag@o para a Malha2 unidimensional.

gy
| I
a _074p28 149256 223883 .288511

.037314 .111942 .186549 L261197 .335825

Figura A.5 - Campo de deslocamento para a Malha3 unidimensional.

I
.005 1161 L2272 .3383 .4494
.06055 .17165 .28275 .39385 .50495

Figura A.6 - Campo de tens@o normal ou deformag@o para a Malha3 unidimensional.

211



No EFG as cargas de tragdo foram aplicadas nos pontos de integrag¢do (centrado em cada

célula) com valor igual a respectiva coordenada do ponto.

A Figura A.7 e a Figura A.8 comparam com a solu¢do analitica as saidas dos campos de
deslocamento e deformacdo de ambos os métodos empregando as trés concentracdes
nodais/malhas. Esta comparagao foi feita utilizando no EFG as seguintes configuracdes de
ajuste: ¢, igual ao espacamento nodal, d,,, igual a 2,0, funcio peso cubica spline e dm

constante.

As normas do erro dos campos de deslocamento e deformagdo/tensio pertinentes ao MEF
estdo indicadas, respectivamente, na Figura A.7d e na Figura A.8d. Estas normas de erro
sdo aceitaveis quando comparadas com as solucdes analiticas, para as trés malhas testadas,

conforme mostrado na Figura A.7 e na Figura A.8.

No EFG, sdo encontradas normas de erro com valores de mesma ordem do MEF,
principalmente nos testes onde o tamanho do dominio de influéncia € mantido constante,
Figura 4.14 (vérias funcdes peso e 11 nods) e Figura 4.17 (dominio com 11, 51 e 101 nds e
funcdo cuibica spline). Dentre as melhores respostas para o caso de busca e distribuicao

uniforme, tem-se a configuracdo de 11 nds no dominio e k igual a 2, Figura 4.38.

Em casos unidimensionais, ndo € usual ter situacdes onde se faz necessaria a distribuicio
nodal ndo-uniforme. Assim, ndo foram realizados testes com malhas nfo estruturadas para
o MEF. Contudo, algumas andlises utilizando distribui¢des ndo-uniformes de nés foram
realizadas no EFG visando facilitar o entendimento de casos mais complexos formulados

por este método.

No caso unidimensional apresentado verifica-se que para dadas configuracdes de
parametros do EFG pode-se obter respostas semelhantes as encontradas no MEF. O
primeiro mostrar-se tdo acurado quanto o MEF e possui pardmetros que permitem

controlar sua resposta, apesar do ajuste destes pardmetros demandar tempo.
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Figura A.7 - Comparacio do campo de deslocamento entre as solugdes analiticas e
numéricas do MEF e do EFG (d,,, igual a 2,0; funcio peso ctibica e dm constante) para (a)

11, (b) 51 e (c) 101 nés. (d) Norma do erro do deslocamento para o MEF.
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Figura A.8 - Comparacio do campo de deformagdo entre as solugcdes analiticas e
numéricas do MEF e do EFG (d,,, igual a 2,0; fun¢éo peso cibica e dm constante) para (a)

11, (b) 51 e (c) 101 nds. (d) Norma do erro de deformag@o/tensdo para o MEF.

6.2 CASO BIDIMENSIONAL

Esta secdo tem como objetivo comparar respostas do método de Galerkin sem malha com
as do método dos elementos finitos. O software ANSYS foi utilizado para realizar as
simulagdes pertinentes ao MEF. Para tanto, seis malhas estruturadas (regulares) formadas

por elementos finitos quadrilaterais quadréticos (8 nds) foram definidas. A Tabela A.2
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mostra o ndmero de elementos, nds e divisdes nas dire¢des x e y, pertinentes a cada malha.

A Malhal, por exemplo, estd representada na Figura A.9.

De forma a atenuar a propagacdo de efeitos locais (principio de Saint-Venant) no MEF, o
valor da carga concentrada foi aplicado de forma distribuida nos nds e as condicdes de
contorno de restricdo foram modificadas e avaliadas de forma a minimizar seus efeitos
locais nas simulacdes. Dentre as proposi¢des avaliadas, optou-se por aplicar retrigdes em

todos os graus de liberdade da extremidade fixa da viga (x = 0).

Tabela A.2 - Malhas estruturadas formada por elementos finitos quadrilaterais quadraticos.

Malha | Divisdes em x | Divisdes em y | Numero de elementos | Numero de nos
Malhal 10 4 40 149
Malha2 20 8 160 537
Malha3 40 16 640 2.033
Malha4 80 32 2.560 7.905
Malha$5 160 64 10.240 31.169
Malha6 320 128 40.960 123.777

427
L

(a) (b)
Figura A.9 - Malhal composta por (a) 40 elementos quadrilaterais quadraticos e (b) 149

7

nos.

As constantes materiais utilizadas no MEF sdo as mesmas empregadas no EFG, ou seja, o
moédulo de elesticidade € igual a 30E+6 unidades de presdo e o coeficiente de Poisson é
igual a 0,3. Em ambos os métodos, o carregamento aplicado € igual a 1.000 unidades de
forca. Os campos de deslocamento em y e de tensdes obtidos com o MEF sdo mostrados da

Figura A.10 a Figura A.27, para as seis malhas apresentadas na Tabela A.2.
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“N
-. 005305 -. 006924 -. 004347 -. 002365 -.959E-03
-.00731a -.005937 -. 003955 -.001873

Figura A.10 - Campo de deslocamento em y obtido pelo MEF com a Malhal.

-2179 -1211 -242.135 726,406 1605
-1685 -726.406 242.135 1211 2179

Figura A.11 - Campo tensdo normal em x obtido pelo MEF com a Malhal.

rli

-328.254 -241.284 -154.314 -67.343 19,627
-284.768 -197.799 -110.828 -23.838 63.112

Figura A.12 - Campo tensdo cisalhante xy obtido pelo MEF com a Malhal.

—-. 008315 —. 006334 —. 004353 —. 002372 -.991E-03
-.007924 -. 005943 —-. 003962 -.001951

Figura A.13 - Campo de deslocamento em y obtido pelo MEF com a Malha2.

_ el

—-Z403 —-1335 -267.054 a01. 162 1869
-1868 -801.162 267.054 1335 2403

Figura A.14 - Campo tensdo normal em x obtido pelo MEF com a Malha2.
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| x

-451.668 -331.21 -210.752 -00.294 30,164
-301.4309 -270.981 -150.522 -30.065 o0.292

Figura A.15 - Campo tensdo cisalhante xy obtido pelo MEF com a Malha?2.

-.003915 -. 006934 -. 004353 —-.n0za7z -.991E-03
-.0079z4 -.005943 -.003962 -.0019&1

Figura A.16 - Campo de deslocamento em y obtido pelo MEF com a Malha3.

MX
‘
| _EEEEE. | S |
-2403 -1335 -267.054 801.162 1863
-1869 -801.162 267.054 1335 2403

Figura A.17 - Campo tensdo normal em x obtido pelo MEF com a Malha3.

| x

-451.668 -331.21 -210.752 -00.294 30,164
-391.439 -270.5981 -150.523 -30.065 Q90.383

Figura A.18 - Campo tensdo cisalhante xy obtido pelo MEF com a Malha3.

-.00sg9z -.008325 —.004355 -.00z3nz -.9391E-02
-.0avgz3 -.0059456 -. 002962 -. 001932

Figura A.19 - Campo de deslocamento em y obtido pelo MEF com a Malha4.
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-3laZ -1758 -351.297 1054 2459
-2459 -1054 351,297 1756 3162

Figura A.20 - Campo tensdo normal em x obtido pelo MEF com a Malha4.

DE——— e
-717.555 -528.263 -338.971 -148.878 39,614
-622.903 -433.617 -244.324 -55.032 134.26

Figura A.21 - Campo tensdo cisalhante xy obtido pelo MEF com a Malha4.

-.00892 -.0069233 - 003358 —.anzanz -.391E-02
-.0073z3 -.005347 -.002962 -. 0013z - 1EEE-0&

Figura A.22 - Campo de deslocamento em y obtido pelo MEF com a Malha$.

-3704 -411. 577 1235 2881
-2851 -1235 411,577 2055 3704

Figura A.23 - Campo tensdo normal em x obtido pelo MEF com a Malha5.

-866.82Z6 -639.037 -411.249 -183.46 44,328
-752.931 -525.143 -Z297.354 -69.566 158,223

Figura A.24 - Campo tensdo cisalhante xy obtido pelo MEF com a Malha5.
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- DG EEE ENTTEIN ENTTTET: ENTEITE: - §TE-0?
- NTESE SN LEES 002949 -. 001978 IEIE-0E

Figura A.25 - Campo de deslocamento em y obtido pelo MEF com a Malha6.

|
-4347 -Z415 -483.053 1443 3381
-3381 -1445 483.053 2415 4347

Figura A.26 - Campo tensdo normal em x obtido pelo MEF com a Malha6.

Z %
=
e |
-1l031 =7e0.57E -490_ 322 -Z20.063 E0. 188
—-835_7032 —-6Z5_449 -3E5L5_153& -84_941 135_ 313

Figura A.27 - Campo tensdo cisalhante xy obtido pelo MEF com a Malha6.

Para todas as malhas, o campo de deslocamento apresenta comportamento e valores
préximos aos das respostas analiticas (Figura A.10, Figura A.13, Figura A.16, Figura A.19,
Figura A.22 e Figura A.25). Por outro lado, os campos de tensdes normais e cisalhantes
mostram alteracdes em seu comportamento nas regides proximas a extremidade fixa da
viga, principalmente o campo de cisalhamento. Os valores de tensdo médxima e minima
passam a ter valores absolutos maiores com um maior refinamento da malha, porém a
regido afetada por estes valores €, em geral, cada vez mais reduzida. Para evidenciar tal
fato, os campos de tensdo pertinentes a Malha2, Malha4 e Malha6 sdo apresentados da
Figura A.28 a Figura A.33 empregando como o limite de suas escalas os valores analiticos

mdaximos e minimos pertinentes a cada campo de tensao.
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—2000 -1111 -222.222 GE6.EBE7T 1556
-1356 -GBB6.667 222.222 1111 2000

Figura A.28 - Campo tensdo normal em x obtido com a Malha2 modificado a escala (escala

original variando entre + 2403).

M
-z2000 -1111 -Z222.222 Ea6. 667 1556
-1854A —RAR. RAT RRRLORER 1111 znnn

Figura A.29 - Campo tensdo normal em x obtido com a Malha4 modificado a escala (escala

original variando entre + 3162).

-z00oo -1111 -Z22.222 666,667 1556
-1556 -G66.667 ZZ2.222 1111 Z000

Figura A.30 - Campo tensdao normal em x obtido com a Malha6 modificado a escala (escala

original variando entre + 4347).

-130 -101.111 -72.222 -43.332 -14.444
-115.556 -83E.EE7 -57.778 -28.889 u]

Figura A.31 - Campo tensdo cisalhante obtido com a Malha2 modificado a escala (escala

original variando entre — 451,668 e + 90,393).
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-130 -101.111 -7z.222 -43.333 -14.444
-115.556 -86. 667 -57.778 -28.889

Figura A.32 - Campo tensdo cisalhante obtido com a Malha4 modificado a escala (escala

original variando entre — 717,55 e + 134,20).

——
-130 -10L.111 -72.222 -43.333 -14. 444
-115.556 -86. 667 -57.778 -28.889

Figura A.33 - Campo tensdo cisalhante obtido com a Malha6 modificado a escala (escala

original variando entre — 1031 e + 185,313).

Em andlise as saidas mostradas da Figura A.28 a Figura A.33, verifica-se que os campos de
tens@o obtidos com o MEF sdo semelhantes aos apresentados na validacio do EFG.
Contudo, algumas alteracdes nos valores de tensdo sdo identificadas em locais préximos
aos pontos de aplicacdo das condi¢des de contorno essenciais e naturais. Deste modo, as
simulagdes feitas com o MEF apresentam comportamento e valores préoximos aos
analiticos nas regides afastadas dos pontos com restricdes e das forcas aplicadas. As
normas dos erros dos campos nao foram calculadas para o MEF, uma vez que estas seriam

afetadas pelos efeitos locais.

Nota-se que MEF apresentou certas alteracdes em suas respostas. Tal fato estd relacionado
ao tipo de condicdo de contorno aplicada. Assim, ao invés de impor condi¢des de forca na
extremidade livre da viga poder-se-ia aplicar diretamente os valores de deslocamento, por

exemplo.
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6.3 CONSIDERACOES SOBRE A COMPARACAO ENTRE OS METODOS

Para os casos estudados, o EFG apresentou respostas tdo acuradas quanto o MEF, contudo
o método de Galerkin sem malha mostra-se muito mais laborioso em termos de sua
implementag¢do numérica, visto que a construcdo da funcio de forma € calculada para cada
né durante a execugdo e esta funcdo estd vinculada a uma série de pardmetros cujo

processo de ajuste € bastante trabalhoso, conforme andlises mostradas neste trabalho.

Variacdo da concentra¢do nodal no dominio utilizando o método EFG ndo € tdo ordindria
quanto no MEF, conforme resultados unidimensionais e bidimensionais nao-uniformes

avaliados.

Os resultados bidimensionais mostraram que ambos os métodos estio aptos a solucionar o
problema. Contudo, o MEF apresentou certas alteracdes em suas respostas nos locais
proximos aos pontos de aplicacdo das condi¢des de contorno. Tal fato estd relacionado ao
tipo de condi¢@o de contorno aplicada. Deste modo, ao invés de impor condicdes de forga
na extremidade livre da viga poder-se-ia, por exemplo, aplicar diretamente os valores de

deslocamento.
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