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Resumo

SejaG um grupo finito de ordem impar admitindo um grupo de autonmodsselementaf
de ordem 2. Neste trabalho estudamos a influéncia que propriedadég(de exercem sobre
a estrutura d&. Obtemos os seguintes resultadosGse de comprimento derivadoe Cg(A)
tem expoenten, entdoG possuiuma sérienom@l=G1 >T1 > G >Tp>--- >G> Ty=1
com quociente$; /T nilpotentes de classgk, m, n}-limitada para todae = 1,...n e quocientes
Ti/Gi;+1 de expoentek, m, n}-limitado para todd = 1,....n—1; e seG é de comprimento
derivadok e admite um grupo de Klein de automorfismfgal queCg(a) é extensdo de um
grupo de expoente por um grupo nilpotente de class@ara todca € A¥, ent&0G possui uma
série normal KX T) < T, < T3 < Ty = G com quociented, /T3 e To/Ty nilpotentes de classe
{e c,k}-limitada e quociente$;/ T, e T; de expoentde, ¢, k}-limitado.

Palavras-chave:grupos finitos, automorfismos, centralizadores.
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Abstract

Let G be a finite group of odd order admitting an elementary grouputdmorphisma\
of order 2. We study the influence of properties@§(A) over the structure oB. We obtain
the following results: ifG has derived lengtk andCg(A) has exponentn, thenG contains a
normal serielG =G, > Ty > Gy > Tp > --- > Gy > Ty = 1 such that the quotients; /T; are
nilpotent of{k, m,n}-bounded class for all= 1, ...,n and the quotients; /G; ;1 have{k,m,n}-
bounded exponent for alk=1,...,n— 1; and ifG has derived lengtk and admits a four-group
of automorphism# such thaCg(a) is extention of a group of exponeaby a nilpotent group
of classc for all a € A#, thenG contains a normal series<LT; < T, < T3 < T4 = G such that
the quotientsl/Ts and T,/ T, are nilpotent of{e, c,k}-bounded class and the quotiefitg T»
andT; have{e, c,k}-bounded exponent.

Key words: finite groups, automorphisms, centralizers.
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Introducao

SejamG um grupo finito eA um grupo de automorfismos coprimo Ge Denotamos por
Cs(A) o conjunto formado por todos os elementossdixados porA. E claro queCg(A) € um
subgrupo dé&. Estamos interessados na seguinte questao.

Qual a relacéo entre a estruturaQigA) e a estrutura d&?

Existem muitos resultados interessantes que refletemeadatgio. O significado especial
do caso em que um grupo admite um automorfismo de ordem 2 tgamohistorica, uma vez
que resultados sobre centralizadores de automorfismosldm@ indicavam o que poderia ser
esperado para automorfismos de quaisquer outras ordensaddnatrativo € que, frequente-
mente, resultados podem ser obtidos por calculos direbve s@rupo, sem haver a necessidade
de métodos lineares sofisticados, como 0s descritos porpéxem [13].

Para exemplificar a forte influéncia que a estrutura do grepmoatos fixos possui sobre a
estrutura de um grupo finito arbitrario podemos citar o ldedBurnside 1902 [3], que apresenta
uma demonstracao do fato de que um grupo admitindo um autiemorivre de pontos fixos de
ordem 2 é abeliano. Para grupos que admitem um automorfigraalk pontos fixos de ordem
3, Burnside mostrou que tais grupos sao necessariamendéenilps de classe no maximo 2.

Em 1940 B. H. Neumann mostrou que qualquer grupo periédicatadim um automor-
fismo livre de pontos fixos de ordem 2 é abeliano [25]. Um radoltanalogo sobre automor-
fismos de ordem prima arbitraria de grupos finitos foi obtiddim dos anos cinquenta nos
trabalhos de G. Higman [12] e J. Thompson [47]. Os principgssitados a respeito de grupos
admitindo um automorfismo livre de pontos fixos de ordem prammtraria estéo listados a
sequir.
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Introducgéao

Teorema de Higman [12].Existe uma fung&o(lp) dependendo somente de p, p primo, tal que
todo grupo nilpotente que admite um automorfismo livre deqsoiixos de ordem p € nilpotente
de classe no maximd p).

Teorema de Thompson [47].Todo grupo finito admitindo um automorfismo livre de pontos
fixos de ordem prima € nilpotente.

Fazendo a juncao dos dois teoremas acima, obtemos

Teorema de Higman-Thompson.Existe uma funcéo(lp) dependendo somente de p tal que
todo grupo finito que admite um automorfismo livre de pontas file ordem prima p € nilpo-
tente de classe no maximog).

Nos anos 60 e posteriormente, 0os pesquisadores se comaantra estudo de automorfis-
mos de ordem composta.

SejaG um grupo solavel finito. Entdosubgrupo de Fitting FG) deG é o subgrupo gerado
por todos os subgrupos nilpotentes normaissdéPelo Teorema de Fitting segue dues) é
nilpotente. A série superior de Fitting @eé definida por

FO(G) = 17
Fi+l(G)/FI(G) = F(G/FI(G))? i=0,1,....

Uma vez qués é soluvel existe um nimetotal queG = K, (G). O menor nimero com esta
propriedade é chamadomprimento de FittingeG, sendo denotado pbfG). O comprimento

de composicao (k) de um grupo soluvet é o numero de divisores primos da ordemGle
d

contando suas multiplicidades, ou sejajGe= pj* - - pg® entdok(G) = Zizlai.

Thompson [46] mostrou que §&ee A sdo sollveis cor|G|,|A|) = 1, entaddh(G) é limitado
em termos de&(A) e deh(Cg(A)). Posteriormente Turull [50] provou que nestas condicdes
h(G) < h(Cg(A)) + 2k(A). Este limite € o melhor possivel (ver [24]).

Na década de 60 surgiu a seguinte conjecti®ajam G um grupo finito e A um grupo
soluvel agindo sobre G tal quegCA) = 1. Suponhamos qué\| e |G| sejam coprimos. Entdo
h(G) <k(A).

Esta conjectura pode ser considerada uma generalizacaeodenia de Thompson sendo
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Introducgéao

verdadeira em varios casos, ver Turull [49] a respeito dedioutros problemas relacionados.
O caso no quah é abeliano foi provado por Berger [2], enquanto o caso pdaticio qualA é
um 2-grupo abeliano elementar foi provado por Shult [29].

Segue da classificacdo dos grupos simples finitos [4] quegngm finito admitindo um
grupo de automorfismos coprindotal queCg(A) = 1 é solavel. S& é um 2-grupo, a solubili-
dade deG segue também do Teorema de Feit-Thompson [48].

Existem poucos casos nos quais informacdes mais detalballes a estrutura dé po-
dem ser obtidas. Devemos mencionar o resultado estabeleoid<ovacs [20], quer seja: se
G admite um grupo de automorfismos livre de pontos fixos de ordeentdoG/Z(G) é
metabeliano. Outro resultado relevante é o seguinte teogem foi provado em [36].

Teorema 4.0.1.Seja G um grupo soluvel de comprimento derivado k admitimd@upo de
automorfismos elementar A de ord@ftal que G5(A) = 1. Entdo existem um numerdki n)
dependendo somente de k e de n e uma série normal A-invadiei@e

l1=Ho<H; <..<Hp=G,

tais que os quocientes HH;_1 sé@o nilpotentes de classe no maxini,f) paratodoi=1,...,n.

Existem exemplos mostrando que o comprimento derivado goods no teorema acima
pode ser arbitrariamente grande (ver Teorema 2.2.6).

Uma nova demonstracéo para o Teorema 4.0.1 faz parte dsst@véz Capitulo 4), sendo
motivada por um resultado obtido por meio da consideracgwalema analogo para algebras
de Lie. O mesmo é enunciado a seguir e sua demonstracaorgpteseo Capitulo 3.

Teorema 3.0.1.Sejam A o grupo elementar de ord@he L uma algebra de Lie A-graduada
soltvel de comprimento derivado k cog-£ 0. Entdo L possui uma série de ideais

1=Gp <G <...<Gy=1L,

com quocientes G;_1 nilpotentes de classgk, n}-limitada para todo i= 1,...,n.

O Teorema 4.0.1 é de grande importancia no decorrer destaites vez que através dele
obtemos o teorema abaixo que é o resultado principal apeskeno Capitulo 5.
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Introducgéao

Teorema 5.0.1.Seja G um grupo finito de ordem impar e de comprimento derikaatmitindo
um grupo de automorfismos elementar A de or@8mal que G5(A) € de expoente m. Entdo G
possui uma série normal

com quocientes T, nilpotentes de class¢k,m n}-limitada para i= 1,...n e quocientes
Ti/Gi+1 de expoenték, m,n}-limitado parai=1,...,.n— 1.

Para demonstrar do Teorema 5.0.1 primeiramente provanthsaproposicoes abaixo.

Proposicédo 5.0.2. Seja G um grupo finito de ordem impar e de comprimento derikado
admitindo um automorfismo a de ord@tal que Gs(a) possui expoente m e&[G, al. Entdo
o expoente de @ {k, m}-limitado.

Proposicédo 5.0.6. Seja G um grupo finito de ordem impar e de comprimento derikado
admitindo um grupo de automorfismos elementar A de o2letal que G5(A) € de expoente

m. Entdo N= ﬂ (G, a] é extensdo de um grupo de expoefiken, n}-limitado por um grupo

acA#
nilpotente de classgk, m,n}-limitada.

A Proposicao 5.0.6 é demonstrada utilizando o teorema drsgge permite fazer uma

reducdo ao caso metabeliano. Denotemosfpgic) a expressagg — 1)0(0—;1) +c.

Teorema 5.0.5Seja G um grupo tendo um subgrupo normal nilpotente N deelggal que
G/N’ é uma extensao de um grupo de expoente e por um grupo nilpaterdiasse c. Supo-
nhamos quer1(G) € soltvel de comprimento derivado d. Entg, ), 1(G) tem expoente
finito {c,d, e, g}-limitado.

A demonstracdo do Teorema 5.0.5 pode ser encontrada em [41].

Discutimos também a situag&o na qual um grupo admite um glepdein de automorfis-
mos com o grupo de pontos fixos deste satisfazendo certeg@est Esta discussao € motivada
por trabalhos obtidos em [16], [44] e [7]. Em [16] foi mostoaglie seéG € um grupo finito ad-
mitindo um grupo de automorfismos coprimae ordenp?, comp primo, tal queCg(a) possui
expoentee para todaa € A#, entdo o expoente d@ é limitado somente em termos de p.

Em [44] foram demonstrados os seguintes resultados.
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Introducgéao

Teorema. Sejam p um primo e G uni-grupo periédico soluvel admitindo um grupo de au-
tomorfismos elementar A de orderh (Suponhamos quedCa) é abeliano para todo & A”.
Entéo o grupo derivado de G € nilpotente.

Teorema. Se G é un®'-grupo periédico soltvel e A um grupo de Klein de automorfistabs
que Gs(a) é nilpotente para todo a A, entdo G é metanilpotente.

Por fim, em [7], foi mostrado que

Teorema. Seja G um pgrupo periédico admitindo um grupo de automorfismos eléaneh
de ordem P, com p um primo. Suponhamos que(&)’ possui expoente que divide m para
cada ac A”. Entdo o grupo derivado de G possui expoefite p}-limitado.

Os resultados mencionados acima sugerem o estudo de gnmoipas didmitindo um grupo
abeliano elementak de ordemp” tal queCg(a) é extensdo de um grupo de expoenp®r um
grupo nilpotente de classeara todca € A%,

Neste aspecto apresentamos respostas para o caso panticgialA € o grupo de Klein e
G é soluvel de comprimento deriva#oOs resultados obtidos estao listados abaixo.

Proposicédo 6.0.4. Seja G um grupo finito de ordem impar e de comprimento derikado
admitindo um grupo de Klein de automorfismos A tal qu¢al é extensdo de um grupo de

expoente e por um grupo nilpotente de classe ¢ para toddVa Seja N= ﬂ [G,a]. Entéo

acA?
N é extensdo de um grupo de expoefee, k}-limitado por um grupo nilpotente de classe

{e c,k}-limitada.

Teorema 6.0.1.Seja G um grupo finito de ordem impar e de comprimento derikaatmitindo
um grupo de Klein de automorfismos A tal qug &) é extenséo de um grupo de expoente e por
um grupo nilpotente de classe ¢ para tode &”. Entio G possui uma série normal

1< <L <T3<Ty=G

com quocientessJ Tz e T,/T1 nilpotentes de classge, ¢, k}-limitada e quocienteszJ T, e Ty
de expoentée, c, k}-limitado.

Ressaltamos que nossas discussdes baseiam-se no estusaligéesosobre o grupo de
pontos fixos de determinado grupo, com o intuito de obterronslusfes sobre a estrutura deste
grupo em funcédo das condicdes impostas inicialmente. Nogimd capitulo mencionamos al-
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Introducgéao

guns resultados classicos da Teoria de Grupos que saaddiizom certa frequéncia no decor-
rer do texto, dando énfase a tépicos relacionados aos gsopogis e aos grupos nilpotentes.

No segundo capitulo, passamos a apresentacéo de alguted@ssobre os automorfismos
coprimos, conjuntamente com consideracdes a respeitoaterfia de Schur-Zassenhaus e suas
principais consequéncias.

No Capitulo 3, inicialmente sao feitas observacdes gerbresidgebras de Lie, em seguida
sdo obtidos alguns resultados sobre a estrutura de algébrae sollveis graduadas. Em
especial apresentamos a demonstracédo do Teorema 3.0.b, alojetivo de obter avancos no
estudo de grupos soluveis admitindo 2-grupos elementaragtdomorfismos. Ressaltamos que
alguns dos resultados obtidos sobre algebras de Lie sétedesse independente.

O Capitulo 4 é focado em uma discussao analoga a apresentsefaeim capitulo, desta
vez para grupos, com o objetivo principal de obter a demag&trdo Teorema 4.0.1. O quinto
capitulo é dedicado a obtencédo de uma generalizacdo donT&dr@.1, considerando o grupo
de pontos fixos de expoemnte Demonstramos o Teorema 5.0.1 utilizando os principaig+es
tados obtidos no Capitulo 4 e o Teorema 5.0.2.

Por fim, no Capitulo 6, demonstramos a Proposi¢éo 6.0.4 e e@08.0.1, que fornecem
resultados sobre a estrutura de um grupo finito de ordem iquysaadmite um grupo de Klein
de automorfismos.

17



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Inicialmente fixamos algumas notacdes e relembramos afgtose definicdes em Teoria
de Grupos. Também demonstramos alguns resultados nessgsia o desenvolvimento do
tema proposto.

Em todo o texto desta tese, uma quantidade énienitada (ou limitada em termos aw),
se ela é limitada por alguma funcéo que depende somente damalogamente, a expressao
{m,n,1,...}-limitada (ou limitada em termos de,n,l,...) é utilizada quando os parametros
m,n,l,... estdo envolvidos.

1.1 Comutadores

SejaG um grupo. Para quaisquery € G definimos ocomutadordos elementog,y como
sendo o elemento
%,y =Xty Ixy=x"1w,

no qualx’ = y~1xy é denominado eonjugado de x por'y.

O resultado a seguir estabelece algumas propriedades deactores.

Lema 1.1.1. Seja G um grupo e consideremos elementos arbitrarigzx G. Entdo sdo
validas as seguintes propriedades.

a) xy=yxx,y], ¥ = x[x,y];

18



Capitulo 1. Resultados Preliminares

b) [x,y]~* = [y.X;

¢) xy.Z =[x, 2Py, 2 = [x,Z[x, 2 Y][y, Z;

d) [xyZ = [xZ[xy]* = [x.Z[xY][xy.Z;

e) x.y* = X4yl

f) xy.x = (xylx Ly

9) [xy,x] = 1se e somente siy| ™1 = [x1y];

h) [x,y,Z]y,z, ¥][z x,y*| = 1 (Identidade de Witt);

) [xy 1 2Yy,z1,x%z x 1, yj* = 1 (Identidade de Hall-Witt).
Demonstracdo. A demonstracdo destas identidades segue diretamente digdefie comuta-
dores com aplicacdo de célculos diretos. O

SejamX,Y subconjuntos de um gru@s, entao

X,Y] = {([xy] | xeX,yeY).

O subgrupo d& gerado por todos os comutadofrg/|, comx,y € G, € chamado grupo
derivadode G, que é denotado pd6, G]. Definimos asérie derivada de @Gdutivamente por

G°=G, G =[G,G],
G+ = [G1,G"], paratodd =0,1,...

O subgrupdG!) de G é conhecido como iaésima derivadale G.

SejaX um subconjunto de um grup®8. Os comutadores de pegoem elementos dX
sao definidos indutivamente da seguinte forma. Comutaderpssb 1 em elementos Hesédo
exatamente os elementosX¥e Sev; e v, sdo comutadores de pesose p, em elementos de
X entéolvy, V2| € um comutador em elementosXele pesa; + ps.

Um comutador da formp.- - [[a1, a2}, a3],- - - ,a] € ditosimplese denotado pdey, az, - - -, ay/.

19



Capitulo 1. Resultados Preliminares

O préximo resultado € enunciado sem demonstracdo, que padensontrada em
[6, Teorema 2.2.1].

Lema 1.1.2.Sejam MN, P subgrupos de um grupo G, entado

a) [M,N] é um subgrupo normal d@v, N);
b) Se MN e P sdo subgrupos normais de G, ent@dN,P] = [M,P|[N,P] e
[M,NP] = [M,N][M,P].

Lema 1.1.3.(Lema dos trés subgrupos) Seja N um subgrupo normal de uno g3uise para
subgrupos AB,C de G
[A,B,C] <N e[B,C,A <N,

entdo também temos qi@ A, B] < N.

Demonstracdo.E suficiente considerarmos o caso no ghak 1. Pelo Lema 1.1.1) temos
que dadox € Alye B,zeC

xy L2 y.z t iz x Ly =1

Por hipoteséx,y—,7Y = [y,z 1,x]? = 1, pois estfo e, B,C| e [B,C, A], respectivamente.
Logo[zx Ly*=1e

Uma vez quex percorre todoA o mesmo ocorre corx * e obtemogz x,y] = 1 para todo
xeAyeB,ze C. Assimb € Cs([z x]) para todd € B. EntéoB é subgrupo d€s([z,X]), ou
seja,[z,x] € Cg(B) para todox € A,z C. Por definicaddC, A] € gerado pelos element{rsx|,
consequentement€, A|] < Cg(B). PortantdC,A,B| = 1. O

Definimos os subgrupog(G) de G indutivamente por

Yi+1(G) = [v(G),Gl, paratodd =1,2,....

A sérieG = y1(G) > »(G) > ... é chamadaérie central inferiorde G.

20



Capitulo 1. Resultados Preliminares

O centro ZG) deG é tal que
Z(G) ={ze G| zg=gzpara todg € G},
que é, claramente, um subgrupo normaldeé\ série central superiode G € definida por
Zo(G) = 1, Z1(G) = Z(G),

Zi11(G) ={ze G| [G,Z4 € Z(G)}, paratodd = 1,2,...,
sendo o subgrupg (G) de G chamado @-ésimohipercentrode G.
Lema 1.1.4.Seja G um grupo. Entdlg;(G), y;(G)] C yi+j(G).
Demonstracdo. Vamos mostrar este fato por inducdo eém Parai = 1 temos que

Vi(G),Vi(G)] = v1+j(G) e o resultado segue. Facamios 2 e suponhamos sem perda de
generalidade qug..;(G) = 1. Por indugéo obtemos que

¥-1(G), ¥ (G), i(G)] = [¥j+i-1(G), i(G)] C %+j(G) =1

e Vi(G), 1(G), ¥-1(G)] = [yj+1(G), ¥-1(G)] € %+j(G) = 1.
Pelo Lema dos trés subgrupos segue que
1(G),%i-1(G), ¥ (G)] = 1,
ou sejaly(G),y;(G)] = 1. O

Lema 1.1.5.Sejam G um grupo e k um numero natural. Entdo

a) W(G) contém todos os comutadores de peso maior ou igual a k emrefesiae G;

b) w(G) é gerado pelos comutadores simples de peso maior ou iguahadlementos de
G;

c) Se G= (M) entdoy(G) é gerado pelos comutadores simples de peso k em elementos de
M e seus inversos;
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d) G C y(G).

Demonstracdo.a) Vamos aplicar inducdo ek Parak = 1 é imediato. Facamds> 2 e seja
c um comutador de peso> k. Entdoc = [c1,C,], sendoc; e ¢, comutadores de pesg ero,
respectivamente, com +rz = r. Pela hipotese de induc@p < %, (G) ecy € ,(G).

Assim, pelo Lema 1.1.4 segue que

c=[c1,¢2] € [1,(G), %.(C)] < % (G) < K(G).

b) Facamos
Nk: <[X1,X27"'7Xk] ‘Xi EG, [ 21,2,...,k>.

Uma vez quéxy, Xz, . .., XY = X, X, ..., X segue qué&l é um subgrupo normal d&. Pelo
item a) obtemos quéi € subgrupo degy(G). Vamos mostrar a inclusdo contraria por indugéo
emk. Parak = 1 é imediato.

Suponhamos qule> 2. As imagens de todos comutadopesxy, ..., Xx_1] de pesdk — 1
estdo no centro do grupo quocie@gN, uma vez qué[Xy, X, ..., Xk],X|] € Nk para todax € G.
Assim [Ny _1, G] é subgrupo déli. Logo

W(G) = [¥-1(G), G = [Nk-1,G] < N.

c) De acordo conb) temos que

W(G) = (X1, %2, ..., %] [x €G,i=12,....K).

Podemos expressar cada um dos elemeftosmo um produto de elementos kllee seus
inversos, poiV geraG. Aplicando o Lema 1.1.t) ed) obtemos o resultado desejado.

d) Vamos aplicar inducéo e Parak = 0 € imediato. Facamds> 1. Pela hipotese de
inducéo temos que* C y,1(G). Aplicando a definicio d& e o Lema 1.1.4 deduzimos

que
GH = [GH Y, G ] C [yx-1(G), ya-1(G)] € yx(G).
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Um grupoG possuiexpoente finito (ou periodo finito) sen é o menor namero tal que
x'=1, paratodx € G.

Denotamos po&" = (g" | g € G) o subgrupo d& gerado pelas-ésimas poténcias de todos
0s seus elementos. E claro g@&é um subgrupo caracteristico @esendo o menor subgrupo
normal deG para o qual o grupo quociente possui expoente

Dizemos que um grupB é extensao de um grupo pbr um grupdQ se existe um subgrupo
normalM deG tal queM € isomorfo @\ e G/M é isomorfo &Q.

O Teorema de Schreiafirma que um subgrupo de indice finitcde um grupo finitamente
gerado pon elementos é finitamente gerado per In— 1)m elementos.

Um grupoG é chamad@eriodicose todo elemento d8 possui ordem finita.

Umaclasse de grupo®” € um conjunto no qual os membros sé&o grupos tais que

a) ¢ contém um grupo de ordem 1;

b) SeG; = G e ¥ implica queG; € %.

Todos os grupos finitos e todos os grupos abelianos séo exenpklasses de grupos.

Uma variedadeé uma classe de grupos definida por identidades. A classedds ts
grupos abelianos € um exemplo de variedade, uma vez que seusras S4o apenas 0s grupos
que satisfazem a lety = yx. SejaF (X) um grupo livre com geradores em um conjunto finito
X = {x1,X2,...}. Define-se uma palavra no alfabefocomo sendo uma sequéncia finita dos
simbolos d&XUX . Para maiores detalhes com relacéo a estes conceitos \@tgmoplo [27,

2].

Umapalavra wem umalfabeto %,xo, ..., € chamada umiai na classe de grupés se para
todo grupadG € ¢, w se torna trivial sempre que avaliada nos argumentos, . . . pertencentes
aG, ou seja, s&v = W(Xg,...,Xn) entdow(gs,...gn) = 1 para toda; € G, e para todds € 7.

SejamW um conjunto de palavras no alfabetox,, ... e G um grupo. Os valores tomados
pelas palavras eV com os argumentas, Xo, ..., percorrendo todo o grup@, em geral nao
séo todos triviais. O subgrupi(G) gerado por esses valores é chamadalmgrupo verbal de
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G relativo aW. Assim

W(G) = (W(g1; -- - Gnw)) | WEW,Gi €G).

Como exemplos de subgrupos verbais de um g@pwodemos citar o grupo derivado de
G e an-ésima poténcia d&. Eles séo definidos pelas palaviay| e X", respectivamente. No
primeiro caso, temo#/(G) = G’ e, no segunddV(G) = G".

Dizemos que um grup® é produto semidireto di€ por H, denotado potG = K x H, se
K < G eK tem um complement®; = H. Também dizemos qué é split sobreK.

Definicdo 1.1.6.Um mddulo sobre um anel comutativo com identid&dé um grupo aditivo
M que admite uma multiplicagéo por elementoKdeatisfazendo os seguintes axiomas:

a) la=a, 1l1leK,aeM;

a) (a+PB)a=aa+Pa, a,BeK,acM;

a) a(a+b)=aa+ab, acK,abeM;

a) (ap)a=a(Pa), acK,abeM.

A partir da definicdo acima vemos que médulos sobre um d€Ig80 precisamente espacgos

vetoriais sobr&. Desta forma todo grupo abeliano pode ser visto com@emodulo de modo
natural: park > 0

ka=a+a+---+a, (—kla=k(—-a)=—-ka e 0a=0.
k

1.2 Grupos Solaveis e Grupos Nilpotentes

As generalizacdes mais importantes de comutatividadedébilgdade e nilpoténcia. Os
grupos soluveis sdo aqueles que podem ser construidosradpargirupos abelianos por meio
de um ndmero finito de extensdes sucessivas. Vamos utilizéatas acerca de comutadores
obtidos na secéo anterior para apresentarmos resultaol@sgsapos soluveis e nilpotentes.
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Definicdo 1.2.1.Um grupoG é ditosoluvelse possui uma cadeia de subgrupos

comG; normal emG; 1 para toda =0,...,n—1 e quociente$5;1/G; abelianos, para todo
i=0,....,n—1.

Uma cadeia de subgrupos @G&ecom a propriedade mencionada acima é chanssui
solaveldeG. SeG é um grupo soluvel, o comprimento da menor série soluv& dehamado
comprimento derivadde G. Recordamos nos proximos dois lemas algumas propriedagles el
mentares dos grupos soluveis cujas demonstracées podemcsatradas em [27, 5.1].

Lema 1.2.2. A classe de grupos soluveis é fechada com respeito a formdeg&nbgrupos,
imagens homomorficas e extensdes de seus membros.

Lema 1.2.3. O produto de dois subgrupos normais soluveis de um grupo G éulogrupo
soluvel de G.

SejaG um grupo. Uma série normal
1=Gp<G1<---<Gh=G
é chamada umsérie centralde G se todos 0s seus quocientes sdo centrais, isto &,
Gi+1/Gi < Z(G/Gj) paratodd =0,--- ,n—1,
ou equivalentemente, se
[Gi+1,G] < Gj, paratodd =0,--- ,n—1.

Defini¢do 1.2.4.Um grupoG é dito semilpotentequando ele possui uma série central.

O comprimento da menor série central de um grupo nilpoténte chamadalasse de
nilpoténciade G. Observamos que a classe dos grupos nilpotentes é intémaeentre as
classes dos grupos abelianos e dos grupos solluveis, 0 gaeseouisto a partir da definicao
acima. Desta forma os grupos abelianos sao os grupos mitpstde classe 1.
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A classe dos grupos nilpotentes é fechada com relacédo agaoe subgrupos, imagens
homomorficas e produtos diretos finitos.

Os proximos resultados fornecem algumas caracterizagbssldbilidade e nilpoténcia e
sao enunciados sem demonstracdo. Para maiores detalli2zg, e ,5.2].

Lema 1.2.5.Para um grupo G as seguintes afirmagdes sdo equivalentes.

a) G é solavel de comprimento derivado n
b) G =1;

c) G satisfaz a identidade
5n(X1,...,X2n) =1,n=12,...,

comd, definido indutivamente da seguinte forma:
d(X) = X,

5n_|_1(X1, e ,X2n+l) = [5[1()(1, R ,in), 5;1(X2n+1, . ,X2n+l)].

Lema 1.2.6.Para um grupo G as seguintes afirmacfes sdo equivalentes.

a) ¥e+1(G) =1;
b) Z(G) = G;
c) G possui uma série central de comprimento c;

d) Para quaisquer g1 elementosxXo,...,%X.+1 € G temos que

[X17X27 e 7XC+1] - 1

Corolario 1.2.7. Seja G um grupo cuja classe de nilpoténcia é no méaxne1. Entdo G é
soltvel de comprimento derivado menor ou igual a k.

Em Teoria de Grupos, o Teorema de Fitting constitui uma regrdamental sendo apresen-
tado a sequir.
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Teorema 1.2.8.(Fitting) Sejam G um grupo e NN subgrupos normais nilpotentes de G. Se as
classes de nilpoténcia de M e N sdo m e n respectivamente lMNa®@ nilpotente de classe no
MAaximo ni-n.

Demonstracao.Vamos aplicar indugao sobre+n. Assumimos quel G = 0 se, e somente
se,G = 1. Sem perda de generalidade facar@os MN. Uma vez queM e N sdo subgrupos
normais deG entdo também o s&M) e Z(N). Por indugcads/Z(M) é nilpotente de classe
no maximom+n—1. AsSim ymin(G) C Z(M). Analogamentgm n(G) C Z(N). Assim
ymin(G) CZ(M)NZ(N). ComoZ(M)NZ(N) C Z(MN), entdoymn(G) C Z(G) e o resultado
segue. U

1.3 Produto Subcartesiano e Teorema de Remak

SejamG; e G, grupos. O conjunto

G1x G2 = {(01,02) |91 € G1,01 € Gz}

munido da multiplicagao
(91,92) - (h1,h2) = (91h1, 92h2)

satisfaz a definicdo de grupo. Generalizando esta ide&@a@gdj € |, uma familia de grupos e
denotemos poG = [i¢; Gi 0 conjunto

{f:1=JGi| f(i) € G, paratodd €1},

i€l
e definamos ers uma multiplicac@o dada pdfg)(i) = f(i)g(i). Desta formas possui estru-
tura de grupo, sendo chamagi@duto cartesian@os gruposs;.

Consideremos o subconjunto das fun¢ddais quef (i) # 1 (unidade) somente para um
namero finito de’s. Assim obtemos o chamagwoduto diretodos gruposs;. A notacéo é a
mesma fornecida acima para o caso do produto cartesiano.

EmG= ”Gi consideremos o subgrupe= {f(j) =1 sej #i}. Temos qué\; é isomorfo
IS
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aG;. Desta forma podemos definir a projecaofdsbre 0 grup@sy

akil_,Gi—>Gk.
€

SeH é um subgrupo qualquer @&= I"Gi podemos considerar, : H — Gy.

Defini¢do 1.3.1.SejamG = ”G. e H um subgrupo dé& tal queay(H) = Gy para toddk € I.

Dizemos queH é umproduto subcartesiandos gruposs;.

Teorema 1.3.2.(Remak) Sejam G um grupo{8}; | i € I} uma familia de subgrupos normais
de G. Seja N= ﬂNi. Entdo G/N é um produto subcartesiano dos grupod\N

i€l
Demonstracdo.Consideremos

9:G — ”G/Ni

X = 93X =(...,xN,...).

Temos qued € um homomorfismo com Ké&r= N e o resultado segue. O

O teorema demonstrado acima foi enunciado pela primeir@wvez909 por Wedderburn,
mas sua demonstragao continha um erro. A primeira demgéstrreta, para grupos finitos,
foi apresentada por Remak em 1911, com uma simplificagéo aei®otm 1912. Este teorema
foi estendido para médulos por W. Krull em 1925 e para grujpos cperadores por Schmidt
em 1928.

1.4 Teorema de Schur

Nesta secdo demonstramos o Teorema de Schur. Para istgiteenes dos conceitos de
transversal e de Homorfismo Transfer que sdo apresentadgsia s

Definicdo 1.4.1.SejamG um grupo eH um subgrupo d&. Um transversal a esquerda (a
direita) deH emG é um subconjunto d& que consiste de um elemento de cada classe lateral
a esquerda (a direita) deemG.
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Definicdo 1.4.2.SejamG um grupo eH um subgrupo com indice finittemG. Consideremos
a fungaod deG emH /H’ definida por
8:G — H/H
n
g = 9(@=[]xH"

sendo{ly,...,In} um transversal a esquerdaldeemG e gli = Ijx.. A fungdod € um homo-
morfismo chamadblomomorfismo Transfer

Observamos que a aplicag@ode G em H/H’ é um homomorfismo de grupos que ndo
depende da escolha do transversal. Uma aplicacdo do HorfismorTransfer de interesse
especial ocorre quandd € central en, conforme o teorema abaixo, cuja demonstracédo pode
ser encontrada em [27, 10.1.3].

Teorema 1.4.3.Sejam G um grupo e H um subgrupo do centro de G talGued | = n. Entdo
o Homomorfismo Tranfer de G em H é a aplicacéo

3:G — H

X — X

Agora estamos em condi¢des de obter o principal teorema slegio.

Teorema 1.4.4.(Schur) Seja G um grupo tal qu€ @) possui indice finito n. Entdo o grupo
derivado de G é finito de ordefm}-limitada e possui expoente n.

Demonstracdo.FacamoZ = Z(G) e consideremo& como unido de classes de Assim

G=01ZUQxZU---UgnZ.

Utilizando as identidades de comutadores apresentadasma 1.1.k) ed), obtemos que,
para quaisquer elementasz € Z, [40i,79j] = [0i,9;], para todos, j = 1,...,n. Desta forma

podemos assumir qu&= (g1,0o, - - -, gn) COM um total de<2> comutadore$y;, gj] parai < j.

Por hipétes& € um grupo de indice finitoemG e temos qué& é finitamente gerado por
elementos, desta forma obtemos pelo Teorema de Schrei@rétiritamente gerado por uma
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quantidade{n}-limitada de elementos. Dadgsc G ei =1,...,n, fagcamosyig = zi(g)gi(g),
comz(g) € Z, egi(q) € {91,92,---,Gn}. Segue que a aplicagéo

€ o Homomorfismo Transfer d@ emZ e pelo Teorema 1.4.3 temos gfi¢z) = Z" para todo
ze Z.

ComoG/Ker 9 é isomorfo a um subgrupo d& que é abeliano, log6’ C Ker 9 e conse-
guentement&’ possui expoents. Assim

3(G'nz)=(Gnz)"=1,

e 0 expoente déG' N Z) divide n. ComoZ é abeliano finitamente gerado segue @ie1Z é
finitamente gerado com ordefn}-limitada. Uma vez qu€&’/G'NZ >~ GZ/Z < G/Z, temos
que|G':G'NZ| <|G:Z|=n. AssimdgG'| = |G’ : G'NZ|-|G'NZ| concluimos qué&’ é finito
de ordem{n}-limitada. O

Definicdo 1.4.5.Dizemos que um grup@ € localmentdinito se qualquer subgrupo finitamente
gerado dé5 é finito.

Coroléario 1.4.6. Se GZ(G) é localmente finito entdo’@ localmente finito.

Demonstracdo.SejaH um subgrupo finitamente gerado @6 comH = (X3, X2, ...,%n). Pela
demonstracdo do Teorema 1.4.4 temos gue- I_LCJ. com cji = [9ji,hij], i = 1,...,n,
j=1,...,r. Desta formaH é subgrupo d&’, comK = (gji,lij [i=1,...,n, j=1,....r >

é finitamente gerado. Assit/(KNZ(G)) € finitamente gerado, consequentemente finito.
Observando qu& NZ(G) é subgrupo d&(K), obtemos qu& /Z(K) é finito. Por fim, pelo
Teorema 1.4.4 concluimos gKéé finito. ComoH é subgrupo d&’ segue qu&'’ é localmente
finito. O

Como uma generalizacdo do Teorema de Schur podemos citaradesabaixo.

Proposicéo 1.4.7.Seja G um grupo soluvel tal que/@(G) é de expoente finito. Entdd @
(localmente finito) de expoente finito.
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Demonstracdo.Sejama, b elementos arbitrario&, n o expoente d& e H = (a,b). Desta
formaH/Z(H) também possui expoentee temos quéd /Z(H) é 2-gerado. Uma vez que
H/Z(H) também é soltvel por hipétese, concluimos fieZ(H)| € limitado. Pelo Teorema
de Schur 1.4.4 segue q{¢’| é limitado. Assim|[a,b]| é limitado para toda,b € G. Sejak o
comprimento derivado dé. Uma vez que todo quocien&(i)/G(”l) € gerado por elementos
da formala, b] para toda = 1,....k— 1 logo o expoente d&() /Gl+1) ¢é limitado para todo
i=1,...,k— 1. Portanto o expoente @ é limitado. O

Corolério 1.4.8. Seja G um grupo nilpotente de classe c tal qu&Gossui expoente d. Entdo
G tem expoentéd, c}-limitado.

Demonstracdo.Vamos aplicar indug&o sobre a classe de nilpoténdaG. ParaG abeliano
€ imediato. Suponhamos que o resultado seja valido pard e mostremos para Seja
M = G/Z(G). Temos queM é nilpotente de classe— 1 e M possui expoentéd, c}-limitado.
Aplicando o Teorema de Schur 1.4.4 obtemos @uambém possui expoentd, c}-limitado,
0 que conclui a demonstracéo, pois &g expG'- expG/G'. O

1.5 RepresentacOes e Teorema de Maschke

Discorremos brevemente sobre alguns fatos basicos daT#®Representacdes Lineares,
com o objetivo de apresentar o Teorema de Maschke sobrehiéidatle completa de certas
representacdes de grupos finitos. Esta secao € baseada@sramesentados em [15, 7.20.2]
e[6,3.2e3.3].

SejamK um corpo um espago vetorial de dimenséao fimtsobreK e GL(V) um grupo de
transformacgdes
lineares invertiveis d&. Um homorfismop : G — GL(V) é dito umarepresentacéo linear
deG. O inteiron é ditograu da representacap.

SeV contém um subespaco préopfeinvariante, entd& é chamadaedutivel Caso con-
trario G é dito serirredutivel O grupoG € completamente redutivek todo subespags-
invarianteU C V possui como complemento um subesp@cimvariante, ou seja, se existe um
subespac¢G-invarianteéW tal queV =U &W.

Lembramos qué&L(V) pode ser identificado coBL(n,K), grupo das matrizes x n in-
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vertiveis com coeficientes ekh Se o grupdzP de transformacdes lineares é irredutivel entdo
dizemos quep € irredutivel Para os termos redutivel e completamente irredutivel ratifde
cacao ocorre de forma analoga. Urepresentacéo lineade um grupds € apenas um homo-
morfismop de G para o grupo de transformacdes lineares invertiveis de pates/etoriaV

de dimensam sobre um corpd.

O préximo resultado estabelece propriedades de repredestaredutiveis de grupos abelia-
nos e sua demonstracao pode ser encontrada em [6, TeoreBja 3.2

Teorema 1.5.1.Sep € uma representacéo irredutivel de um grupo abeliano G cooten(N,
entdo G'N é ciclico. Em particular, um grupo abeliano néo ciclico ndmssui uma represen-
tacao fiel irredutivel.

Agora vamos estabelecer uma condicéo suficiente para unmesegpacao ser completa-
mente redutivel.

Teorema 1.5.2.(Maschke) Sejg uma representacédo do grupo finito G por transformacdes
lineares do espaco vetorial V sobre o corpo K. Se a ordem ded@mfvisivel pela caracteris-
tica de K, entdq € completamente redutivel.

Demonstragao.A representagap fornece uma agdo de sobreV e denotamosv)gP por vg,
parav e V,g € G. ldentifiquemos pod um subespac¢G-invariante de&/ e porW um subespaco
qualquer d&/ que complementd, isto éV =U &W.

Denotemos poriy a projecado d& emW e definamos uma aplicacddeV emV por

t:V. - V

1 —1
Voo vt= — %(vg )T,
m
ge
commsendo a ordem d&. Temos que é uma transformacéo linear e Para cada elemento
h fixo pertencente &, o produtogh percorre todo o grupG assim coma percorre o grup&.

Segue deste fato que L
(vh= =¥ (vh-h~g~Hmygh= (vh,
m 2
assim o subespagd, gerado pelas imagens 8kepela aplicacad, € G-invariante. Vamos

mostrar que&/ =U @ ;.
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Dado um elemento arbitraric V temos quer = (v— vt) 4+ vt. O termovt pertence a4,
pelo demonstrado no paragrafo anterior. Desta forma o terawd pode ser escrito da seguinte

1 1
formav—vt=v— = § (vg Yyryg= =S (vg ' - (vg ) ).
mg; mg;

Umavez quergt — (vg 1Y)y € U, eU éG-invariante, segue que- vt € U. Assim temos
queV = U + V. Suponhamos que existae U NV;. Entdo comdJ € G-invariante e para todo
elementau € U, temos queirgy = 0, entdovt = 0.

Por outro lado, come € 4, v € imagem de algum elementbe V pelat, ou sejayvt =
v. Entdovt? = vt. ComoV — V't € U, consequentementét —Vt> = 0. AssimVt =wt, e
0= vt =Vt =v. Destaformd/ =U & \. O
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Automorfismos Coprimos e Teorema de
Schur-Zassenhaus

Trabalhando com grupos finitos, frequentemente encongansguacao na qual um grupo
admite um automorfismo cuja ordem é coprima com a ordem dagugbo. Tal automorfismo é
chamadaoprima Neste capitulo fazemos uma abordagem sobre estes autmusfbaseada
em [6, 5.3].

2.1 Automorfismos Coprimos

SejamG um grupo finito ea um automorfismo d&. Denotamos po€g(a) 0 conjunto de
todos os elementos d&fixados pora, ou seja,

Ce(a) = {xe G| x¥=x}.

E facil ver queCg(a) é um subgrupo d&. No caso em qu€g(a) = 1, dizemos que é
livre de pontos fixas

O resultado a seguir € um exemplo da influéncia@gi@) exerce sobre a estrutura @Ge

Lema 2.1.1. Seja G um grupo finito admitindo um automorfismo livre de pofitms a de
ordem2. Entdo G é abeliano.
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Demonstracdo.Sejat a aplicacéo

T:G — G

X — xI=xha

Parax,y € G temos quex’ =y’ implica quexy * € Cg(a) = 1. Entdor € injetora. Desta
formart é sobrejetora, ou seja, cada element@&deode ser representado coxig parax € G
conveniente. Notemos qaeaplicax em seu inverso. De fato,

(x) =xbd2=x%=(x")"L

Assima aplica todo elemento d8 em seu inverso. Portan@®é abeliano. O

Provavelmente Burnside foi o primeiro a notar que a exiséédeiautomorfismos livre de
pontos fixos implica em fortes conclusdes sobre um grupo. émiwo de 1902 [3] hd uma
demonstracao do fato mencionado acima.

Lema 2.1.2. Sejam G um grupo de ordem impar admitindo um automorfismo adden@ e
| = {x| X2 =x"1 para todo xc G}. Ent&o s&o validas as seguinte afirmagoes.

a) G=Cg(a)l =1Cg(a), INCs(a) = {1} e[l| = |G: Cg(a)l;
b) | é invariante por G(a);
c) Se HC Cg(a) é tal que K C Cg(a) para todo x€ |, entdo x centraliza H;

d) Dois elementos dedla) conjugados em G s&o conjugados egld);

e) Se H< Cg(a), entdo Ns(H) = Co(H)Neg(a) (H);

f) Se H< |, entdo H é abeliano.

Demonstragéo.a) Dadox € G, temos que todo elemento da forgna x—1x2 pertence a, pois

Y= (A = (06) =y
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Suponhamos qus : Cg(a)| = n e denotemo€g(a) porC. Consideremo§& como unido
de classes dé. Assim
G=CquUCgpU---UCgh.

Facamosy = gi‘lg;"l € | para todoi = 1,...,n. Vamos mostrar queyi,yo,...,yn} € um
conjunto completo de representantes de classes lateraisita deC em G. Caso contrario,
existei # j, tal quey; = zy, z< C. Aplicandoa obtemosy; * = zy %, entéoy; = yiz . Assim
yiz 1 =zy e =71 oque permite concluirmos que

2 .
2" = zey? centralizaz

Uma vez qués é de ordem impar, segue queentralizaz. Entédo dezy = yiz ! segue que
z=7z1. Comoztambém é de ordem impar, obtemos quel ey; = Yj.

i
menteg; e g; determinam a mesma classeCleo que ocorre somente quanide j. Portanto

Desta formag g2 = gj‘lg‘ji entétogigj_1 = (Qigj_l)a. Assim gigj‘1 € C e consequente-
{y1,¥2,...,Yn} € um conjunto completo de representantes de classes $adetaiita deC em
G.

Suponhamos que= zy para algunz € C e para alguni. Entdiou? = (zy)2=zy tezy !t =
Zy. Assim z = 1.
Pelo exposto, segue qulie={y; | 1 <i <n}. AssimG=Cl e |l|=|G:C|. Com calculos
analogos utilizando classes laterais a esquerda obtereds gUC. Tomemosz € CNl, entao
z=7z'eentdw=1. PortantcCNl = 1.

b) Tomemosz € C ex € |. Entdo(x?)2 = (x¥)~1, logox? € |. Desta formd é C-invariante.

¢) Suponhamos que C C é tal queH* C C parax € |. Sejaz um elemento arbitrario de
H. Assimz‘ € C e 2* = ()2 = xzx L. Desta forma? centralizaz, e comox é de ordem impar,
segue que centralizaz.

d) Sejamxy, x> € C tais quexp = X; para algunx € G. Pora) segue que = yz, paray € |
ezeC, logo x‘{ = x{l € C. Entédo porc) temos quey centralizax; e portantag = X;.

e) Uma vez queH é a-invariante entdo o mesmo é valido p&ig(H). Assim, pora) segue
queNg(H) = (Ng(H) N1)(Ng(H) NC) = (Na(H) N1)Neg @ (H). ComoHNe(HIN = H C C,
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por ¢) obtemos quéNg(H) N1 centralizaH. Lembrando quéNg(H) NC = Nc(H), segue o
resultado.

f) Temos que induz um automorfismo livre de pontos fixosldede ordem 2. Pelo Lema
2.1.1 segue quHE é abeliano. O

Coroléario 2.1.3. Seja G um grupo finito de ordem impar admitindo um automorfiarde
ordem?2 tal que G= [G,a]. Suponhamos que N é um subgrupo normal a-invariante de G tal
que Gy(a) = 1. Entdo N< Z(G).

A demonstracdo do resultado abaixo pode ser encontrada, ied@ma 5.3.15].

Teorema 2.1.4.Sejam A um pgrupo de automorfismos de um p-grupo P e H um subgrupo
normal A-invariante de P. Entdog,(A) € imagem de IA) em P/H. Em particular, se A

€ um grupo regular de automorfismos de P entdo A € um grupoaredel automorfismos de
P/H.

Teorema 2.1.5.Sejam P um p-grupo e Q um g-grupo abeliano néo ciclico de aurtiismos
de P, tais que p e q séo distintos. Entao

P= Cp(X).

Em particular, P é gerado por seus subgrupggX tais que xc Q.

Demonstracdo.Suponhamos qui é um p-grupo abeliano elementar. Podemos considerar
como um espaco vetorial solig e verP como umQ-modulo. Uma vez que # g, temos pelo
Teorema de Maschke q&eé umQ-maodulo completamente redutivel. Logo

P=POR®- O,

e P é umQ-submadulo irredutivel dB, paratodd =1,...,n.

ComoQ é abeliano, pelo Teorema 1.5.1 segue QU€); é ciclico, no qualy; denota o
nacleo da representacao QesobreR. ComoQ € nao ciclico, implica qué&; # 1, para todo
i =1,...,n. Escolhendo; € QF, temos qué® C Cp(x;), assim
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P= iiCp(Xi) C XD?#CP(X).

Passando para a notacdo multiplicativa o resultado segralgB® € um p-grupo abeliano
elementar. Suponhamos gBeé um p-grupo arbitrario. Vamos demonstrar o resultado por
inducéo sobre a ordem @ Facamo¥ = Z(P)P = (x € Z(P) | xP = 1). Pelo paragrafo acima
segue qu€z(x;) # 1 para algunj.

Assim pela hipétese de inducéo o teorema é validoRem P/Cz(x;). ComoCp(x;) €
uma aplicacéo sobrejetora €p(x) paratodd = 1,...,n, pelo teorema anterior obtemos que
n

P= Cz(xj)[!Cp(xi). ComoCz(xj) € Cp(xj)NZ(P), logoP = I_lQ#Cp(X). O

2.2 Teorema de Schur-Zassenhaus

Nesta se¢do o termo "grupo” significa "grupo finito".

SejamG um grupo err um conjunto ndo vazio de primos. O grua dito umrr-grupose
a ordem dés é divisivel somente pelos primos em

Definicdo 2.2.1.SejamG um grupo err um conjunto ndo vazio de primos. Um subgripale
G é chamad®,-subgrupode G seH é umr-grupo e|G : H| ndo é divisivel por nenhum primo
emrt.

Pararr = {p}, o subgrupdd da definicdo acima correponde a ywrsubgrupo de Sylow de
G e neste caso denotamos [Srsubgrupo. Dado um grupd o Teorema de Sylow garante que
G possui unS,-subgrupo e que quaisquer dggsubgrupos séo conjugados &n

Para o caso d& ser um conjunto arbitrario de primos tais que o produto de seumos
divida a ordem d& pode ocorrer qu8;-subgrupos d& néo existam. Como exemplo podemos
citar umS;3 5,-subgrupo dé\s, que deveria ter indice 4, mAg ndo possui subgrupos de indice
4. Da mesma forma pode ocorrer que no caso de exisesubgrupos en® eles ndo sejam
conjugados en.

Com estas observacfes enunciamos 0 préoximo resultado quesiéleado um dos resul-
tados fundamentais mais relevantes em Teoria de Grupos @enjonstracéo pode ser encon-
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trada em [6, Teorema 6.2.1.].

Teorema 2.2.2.(Schur-Zassenhaus) Sejam G um grupo e H um subgrupo norntatals que
|H| e|G: H| séo relativamente primos. Entdo G possui subgrupos de of@eli | e quaisquer
dois desses subgrupos sao conjugados em G.

Com a terminologia a seguir podemos fornecer outra formalpg#a o Teorema 2.2.2.

Definicdo 2.2.3.SejaK um subgrupo, ndo necessariamente normal, de um ggupmtdo um
subgrupdH de G € umcomplementadeK emG seKNH =1 eKH =G.

Um subgrupd de um grupds ndo necessariamente possui um complemento, e caso pos-
sua, ndo precisa ser Unico. Bxnpor exemplo, todo subgrupo de ordem 2 é um complemento
paraAs. Por outro lado, caso existam complementos, eles séo ifosnpois

G/K=KH/K=H/(KNH)=H.

SejaH um Sp-subgrupo dé tal queK é um complemento dd emG, entdoK|=|G:H|e
|H| = |G: K|. Desta forma obtemos qieé umS-subgrupo dé&s, ou sejalK| ndo € divisivel
por nenhum primo que esteja no conjumoReciprocamente, ¢ € umSy-subgrupo dés e
K & umSy-subgrupo dé& entdoG = HK, comH NK = 1, sendo complemento um do outro.

Com a terminologia acima vemos que o Teorema 2.2.2 afirma quelementos déd
existem e que quaisquer dois deles sdo conjugado&.emssim, outra formulacdo para o
Teorema 2.2.2 é a seguinte: geé o conjunto de divisores primos d& : H|, entdoS-

subgrupos dé& existem e quaisquer dois deles sdo conjugado&em

O Teorema de Schur-Zassenhaus possui importantes consexgj@lgumas das quais estao
listadas nos teoremas a seguir.

Teorema 2.2.4.Sejam G unm-grupo e A unvr-grupo de automorfismos de G. Suponhamos
que G ou A é soluvel. Entdo para cada prime pr, temos que
a) A deixa invariante algumpgssubgrupo de G invariante;

b) Quaisquer §-subgrupos A-invariantes de G sdo conjugados por algum exiémnde

Ce(A);
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c) Qualquer p-subgrupo A-invariante de G esta contido eraml&-subgrupo A-invariante
de G;

d) Se N e um subgrupo normal A-invariante de G, entggCA) = Cg(A)N/N.

Demonstracdo.a)SejaM o produto semidireto d& por A. EntaoG é umS;-subgrupo normal
deM e A é umSy-subgrupo deM. ComoA € isomorfo aM /G, entdoG ou M /G é soluvel.
Assim pelo Teorema de Schur-Zassenhaus, qualquer Sgtsubgrupo dévl é conjugado &.
ComoM = G x A, podemos assumir que o0 elemento conjugante perte@Gce a

SejaP um S,-subgrupo des. EntdoM = GNy (P). AssimNy(P)/GNNu(P) é isomorfo
aM/G e consequentemente é isomorfé.aComoGn Ny (P) é um Sg-subgrupo normal de
Nm (P), o Teorema de Schur-Zassenhaus garantd\gi{®) possui umSy-subgrupaB. Entéo
B € umSy-subgrupo déVl e entadB* = A para algunx € G. EntretantoB deixaP invariante
poisB C Ny (P), e consequentementedeixa 0S,-subgrupd®* de G invariante.

b) Suponhamos qué deixa invariantes doiSy,-subgrupod e Q de G. EntdoP = Q* para
algumx € G e consequentement deixaQ* = P invariante. Uma vez quA também deixa
P invariante, entdo tantd quantoA* estdo enNy (P) e cada um deles é uB}-subgrupo de
Num (P). ComoG NNy (P) ouNu(P)/GNNwu(P) € soluvel, pelo Teorema de Schur-Zassenhaus
segue quéAX)Y = A para algum elementpe GN Ny (P).

Facamogz = xy, entdoz € G. Comoy normalizaP, consequentemen@ = Q%Y = PY = P.
AssimP e Q séo conjugados pa Por outro lado[A, z] C A poisz = xy normalizaA. Mas
[A,Z] C G poisG é um subgrupo normal dd . Assim[A,zZ] C ANG = 1. Portant@ € Cg(A).

¢) SejamQ um p-subgrupoA-invariante deG e P um p-subgrupoA-invariante maximo de
G que conténmQ. Pelo Teorema de Schur-Zassenhbig$P) é A-invariante e pom) existe
um Sp-subgrupoA-invarianteR de Ng(P). ComoP C R, consequentement= P pois P foi
escolhido maximo. AssirR € umS,-subgrupo dés.

d) Se uma classeN contém um elemento dés(A) entdoA deixa a class&N invariante
e entdoxN € Cg/n(A). Desta forma a inclusadg(A)N/N C Cg/n(A) € verdadeira. Vamos
mostrar a inclusdo contréaria verificando que toda classgossui um elemento d&s(A).

Suponhamos quA é de ordem primg. Como o comprimento de qualquarorbita em
G divide a ordem deé\, segue que elas possuem comprimento Jpolwsuponhamos queN
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n&o possua elementos @g(A). EntdoxN é a unido de\-Orbitas de comprimentp. Como a
intersecao de quaisquarorbitas é vazia, obtemos gpalivide o nimero de elementos eN.
Por outro laddxN| = |N|, que é coprimo conp. O que mostra queN possui um elemento de

Co(A).

Suponhamos qua é de ordenp- mnao prima e vamos aplicar inducéo sobre a ordem de
A. Facamos = AP e suponhamos queN € uma classé-invariante. EntdxN também éB-
invariante. Desta forma, pela hipotese de induglibpossui um elementry € C(B). Entéo
XN = XgN.

Denotemos poA o automorfismo d€g(B) induzido pela agcdo d&. Temos queCg(B)
é A-invariante. Temos que a ordem A2 1 oup. A classexo(NNCg(B)) é A-invariante e

possui um elementr, que pertence G, g)(A). Uma vez quexg(NNCg(B)) € XN =xN e
Cco(B)(A) =Cg(A), obtemos quaN = x;N, comx; € Cg(A). PortantaxN € Cg(A)N/N. [

Corolario 2.2.5. Seja G um grupo finito admitindo um grupo de automorfismosicmpA.
Entdo séo validas as seguintes afirmagoes.

a) G=Cg(A)[G,A};
b) [G.A] = [G.AA], com[G,A A = [[G,A]Al;
c) Se G é abeliano entao £Cg(A) @ [G, A.
Demonstracdoa) Fagcamod = [G, A]. Pelo Teorema 2.2d) temos qu€g n (A) =Ca(A)N/N.

Uma vez queA age trivialmente sobre o quocier®N, segue qu€g,n(A) = G/N. Desta
forma

Co(AN/N =G/N,
e G =Cg(A)[G,A..

b) Temos pelo Lema 1.14) que
G.Al = [[G,AICs(A), A < ([[G, Al AICA) ) [Co(A), Al = [G, A Al

c) Podemos aplicar o Teorema de Maschke, uma veZxj@@beliano é\ é um automor-
fismo coprimo de5. Assim, existe um subgrupl-invarianteN de G tal queG = Cg(A) @® N.
ComoCy(A) = 0, segue do iterh) queN = [N, A]. Portanto

[GvA] = [CG(A) @N,A] - [CG(A)7A] + [N7A] =NeG :CG(A>® [GvA]

41



Capitulo 2. Automorfismos Coprimos e Teorema de Schur-Zaassnh

g

Teorema 2.2.6.Sejam G um grupo e A um p-grupo de automorfismos de G tal gi#e) G 1.
Entdo G é um pgrupo.

Demonstragéo.Denotemos poM o produto semidireto d& por A e sejaP um S,-subgrupo
deM que contémA. ComoG é um subgrupo normal dd e P é umS,-subgrupo dev entéo
P =PNG é um S;-subgrupo de5. Suponhamos quB # 1. Uma vez que todo subgrupo
normal n&o trivial de um grupo nilpotente possui intersag@mtrivial com o centro do grupo e
temos qué® < P entdoPNZ(P) # 1. ComoA centralizaP N Z(P) segue qu€s(A) # 1, 0 que
contraria a hipétese. Loge= 1 eG é ump’-grupo. O

Teorema 2.2.7.Sejam G unt-grupo e A unvr-grupo abeliano nao ciclico de automorfismos
de G. Entéo
G=(Cg(a) |ac A").

Demonstracdo.Uma vez queA é nao ciclico obtemos que algusy-subgrupoQ de A € nao
ciclico. Pelo Teorema 2.24) segue quéd deixa invariante algun$,-subgrupo des, para
cadap € m(G). Pelo Teorema 2.1.5 temos gBe= (Cp(a) | a€ Q*). ComoG é gerado por
um conjunto deS,-subgrupos, conp percorrendo todos os primos emiG), obtemos que
G=(Cg(a)|acA). O
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Capitulo 3

Algebras de Lie Soltuveis Graduadas

O principal objetivo neste capitulo € demonstrar o seguegsltado

Teorema 3.0.1.Sejam A o grupo elementar de ord@he L uma algebra de Lie A-graduada
soltvel de comprimento derivado k cog- 0. Entdo L possui uma série de ideais

1=Gy <G <...<G=L,

com quocientes (G;_1 nilpotentes de classfk, n}-limitada para todo i= 1,...,n.

3.1 Definicbes Basicas sobre Algebras de Lie

Definicdo 3.1.1.SejamR um anel comutativo com unidadeLeum R-modulo. Suponhamos
guelL esteja munido com uma operacao

LxL — L

xy) =[xy

O R-méduloL é dito umaR-algebra de Lieou uma algebra de Lie sobRese para quaisquer
X,¥,Z€ L ea,b € Rséo validas as seguintes propriedades.

1) [x,x] =0 para todo € L (Anticomutatividade);
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2) [ax+by,Z = a[x,y] + by, Z;
3) [x,ay+bZ = a[x,y] +b[x,Z;
4) [[x,¥],24 +[y,Z,X +[[z X],y] = 0 (Identidade de Jacobi).
Por 1) segue quex+y,x+Yy] = 0. Assim, em qualquer algebra de Lie temos que
[X,y] = —1[y,X]. Isto implica que o produto de Lie &€ uma aplica¢&bilinear antissimétrica.

SeU é um subconjunto qualquer dedenotamos pofU) a subélgebra de gerada pob) e
por  (U) o submodulo qué gera no grupo aditivo de. ParaU,V subconjuntos dé temos
que

U+V={u+v|jueU,veV}

U,V] =4 (Juv] |[ueU, veV).

Um R-submédulol de L € dito um ideal deL se [L,I] C I, ou equivalentemente,
[I,L] CI. Pela propriedade anticomutativa obtemos que as no¢Gdsais a esquerda, a direita
e bilaterais coincidem em algebras de Lie. Logd)seV séo ideais dé& entdoU +V e [U,V]
também séo ideais de

O centralizador ¢ (U) deU emL é definido por

CLU)={yelL|[U,y]=0}.

O normalizadorde uma subélgebta emL € denotado por

NL(U)={yeL|U,y]CU}.

Utilizando a Identidade de Jacobi obtemos @ué€U) e N (U) sdo subélgebras de O
centralizadoCy (L) é denotado paZ(L) sendo chamadoentrodelL.

Por analogia as definicdes em grupos obtemos a série cargalar, série central inferior
e série derivada de uma algebra de Lie. Facamos
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Zia(l)={xeL|[LYCZ(L)}, i=01,....

A série
0=2Zo(L)CAl)c---czl)c--

€ chamada aérie central superiodelL. Facamos

LO =, LW =1 =[L,L],

e
y(L) =L,
(L) = [n(L),L], i=1,2,
As séries
LOSL®...oL0
e

KL) 2 y(l) 2 2 u(L) 2 -

sdo chamadasérie derivada de le série central inferior de Lrespectivamente.

Também por analogia ao estudo de grupos, definimos os coonasade peso maior ou igual
a 1 em elementos de um subconjuktale uma algebra de Lie. Assim os comutadores de peso
1 em elementos dk¥l s&o exatamente os elementosMie Assumindo conhecida a definicéo
de comutadores de peso menor ou igual-al em elementos del, entdo os comutadores de
pesow sdo as expressoes da forfog c;] nas quai; e c; sdo comutadores de pesese W»
respectivamente, tais quwa +w, = w.

Um comutador da forma..[[x1,X2],X3],..., X é denotado pofxi,Xz,...,X] € chamado
simples

Os conceitos de solubilidade e nilpoténcia em algebraseledo analogos aqueles obtidos
em grupos. Estes sdo apresentados nas definicdes a seguir.

Definic&o 3.1.2.Uma algebra de Lie é chamada solGvel se existe um inkgabqueL®) = 0.
O menor nimerd tal queL® = 0 é chamado comprimento derivadoldesendo denotado por
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dl L.

Definicdo 3.1.3.Uma algebra de Lie é chamada nilpotente se existe um inketed que
¥+1(L) =0 ou, equivalentementgy (L) =L. O menor nUmer&tal quey. 1(L) =0 é chamado
a classe de nilpoténcia dle sendo denotado pof L.

Os teoremas seguintes séo analogos aos resultados sqiwe gpuesentados no Capitulo 1
e suas demonstracdes sao omitidas.
Teorema 3.1.4.Seja L uma algebra de Lie e k um inteiro positivo. Entdo saadaalas
seguintes afirmacoes.
a) O idealy(L) contém todos comutadores de pesk em elementos de L;

b) O subgrupo aditivgy (L) é gerado pelos comutadores simples de peso k em elementos de
L;

c) Se L= (M), entdo o subgrupo aditivg (L) é gerado pelos comutadores simples de peso
> k em elementos de M e seus inversos;

d) L& C yx(L). Em particular, se L é nilpotente de classe no maxifie- 1 entdo L é
soltvel e seu comprimento derivado € no maximo k.

Teorema 3.1.5.As seguintes condi¢cdes sao equivalentes para uma algelrie de

a) Yer1(L) =0;

b) L possui uma série central de comprimento ¢

tal que[Li,L] < Lj;1 paratodoi=1,2,...,c;

c) A algebra de Lie L satisfaz a identidade

[X17X27 s 7XC+1] =0.

Teorema 3.1.6.As seguintes condi¢cdes sao equivalentes para uma algelrie de
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b) L possui uma série de ideais de comprimento s com quosigotecomutam
L=Li>Ly>...>Ls 1> Ls=0,

ou seja, tais qué.,Li] <Lj;q paratodoi=1,2,...,s—1;

c) L satisfaz a identidade

53(X1, X2,... ,Xzs) =0.

Definicdo 3.1.7.SejaG um grupo abeliano aditivo. Uma algebra de Lié ditaG-graduada
ou tem umaG-graduacao se para cada elemengo= G corresponde unR-submaédulolLg do
grupo aditivo dd. tal que séo validas as seguintes condicoes.

1) L= @geGLg;

2) [Lx,Ly| < Lx4y, para quaisquex,y € G.

Os submoduloky na definicdo acima sdo chamados componentes homogénkos de

3.2 Sobre a Estrutura de Algebras de Lie Sollveis

Graduadas

SejamA um grupo aditivo elementar de ordefhe2l. uma algebra de LiA-graduada. Uma
subalgebrad delL é chamad&omogéneae

H = ®acaHa, comH; = HN L, para todaa € A

Desta forma os termos da série derivada e da série centeabinfleL s&o homogéneos.
SeN é um ideal homogéneo de o quocientd. /N herda a graduagéo dede modo natural e
entdoL /N pode ser visto como uma algelkagraduada.

SejamA um grupo aditivo elementar de ordefhel uma algebra de Lid-graduada. Seja
W um subgrupo dé\. Denotamos poL[W] a subalgebra de gerada por todok, tais que
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ac A\W, ou sejal[W| = (Ls | a€ A\W). Desta forma.|W] é um ideal dd_ para qualquer
subgrupoWV deA. Basta verificar qué, normalizalL|W] = (L, | a€ A\ W) para todca € A%,
E claro que parh = @acala temos quebpew Ly € uma subalgebra de Em gerakbpewlp ndo
é um ideal d& pois|La,Lp] C Larp €a+b ¢ W quandoa ¢ W.

Definicdo 3.2.1.Um ideall deL é chamado unideal A-especiase existe um subgrupo maxi-
malW deAtal quel = L|W].

SejaA = A/W um quociente dé\. Para cada € A denotamos poa a imagem dea em
A. Fazendd.z = ®wlLw, sendo a soma tomada sobre tade A tal quew = a, obtemos que
L = &,.aLla pode ser considerada uma algeBrgraduada.

Lema 3.2.2. Sejam A um grupo aditivo elementar de ordehe L uma é&lgebra de Lie
A-graduada. Consideremds= A/B um quociente de A e | um ideAtespecial em L. En-
tdo | é um ideal A-especial.

Demonstragdo.Sejaw /B um subgrupo maximal d& tal quel = L[W/B]. Pela definicdo de
ideal especial segue quie= L[W|. ComoW é um subgrupo maximal deentaol é A-especial.
O

O préximo lema € outro resultado relevante sobre id&aispeciais.

Lema 3.2.3. Sejam A um grupo aditivo elementar de ord@he L uma algebra de Lie
A-graduada. Sejam N a intersecdo de todos ideais A-esgedel e W o grupo elementar
de ordem2"~1. Suponhamos queyl= 0. Ent&o o quociente IN esta imerso em uma algebra
de Lie W-graduada K tal qued<= 0. Além disso, se L € soltuvel entdo K pode ser escolhida
soltvel de comprimento derivado no maximo dl L.

Demonstracdo.SejamAg, Ay, ..., Ax 1 0S subgrupos maximais de Para toda ¢ A;, temos
quela C L[A]]. Logo oa-componente erh/L[A] € nulo. Desta forma podemos VefL[Aj]
como uma algebra;-graduada. Assim obtemos umagraduacéo da soma dird€a= &L /L[A].
Uma vez qué_/N esta imerso erK o resultado segue. O

Notagao 3.2.4.Denotamos por @= 0,a1,...,ax_1 0s elementos de A,lL= L; para todo
i=0,....,.2"—-1ei+ jéoindice k tal que ja- a; = a.

Lema 3.2.5. Sejam A um grupo aditivo elementar de ord2fme L uma algebra de Lie A-
graduada. Seja H um ideal homogéneo de L satisfazende M + L; para algum
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j=0,...,2"—1. Seja T um ideal homogéneo de H tal queilp =T NL;j =0. Entdo o
menor ideal de L que contém T também possui intersecaoltcom Lo e com L.

Demonstracdo.Sem perda de generalidade podemos assumingu2 e quej = 1. Fagcamos

parai = 0,1,.... Vamos mostrar qués normalizaN; para todos# 1 e para toda. Sei =0
segue da hipotese qug < H e T é um ideal deH. Suponhamos por indugéo que 1 e que
Ls normalizaN;_1. Assim

[Nivl—s] - [Ni—l+ [Tal—la"' 7Ll ,LS] <

Ni—1+([T,L1,---,La],Ls,La] +[T,L1,---, L1, Lsya].

i—1 i—1

Porinducédo, ambds,Ly,---,L1],Ls,L1) €[T,L1,---,L1],Ls+1] estdo contidos em;. Desta

i—1 i—1
formalg normalizaN;.

Assim é facil ver que o menor ideal deque conténT é tal que

N:T+[T7L1]+[T7L17Ll]+"'+[T,L1,'-',L]_ +....

Desta maneira € suficiente mostrar que para tptkmos queT,Ls,---,L1] possui inter-

|
secao trivial conLg e comL;. Vamos mostrar este fato por inducdo sobréParai =0 o
resultado é valido pela hipotese. Suponhamos entdbXuee que o resultado seja valido para
[T,L1,---,L1]. Mostremos que é valido paraTomemos o subespago
i-1

[[T,Lq,---,La],Lq].

i—1

Observamos que é gerado por elementos da fdyn§ tais quey € Ly para algum
2<k<2"-1el elL;. Temos qudy,l] € Ly,1. Sek+1=0, segue qu& =1, o que de
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Capitulo 3. Algebras de Lie Soluveis Graduadas

fato n&o ocorre poik > 2. O caso em quk+ 1 =1 é analogo, pois obtemdés= 0. Portanto
N tem intersecdo trivial corb;. Com um raciocinio similar verificamos o caso em ¢u€0, o
gue conclui a demonstracéo. O

Definicdo 3.2.6.SejamA um grupo aditivo elementar de orderh L uma algebra de Lie
A-graduada. Dizemos que uma série de subalgebras homogfrieas

0:G0§61§"'§Gm—1§Gm=|—

€ umA-complexaleL se as seguintes condicdes sao satisfeitas.

a) Gj é umideal de&5j, 1, paratodd =0,..., m—1,
b) G; C Gj_1+ La, para um elemento conveniergte A.

Lema 3.2.7. Sejam A um grupo aditivo elementar de ord2tme L uma algebra de Lie A-
graduada de comprimento derivado k. Entdo L possui um A-tmpde comprimento no
maximo2" - k.

Demonstracdo.Vamos mostrar este fato por inducao kenParak = 0 € imediato. Suponhamos
quek > 1. Por indugad.’ possui umA-complexo de comprimentm = 2"(k— 1)

0=Gp<G1 < <G 1<Gp=L.
Facamo$y. i+ 1= Gmsi+Lj, paratoda =0,...,2"— 1. Desta form&m, on = Guion 1+
Lizong=LeasérigGi|i=0,...,2"k} € umA-complexo de.. O

Proposicao 3.2.8.Sejam A um grupo aditivo elementar de ord2he L uma algebra de Lie
A-graduada de comprimento derivado k. Suponhamos que Risejdeal homogéneo de L tal
que R0 Lo = 0. Entao existem um numere=ss(k, n), que depende somente de k e de n, e uma
série de ideais homogéneos de L

0=Kp<Ki<...<Ks=R

tais que os quocientes jKK;_; centralizam um ideal A-especial de/K;_; para todo
j=1,....s
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Demonstracdo.Vamos aplicar inducdo em Uma vez queR € um ideal homogéneo detal
queRNLy =0, segue quéRNL;,Lj] =0 para todo K i <2"— 1. Portanto no caso em que
n=1 o resultado é imediato. Vamos assumir que2 e suponhamos quecontenha um ideal
Stal queSNLa = SN Lo = 0 para alguna € A¥. FagamodA = A/ (a) e consideremok como
uma algebra\-graduada. Uma vez qua| = 2"1eSn Lg = 0, pela hipdtese de inducao segue
que existem um numerno= r(k,n), dependendo somente Hee den, e uma série de ideais
homogéneos de

O=lpg<I1 <--- < =S

tais quelj/Ij_1 centraliza um ideah-especial dd./I;_1, para todoj = 1,...,r. Pelo Lema
3.2.2 temos que todo ideAlespecial é de fato um ideAklespecial. Assim, concluimos que
existe uma constante= r(k,n), dependendo somente kle den, tal que se um ide& satisfaz

a condicddN L,y = SNLg = 0, entdcS possui uma série de ideais homogéneok de

O=lp<h<---<I,=S

tais quelj/lj_1 centraliza um ideah-especial dé/Ij_1, paratodoj = 1,...,r.

Seja
0=Gp<G1 <---<Gp1 <Gyp=L

um A-complexo enlL de comprimento minimm. Uma vez que pelo Lema 3.2.7 temos aue
é {k,n}-limitado, € suficiente mostrar que existem um nungetos(m), dependendo somente
dem, e uma série de ideais homogéneos.de

tais queK;j/K;_1 centraliza um ideal-especial dd_/K;_1, para todoj = 1,...,s. Vamos
verificar este fato por inducdo em O caso no quain = 1 ocorre somente quando= 1.
Supo- nhamos entdo que> 2 e facamos$d = Gy,_1.

Denotemos poAy,...,Ax_1 0S subgrupos maximais de Pela definicdo dé-complexo,
L = H +L; para algumj conveniente. Sem perda de generalidade podemos assumir que
j=2"—-1,eentdd =H+Lyx_1. Temos qudkNH é um ideal homogéneo d¢ tal que(RN
H) N Hy = 0. Como H é wuma subélgebra homogénea de, entdo
(RNH)NHo € (RNLp) = Ry = 0. Pela hipotese de indugéo existem um numeero u(m),
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dependendo somente dge uma série de ideais homogéneoside
0=Tp<T1 <---<Ty-1<Ty=RNH

tais queT;/Tj_1 centraliza um idea”A-especial deH /T;_;, para todoj = 1,...,u, ou seja,
Tj/Ti—1C CH/Tjil(H/Tj—l[Ai(j)D, para todo =1,...,ue paraA;j) subgrupos maximais con-
venientes de A.

Facamos(1) =i. Em particular obtemos qui C Cy(H[A]). Temos dois casos para con-
siderar. SeH|[A;] = L[Aj], entdo o menor idedl; de L contendoT; centralizal [Aj], ou seja,
N; € C_(L[A]). Assim, podemos tomax; como sendo o primeiro termo da série desejada
Ky <.+ <Kgs 1 <Ks=R Suponhamos qué|A;j] # L[Ai]. Segue da defini¢édo de ideal especial
que L[A] = H[A] + Lan_1. Notemos que Ty N Lon_1 centraliza Lyn_1, pois
[TiNLon_1,Lon_1] < RNLe=0. Segue qud; NLx_j centralizaL[Aj]. O menor ideal de
L que conténil; N Lxn_; também centraliz&[Aj]. Consideremos a algebra quociehtel e
suponhamos, sem perda de generalidade Tgodon_1 = 0. SejaN o menor ideal dé. con-
tendoT;. Segue do Lema 3.2.5 qdeNn Lo 3 = 0. Desta forma, o primeiro paragrafo desta
demonstragdo permite concluirmos que existem um numero(k,n), dependendo somente
dek e den, e uma série de ideais tle

O=lp<hh<--<I1<Il=N

tais quelj/1;_, centraliza um ideah-especial d& /11, para todgj = 1,...,r. Logo podemos
tomarJ = Ky, |1 = K, I = K3 e assim sucessivamente.

Aplicando o mesmo argumento cdriN no lugar de. podemos encontrar uma série com as
propriedades requeridas no menor ideal dd que conténi,/N. Iterando este processo con-
cluimos que existe uma série de ideais homogéneb&derRNH com as propriedades requeri-
das e de comprimento no maxim@ +1). Uma vez qu&/(RNH) esta contido no componente
homogénedH +Lx_3)/(RNH), segue quk/(RNH) é central emH + Lon_1)/(RNH).
Assim mostramos que uma série com as propriedades despfatiaser escolhida de compri-
mento no maximai(r + 1) + 1. O

Agora estamos em condi¢cdes de fornecer a demonstracaauttadesprincipal apresentado
neste capitulo.
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Demonstracdo do Teorema 3.0.1Vamos mostrar este fato por inducdo em Paran = 1
temos quel é abeliana e o resultado segue. Suponhamongu® e que o resultado seja
vélido para algebras de Lie graduadas pelo grupo elemeatardeém 2-1. Sejamw o grupo
elementar de ordem"2! e N a intersecéo de todos os idedieespeciais dé. Pelo Lema
3.2.3, o quociente /N esta imerso em uma algeb&graduad«K tal queKo = 0. Além disso

K pode ser escolhida soltivel de comprimento derivado no n@kimPor inducaoK possui

uma série de ideais de comprimente 1 tal que todos 0s quocientes sdo nilpotentes de classe
{k,n}-limitada. Assim, € suficiente mostrar ghie2 nilpotente de classié, n}-limitada.

Pela Proposigéo 3.2.8, cdR= L, obtemos que existem um numere s(k,n), dependendo
somente dé& e den, e uma série de ideais homogéneos.de

0=Kp<Ki<...<Kg=L

tais que os quocienteKj/Kj_, centralizam um idealA-especial del/Kj_; para todo
j=1,...,s. Uma vez quekj NN é central enN moduloK;_; NN entdoN possui uma série
central de comprimento no maxingpcomo queriamos demonstrar. O
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Capitulo 4

Grupos Admitindo 2-Grupos Elementares
de Automorfismos

O principal objetivo neste capitulo € demonstrar o resaltadeguir.

Teorema 4.0.1.Seja G um grupo soluvel de comprimento derivado k admitimd@rupo de
automorfismos elementar A de ordeéhtal que Gs(A) = 1. Entéo existem um numerdkf n)
dependendo somente de k e de n e uma série normal A-invadiei@e

1=Ho<H;<...<Hn=G,

com quocientes AH; _1 nilpotentes de classe no maximkfi) para todo i=1,...,n.

Vamos comecar com o seguinte lema elementar.
Lema 4.0.2. Sejam G um grupo € N um subgrupo normal de G de expoente n tabQue
possui expoente d. Entdo o expoente de G € menor ou igual.a n
Demonstracdo.De fato, dado € G, (x4)" = 1, poisxd € N. O

Lema 4.0.3. Sejam G um grupo finito admitindo um grupo de automorfismosraopA e H
um subgrupo normal A-invariante de G tal que-G1Cg(A). Suponhamos que H contenha um
subgrupo normal A-invariante N tal queyCA) = 1. Ent&o o fecho normal de N em G possui
intersec¢do trivial com g(A).
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Demonstragdo.Denotemos pob o fecho normal d& emG. EntdoD = (N* | x € G). Uma
vez queN é um subgrupo normal dd e G = HCg(A), segue quéd = (N* | x € Cg(A)).
Como N* é um subgrupo dél para todox € G, concluimos queN* normalizaN e entédo
D =NXNX2...N%, paraxy, Xy, ..., % € Cg(A). Umavez qu€y(A) =1, segue quEpnx (A) = 1.
Vamos aplicar inducdo em Parar = 1 o resultado é imediato. Facamds= N*1N*2...N%-1 e
suponhamos por indugdo gqieNCg(A) = 1. Entdo 1= Cp ) (A) = Cp(A)M/M. Desta forma
temosCp(A) < Z(G). Uma vez que por indug@y (A) = 1 concluimos qu€p(A) =1. O

Lema 4.0.4. Sejam G um grupo finito de ordem impar admitindo um grupo denaoitfismos
elementar A de orde@ e Ay,...,Axn_1 0sS subgrupos maximais de A. Fagamqs=6Cg(A),
li = {x € Ca(A) | X = x ! para algum w A} e G = Cg(A)). Entéo sdo validas as seguintes
afirmacdes.

a) G =Gglj, parai=1,...,2"—1;

b) G=(Go,l;|i=1,...,2"—1);

c) [G,a = ([Gj,a] | 1 <i < 2"—1), para todo ac A¥,

d) [G,a] = (l; | a¢ A}), para todo ac A*,
Demonstracdo.a) Paraa ¢ A;, pelo Corolario 2.2.5 a), segue qag(A) = Gol; e a) esta

provado.

b) Pelo Teorema 2.2.7 obtemos q@e= (Cg(A) | i =1,...,2"— 1), entaob) é uma conse-
quéncia de).

c¢) O Corolério 2.2.%) garante quéG, al] = [G,a,a]. Fagamoss = [G,a]. Sea € A entdo
Gj = 1. Caso contrari®; = [Gj,a]Cg(A) eCs(A) = 1. Uma vez que pelo Teorema 2.2.7 temos
queG = (G1,Gy,...,Gxn_1), entdo[G,a] = ([Gj,a] [ 1 <i<2"-1).

d) E suficiente observar quU€;,a) = 1 seac A e[Gj,a] = | sea ¢ A. O

Definicdo 4.0.5.Sejam G um grupo admitindo um grupo de automorfismos elemanéa
A1, ...,Axn_1 0s subgrupos maximais de A. Dizemos que uma série de sulsgkdpwariantes
de G

1=Lo<L1i<...<Lp1<Lm=G

€ um A-complexo de G se as seguintes condicdes séo satisfeita
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a) Ly énormalem |1 paratodoi=0,...,m—1;

b) [Li+1,Aj] CLj para algum jdependendo de i e paratode D,...,m— 1, ou equivalen-
temente, |1 = LiC,,,(Aj) para algum j dependendo de i e paratode D,...,m—1.

Lema 4.0.6. Seja G um grupo finito de ordem impar e de comprimento derikaatimitindo
um grupo de automorfismos elementar A de ordm Entdo G possui um A-complexo de
comprimento no maximgk" — 1).

Demonstracdo. Vamos aplicar inducdo sobre o comprimento derivado Gle Sejam
A1,Ay,...,Aon_1 0S subgrupos maximais de Consideremos A-complexo deG’

Facamod jim = <Lj,CG(A1),CG(A2), . ,CG(Azn_1)>, param=1,...,2"—-1. Uma vez
queA é abeliano entébjon_ 1 =Gelg<L; <--- < Ljyon_q &€ umA-complexo deG. Assim
G possui umA-complexo de comprimento no maxirk@" — 1). O

Definicdo 4.0.7.Seja G um grupo finito de ordem impar e de comprimento derikadd-
mitindo um grupo de automorfismos elementar A de orgénSejam a, a, ... ,as elementos
ndo necessariamente distintos dé& ADefinimos o subgrupo(@’az""’aS)
seguinte regra

indutivamente pela

cl?) = co (G, a))

Céf;’ll,az,...,as) — {X cG | [[G,as],X] g C((Bal,ag,...,as,l)}.

Da definig&o acima segue qGg™ ) é o centralizador diG, ag moduloC22-1),

A proposicao abaixo fornece um resultado técnico fundaahgrara a demonstragdo do
Teorema 4.0.1.

Proposicdo 4.0.8.Sejam G um grupo finito de ordem impar e de comprimento deyikad
admitindo um grupo de automorfismos elementar A de o2leenR um subgrupo normal A-
invariante de G tal que RIA) = 1. Ent&o existem um nimere=ss(k, n), dependendo somente
de k e de n, e uma sequéncia de elementos ndo necessariaiséntesia , a,, . . ., as € A* tais
que R< C((;al’az""’aS).
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Demonstracdo. Uma vez queCgr(A) = 1, quandon = 1 o Corolario 2.1.3 garante que
R<Z([G,a]) < C(Ga). Assim, no casm = 1, o resultado é imediato. Suponhamos gue2 e
vamos usar inducédo em

Pode ocorrer qué& contenha um subgrupo norma&linvarianteStal queSNCg(W) = 1,
para um subgrupo propriy deA. Por inducéo, existem um namare-r (k,n) e uma sequéncia
de elementos ndo necessariamente distatos. ,a, € W tais queS < Cg"l"'“a*).

Seja
1=Lo<L1 <+ <Lp1<Lm=G

um A-complexo emG de comprimento minimon. Uma vez que pelo Lema 4.0.6 temos que
m < k(2" — 1), é suficiente mostrar que existem um nimsee s(m), dependendo somente
de m, e uma sequéncia de elementos ndo necessariamente dibinto,bs € A* tais que
R< Cébl“"’bS). Mostraremos este fato por indugdo @m O caso no quain = 1 segue do
Corolario 2.1.3, pois ocorre somente quande- 1. Suponhamos quen > 2 e facamos
H=Lmn1.

Pela hipotese de indugdo existem uma constaata(m), dependendo somente aee uma
sequéncia de elementos ndo necessariamente distintos c, € A* tais queRNH < C,(fl"“’C“).
FacamosN = C,(fl) NR. Pela definicdo d&-complexo existe um subgrupo maxinvéldeA tal

que[G,W] C H. Sem perda de generalidade suponhamosdNjaeAxn_1. LogoG =HGon_1.

Temos dois casos para considerar.cge W, comoG = HGx_; entdo[H,c1| = [G,cy].
AssimN < Cgl). Quandoc; ¢ W, o Lema 4.0.4 c) garante qi@,c;] = (lj | c1 ¢ Aj) e que
[H,c1) = (HNIj | c1 ¢ Aj). Desta formdG,c,] = ([H,ca],ln_1). SejaM = NN Gyn_1. Uma
vez queM < Cg([H,c1]) e o Corolario 2.1.3 garante q{M, I>n_1] = 1, obtemos qui < Cg:l).

TomemosG/(M®) e suponhamos, sem perda de generalidade Mjgel. Denotemos
por D o fecho normal dé&N em G. Uma vez queN é um subgrupo normal dd e H € uma
subgrupo normal d&, concluimos pelo Lema 4.0.3 qietem intersecao trivial corson_ 1,
ou seja,Cp(Axn_1) = 1. Neste caso, como ja foi mencionado, a indug&onemplica que
existem uma constante=r(k,n) e uma sequéncia de elementos ndo necessariamente distintos
ai,...,a € Agn_l tais queN <D < Céal"“’ar). Assim, sem supormos qud = 1 segue que
N chl’al"“’ar)-

Com o mesmo argumento aplicado ao quocieﬂég:l’al""a’) no lugar deG deduzimos que
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existe uma sequéncia de elementos n&o necessariameiritoslidt, . .., do > € A* tais que
Cl’cz NR< C(dl’ 9r+2) terando esse processo, concluimos que existe uma sémmﬁ]c
elementos nao necessariamente distirftos. ., f,. 1), € A* tal queRNH C C(fl’ L ).
Uma vez que o grupo quocien@/H é abeliano, poiss’ C H, segue qudR G| C RNH.
Consequentement®/(RNH) < Z(G/(RNH)). Assim, no caso geral, existem elementos

R< C(gl 92 9(r+ urt)

n&o necessariamente distin®s. .., g 1)u+1 € A" tais quel . Tomemos

= (r+1)u+1 e o resultado esté provado. g

Coroléario 4.0.9. Sejam G um grupo finito de ordem impar e de comprimento deyikead-
mitindo um grupo de automorfismos elementar A de ordém R um subgrupo normal A-

invariante de G tal que g{A) = 1. Sejam s como na Proposi¢éo 4.0.8 &Nﬂ [G,al. Entdo
acA?

Agora estamos em condi¢cdes de demonstrar o Teorema 4.0.1.

Demonstracdo do Teorema 4.0.1Vamos aplicar inducdo em Paran = 1 temos ques €
abeliano e o teorema é vélido. Pela hipotese de inducaeexisimerod (k, 1), f(k,2),...,
f(k,n—1) tais que se um grupo finito solivdlde comprimento derivado no maxirkadmite
um grupo de automorfismos livre de pontos fixos elementar denor? 1, entdoH possui
uma série normal de comprimente- 1 tal que todos os quocientes sao nilpotentes de classe
no maximof(k,1), f(k,2),..., f(k,n—1), respectivamente. Uma vez qGg(A) = 1, temos
por [6, 6.2.3] queG tem ordem impar. Entdo, para todo subgrupo noWwiavarianteT de
G, o grupoA induz um automorfismo livre de pontos fixos@¢T. Em particularA induz um
automorfismo livre de pontos fixos &[G, a] para todaa € A*. E claro que o grupo induzido
agindo sobré&/[G, a] tem ordem no maximo™!. SejaW o 2-grupo elementar de orderfi 2.
Concluimos que para todoc A* existe uma acao livre de pontos fixos\WeemG/[G, a].

Denotemos poK o produto direto|_| G/[G,a]. Temos uma acdo d& sobreK tal que
acA?
Ck (W) = 1. Entdo, por inducall possui uma série normAtinvariante de comprimento— 1

tal que todos os quocientes sdo nilpotentes de classe nowmék, 1), f(k,2),..., f(k,n—1),

respectivamente. Se= ﬂ [G,al]. O Corolario 4.0.9 garante qieé nilpotente de classe no

acA?
maximos = s(k, n), como na Proposi¢do 4.0.8. Uma vez @y esta imerso er concluimos
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queG/N possui uma série normal
1=Hp/N<Hi/N<...<Hy1/N=G/N,

tal que os quocientesli/H;_1 s@o nilpotentes de classe no maxinigk,i) para todo
i=1,...,n—1. Portantds possui uma série satisfazendo as condi¢cdes desejadas. [
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Capitulo 5

Grupos Admitindo 2-Grupos Elementares
de Automorfismos com Centralizador de
Expoente Limitado

E conhecido que s@é um automorfismo de ordem 2 de um gr@@entio as propriedades
deCg(a) tém forte impacto sobre a estrutura@¢ver por exemplo o Lema 2.1.1). No capitulo
anterior mostramos que um grupo finfBode comprimento derivadk que admite uma acéo
livre de pontos fixos de um 2-grupo elemeniate ordem 2 possui uma série normal de com-
primenton na qual todos os quocientes séo nilpotentes de classedarstamente em termos
dek e den. Neste capitulo consideramos a situacéo na fwaje sobre um grup@ de ordem
impar de tal forma qu€g(A) possui expoentm, sendo Nnosso objetivo principal demonstrar o
seguinte teorema.

Teorema 5.0.1.Seja G um grupo finito de ordem impar e de comprimento derikaamitindo
um grupo de automorfismos elementar A de or@8mal que G5(A) é de expoente m. Entdo G
possui uma série normal

com quocientes GT; nilpotentes de classgk, m, n}-limitada para i=1,...,n e quocientes
Ti/Gi;1 de expoenték, m,n}-limitado parai=1,...,n—1.

A demonstracao do teorema supracitado € baseada nas mésmead aplicadas em [36].
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Os resultados apresentados a seguir séo relevantes pdtaisebdemonstragéo.

Proposicao 5.0.2.Seja G um grupo finito de ordem impar e de comprimento derikaald-
mitindo um automorfismo a de ordéhtal que Gs(a) possui expoente m e6[G,a. Entdo o
expoente de & {k, m}-limitado.

Primeiramente é conveniente estabelecer a Proposic&oseld.a hipdtese de que o grupo
G € metabeliano. O que é feito no proximo lema.

Lema 5.0.3. Seja G um grupo finito de ordem impar metabeliano admitind@automorfismo
a de orden? tal que Gs(a) possui expoente m e 5 [G,al. Entdo o expoente de’ @ igual a
m.

Demonstragao.Pela hipétes& = [G, a] e, assim, segue qui&;(a) C G'. Denotemos poN o
fecho normal d€s(a) emG. Uma vez qués’ é abeliano, concluimos qué possui expoente
m. Por outro ladd5/N é abeliano, poia age emG/N livre de pontos fixos. Entd@’ = N. [

Demonstracéo da Proposicao 5.0.%amos aplicar inducao ek Parak < 2, o resultado segue
pelo Lema 5.0.3. Suponhamos due 3. Como o comprimento derivado GHG("*” € menor

do quek, obtemos qu&’/Gk-1 é de expoentém, k}-limitado. Pelo Lema 4.0.2 é suficiente
mostrar ques(<—1) é de expoentém, k}-limitado. Consideremos o quocier@ (Cgk-1(a)¢).

Uma vez que<CG(k,1)(a)G> € de expoenten podemos supor, sem perda de generalidade, que
Cg-1(a) = 1. Como por hipétesa é de ordem 2 & = |G, a], segue pelo Corolario 2.1.3 que
Gk-1 < 7(G). AssimG(k-2) é nilpotente de classe 2. Pela hipétese de ind@&c? /G-

é de expoentém, k}-limitado. Assim, aplicando o Coroléario 1.4.8 ao grup&—2), obtemos
queG*—2 é de expoentém k}-limitado. LogoG—b é de expoentém, k}-limitado. O

Hall [9] apresenta o seguinte resultado:Gé um grupo soltvel de comprimento derivado
k e todas as se¢des metabeliana&déo nilpotentes de classeentaoG € nilpotente de classe
{k,c}-limitada. O Teorema 5.0.4, enunciado a seguir, € uma gérerao deste resultado de
Hall e dele decorre o Teorema 5.0.5, que permite demonstrapposi¢do 5.0.6 utilizando
uma reducéo ao caso metabeliano. As demonstracdes dosnésose0.4 e 5.0.5 podem ser

encontradas em [41]. Denotemos ([dg, c) a expressadg — 1)C(C—;’1) +cC.

Teorema 5.0.4.Sejam ¢d, q inteiros positivos e G um grupo soltvel de comprimentovaelo
d. Suponhamos que para qualquer i 0 quociente metabelidhpGS+2) seja extenséo de um
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grupo de expoente g por um grupo nilpotente de classe c. Ee@Etem numeroéc,d,q}-
limitados f e g tais que G € extensdo de um grupo de expoentegypgrupo nilpotente de
classe f.

Teorema 5.0.5.Seja G um grupo tendo um subgrupo normal nilpotente N deelgsal que
G/N’ é extensdo de um grupo de expoente e por um grupo nilpotestas$e c. Suponhamos
que ¥+1(G) € soluvel de comprimento derivado d. Ent@gyc),1(G) tem expoente finito
{c,d, e g}-limitado.

Proposicao 5.0.6.Seja G um grupo finito de ordem impar e de comprimento derikaald-
mitindo um grupo de automorfismos elementar A de orderal que G;(A) é de expoente

m. Entdo N= ﬂ (G, a] é extensdo de um grupo de expoefiken, n}-limitado por um grupo

_ acA# o
nilpotente de classék, m,n}-limitada.

Demonstra¢cdo.Vamos aplicar indug&o sobre o comprimento derivaddld®araN abeliano
€ imediato. Suponhamos que o comprimento derivaddl demaior ou igual a 2 e seja
termo metabeliano da série derivadaNle Fagamosvl = L' NCg(A) e D o fecho normal de
M em G. Desta formaD é abeliano com geradores de ordemLogo D possui expoenten.
Consideremos o quocierit¢D e suponhamos, sem perda de generalidadeCg(&) = 1. Pelo
Corolério 4.0.9 obtemos qué C Zs(L), ou sejal- é nilpotente de classet 1, coms = s(k,n)
dependendo somente ke den.

Como o comprimento derivado ¢&/L’ € menor do que o comprimento derivadd\igpela
hip6tese de inducéo, segue quA’ é extensdo de um grupo de expoefken, n}-limitado por
um grupo nilpotente de clasg& m,n}-limitada j. Uma vez que o comprimento derivado de
¥j+1(N) € menor ou igual & pelo Teorema 5.0.5 concluimos gy 1 j)+1(N) € de expoente
{k, m,n}- limitado, como queriamos demonstrar. O

Agora estamos em condi¢cOes de fornecer a demonstracaoultadesprincipal enunciado
neste capitulo.

Demonstracdo do Teorema 5.0.1Sen = 1, a Proposicdo 5.0.2 garante dieé de expoente
{m k}-limitado e o teorema segue. Suponhamosme2 e vamos aplicar indugao em Para
todo subgrupo norméah-invarianteT de G o grupoA induz um grupo de automorfismos de
G/T. Em particularA induz um grupo de automorfism@&g de G/[G, a] para todoa € A*. E
claro queB, é um 2-grupo elementar de ordem menor ou igudld,2com a propriedade que
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Cg/[c,a(Ba) € de expoenten. SejaB o grupo elementar de orderi 2. Temos que existe uma
imers&do d&8, emB. Para toda € A?, fixemos um subgrupb, deB tal queB = By & D,. Dado

b € B, escrevemob = by + by, ondeb; € B; eby € D5 de maneira que dec Bex € G/[G, a),
entdox? = xP1. Esta acéo é bem definidaCg /[G,a)(B) € de expoenten. Podemos entao definir
uma acao d8 sobreG/[G, a tal queCg [ 5 (B) € de expoenten.

SejaK = |'| G/[G,a). Definamos uma acdo d2emK tal queCk (B) € de expoenten.

acA?
Por indugad possui uma série de comprimentm2- 1) satisfazendo as condi¢8es requeridas.

SejaN = ﬂ [G,a]. Segue pela Proposi¢éo 5.0.6 duie& extensdo de um grupo de expoente

acA?
{k,m,n}-limitado por um grupo nilpotente de clasdgem, n}-limitada. Uma vez qu&/N esta

imerso enK, decorre qué&/N possui uma série normal
G/N=G;/N>Ty/N>--->Gp_1/N>T-1/N=1

tal que os quocienteS; /T; sdo nilpotentes de clas$k m n}-limitada para =1,...,n—1e

os quociented; /G 1 possuem expoentk, m n}- limitado parai = 1,...,n— 2. PortantdG
possui uma série normal de comprimento no maximséaisfazendo as condigdes desejadas.
O
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Capitulo 6

Sobre a Estrutura de Grupos com Grupo
de Klein de Automorfismos

Neste capitulo faremos uso do seguinte abuso de nota¢césideramos que um grup®
€ de expoente quando o mesmo possui expoente dividirede dizemos qués € nilpotente
de class& quando este for nilpotente de classe menor ou iggal@bjetivamos demonstrar o
teorema a sequir.

Teorema 6.0.1.Seja G um grupo finito de ordem impar e de comprimento derikaaimitindo
um grupo de Klein de automorfismos A tal qug &) é extenséo de um grupo de expoente e por
um grupo nilpotente de classe ¢ para tode &”. Entdo G possui uma série normal

1< <L <T3<Ty=G

com quocientessJ Tz e T,/T1 nilpotentes de classge, ¢, k}-limitada e quocienteszfT, e Ty
de expoentée, c, k}-limitado.

O seguinte lema elementar decorre do Lema 1.1.1.

Lema 6.0.2. Sejam G um grupo e X um subgrupo normal abeliano de G. Bt = [x*,y]
para todo xe X, para todo y= G e para todo k N.

Demonstracao.Vamos aplicar inducdo e Parak = 0,1 é imediato. Suponhamos que o
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resultado seja valido paka— 1 e mostremos pata Dadosx € X ey € G temos que

LY = ()]

x.y] =[x,y

X,y] = [x
k—l[

Xy = [x
= XY

g

Lema 6.0.3.Seja G um grupo finito metabeliano de ordem impar admitindgupo de Klein

de automorfismos A tal quesCa) é extensdo de um grupo de expoente e por um grupo nilpo-
tente de classe ¢ para todoaA¥. Ent&o existe um subgrupo normal M de G tal qug8) = 1

e G/M é extens&o de um grupo de expoertpa um grupo nilpotente de clas8e.

Demonstracio.SejaV a palavraxy, ..., x.,1]°. Para toda € A#, sejaG, = G'Cg(a). Entdo
o0 subgrupo verbal (G,) de G, relativo aV esté contido eniG’, a] = [G,,a] e também é claro
queV (Ga) € um subgrupo normal d8 para todca € A*. Temos quéG’,ajNCg(a) = 1, logo
V(Ga) NCg(a) = 1. SejaM = [[aearV (Ga). ENtdoCy(A) =1 eM é um subgrupo normal de
G. ComoA é abeliano segue qué = (G'Cg(a) | a€ A*). AssimG/M é o produto de trés
subgrupos normais, sendo cada um deles extensdo de um gr@gxpakntes por um grupo
nilpotente de classe Desta formas/M ¢ extens&o de um grupo de expoesfteor um grupo
nilpotente de classec3 O

Proposicao 6.0.4.Seja G um grupo finito de ordem impar e de comprimento derikaald-
mitindo um grupo de Klein de automorfismos A tal quga é extensdo de um grupo de

expoente e por um grupo nilpotente de classe ¢ para todd®\a Seja N= ﬂ [G,a]. Entdo

acA?
N é extensdo de um grupo de expoefee, k}-limitado por um grupo nilpotente de classe

{e,c,k}-limitada.

Demonstracdo.Vamos aplicar inducdo sobre o comprimento derivaddld&eN é abeliano,

o resultado é imediato. Suponhamos que o comprimento deridaN seja maior ou igual
a 2 e sejd o termo metabeliano da série derivadaNle Primeiramente vamos mostrar que
L é extensdo de um grupo de expoefeec, k}-limitado por um grupo nilpotente de classe
{e,c,k}-limitada. SejanM = [(ca#V(L'CL(a)), cOmV = [X1,...,%X11]® € sejaW a palavra
[X1,... ,x3c+1]e3. Pelo Lema 6.0.3 segue q0g (A) = 1 e queL /M é extensdo de um grupo de
expoentes® por um grupo nilpotente de classe &ssimW(L) C M eW(L)NCL(A) = 1.
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SeW(L) = 1 entfol é extensdo de um grupo de expoesitgror um grupo nilpotente de
classe 8. Suponhamos qu&/(L) # 1. ComoW(L) NCg(A) = 1 segue do Coroléario 4.0.9 que
existe um namergtal que

Sejat o menor numero tal que/(L) C Z(N). Vamos mostrar por inducdo eilmuel é
extensdo de um grupo de expoefeec, k}- limitado por um grupo nilpotente de clasgec, k} -
limitada. Para = 1, obtemosV(L) C Z(N). SejaE = ysc+1(N). AssimE/(Z(N)NE) é de
expoente® e L /E é nilpotente de classe3

Dadosxy, Xo, ..., X3c11 € L temos que
[Xl, Xo,... ,X3C+1] € E, entéao

[xl,xz,...,x3¢+1]e3 € (Z(N)NE), consequentemente

(X2, X2, -, X3e11]€ s Xaos2] = 1.

Pelo Lema 6.0.2 e do fato de gpx, X2, . .., X3c+1] € L/, que é um subgrupo normal abeliano
delL, obtemos que

[X1,X2,. .. ,X3c+17><3c+2]e3 = [[x1,X2, ... ,X3c+1]e37X3c+2] =1,

entdoysc,2(L) tem expoentee® e L é extensdo de um grupo de expoeetepor um grupo
nilpotente de classec3- 1.

Suponhamos que> 2 e que o resultado seja valido paral. SejaK = [W(L),N,--- NJ.

t—1
Temos qué& C Z(N). Por inducéo segue qugK é extensdo de um grupo de expoefee, k}-

limitado por um grupo nilpotente de clasée c,k}-limitada, consequentemente o mesmo é
valido paralL/Z(L). AssimL é extensdo de um grupo de expoefeec, k}-limitado por um
grupo nilpotente de clasde, c, k}-limitada.

SejaH um subgrupo normal de tal queL /H é nilpotente de classge, ¢, k}-limitada eH
é de expoentde, c, k}-limitado. Consideremobl/H e suponhamos, sem perda de generali-
dade, queH = 1. AssimL € nilpotente de clasdg comh sendo{e,c,k}-limitado. Como o
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comprimento derivado dd /L’ € menor do que o comprimento derivadoNigpela hipétese de
inducéo, obtemos qué¢/L’ é extensé@o de um grupo de expoefee, k}-limitado por um grupo
nilpotente de classg com j sendo{e, ¢, k}-limitado. Uma vez que o comprimento derivado de
¥j+1(N) € menor ou igual ao comprimento derivadoNiepelo Teorema 5.0.5 concluimos que
Y (h,j)+1(N) € de expoentge, c,k}-limitado. Como queriamos demonstrar. O

Demonstracdo do Teorema 6.0.1Temos que cada um dos fator€g|G,a] € isomorfo a
um quociente dé€g(a), que por hipdtese, é extensdo de um grupo de expaepte um
grupo nilpotente de classepara todoa € A¥. Uma vez queG/ N,-a# [G, ) esta imerso em
K = [Macat G/[G, ], decorre ques/ N, ¢ [G,a] é extensdo de um grupo de expoesitgor

um grupo nilpotente de classe. Pela Proposi¢éao 6.0.4 obtemos e ﬂ (G, a] é extenséo

acA?
de um grupo nilpotente de clasge c, k}-limitada por um grupo de expoenfe, c,k}-limitado.

Assim obtemos uma série satifazendo as condi¢cdes desejadas O
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