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Resumo

SejaG um grupo finito de ordem ímpar admitindo um grupo de automorfismos elementarA

de ordem 2n. Neste trabalho estudamos a influência que propriedades deCG(A) exercem sobre

a estrutura deG. Obtemos os seguintes resultados: seG é de comprimento derivadok eCG(A)

tem expoentem, entãoG possui uma série normalG= G1 ≥ T1 ≥ G2 ≥ T2 ≥ ·· · ≥ Gn ≥ Tn = 1

com quocientesGi/Ti nilpotentes de classe{k,m,n}-limitada para todoi = 1, ...n e quocientes

Ti/Gi+1 de expoente{k,m,n}-limitado para todoi = 1, ...,n− 1; e seG é de comprimento

derivadok e admite um grupo de Klein de automorfismosA tal queCG(a) é extensão de um

grupo de expoentee por um grupo nilpotente de classec para todoa∈ A#, entãoG possui uma

série normal 1≤ T1 ≤ T2 ≤ T3 ≤ T4 = G com quocientesT4/T3 e T2/T1 nilpotentes de classe

{e,c,k}-limitada e quocientesT3/T2 eT1 de expoente{e,c,k}-limitado.

Palavras-chave:grupos finitos, automorfismos, centralizadores.
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Abstract

Let G be a finite group of odd order admitting an elementary group ofautomorphismsA

of order 2n. We study the influence of properties ofCG(A) over the structure ofG. We obtain

the following results: ifG has derived lengthk andCG(A) has exponentm, thenG contains a

normal seriesG = G1 ≥ T1 ≥ G2 ≥ T2 ≥ ·· · ≥ Gn ≥ Tn = 1 such that the quotientsGi/Ti are

nilpotent of{k,m,n}-bounded class for alli = 1, ...,n and the quotientsTi/Gi+1 have{k,m,n}-

bounded exponent for alli = 1, ...,n−1; and ifG has derived lengthk and admits a four-group

of automorphismsA such thatCG(a) is extention of a group of exponente by a nilpotent group

of classc for all a∈ A#, thenG contains a normal series 1≤ T1 ≤ T2 ≤ T3 ≤ T4 = G such that

the quotientsT4/T3 andT2/T1 are nilpotent of{e,c,k}-bounded class and the quotientsT3/T2

andT1 have{e,c,k}-bounded exponent.

Key words: finite groups, automorphisms, centralizers.
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Lista de Símbolos

xy y−1xy

[x,y] x−1y−1xy

H E G H é um subgrupo normal deG

G(n) n-ésima derivada deG

γn(G) n-ésimo termo da série central inferior deG

Gn subgrupo gerado pelo conjunto dasn-ésimas potências dos elementos deG

Zn(G) n-ésimo hipercentro deG

NG(H) normalizador deH emG

CG(H) centralizador deH emG

|G| ordem deG

|G : H| índice deH emG

〈S〉 subgrupo gerado pelos elementos deS

〈
HG

〉
fecho normal deH emG
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G# conjunto formado pelos elementos não triviais deG

W(G) subgrupo verbal deG correspondente ao conjunto de palavrasW

π(G) conjunto de todos os números primos divisores de|G|

F(G) subgrupo de Fitting deG

expG expoente do grupoG

K⋊H produto semidireto deK porH
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Introdução

SejamG um grupo finito eA um grupo de automorfismos coprimo deG. Denotamos por

CG(A) o conjunto formado por todos os elementos deG fixados porA. É claro queCG(A) é um

subgrupo deG. Estamos interessados na seguinte questão.

Qual a relação entre a estrutura deCG(A) e a estrutura deG?

Existem muitos resultados interessantes que refletem esta relação. O significado especial

do caso em que um grupo admite um automorfismo de ordem 2 tem origem histórica, uma vez

que resultados sobre centralizadores de automorfismos de ordem 2 indicavam o que poderia ser

esperado para automorfismos de quaisquer outras ordens. Um lado atrativo é que, frequente-

mente, resultados podem ser obtidos por cálculos diretos sobre o grupo, sem haver a necessidade

de métodos lineares sofisticados, como os descritos por exemplo em [13].

Para exemplificar a forte influência que a estrutura do grupo de pontos fixos possui sobre a

estrutura de um grupo finito arbitrário podemos citar o livrode Burnside 1902 [3], que apresenta

uma demonstração do fato de que um grupo admitindo um automorfismo livre de pontos fixos de

ordem 2 é abeliano. Para grupos que admitem um automorfismo livre de pontos fixos de ordem

3, Burnside mostrou que tais grupos são necessariamente nilpotentes de classe no máximo 2.

Em 1940 B. H. Neumann mostrou que qualquer grupo periódico admitindo um automor-

fismo livre de pontos fixos de ordem 2 é abeliano [25]. Um resultado análogo sobre automor-

fismos de ordem prima arbitrária de grupos finitos foi obtido no fim dos anos cinquenta nos

trabalhos de G. Higman [12] e J. Thompson [47]. Os principaisresultados a respeito de grupos

admitindo um automorfismo livre de pontos fixos de ordem primaarbitrária estão listados a

seguir.
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Introdução

Teorema de Higman [12].Existe uma função h(p) dependendo somente de p, p primo, tal que

todo grupo nilpotente que admite um automorfismo livre de pontos fixos de ordem p é nilpotente

de classe no máximo h(p).

Teorema de Thompson [47].Todo grupo finito admitindo um automorfismo livre de pontos

fixos de ordem prima é nilpotente.

Fazendo a junção dos dois teoremas acima, obtemos

Teorema de Higman-Thompson.Existe uma função h(p) dependendo somente de p tal que

todo grupo finito que admite um automorfismo livre de pontos fixos de ordem prima p é nilpo-

tente de classe no máximo h(p).

Nos anos 60 e posteriormente, os pesquisadores se concentraram no estudo de automorfis-

mos de ordem composta.

SejaG um grupo solúvel finito. Então osubgrupo de Fitting F(G) deG é o subgrupo gerado

por todos os subgrupos nilpotentes normais deG. Pelo Teorema de Fitting segue queF(G) é

nilpotente. A série superior de Fitting deG é definida por

F0(G) = 1,

Fi+1(G)/Fi(G) = F(G/Fi(G)), i = 0,1, ....

Uma vez queG é solúvel existe um númeroh tal queG= Fh(G). O menor número com esta

propriedade é chamadocomprimento de FittingdeG, sendo denotado porh(G). Ocomprimento

de composição k(G) de um grupo solúvelG é o número de divisores primos da ordem deG,

contando suas multiplicidades, ou seja, se|G|= pα1
1 · · · pαd

d entãok(G) = ∑d
i=1αi .

Thompson [46] mostrou que seG eA são solúveis com(|G|, |A|) = 1, entãoh(G) é limitado

em termos dek(A) e deh(CG(A)). Posteriormente Turull [50] provou que nestas condições

h(G)≤ h(CG(A))+2k(A). Este limite é o melhor possível (ver [24]).

Na década de 60 surgiu a seguinte conjectura:Sejam G um grupo finito e A um grupo

solúvel agindo sobre G tal que CG(A) = 1. Suponhamos que|A| e |G| sejam coprimos. Então

h(G)≤ k(A).

Esta conjectura pode ser considerada uma generalização do Teorema de Thompson sendo
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Introdução

verdadeira em vários casos, ver Turull [49] a respeito destee de outros problemas relacionados.

O caso no qualA é abeliano foi provado por Berger [2], enquanto o caso particular no qualA é

um 2-grupo abeliano elementar foi provado por Shult [29].

Segue da classificação dos grupos simples finitos [4] que todogrupo finito admitindo um

grupo de automorfismos coprimoA tal queCG(A) = 1 é solúvel. SeA é um 2-grupo, a solubili-

dade deG segue também do Teorema de Feit-Thompson [48].

Existem poucos casos nos quais informações mais detalhadassobre a estrutura deG po-

dem ser obtidas. Devemos mencionar o resultado estabelecido por Kovács [20], quer seja: se

G admite um grupo de automorfismos livre de pontos fixos de ordem4, entãoG/Z(G) é

metabeliano. Outro resultado relevante é o seguinte teorema que foi provado em [36].

Teorema 4.0.1.Seja G um grupo solúvel de comprimento derivado k admitindo um grupo de

automorfismos elementar A de ordem2n tal que CG(A) = 1. Então existem um número f(k,n)

dependendo somente de k e de n e uma série normal A-invariantede G

1= H0 ≤ H1 ≤ ...≤ Hn = G,

tais que os quocientes Hi/Hi−1 são nilpotentes de classe no máximo f(k, i) para todo i= 1, ...,n.

Existem exemplos mostrando que o comprimento derivado do grupo G no teorema acima

pode ser arbitrariamente grande (ver Teorema 2.2.6).

Uma nova demonstração para o Teorema 4.0.1 faz parte desta tese (ver Capítulo 4), sendo

motivada por um resultado obtido por meio da consideração doproblema análogo para álgebras

de Lie. O mesmo é enunciado a seguir e sua demonstração apresentada no Capítulo 3.

Teorema 3.0.1.Sejam A o grupo elementar de ordem2n e L uma álgebra de Lie A-graduada

solúvel de comprimento derivado k com L0 = 0. Então L possui uma série de ideais

1= G0 ≤ G1 ≤ ...≤ Gn = L,

com quocientes Gi/Gi−1 nilpotentes de classe{k,n}-limitada para todo i= 1, ...,n.

O Teorema 4.0.1 é de grande importância no decorrer desta tese uma vez que através dele

obtemos o teorema abaixo que é o resultado principal apresentado no Capítulo 5.
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Introdução

Teorema 5.0.1.Seja G um grupo finito de ordem ímpar e de comprimento derivadok admitindo

um grupo de automorfismos elementar A de ordem2n tal que CG(A) é de expoente m. Então G

possui uma série normal

G= G1 ≥ T1 ≥ G2 ≥ T2 ≥ ·· · ≥ Gn ≥ Tn = 1

com quocientes Gi/Ti nilpotentes de classe{k,m,n}-limitada para i= 1, ...n e quocientes

Ti/Gi+1 de expoente{k,m,n}-limitado para i= 1, ...,n−1.

Para demonstrar do Teorema 5.0.1 primeiramente provamos asduas proposições abaixo.

Proposição 5.0.2. Seja G um grupo finito de ordem ímpar e de comprimento derivadok

admitindo um automorfismo a de ordem2 tal que CG(a) possui expoente m e G= [G,a]. Então

o expoente de G′ é{k,m}-limitado.

Proposição 5.0.6. Seja G um grupo finito de ordem ímpar e de comprimento derivadok

admitindo um grupo de automorfismos elementar A de ordem2n tal que CG(A) é de expoente

m. Então N=
⋂

a∈A#

[G,a] é extensão de um grupo de expoente{k,m,n}-limitado por um grupo

nilpotente de classe{k,m,n}-limitada.

A Proposição 5.0.6 é demonstrada utilizando o teorema a seguir que permite fazer uma

redução ao caso metabeliano. Denotemos porf (g,c) a expressão(g−1)c(c+1)
2 +c.

Teorema 5.0.5Seja G um grupo tendo um subgrupo normal nilpotente N de classe g tal que

G/N′ é uma extensão de um grupo de expoente e por um grupo nilpotente de classe c. Supo-

nhamos queγc+1(G) é solúvel de comprimento derivado d. Entãoγ f (g,c)+1(G) tem expoente

finito {c,d,e,g}-limitado.

A demonstração do Teorema 5.0.5 pode ser encontrada em [41].

Discutimos também a situação na qual um grupo admite um grupode Klein de automorfis-

mos com o grupo de pontos fixos deste satisfazendo certas restrições. Esta discussão é motivada

por trabalhos obtidos em [16], [44] e [7]. Em [16] foi mostrado que seG é um grupo finito ad-

mitindo um grupo de automorfismos coprimoA de ordemp2, comp primo, tal queCG(a) possui

expoenteepara todoa∈ A#, então o expoente deG é limitado somente em termos deee p.

Em [44] foram demonstrados os seguintes resultados.
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Teorema. Sejam p um primo e G um p′-grupo periódico solúvel admitindo um grupo de au-

tomorfismos elementar A de ordem p2. Suponhamos que CG(a) é abeliano para todo a∈ A#.

Então o grupo derivado de G é nilpotente.

Teorema. Se G é um2′-grupo periódico solúvel e A um grupo de Klein de automorfismostal

que CG(a) é nilpotente para todo a∈ A#, então G é metanilpotente.

Por fim, em [7], foi mostrado que

Teorema. Seja G um p′-grupo periódico admitindo um grupo de automorfismos elementar A

de ordem p3, com p um primo. Suponhamos que CG(a)′ possui expoente que divide m para

cada a∈ A#. Então o grupo derivado de G possui expoente{m, p}-limitado.

Os resultados mencionados acima sugerem o estudo de grupos finitos admitindo um grupo

abeliano elementarA de ordempn tal queCG(a) é extensão de um grupo de expoentee por um

grupo nilpotente de classec para todoa∈ A#.

Neste aspecto apresentamos respostas para o caso particular no qualA é o grupo de Klein e

G é solúvel de comprimento derivadok. Os resultados obtidos estão listados abaixo.

Proposição 6.0.4. Seja G um grupo finito de ordem ímpar e de comprimento derivadok

admitindo um grupo de Klein de automorfismos A tal que CG(a) é extensão de um grupo de

expoente e por um grupo nilpotente de classe c para todo a∈ A#. Seja N=
⋂

a∈A#

[G,a]. Então

N é extensão de um grupo de expoente{e,c,k}-limitado por um grupo nilpotente de classe

{e,c,k}-limitada.

Teorema 6.0.1.Seja G um grupo finito de ordem ímpar e de comprimento derivadok admitindo

um grupo de Klein de automorfismos A tal que CG(a) é extensão de um grupo de expoente e por

um grupo nilpotente de classe c para todo a∈ A#. Então G possui uma série normal

1≤ T1 ≤ T2 ≤ T3 ≤ T4 = G

com quocientes T4/T3 e T2/T1 nilpotentes de classe{e,c,k}-limitada e quocientes T3/T2 e T1

de expoente{e,c,k}-limitado.

Ressaltamos que nossas discussões baseiam-se no estudo de condições sobre o grupo de

pontos fixos de determinado grupo, com o intuito de obtermos conclusões sobre a estrutura deste

grupo em função das condições impostas inicialmente. No primeiro capítulo mencionamos al-
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Introdução

guns resultados clássicos da Teoria de Grupos que são utilizados com certa frequência no decor-

rer do texto, dando ênfase a tópicos relacionados aos grupossolúveis e aos grupos nilpotentes.

No segundo capítulo, passamos à apresentação de alguns resultados sobre os automorfismos

coprimos, conjuntamente com considerações a respeito do Teorema de Schur-Zassenhaus e suas

principais consequências.

No Capítulo 3, inicialmente são feitas observações gerais sobre álgebras de Lie, em seguida

são obtidos alguns resultados sobre a estrutura de álgebrasde Lie solúveis graduadas. Em

especial apresentamos a demonstração do Teorema 3.0.1, como objetivo de obter avanços no

estudo de grupos solúveis admitindo 2-grupos elementares de automorfismos. Ressaltamos que

alguns dos resultados obtidos sobre álgebras de Lie são de interesse independente.

O Capítulo 4 é focado em uma discussão análoga à apresentada noterceiro capítulo, desta

vez para grupos, com o objetivo principal de obter a demonstração do Teorema 4.0.1. O quinto

capítulo é dedicado à obtenção de uma generalização do Teorema 4.0.1, considerando o grupo

de pontos fixos de expoentem. Demonstramos o Teorema 5.0.1 utilizando os principais resul-

tados obtidos no Capítulo 4 e o Teorema 5.0.2.

Por fim, no Capítulo 6, demonstramos a Proposição 6.0.4 e o Teorema 6.0.1, que fornecem

resultados sobre a estrutura de um grupo finito de ordem ímparque admite um grupo de Klein

de automorfismos.
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Capítulo 1

Resultados Preliminares

Inicialmente fixamos algumas notações e relembramos algunsfatos e definições em Teoria

de Grupos. Também demonstramos alguns resultados necessários para o desenvolvimento do

tema proposto.

Em todo o texto desta tese, uma quantidade é ditam-limitada (ou limitada em termos dem),

se ela é limitada por alguma função que depende somente dem. Analogamente, a expressão

{m,n, l , . . .}-limitada (ou limitada em termos dem,n, l , . . .) é utilizada quando os parâmetros

m,n, l , . . . estão envolvidos.

1.1 Comutadores

SejaG um grupo. Para quaisquerx,y∈ G definimos ocomutadordos elementosx,y como

sendo o elemento

[x,y] = x−1y−1xy= x−1xy,

no qualxy = y−1xyé denominado oconjugado de x por y.

O resultado a seguir estabelece algumas propriedades de comutadores.

Lema 1.1.1. Seja G um grupo e consideremos elementos arbitrários x,y,z∈ G. Então são

válidas as seguintes propriedades.

a) xy= yx[x,y], xy = x[x,y];

18



Capítulo 1. Resultados Preliminares

b) [x,y]−1 = [y,x];

c) [xy,z] = [x,z]y[y,z] = [x,z][x,z,y][y,z];

d) [x,yz] = [x,z][x,y]z= [x,z][x,y][x,y,z];

e) [x,y]z = [xz,yz];

f) [x,y,x] = ([x,y][x−1,y])xy
;

g) [x,y,x] = 1 se e somente se,[x,y]−1 = [x−1,y];

h) [x,y,zx][y,z,xy][z,x,yz] = 1 (Identidade de Witt);

i) [x,y−1,z]y[y,z−1,x]z[z,x−1,y]x = 1 (Identidade de Hall-Witt).

Demonstração.A demonstração destas identidades segue diretamente da definição de comuta-

dores com aplicação de cálculos diretos. �

SejamX,Y subconjuntos de um grupoG, então

[X,Y] = 〈[x,y] | x∈ X, y∈Y〉 .

O subgrupo deG gerado por todos os comutadores[x,y], comx,y∈ G, é chamado ogrupo

derivadodeG, que é denotado por[G,G]. Definimos asérie derivada de Gindutivamente por

G0 = G, G′ = [G,G],

G(i+1) = [G(i),G(i)], para todoi = 0,1, . . .

O subgrupoG(i) deG é conhecido como ai-ésima derivadadeG.

SejaX um subconjunto de um grupoG. Os comutadores de pesop em elementos deX

são definidos indutivamente da seguinte forma. Comutadores de peso 1 em elementos deX são

exatamente os elementos deX. Sev1 e v2 são comutadores de pesosp1 e p2 em elementos de

X então[v1,v2] é um comutador em elementos deX de pesop1+ p2.

Um comutador da forma[· · · [[a1,a2],a3], · · · ,ak] é ditosimplese denotado por[a1,a2, · · · ,ak].
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Capítulo 1. Resultados Preliminares

O próximo resultado é enunciado sem demonstração, que pode ser encontrada em

[6, Teorema 2.2.1].

Lema 1.1.2.Sejam M,N,P subgrupos de um grupo G, então

a) [M,N] é um subgrupo normal de〈M,N〉;

b) Se M,N e P são subgrupos normais de G, então[MN,P] = [M,P][N,P] e

[M,NP] = [M,N][M,P].

Lema 1.1.3. (Lema dos três subgrupos) Seja N um subgrupo normal de um grupo G. Se para

subgrupos A,B,C de G

[A,B,C]≤ N e[B,C,A]≤ N,

então também temos que[C,A,B]≤ N.

Demonstração.É suficiente considerarmos o caso no qualN = 1. Pelo Lema 1.1.1i) temos

que dadosx∈ A,y∈ B,z∈C

[x,y−1,z]y[y,z−1,x]z[z,x−1,y]x = 1.

Por hípótese[x,y−1,z]y = [y,z−1,x]z= 1, pois estão em[A,B,C] e [B,C,A], respectivamente.

Logo [z,x−1,y]x = 1 e

[z,x−1,y] = ([z,x−1,y]x)x−1
= 1x−1

= 1.

Uma vez quex percorre todoA o mesmo ocorre comx−1 e obtemos[z,x,y] = 1 para todo

x∈ A,y∈ B,z∈C. Assimb∈CG([z,x]) para todob∈ B. EntãoB é subgrupo deCG([z,x]), ou

seja,[z,x] ∈CG(B) para todox∈ A,z∈C. Por definição[C,A] é gerado pelos elementos[z,x],

consequentemente[C,A]≤CG(B). Portanto[C,A,B] = 1. �

Definimos os subgruposγi(G) deG indutivamente por

γ1(G) = G,

γi+1(G) = [γi(G),G], para todoi = 1,2, . . . .

A sérieG= γ1(G)≥ γ2(G)≥ . . . é chamadasérie central inferiordeG.
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O centro Z(G) deG é tal que

Z(G) = {z∈ G | zg= gzpara todog∈ G},

que é, claramente, um subgrupo normal deG. A série central superiordeG é definida por

Z0(G) = 1, Z1(G) = Z(G),

Zi+1(G) = {z∈ G | [G,z] ∈ Zi(G)}, para todoi = 1,2, . . . ,

sendo o subgrupoZi(G) deG chamado oi-ésimohipercentrodeG.

Lema 1.1.4.Seja G um grupo. Então[γi(G),γ j(G)]⊆ γi+ j(G).

Demonstração. Vamos mostrar este fato por indução emi. Para i = 1 temos que

[γ1(G),γ j(G)] = γ1+ j(G) e o resultado segue. Façamosi ≥ 2 e suponhamos sem perda de

generalidade queγi+ j(G) = 1. Por indução obtemos que

[γi−1(G),γ j(G),γ1(G)] = [γ j+i−1(G),γ1(G)]⊆ γi+ j(G) = 1

e

[γ j(G),γ1(G),γi−1(G)] = [γ j+1(G),γi−1(G)]⊆ γi+ j(G) = 1.

Pelo Lema dos três subgrupos segue que

[γ1(G),γi−1(G),γ j(G)] = 1,

ou seja,[γi(G),γ j(G)] = 1. �

Lema 1.1.5.Sejam G um grupo e k um número natural. Então

a) γk(G) contém todos os comutadores de peso maior ou igual a k em elementos de G;

b) γk(G) é gerado pelos comutadores simples de peso maior ou igual a k em elementos de

G;

c) Se G= 〈M〉 entãoγk(G) é gerado pelos comutadores simples de peso k em elementos de

M e seus inversos;
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d) G(k) ⊆ γ2k(G).

Demonstração.a) Vamos aplicar indução emk. Parak = 1 é imediato. Façamosk ≥ 2 e seja

c um comutador de pesor ≥ k. Entãoc= [c1,c2], sendoc1 e c2 comutadores de pesor1 e r2,

respectivamente, comr1+ r2 = r. Pela hipótese de induçãoc1 ∈ γr1(G) ec2 ∈ γr2(G).

Assim, pelo Lema 1.1.4 segue que

c= [c1,c2] ∈ [γr1(G),γr2(G)]≤ γr(G)≤ γk(G).

b) Façamos

Nk = 〈[x1,x2, . . . ,xk] | xi ∈ G, i = 1,2, . . . ,k〉 .

Uma vez que[x1,x2, . . . ,xk]
y = [xy

1,x
y
2, . . . ,x

y
k] segue queN é um subgrupo normal deG. Pelo

item a) obtemos queNk é subgrupo deγk(G). Vamos mostrar a inclusão contrária por indução

emk. Parak= 1 é imediato.

Suponhamos quek ≥ 2. As imagens de todos comutadores[x1,x2, . . . ,xk−1] de pesok−1

estão no centro do grupo quocienteG/Nk uma vez que[[x1,x2, . . . ,xk],x] ∈ Nk para todox∈ G.

Assim [Nk−1,G] é subgrupo deNk. Logo

γk(G) = [γk−1(G),G] = [Nk−1,G]≤ Nk.

c) De acordo comb) temos que

γk(G) = 〈[x1,x2, . . . ,xk] | xi ∈ G, i = 1,2, . . . ,k〉 .

Podemos expressar cada um dos elementosxi como um produto de elementos deM e seus

inversos, poisM geraG. Aplicando o Lema 1.1.1c) ed) obtemos o resultado desejado.

d) Vamos aplicar indução emk. Parak = 0 é imediato. Façamosk ≥ 1. Pela hipótese de

indução temos queG(k−1) ⊆ γ2k−1(G). Aplicando a definição deG(k) e o Lema 1.1.4 deduzimos

que

G(k) = [G(k−1),G(k−1)]⊆ [γ2k−1(G),γ2k−1(G)]⊆ γ2k(G).

�
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Um grupoG possuiexpoente finito (ou período finito) n, sen é o menor número tal que

xn = 1, para todox∈ G.

Denotamos porGn = 〈gn | g∈ G〉 o subgrupo deG gerado pelasn-ésimas potências de todos

os seus elementos. É claro queGn é um subgrupo característico deG, sendo o menor subgrupo

normal deG para o qual o grupo quociente possui expoenten.

Dizemos que um grupoG éextensão de um grupo Npor um grupoQ se existe um subgrupo

normalM deG tal queM é isomorfo aN eG/M é isomorfo aQ.

O Teorema de Schreierafirma que um subgrupo de índice finitomde um grupo finitamente

gerado porn elementos é finitamente gerado por 1+(n−1)m elementos.

Um grupoG é chamadoperiódicose todo elemento deG possui ordem finita.

Umaclasse de gruposC é um conjunto no qual os membros são grupos tais que

a) C contém um grupo de ordem 1;

b) SeG1
∼= G∈ C implica queG1 ∈ C .

Todos os grupos finitos e todos os grupos abelianos são exemplos de classes de grupos.

Uma variedadeé uma classe de grupos definida por identidades. A classe de todos os

grupos abelianos é um exemplo de variedade, uma vez que seus membros são apenas os grupos

que satisfazem a leixy= yx. SejaF(X) um grupo livre com geradores em um conjunto finito

X = {x1,x2, . . .}. Define-se uma palavra no alfabetoX como sendo uma sequência finita dos

símbolos deX∪X−1. Para maiores detalhes com relação a estes conceitos ver porexemplo [27,

2].

Umapalavra wem umalfabeto x1,x2, . . . , é chamada umalei na classe de gruposC se para

todo grupoG∈C , w se torna trivial sempre que avaliada nos argumentosx1,x2, . . . pertencentes

aG, ou seja, sew= w(x1, . . . ,xn) entãow(g1, . . .gn) = 1 para todogi ∈ G, e para todoG∈ C .

SejamW um conjunto de palavras no alfabetox1,x2, . . . e G um grupo. Os valores tomados

pelas palavras emW com os argumentosx1,x2, . . . , percorrendo todo o grupoG, em geral não

são todos triviais. O subgrupoW(G) gerado por esses valores é chamado osubgrupo verbal de
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G relativo a W. Assim

W(G) =
〈
w(g1, . . . ,gn(w)) | w∈W,gi ∈ G

〉
.

Como exemplos de subgrupos verbais de um grupoG podemos citar o grupo derivado de

G e an-ésima potência deG. Eles são definidos pelas palavras[x,y] e xn, respectivamente. No

primeiro caso, temosW(G) = G′ e, no segundo,W(G) = Gn.

Dizemos que um grupoG é produto semidireto deK por H, denotado porG = K ⋊H, se

K E G eK tem um complementoQ1
∼= H. Também dizemos queG ésplit sobreK.

Definição 1.1.6.Um módulo sobre um anel comutativo com identidadeK é um grupo aditivo

M que admite uma multiplicação por elementos deK, satisfazendo os seguintes axiomas:

a) 1a= a, 1∈ K,a∈ M;

a) (α +β )a= αa+βa, α,β ∈ K,a∈ M;

a) α(a+b) = αa+αb, α ∈ K,a,b∈ M;

a) (αβ )a= α(βa), α ∈ K,a,b∈ M.

A partir da definição acima vemos que módulos sobre um corpoK são precisamente espaços

vetoriais sobreK. Desta forma todo grupo abeliano pode ser visto como umZ-módulo de modo

natural: parak> 0

ka= a+a+ · · ·+a
︸ ︷︷ ︸

k

, (−k)a= k(−a) =−ka e 0a= 0.

1.2 Grupos Solúveis e Grupos Nilpotentes

As generalizações mais importantes de comutatividade são solubilidade e nilpotência. Os

grupos solúveis são aqueles que podem ser construídos a partir dos grupos abelianos por meio

de um número finito de extensões sucessivas. Vamos utilizar os fatos acerca de comutadores

obtidos na seção anterior para apresentarmos resultados sobre grupos solúveis e nilpotentes.
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Definição 1.2.1.Um grupoG é ditosolúvelse possui uma cadeia de subgrupos

1= G0 ≤ G1 ≤ ·· · ≤ Gn = G

com Gi normal emGi+1 para todoi = 0, . . . ,n−1 e quocientesGi+1/Gi abelianos, para todo

i = 0, . . . ,n−1.

Uma cadeia de subgrupos deG com a propriedade mencionada acima é chamadasérie

solúveldeG. SeG é um grupo solúvel, o comprimento da menor série solúvel deG é chamado

comprimento derivadodeG. Recordamos nos próximos dois lemas algumas propriedades ele-

mentares dos grupos solúveis cujas demonstrações podem serencontradas em [27, 5.1].

Lema 1.2.2. A classe de grupos solúveis é fechada com respeito à formaçãode subgrupos,

imagens homomórficas e extensões de seus membros.

Lema 1.2.3. O produto de dois subgrupos normais solúveis de um grupo G é umsubgrupo

solúvel de G.

SejaG um grupo. Uma série normal

1= G0 ≤ G1 ≤ ·· · ≤ Gn = G

é chamada umasérie centraldeG se todos os seus quocientes são centrais, isto é,

Gi+1/Gi ≤ Z(G/Gi) para todoi = 0, · · · ,n−1,

ou equivalentemente, se

[Gi+1,G]≤ Gi , para todoi = 0, · · · ,n−1.

Definição 1.2.4.Um grupoG é dito sernilpotentequando ele possui uma série central.

O comprimento da menor série central de um grupo nilpotenteG é chamadoclasse de

nilpotênciade G. Observamos que a classe dos grupos nilpotentes é intermediária entre as

classes dos grupos abelianos e dos grupos solúveis, o que pode ser visto a partir da definição

acima. Desta forma os grupos abelianos são os grupos nilpotentes de classe 1.

25



Capítulo 1. Resultados Preliminares

A classe dos grupos nilpotentes é fechada com relação à formação de subgrupos, imagens

homomórficas e produtos diretos finitos.

Os próximos resultados fornecem algumas caracterizações de solubilidade e nilpotência e

são enunciados sem demonstração. Para maiores detalhes ver[27, 5.1,5.2].

Lema 1.2.5.Para um grupo G as seguintes afirmações são equivalentes.

a) G é solúvel de comprimento derivado n;

b) G(n) = 1;

c) G satisfaz a identidade

δn(x1, . . . ,x2n) = 1, n= 1,2, . . . ,

comδn definido indutivamente da seguinte forma:

δ0(x) = x,

δn+1(x1, . . . ,x2n+1) = [δn(x1, . . . ,x2n),δn(x2n+1, . . . ,x2n+1)].

Lema 1.2.6.Para um grupo G as seguintes afirmações são equivalentes.

a) γc+1(G) = 1;

b) Zc(G) = G;

c) G possui uma série central de comprimento c;

d) Para quaisquer c+1 elementos x1,x2, . . . ,xc+1 ∈ G temos que

[x1,x2, · · · ,xc+1] = 1.

Corolário 1.2.7. Seja G um grupo cuja classe de nilpotência é no máximo2k−1. Então G é

solúvel de comprimento derivado menor ou igual a k.

Em Teoria de Grupos, o Teorema de Fitting constitui uma regrafundamental sendo apresen-

tado a seguir.
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Teorema 1.2.8.(Fitting) Sejam G um grupo e M,N subgrupos normais nilpotentes de G. Se as

classes de nilpotência de M e N são m e n respectivamente entãoMN é nilpotente de classe no

máximo m+n.

Demonstração.Vamos aplicar indução sobrem+n. Assumimos quecl G = 0 se, e somente

se,G= 1. Sem perda de generalidade façamosG= MN. Uma vez queM e N são subgrupos

normais deG então também o sãoZ(M) e Z(N). Por induçãoG/Z(M) é nilpotente de classe

no máximom+ n− 1. Assim γm+n(G) ⊆ Z(M). Analogamenteγm+n(G) ⊆ Z(N). Assim

γm+n(G)⊆ Z(M)∩Z(N). ComoZ(M)∩Z(N)⊆ Z(MN), entãoγm+n(G)⊆ Z(G) e o resultado

segue. �

1.3 Produto Subcartesiano e Teorema de Remak

SejamG1 eG2 grupos. O conjunto

G1×G2 = {(g1,g2) | g1 ∈ G1,g1 ∈ G2}

munido da multiplicação

(g1,g2) · (h1,h2) = (g1h1,g2h2)

satisfaz a definição de grupo. Generalizando esta ideia, seja Gi , i ∈ I , uma família de grupos e

denotemos porG= ∏i∈I Gi o conjunto

{ f : I →
⋃

i∈I

Gi | f (i) ∈ Gi , para todoi ∈ I},

e definamos emG uma multiplicação dada por( f g)(i) = f (i)g(i). Desta formaG possui estru-

tura de grupo, sendo chamadoproduto cartesianodos gruposGi.

Consideremos o subconjunto das funçõesf tais que f (i) 6= 1 (unidade) somente para um

número finito dei’s. Assim obtemos o chamadoproduto diretodos gruposGi . A notação é a

mesma fornecida acima para o caso do produto cartesiano.

EmG=∏
i∈I

Gi consideremos o subgrupoAi = { f ( j) = 1 se j 6= i}. Temos queAi é isomorfo
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aGi. Desta forma podemos definir a projeção def sobre o grupoGk

αk : ∏
i∈I

Gi → Gk.

SeH é um subgrupo qualquer deG= ∏
i∈I

Gi podemos considerarαk : H → Gk.

Definição 1.3.1.SejamG= ∏
i∈I

Gi e H um subgrupo deG tal queαk(H) = Gk para todok∈ I .

Dizemos queH é umproduto subcartesianodos gruposGi.

Teorema 1.3.2.(Remak) Sejam G um grupo e{Ni | i ∈ I} uma família de subgrupos normais

de G. Seja N=
⋂

i∈I

Ni. Então G/N é um produto subcartesiano dos grupos G/Ni .

Demonstração.Consideremos

ϑ : G → ∏
i∈I

G/Ni

x 7→ ϑ(x) = (. . . ,xNi, . . .).

Temos queϑ é um homomorfismo com Kerϑ = N e o resultado segue. �

O teorema demonstrado acima foi enunciado pela primeira vezem 1909 por Wedderburn,

mas sua demonstração continha um erro. A primeira demonstração correta, para grupos finitos,

foi apresentada por Remak em 1911, com uma simplificação de Schmidt em 1912. Este teorema

foi estendido para módulos por W. Krull em 1925 e para grupos com operadores por Schmidt

em 1928.

1.4 Teorema de Schur

Nesta seção demonstramos o Teorema de Schur. Para isto necessitamos dos conceitos de

transversal e de Homorfismo Transfer que são apresentados a seguir.

Definição 1.4.1.SejamG um grupo eH um subgrupo deG. Um transversal à esquerda (à

direita) deH emG é um subconjunto deG que consiste de um elemento de cada classe lateral

à esquerda (à direita) deH emG.
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Definição 1.4.2.SejamG um grupo eH um subgrupo com índice finiton emG. Consideremos

a funçãoϑ deG emH/H ′ definida por

ϑ : G → H/H ′

g 7→ ϑ(g) =
n

∏
i=1

xiH
′,

sendo{l1, . . . , ln} um transversal à esquerda deH emG e gli = l jxi. A funçãoϑ é um homo-

morfismo chamadoHomomorfismo Transfer.

Observamos que a aplicaçãoϑ de G em H/H ′ é um homomorfismo de grupos que não

depende da escolha do transversal. Uma aplicação do Homomorfismo Transfer de interesse

especial ocorre quandoH é central emG, conforme o teorema abaixo, cuja demonstração pode

ser encontrada em [27, 10.1.3].

Teorema 1.4.3.Sejam G um grupo e H um subgrupo do centro de G tal que|G : H|= n. Então

o Homomorfismo Tranfer de G em H é a aplicação

ϑ : G → H

x 7→ xn.

Agora estamos em condições de obter o principal teorema desta seção.

Teorema 1.4.4.(Schur) Seja G um grupo tal que Z(G) possui índice finito n. Então o grupo

derivado de G é finito de ordem{n}-limitada e possui expoente n.

Demonstração.FaçamosZ = Z(G) e consideremosG como união de classes deZ. Assim

G= g1Z∪g2Z∪·· ·∪gnZ.

Utilizando as identidades de comutadores apresentadas no Lema 1.1.1c) ed), obtemos que,

para quaisquer elementoszk,zl ∈ Z, [zkgi ,zlg j ] = [gi,g j ], para todosi, j = 1, . . . ,n. Desta forma

podemos assumir queG= 〈g1,g2, . . . ,gn〉 com um total de

(
n
2

)

comutadores[gi,g j ] parai < j.

Por hipóteseZ é um grupo de índice finiton emG e temos queG é finitamente gerado porn

elementos, desta forma obtemos pelo Teorema de Schreier queZ é finitamente gerado por uma
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quantidade{n}-limitada de elementos. Dadosg ∈ G e i = 1, . . . ,n, façamosgig = zi(g)gi(g),

comzi(g) ∈ Z, egi(g) ∈ {g1,g2, . . . ,gn}. Segue que a aplicação

ϑ : G → Z

g 7→
n

∏
i=1

zi(g)

é o Homomorfismo Transfer deG emZ e pelo Teorema 1.4.3 temos queϑ(z) = zn para todo

z∈ Z.

ComoG/Ker ϑ é isomorfo a um subgrupo deZ, que é abeliano, logoG′ ⊆ Ker ϑ e conse-

quentementeG′ possui expoenten. Assim

ϑ(G′∩Z) = (G′∩Z)n = 1,

e o expoente de(G′ ∩Z) divide n. ComoZ é abeliano finitamente gerado segue queG′ ∩Z é

finitamente gerado com ordem{n}-limitada. Uma vez queG′/G′∩Z ∼= G′Z/Z ≤ G/Z, temos

que|G′ : G′∩Z| ≤ |G : Z|= n. Assim de|G′|= |G′ : G′∩Z| · |G′∩Z| concluímos queG′ é finito

de ordem{n}-limitada. �

Definição 1.4.5.Dizemos que um grupoG é localmentefinito se qualquer subgrupo finitamente

gerado deG é finito.

Corolário 1.4.6. Se G/Z(G) é localmente finito então G′ é localmente finito.

Demonstração.SejaH um subgrupo finitamente gerado deG′, comH = 〈x1,x2, . . . ,xn〉. Pela

demonstração do Teorema 1.4.4 temos quexi =
r

∏
j=1

c ji com c ji = [g ji , l i j ], i = 1, . . . ,n,

j = 1, . . . , r. Desta forma,H é subgrupo deK′, com K =
〈
g ji , l i j | i = 1, . . . ,n, j = 1, . . . , r

〉

é finitamente gerado. AssimK/(K ∩ Z(G)) é finitamente gerado, consequentemente finito.

Observando queK ∩Z(G) é subgrupo deZ(K), obtemos queK/Z(K) é finito. Por fim, pelo

Teorema 1.4.4 concluímos queK′ é finito. ComoH é subgrupo deK′ segue queG′ é localmente

finito. �

Como uma generalização do Teorema de Schur podemos citar o resultado abaixo.

Proposição 1.4.7.Seja G um grupo solúvel tal que G/Z(G) é de expoente finito. Então G′ é

(localmente finito) de expoente finito.
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Demonstração.Sejama,b elementos arbitráriosG, n o expoente deG e H = 〈a,b〉. Desta

forma H/Z(H) também possui expoenten e temos queH/Z(H) é 2-gerado. Uma vez que

H/Z(H) também é solúvel por hipótese, concluímos que|H/Z(H)| é limitado. Pelo Teorema

de Schur 1.4.4 segue que|H ′| é limitado. Assim|[a,b]| é limitado para todoa,b∈ G. Sejak o

comprimento derivado deG. Uma vez que todo quocienteG(i)/G(i+1) é gerado por elementos

da forma[a,b] para todoi = 1, . . . ,k−1 logo o expoente deG(i)/G(i+1) é limitado para todo

i = 1, . . . ,k−1. Portanto o expoente deG′ é limitado. �

Corolário 1.4.8. Seja G um grupo nilpotente de classe c tal que G/G′ possui expoente d. Então

G tem expoente{d,c}-limitado.

Demonstração.Vamos aplicar indução sobre a classe de nilpotênciac deG. ParaG abeliano

é imediato. Suponhamos que o resultado seja válido parac− 1 e mostremos parac. Seja

M = G/Z(G). Temos queM é nilpotente de classec−1 eM possui expoente{d,c}-limitado.

Aplicando o Teorema de Schur 1.4.4 obtemos queG′ também possui expoente{d,c}-limitado,

o que conclui a demonstração, pois expG≤ expG′· expG/G′. �

1.5 Representações e Teorema de Maschke

Discorremos brevemente sobre alguns fatos básicos da Teoria de Representações Lineares,

com o objetivo de apresentar o Teorema de Maschke sobre redutibilidade completa de certas

representações de grupos finitos. Esta seção é baseada em textos apresentados em [15, 7.20.2]

e [6, 3.2 e 3.3].

SejamK um corpo,V um espaço vetorial de dimensão finitan sobreK eGL(V) um grupo de

transformações

lineares invertíveis deV. Um homorfismoρ : G → GL(V) é dito umarepresentação linear

deG. O inteiron é ditograu da representaçãoρ.

SeV contém um subespaço próprioG-invariante, entãoG é chamadoredutível. Caso con-

trário G é dito serirredutível. O grupoG é completamente redutívelse todo subespaçoG-

invarianteU ⊆V possui como complemento um subespaçoG-invariante, ou seja, se existe um

subespaçoG-invarianteW tal queV =U ⊕W.

Lembramos queGL(V) pode ser identificado comGL(n,K), grupo das matrizesn×n in-
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vertíveis com coeficientes emK. Se o grupoGρ de transformações lineares é irredutível então

dizemos queρ é irredutível. Para os termos redutível e completamente irredutível a identifi-

cação ocorre de forma análoga. Umarepresentação linearde um grupoG é apenas um homo-

morfismoρ deG para o grupo de transformações lineares invertíveis de um espaço vetorialV

de dimensãon sobre um corpoK.

O próximo resultado estabelece propriedades de representações irredutíveis de grupos abelia-

nos e sua demonstração pode ser encontrada em [6, Teorema 3.2.3].

Teorema 1.5.1.Seρ é uma representação irredutível de um grupo abeliano G com núcleo N,

então G/N é cíclico. Em particular, um grupo abeliano não cíclico nãopossui uma represen-

tação fiel irredutível.

Agora vamos estabelecer uma condição suficiente para uma representação ser completa-

mente redutível.

Teorema 1.5.2.(Maschke) Sejaρ uma representação do grupo finito G por transformações

lineares do espaço vetorial V sobre o corpo K. Se a ordem de G não é divisível pela caracterís-

tica de K, entãoρ é completamente redutível.

Demonstração.A representaçãoρ fornece uma ação deG sobreV e denotamos(v)gρ por vg,

parav∈V,g∈G. Identifiquemos porU um subespaçoG-invariante deV e porW um subespaço

qualquer deV que complementaU , isto é,V =U ⊕W.

Denotemos porπW a projeção deV emW e definamos uma aplicaçãot deV emV por

t : V → V

v 7→ vt =
1
m ∑

g∈G

(vg−1)πWg,

commsendo a ordem deG. Temos quet é uma transformação linear deV. Para cada elemento

h fixo pertencente aG, o produtoghpercorre todo o grupoG assim comog percorre o grupoG.

Segue deste fato que

(vt)h=
1
m ∑

g∈G

(vh·h−1g−1)πWgh= (vh)t,

assim o subespaçoVt , gerado pelas imagens deV pela aplicaçãot, é G-invariante. Vamos

mostrar queV =U ⊕Vt .
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Dado um elemento arbitráriov∈ V temos quev= (v− vt)+ vt. O termovt pertence aVt ,

pelo demonstrado no parágrafo anterior. Desta forma o termov−vt pode ser escrito da seguinte

formav−vt = v−
1
m ∑

g∈G

(vg−1)πWg=
1
m ∑

g∈G

(vg−1− (vg−1)πW)g.

Uma vez quevg−1− (vg−1)πW ∈U , eU éG-invariante, segue quev−vt ∈U . Assim temos

queV =U +Vt . Suponhamos que existav∈U ∩Vt . Então comoU é G-invariante e para todo

elementou∈U , temos queuπW = 0, entãovt = 0.

Por outro lado, comov ∈ Vt , v é imagem de algum elementov′ ∈ V pelat, ou seja,v′t =

v. Entãov′t2 = vt. Comov′ − v′t ∈ U , consequentementev′t − v′t2 = 0. Assimv′t = vt, e

0= vt = v′t = v. Desta formaV =U ⊕Vt . �

33



Capítulo 2

Automorfismos Coprimos e Teorema de

Schur-Zassenhaus

Trabalhando com grupos finitos, frequentemente encontramos a situação na qual um grupo

admite um automorfismo cuja ordem é coprima com a ordem daquele grupo. Tal automorfismo é

chamadocoprimo. Neste capítulo fazemos uma abordagem sobre estes automorfismos baseada

em [6, 5.3].

2.1 Automorfismos Coprimos

SejamG um grupo finito ea um automorfismo deG. Denotamos porCG(a) o conjunto de

todos os elementos deG fixados pora, ou seja,

CG(a) = {x∈ G | xa = x}.

É fácil ver queCG(a) é um subgrupo deG. No caso em queCG(a) = 1, dizemos quea é

livre de pontos fixos.

O resultado a seguir é um exemplo da influência queCG(a) exerce sobre a estrutura deG.

Lema 2.1.1. Seja G um grupo finito admitindo um automorfismo livre de pontos fixos a de

ordem2. Então G é abeliano.
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Demonstração.Sejaτ a aplicação

τ : G → G

x 7→ xτ = x−1xa.

Parax,y∈ G temos quexτ = yτ implica quexy−1 ∈ CG(a) = 1. Entãoτ é injetora. Desta

formaτ é sobrejetora, ou seja, cada elemento deG pode ser representado comoxτ , parax∈ G

conveniente. Notemos quea aplicax em seu inverso. De fato,

(xτ) = (x−1xa)a = x−ax= (xτ)−1.

Assima aplica todo elemento deG em seu inverso. PortantoG é abeliano. �

Provavelmente Burnside foi o primeiro a notar que a existência de automorfismos livre de

pontos fixos implica em fortes conclusões sobre um grupo. Em seu livro de 1902 [3] há uma

demonstração do fato mencionado acima.

Lema 2.1.2.Sejam G um grupo de ordem ímpar admitindo um automorfismo a de ordem2 e

I = {x | xa = x−1 para todo x∈ G}. Então são válidas as seguinte afirmações.

a) G=CG(a)I = ICG(a), I ∩CG(a) = {1} e |I |= |G : CG(a)|;

b) I é invariante por CG(a);

c) Se H⊆CG(a) é tal que Hx ⊆CG(a) para todo x∈ I, então x centraliza H;

d) Dois elementos de CG(a) conjugados em G são conjugados em CG(a);

e) Se H≤CG(a), então NG(H) =CG(H)NCG(a)(H);

f) Se H≤ I, então H é abeliano.

Demonstração.a) Dadox∈ G, temos que todo elemento da formay= x−1xa pertence aI , pois

ya = (x−1)axa2
= (xa)−1x= y−1.
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Suponhamos que|G : CG(a)| = n e denotemosCG(a) porC. ConsideremosG como união

de classes deC. Assim

G=Cg1∪Cg2∪·· ·∪Cgn.

Façamosyi = g−1
i ga

i ∈ I para todoi = 1, . . . ,n. Vamos mostrar que{y1,y2, . . . ,yn} é um

conjunto completo de representantes de classes laterais à direita deC em G. Caso contrário,

existei 6= j, tal quey j = zyi, z∈C. Aplicandoa obtemosy−1
j = zy−1

i , entãoy j = yiz−1. Assim

yiz−1 = zyi ezyi = z−1, o que permite concluirmos que

zy2
i = zey2

i centralizaz.

Uma vez queG é de ordem ímpar, segue queyi centralizaz. Então dezyi = yiz−1 segue que

z= z−1. Comoz também é de ordem ímpar, obtemos quez= 1 eyi = y j .

Desta formag−1
i ga

i = g−1
j ga

j entãogig
−1
j = (gig

−1
j )a. Assim gig

−1
j ∈ C e consequente-

mentegi e g j determinam a mesma classe deC, o que ocorre somente quandoi = j. Portanto

{y1,y2, . . . ,yn} é um conjunto completo de representantes de classes laterais à direita deC em

G.

Suponhamos queu= zyi para algumz∈C e para algumi. Entãoua = (zyi)
a = zy−1

i ezy−1
i =

zyi. Assim z = 1.

Pelo exposto, segue queI = {yi | 1 ≤ i ≤ n}. Assim G = CI e |I | = |G : C|. Com cálculos

análogos utilizando classes laterais à esquerda obtemos que G= IC. Tomemosz∈C∩ I , então

z= z−1 e entãoz= 1. PortantoC∩ I = 1.

b) Tomemosz∈C ex∈ I . Então(xz)a = (xz)−1, logoxz ∈ I . Desta formaI éC-invariante.

c) Suponhamos queH ⊆ C é tal queHx ⊆ C parax ∈ I . Sejaz um elemento arbitrário de

H. Assimzx ∈C ezx = (zx)a = xzx−1. Desta formax2 centralizaz, e comox é de ordem ímpar,

segue quex centralizaz.

d) Sejamx1,x2 ∈C tais quex2 = xx
1 para algumx∈ G. Pora) segue quex= yz, paray∈ I

ez∈C, logoxy
1 = xz−1

2 ∈C. Então porc) temos quey centralizax1 e portantox2 = xz
1.

e) Uma vez queH éa-invariante então o mesmo é válido paraNG(H). Assim, pora) segue

queNG(H) = (NG(H)∩ I)(NG(H)∩C) = (NG(H)∩ I)NCG(a)(H). ComoHNG(H)∩I = H ⊆ C,
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por c) obtemos queNG(H)∩ I centralizaH. Lembrando queNG(H)∩C = NC(H), segue o

resultado.

f ) Temos quea induz um automorfismo livre de pontos fixos deH de ordem 2. Pelo Lema

2.1.1 segue queH é abeliano. �

Corolário 2.1.3. Seja G um grupo finito de ordem ímpar admitindo um automorfismoa de

ordem2 tal que G= [G,a]. Suponhamos que N é um subgrupo normal a-invariante de G tal

que CN(a) = 1. Então N≤ Z(G).

A demonstração do resultado abaixo pode ser encontrada em [6, Teorema 5.3.15].

Teorema 2.1.4.Sejam A um p′-grupo de automorfismos de um p-grupo P e H um subgrupo

normal A-invariante de P. Então CP/H(A) é imagem de CP(A) em P/H. Em particular, se A

é um grupo regular de automorfismos de P então A é um grupo regular de automorfismos de

P/H.

Teorema 2.1.5.Sejam P um p-grupo e Q um q-grupo abeliano não cíclico de automorfismos

de P, tais que p e q são distintos. Então

P= ∏
x∈Q#

CP(x).

Em particular, P é gerado por seus subgrupos CP(x) tais que x∈ Q#.

Demonstração.Suponhamos queP é um p-grupo abeliano elementar. Podemos considerarP

como um espaço vetorial sobreZp e verP como umQ-módulo. Uma vez quep 6= q, temos pelo

Teorema de Maschke queP é umQ-módulo completamente redutível. Logo

P= P1⊕P2⊕·· ·⊕Pn,

ePi é umQ-submódulo irredutível deP, para todoi = 1, . . . ,n.

Como Q é abeliano, pelo Teorema 1.5.1 segue queQ/Qi é cíclico, no qualQi denota o

núcleo da representação deQ sobrePi. ComoQ é não cíclico, implica queQi 6= 1, para todo

i = 1, . . . ,n. Escolhendoxi ∈ Q#
i , temos quePi ⊆CP(xi), assim
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P=
n

∑
i=1

CP(xi)⊆ ∏
x∈Q#

CP(x).

Passando para a notação multiplicativa o resultado segue quandoP é ump-grupo abeliano

elementar. Suponhamos queP é um p-grupo arbitrário. Vamos demonstrar o resultado por

indução sobre a ordem deP. FaçamosZ = Z(P)p = 〈x∈ Z(P) | xp = 1〉. Pelo parágrafo acima

segue queCZ(x j) 6= 1 para algumj.

Assim pela hipótese de indução o teorema é válido emP = P/CZ(x j). ComoCP(xi) é

uma aplicação sobrejetora emCP(xi) para todoi = 1, . . . ,n, pelo teorema anterior obtemos que

P=CZ(x j)
n

∏
i=1

CP(xi). ComoCZ(x j)⊆CP(x j)∩Z(P), logoP= ∏
x∈Q#

CP(x). �

2.2 Teorema de Schur-Zassenhaus

Nesta seção o termo "grupo" significa "grupo finito".

SejamG um grupo eπ um conjunto não vazio de primos. O grupoG é dito umπ-grupose

a ordem deG é divisível somente pelos primos emπ.

Definição 2.2.1.SejamG um grupo eπ um conjunto não vazio de primos. Um subgrupoH de

G é chamadoSπ -subgrupodeG seH é umπ-grupo e|G : H| não é divisível por nenhum primo

emπ.

Paraπ = {p}, o subgrupoH da definição acima correponde a ump-subgrupo de Sylow de

G e neste caso denotamos porSp-subgrupo. Dado um grupoG o Teorema de Sylow garante que

G possui umSp-subgrupo e que quaisquer doisSp-subgrupos são conjugados emG.

Para o caso deπ ser um conjunto arbitrário de primos tais que o produto de seus termos

divida a ordem deG pode ocorrer queSπ -subgrupos deG não existam. Como exemplo podemos

citar umS{3,5}-subgrupo deA5, que deveria ter índice 4, masA5 não possui subgrupos de índice

4. Da mesma forma pode ocorrer que no caso de existiremSπ -subgrupos emG eles não sejam

conjugados emG.

Com estas observações enunciamos o próximo resultado que é considerado um dos resul-

tados fundamentais mais relevantes em Teoria de Grupos e cuja demonstração pode ser encon-
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trada em [6, Teorema 6.2.1.].

Teorema 2.2.2.(Schur-Zassenhaus) Sejam G um grupo e H um subgrupo normal deG tais que

|H| e |G : H| são relativamente primos. Então G possui subgrupos de ordem|G : H| e quaisquer

dois desses subgrupos são conjugados em G.

Com a terminologia a seguir podemos fornecer outra formulação para o Teorema 2.2.2.

Definição 2.2.3.SejaK um subgrupo, não necessariamente normal, de um grupoG. Então um

subgrupoH deG é umcomplementodeK emG seK∩H = 1 eKH = G.

Um subgrupoK de um grupoG não necessariamente possui um complemento, e caso pos-

sua, não precisa ser único. EmS3 por exemplo, todo subgrupo de ordem 2 é um complemento

paraA3. Por outro lado, caso existam complementos, eles são isomorfos, pois

G/K = KH/K ∼= H/(K∩H)∼= H.

SejaH umSπ -subgrupo deG tal queK é um complemento deH emG, então|K|= |G : H| e

|H|= |G : K|. Desta forma obtemos queK é umSπ ′-subgrupo deG, ou seja,|K| não é divisível

por nenhum primo que esteja no conjuntoπ. Reciprocamente, seH é umSπ -subgrupo deG e

K é umSπ ′-subgrupo deG entãoG= HK, comH ∩K = 1, sendo complemento um do outro.

Com a terminologia acima vemos que o Teorema 2.2.2 afirma que complementos deH

existem e que quaisquer dois deles são conjugados emG. Assim, outra formulação para o

Teorema 2.2.2 é a seguinte: seπ ′ é o conjunto de divisores primos de|G : H|, entãoSπ ′-

subgrupos deG existem e quaisquer dois deles são conjugados emG.

O Teorema de Schur-Zassenhaus possui importantes consequências, algumas das quais estão

listadas nos teoremas a seguir.

Teorema 2.2.4.Sejam G umπ-grupo e A umπ ′-grupo de automorfismos de G. Suponhamos

que G ou A é solúvel. Então para cada primo p∈ π, temos que

a) A deixa invariante algum Sp-subgrupo de G invariante;

b) Quaisquer Sp-subgrupos A-invariantes de G são conjugados por algum elemento de

CG(A);
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c) Qualquer p-subgrupo A-invariante de G está contido em algum Sp-subgrupo A-invariante

de G;

d) Se N é um subgrupo normal A-invariante de G, então CG/N(A) =CG(A)N/N.

Demonstração.a)SejaM o produto semidireto deG porA. EntãoG é umSπ -subgrupo normal

de M e A é umSπ ′-subgrupo deM. ComoA é isomorfo aM/G, entãoG ou M/G é solúvel.

Assim pelo Teorema de Schur-Zassenhaus, qualquer outroSπ ′-subgrupo deM é conjugado aA.

ComoM = G⋊A, podemos assumir que o elemento conjugante pertence aG.

SejaP um Sp-subgrupo deG. EntãoM = GNM(P). AssimNM(P)/G∩NM(P) é isomorfo

a M/G e consequentemente é isomorfo aA. ComoG∩NM(P) é umSπ -subgrupo normal de

NM(P), o Teorema de Schur-Zassenhaus garante queNM(P) possui umSπ ′-subgrupoB. Então

B é umSπ ′-subgrupo deM e entãoBx = A para algumx∈ G. Entretanto,B deixaP invariante

poisB⊆ NM(P), e consequentementeA deixa oSp-subgrupoPx deG invariante.

b) Suponhamos queA deixa invariantes doisSp-subgruposP e Q deG. EntãoP= Qx para

algumx ∈ G e consequentementeAx deixaQx = P invariante. Uma vez queA também deixa

P invariante, então tantoA quantoAx estão emNM(P) e cada um deles é umSπ ′-subgrupo de

NM(P). ComoG∩NM(P) ouNM(P)/G∩NM(P) é solúvel, pelo Teorema de Schur-Zassenhaus

segue que(Ax)y = A para algum elementoy∈ G∩NM(P).

Façamosz= xy, entãoz∈ G. Comoy normalizaP, consequentementeQz = Qxy = Py = P.

Assim P e Q são conjugados porz. Por outro lado,[A,z] ⊆ A pois z= xy normalizaA. Mas

[A,z]⊆ G poisG é um subgrupo normal deM . Assim[A,z]⊆ A∩G= 1. Portantoz∈CG(A).

c) SejamQ um p-subgrupoA-invariante deG e P um p-subgrupoA-invariante máximo de

G que contémQ. Pelo Teorema de Schur-ZassenhausNG(P) é A-invariante e pora) existe

um Sp-subgrupoA-invarianteR deNG(P). ComoP ⊆ R, consequentementeR= P poisP foi

escolhido máximo. AssimP é umSp-subgrupo deG.

d) Se uma classexN contém um elemento deCG(A) entãoA deixa a classexN invariante

e entãoxN ∈ CG/N(A). Desta forma a inclusãoCG(A)N/N ⊆ CG/N(A) é verdadeira. Vamos

mostrar a inclusão contrária verificando que toda classexN possui um elemento deCG(A).

Suponhamos queA é de ordem primap. Como o comprimento de qualquerA-órbita em

G divide a ordem deA, segue que elas possuem comprimento 1 oup. Suponhamos quexN
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não possua elementos deCG(A). EntãoxN é a união deA-órbitas de comprimentop. Como a

interseção de quaisquerA-órbitas é vazia, obtemos quep divide o número de elementos emxN.

Por outro lado|xN|= |N|, que é coprimo comp. O que mostra quexN possui um elemento de

CG(A).

Suponhamos queA é de ordemp ·m não prima e vamos aplicar indução sobre a ordem de

A. FaçamosB= Ap e suponhamos quexN é uma classeA-invariante. EntãoxN também éB-

invariante. Desta forma, pela hipótese de indução,xN possui um elementox0 ∈CG(B). Então

xN= x0N.

Denotemos porA o automorfismo deCG(B) induzido pela ação deA. Temos queCG(B)

é A-invariante. Temos que a ordem deA é 1 oup. A classex0(N∩CG(B)) é A-invariante e

possui um elementox1 que pertence aCCG(B)(A). Uma vez quex0(N∩CG(B)) ⊆ x0N = xN e

CCG(B)(A) =CG(A), obtemos quexN= x1N, comx1 ∈CG(A). PortantoxN⊆CG(A)N/N. �

Corolário 2.2.5. Seja G um grupo finito admitindo um grupo de automorfismos coprimo A.

Então são válidas as seguintes afirmações.

a) G=CG(A)[G,A];

b) [G,A] = [G,A,A], com[G,A,A] = [[G,A],A];

c) Se G é abeliano então G=CG(A)⊕ [G,A].

Demonstração.a) FaçamosN= [G,A]. Pelo Teorema 2.2.4d) temos queCG/N(A)=CG(A)N/N.

Uma vez queA age trivialmente sobre o quocienteG/N, segue queCG/N(A) = G/N. Desta

forma

CG(A)N/N = G/N,

eG=CG(A)[G,A].

b) Temos pelo Lema 1.1.1c) que

[G,A] = [[G,A]CG(A),A]⊆
〈

[[G,A],A]CG(A)
〉

[CG(A),A] = [G,A,A].

c) Podemos aplicar o Teorema de Maschke, uma vez queG é abeliano eA é um automor-

fismo coprimo deG. Assim, existe um subgrupoA-invarianteN deG tal queG=CG(A)⊕N.

ComoCN(A) = 0, segue do itemb) queN = [N,A]. Portanto

[G,A] = [CG(A)⊕N,A]⊆ [CG(A),A]+ [N,A] = N eG=CG(A)⊕ [G,A].
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�

Teorema 2.2.6.Sejam G um grupo e A um p-grupo de automorfismos de G tal que CG(A) = 1.

Então G é um p′-grupo.

Demonstração.Denotemos porM o produto semidireto deG por A e sejaP um Sp-subgrupo

deM que contémA. ComoG é um subgrupo normal deM e P é umSp-subgrupo deM então

P = P∩G é um Sp-subgrupo deG. Suponhamos queP 6= 1. Uma vez que todo subgrupo

normal não trivial de um grupo nilpotente possui interseçãonão trivial com o centro do grupo e

temos quePE P entãoP∩Z(P) 6= 1. ComoA centralizaP∩Z(P) segue queCG(A) 6= 1, o que

contraria a hipótese. LogoP= 1 eG é ump′-grupo. �

Teorema 2.2.7.Sejam G umπ-grupo e A umπ ′-grupo abeliano não cíclico de automorfismos

de G. Então

G=
〈
CG(a) | a∈ A#〉 .

Demonstração.Uma vez queA é não cíclico obtemos que algumSq-subgrupoQ de A é não

cíclico. Pelo Teorema 2.2.4a) segue queH deixa invariante algumSp-subgrupo deG, para

cadap ∈ π(G). Pelo Teorema 2.1.5 temos queP =
〈
CP(a) | a∈ Q#

〉
. ComoG é gerado por

um conjunto deSp-subgrupos, comp percorrendo todos os primos emπ(G), obtemos que

G=
〈
CG(a) | a∈ A#

〉
. �
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Capítulo 3

Álgebras de Lie Solúveis Graduadas

O principal objetivo neste capítulo é demonstrar o seguinteresultado

Teorema 3.0.1.Sejam A o grupo elementar de ordem2n e L uma álgebra de Lie A-graduada

solúvel de comprimento derivado k com L0 = 0. Então L possui uma série de ideais

1= G0 ≤ G1 ≤ . . .≤ Gn = L,

com quocientes Gi/Gi−1 nilpotentes de classe{k,n}-limitada para todo i= 1, . . . ,n.

3.1 Definições Básicas sobre Álgebras de Lie

Definição 3.1.1.SejamR um anel comutativo com unidade eL um R-módulo. Suponhamos

queL esteja munido com uma operação

L×L → L

(x,y) 7→ [x,y].

O R-móduloL é dito umaR-álgebra de Lie, ou uma álgebra de Lie sobreR, se para quaisquer

x,y,z∈ L ea,b∈ Rsão válidas as seguintes propriedades.

1) [x,x] = 0 para todox∈ L (Anticomutatividade);
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2) [ax+by,z] = a[x,y]+b[y,z];

3) [x,ay+bz] = a[x,y]+b[x,z];

4) [[x,y],z]+ [[y,z],x]+ [[z,x],y] = 0 (Identidade de Jacobi).

Por 1) segue que[x+ y,x+ y] = 0. Assim, em qualquer álgebra de Lie temos que

[x,y] =−[y,x]. Isto implica que o produto de Lie é uma aplicaçãoR-bilinear antissimétrica.

SeU é um subconjunto qualquer deL denotamos por〈U〉 a subálgebra deL gerada porU e

por + 〈U〉 o submódulo queU gera no grupo aditivo deL. ParaU,V subconjuntos deL temos

que

U +V = {u+v | u∈U, v∈V}

e

[U,V] =+ 〈[u,v] | u∈U, v∈V〉 .

Um R-submódulo I de L é dito um ideal deL se [L, I ] ⊆ I , ou equivalentemente,

[I ,L]⊆ I . Pela propriedade anticomutativa obtemos que as noções de ideais à esquerda, à direita

e bilaterais coincidem em álgebras de Lie. Logo, seU eV são ideais deL entãoU +V e [U,V]

também são ideais deL.

O centralizador CL(U) deU emL é definido por

CL(U) = {y∈ L | [U,y] = 0}.

O normalizadorde uma subálgebraU emL é denotado por

NL(U) = {y∈ L | [U,y]⊆U}.

Utilizando a Identidade de Jacobi obtemos queCL(U) e NL(U) são subálgebras deL. O

centralizadorCL(L) é denotado porZ(L) sendo chamadocentrodeL.

Por analogia às definições em grupos obtemos a série central superior, série central inferior

e série derivada de uma álgebra de Lie. Façamos

Z0(L) = 0, Z1(L) = Z(L),
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Zi+1(L) = {x∈ L | [L,x]⊆ Zi(L)}, i = 0,1, . . . .

A série

0= Z0(L)⊆ Z1(L)⊆ ·· · ⊆ Zi(L)⊆ ·· ·

é chamada asérie central superiordeL. Façamos

L(0) = L, L(1) = L′ = [L,L],

L(i+1) = [L(i),L(i)], i = 0,1,2, . . .

e

γ1(L) = L,

γi+1(L) = [γi(L),L], i = 1,2, . . . .

As séries

L(0) ⊇ L(1) ⊇ ·· · ⊇ L(i) ⊇ ·· ·

e

γ1(L)⊇ γ2(L)⊇ ·· · ⊇ γi(L)⊇ ·· ·

são chamadassérie derivada de Le série central inferior de L, respectivamente.

Também por analogia ao estudo de grupos, definimos os comutadores de peso maior ou igual

a 1 em elementos de um subconjuntoM de uma álgebra de Lie. Assim os comutadores de peso

1 em elementos deM são exatamente os elementos deM. Assumindo conhecida a definição

de comutadores de peso menor ou igual aw−1 em elementos deM, então os comutadores de

pesow são as expressões da forma[c1,c2] nas quaisc1 e c2 são comutadores de pesosw1 e w2

respectivamente, tais quew1+w2 = w.

Um comutador da forma[. . . [[x1,x2],x3], . . . ,xk] é denotado por[x1,x2, . . . ,xk] e chamado

simples.

Os conceitos de solubilidade e nilpotência em álgebras de Lie são análogos àqueles obtidos

em grupos. Estes são apresentados nas definições a seguir.

Definição 3.1.2.Uma álgebra de Lie é chamada solúvel se existe um inteirok tal queL(k) = 0.

O menor númerok tal queL(k) = 0 é chamado comprimento derivado deL, sendo denotado por
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dl L.

Definição 3.1.3.Uma álgebra de Lie é chamada nilpotente se existe um inteirok tal que

γk+1(L)= 0 ou, equivalentemente,Zk(L)= L. O menor númerok tal queγk+1(L)= 0 é chamado

a classe de nilpotência deL, sendo denotado porcl L.

Os teoremas seguintes são análogos aos resultados sobre grupos apresentados no Capítulo 1

e suas demonstrações são omitidas.

Teorema 3.1.4.Seja L uma álgebra de Lie e k um inteiro positivo. Então são válidas as

seguintes afirmações.

a) O idealγk(L) contém todos comutadores de peso≥ k em elementos de L;

b) O subgrupo aditivoγk(L) é gerado pelos comutadores simples de peso k em elementos de

L;

c) Se L= 〈M〉, então o subgrupo aditivoγk(L) é gerado pelos comutadores simples de peso

≥ k em elementos de M e seus inversos;

d) L(k) ⊆ γ2k(L). Em particular, se L é nilpotente de classe no máximo2k − 1 então L é

solúvel e seu comprimento derivado é no máximo k.

Teorema 3.1.5.As seguintes condições são equivalentes para uma álgebra deLie.

a) γc+1(L) = 0;

b) L possui uma série central de comprimento c

L = L1 ≥ L2 ≥ . . .≥ Lc ≥ Lc+1 = 0,

tal que[Li,L]≤ Li+1 para todo i= 1,2, . . . ,c;

c) A álgebra de Lie L satisfaz a identidade

[x1,x2, . . . ,xc+1] = 0.

Teorema 3.1.6.As seguintes condições são equivalentes para uma álgebra deLie.
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a) L(s) = 0;

b) L possui uma série de ideais de comprimento s com quocientes que comutam

L = L1 D L2 D . . .D Ls−1 D Ls = 0,

ou seja, tais que[Li,Li]≤ Li+1 para todo i= 1,2, . . . ,s−1;

c) L satisfaz a identidade

δs(x1,x2, . . . ,x2s) = 0.

Definição 3.1.7.SejaG um grupo abeliano aditivo. Uma álgebra de LieL é ditaG-graduada

ou tem umaG-graduação, se para cada elementog ∈ G corresponde umR-submóduloLg do

grupo aditivo deL tal que são válidas as seguintes condições.

1) L =⊕g∈GLg;

2) [Lx,Ly]≤ Lx+y, para quaisquerx,y∈ G.

Os submódulosLx na definição acima são chamados componentes homogêneos deL.

3.2 Sobre a Estrutura de Álgebras de Lie Solúveis

Graduadas

SejamA um grupo aditivo elementar de ordem 2n eL uma álgebra de LieA-graduada. Uma

subálgebraH deL é chamadahomogênease

H =⊕a∈AHa, comHa = H ∩La para todoa∈ A.

Desta forma os termos da série derivada e da série central inferior deL são homogêneos.

SeN é um ideal homogêneo deL, o quocienteL/N herda a graduação deL de modo natural e

entãoL/N pode ser visto como uma álgebraA-graduada.

SejamA um grupo aditivo elementar de ordem 2n e L uma álgebra de LieA-graduada. Seja

W um subgrupo deA. Denotamos porL[W] a subálgebra deL gerada por todosLa tais que
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a∈ A\W, ou seja,L[W] = 〈La | a∈ A\W〉. Desta formaL[W] é um ideal deL para qualquer

subgrupoW deA. Basta verificar queLa normalizaL[W] = 〈La | a∈ A\W〉 para todoa∈ A#.

É claro que paraL =⊕a∈ALa temos que⊕b∈WLb é uma subálgebra deL. Em geral⊕b∈WLb não

é um ideal deL pois[La,Lb]⊆ La+b ea+b /∈W quandoa /∈W.

Definição 3.2.1.Um idealI deL é chamado umideal A-especialse existe um subgrupo maxi-

malW deA tal queI = L[W].

SejaA = A/W um quociente deA. Para cadaa ∈ A denotamos pora a imagem dea em

A. FazendoLa = ⊕wLw, sendo a soma tomada sobre todow ∈ A tal quew = a, obtemos que

L =⊕a∈ALa pode ser considerada uma álgebraA-graduada.

Lema 3.2.2. Sejam A um grupo aditivo elementar de ordem2n e L uma álgebra de Lie

A-graduada. ConsideremosA = A/B um quociente de A e I um idealA-especial em L. En-

tão I é um ideal A-especial.

Demonstração.SejaW/B um subgrupo maximal deA tal queI = L[W/B]. Pela definição de

ideal especial segue queI = L[W]. ComoW é um subgrupo maximal deA entãoI éA-especial.

�

O próximo lema é outro resultado relevante sobre ideaisA-especiais.

Lema 3.2.3. Sejam A um grupo aditivo elementar de ordem2n e L uma álgebra de Lie

A-graduada. Sejam N a interseção de todos ideais A-especiais de L e W o grupo elementar

de ordem2n−1. Suponhamos que L0 = 0. Então o quociente L/N está imerso em uma álgebra

de Lie W-graduada K tal que K0 = 0. Além disso, se L é solúvel então K pode ser escolhida

solúvel de comprimento derivado no máximo dl L.

Demonstração.SejamA1,A2, . . . ,A2n−1 os subgrupos maximais deA. Para todoa /∈ Ai, temos

queLa ⊆ L[Ai]. Logo oa-componente emL/L[Ai] é nulo. Desta forma podemos verL/L[Ai]

como uma álgebraAi-graduada. Assim obtemos umaW-graduação da soma diretaK =⊕iL/L[Ai].

Uma vez queL/N está imerso emK o resultado segue. �

Notação 3.2.4.Denotamos por a0 = 0,a1, . . . ,a2n−1 os elementos de A, Lai = Li para todo

i = 0, . . . ,2n−1 e i+ j é o índice k tal que ai +a j = ak.

Lema 3.2.5. Sejam A um grupo aditivo elementar de ordem2n e L uma álgebra de Lie A-

graduada. Seja H um ideal homogêneo de L satisfazendo L= H + L j para algum
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j = 0, . . . ,2n− 1. Seja T um ideal homogêneo de H tal que T∩ L0 = T ∩ L j = 0. Então o

menor ideal de L que contém T também possui interseção trivial com L0 e com Lj .

Demonstração.Sem perda de generalidade podemos assumir quen≥ 2 e quej = 1. Façamos

Ni = T +[T,L1]+ [T,L1,L1]+ · · ·+[T,L1, · · · ,L1
︸ ︷︷ ︸

i

]

parai = 0,1, . . . . Vamos mostrar queLs normalizaNi para todos 6= 1 e para todoi. Sei = 0

segue da hipótese queLs ≤ H e T é um ideal deH. Suponhamos por indução quei ≥ 1 e que

Ls normalizaNi−1. Assim

[Ni ,Ls] = [Ni−1+[T,L1, · · · ,L1
︸ ︷︷ ︸

i

],Ls]≤

Ni−1+[T,L1, · · · ,L1
︸ ︷︷ ︸

i−1

],Ls,L1]+ [T,L1, · · · ,L1
︸ ︷︷ ︸

i−1

],Ls+1].

Por indução, ambos[T,L1, · · · ,L1
︸ ︷︷ ︸

i−1

],Ls,L1] e[T,L1, · · · ,L1
︸ ︷︷ ︸

i−1

],Ls+1] estão contidos emNi. Desta

formaLs normalizaNi.

Assim é fácil ver que o menor ideal deL que contémT é tal que

N = T +[T,L1]+ [T,L1,L1]+ · · ·+[T,L1, · · · ,L1
︸ ︷︷ ︸

i

]+ . . . .

Desta maneira é suficiente mostrar que para todoi, temos que[T,L1, · · · ,L1
︸ ︷︷ ︸

i

] possui inter-

seção trivial comL0 e comL1. Vamos mostrar este fato por indução sobrei. Parai = 0 o

resultado é válido pela hipótese. Suponhamos então quei ≥ 1 e que o resultado seja válido para

[T,L1, · · · ,L1
︸ ︷︷ ︸

i−1

]. Mostremos que é válido parai. Tomemos o subespaço

[[T,L1, · · · ,L1
︸ ︷︷ ︸

i−1

],L1].

Observamos que é gerado por elementos da forma[y, l ], tais quey ∈ Lk para algum

2 ≤ k ≤ 2n− 1 e l ∈ L1. Temos que[y, l ] ∈ Lk+1. Sek+ 1 = 0, segue quek = 1, o que de
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fato não ocorre poisk ≥ 2. O caso em quek+1= 1 é análogo, pois obtemosk = 0. Portanto

N tem interseção trivial comL1. Com um raciocínio similar verificamos o caso em quej = 0, o

que conclui a demonstração. �

Definição 3.2.6.SejamA um grupo aditivo elementar de ordem 2n e L uma álgebra de Lie

A-graduada. Dizemos que uma série de subálgebras homogêneasdeL

0= G0 ≤ G1 ≤ ·· · ≤ Gm−1 ≤ Gm = L

é umA-complexodeL se as seguintes condições são satisfeitas.

a) Gi é um ideal deGi+1, para todoi = 0, . . . ,m−1,

b) Gi ⊆ Gi−1+La, para um elemento convenientea∈ A.

Lema 3.2.7. Sejam A um grupo aditivo elementar de ordem2n e L uma álgebra de Lie A-

graduada de comprimento derivado k. Então L possui um A-complexo de comprimento no

máximo2n ·k.

Demonstração.Vamos mostrar este fato por indução emk. Parak= 0 é imediato. Suponhamos

quek≥ 1. Por induçãoL′ possui umA-complexo de comprimentom= 2n(k−1)

0= G0 ≤ G1 ≤ ·· · ≤ Gm−1 ≤ Gm = L.

FaçamosGm+i+1 =Gm+i +Li, para todoi = 0, . . . ,2n−1. Desta formaGm+2n =Gm+2n−1+

Li+2n−1 = L e a série{Gi | i = 0, . . . ,2nk} é umA-complexo deL. �

Proposição 3.2.8.Sejam A um grupo aditivo elementar de ordem2n e L uma álgebra de Lie

A-graduada de comprimento derivado k. Suponhamos que R sejaum ideal homogêneo de L tal

que R∩L0 = 0. Então existem um número s= s(k,n), que depende somente de k e de n, e uma

série de ideais homogêneos de L

0= K0 ≤ K1 ≤ . . .≤ Ks = R

tais que os quocientes Kj/K j−1 centralizam um ideal A-especial de L/K j−1 para todo

j = 1, . . . ,s.
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Demonstração.Vamos aplicar indução emn. Uma vez queR é um ideal homogêneo deL tal

queR∩L0 = 0, segue que[R∩Li,Li] = 0 para todo 1≤ i ≤ 2n−1. Portanto no caso em que

n= 1 o resultado é imediato. Vamos assumir quen≥ 2 e suponhamos queL contenha um ideal

S tal queS∩La = S∩L0 = 0 para alguma∈ A#. FaçamosA= A/〈a〉 e consideremosL como

uma álgebraA-graduada. Uma vez que|A|= 2n−1 eS∩L0 = 0, pela hipótese de indução segue

que existem um númeror = r(k,n), dependendo somente dek e den, e uma série de ideais

homogêneos deL

0= I0 ≤ I1 ≤ ·· · ≤ Ir = S

tais queI j/I j−1 centraliza um idealA-especial deL/I j−1, para todoj = 1, . . . , r. Pelo Lema

3.2.2 temos que todo idealA-especial é de fato um idealA-especial. Assim, concluímos que

existe uma constanter = r(k,n), dependendo somente dek e den, tal que se um idealSsatisfaz

a condiçãoS∩La = S∩L0 = 0, entãoSpossui uma série de ideais homogêneos deL

0= I0 ≤ I1 ≤ ·· · ≤ Ir = S

tais queI j/I j−1 centraliza um idealA-especial deL/I j−1, para todoj = 1, . . . , r.

Seja

0= G0 ≤ G1 ≤ ·· · ≤ Gm−1 ≤ Gm = L

um A-complexo emL de comprimento mínimom. Uma vez que pelo Lema 3.2.7 temos quem

é {k,n}-limitado, é suficiente mostrar que existem um números= s(m), dependendo somente

dem, e uma série de ideais homogêneos deL

0= K0 ≤ K1 ≤ ·· ·Ks−1 ≤ Ks = R

tais queK j/K j−1 centraliza um idealA-especial deL/K j−1, para todoj = 1, . . . ,s. Vamos

verificar este fato por indução emm. O caso no qualm= 1 ocorre somente quandon = 1.

Supo- nhamos então quem≥ 2 e façamosH = Gm−1.

Denotemos porA1, . . . ,A2n−1 os subgrupos maximais deA. Pela definição deA-complexo,

L = H + L j para algum j conveniente. Sem perda de generalidade podemos assumir que

j = 2n−1, e entãoL = H +L2n−1. Temos queR∩H é um ideal homogêneo deH tal que(R∩

H) ∩ H0 = 0. Como H é uma subálgebra homogênea deL, então

(R∩H)∩H0 ⊆ (R∩ L0) = R0 = 0. Pela hipótese de indução existem um númerou = u(m),
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dependendo somente dem, e uma série de ideais homogêneos deH

0= T0 ≤ T1 ≤ ·· · ≤ Tu−1 ≤ Tu = R∩H

tais queTj/Tj−1 centraliza um idealA-especial deH/Tj−1, para todoj = 1, . . . ,u, ou seja,

Tj/Tj−1 ⊆CH/Tj−1
(H/Tj−1[Ai( j)]), para todoj = 1, . . . ,u e paraAi( j) subgrupos maximais con-

venientes de A.

Façamosi(1) = i. Em particular obtemos queT1 ⊆CH(H[Ai ]). Temos dois casos para con-

siderar. SeH[Ai] = L[Ai], então o menor idealN1 de L contendoT1 centralizaL[Ai], ou seja,

N1 ⊆ CL(L[Ai]). Assim, podemos tomarN1 como sendo o primeiro termo da série desejada

K1 ≤ ·· · ≤Ks−1 ≤Ks=R. Suponhamos queH[Ai] 6= L[Ai]. Segue da definição de ideal especial

que L[Ai] = H[Ai] + L2n−1. Notemos que T1 ∩ L2n−1 centraliza L2n−1, pois

[T1∩ L2n−1,L2n−1] ≤ R∩ L0 = 0. Segue queT1∩ L2n−1 centralizaL[Ai]. O menor idealJ de

L que contémT1∩ L2n−1 também centralizaL[Ai]. Consideremos a álgebra quocienteL/J e

suponhamos, sem perda de generalidade, queT1∩L2n−1 = 0. SejaN o menor ideal deL con-

tendoT1. Segue do Lema 3.2.5 queN∩L2n−1 = 0. Desta forma, o primeiro parágrafo desta

demonstração permite concluirmos que existem um númeror = r(k,n), dependendo somente

dek e den, e uma série de ideais deL

0= I0 ≤ I1 ≤ ·· · ≤ Ir−1 ≤ Ir = N

tais queI j/I j−1 centraliza um idealA-especial deL/I j−1, para todoj = 1, . . . , r. Logo podemos

tomarJ = K1, I1 = K2, I2 = K3 e assim sucessivamente.

Aplicando o mesmo argumento comL/N no lugar deL podemos encontrar uma série com as

propriedades requeridas no menor ideal deL/N que contémT2/N. Iterando este processo con-

cluímos que existe uma série de ideais homogêneos deL emR∩H com as propriedades requeri-

das e de comprimento no máximou(r+1). Uma vez queR/(R∩H) está contido no componente

homogêneo(H + L2n−1)/(R∩H), segue queR/(R∩H) é central em(H + L2n−1)/(R∩H).

Assim mostramos que uma série com as propriedades desejadaspode ser escolhida de compri-

mento no máximou(r +1)+1. �

Agora estamos em condições de fornecer a demonstração do resultado principal apresentado

neste capítulo.
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Demonstração do Teorema 3.0.1.Vamos mostrar este fato por indução emn. Paran = 1

temos queL é abeliana e o resultado segue. Suponhamos quen ≥ 2 e que o resultado seja

válido para álgebras de Lie graduadas pelo grupo elementar de ordem 2n−1. SejamW o grupo

elementar de ordem 2n−1 e N a interseção de todos os ideaisA-especiais deL. Pelo Lema

3.2.3, o quocienteL/N está imerso em uma álgebraW-graduadaK tal queK0 = 0. Além disso

K pode ser escolhida solúvel de comprimento derivado no máximo k. Por indução,K possui

uma série de ideais de comprimenton−1 tal que todos os quocientes são nilpotentes de classe

{k,n}-limitada. Assim, é suficiente mostrar queN é nilpotente de classe{k,n}-limitada.

Pela Proposição 3.2.8, comR= L, obtemos que existem um números= s(k,n), dependendo

somente dek e den, e uma série de ideais homogêneos deL

0= K0 ≤ K1 ≤ . . .≤ Ks = L

tais que os quocientesK j/K j−1 centralizam um idealA-especial deL/K j−1 para todo

j = 1, . . . ,s. Uma vez queK j ∩N é central emN móduloK j−1∩N entãoN possui uma série

central de comprimento no máximos, como queríamos demonstrar. �
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Capítulo 4

Grupos Admitindo 2-Grupos Elementares

de Automorfismos

O principal objetivo neste capítulo é demonstrar o resultado a seguir.

Teorema 4.0.1.Seja G um grupo solúvel de comprimento derivado k admitindo um grupo de

automorfismos elementar A de ordem2n tal que CG(A) = 1. Então existem um número f(k,n)

dependendo somente de k e de n e uma série normal A-invariantede G

1= H0 ≤ H1 ≤ . . .≤ Hn = G,

com quocientes Hi/Hi−1 nilpotentes de classe no máximo f(k, i) para todo i= 1, . . . ,n.

Vamos começar com o seguinte lema elementar.

Lema 4.0.2. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G de expoente n tal queG/N

possui expoente d. Então o expoente de G é menor ou igual a n·d.

Demonstração.De fato, dadox∈ G, (xd)n = 1, poisxd ∈ N. �

Lema 4.0.3.Sejam G um grupo finito admitindo um grupo de automorfismos coprimo A e H

um subgrupo normal A-invariante de G tal que G= HCG(A). Suponhamos que H contenha um

subgrupo normal A-invariante N tal que CN(A) = 1. Então o fecho normal de N em G possui

interseção trivial com CG(A).
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Demonstração.Denotemos porD o fecho normal deN emG. EntãoD = 〈Nx | x∈ G〉. Uma

vez queN é um subgrupo normal deH e G = HCG(A), segue queD = 〈Nx | x ∈ CG(A)〉.

Como Nx é um subgrupo deH para todox ∈ G, concluímos queNx normalizaN e então

D=Nx1Nx2 · · ·Nxr , parax1,x2, . . . ,xr ∈CG(A). Uma vez queCN(A) = 1, segue queCNxi (A) = 1.

Vamos aplicar indução emr. Parar = 1 o resultado é imediato. FaçamosM =Nx1Nx2 · · ·Nxr−1 e

suponhamos por indução queM∩CG(A) = 1. Então 1=CD/M(A) =CD(A)M/M. Desta forma

temosCD(A)≤ Z(G). Uma vez que por induçãoCM(A) = 1 concluímos queCD(A) = 1. �

Lema 4.0.4.Sejam G um grupo finito de ordem ímpar admitindo um grupo de automorfismos

elementar A de ordem2n e A1, . . . ,A2n−1 os subgrupos maximais de A. Façamos G0 =CG(A),

Ii = {x∈CG(Ai) | xu = x−1 para algum u/∈ Ai} e Gi =CG(Ai). Então são válidas as seguintes

afirmações.

a) Gi = G0Ii, para i= 1, . . . ,2n−1;

b) G= 〈G0, Ii | i = 1, . . . ,2n−1〉;

c) [G,a] = 〈[Gi,a] | 1≤ i ≤ 2n−1〉, para todo a∈ A#;

d) [G,a] = 〈Ii | a /∈ Ai〉, para todo a∈ A#.

Demonstração.a) Paraa /∈ Ai, pelo Corolário 2.2.5 a), segue queCG(Ai) = G0Ii e a) está

provado.

b) Pelo Teorema 2.2.7 obtemos queG= 〈CG(Ai) | i = 1, . . . ,2n−1〉, entãob) é uma conse-

quência dea).

c) O Corolário 2.2.5b) garante que[G,a] = [G,a,a]. FaçamosG= [G,a]. Sea∈ Ai então

Gi = 1. Caso contrárioGi = [Gi ,a]CG(A) eCG(A) = 1. Uma vez que pelo Teorema 2.2.7 temos

queG= 〈G1,G2, . . . ,G2n−1〉, então[G,a] = 〈[Gi ,a] | 1≤ i ≤ 2n−1〉.

d) É suficiente observar que[Gi,a] = 1 sea∈ Ai e [Gi,a] = Ii sea /∈ Ai. �

Definição 4.0.5.Sejam G um grupo admitindo um grupo de automorfismos elementar A e

A1, . . . ,A2n−1 os subgrupos maximais de A. Dizemos que uma série de subgrupos A-invariantes

de G

1= L0 ≤ L1 ≤ . . .≤ Lm−1 ≤ Lm = G

é um A-complexo de G se as seguintes condições são satisfeitas.
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a) Li é normal em Li+1 para todo i= 0, . . . ,m−1;

b) [Li+1,A j ]⊆ Li para algum j dependendo de i e para todo i= 0, . . . ,m−1, ou equivalen-

temente, Li+1 = LiCLi+1(A j) para algum j dependendo de i e para todo i= 0, . . . ,m−1.

Lema 4.0.6.Seja G um grupo finito de ordem ímpar e de comprimento derivadok admitindo

um grupo de automorfismos elementar A de ordem2n. Então G possui um A-complexo de

comprimento no máximo k(2n−1).

Demonstração. Vamos aplicar indução sobre o comprimento derivado deG. Sejam

A1,A2, . . . ,A2n−1 os subgrupos maximais deA. Consideremos oA-complexo deG′

1≤ L0 ≤ L1 ≤ ·· · ≤ L j = G′.

FaçamosL j+m =
〈
L j ,CG(A1),CG(A2), · · · ,CG(A2n−1)

〉
, param= 1, . . . ,2n− 1. Uma vez

queA é abeliano entãoL j+2n−1 = G e L0 ≤ L1 ≤ ·· · ≤ L j+2n−1 é umA-complexo deG. Assim

G possui umA-complexo de comprimento no máximok(2n−1). �

Definição 4.0.7.Seja G um grupo finito de ordem ímpar e de comprimento derivadok ad-

mitindo um grupo de automorfismos elementar A de ordem2n. Sejam a1,a2, . . . ,as elementos

não necessariamente distintos de A#. Definimos o subgrupo C(a1,a2,...,as)
G indutivamente pela

seguinte regra

C(a1)
G =CG([G,a1])

e

C(a1,a2,...,as)
G = {x∈ G | [[G,as],x]⊆C(a1,a2,...,as−1)

G }.

Da definição acima segue queC(a1,...,as)
G é o centralizador de[G,as] móduloC(a1,...,as−1)

G .

A proposição abaixo fornece um resultado técnico fundamental para a demonstração do

Teorema 4.0.1.

Proposição 4.0.8.Sejam G um grupo finito de ordem ímpar e de comprimento derivado k

admitindo um grupo de automorfismos elementar A de ordem2n e R um subgrupo normal A-

invariante de G tal que CR(A) = 1. Então existem um número s= s(k,n), dependendo somente

de k e de n, e uma sequência de elementos não necessariamente distintos a1,a2, . . . ,as∈ A# tais

que R≤C(a1,a2,...,as)
G .
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Demonstração. Uma vez queCR(A) = 1, quandon = 1 o Corolário 2.1.3 garante que

R≤ Z([G,a]) ≤C(a)
G . Assim, no cason= 1, o resultado é imediato. Suponhamos quen≥ 2 e

vamos usar indução emn.

Pode ocorrer queG contenha um subgrupo normalA-invarianteS tal queS∩CG(W) = 1,

para um subgrupo próprioW deA. Por indução, existem um númeror = r(k,n) e uma sequência

de elementos não necessariamente distintosa1, . . . ,ar ∈W# tais queS≤C(a1,...,ar)
G .

Seja

1= L0 ≤ L1 ≤ ·· · ≤ Lm−1 ≤ Lm = G

um A-complexo emG de comprimento mínimom. Uma vez que pelo Lema 4.0.6 temos que

m≤ k(2n − 1), é suficiente mostrar que existem um números= s(m), dependendo somente

de m, e uma sequência de elementos não necessariamente distintos b1, . . . ,bs ∈ A# tais que

R≤ C(b1,...,bs)
G . Mostraremos este fato por indução emm. O caso no qualm= 1 segue do

Corolário 2.1.3, pois ocorre somente quandon = 1. Suponhamos quem ≥ 2 e façamos

H = Lm−1.

Pela hipótese de indução existem uma constanteu= u(m), dependendo somente dem, e uma

sequência de elementos não necessariamente distintosc1, . . . ,cu∈A# tais queR∩H ≤C(c1,...,cu)
H .

FaçamosN =C(c1)
H ∩R. Pela definição deA-complexo existe um subgrupo maximalW deA tal

que[G,W]⊆ H. Sem perda de generalidade suponhamos queW = A2n−1. LogoG= HG2n−1.

Temos dois casos para considerar. Sec1 ∈ W, comoG = HG2n−1 então[H,c1] = [G,c1].

Assim N ≤ C(c1)
G . Quandoc1 /∈ W, o Lema 4.0.4 c) garante que[G,c1] =

〈
I j | c1 /∈ A j

〉
e que

[H,c1] =
〈
H

⋂
I j | c1 /∈ A j

〉
. Desta forma[G,c1] = 〈[H,c1], I2n−1〉. SejaM = N∩G2n−1. Uma

vez queM ≤CG([H,c1]) e o Corolário 2.1.3 garante que[M, I2n−1] = 1, obtemos queM ≤C(c1)
G .

TomemosG/〈MG〉 e suponhamos, sem perda de generalidade, queM = 1. Denotemos

por D o fecho normal deN em G. Uma vez queN é um subgrupo normal deH e H é uma

subgrupo normal deG, concluímos pelo Lema 4.0.3 queD tem interseção trivial comG2n−1,

ou seja,CD(A2n−1) = 1. Neste caso, como já foi mencionado, a indução emn implica que

existem uma constanter = r(k,n) e uma sequência de elementos não necessariamente distintos

a1, . . . ,ar ∈ A#
2n−1 tais queN ≤ D ≤ C(a1,...,ar)

G . Assim, sem supormos queM = 1 segue que

N ≤C(c1,a1,...,ar)
G .

Com o mesmo argumento aplicado ao quocienteG/C(c1,a1...,ar)
G no lugar deG deduzimos que
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existe uma sequência de elementos não necessariamente distintos d1, . . . ,d2r+2 ∈ A# tais que

C(c1,c2)
H

⋂
R≤ C(d1,...,d2r+2)

G . Iterando esse processo, concluímos que existe uma sequência de

elementos não necessariamente distintosf1, . . . , f(r+1)u ∈ A# tal que R∩ H ⊆ C
( f1,..., f(r+1)u)

G .

Uma vez que o grupo quocienteG/H é abeliano, poisG′ ⊆ H, segue que[R,G] ⊆ R∩H.

ConsequentementeR/(R∩ H) ≤ Z(G/(R∩ H)). Assim, no caso geral, existem elementos

não necessariamente distintosg1, . . . ,g(r+1)u+1 ∈ A# tais queR≤ C
(g1,g2...,g(r+1)u+1)

G . Tomemos

s= (r +1)u+1 e o resultado está provado. �

Corolário 4.0.9. Sejam G um grupo finito de ordem ímpar e de comprimento derivado k ad-

mitindo um grupo de automorfismos elementar A de ordem2n e R um subgrupo normal A-

invariante de G tal que CR(A) = 1. Sejam s como na Proposição 4.0.8 e N=
⋂

a∈A#

[G,a]. Então

[R,N, · · · ,N
︸ ︷︷ ︸

s

] = 1.

Agora estamos em condições de demonstrar o Teorema 4.0.1.

Demonstração do Teorema 4.0.1.Vamos aplicar indução emn. Paran = 1 temos queG é

abeliano e o teorema é válido. Pela hipótese de indução existem númerosf (k,1), f (k,2), . . . ,

f (k,n−1) tais que se um grupo finito solúvelH de comprimento derivado no máximok admite

um grupo de automorfismos livre de pontos fixos elementar de ordem 2n−1, entãoH possui

uma série normal de comprimenton−1 tal que todos os quocientes são nilpotentes de classe

no máximo f (k,1), f (k,2), . . . , f (k,n− 1), respectivamente. Uma vez queCG(A) = 1, temos

por [6, 6.2.3] queG tem ordem ímpar. Então, para todo subgrupo normalA-invarianteT de

G, o grupoA induz um automorfismo livre de pontos fixos deG/T. Em particularA induz um

automorfismo livre de pontos fixos deG/[G,a] para todoa∈ A#. É claro que o grupo induzido

agindo sobreG/[G,a] tem ordem no máximo 2n−1. SejaW o 2-grupo elementar de ordem 2n−1.

Concluímos que para todoa∈ A# existe uma ação livre de pontos fixos deW emG/[G,a].

Denotemos porK o produto direto∏
a∈A#

G/[G,a]. Temos uma ação deW sobreK tal que

CK(W) = 1. Então, por induçãoK possui uma série normalA-invariante de comprimenton−1

tal que todos os quocientes são nilpotentes de classe no máximo f (k,1), f (k,2), . . . , f (k,n−1),

respectivamente. SejaN =
⋂

a∈A#

[G,a]. O Corolário 4.0.9 garante queN é nilpotente de classe no

máximos= s(k,n), como na Proposição 4.0.8. Uma vez queG/N está imerso emK concluímos
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queG/N possui uma série normal

1= H0/N ≤ H1/N ≤ . . .≤ Hn−1/N = G/N,

tal que os quocientesHi/Hi−1 são nilpotentes de classe no máximof (k, i) para todo

i = 1, . . . , n−1. PortantoG possui uma série satisfazendo as condições desejadas. �
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Capítulo 5

Grupos Admitindo 2-Grupos Elementares

de Automorfismos com Centralizador de

Expoente Limitado

É conhecido que sea é um automorfismo de ordem 2 de um grupoG, então as propriedades

deCG(a) têm forte impacto sobre a estrutura deG (ver por exemplo o Lema 2.1.1). No capítulo

anterior mostramos que um grupo finitoG de comprimento derivadok que admite uma ação

livre de pontos fixos de um 2-grupo elementarA de ordem 2n possui uma série normal de com-

primenton na qual todos os quocientes são nilpotentes de classe limitada somente em termos

dek e den. Neste capítulo consideramos a situação na qualA age sobre um grupoG de ordem

ímpar de tal forma queCG(A) possui expoentem, sendo nosso objetivo principal demonstrar o

seguinte teorema.

Teorema 5.0.1.Seja G um grupo finito de ordem ímpar e de comprimento derivadok admitindo

um grupo de automorfismos elementar A de ordem2n tal que CG(A) é de expoente m. Então G

possui uma série normal

G= G1 ≥ T1 ≥ G2 ≥ T2 ≥ ·· · ≥ Gn ≥ Tn = 1

com quocientes Gi/Ti nilpotentes de classe{k,m,n}-limitada para i= 1, . . . ,n e quocientes

Ti/Gi+1 de expoente{k,m,n}-limitado para i= 1, . . . ,n−1.

A demonstração do teorema supracitado é baseada nas mesmas técnicas aplicadas em [36].
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Os resultados apresentados a seguir são relevantes para se obter tal demonstração.

Proposição 5.0.2.Seja G um grupo finito de ordem ímpar e de comprimento derivadok ad-

mitindo um automorfismo a de ordem2 tal que CG(a) possui expoente m e G= [G,a]. Então o

expoente de G′ é{k,m}-limitado.

Primeiramente é conveniente estabelecer a Proposição 5.0.2 sob a hipótese de que o grupo

G é metabeliano. O que é feito no próximo lema.

Lema 5.0.3.Seja G um grupo finito de ordem ímpar metabeliano admitindo umautomorfismo

a de ordem2 tal que CG(a) possui expoente m e G= [G,a]. Então o expoente de G′ é igual a

m.

Demonstração.Pela hipóteseG= [G,a] e, assim, segue queCG(a) ⊆ G′. Denotemos porN o

fecho normal deCG(a) emG. Uma vez queG′ é abeliano, concluímos queN possui expoente

m. Por outro ladoG/N é abeliano, poisa age emG/N livre de pontos fixos. EntãoG′ = N. �

Demonstração da Proposição 5.0.2.Vamos aplicar indução emk. Parak≤ 2, o resultado segue

pelo Lema 5.0.3. Suponhamos quek≥ 3. Como o comprimento derivado deG/G(k−1) é menor

do quek, obtemos queG′/G(k−1) é de expoente{m,k}-limitado. Pelo Lema 4.0.2 é suficiente

mostrar queG(k−1) é de expoente{m,k}-limitado. Consideremos o quocienteG/
〈
CG(k−1)(a)G

〉
.

Uma vez que
〈
CG(k−1)(a)G

〉
é de expoentem podemos supor, sem perda de generalidade, que

CG(k−1)(a) = 1. Como por hipótesea é de ordem 2 eG= [G,a], segue pelo Corolário 2.1.3 que

G(k−1) ≤ Z(G). AssimG(k−2) é nilpotente de classe 2. Pela hipótese de induçãoG(k−2)/G(k−1)

é de expoente{m,k}-limitado. Assim, aplicando o Corolário 1.4.8 ao grupoG(k−2), obtemos

queG(k−2) é de expoente{m,k}-limitado. LogoG(k−1) é de expoente{m,k}-limitado. �

Hall [9] apresenta o seguinte resultado: seG é um grupo solúvel de comprimento derivado

k e todas as seções metabelianas deG são nilpotentes de classec, entãoG é nilpotente de classe

{k,c}-limitada. O Teorema 5.0.4, enunciado a seguir, é uma generalização deste resultado de

Hall e dele decorre o Teorema 5.0.5, que permite demonstrar aProposição 5.0.6 utilizando

uma redução ao caso metabeliano. As demonstrações dos Teoremas 5.0.4 e 5.0.5 podem ser

encontradas em [41]. Denotemos porf (g,c) a expressão(g−1)c(c+1)
2 +c.

Teorema 5.0.4.Sejam c,d,q inteiros positivos e G um grupo solúvel de comprimento derivado

d. Suponhamos que para qualquer i o quociente metabeliano G(i)/G(i+2) seja extensão de um
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grupo de expoente q por um grupo nilpotente de classe c. Entãoexistem números{c,d,q}-

limitados f e g tais que G é extensão de um grupo de expoente g por um grupo nilpotente de

classe f .

Teorema 5.0.5.Seja G um grupo tendo um subgrupo normal nilpotente N de classe g tal que

G/N′ é extensão de um grupo de expoente e por um grupo nilpotente declasse c. Suponhamos

que γc+1(G) é solúvel de comprimento derivado d. Entãoγ f (g,c)+1(G) tem expoente finito

{c,d,e,g}-limitado.

Proposição 5.0.6.Seja G um grupo finito de ordem ímpar e de comprimento derivadok ad-

mitindo um grupo de automorfismos elementar A de ordem2n tal que CG(A) é de expoente

m. Então N=
⋂

a∈A#

[G,a] é extensão de um grupo de expoente{k,m,n}-limitado por um grupo

nilpotente de classe{k,m,n}-limitada.

Demonstração.Vamos aplicar indução sobre o comprimento derivado deN. ParaN abeliano

é imediato. Suponhamos que o comprimento derivado deN é maior ou igual a 2 e sejaL

termo metabeliano da série derivada deN. FaçamosM = L′ ∩CG(A) e D o fecho normal de

M em G. Desta formaD é abeliano com geradores de ordemm. Logo D possui expoentem.

Consideremos o quocienteL/D e suponhamos, sem perda de generalidade, queCL′(A)= 1. Pelo

Corolário 4.0.9 obtemos queL′ ⊂ Zs(L), ou seja,L é nilpotente de classes+1, coms= s(k,n)

dependendo somente dek e den.

Como o comprimento derivado deN/L′ é menor do que o comprimento derivado deN, pela

hipótese de indução, segue queN/L′ é extensão de um grupo de expoente{k,m,n}-limitado por

um grupo nilpotente de classe{k,m,n}-limitada j. Uma vez que o comprimento derivado de

γ j+1(N) é menor ou igual ak, pelo Teorema 5.0.5 concluímos queγ f (s+1, j)+1(N) é de expoente

{k,m,n}- limitado, como queríamos demonstrar. �

Agora estamos em condições de fornecer a demonstração do resultado principal enunciado

neste capítulo.

Demonstração do Teorema 5.0.1.Sen= 1, a Proposição 5.0.2 garante queG′ é de expoente

{m,k}-limitado e o teorema segue. Suponhamos quen≥ 2 e vamos aplicar indução emn. Para

todo subgrupo normalA-invarianteT de G o grupoA induz um grupo de automorfismos de

G/T. Em particularA induz um grupo de automorfismosBa deG/[G,a] para todoa∈ A#. É

claro queBa é um 2-grupo elementar de ordem menor ou igual a 2n−1, com a propriedade que
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CG/[G,a](Ba) é de expoentem. SejaB o grupo elementar de ordem 2n−1. Temos que existe uma

imersão deBa emB. Para todoa∈A#, fixemos um subgrupoDa deB tal queB=Ba⊕Da. Dado

b∈ B, escrevemosb= b1+b2, ondeb1 ∈ Ba eb2 ∈ Da de maneira que seb∈ B ex∈ G/[G,a],

entãoxb = xb1. Esta ação é bem definida eCG/[G,a](B) é de expoentem. Podemos então definir

uma ação deB sobreG/[G,a] tal queCG/[G,a](B) é de expoentem.

SejaK = ∏
a∈A#

G/[G,a]. Definamos uma ação deB em K tal queCK(B) é de expoentem.

Por induçãoK possui uma série de comprimento 2(n−1) satisfazendo as condições requeridas.

SejaN =
⋂

a∈A#

[G,a]. Segue pela Proposição 5.0.6 queN é extensão de um grupo de expoente

{k,m,n}-limitado por um grupo nilpotente de classe{k,m,n}-limitada. Uma vez queG/N está

imerso emK, decorre queG/N possui uma série normal

G/N = G1/N ≥ T1/N ≥ ·· · ≥ Gn−1/N ≥ Tn−1/N = 1

tal que os quocientesGi/Ti são nilpotentes de classe{k,m,n}-limitada parai = 1, . . . ,n−1 e

os quocientesTi/Gi+1 possuem expoente{k,m,n}- limitado parai = 1, . . . ,n−2. PortantoG

possui uma série normal de comprimento no máximo 2n satisfazendo as condições desejadas.

�
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Capítulo 6

Sobre a Estrutura de Grupos com Grupo

de Klein de Automorfismos

Neste capítulo faremos uso do seguinte abuso de notação: consideramos que um grupoG

é de expoentee quando o mesmo possui expoente dividindoe e dizemos queG é nilpotente

de classec quando este for nilpotente de classe menor ou igual ac. Objetivamos demonstrar o

teorema a seguir.

Teorema 6.0.1.Seja G um grupo finito de ordem ímpar e de comprimento derivadok admitindo

um grupo de Klein de automorfismos A tal que CG(a) é extensão de um grupo de expoente e por

um grupo nilpotente de classe c para todo a∈ A#. Então G possui uma série normal

1≤ T1 ≤ T2 ≤ T3 ≤ T4 = G

com quocientes T4/T3 e T2/T1 nilpotentes de classe{e,c,k}-limitada e quocientes T3/T2 e T1

de expoente{e,c,k}-limitado.

O seguinte lema elementar decorre do Lema 1.1.1.

Lema 6.0.2.Sejam G um grupo e X um subgrupo normal abeliano de G. Então[x,y]k = [xk,y]

para todo x∈ X, para todo y∈ G e para todo k∈ N.

Demonstração.Vamos aplicar indução emk. Parak = 0,1 é imediato. Suponhamos que o
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resultado seja válido parak−1 e mostremos parak. Dadosx∈ X ey∈ G temos que

[xk,y] = [xk−1x,y] = [xk−1,y]x[x,y] = ([x,y]x)k−1[x,y]

= [x,y]k−1[x,y] = [x,y]k.

�

Lema 6.0.3.Seja G um grupo finito metabeliano de ordem ímpar admitindo umgrupo de Klein

de automorfismos A tal que CG(a) é extensão de um grupo de expoente e por um grupo nilpo-

tente de classe c para todo a∈A#. Então existe um subgrupo normal M de G tal que CM(A) = 1

e G/M é extensão de um grupo de expoente e3 por um grupo nilpotente de classe3c.

Demonstração.SejaV a palavra[x1, . . . ,xc+1]
e. Para todoa∈ A#, sejaGa = G′CG(a). Então

o subgrupo verbalV(Ga) deGa relativo aV está contido em[G′,a] = [Ga,a] e também é claro

queV(Ga) é um subgrupo normal deG para todoa∈ A#. Temos que[G′,a]∩CG(a) = 1, logo

V(Ga)∩CG(a) = 1. SejaM = ∏a∈A# V(Ga). EntãoCM(A) = 1 eM é um subgrupo normal de

G. ComoA é abeliano segue queG =
〈
G′CG(a) | a∈ A#

〉
. Assim G/M é o produto de três

subgrupos normais, sendo cada um deles extensão de um grupo de expoentee por um grupo

nilpotente de classec. Desta formaG/M é extensão de um grupo de expoentee3 por um grupo

nilpotente de classe 3c. �

Proposição 6.0.4.Seja G um grupo finito de ordem ímpar e de comprimento derivadok ad-

mitindo um grupo de Klein de automorfismos A tal que CG(a) é extensão de um grupo de

expoente e por um grupo nilpotente de classe c para todo a∈ A#. Seja N=
⋂

a∈A#

[G,a]. Então

N é extensão de um grupo de expoente{e,c,k}-limitado por um grupo nilpotente de classe

{e,c,k}-limitada.

Demonstração.Vamos aplicar indução sobre o comprimento derivado deN. SeN é abeliano,

o resultado é imediato. Suponhamos que o comprimento derivado deN seja maior ou igual

a 2 e sejaL o termo metabeliano da série derivada deN. Primeiramente vamos mostrar que

L é extensão de um grupo de expoente{e,c,k}-limitado por um grupo nilpotente de classe

{e,c,k}-limitada. SejamM = ∏a∈A# V(L′CL(a)), comV = [x1, . . . ,xc+1]
e e sejaW a palavra

[x1, . . . ,x3c+1]
e3

. Pelo Lema 6.0.3 segue queCM(A) = 1 e queL/M é extensão de um grupo de

expoentee3 por um grupo nilpotente de classe 3c. AssimW(L)⊆ M eW(L)∩CL(A) = 1.
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SeW(L) = 1 entãoL é extensão de um grupo de expoentee3 por um grupo nilpotente de

classe 3c. Suponhamos queW(L) 6= 1. ComoW(L)∩CG(A) = 1 segue do Corolário 4.0.9 que

existe um números tal que

[W(L),N, · · · ,N
︸ ︷︷ ︸

s

] = 1.

Sejat o menor número tal queW(L) ⊆ Zt(N). Vamos mostrar por indução emt queL é

extensão de um grupo de expoente{e,c,k}- limitado por um grupo nilpotente de classe{e,c,k}-

limitada. Parat = 1, obtemosW(L) ⊆ Z(N). SejaE = γ3c+1(N). AssimE/(Z(N)∩E) é de

expoentee3 eL/E é nilpotente de classe 3c.

Dadosx1,x2, . . . ,x3c+1 ∈ L temos que

[x1,x2, . . . ,x3c+1] ∈ E, então

[x1,x2, . . . ,x3c+1]
e3
∈ (Z(N)∩E), consequentemente

[[x1,x2, . . . ,x3c+1]
e3
,x3c+2] = 1.

Pelo Lema 6.0.2 e do fato de que[x1,x2, . . . ,x3c+1]∈ L′, que é um subgrupo normal abeliano

deL, obtemos que

[x1,x2, . . . ,x3c+1,x3c+2]
e3
= [[x1,x2, . . . ,x3c+1]

e3
,x3c+2] = 1,

entãoγ3c+2(L) tem expoentee3 e L é extensão de um grupo de expoentee3 por um grupo

nilpotente de classe 3c+1.

Suponhamos quet ≥ 2 e que o resultado seja válido parat −1. SejaK = [W(L),N, · · · ,N
︸ ︷︷ ︸

t−1

].

Temos queK ⊆Z(N). Por indução segue queL/K é extensão de um grupo de expoente{e,c,k}-

limitado por um grupo nilpotente de classe{e,c,k}-limitada, consequentemente o mesmo é

válido paraL/Z(L). Assim L é extensão de um grupo de expoente{e,c,k}-limitado por um

grupo nilpotente de classe{e,c,k}-limitada.

SejaH um subgrupo normal deL tal queL/H é nilpotente de classe{e,c,k}-limitada eH

é de expoente{e,c,k}-limitado. ConsideremosN/H e suponhamos, sem perda de generali-

dade, queH = 1. AssimL é nilpotente de classeh, comh sendo{e,c,k}-limitado. Como o
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comprimento derivado deN/L′ é menor do que o comprimento derivado deN, pela hipótese de

indução, obtemos queN/L′ é extensão de um grupo de expoente{e,c,k}-limitado por um grupo

nilpotente de classej, com j sendo{e,c,k}-limitado. Uma vez que o comprimento derivado de

γ j+1(N) é menor ou igual ao comprimento derivado deN, pelo Teorema 5.0.5 concluímos que

γ f (h, j)+1(N) é de expoente{e,c,k}-limitado. Como queríamos demonstrar. �

Demonstração do Teorema 6.0.1.Temos que cada um dos fatoresG/[G,a] é isomorfo a

um quociente deCG(a), que por hipótese, é extensão de um grupo de expoentee por um

grupo nilpotente de classec para todoa ∈ A#. Uma vez queG/∩a∈A# [G,a] está imerso em

K = ∏a∈A# G/[G,a], decorre queG/∩a∈A# [G,a] é extensão de um grupo de expoentee3 por

um grupo nilpotente de classe 3c. Pela Proposição 6.0.4 obtemos queN =
⋂

a∈A#

[G,a] é extensão

de um grupo nilpotente de classe{e,c,k}-limitada por um grupo de expoente{e,c,k}-limitado.

Assim obtemos uma série satifazendo as condições desejadas. �
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