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Resumo

Neste trabalho formulamos e provamos resultados sobre existéncia, multiplicidade, uni-
cidade e taxa de decaimento no infinito de solugoes de equagoes elipticas semilineares
com um potencial singular. Em alguns casos, provamos que a solucao explode na origem.
Discutimos também o comportamento de solugoes com relacao a parametros envolvidos
nas equacgoes. Sao utilizados métodos variacionais, concentracao-compacidade, sub e su-
persolucoes e é explorada a simetria de classes de equacoes associadas.
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Abstract

In this work we establish results on existence, multiplicity, uniqueness and the rate of
decay at infinity of solutions of semilinear elliptic equations with a singular potential.
In certain situations we show that the solutions blowup at the origin. We also discuss
the behavior of the solutions with respect to the parameters appearing in the elliptic
equation. Variational methods, the concentration-compactness principle, the lower and
upper solutions technique and symmetry arguments are exploited.



Introducao

Neste trabalho estudamos existéncia, multiplicidade, unicidade, regularidade e compor-
tamento qualitativo de solucoes da equagao com um potencial singular

251

—Au = )\u|;|0 + ak(z)ul + pf(z) em RN, (0.1)

onde A, a, p > 0 sdo parametros, 2; = 2 (N —6)/(N —2), 0 < 0 < 2, q €
(0, 1)U (1, 28 =1),2*: =25, N > 3, |z| é a norma euclidiana de z, u; := max{0,u} e
k, f: RN — R satisfazem as seguintes condicoes:

k, f€CRY) (Ef)h
k:,fZOek:,fy‘éO (kf)2

No Capitulo 1 provaremos resultados técnicos para (0.1) que serao tteis nas demonstragoes
dos nossos resultados principais.

No Capitulo 2 faremos a = 0 em (0.1), a qual se reescreve como

25-1

—Au:)\u&’e + pf(x) em RV, (0.2)




Introducao 2

Nos Capitulos 3 e 4 consideraremos (0.1) com a perturbagao homogénea, com crescimento
sublinear (0 < ¢ < 1) e com crescimento subcritico (1 < ¢ < 2* — 1), respectivamente,
fazendo em (0.1) = 0. Em ambos os casos, (0.1) torna-se:

25-1

—Au = )\u|;|9 + ak(z)ul em RYN. (0.3)

A literatura a respeito de (0.1) é vasta. Consideraremos, a seguir, alguns resultados e
quais as melhorias que neles implementamos com este trabalho.

Pan [34] demonstrou que a equagao

~Au=1u2 "'+ k(z)u} em RV,

onde N >3, k:RY - R écontinua, k >0, k Z0e 1 < q< 2" — 1, admite uma solucdo
positiva u € DV2(RY), desde que k satisfaga certas condigoes de integrabilidade. Pan [34]
usou uma variante do Teorema do Passo da Montanha em cones devida a Hofer [26].

Melhoramos o teorema 2 de Pan [34] ao caracterizarmos um blow-up da solu¢ao na origem
para vérias situagoes de 6 da correspondente equagao radial de (0.3).

Gongalves e Alves [24] estenderam o principal resultado de Pan [34] usando uma técnica
desenvolvida por Brézis e Nirenberg [11] junto com uma variante do Teorema do Passo
da Montanha de Brézis e Nirenberg [11], provando a existéncia de solu¢do nao-negativa e
nao-identicamente nula com energia positiva em D?(RY) do problema

—Au=u*"' 4+ h(z)u! em RV,
(0.4)
u>0, uz#0,

2N
ON — (¢ + (N —2)’
0 < g <1elh[pmv) é pequeno no sentido apropriado ou (77) 1 < ¢ <2"—1.

onde N > 2 h € L°(RY) com 0 =

h >0, h Z 0 e valem: (7)

Nosso trabalho estende os resultados de Gongalves e Alves [24] devido a presenga de
um potencial singular acoplado & poténcia critica como em (0.3) e encontra uma solugao
adicional em D%?(R") com energia negativa. Além disso, mostramos um blow-up da
solucao na origem e calculamos a taxa de decaimento no infinito da solucao, sob certas
condicoes.

Assungao [5] (cf. também Assungao, Carrido e Miyagaki em [6]) provou existéncia e
multiplicidade de solugoes em DY2(RY) via métodos variacionais para a equacao geral

VulP~2Vu wulPu |ul?Pu

) _ |u|r72u
||P || (e ||

|la|dr

—dw(| + Bk(x) + f(z) em RY,  (0.5)
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Np
N —pla+1-0)
,a<b<a+1,d, reR, kel (RV)e fe (L{(RN))

ondel<p<N—-1,N2>3 ¢q=
N—p

a, (B, X sao parametros, 0 < a <

Para o caso particular de (0.5) comp=2,a=0,A = f = 0, a>0,¢=2eb=0/2},
melhoramos (0.5) adicionando-lhe varios resultados de regularidade e comportamento
assintético das solugdes determinadas pelo teorema 1.6 de Assungao [5].

Alves, Gongalves e Santos [3] provaram, usando métodos variacionais, minimizagao classica
e técnicas de sub e supersolugoes, que o problema

—Au = )\@ + p(x)f(u) em RY,

||

u > 0em RY, u(x)'wo()

onde N>2 p:RY - 1[0, 00),pZ0,A>0,0<0<2 e f, g:[0, o0) — [0, c0)
continuas e nao-decrescentes, admite uma solucao em DV?(RY) para certas condigoes adi-

cionais técnicas de p, f, g. Alves, Gongalves e Santos [3] encontraram, ainda, resultados
de regularidade da solucao e sua taxa de decaimento.

Nosso trabalho faz uso de varias técnicas adotadas por Gongalves e Alves [24] e Alves,
Gongalves e Santos [3] no que se refere ao estudo da existéncia, regularidade e compor-
tamento assintotico da solugao no infinito e melhora os resultados de Alves, Gongalves e
Santos [3] ao encontrar uma solucao adicional com energia negativa, fazer analise quanti-
tativa de parametros e provar a unicidade para o caso 0 = 2.

Em dominio limitado, Tarantello [40] mostrou que o problema
—Au = |[ul* 2u+ f(z) em Q,

(0.6)
u =0 sobre 0f2,

onde 2 é um dominio limitado com fronteira regular 0f2, admite ao menos duas solugoes
nao-negativas em Hj (), se f € H~*(2) é nao-negativa, nao-identicamente nula e | f|-1(o)
é suficientemente pequena.

A equagao (0.2) generaliza (0.6) para o RY e estende resultados de Tarantello [40] para
0<60<2.

Dupaigne [16] provou que o problema

—Au:)\i—l—f(a:) em (),

|z

u =0 sobre 0f,



Introducao 4

onde 2 é um dominio limitado com fronteira regular 02, admite uma tnica solu¢do em
HL(Q), desde que A € (0,(N —2)*/4) e f € H(Q). Esse resultado é estendido, neste
trabalho, para o RV,

Voltando ao RY, Montefusco [33] mostrou que a equagao

—Au:)\i+f(x) em RY

|z[?
admite uma solucao em DV2(RY), desde que

2| =00

N€ (0,H), | € LY (RY), f(z) "= 0e f(x) = & qtp em B,
onde, H = (%)2, 8o > 0 é uma constante conveniente e B C RY ¢ alguma bola.

Em nosso trabalho (equacao (0.2) com p=1e 6 = 2), a fungao f é mais geral do que a
adotada por Montefusco, podendo ser, por exemplo, do tipo dente-de-serra.

Recentemente, Hirano, Micheletti e Pistoia [25] provaram que a equagao

—Au = |ul* 2u+ f(z) em RV

admite ao menos trés solucoes em DM2(RY), sendo duas positivas e uma nao-positiva, se
3< N <6e fe L®R") énaonegativa, nao-identicamente nula e satisfaz condigoes
adicionais técnicas.

Estendemos este resultado quanto as duas solugoes positivas sem fazer restrigoes do tipo
3<N<6efh=0.

Nossos resultados sao motivados por alguns problemas fisicos ou matematicos disponiveis
na literatura. Fazemos referéncia a alguns deles.

A equagao (0.2) aparece em teoria da probabilidade, no estudo de processos estocéasticos
(cf. Bernard [8]). Como exemplo de modelagem fisica tem-se o movimento super-
browniano estudado por Lee [28].

A equacao (0.2) também faz-se presente, especialmente quando # = 2, em problemas de
combustao (cf. Peral e Vazquez [35]) e na Lei de Coulomb (cf. Fefferman [20]).

A equagao (0.3), quando A = =0 e ¢ > 1, surge em geometria riemanniana, sendo k a
curvatura escalar (cf. Ding e Ni [14] e Li e Ni [29]).

A seguir, firmamos algumas notagoes, condicoes e observacoes para enunciarmos nossos
resultados principais, que serao provados nos Capitulos 2, 3 e 4 a partir de resultados
auxiliares obtidos no Capitulo 1.



Introducao 0

Definindo

-~

7{;\(7’) =maxk(z), >0 e f(r):=max f(z), r >0,

|]:=r |z|:=r -

temos que k e f sao funcgoes radialmente simétricas satisfazendo, respectivamente,

keCRN), k>0e k20, feCRN), f>0 e f£0.

Suporemos que

ke Lt RN, fe Ll (RY), (kf)s
2N 2N

b = ———— Le (RN Lb

(N+2)— (N-2)q Ntz ¢ DB,

onde a = rad
mente, os subespagos fechados das funcoes radialmente simétricas de L4(RY) e L°(RY).

N ~ .
vaa(R™Y) s@o, respectiva-

Denotaremos por | - || a norma de D*(RY) e de D)% (RY) e escreveremos / = / :
RN

Dado um espaco normado E sobre um dominio Q2 C RY, denotaremos sua norma por
|| =" |B@)- Sempre que nao haja confusao de notacao, faremos E := E(2). Por fim,
lembramos que wy é o volume da bola unitaria de RY.

Os dois numeros reais positivos seguintes exercerao papel importante em métodos varia-
cionais:

252 —2%/2

—25/2 [ /1=qy a—(a+1)/2(7 B — —(q+1)/27 x _ 9)5 ° =
:{259 2z [<qri>soq 'k'”“r I |k|%[ (2 -2 ]
(

+2

x —2;/2 —o\ o—(a+1)/2(7
Bl gyt a1 s ki,
6
e
L (% \ (% - 2)
M= 5725/2 1oy 2p—L7
0 So ’f|L7’1ad[2(2§_1)]29_2
onde
/|Vu|2dx
Sy =
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¢ a melhor constante para a imersao

D (RYN) = L (RY) := L RY, 1/[]" dx),

decorrente da desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12], que se escreve:
~1/2
[0l z; < Sy Plul, w € DYRY),
e Sy é a melhor constante para a imersao de Sobolev, a saber:

DY?(RY) — L (RY).
Notemos que quando 6 = 0, a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] reduz-se

a desigualdade de Sobolev, a qual implica a imersao antes mencionada.

Do Carmo e Xia [15] provaram que a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] é
satisfeita nao apenas sobre o espaco euclidiano ordinario, mas também sobre variedades
completas com curvatura de Ricci nao-negativa e dimensao N > 3.

No caso 0 = 2, a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] torna-se a desigualdade
de Hardy, a saber:

[ul gz < S5 2|lull, u € DY2(RN),
Foi provado por Ghoussoub e Yuan [22] que para 6 € [0, 2), Sy é atingida em

2—N
2—0

ws(w) = [N = O)(N = 2)]701 (6 + o) 57, (Ws)

onde § > 0 e que, de fato, a familia de fung¢oes {ws} prové as tnicas solugoes positivas
radialmente simétricas em D%?(RY) para a equacio

—Au=A—— em RV Ey
||’
x
com A = 1. Decorre que
2% 8=t
sl = s o5 = S5 (Cno)

0

O caso 6 = 2 de (Ejy) foi estudado por Catrina e Wang [13]. Esses autores mostraram que
(Ep) nao admite solugao nao-trivial, se A € (0,.52) e que S nunca é atingida.
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Para estabelecermos nossos resultados, consideraremos a seguinte equagao associada a
(0.1):

~25—1

U
—AT = A+
TP

+ ak(z)a? + pf(z) em RN (0.7)

No Capitulo 1 provaremos resultados técnicos para (0.7) que auxiliardo na demonstragao
dos teoremas enunciados adiante.

No Capitulo 2 trataremos (0.7) com a perturbacao nao-homogénea (o = 0) como a equacao
associada a (0.2).

Nos Capitulos 3 e 4 consideraremos (0.7) com a perturbagdo homogénea (= 0), com
crescimento sublinear (0 < ¢ < 1) e com crescimento subcritico (1 < ¢ < 2* — 1),
respectivamente, como a equagao associada a (0.3).

1,2
rad

Seja u € D% (RY). O funcional de Euler-Lagrange correspondente a (0.7) é definido por

/|Vu| dr — z |6dx qil /%uﬂfldx—u/fﬂdx. (0.8)

I éde classe C'(DL2(RN), R) em virtude da desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg
[12] (cf. Apéndice A) e sua derivada de Géteaux é dada, para cada ¢ € D2 (RN), por

rad

521

<mm¢yi/vavam—{/’W¢m—a/%m¢m— /fwx (0.9)

Adotaremos a mesma notacao I e I’, respectivamente, para o funcional e sua derivada
relativamente as equagoes associadas a (0.2) e a (0.3).

Uma solucdo fraca de (0.7) é um elemento @ € D2 (RN) satisfazendo, para cada ¢ €
Dl ,2 (RN)

rad

~25-1

/kavmm:Afﬁag@m+a/¢mJMx+u/f¢m. (0.10)

Nossos principais resultados sao enunciados a seguir.
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Nosso primeiro teorema fornece propriedades de regularidade e comportamento assintotico
no infinito e na origem para solugoes radialmente simétricas de (0.7) com a = 0. Garante
também existéncia, multiplicidade e, em certos casos, unicidade de solugoes dessa equacao.
Formulamos abaixo o teorema.

Teorema A. Sejam A >0, =0, u>0e6 € [0,2] em (0.7). Suponha (kf)1, (kf)se (kf)s.

Se @€ D2A(RN) € uma solucdo fraca ndo-negativa de (0.7), entdo

(i) weC*RN\{0}), Va(z)-2<0 em RV\{0} e u>0 em RV,
[

~ gl T fdy
N—0 Bi4(0)

(i) u(z)% = O<

) quando |z| — oo,

|z|—0 . Y
— 00, se adicionalmente [ satisfaz:

(i45)  T(x)
FeC'RY), F>0, —2F(a)+Vf(z) - 2>0 e

(0.11)

N N+14
IV f(x)| =O(z|™¢) quando |x| — oo, onde ¢ > + :

Além disso, (0.7) admite

(iv)  duas solugées fracas 0", > € D2(RN) tais que 0, 42 >0, 4!, 02 #0

e 1) <0< I(u?) se

0<0<2, A=1 e 0<pu<ip,

(v)  wma solugdo fraca ©® € DY2(RN) tal que 0* >0, @2 #£0 e I(@) <0 se

rad

=2, 0<A<9S,, pu>N0.

No caso (v), a solugao € unica se adicionalmente f > 0.

Observagao Um exemplo de funcio que satisfaz a condi¢do (0.11) é apresentado no
Apéndice B.
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Nosso segundo resultado refere-se a equagao (0.1) com a = 0. Nao sao exigidas condigoes
de simetrias. E estudado o comportamento das eventuais solugoes com relagao aos
parametros p e A e, por fim, obtemos condigoes para a existéncia de solugoes fracas e
descrevemos seu decaimento no infinito.

Teorema B. Sejam A > 0, a =0, p >0 e 6 € [0,2] em (0.1) e em (0.7) e seja u €
D2 (RN) wma solugdo fraca de (0.7). Suponha (kf)1, (kf)s e (kf)s. Seu € DY?(RN) é
uma solugdo fraca positiva de (0.1) no sentido de D“*(RN) tal que u < T, entdo

(i) w70 em Ly (RM\{0}) se / fly)dy >0, 0<r<R< oo,

r<|y|<R
(i) w20 em L (RM\{0}),

(i7) u'="0 em DY2(RY) se 0=2 ¢ A€ [0,S).

Além disso, (0.1) admite uma solugdo fraca positivau € DV?(RY) no sentido de DM?(R")
com u < u se valem:

(i) 0<0<2, 0<A<1 eO<pu<p
ou

(v) =2, 0<A<Sye pu>D0.

Adicionalmente,

> quando |x| — oo.
e [ )y
N -0 By (0)
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Nosso terceiro teorema fornece propriedades de regularidade e comportamento assintotico
no infinito e na origem para solugoes radialmente simétricas de (0.7) com p=0e0 < g < 1
(crescimento sublinear). Garante também existéncia, multiplicidade e, em certos casos,
unicidade de solugoes dessa equacao. Formulamos abaixo o teorema.

Teorema C. Sejam A >0, a >0, pu=0,0<qg<1e6c[0,2] em (0.7). Suponha
(kf)1, (kf)ge (kf)s. Set € D22(RN) é uma solugdo fraca ndo-negativa e ndo-identicamente
nula de (0.7), entao

(1) uweC*RN\{0}), Vi(z) -2 <0 em R¥\{0} e u>0 em RV,

~112
(i5)  w(z)% = 0( o 0l
N N—6 N
2|7 + kdy
N -0 By (0)

) quando |x| — oo,

.. ~ 0 . ™ .
(171)  u(x) e oo, se adicionalmente k satisfaz:

. . >

ke C'RN), k>0,
(R™) ( i1

(0.12)

N +4+2¢— Ngq

IVE(z)] = O(|z|~%) quando |z| — oo, onde d > 5

Além disso, (0.7) admite

(iv)  duas solugoes fracas u', U* € D? (RY) tais que ut, u? >0, a', u®> #0

rad

e I(u') <0< I(u?) se

0<6<2, A=1¢c¢ 0<a<a,

(v)  wma solugdo fraca ©® € DY2(RN) tal que 0* >0, @2 #0 e I(@%) <0 se

rad

=2 0<)A<Sy, a>0.

No caso (v), a solugdo é unica se adicionalmente k > 0.
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Nosso quarto resultado refere-se a equagao (0.1) com g = 0 e 0 < ¢ < 1 (crescimento
sublinear). Nao sdo exigidas condigbes de simetrias. E estudado o comportamento das
eventuais solucoes com relagao aos parametros « e A e, por fim, obtemos condigoes para
a existéncia de solucoes fracas e descrevemos seu decaimento no infinito.

Teorema D. Sejam A > 0, a >0, u =0,0< g < 1ef €[0,2] em (0.1) e em
(0.7) e seja @ € D22(RN) uma solugdo fraca de (0.7). Suponha (kf)1, (kf)e e (kf)s.
Se u € DM?(RY) ¢ uma solugdo fraca positiva de (0.1) no sentido de D“?(RY) tal que
u < u, entdo

(i) 0 =0 em L (RM\{0}) se / k(y)dy >0, 0<r<R< oo,

r<|ly|<R

(i) =0 em LS (RN\{0}),

loc
(ii)) u="0 em DY2(RY) se =2 ¢ A€0,5,).

Além disso, (0.1) admite uma solugdo fraca positivau € D¥?(RY) no sentido de DM?(R")
com u < u se valem:

(w) 0<0<2, 0<A<1 el<a<a
ou
(v) =2, 0<A<Sye a>0.

Adicionalmente,

1

(vi) w(w)% = O(

o ) quando |z| — 0.

o0 [ Ky
N -0 B|z\(0)
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Nosso quinto teorema fornece propriedades de regularidade e comportamento assintotico
no infinito e na origem para solugoes radialmente simétricas de (0.7) com p=0e 1l < g <
2* — 1 (crescimento subcritico). Garante também existéncia e multiplicidade de solugoes
dessa equacao. Formulamos abaixo o teorema.

Teorema E. Sejam A > 0, a >0, p =0, 1 <qg<2*—=1e6 € [0,2] em (0.7).
Suponha (kf)1, (kf)2 e (kf)s. Seu € Difd(RN) ¢ uma solugao fraca nao-negativa e
nao-identicamente nula de (0.7), entdo

(i) we C*RN\{0}), Vi(z)-2<0 em R¥\{0} e u>0 em RV,

~12
(i1) u(x)% = O( on L] — ) quando |z| — oo, se 25 > q+ 1
||V + o kdy
N -0 By(0)
e
~12
()t = O( Y% ] — ) quando || — oo, se 2 < q+1,
N2V 4 kdy
N -9 Bz (0)

|z[—0 - Y
— 00, se adicionalmente k satisfaz:

(ii) (x)

N N —2 ~ 1 ~
_ _ . >
| 5 )k(x)+q+1Vk(x) r>0 e

ke C'BRM), k>0, (
(0.13)

N +4+2¢— Ngq

IVE(z)] = O(|z|~%) quando |z| — oo, onde d > 5

Além disso, (0.7) admite

(iv)  duas solugoes fracas u', U* € D? (RN) tais que ut, u* >0, a', a® #0

rad

e I(u') <0< I(u?) se

2;)<qg+1, 0<0<2, A=1r¢ 0<a<aq,

. 3 ~ 1,2
(v)  duas solugdes fracas u®, u* € D,

(RN tais que @d, ut >0, U, ut#0

e I(@®) <0< I(u') se

=2, 0<)A<S;, a>0.



CAPITULO 1

Principios Variacionais,
Regularidade, Identidades, Sub e
Supersolucoes

Demonstraremos neste Capitulo vérios resultados gerais para as equagoes (0.1) e (0.7)
que auxiliarao a demonstragao dos teoremas enunciados.

1.1 Geometria do Passo da Montanha

O primeiro lema estabelece a geometria do Passo da Montanha, que satisfaz as condigoes
de uma variante (cf. Apéndice B, adaptado) do Teorema do Passo da Montanha de
Ambrosetti e Rabinowitz [4] devida a Brézis e Nirenberg [11] (cf. também Brézis, Coron
e Nirenberg [10]).

As duas condic¢oes abaixo descrevem a geometria do Passo da Montanha:

(®,) Existem constantes 3, p > 0 tais que I(u) > (3 para ||u|| = p,

(®,) Existe e € D2

rad

(RM) tal que |le|| > p e I(e) < 0.

13
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Lema 1.1. Sejam A, a, u >0, g€ (0, 1)U(1, 2*—1) e @ € [0,2] em (0.7). Suponha
(k’f)l, (k’f)g e (k’f)g Entdo,

(1) I satisfaz (®1) se valem:

(@) 0<0<2, A=1 e a=0, para cada 0 < p < 1

ou

(b) 0<0<2, A=1, u=0 e 0<qg<1, para cada 0 < o < &
ou

() 0<0<2, A=1, pu=0 e 1<qg<2*—1, para cada o > 0
ou

(d) 6=2, 0<A< Sy, p=0 e 1<qg<2*—1, para cada o > 0.
(17) I satisfaz (Py) se valem:

(@) 0<0<2, X=1 e a=0, para cada 1 > 0

ou

(b) 0<0<2, A=1, u=0 e 0<qg<1, para cada o > 0

ou

() 0<0<2, A=1, pu=0 e 1<qg<2*—1, para cada o > 0
ou

(d) 6=2, 0<A< Sy, p=0 e 1<qg<2*—1, para cada o > 0.

Demonstragao: Verificagao de (i).

Seja i € D22(RN). De (0.8), temos, pela desigualdade de Hélder,

rad

1 A ul? ~ 1 * q+1 -~ 1 o 1
1@ > gl [ e [ frant [ [P an ™ - [ (Fran [ @ o

E pelas desigualdades de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] e de Sobolev,
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1A
2 2

~2;/2

~ ~ 2% « —(g+1)/2\ ~[1g— —1/2 7 [ —
I(@) > fal*( Sy PNl — —— S Tk Nal|e Tt = wSy 2 fle Nl

q+1 0 rad

Agora, seja

R(t) = 2

_9x* * (6% _ -~ — =
— §59 29/2t2672 + -9 (Q+1)/2’k|Lgadt(171 + ,U,SO 1/2|f|Lb dtil’ t>0.
9 Ta

g+17°

Verificaremos abaixo os itens (a) a (d) do lema 1.1(i).
(a) 0<6<2, A=1¢e a=0

Neste caso, R(t) fica:

= oS, P Sy fl 1 >0,

Notemos que

R(t) =X 0o e R(t) =28 cc.

Portanto, existe p > 0 satisfazendo

R(p) = min R(t) para algum p > 0.

t>0

Calculando R'(t) = 0, obtemos

S, %% (25 — 2)¢%-3

2

— Sy P 72 =0, t >0,

de modo que

e a-1/21 7
p— [ 255"/ ‘f|L‘;ad]zgl_1

= |U——=
S, %25 2)

¢ solucao de R'(t) = 0.

Como p < j1, obtemos:



Cap.1 Principios Variacionais, Regularidade, Identidades, Sub e Supersolucoes 16
2*5—1/2 N 25 -2 o —1/2 7 -1
1 R(p) 1 1 G2/ -,U 920 |f|Lgad' 21 uS‘WIﬂ -,u 0 |f|Lb -1
5 = 57 o5x¥0 —ox — Mo Lb
2 2 2 L5 B (2 — 2) rod [ g% /2(2*—2)

11 opop. 255, P\ flpe 1=

71/2|ﬂLb

> =58 I | 57— Sy fle u
2 20 g9 gl el g 2/2(2*—2)
_1 * —1 2
_ L ig—m[( % \%° (2 -2) 280 "\,
2 27 s, %0 PP 5‘29/2 )
9 S Pl [2025 - 1) S0 2 )
25\ 7% (25— 2)
Z 252 2_ —1/2, 7
(5—2*/2) PN 251 So |f|L3ad
o So N fl, [2(25 = 1)] %
* s * * _1/2 7] —
" [ 2% \% (25 —2) 255 |f|Liiad]2z;11
s, " 1727 MIPRE = /2(2;‘—2>
So |f|Lgad [2<20 - 1)]

1
Donde R(p) < 3 Portanto, (®1) fica satisfeito.

(B) 0<0<2 A=1, pu=0 e 0<g<1

Neste caso, R(t) fica:

15 6/2t2 —2+ o S Q+1)/2|k|

t
R(t) = 2 q+1

Notemos que
t—0

R(t) =¥ 00 e R(t) =2 0.

Portanto, existe p > 0 satisfazendo

R(p) = min R(t) para algum p > 0.

t>0

Calculando R'(t) = 0, obtemos

Sy (2 — 2
2%

-1
q )S q+1 /2|]{:‘

+
(q+1

tL ¢ > 0.

“2=0, t>0,

25—
2*

2
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de modo que

(1_q>2*5 q+1/2|k|Lad 27171
q+17 5 %% —2)

p=|a

é solucao de R'(t) = 0.
Como a < @, calculando como no caso anterior, obtemos:
29—2

«o—(g+1)/2\3 T
1_ is@‘%ﬂ[a(l_q)z 650 ey [kl rad:|
2 2 q+1 502/2(2 -2)

5~ Rlp) =

q—1
1 )255 q+1 /2|k‘ Tad 2% p—a—1

(@+h)/213
— S0 Rl o

¢+ g+17 5, %0 9)
1)/2 26 2
* + —
> 1_1%*ﬂp€—q25q Fliz,, 1%
2 % g+ 17 g% _9)
v a—(g+1)/2/7 %
- —5; (g+1) /2| k| e [ (1 q)2 650 L md] ’
q+1 A e )
= 0.

1
Donde R(p) < 3" Portanto, (®1) fica satisfeito.

() 0<0<2, A=1, p=0 e I<g<2-—-1

Neste caso, R(t) fica:

| *
L A P (R ()

R(t) = 25 qg+1

Notemos que

t—0 t—o0

R(t) — 0 e R(t) — oc.

Portanto, para cada o > 0 sempre é possivel encontrar p > 0 satisfazendo

R(p) <
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Portanto, (®;) fica satisfeito.
d) 0=2 0<A<S, pu=0 e l<qg<2'—1
Neste caso, R(t) fica:

a _ o~
R(t) = o 4 & _gr@t/2p a1 45 0,
() 252 _'_ q+1 0 ‘ ‘Lrad Y

Notemos que

t—0 t—o00

R(t) — C\ e R(t) — oo,

onde 0 < C, < 1/2. Portanto, para cada o > 0 sempre é possivel encontrar p > 0
satisfazendo

R(p) < -.

Portanto, (®;) fica satisfeito.
Fica verificado (i).

Verificagao de (ii). Seja 0 < 6 < 2. Aplicando em (0.8) a funcao caracterizada em
(Ws), temos, para cada t > 0,

~

1 A tws)? o ~
I(tws) = §/|Vtw5\2dx—§ ( ‘;|Z)+ da:—q+1/k(twg)‘fld:c—u/f(tw(;)dx. (1.1)
0

Como ws; € DX3(RN) — LY (RN), k € L (R¥) e f € Lt (RY), temos, gracas a

rad rad rad

desigualdade de Holder,

/k?w(;q“, ]?wg S Ll(RN).
Conseqiientemente, usando (1.1) e (Cn ), obtemos:

Nooot2 o 1% tat!
I(tws) =S¢ (= — A —a

5~ \5) q+1lkw5q+1|L1 — pit| fws| 1, t> 0. (1.2)
0

Verificaremos abaixo os itens (a) a (d) do lema 1.1(ii).

(@) 0<0<2, A=1¢ a=0
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Neste caso, (1.2) torna-se, para cada t > 0,

N—0 t2 t2§

Itws) = S5~ (5 = 5) = ntlFwslur,
6

Como 25 > 2, é claro que, qualquer que seja ;1 > 0,

t—o00

I(tws) — —o0.

Assim, I(tws) < 0 para algum ¢y suficientemente grande. Fazendo e := tyws, (Po) fica
satisfeito.

(b) 0<0<2, A=1, u=0¢e 0<g<l1

Neste caso, (1.2) torna-se, para cada t > 0,

N-0 42 +26 tat1

Hewg) = 57 (5= 5) o

|/k?w5q+1 ’Ll.

Como 25 > 2, é claro que, qualquer que seja a > 0,

I(tws) =% —cc.

Assim, I(tws) < 0 para algum ¢, suficientemente grande. Fazendo e := tyws, (P2) fica
satisfeito.

(c) 0<O0<2, A=1, u=0¢e 1<g<2*-1

Neste caso, (1.2) torna-se, para cada t > 0,

N—6 t2 t2§ t61+1

I(tws) =Sy " (= — =) — aq 1

N 1
5 2; |k§’w5q+ |L1.

Como 25 > 2, é claro que, qualquer que seja o > 0,

t—o0

I(tws) — —o0.

Assim, I(tws) < 0 para algum ¢y suficientemente grande. Fazendo e := tyws, (P2) fica
satisfeito.

(d) 0=2, 0<A<S,, pn=0¢e 1<g<2-—1

Este tltimo caso nao fara uso de (Wjs), porque 6 = 2. Seja, pois, gg € Cg° g COM gg > 0,
gg;é 0. Usando (0.8), temos, para cada ¢t > 0,
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gkt
/|ng§| dr — A P |2dx) —aq+1/k¢q+ dx.

Como 0 < A < S5, a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] assegura que

de modo que, sendo 2 < g + 1, qualquer que seja o > 0,

I(td) == —o0.
Assim, [ (tgg) < 0 para algum ¢, suficientemente grande. Fazendo e := tgg/g, (Ps) fica
satisfeito.
Fica verificado (ii).

]

Observagao 1.2. Notemos que I(0) = 0 e lembramos que I € C' (D} (RN), R).

O lema 1.1 aplicado ao Teorema do Passo da Montanha (cf. Apéndice B) garante a

existéncia de uma seqiiéncia {T,} € DY2(RN) e de algum ¢ > 3 > 0 tais que

I(@) — ¢ e I'(@,) — 0.

1.2 Minimizacao Classica

O segundo lema fornece os critérios do teorema de minimizagao cléssica (cf. Apéndice B).
Faremos uso das seguintes condicoes técnicas:

(Uy) I(u) — oo quando ||Ju]| — co, u € DY2(RN),

rad

(U,) Para cada u € D

rad

(RM), qualquer seqiiéncia {u,} € D"(RN) tal que

rad

u, —u em D% (RY)

implica [ (u) < liminf, . I(u,).
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Lema 1.3. Sejam A\, o, u>0,0<g<1e0=2em(0.7). Suponha (kf)1, (kf)se (kf)s.
Entao, I satisfaz (V1) e (Vs) se valem:

(i) 0<A<Sy, a=0 e u>0

ou

(1) 0<A< Sy, a>0 e u=0.

Demonstragao: Verificacdo de (V). Seja @ € D2(RM). Como § = 2, obtemos,

rad

usando (0.8) e aplicando as desigualdades de Holder, de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12]
e de Sobolev:

R a1 —(g+1)/27 g —1/2, 7 i
1@ 2 @5 - 55, — o575 O R o 1T = S P F e AT (13).

Verifiquemos cada caso do lema ((i)-(ii)) separadamente.
(1) 0<A<Sy, a=0 e u>0

Usando (1.3) com a =0, p > 0, temos:

~ ~ 1 A —1/2) 7 ~(|—
1@) 2 @l (5 - 5g = #So Pl @l ™).

Como 0 < X\ < .55, obtemos imediatamente

(11)) 0<A< Sy, a>0 e u=0
Usando (1.3) com o > 0, p = 0, temos:
1 A o ~
1) > |[a)? (= — = — ——S7 ™2k J[a)e ).
@) 2 [81°(5 - 55 — 55 " Flus 12l )

Como 0 < X\ < S5, obtemos, como antes, imediatamente

[[a]| —oo
—

1(u)

Fica verificado ().
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Verificagao de (¥,). Seja {u,} € D2 (RYN) tal que

rad

Como 6 = 2, usando (0.8) e propriedades de limites, temos:

lim/(@,) = —lim(—I(@,))

1 A [T — [ [
(1.4)

Usando um resultado de Evans [18][teorema 9(i)(ii), p. 12], propriedades de medidas de
Radon e o lema de concentragao-compacidade (cf. Apéndice B), verifica-se que

A%

h_m/|van|2dx 2/]Vﬂ]2dx+(5xoﬁo,

+
hm/ BE |x|2dx+5x01/0 e

flo > Salp.

Com essas desigualdades, (1.4) torna-se

lim/ (w,) > /|Vu|2d:1: ‘ ’2 — qillim/kuﬂldm—uhm/fun T ;VO(SQ_

Como 0 < X\ < S5, obtemos:

Lim/(u,) > /|Vu| d;v— = dw— a M/Eﬂfldm—um/fﬂndx. (1.5)
\ ? g+1 *

Verifiquemos cada caso do lema ((i)-(ii)) sepradamente.

(1) 0<A<Sy, a=0 e u>0

1,2
~

Como 1, Drea 3 e feLYRY)=(L¥(RY)), é imediato que

A).
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lim fﬂndx = / fﬁdx.

n—oo

Conseqiientemente, por (1.5) com a = 0, concluimos que

lim/(@) > I(3).

(17) 0< A< Sy, a>0 e u=0

Afirmamos que

. N o 1
lim | ku?tdz = / kultdx.
+

n—oo

De fato, lembramos que, em virtude da desigualdade de Sobolev,

[ / (@ e da) = < Sy O )|

Como {i,} é limitada em D,.%(R"Y), verifica-se que {aZt'} € L1 (RY) e que {ugt'} ¢
2*
limitada em Latt (RY).

1,2
T

Por outro lado, pelo fato de @, —** w, é facil verificar que (cf. Alves [2] [apéndice, p. 73])

~g+1 9P ~g+1
up =y

Pelo lema 4.8 de Kavian [27] [p. 11], obtemos:
/ﬂ?;:lgpdx — /u“flgpdx, para cada ¢ € (LLI%(RN))'.

Escolhendo ¢ = k € L*(RN) = (Lq%(RN))’, cumpre-se a afirmagao.

Conseqiientemente, por (1.5) com p = 0, concluimos que

i/ (@) > 1(3).

Fica verificado (V).
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1.3 Principio Variacional de Ekeland

O terceiro lema fard uso do Principio Variacional de Ekeland (cf. Apéndice B), sob
condigoes obtidas da geometria do Passo da Montanha (lema 1.1).

Lema 1.4. Sejam A\, a, u >0, g€ (0, 1)U (1, 2*—1) e € [0,2] em (0.7). Suponha
(kf)1, (kf)2 e (kf)s. Entao, sob as condigoes do lema 1.1, existem uma seqiéncia {u,} €
B e algum ¢ < 0 tais que

[(@,) — ¢ e I'(d,) — 0,

a bola de D>?

rad

onde B

é (RY) de centro na origem e raio p provido pelo lema 1.1 e
c:=infg 1.

Demonstragao: Primeiro, notemos que, fazendo E := B := {i € Difd(RN); lu)| < p}

com p provido pelo lema 1.1 e d := d(u, v) := ||u — ||, (E, d) é um espago métrico
completo. Além disso, I é semicontinuo inferiormente, nao-identicamente igual a +oo e
limitado por baixo sobre B, nos casos considerados no lema 1.1.

Aplicando o Principio Variacional de Ekeland (cf. Apéndice B, adaptado) a

I: B—R

e definindo
c:=inf I,
B

temos conjuntamente: para cada € > 0, existe 4. € B tal que

c < Iu) < c+e (1.6)
para cadau € E, u # u., I(u) — I(u.) + ¢||u — u|| > 0. (1.7)

Provemos agora que
—00 < ¢ < 0. (1.8)

De fato, lembramos que a fungao caracterizada em (Ws) tomada na demonstragao do lema
1.1 permite concluir que
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](tw(g) <0, t>0.
Isso junto com o fato de I ser limitado inferiormente sobre B prova (1.8).
Além disso, ainda do lema 1.1, é imediato que:
inf I > (. 1.
pfrzo .
Afirmamos que
u. € B.
De fato, de (1.8) e (1.9), fixando ¢ suficientemente pequeno, temos:
0<e<infl—inf]. (1.10)
OB B
De (1.6), existe 4. € B tal que
I(u.) <inf I +e.
B
Usando (1.10) na tultima expressao, obtemos:
I(u.) <infl,
OB
de modo que
i. € B. (1.11)
Agora, seja
F: B—R,

onde F(u) := I(u) + ¢||u — u.||. Usando (1.7), encontramos:

F(u.) = I(u.) < I(0) +¢l|u — u.|| = F(u),

isto é,
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F(u.) < F(u) paracada u € B.

Isso juntamente com (1.11) mostra que 4. € B é minimo local estrito de F sobre B.
Assim, para t > 0 pequeno e para cada ¢ € D% (RN) com ||¢|| = 1, temos:

rad

F(aa + tﬁP) _ F(aa)
t

>0, t>0.
Usando a definicao de F' na expressao anterior, encontramos:

1. +tp) — I(ue)
t

tellp] >0, t>o0. (1.12)

Trocando ¢ por —¢ e procedendo como antes, usando a definicao de F' novamente, obte-
mos:

I(ae - t(p) - I(ae)
t

+ellgll >0, t > 0. (1.13)

Fazendo t — 0 em (1.12) e (1.13), obtemos, respectivamente:

(I'(@.), p) +ellel 20 e (I'(@), ) —elloll <0, ¢ € Dyg(RY).

rad

1
Conseqiientemente, fazendo ¢ := — (n > 1 inteiro) e U, := u,, tem-se:
n
i o 1
Il = swp @) 0 < (119

1,2
llell=1, €D

rad

De (1.6) e (1.14) concluimos, respectivamente, para n grande, que existe uma seqiiéncia
{u,} € B satisfazendo

I(u,) — ¢, ¢<0 e I'(u,) — 0.
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1.4 Regularidade e Comportamento de Solucoes no
Infinito

A seguir, enunciamos um lema de regularidade e de comportamento assintético no infinito
de quaisquer solugdes fracas de (0.7).

Lema 1.5. Sejam A, a, u >0, g€ (0, 1)U(1, 2*—1) e € [0,2] em (0.7). Suponha
(kf)1, (kf)s e (kf)s. Sed € DY2(RN) ¢ uma solugio fraca de (0.7) tal que @ > 0 e
uZ 0 e valem:

(a) a=0 e u>0
ou

() a>0 e u=0,
entao:

(1) ue C*RN\{0}), Vu(z) -z <0 em RV\{0} e u>0 em RV,

(1) A2l 0(a)? + () /
- B
onde B := Bj;(0).

ey + pii(a) / Fay < |, = € RN\ {0},
B

Demonstragao: Seja @ € DY (RY) uma solucdo fraca de (0.7) tal que @ > 0, 4 #Z 0 e

a, p conforme (a) ou (b). Entéo, usando (0.10) em coordenadas radiais, temos:

// TN_lﬂ'gb'drdcr:// ArN 0155 Nt + N gdrdo,  (1.15)
S J0 S J0

onde r := |z|, @ e ¢’ s@o, respectivamente, as derivadas fracas de & e de ¢ em coordenadas
radiais e S é a superficie da bola unitria de R,

Verificagao de (i). Consideremos, para cada € > 0, r > 0, a fungao

(1, 0<t<r,
N t r
Gt =4 LT i<y
€ €
L 0, t>r+e¢

Afirmamos que
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U € D2 (RY).

rad

De fato, designando, por simplicidade, @, := v(t), estendamos v a (—o0,0] fazendo
s:=r+e¢e

o(t) == + L —s<t<—r
s—r s—r
L 0, t < —s.
Seja t := |x|. Entdo, v(t) := v(|z|). E ficil mostrar, usando funciio regularizante, o

Teorema do Divergente e o Teorema de Lebesgue que |x| € H'(B,).

Notemos que, além disso, —s < |z| < s, v(t) é Lipschitz-continua e v'(t) existe exceto
no conjunto {—r,7}. Consegéntemente, em virtude de um teorema devido a Stampacchia
[38], resulta:

0 i
ve HY(B,) e Kyt qtp em B,.
ox; ||

Como, junto com isso, v € C(B,), B, é regular e v = 0 sobre dB,, implica que (cf.
teorema IX.17, p. 171 em Brézis [9]) v € Hj(Bs).

Recorrendo novamente a Brézis [9][proposigao IX.18, p. 172-3], constatamos que a ex-
tensao de v, a saber

v(z), z € By,

o(|e]) =
0, e RN\ B,

pertence a H'(RY). Pela definicio de H' e usando a imersdao de Sobolev, é claro que
. 0v
ve Ll (RN)e (‘9_U € L*(RY), paracadai = 1, ..., N no sentido fraco, donde
X

v € DY2(RY).

1,2

N ~
o (RY), provando a afirmagdo.

Redefinindo v como v := v(|z|), obtemos v € D

Agora, fagamos em (1.15) ¢ = u,.. Lembrando que ¢ = 4, = 0 em [r + €,00) e que
(Ure) =0 em [r+¢€,00), temos:
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r+e rte -~ N
/ N () dt = / AV @ O+ otV TR A U+ gt T g )dt,
0 0

Usando a defini¢ao de u, . , calculando sua derivada e substituindo na expressao anterior,
obtemos:

_1 r—+e R T o - .
— NV dt = / AN g2 VT Rt o N f) dt
0

1 r+€ o - -
- = / MV T% 7 ot ka4 ptN f)dt
€ T

(1.16)

1 r4e€ o . R
€ T

1 r4€ . N .
+ —/ (MNTOT1G%0 7 e 4 atN Tk ute + putN T fe) dt.
€ T

Aplicaremos em (1.16) o Teorema do Valor Médio para Integrais. Para isso, afirmamos
que u'(t) é continua para todo t pertencente ao anel [r,r + €.

De fato, tomando

¢ = T_(N_l)w, r>0, ¥eC5(0,00),

temos:

[ OO = [T 0rt @ o f o ar
0 0

no sentido das distribuigoes (cf. Lions [30] [p. 12]).
Se O € R\ {0} é um anel, vale, em virtude de um corolario do Teorema de Strauss (cf.

Kavian [27][p. 251]), a imersao compacta

Hl

rad

(0) — C(0).

Assim, @ € C(O). Escrevendo
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segue, tendo em vista a continuidade de ke de f, que H € L2 (0,00). Isso junto com

a igualdade em distribuicao acima implica (cf. Gilbarg e Trudinger [23][p. 230]) que
u € W2P(0,00) para cada p € (1,00) e que

—Au(r)=H(r) qtpem (0,00).

Usando a teoria da regularidade e pelo fato de aplicarmos o procedimento em cada anel
O c R\ {0}, concluimos que @ € C'(0, c0).

Fazendo € — 0 em (1.16), resulta, gracas ao Teorema do Valor Médio para Integrais,

—rN A (r) = / O A T AR A M7 S ]/C\) dt, r>0. (1.17)
0

De (1.17) concluimos de pronto que @ € C?(0, 00).
Afirmamos que @'(r) < 0, r € (0,00).

De fato, a integral em (1.17) é nao-negativa, de modo que

u'(r) <0, re(0,00). (1.18)

Agora, como 1, E, J?;,‘é 0eu>0,de (1.17) notamos que, para r > rg, ro fixado, o valor
assumido por

@ (ro) = —ro' N /T()()\tNol QLN o e V! " J?) dt
0
é estritamente negativo. Esse fato, combinado com (1.18) implica que @'(r) < 0, r €
(0, 00).
Dai, raciocinando de modo semelhante, u > 0, r € (0, c0).
Por simetria radial, finalmente, u € C?(RY \ {0} ) e, em particular, Vi(z) -z < 0.
Fica verificado (i).

Verificagao de (ii). Fazendo ¢ = u em (0.10), temos:

~*

1% = A %mm/% qu+1dx+u/f@d;c,

Usando simetria radial, o fato elementar de que B := By, (0) C RY, a continuidade e o
decaimento de u e minoragoes, obtemos:
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~

I > / / &% PN drdo + ai(z) ™ / B(y)dy + yalz) / F)dy

o~ o~

> wyt% (z) /0 N0t 4 o ()t /B k(y)dy + p() /B f(y)dy

\wyu?e (z)|z| N7

~

N -0

_ wae)™ [ Ry + o) [ Fod. Jal >0

B

mostrando (ii).
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1.5 Identidades Variacionais

O lema seguinte serd usado na anélise do comportamento da solugao de (0.7) na origem e
serd provado com base em uma identidade do tipo Derrick-Pohozaev (cf. Pohozaev [36]).

Lema 1.6. Sejam A, a, u >0, g€ (0, 1)U(1, 2*—1) e € [0,2] em (0.7). Suponha

~

(kf)1, (kf)s e (kf)s. Suponha, ainda, que k e f satisfazem, respectivamente,

k, feC'RN), &k f>0,

( — Vk(x)+ ——VEk(z) - 2>0, ——f(x)+Vf(z)- >0 e (1.19)

|Vk(x)| = O(J2| ™) quando || — oo, |V f(x)| = O(|z|~) quando |z| — oo,

N44+2—N N 44
tetig qec>T+. Se@ e DIA(RN) N CX(RY)

onde, respectivamente, d >

¢ uma solugao positiva de (0.7) e valem:
(@) a=0 e p>0
ou
() a>0 e u=0,

entao:

a/ [(QTNI_¥)%($)+(]%V%@)x it dr + ,u/ [¥ f(x)+Vf(a:)x fzdx T 0.
1.20

Para demonstrar o lema 1.6, necessitamos provar o lema auxiliar seguinte. Consideremos,
pois, para cada R > 0, o problema de Neumann

’ |2;—1

u
—Au=\
T

+ ak(z)|ul! + pf(z) em Bg,
(1.21)

u € HI(BR),
onde BR = BR(O)

O lema é o seguinte:
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Lema 1.7. Sejam A\, a, u>0, g€ (0, 1)U (1, 2* —1) e € [0,2] em (1.21). Suponha
(kf)1, (kf)2 e (kf)s. Sew € H! ;(Br) N C*(Bg) é uma solugao positiva de (1.21) e
valem:

(@) =0 e u>0
ou
() a>0 e pu=0,

entao:

~

a/B [(%—?)@(w)—i—qﬁvg(m)x} u?tt d:z:—l—u/B [% ]?(a:)—l—Vf(q:)x} u dx

A % ~
= —*/ il (w-u)da+i/ uq“k(a:)(x-l/)da—i—u/
25 1 Jog,

dBr |z[? q OBg

uf(@)(a-v)do— /d Vo
(1.22)

Demonstracao do lema 1.6: A prova é inspirada em Berestycki e Lions [7] [proposigao
1, p. 329]. Usaremos o lema 1.7.

Grosso modo, a idéia é provar que o lado esquerdo de (1.22) converge para uma integracao
sobre R™ e que o lado direito converge para zero, quando R — oo. Faremos a prova por
etapas. Sejam, pois, a e p conforme (a) ou (b).

Etapa 1. Afirmamos que
/ IVul? (z-v) do =20 0.
OBg
Sabemos que
x
x-v=2x-— =|z| =R, para cada = € 0Bp.

]

Portanto, usando esse fato na expressao anterior, é suficiente provar que

R/ IVul? do =3 0.
OBRr

Suponha, por contradi¢do, que existe uma sequéncia {R,,} de nimeros positivos satis-
fazendo
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i
Ry —00

lim inf Rm/ |Vul?do = & > 0. (1.23)
OBg,,

Como u € D% (RN), temos:

rad

/ Vul2dr < oc. (1.24)
RN

Agora, desde que u € C?(Bg), segue que Vu € L*N(0Bg) e, por (1.23), usando simetria
radial,

/ ]Vu|2d$2/ (/ \vu\2da)d}z:oo,
RN 0 8Br,,

para algum m conveniente, contradizendo (1.24). Isso prova nossa afirmacao.
As etapas 2, 3 e 4 seguem o mesmo rito da etapa 1.

Etapa 2. Afirmamos que

/ Wt (2 v) do =2 0.
OBRr
Como na etapa 1, é suficiente provar que

- R—o0
R wI ke do =20 0.
OBg

Suponha, por contradi¢do, que existe uma sequéncia {R,,} de nimeros positivos satis-
fazendo

Ry, —00

liminf R, / Wkdo = & > 0. (1.25)
0Bp,,
Como uit! € L%(RN) eke (LqQT*l(RN))/ = L*(RY), temos:

/ w M kdr < oo. (1.26)
RN

Agora, usando (1.25) e simetria radial,
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/ wI kdz 2/ </ uQHEdU)dR: 0,
RN 0 OBk,

para algum m conveniente, contradizendo (1.26). Isso prova nossa afirmacao.

Etapa 3. Afirmamos que

/ uf(x-u)damoo.
8Bg
Como na etapa 1, é suficiente provar que
~ R—o0
R / uf do — 0.
8Bg

Suponha, por contradi¢do, que existe uma sequéncia {R,,} de nimeros positivos satis-
fazendo

lim inf Rm/ ufdo = & > 0. (1.27)
dBR,

Ry —o0

Como u € L* (RN) e f € (L¥ (RM)) = LY(RY), temos:

/ ufdr < oo. (1.28)
RN

Agora, usando (1.27) e simetria radial,

/RNqudxz/Ooo</83Rm ufda)dR:oo,

para algum m conveniente, contradizendo (1.28). Isso prova nossa afirmagcao.

Etapa 4. Afirmamos que

2*
/ ue(x-y)dalﬂoo.
)

Br |5U|0

Como na etapa 1, é suficiente provar que

2*
R/ U B,
0

Br |$|€
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Suponha, por contradi¢do, que existe uma sequéncia {R,,} de nimeros positivos satis-
fazendo

u?
lim inf Rm/ o = & > 0. (1.29)
0Bk,

e [2f?

Como u € D>?

rad

(RY), temos, gracas & desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12]:

126
/ ——dxr < 00. (1.30)
R

~ Jz?

Agora, usando (1.29) e simetria radial,

2% 00 2%
/ L da z/ (/ L5do )dR = o,
R |Z] 0 OBr,, ||

para algum m conveniente, contradizendo (1.30). Isso prova nossa afirmagcao.

Etapa 5. Afirmamos que

N N-2~ g+1 7 R—oo N N-2~ g+1
/BR[(cH_l_T)k( g VG alurtide 5 [T e VE )t e

Usaremos o Teorema de Lebesgue. Para isso, invocamos a funcao caracteristica de Bpg:

17 BR7
XBr ‘—
0, RN\ Bg.
Pelas propriedades de xp,, ¢ imediato que
N N-2~ 1 ~ R— N N-2~ 1 ~
— )k —Vk(x)- g+l P (————)k ——Vk(x)- g+l
12 ot gV ($)x]“ Xow — |G RtV (x)as]u
gtp em RV e que
N N-2~ 1 ~ N N —2 ~ 1 ~
- . q+1 _ ) q+1
(A5 R+ VE@] sy | < ([ =5 R+ — VE@)-e] v

qtp em RY.



Cap.1 Principios Variacionais, Regularidade, Identidades, Sub e Supersolucoes 37

Resta, portanto, para aplicar o Teorema de Lebesgue, mostrar que

[(N N -2

o~ SR+ —VE@) o] ot e, € LR (13)

qg+1

Com efeito, usando as desigualdades de Holder e de Cauchy-Schwarz:

SIS =252 k() + 5 V() 2] uttt xp,lde < |25 — 222k 1o

1
p [l 44 [ V][] da

2"

rad

Como u € D? usaremos o seu decaimento nativo, a saber (cf. Struwe [39] [p. 154]):

2-N
[u(z)] < Cnlz[ 2 [Juf,

onde Cy é uma constante positiva. Lembramos, também, que, de (1.19),

N +4+2¢— Ngq

[Vk(2)] = Ol ™), d > 5

para |z| suficientemente grande. Temos, pois, usando simetria radial:

dz

/’ - _2)E()+q+—1w() o]

N
= )Q-i‘l ‘|k|Lmd| |q+1+ /|Vk||if|CNq+1|iv| @+ D) |||+ da
N Cn?t - R )
<|3i- o 0L ulf3 4 e | R e / PO o
q Ta q O

+—CNQ+1 [Jul| ™ wy /00 pN+ETR g,
q+1 R

N +4+2¢— Ngq

Mas d >
as 2

modo que

e N+4+2q— Nqg> 0, para cada g € (0,1) U (1,2* — 1), de
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N N -2~ 1
- k(z) + ——Vk } at1| g
S = 2550w + —VRG) o] et
N N
< |q+1 - Hk\L:ad\U o
O+ Tl gz At Ne-20
+2 ]| V| N 5
g+ 1 N+4+2¢—Nqg "2d—N_—4—2¢1 Ng
< 0,

mostrando (1.31). Usando o Teorema de Lebesgue, segue nossa afirmagao.

Etapa 6. Afirmamos que

| P52 Fw+ Vi o] wae =% [ [232 flw)+ V@) o] e

Esta etapa é semelhante a anterior, usando o Teorema de Lebesgue. Simplificaremos
alguns passos.

Como antes, é imediato que

25— F)+ Vi) -a] w e, 5 [F5 fla)+ V7w o] v aw em B
e que
[P F) + V7)o x| < |[F2 Fla) + V@) o] ] atp em RY.

Resta, portanto, para aplicar o Teorema de Lebesgue, mostrar que

N+2 - -

[T f(x) + V() x} u xp, € L'(RY). (1.32)

Com efeito, usando as desigualdades de Holder e de Cauchy-Schwarz:

/’ +Vf( ) ] U)C&S N+2|ﬂLgad|U|L2* +/|Vﬂ|x||u|dx
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N +4

Usando (1.19), o decaimento nativo de w, simetria radial e o fato de que ¢ > 5

obtemos:

N+4

N+2 -~ [|vf|LooRa L R

N+4—2c
2

1l i+ 2C Julfwy | SR

< 00,

mostrando (1.32). Usando o Teorema de Lebesgue, segue nossa afirmagao.

Passando ao limite em (1.22) e usando as convergéncias provadas nas etapas 1 a 6, obtemos
(1.20).

]

Demonstracao do lema 1.7: Para provarmos (1.22), demonstraremos inicialmente, ar-
gumentando como em Evans [19] [p. 516], a seguinte identidade do tipo Derrick-Pohozaev
associada a (1.21):

2—N/ 9 N—Z/ uZe
_ Vul“dx + A dz
C5) a5 [ 1

+— 2 | (Vha+ NE) utt do + p / (Vfaz+Nf)uds
q+1/B, Br

~

A u?o a ~ 1
= — —(z-v) do+ / wIt k(zv) do+ / u f(xv da—/ —|Vul*(z-v) do.
24 JoBx |$|9( ) q+1 Jop, (&) : 0Br (2] OBr 2’ o)

De fato, lembramos que Br é um dominio estrelado relativamente a origem e que, por-
tanto,

x-v(r) > 0, para cada x € OBp,

onde v é a normal unitdria exterior de dBg. Multiplicando a EDP em (1.21) por x - Vu
e integrando sobre Bp, temos:

N+4+2-260
/ (—Au)(z.Vu)dr = )x/ #(x.Vu)dm + a/ kul(z.Vu)de +p | f(z.Vu)da.
Br Bgr |x| Br Br

Sejam
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Aim /B () Vg

N+2-—-20
B := / u—e(a:.Vu)da:, C:= a/ /k?uq(:zc.Vu)dx e D:=u f(a:.Vu)dx
By |7l Br Br

de modo que

A=B+C+D.

Sejam u € C?(Bg), k, fe C*(Bg) e a, p conforme (a) ou (b). Usaremos integracio por
partes (cf. Evans [19] [teorema 2, p. 628]).

Calculo de A. Desenvolvendo o produto interno em A e integrando por partes, obtemos:

A= Z/ U, ( :v]ux 2, dT — Z/ umiyi:vjuxjda,

3,7=1 3,7=1 9Br

onde ' é a i-ésima componente vetorial de v. Note que o segundo termo de A reduz-se a

N
— Z / umiuixjumjda = —/ (g, ' + ... + uxNVN)(xluwl + . F TNUL, )do
1521708 dBg
= —/ (Vu.v)(x.Vu)do
dBg
— 0,
) ou , :
pois u € C*(Bg), de modo que Vu.v = e 0 (cf. Lions [30] [p. 97]). Assim, A torna-se:
v
A= Z / U, (TjUs, ), A,
4,7=1

que, apos derivagao em z;, resulta:

A Z / umiéiju:rj + uxixjua:jxi)dxa

2,J=1
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onde 0;; é o Delta de Kronecker. Note que, por um lado

N |vu|2’ 1= j7
Z (u%&”ux]) =
ij=1 0, i#j.

Por outro lado, é facil ver que

[Vul®

J

Substituindo ambas as expressoes em A, obtemos:

J

A—/ |Vu|2d:c—|—i/ (]Vu|2> xidx.
Br j=1"Br 2 /o

Aplicando novamente integracao por partes na ultima integral, obtemos:

N 2 N 2
A = / |Vu\2dx—2/ ﬂdm+2/ [Vl z;V do
Br "=l /Br 2 ‘= JoBn 2

[Vul®

N
= / |Vul?de — — \Vul*dz + / (x-v)do,
Br 2 Br OBRr

donde

2—N 1
A= (—)/ |Vu|*dx + —/ \Vul*(z - v)do.
2 Bg 2 Jony

Calculo de B. Desenvolvendo B, obtemos:

E imediato que

que substituido em B, fica
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b= _AZZ:; /BR(Q% - 39)“2%230 ( §9> dw+ AZ /aBR 2N — 29 s (I%) v
Observe que
(ﬁ) _ 1 e
l? )l a7
de modo que

N

N — 2 2N —260 1 9 2N —260 ,flfl/l
;/BR(QN—QQ)U o <|x|9 |w|9+2) o Z/BBR 2N—29> o (|:)§|9> 7

e calculando B fica

N —2 an-20 [ N — 0 N -2 unv=—=2
B——)\/ ——)u N2 | ——— dx+)\/ x-v)do,
BR(ZN — 29> ( |z|® ) aBR(2N — 29) |z|® ( )

donde

N—2 = N —2 =
B e N e
B— _\ dr 4+ M2 Y7 2 )do
(= >/BR ap T <2N—2e)/aBR e Ve

O calculo de C' e D, a seguir, segue o mesmo procedimento feito em B, com integracao
por partes e artificios ébvios.

Calculo de C. Apés desenvolvimento, C' torna-se
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N
C = ozE / kulz;u,, dx
i=1 Y Br

N

= —a udtt k;mZ )z, AT + <1 / uq“/l{?mil/ida
2] eV RORRS oY e

N

= —« udtt kmxz+k1dx+oz / ko,
S/ z

OBr

1 N
q+1uq“> (kx;)dx

T

donde

C=__2 (V/k\x + N/k;)u“lda: + L uq“/k\(il? -v)do.
q+1Jg, q+1 Jon,

Calculo de D. Como em C, D torna-se
N ~
D = ,uz friug, dx
i=1 Y Br
N ~
= ,uz / Uy, fx;dx
i=1 Y Br

_ —#Z/ fxmcza;+u2/ ufzvido

OBr

N
= - ;i d
#2::/ u(foi+ F1) ““Z/BBR“W
donde
D:—u/B (Vf.x—i—Nf)u—i—,u/a uf(x«y)da.

Br

Lembrando que A = B + C' + D, obtemos:
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2— N 1
<—)/ |Vu|2dx+—/ Vu2(z - v)do
2 Br 2 JoBy

2N —20 2N—20

N -2 u N-2 N -2 u N-2
— ) de+A——=y [ LT
3 )l¥ B x+(mv—wféﬁ zp Ve
o = T, a1 @ +17
——— [ (Vkax+ NE)u"de + —— wIk(x - v)do
q+1/p, q+1 Jop,

—KLJVfI+Nﬂu+uA uf(z - v)do,

Br

que, apoés calculos e rearranjos, resulta a identidade do tipo Derrick-Pohozaev associada
a (1.21) acima afirmada. Com essa identidade, podemos provar (1.22). Com efeito,
multiplicando a EDP em (1.21) por u e integrando sobre Bg, temos:

2N —260

/ —ulAudr = /\/ #dw + a/ kut™'dz +p | fude, (1.33)
Br Br |z Br

Br

Da segunda Identidade de Green (cf. Evans [19] [teorema 3, p. 628]), podemos escrever:

/ ]Vu|2da::—/ uAuda:+/ u@da.
Br Br Br ov

0
Lembrando que o 0 sobre 0Bpg, resulta:

v
/ |Vul*dr = —/ uAudzx.
Br Br

Substituindo essa ultima expressdo em (1.33), obtemos:

2N —260

l/|Vm%x:A/‘gi;dx+a/ kutldz +p | Fude.
Br Bgr |LU‘ Bpr

Br

Substituindo essa ultima expressao na identidade acima obtida, cancelando termos e cal-
culando, obtemos:
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~

2-N~ Vk. N ~ 9N~
a/( k—l—v Ty k)uqﬂdx—i-u/ (——f+Vfao+ Nf)udx
Br

2 g+1 qg+1 Bn 2
Noa o
— u N- a ~
:)\—/ —(z - v)do + —— u™ k(- v)do
(2N—26) o8 |7/’ ( ) q+1 Jom, ( )

~ 1
+u/ uf(x-v)do — —/ |Vul?*(z - v)do.
0B 2 Jopg

Finalmente, apds calculos,

N N —2 ~ 1 ~ N +2~ ~
— S ]ttt R
a/BR[(q+1 5 Vk(z) + q+1Vk:(:)3) x]u dx+u/BR( 5 [+ Vf.x)udx
2N—20
N —2 U N2 « ~
=\ — - (x- - g+l .
(2]\7_2(9)/8]3R P (x-v)do + " 8BRu k(x -v)do

~ 1
+u/ uf(z-v)do — —/ |Vul*(z - v)do,
OBRr 2 O0BRr

que é a expressao (1.22).

1.6 Um Teorema de Sub e Supersolucoes para Po-
tenciais Singulares

Provaremos, a seguir, um teorema de sub e supersolucoes para potenciais singulares, o
) ) )
qual permitira encontrar solugoes fracas no sentido de DV?(R”) para a equagao (0.1).

Consideremos o problema

w1

—Au =\

o +ak(z)u? + pf(z) em Q,
2] (1.34)

u>0 em Q, u=0 sobre 012,

onde Q C RY é um dominio limitado com fronteira 02 regular.
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Sejam u, u € LZZ(Q) N H'(Q) satisfazendo 0 < < em 2, u <0 sobre 00 e

U u
u >0 sobre 0. Dizemos que u é uma subsolucao de (1.34) se

/Vu Vodr < /\/ u|2*|_€1 qﬁdm—I—a/Qk;gquﬁdx—ku/ﬂfqﬁdx, ¢ € Hy(), ¢>0 (1.35)

e u é uma supersolucao de (1.34) se

3 21 iy
/Qw-wdsz/QW qbda:Jra/Qku <;§d:c+u/gf¢d:c, b€ HYQ), ¢>0 (1.36).

Teorema 1.8. Sejam A, o, >0, g € (0, 1)U (1, 2* —1) e 0 € [0,2] em (1.34).
Suponha (kf)1, (kf)s e (kf)s e valem:

(a) a=0 e u>0
ou
() a>0 e u=0.

Se u, U sdo, respectivamente, sub e supersolugio de (1.34), entdo existe u € HL(Q) tal
queu<u<ueme

- u! q 1
/QVU~V¢dx—)\/Q P ¢d:c+oz/gku ¢d:c+u/9f¢dx, ¢ € Hy(Q). (1.37)

Demonstragao: Seguiremos Alves, Gongalves e Santos [3] [teorema 1.2]. Suponha «,
conforme (a) ou (b). Provaremos por etapas.

Etapa 1. Consideremos o problema auxiliar

—Au=V em (),
(1.38)
u =0 sobre 012,
cujo operador-solucao é dado por
S:H Q) — H(Q)
v = S(V) = u.

Sabemos que S ¢ limitado, nao-decrescente e continuo (cf. Melo [32]).
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Etapa 2. Consideremos a aplicagao nao-linear
N:C— HYQ),
dada por
(Vu.o)i= [ stewjods, v e 0, u o HYQ),
Q
w1
onde z(z,u) 1= )\W +ak(x)u! +pf(zr) e C:={ue€ H}(Q); u<u<u}.
x
Afirmamos:
N(C) é limitada, isto é, existe K > 0 tal que |Nu|g-1 < K, para cadau € C. (1.39)
N é continua, isto é,
(1.40)
dada {u,} € C tal que u,, — u qtp em Q implica Nu, n Nu.
N é nao-decrescente, isto é,

(1.41)

dadas uy, uy € C, com u; < up, entdo (Nu; — Nuy, ¢) <0, ¢ € H3(Q), ¢ > 0.

Verificagao de (1.39). Sejam u € C e ¢ € H}(Q). Temos:

[(Nu, )| = ‘/Qz(x,u)gbdx‘

IN

1251
u 0
A/’ | 5 |¢Id$+a/!kl\ﬂlq|¢|d$+u/!fl|¢\dw

a® ! gl _
= )\/ e 01d:v—l—a/|k:||uH¢|d:v—|—,u/|fH¢|d:v.
Q S Q Q

%l %
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Gragas as restricoes k € L), f € L), as imersoes continuas ¢ € H}(Q) — LZZ (Q),
u € HYQ) — L*>(Q) e as conjugagoes 292; —l—% =11+ L+t =1lei++=1,
podemos aplicar as desigualdades de Holder, de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] e de
Sobolev, para obter:

— _25—1
[(Nu, @) < ASy " [al %,
[

-1/2 — —1/2
Slan + Sy P1k| e lal e 101 + 1655 2|11l

de modo que,
[(Nu, ¢)| < K|¢|g, para cada u € C, para cada ¢ € Hi (),
onde K := )\59_1/2|ﬂ|2;2; + ozSo_l/2|k|La|E|qLQ* + /LSO_I/2|f|Lb. Donde
L@

|INu|g-1 < K, para cada u € C,

mostrando (1.39).

Verificagao de (1.40). Sejam {u,} C C e u € C tais que

U, — u qtp em 2.

Temos:

|(Nu, — Nu,®)| = ‘/Qz(x,un)gzﬁd:v—/gz(x,u)gbdx‘

251 251
< A/ un™” = u® ’y¢|dx+a/\k||unq—uq||¢|dx.
Q Q

[]?

Usando as mesmas desigualdades citadas na verificagao de (1.39) sob os mesmos argu-
mentos, obtemos:

[Nt = Nulg—r < A8, 570 w57 @Sy P ke — ]
251
L,°

2% .
q

Notemos que

25-1 25
n

u —su gtpem Q e wu,? — u? qtp em Q.
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Além disso, valem as dominacoes:

.
29
2% 1

* * 2F 1 2
w0t <w T e L (Q) e w, <ule L7(Q).
Usando o Teorema de Lebesgue, é imediato que

H—l
Nu, — Nu,

provando (1.40).

Verificagao de (1.41). Sejam uy, ug € C tais que u; < up. Dada ¢ € HY(Q), ¢ > 0, temos:

(Nuy — Nug, ¢) = /Qz(x,ul)qbd:v—/z(zv,uz)gbdx

Q

251 . 2r
- )\/ (7 — ugs )¢dx+@/ k(uy? — uy?)pd
Q Q

|z]?

IA

0.

Donde
Nuy < Nug,
provando (1.41).
Etapa 3. Seja
F:C— Hy()

dada por F(u) := S(Nu), onde S é o operador-solucao caracterizado na etapa 1 e N é a
aplicagao nao-linear definida na etapa 2.

Afirmamos que u € C é solugao fraca de (1.34) no sentido de H} (), isto ¢,

251
/ Vu-Vodr = )\/ e gzﬁdx—l—a/ ku? gbdx+u/ f ¢dz, para cada ¢ € Hy(Q), (1.42)
Q Q Q

||

se, e somente se,
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u= F(u). (1.43)

De fato, se u € C satisfaz (1.42), entao

—Au =V em (),

us—1

P + ak(x)u! + pf(z), © € Q. Mas S(¥V) :=u e
x
F(u) := S(Nu), de modo que F(u) = u, valendo (1.43).

onde, basicamente, ¥ = Nu = \

Reciprocamente, se u = F'(u), entdao S(Nu) = S(V) = u, isto é,

u2i1
—Au = /\W + ak(z)u? + pf(z) em €.
x

Donde u € C satisfaz (1.42).

Para concluir a demonstragao, ¢ suficiente encontrar um ponto fixo u para F'.

Etapa 4. Consideremos, pois, a seqiiéncia

Upyy = F(u,), n=0,1, 2, ..,
onde u, = u.
Afirmamos que
u<u <..<uwu, <..<7, Q, paracadan € N. (1.44)

De fato, tomemos ¢ € Hj(Q) com ¢ > 0. Temos, de (1.35):

IN

251
A/“| ; qbdx—l—oz/k;uq(bdx—i—u/fqbdx
Q

= A/QM (bd:c—l—oz/kF( )¢dx+,u/fqbdx

|]?

2* 1
_ )\/ S ¢dm+a/ku1q¢d:c+u/f¢dx
Q

/ Vu - Vodr
Q
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Como u < 0 = u, sobre 0f2, pelo Principio de Comparacao Fraco,

QSQD Q.

De forma analoga,

uy < uy, 2
Iterando a argumentacdo, obtemos (1.44).
Analogamente, provamos que
UW>Up > o > Uy > .o > uy, ), para cadan € N, (1.45)
usando (1.36) em lugar de (1.35).
Sejam u :=lim,, .o, e U:=lim, .U, Logo, por (1.44) e (1.45), obtemos:
U, — uqtpem Q e u<u<T7u.

Afirmamos que F' tem um ponto fixo u € C.

De fato, argumentando exatamente como na verificagao de (1.40),

[Nu, = Nuy g S AS P2l =, 57 o+ @S Rl pelu,” = %] 2
2% -1

[4

de modo que,

|INu,, — Nu,,|g-1 — 0,

em virtude do Teorema de Lebesgue. Isso mostra que {Nu,} € C é uma seqiiéncia de
Cauchy em H~'(Q). Desse modo,

Nu, — Nu em H ().

Usando a continuidade de S,

S(Nu,) = F(u,) — S(Nu) = F(u) em Hy(),

1
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isto é,

Fu

T

) — F(u) em Hy(Q).
Lembrando da imersao compacta, a saber,

Hy () — L*(Q),
obtemos,

F(u,) — F(u) qtp em Q2

e como u, ., = F(u,), inferimos que v = F'(u), provando a afirmacao.



CAPITULO 2

Equacao nao-Homogénea

Neste Capitulo, estudaremos a equagao (0.2). Para isso, consideraremos a seguinte
equagao associada a (0.2), fazendo em (0.7) a = 0:

251

—Aa:A“&'e +uf(z) em RV, (2.1)

onde seus atributos e fungao sao os descritos na Introducao.

Nosso objetivo é a demonstracao dos teoremas A e B.

2.1 Solucoes radiais: demonstracao do teorema A

Demonstracao: Verificagao de (i). Seja u € Difd(RN), u > 0 uma solucao fraca

de (2.1). Pelo lema 1.5(a)(i), segue imediatamente que u € C*(RN \ {0}), Vu(z) -z <
0 em RV\{0} e @>0 em RY.

Fica verificado (i).

Verificagio de (ii). Seja @ € D"%(RN), 4 > 0 uma solucio fraca de (2.1). Pelo lema
1.5(a)(ii), temos que

53
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WN

A—=
N -0

2]V a(2)% + () / iy < |l
By (0)

Como, pelo teorema A(i), Vi(z) -z <0 em RN\ {0}, podemos escrever, para |z| ~ oo:

Assim, usando a expressao da taxa de decaimento de u acima,

]

WN N—6 N
A———|z + /L/ fdy
N — 9’ ‘ By (0)

para |z| ~ 0.

Donde

Ja)? o 1]
)\CUN quandao |(xr Q.

)% = 0(
N—0 N
2l +u/Blzl(0) 7y

Fica verificado (ii).

Verificagao de (iii). Usaremos o lema 1.6(a). Suponha, por contradi¢ao, que u é
limitada em RY \ {0}. Como @ é definida e continua sobre R" \ {0} e é decrescente
(teorema A(i)), podemos estendé-la até a origem. Assim, @, como uma fungao radial, é
definida e continua sobre [0, 00) e é uma solugao positiva de (2.1).

~ ~

Fazendo f(x) := f(r), temos:

~ ~ T
Vi) = Fir)t
Também, dr := r¥~'drdo. Fazendo mudanga de coordenadas em (1.20) com o = 0 e
@ > 0, obtemos:
o N+2)~ -
/ N1 [( ;— )f('r’) + f'(r) r|u(r) dr = 0. (2.2)
0

Invocando (0.11), em virtude da igualdade em (2.2), a tinica possibilidade é que,
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Usando essa expressao, fazendo v := (N + 2)/2 e fixando ¢ suficientemente pequeno,
temos:
7
r
M
f(r) r

a qual, integrada de ¢ a 2¢, resulta:

2e j/c\,(S) - 2e z
i ]?(3) ds = /(E Sds.

Donde

los) = J?(g).

Fazendo ¢ — 0, gracas a continuidade de J?, segue que v = 0, um absurdo. Portanto, u
nao pode ser limitada na origem.

Fica verificado (iii).
Verificagao de (iv). Sejam 0 < <2 e X = 1.

Etapa 1. Solugao via Teorema do Passo da Montanha. Usaremos o lema 1.1(i)(a) e (ii)(a).
Provaremos que

Existe 4% € D2(RN) tal que a° >0, 2> #0, I1(@%) > 0 e I'(@%) = 0. (2.3)

Designemos 1>

co > 0 satisfazendo

.= 4. De fato, pela observagio 1.2, existem {@,} € D22(RN) e algum

I(u,) — ¢y e I'(a,) — 0. (2.4)
Afirmamos que existe 7 € D2(RN) com @ > 0 tal que

1,2 1,2
~ rad O ~ Dﬂd ~~
Uy —— 0 e Uy, u.

De fato, temos, usando, respectivamente, (0.8) e (0.9) com A =1, a=0e p > 0:
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~
B)
&

|

~
=)
t—/
=)
+
vV

1 1 ~ N
1 1 ~
> | = - = /|Vﬂn|2dx — u/fﬂnd:c.
> 2

Usando as desigualdades de Holder e de Sobolev, obtemos:

1 1 R _ -~ ~
5 - ?) ||un||2 - MSO 1/2|f|Li’ad“un||' (25)
0

Agora, de (2.4), temos, para n suficientemente grande:

. 1, o -
I(u,) — §<I'(un),un+) < cy+
0

que combinada com (2.5) resulta:

”anH 1 1 ~ 2 —1/21 7 ~
ca+ 5 2 | 5= g Il = seSo™ A g

onde, evidentemente, 2; > 2. Conseqlientemente,
[un]| < K,
onde K é uma constante positiva. Portanto,

~ Dy~
U, U.

Usando (0.9) com A=1,a=0, u>0e ¢ =1u,_, temos:

(I (@), ) > — T || — 1Sy P Flie N |-
rad

Agora, de (2.4), notemos que

|<I,(an>7 an,>| = On(1>



Cap.2 Equagao nao-Homogénea o7

Isso junto com a tltima desigualdade implica

[tn_[| — 0,
isto é,

~ rad

U, ='u e u, — u, u>0. (2.6)
Em particular,
/Vﬂn -Vaodr — /Vﬂ - V¢ dx, para cada ¢ € DL (RY). (2.7)
Afirmamos que
u’\i"_l 5251 12
|x+|9 ¢ dx — / " ¢ dx, para cada ¢ € D, (RY). (2.8)

Com efeito, pelo fato de @, € DL2(RN) < L (RN) e de ||[u,]| < K, é claro que

rad

/u’”d < S, P K%

||

e, portanto,

2 2§
Isso mostra que uA2n+_ € LZQ_1 (RY) e é limitada em L, 2o (RM).
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Notemos, também, que

|

=1
2;+ 25

N
29
2*

Donde (L, ' (RY)) = L2 (RY). Como ¢ € D2

rad

(RY) — L7 (RY), temos que

2

o€ (L, (RY)).
Usando (2.6), é evidente que
aié—l atp, 5251

Pelo lema 4.8 de Kavian [27] [p. 11],

2%

o]
~25—1 2 25 -1
uy —utem L, (RN).

Em particular, obtemos (2.8).

Usando (2.7), (2.8) e

A29—1

(I'(Wy), ¢) = / Vi, - Vodr — / 2 pdx — 1 / fodr, para cada ¢ € DL (RY),

obtemos:

(I'(U,), ¢) — (I'(W), ¢), para cada ¢ € D15 (RY).

rad

Gragas a (2.4), segue que

I'(m) = 0.
Como f # 0, segue que u # 0. Voltando a notacdo inicial, 7 := u* e lembrando que
ca > 0, obtemos (2.3).

Etapa 2. Solucao via Principio Variacional de Ekeland. Usaremos o lema 1.1(i)(a) e (ii)(a)
e o lema 1.4. Provaremos que
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Existe 0' € D"2(RM) tal que @' >0, @' £ 0, I(@') <0e I'(@') = 0. (2.9)

rad

Designemos @' := u. De fato, o lema 1.4 garante a existéncia de uma seqiiéncia {1, } €
D)2 (RN) satisfazendo

I(u,) — 1, a1 <0 e I'(u,) — 0. (2.10)

Por outro lado, conforme fizemos na etapa 1, existe @ € D" (RN) satisfazendo

rad

Por argumento idéntico ao da etapa 1, aplicando as convergéncias (2.7) e (2.8) e usando
(2.10), obtemos:

I'(mw) = 0.
E, como antes, u # 0. Resta provar que
I(u) = ¢.

Temos:

1(@,) — 2%(1'@”),@”) - (% - —) /|Vun| d + u(- - 1) /fundm

Essa expressao junto com (2.10), o fato de que a norma é (fssci) e de que

lim fﬂndx = / fAiL\dx

n—oo

(pois Uy, Prea 7 o fe(L¥RY)) = LYRY)), resultam que
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¢y = liminf I(u,)

> liminf [(% - —) /|Vun] dx—l—u(— — 1> /fund:c]
1
> <§ —2—> hm1nf/|Vun| d:)s+u<—— 1) lim /fundas
0 n—oo

/\2*
/|Vun| dm—l— Wda:—l——/fudx

v

= I(u),

(' (u), u)

5e = 0. Assim, ¢; = liminf I(u,) > I(u). Conseqiientemente,
o

pois

I(ﬁ) = C1.
Desde que ¢; < 0, verifica-se que (1) < 0. Fazendo u =: u', obtemos (2.9).
Fica verificado (iv).
Verificacao de (v). Sejam 6 =2 e X € [0,53).

Etapa 1. Existéncia. Usaremos o lema 1.3(i). Provaremos que

Existe 2° € D22(RN) tal que @° >0, @° #0, I1(@%) < 0 e I'(@%) = 0. (2.11)
Designemos 4° := 4. Lembrando que I € C'(D%%(RN),R), gracas ao lema 1.3(i), segue

imediatamente do Teorema de Minimizagao Classica (cf. Apéndice B) que existe u €
D2 (RN) tal que

rad

(I'(@W), ¢) = 0, para cada ¢ € D% (RM).

rad
Agora, notemos que, de (0.10) com 6 = 2 e a = 0, temos:

/\

/Vﬂ- Vodr = \ ’ ‘2 odx + ,u/f ¢dx, para cada ¢ € D},azd(RN)

Tomando ¢ = u_, obtemos:
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P = s / Fide >0,

Dondeu_ =0 e u=u, >0.

Por outro lado, f;é 0 implica u # 0. Finalmente, notemos que, escolhendo ¢ € Difd(RN )
com ¢ > 0 e tomando ¢ > 0, temos:

/|V¢| dr — \ de —t,u/fqzﬁdx, t>0.

Desde que A € [0,.S2), em virtude da desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] o
termo entre parénteses é positivo. Portanto,

I(tog) < 0, para algum tq € (0,1)

suficientemente pequeno. Conseqiientemente,

(@) < 0.

Fazendo @ =: 13, obtemos (2.11).

Etapa 2. Unicidade. Suponha, por contradicao, que @y, Uy € Dmd(RN ) sdo solugoes fracas
nao-negativas de (2.1) com § = 2. Entao, podemos aplicar o teorema A(i) a u; (j =1,2)
e, além disso,

—Auy —)\| | +uf em RM\ {0}
(2.12)
—Aly = )\% +uf em RN\ {0}
x
no sentido classico. Conseqiientemente,
@\2 ib\l B Uz a1
e, assim,
Aag Au1 ~9 ~ 1 1 ~9 ~9
== — - — —u?). 2.13
( o + o )(u2 uy) =p f (u2 ul)(% uy) ( )

Notemos que, por (2.12) e (2.11), verifica-se que
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/ 4, Alide — / Va, P (2.14)

Integrando (2.13) sobre R e usando (2.14), obtemos:

/|va2|2dx+/m2¥dm+/|val|2dx+/mlﬁﬁdx: /uf(A— — )@ - @)da
Ug U1 Uz U

(2.15)
Em Abdellaoui, Felli e Peral [1] [teorema 2.1], é assegurado que
02
/|Vﬁ2|2dx+/A—2(Au1)dx >0, (2.16)
uy
02
/|Va1|2da:+/—1(Au2)da; > 0. (2.17)
U
Por (2.15), (2.16) e (2.17), concluimos que
0< [ ufs - 2@ - @iz <0,
— u; — uy)dx
> [ M Ty a2 1
Impossivel, uma vez que p > 0 e f> 0. Assim,
ﬂl = ag.
Fica verificado (v).
[

2.2 Solucgoes nao-radiais: demonstracao do teorema
B

Demonstragao: Verificagao de (i). Seja u € D'?(RY) uma solugao fraca positiva de
(0.2) no sentido de DY2(RY) tal que

u<u

onde @ € D% (RN) é uma solucio fraca de (2.1). Seja, ainda, K ¢ RM \ {0} um

rad
subconjunto compacto e consideremos o niimero positivo
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_ dist(0, K)
- 5 _
Para provar (i), basta verificar que
u"=°0 em L¥(K). (2.18)

Como K é fechado, existe uma bola de raio fixado R > r > 0 tal que A := B\ B, D K.
Em virtude do lema 1.5(a)(ii), temos (u > u e f > f):

w * —~
A2 e ) + ) / fdy < [P, =€ K.
- By (0)

Como A C By,(0),
[zl

Usando o fato de que / fdy > 0, resulta:
A

u(z) < r e A

[ul 4y "= 0.

Em particular, obtemos (2.18).
Fica verificado (i).

Verificagao de (ii). Usando as notagoes e alguns dos passos da verificacao de (i), é
imediato que

712 1/2%
u(@) < ( wﬂ“” ) aea
A ‘ZE|N_0

N -6

mostrando que

A—00
|ulzee(a) "= 0.

Fica verificado (ii).

Verificagao de (iii). Sejam 6 =2, A € [0,.9;). Como u € DV?(RY) é uma solucio fraca
positiva de (0.2) no sentido de D*?(RY), temos:
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251
/Vu - Vodr = /\/ v odr + M/f ¢dx, para cada ¢ € DV*(RY).

ke

Fazendo ¢ = u na tultima expressao, obtemos, usando as desigualdades de Holder, de
Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] e de Sobolev:

lull* < ASyHull? + pl floo ] per

< NSyl 4 Sy P | f el

Donde,
1/2
0< ||u|| < Hoq |{|Lb
1— 2
(1-2)
Assim,

u— 0 em D'?(RY) quando p — 0 para cada M € [0,S5,).

Fica verificado (iii).

—2(RY) uma solugao fraca nao-negativa de (2.1).
Tal solugao existe em virtude do teorema A(iv)(v). Para provar (iv) e (v), consideremos
a familia de problemas

Verificagao de (iv) e (v). Seja @ € D2

21

(2.19)

u>0 em By, u=0 sobre 0By.

Construcao de uma supersolucao de (2.19) no sentido de (1.36) com o = 0 e
i > 0. Pelo teorema A(i), 0 < U € DY (RN) satisfaz (2.1) no sentido cldssico para
r € RV\{0}.

Afirmamos que

PO ~
/va. Vodr = )\/ ur ¢ dx +u/f¢dx, ¢ € D2, (2.20)

[

onde lembramos que A = 1, se § € [0,2) e A € [0,5,), se # = 2. De fato, seja ¢ €
CP(RM\{0}) e fixemos uma fungao cut-off 7 infinitamente derivével tal que 0 < n < 1,
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nx)=0 se |z|<1 e nlx)=1 se |z|] >2.
Sejam € > 0 e n.(z) := n(x/e) de modo que n.¢ € Cg°(RN \ {0} ).
Multiplicando (2.1) por 7.¢ e integrando sobre RY, obtemos:
aQ;—l N
/Vﬂ- V(ne ¢) dx = A/Wne¢dx+u/fne¢dw-
Ou seja,
@\2;—1 R
/qﬁVﬂ- Vne de + /nEVﬂ- Vo dr =\ Wnecﬁdx + u/fned)dx. (2.21)
Usando as propriedades de 7., é imediato, pelo Teorema de Lebesgue, que
/ nVi - Vo de =2 / Vi - Vé dz, (2.22)
021 o [T
/ P Nepdr — / P pdx e (2.23)
/ Frepdr <=3 / fodz. (2.24)
Resta verificar que
/ OV - Vi dz =5 0. (2.25)

De fato, pela desigualdade de Holder,
| [ova- Vi ds| < folu~ [ IVaVa da
< Jolm [ 9 do),
|z|<2€¢

Definemos y := E, de modo que 7(y) = n(x(€)). Temos:
€
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o _ o

= L j=1,...N e |Vn|*=é|Vn|:
TR e [Vnl* =€ |Vn

Sendo det J = €V, isto é, drv = €Vdy, obtemos:

| [ oV nda] < @IS ([ 9l i
y|<2

Como N > 3, passando ao limte quando ¢ — 0, obtemos (2.25).

Passando ao limite em (2.21) quando € — 0 e usando (2.22), (2.23), (2.24) e (2.25),
obtemos (2.20).

Seja By, a bola de R com raio inteiro k& > 1 e centro na origem. Definindo u;, := U|By
segue de (2.19) e (2.20) (f > f) que

2r1

Viy, - Vodr > )\/ “l’;j pdv+pu | fodr, ¢ € Hy(By), ¢ >0, (2.26)
By, By

By

no sentido de (1.36) com o =0 e u > 0.

Construcao de uma subsolugao de (2.19) no sentido de (1.35) com a =0 e p > 0.
Consideremos a familia de problemas de Dirichlet, a saber,

—Aw = puf(x) em By,
w>0, w#0 em By, (2.27)

w =0 sobre 0Bj.

E facil mostrar que (2.27) admite uma tnica solugio fraca wy € Hy(By) tal que, pela
teoria da regularidade, wy, € C'(By) e, pelo principio do maximo, wy > 0.

Afirmacao: wy < u, em By.
De fato, como @, > 0 e é regular e 0 < w, € CYB}), existe 7, € (0,1) tal que

Tk Maxpy, Wy < mingk ug. Conseqlientemente,

Tewy < U em By.

Agora, dada ¢ € H}(By) com ¢ > 0, temos:
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/ V(mwwy) - Vode —p | fode = 7 Vwg - Védr —p [ fodx
By By, By

By

< Vwy - Vodr — p fodx
By,

By,

g (:)7

pois wy, ¢ solugao fraca de (2.27). Donde
V(mewi) - Vodr < p | fodr, ¢ >0, ¢ € Hy(By).
By, By,

Logo, 7wy, satisfaz (1.35) com A = 0. Portanto, 7wy ¢ uma subsolucao de (2.27). Lem-
bramos que u;, é uma supersolucao de (2.19). Em particular (A = 0), é uma supersolugao
de (2.27). Aplicando o teorema 1.8(a) com A\ = 0 a (2.27), existe &y € H}(By) satisfazendo
Thwp < WOy < Uy €

Vo -Vodr = pu | fodr, para cada ¢ € Hy(By).
Bk Bk

Donde & é uma solugao fraca de (2.27) no sentido de Hg(Bjy). Por unicidade, & = wy,
de modo que

wr < U em By,

seguindo a afirmacao.
Afirmagao: wy < wyy1 em By.

De fato, como antes, existe 0 € (0,1) tal que

5kwk < Wg41 €m By
Mas, como fizemos acima, dxwy é uma subsolugao de (2.27) e w11 é uma supersolugao de
(2.27). Pelo teorema 1.8(a) com A = 0, existe &y, € H}(By,) tal que dpwy, < @y, < wy €
Vo -Vodr = | fodr, para cada ¢ € Hy(By).

By, By,

Donde @y é uma solugio fraca de (2.27) no sentido de Hg(By). Por unicidade, &y = wy,
de modo que
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wr < wry1 em By,

seguindo a afirmagao.

Fazendo wy, = 0 sobre RY \ By, temos que a seqiiéncia {wy} satisfaz

0<wi <wr <...<w, <... <7, (2.28)

de modo que (A > 0)

w21

|]?

YV - Vodr < )\/

By

¢pdv+pu | fodr, ¢ € Hy(By), ¢ > 0. (2.29)
By,

By,

Isso finaliza a construgao de uma seqiiéncia ordenada de subsolugoes de (2.19) limitadas
por cima por u.

Por (2.26) e (2.29) e usando o teorema 1.8(a), existe uy € Hy(By) com wy < ugp <
satisfazendo
21

Vg - Vodr = A / “l’; gode+p | fodv, o€ HY(By). (2.30)
By By,

By,

Afirmagao: {u} ¢ limitada em D%?(RY).

De fato, como {uy} € HZ(By), sua extensao ao RY, a saber,

ug(x), = € By,

ug(x) ==

0, QIERN\Bk

pertence a DV2(RY), a qual ainda denominaremos por uy. Disso se segue que

[ ||? :/\VukIQdm :/B |Vug|*dr = |uk\§fé (2.31)
k

Fazendo ¢ = uy em (2.30) e lembrando que uy < 1y, obtemos:

—2%/2,_ 2% — _
[uel3y < NS5 el oy + 1S5 Lo k]

apos usarmos as desigualdades de Holder, de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] e de
Sobolev. Usando (2.31), verifica-se imediatamente a afirmagao. Conseqiientemente,
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D1’2 qtp
up — U e up —u (2.32)

para alguma u € DM?(RY) com u < 1.
Afirmagao: u é uma solucao fraca positiva de (0.2) no sentido de DV?(RY).

De fato, gracas & extensao de u; ao RY, podemos escrever:

25-1

/Vuk‘ngda: = )\/u|’;|0 ¢da:+u/f¢dx, o€ HY(By). (2.33)

Lembramos que

Dl,Q(RN) . COO(RN)” Il

onde |[u| := (/\Vu|2d:c)1/2, u € DM*(RY). Fixando ¢; € CP(RY) de modo que
suptp; C B C RY, temos:

¢0; — ¢ em DY(RN) (2.34)
e também:

-1

25
/Vuk~Vg0jd;1:: )\/ |’“ 7 gojdx—i—,u/fgo]dx p; € C(RM). (2.35)

De (2.32) obtemos, em particular, que

/Vuk -Vp,dr — /Vu -V, dz, para cada p; € C°(RM). (2.36)

-1
/UT 7 ; de — / P ¢; dz, para cada p; € Cg°(RMN). (2.37)

Fazendo k — oo em (2.35) e usando (2.36) e (2.37), concluimos que

u2i1
/Vu -Vpdr = )\/ Wgojda: + u/fcpjda:, ©; € C°(RY). (2.38)

Usando (2.34) e o Teorema de Lebesgue, obtemos, fazendo j — oo em (2.38):
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/ Vu - Veédr = \ / U2§’;1¢dx+ m / fodx, ¢ € DM*(RN). (2.39)

|z

Agora, notemos que de (2.28), (2.32) e das propriedades de {wy}, segue imediatamente
que u > 0.

A afirmagao esta provada.

Ficam verificados (iv) e (v).

Verificagao de (vi). Do lema 1.5(a)(ii) juntamente com as hipdteses u < U e f < 7,
segue imediatamente que

K2

WN N—0
Al [ gy
N -0 By (0)

u(z)? <

Y

onde K ¢é uma constante nao-negativa que independe de u. Portanto,

1
quando |z| — oo.

u(z)? = O(

AN | N
gl [ gy
N—0 By (0)

Fica verificado (vi).



CAPITULO 3

Equacao Homogénea: crescimento
sublinear

Neste Capitulo, estudaremos a equacao (0.3) com 0 < ¢ < 1. Para isso, consideraremos a
seguinte equagao associada a (0.3), fazendo em (0.7) p = 0:

— AT =\ 4—04//5(%)173r em RY, (3.1)

onde seus atributos e fungao sao os descritos na Introducao.
Nosso objetivo é a demonstracao dos teoremas C e D.

Simplificaremos alguns passos quando semelhantes ou iguais aos dados no Capitulo 2.

3.1 Solucoes radiais: demonstracao do teorema C

rad
fraca de (3.1). Pelo lema 1.5(b)(i), segue imediatamente que u

0 em RV\{0} e >0 em RY.

Demonstragao: Verificacdo de (i). Seja @ € D2(RN), @ > 0, @ # 0 uma solucio
e C*(RY

>
C? \{0}), Vu(x)-z <

Fica verificado (i).

71
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Verificagio de (ii). Seja @ € D22(RN), 4 > 0, @ # 0 uma solugdo fraca de (3.1). Pelo
lema 1.5(b)(ii), temos que

WN

A
N -0

VG (2)% + aa(z)! / Ry < @l
By (0)

Como, pelo teorema C(i), Vi(x) -z <0 em RN\ {0}, podemos escrever, para |z| ~ oo:

b <uitt g+1<2<2;

Assim, usando a expressao da taxa de decaimento de u acima,

112
u(x)% < ® I —— para |z] ~ oo.
AN yx\N9+a/ kdy
N—0 By4(0)
Donde
[l”

()% = o(

on ) quando || — oo.

|m|N_9+oz/ kdy
N-#¢ Bla/(0)

Fica verificado (ii).

Verificagao de (iii). Usaremos o lema 1.6(b). Suponha, por contradi¢do, que u é
limitada em RY \ {0}. Como @ é definida e continua sobre R™ \ {0} e é decrescente
(teorema C(i)), podemos estendé-la até a origem. Assim, @, como uma fungao radial, é
definida e continua sobre [0, 00) e é uma solugao positiva de (3.1).

Fazendo k(z) := k(r), temos:

Vk(z) = k'(r)~.
r
Também, dr := rV~ldrdo. Fazendo mudanga de coordenadas em (1.20) com a > 0 e
1 = 0, obtemos:
> N N-2~ 1 ~
N-1 _ / ()21 — 2
/0 r [(q—i- ; 5 Vk(r) + Y 1k (r) r]u(r) dr = 0. (3.2)

Invocando (0.12), em virtude da igualdade em (3.2), a tinica possibilidade é que,
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N N -2 ~ 1

— k(r)+ ——K(r) r = 0.
(g = k) + = F )
. N N-=-2 )
Usando essa expressao, fazendo v := (? — ) e fixando ¢ suficientemente pequeno,
4q
temos:
% 1
Po) _ ala+) L
k(r) r
donde
~ E(s
k(2e) = 2v(q+1)’

apos integracao de € a 2e.

Fazendo ¢ — 0, gracas a continuidade de E, segue que y(¢+1) = 0, um absurdo. Portanto,
u nao pode ser limitada na origem.

Fica verificado (iii).
Verificagao de (iv). Sejam 0 <0 <2e \ = 1.

Etapa 1. Solucao via Teorema do Passo da Montanha. Usaremos o lema 1.1(i)(b) e (ii)(b).
Provaremos que

Existe 12 € D2

rad

(RY) tal que u? >0, w0, I(u*) >0e I'(@*) = 0. (3.3)

Designemos 1>

co > 0 satisfazendo

.= 4. De fato, pela observagio 1.2, existem {@,} € D22(RN) e algum

I(u,) — ¢y e I'(u,) — 0. (3.4)

Afirmamos que existe 7 € D2(RN) com @ > 0 tal que

1,2 1,2
o D’l‘ad ~ DT d -~
U, — 0 e u,, — u

De fato, temos, usando, respectivamente, (0.8) e (0.9) com A =1, « > 0e p=0:
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Usando as desigualdades de Holder e de Sobolev, obtemos:

. 1 oy~ 1 1), ~ 2, —(q+ 1), 197 .
I n)  ax ], n n > a o n 2 Q—S 1/2k a n q+1‘ 3.5
(@) = 5 1 (), ) 2 (2 22)nu I? = o= S g, 3 (35

Agora, de (3.4), temos, para n suficientemente grande:

~ 1 oy~ Uy
](Un) — §<I/(Un)7un+> <co+ ”2—*||,
(% 0

que combinada com (3.5) resulta:

[nll o (L LN = e 2= @+ Dq apmy
o+ > [ 2= ) ? - o P S0 T A R e 17
2 2; — 2 2; H ” [ 2z(q+ 1) ] 0 ‘ |Lrad|| H

onde, evidentemente, 2; > 2 > ¢ + 1. Conseqlientemente,

[un]| < K,

onde K é uma constante positiva. Portanto,

Usando (0.9) com A=1, >0, u=0¢e ¢ = u,_, temos:

<[,(an>= an7> = _Hanf H2

Agora, de (3.4), notemos que

(I (@), Tn_ )| = 0a(1).

Isso junto com a tltima igualdade implica

[tn_|| — 0,
isto é,

1,2
-~ rad

U, — 0.
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5

1,2
o~ ~ ~ o~ d -~
Como Uy, = Uy, — Uy_ € U, — U, obtemos:

ph2
~ d -~ ~
Up, —"ucomu > 0.

Isso prova a afirmacao. Devido a esta, observamos que

)
-
SN
<
S
=

Em particular,

/Vﬂn -Vodr — /va. V¢ dx, para cada ¢ € DL (RY).
Usando imersoes continuas e (3.6) segue que
ag 5—1 /\2*—1
[ i o dr— [ 6 do. pasa cada o € DIERY),

Afirmamos que

/ K, ¢da — / k'gdz, para cada ¢ € D,(RY).

Com efeito, notemos que

[/(ﬂfjiql) a da:'

Como {1, } é limitada em D7

2*
Zdr)it < S, 2(4“)Hu Hq+1

2*

2%

[/Wﬁ%ﬁwﬁﬁ¥4/Wmeigs%wwwwl

Donde |¢[771 € LI*1(RN).

Também,

g+1 qg+1

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(RY), verifica-se que {uq“} el (RN) Por outro lado,
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Assim, pelas desigualdades de Holder e de Sobolev,

[z ol < [ @ e < 55 g ol

1,2
rad

Lq%(RN). Além disso, de (3.6),

2*
Como 1, ¢ limitada em D,7;(RY), conclufmos que uf ¢ € La+1(RN) e é limitada em

qtp
uy,, ¢ — u'e.

Pelo lema 4.8 de Kavian [27] [p. 11],
(@, 6,v) — (@', v), para cada ¢ € (Lo (RY)) = L*(RY).
Lembrando que ke L2 ,(RY), escolhemos 1) = k para obtermos, em particular,

/Eu’\g+ pdr — /%ﬂngdx, para cada ¢ € D2(RN),

que é a afirmagao (3.9).

Usando (3.7), (3.8), (3.9) e

A2971

(I'(u,), /Vun Vodx —/ B pdx — a/zﬂ;id)dx, para cada ¢ € D2 (RN),

obtemos:

(I'(Un), ¢) — (I'(0), ¢), para cada ¢ € D,z(R").

rad

Gragas a (3.4), segue que

I'(u) =
Resta verificar que u % 0.

De fato, da demonstracao do lema 1.1(ii)(b), lembramos que

N—0 t2 t2$ tq-‘rl

0 ~
(= — ) — TwsT 11
(2 22) aq+1|w6 ’La
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onde w; é a funcao caracterizada em (Ws).

Segue-se, argumentando como em Gongalves e Alves [24], que

11 e
sup [ (tws) < (2 — =2)S, "
>0 2 2

Pela definigao de ¢y (cf. Apéndice B), temos que

0<c < 2—592‘9 : (3.10)

Suponha, por contradicao, que © = 0. Como u, é limitada em Difd(RN ), temos que

/|Vﬂn|2dm — M, (3.11)

onde M > 0 é uma constante. Lembramos que de (3.4), para ¢ = u,, temos:

/\2*

/!Vﬂnpd:c:/[ic\ﬁgﬂ " |0}dx+0n(1) (3.12)

para n suficientemente grande. Usando (3.9), a hipdtese de contradicao e (3.12), obtemos,
ao passar ao limite:

~25

/ |“5|+9 dx — M. (3.13)

Agora, usando (3.4), (3.9), (3.11), (3.13), a hipétese de contradi¢ao e (0.8) com A =
1, a>0, 0<qg<1, p=0, obtemos:

=M= - =), (3.14)

o que implica M > 0 desde que 0 € [0,2) e ¢y > 0. Por outro lado, gracas a desigualdade
de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12],

- 2/2*
/|Vun| dz > Sg /’“ |;d . (3.15)

De (3.11), (3.13) e (3.15), obtemos, ao passar ao limite:
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N
M>S827",0<6<2. (3.16)

)
6
Por fim, de (3.14) e (3.16), verifica-se que

L o2-0
2 =9N -0

contradizendo (3.10). Logo, u # 0.
Voltando a notagao inicial, @ := u* e lembrando que ¢y > 0, obtemos (3.3).

Etapa 2. Solucao via Principio Variacional de Ekeland. Usaremos o lema 1.1(i)(b) e
(ii)(b) e o lema 1.4. Provaremos que

Existe 0' € D% (RY) tal que @' >0, @' # 0, I(@') <0e I'(@) = 0. (3.17)

rad

Designemos @' := 4. De fato, o lema 1.4 garante a existéncia de uma seqiiéncia {u, } €
D% (RN) satisfazendo

rad

I(u,) —c1, aa<0 e I'(u,) — 0. (3.18)

Por outro lado, conforme fizemos na etapa 1, existe @ € D% (RN) satisfazendo

Por argumento idéntico ao da etapa 1, aplicando as convergéncias (3.7), (3.8) e (3.9) e
usando (3.18), obtemos:

I'(w) = 0.
Analogamente ao procedimento adotado na etapa 1, u > 0. Resta provar que

[(@) = C1

(como ¢; < 0, automaticamente u # 0).

Temos:
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Essa expressao junto com (3.18), o fato de que a norma é (fssci) e de que

n—oo

lim [ kult'de = / kutdz,

implica que:

¢y = liminf I(u,)
1 1 1 1 ~
> liminf | [ = — — /|Vﬂn|2dx +a|l =D ——— /k:ﬂ?flda:
2 2 2% g+l +
1 1 1 1 ~
> |=—= liminf/ Vi, |?dr + a| — — —— | lim /kﬁgﬂdx
2 2 25 q+1)nooo +
o~ ~ 12 1 ib\% 1
> I(u)——*/]Vun| d:v—l——*/ Sdx + */k:u“‘”r dx
% % ) ™ g
= 1(u),
(I'(u), u)

pois = 0. Assim, ¢; = liminf I(u,) > I(u). Conseqiientemente,

I(u) = ¢.
Desde que ¢; < 0, verifica-se que I(7) < 0. Fazendo © =: u', obtemos (3.17).
Fica verificado (iv).
Verificacao de (v). Sejam 6 =2 e A € [0,5,).

Etapa 1. Existéncia. Usaremos o lema 1.3(ii). Provaremos que

Existe 2° € D22(RN) tal que @° >0, @® #0, I(@®) < 0 e I'(@®) = 0. (3.19)
Designemos @° := 4. Lembrando que I € C'(DL2(RN),R), gracas ao lema 1.3(ii),
segue imediatamente do Teorema de Minimizagao Classica (cf. Apéndice B) que existe
u € D2(RYN) tal que

(I'(@), ¢) = 0, para cada ¢ € D% (RM).

rad

Agora, notemos que, de (0.10) com 6 =2 e p = 0, temos:
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/Vﬂ- Vodr = )\/ % odx + oz/?g\ﬂi ¢dx, para cada ¢ € D;(’fd(RN).
x

Tomando ¢ = u_, obtemos:

[P =o.

Dondeu_ =0 e u=u, >0.

Notemos que, escolhendo ¢ € Difd(RN ) com ¢ > 0 e tomando ¢ > 0,

I(td) = t2</|v¢\2d B iy )— e /%wld t>0
=3 x e x aq+1 x, .

Desde que A € [0,.52), em virtude da desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12], o

termo entre parénteses é positivo. Donde

I(top) < 0 para algum t, € (0,1)

suficientemente pequeno. Conseqiientemente, I(u) < 0. Disso decorre imediatamente que

Q0.
Fazendo u =: u®, obtemos (3.19).

Etapa 2. Unicidade. Suponha, por contradicao, que uy, Uy € D:fd

(RY) sdo solugoes

fracas nao-negativas e nao-identicamente nulas de (3.1) com 6 = 2. Entao, podemos

aplicar o teorema C(i) a w; (j =1,2) e, além disso,

AT, = )\‘;% +aka? em RN\ {0}
AT, = /\% +aka em RV \ {0}
xr

Aty Auy ~ 1
—— + — =ak Py 1 g
Uz Uy Usg Uy

e, assim,

(3.20)

(3.21)
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Notemos que, por (3.20) e (3.19), verifica-se que

/ G, Adiydr — / Va, . (3.22)

Integrando (3.21) sobre R" e usando (3.22), obtemos:

R R ~2 R R ~2 . 1 1 R R
/yvu2\2dx+/Auzg—;dx+/|w1\2dx+ Aulg—jdx:/ak(r_q—T_q)(u%—zﬁ)dm.

Uy Uyq

(3.23)
Em Abdellaoui, Felli e Peral [1] [teorema 2.1], é assegurado que
o2
/|V62|2dx+/A—2(Aﬂl)dx >0, (3.24)
U
72
U2
Por (3.23), (3.24) e (3.25), concluimos que
1 Lovio
0< | ak(o= — ==)(u3 — uy)dz < 0.
Uz Uy
Impossivel, uma vez que a > 0 e k> 0. Assim,
ﬂl = 62
Fica verificado (v).
L

3.2 Solucgoes nao-radiais: demonstracao do teorema
D

Demonstragao: Verificagao de (i). Seja u € D?(R") uma solucio fraca positiva de
(0.3) no sentido de D'?(RY) tal que
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onde @ € D% (RN) é uma solucio fraca de (3.1). Seja, ainda, K ¢ RM \ {0} um

rad
subconjunto compacto e consideremos o nimero positivo

dist(0, K)
r=——_—-=
2
Para provar (i), basta verificar que
u"=°0 em L¥(K). (3.26)

Agora, existe uma bola de raio fixado R > r > 0 tal que A := Bg \ B, D K. Em virtude
do lema 1.5(b)(ii), temos (u > u e k > k):

p il 2|V 0 ()% —i—auq“(x)/ kdy < |ul|?, = € K.
N—0 By (0)

Como A C Bj;(0),

Usando o fato de que / kdy > 0, resulta:
A

|U|Loo(A) H:OO 0.

Em particular, obtemos (3.26).
Fica verificado (i).

Verificagao de (ii). Usando as notagoes e alguns dos passos da verificacao de (i), é
imediato que

712 1/2%

u(z) < ( I > " xe A,
A wWN |£L‘|N_0

N -4

mostrando que

A—00
|U|Loo(A) — 0

Fica verificado (ii).
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Verificagao de (iii). Sejam 6 = 2, A € [0,.9;). Como u € D"?(R"Y) é uma solucio fraca
positiva de (0.3) no sentido de D?(RY), temos:

2% —1
/Vu -Vodr = )\/ ur pdx + a/kuq ¢dx, para cada ¢ € DM*(RN).

||

Fazendo ¢ = u na tultima expressao, obtemos, usando as desigualdades de Holder, de
Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] e de Sobolev:

> < XSy Jul|? + aSy I k| paJuf ¢

Donde,

_ aSO—(Q'H)/? |]{?’La
_— >\ .

(1—3—2)

0 < fuf>~ (Y

Como 2 > ¢q + 1, obtemos:

u— 0 em D'?(RY) quando a — 0 para cada ) € [0,S55).

Fica verificado (iii).

Verificagio de (iv) e (v). Seja @ € D2(RN) uma solucdo fraca ndo-negativa e nio-

identicamente nula de (3.1). Tal solugao existe em virtude do teorema C(iv)(v). Para
provar (iv) e (v), consideremos a familia de problemas

PG + ak(z)u? em By,
g (3.27)

u>0 em By, u=0 sobre 0B.

Construcao de uma supersolugao de (3.27) no sentido de (1.36) com o > 0 e
p = 0. Pelo teorema C(i), 0 < @ € D}%(RYN) satisfaz (3.1) no sentido cldssico para
x € RV\{0}.

Afirmamos que

521 N
/Vﬂ-V(bd:c - A/“ & dx+a/kaq¢dx, ¢ € D2, (3.28)

||

onde lembramos que A\ = 1, se # € [0,2) e A € [0,5,), se § = 2. De fato, sejam
¢ € C(RN\{0}) e n.(z) como no Capitulo 2, p. 64-65.
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Multiplicando (3.1) por 7.¢ e integrando sobre R, obtemos:

Py N
/Vﬂ- V(ne ¢) de = )\/ %negbdx + a/kﬁqnegbdx.

Ou seja,

PO R
/gbVﬂ- Vn. dx + /T]EVﬂ- Vo dr = /\/%neqﬁdx + oz/k:ﬂqnegbdx. (3.29)

Usando as propriedades de 7., é imediato, pelo Teorema de Lebesgue, que

/ NV - Ve do =3 / Vi -V dr, (3.30)
a1 o [u%!

cbdr 3 d 3.31

[ s < [ oods o (3.31)

/ kutnepde =3 | kutedz. (3.32)

Sabemos que (cf. Capitulo 2, p. 65, (2.25))

/ OV - Ve dr =5 0. (3.33)

Portanto, (3.28) fica verificada, apés passagem ao limite.

Seja By, a bola de RY com raio inteiro k¥ > 1 e centro na origem. Definindo uy, := U|B,
segue de (3.27) e (3.28) (k > k) que

251

Vi, - Vodr > A/ Y 4 dr + a/ kulodr, ¢ € H(By), >0,  (3.34)

|]?

By,

no sentido de (1.36) com o > 0 e p = 0.

Construcao de uma subsolugao de (3.27) no sentido de (1.35) com a >0 e = 0.
Consideremos a familia de problemas de Dirichlet, a saber,
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—Aw = ak(x)w? em By,
w>0, w0 em By, (3.35)

w =0 sobre 0B;.
E fécil mostrar que (3.35) admite uma tnica solucdo fraca wy, € HE(By) tal que, pela
teoria da regularidade, wy, € C*'(B},) e, pelo principio do méximo, wy > 0.
Afirmacao: wy < 4y em By.

De fato, como i, > 0 e é regular e 0 < w, € CY(By), existe 7, € (0,1) tal que
Tp MaXp, Wi < Ming, U. Conseqiientemente,

Tew < U, em By.

Agora, dada ¢ € H}(By) com ¢ > 0, temos:

V(Tkwk> : V(bdlC - Ck/ k(rkwk)ngdx = Tk/ Vwk . V¢d$ - Oéqu/ kwqubd:c
Bk Bk:

By By,

< qu[ / Vo - Vodr — a / kwqubdx}
Bk Bk

= 0,

pois wy, é solugao fraca de (3.35). Donde

V(mewy) - Vodr < a/ k(Tewr)lédr, ¢ >0, ¢ € Hy(By).

Bk Bk

Logo, 7wy, satisfaz (1.35) com A = 0. Portanto, 7wy é uma subsolucao de (3.35). Lem-
bramos que u;, é uma supersolucao de (3.27). Em particular (A = 0), é uma supersolugao
de (3.35). Aplicando o teorema 1.8(b) com A = 0 a (3.35), existe 0y € H}(By) satisfazendo
Tewy, < O < Uy, €

Vi, - Vodr = a/ kil ¢dx, para cada ¢ € Hy(By).

By By,

Donde & é uma solugao fraca de (3.35) no sentido de Hj(By). Por unicidade, & = wy,
de modo que
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wr < U em By,

seguindo a afirmacao.
Afirmagao: wy < w1 em By.

De fato, como antes, existe o € (0,1) tal que

Opwp < Wg4+1 €m By
Mas, como fizemos acima, dpwy é uma subsolucao de (2.27) e wgy1 é uma supersolugao

de (3.35). Pelo teorema 1.8(b) com u = 0, existe &y € Hy(By) tal que dpwp < O < wy, €

Vo, - Vodxr = a/ kil¢dx, para cada ¢ € Hy(By).

By, By,

Donde @y é uma solugao fraca de (3.35) no sentido de Hj(By). Por unicidade, & = wy,
de modo que

wr < wpy1 em By,

seguindo a afirmagao.

Fazendo wy, = 0 sobre RY \ By, temos que a seqiiéncia {wy} satisfaz

0<w <wp <..<wp<..<u, (3.36)
de modo que (A > 0)
w21 X
/ Vo - Vodr < )\/ 6 da+ a/ koiode, ¢ € HY(By), ¢>0.  (3.37)
B, B, |zl B

Isso finaliza a construgao de uma seqiiéncia ordenada de subsolugoes de (3.27) limitadas
por cima por .

Por (3.34) e (3.37) e usando o teorema 1.8(b), existe uy € H}(By) com wy < ugp <
satisfazendo

251

/ Vuk~ngde:)\/ Ui - ¢da:+a/ kuipdr, ¢ € Hy(By). (3.38)
By, By, || By,

Afirmacao: {ug} ¢é limitada em D'?(RY).



Cap.3 Equagao Homogénea: crescimento sublinear 87

De fato, como {uy} € Hg(By), sua extensao ao RV, a saber,

uk(x), T e Bk,

u(z) ==
0, =€ RY \ By,

pertence a DV2(RY), a qual ainda denominaremos por uy. Disso se segue que

[ :/\VukIde :/B \Vug|*dz = |uk\f% (3.39)
k

Fazendo ¢ = uy em (3.38) e lembrando que uy < 1y, obtemos:

25 /2

- 2 _ _
|Uk|?{5 < )‘Se |Uk|1;5 + s, (q+1)/2|k|La|uk q+1

1
HO

ap6s usarmos as desigualdades de Holder, de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] e de
Sobolev. Usando (3.39), verifica-se imediatamente a afirmagao. Conseqlientemente,

D1’2 qtp
up = uoe U —u (3.40)

para alguma u € DV2(RY) com u < .
Afirmagao: u é uma solucio fraca positiva de (0.3) no sentido de D?(RY).

De fato, gracas & extensao de u; ao RY, podemos escrever:

251

/Vuk -Vodr = )\/ ' ¢dx + a/kukngdx, ¢ € Hy(By). (3.41)

| ]?

Lembramos que

Dl,Z(RN) — Cé)O(RN)””7

onde ||ul| := (/\Vu|2dx)1/2, u € D*(RY). Fixando ¢; € CP(RY) de modo que
suptp; C B C RY, temos:

¢0; — ¢ em D“(RM) (3.42)

e também:
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25-1

/Vuk -Vo;dr = )\/ u|,;:|0 p;dx + a/kukqwjd:c, p; € C°(RN). (3.43)

De (3.40) obtemos, em particular, que

/Vuk -Vo;dr — /Vu -Vp; dr, para cada ¢; € C5°(RN), (3.44)
w21 N
/ P @; dr — / P @; dx, para cada p; € Cg°(R™) (3.45)
e
/k:ukq p;dr — /kuq @;dx, para cada p; € C5°(RN). (3.46)

Fazendo k — oo em (3.43) e usando (3.44), (3.45) e (3.46), concluimos que

21
/Vu Vp,dx = / 2l cp]dx—i-oz/kqupjdx ©; € CP(RN). (3.47)

Usando (3.42) e o Teorema de Lebesgue, obtemos, fazendo j — oo em (3.47):

251
/ Vu - Vodr = A / “’ 9‘0 pdx + o / kulpdr, ¢ € DV(RYN). (3.48)
x
Agora, notemos que de (3.36), (3.40) e das propriedades de {wy}, segue imediatamente
que u > 0.
A afirmacao esta provada.
Ficam verificados (iv) e (v).

Verificagao de (vi). Lembramos que 2j > 2 > ¢ + 1. Do lema 1.5(b)(ii) juntamente
com as hipdteses u < u e k < k, segue imediatamente que

u(z)% <

WN ’

A |x|N_9—|—oz/ kdy
N —0 By (0)

onde K ¢é uma constante nao-negativa que independe de u. Portanto,
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1

u(z)% = O(
)J‘\;’u—_]g|m|N—9—l—a/ kdy
By (0)

Fica verificado (vi).

) quando |z| — oo.



CAPITULO 4

Equacao Homogénea: crescimento
subcritico: prova do teorema E

Neste Capitulo, estudaremos a equagao (0.3) com 1 < g < 2* — 1. Para isso, consider-
aremos a seguinte equagao associada a (0.3), fazendo em (0.7) u = 0:

— AT = A" 4—04//5(%)173r em RY, (4.1)

onde seus atributos e fungao sao os descritos na Introducao.
Nosso objetivo é a demonstracao do teorema E.
Simplificaremos alguns passos quando semelhantes ou iguais aos dados no Capitulo 3.

rad
fraca de (4.1). Pelo lema 1.5(b)(i), segue imediatamente que u

0 em RV\{0} e @>0 em RN.

Demonstragao: Verificacdo de (i). Seja @ € D2(RN), @ > 0, @ # 0 uma solucio
e C*(RY

> 0
C*(RM\{0}), Viu(z)-x <
Fica verificado (i).

Verificagao de (ii). Sejau € D'

(RY), @ > 0, U # 0 uma solugao fraca de (4.1). Pelo
lema 1.5(b)(ii), temos que

90



Cap.4 Equagao Homogénea: crescimento subcritico: prova do teorema E 91

WN

A—
N -0

N 0(2)% + aii(z) ! / Tdy < |3l
By (0)

Como, pelo teorema E(i), Va(z) -z < 0 em RY\ {0}, podemos escrever, para |z| ~ oo:

% <uttl ose 25>q+1 e wTt<u%, se 25 <q+1.

Assim, usando a expressao da taxa de decaimento de u acima,

=112
~ * u
TR G

., — )qucmd0|m|—>oo, se 25> q+1
||~ —i-a/ kdy
N -0 By (0)

12
Y Il ) quando |x| — oo, se 25 < g+ 1.
N

u(z)itt = O( —
2|V + a/ kdy
N -0 B|z\(0)

Fica verificado (ii).

Verificagao de (iii). Usaremos o lema 1.6(b). Suponha, por contradi¢ao, que u é
limitada em RY \ {0}. Como u é definida e continua sobre R" \ {0} e é decrescente
(teorema E(i)), podemos estendé-la até a origem. Assim, u, como uma fungao radial, é
definida e continua sobre [0, 00) e é uma solugdo positiva de (4.1).

Fazendo E(az) = E(r), temos:

Vk(z) = F(r)=.
r
Também, dr := r¥~ldrdo. Fazendo mudanga de coordenadas em (1.20) com a > 0 e
1 = 0, obtemos:
o N N -2~ 1 ~
N-1 - k(r) + ——F ]/\ “dr =0, 4.2
| g~ SR + R0 e ar (4.2

Invocando (0.12), em virtude da igualdade em (4.2), a tnica possibilidade é que,

N N -2 ~ 1

_ k L —0.
g+ 1 2 >Oﬁ+q+1(ﬂr 0

(
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N N-2
Usando essa expressao, fazendo v := (? — ) e fixando € suficientemente pequeno,
q
temos:
% 1
o) _ e+
k(r) r
donde
- k(e)
h(2e) = 2v(g+1)’

apos integracao de € a 2e.

Fazendo ¢ — 0, gracas a continuidade de /k\, segue que y(g+1) = 0, um absurdo. Portanto,
u nao pode ser limitada na origem.

Fica verificado (iii).
Verificagao de (iv). Sejam 0 <0 <2e A = 1.

Etapa 1. Solugao via Teorema do Passo da Montanha. Usaremos o lema 1.1(i)(c) e (ii)(c).
Provaremos que

Existe 4% € D22(RN) tal que a° >0, 4% #0, I(@%) > 0e I'(@*) = 0. (4.3)

Designemos u* := @. De fato, pela observacao 1.2, existem {u,} € Difd(RN ) e algum
cs > 0 satisfazendo

I(u,) — c2 e I'(u,) — 0. (4.4)

Afirmamos que existe 7 € D2(RN) com @ > 0 tal que

1,2 1,2
o~ D'ru.d Dﬂd

Up. —=0 € Up, u.

De fato, temos, usando, respectivamente, (0.8) e (0.9) com A =1, &« > 0 e u = 0 e usando
a hipétese segundo a qual 2 < ¢+ 1:
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! 1 1 1) =25 [~
[(T,) = = (I (@), ) > (5_2_2)/|Vanl2dx+a%/kﬁ“dx

1 1 ~ 12 (q + 1) — 25~ i1
- n « k’\‘i 1
(2 2§>Hu ” 22(61—1-1) ’ Y lL

11\,

v

Donde

Agora, de (4.4), temos, para n suficientemente grande:

N 1 o~
I(u,) — §<I/(un),un+> < cy+
0

que combinada com (4.5) resulta:

(|| 1\,
> (= —— ,
o + > 2|37 % [ ||

Conseqilientemente,

[un|| < K,

onde K é uma constante positiva. Portanto,

Usando (0.9) com A=1,a>0, u=0e ¢ =u,_, temos:

(@), ) = =t 1*.

Agora, de (4.4), notemos que
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(2 (Un), U )| = 0n(1).
Isso junto com a tltima igualdade implica
[tn_[| — 0,
isto é,
1,2
T, rod g,
1,2
Como Uy, = Uy, — U,_ e U, —2' 7, obtemos:
pl2
Up, ¢ 7 com U > 0.
Isso prova a afirmacao. Devido a esta, observamos que
pli2 .
Uy, =7 e U, 20, >0 (4.6)
Em particular,
/ Vi, - Vodr — / Vi - V¢ dx, para cada ¢ € D22 (RN). (4.7)
Usando imersoes continuas e (4.6) segue que
32t 5251
/ ™ ¢ dr — | —— ¢ dx, para cada ¢ € D3 (RN). (4.8)
|z [
Por sua vez, fazendo como no Capitulo 3 (p. 75, (3.9)),
/Eﬂfbr pdr — /Eﬁqudx, para cada ¢ € Drlfd(RN). (4.9)
Usando (4.7), (4.8), (4.9) e
i
~ ~ n X 1,2
(I'(uy,), P) = /Vun -Vodr — / " pdr — oz/ku/\g%gbdx, para cada ¢ € D2 (RN),

||



Cap.4 Equagao Homogénea: crescimento subcritico: prova do teorema E 95

obtemos:

(I'(Wy,), ) — (I'(0), ¢), para cada ¢ € DM

rad

(RY).

Gragas a (4.4), segue que

I'(@) =

Resta verificar que u # 0.

De fato, segue da demonstracao do lema 1.1(ii)(c) e do mesmo argumento usado no
Capitulo 3 (p. 77).

Voltando & notacao inicial, @ := u* e lembrando que ¢y > 0, obtemos (4.3).

Etapa 2. Solugao via Principio Variacional de Ekeland. Usaremos o lema 1.1(i)(c) e (ii)(c)
e o lema 1.4. Provaremos que

Existe a' € D22(RN) tal que @' >0, @' #0, I(a') <0e I'(@') = 0. (4.10)

rad

Designemos @' := u. De fato, o lema 1.4 garante a existéncia de uma seqiiéncia {1, } €
D% (RN) satisfazendo

rad

I(u,) — ¢, <0 e I'(u,) — 0. (4.11)

Por outro lado, conforme fizemos na etapa 1, existe @ € D% (RN) satisfazendo

pL2
~ d -~ ~
Uy, =" u com u > 0.

Por argumento idéntico ao da etapa 1, aplicando as convergéncias (4.7), (4.8) e (4.9) e
usando (4.11), obtemos:

I'(mw) = 0.
Analogamente ao procedimento adotado na etapa 1, u > 0. Resta provar que
[(ﬂ) = C

(como ¢; < 0, automaticamente u % 0).
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Temos:

~ 1 o~ 1 1 - 1 1 ~

Essa expressao junto com (4.11), o fato de que a norma é (fssci) e de que

lim %u/’;jrldx = / kot de,

n—oo

implica que:

¢y = liminf I(u,)
11 1 1 ~
> liminf | [ = — — Vi, |*de + | — — —— | [ kult'dz
2 2 2% q+1 nt
11 1 1 ~
> |[=—= liminf/|Vﬁn|2dx+a — — —— | lim /kﬂ?ldaj
2 2 2, q+1)noo0 +
1 1 [ 0% ~
> 1) - & / Vi P+ — [ “ae+ & [ Fartide
2 2 ) |zl 25
= I(u),
(I'(u), u)

pois = 0. Assim, ¢; = liminf I(u,) > I(u). Conseqiientemente,

I(T) = ¢.
Desde que ¢; < 0, verifica-se que (1) < 0. Fazendo u =: u', obtemos (4.10).
Fica verificado (iv).
Verificacao de (v). Sejam 6 =2 e A € [0,5,).

Etapa 1. Solugao via Teorema do Passo da Montanha. Usaremos o lema 1.1(i)(d) e (ii)(d).
Provaremos que

Existe a' € D22(RN) tal que @' >0, @' #0, I(@') > 0 e I'(@") = 0. (4.12)
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Designemos u*

cs > 0 satisfazendo

.= 4. De fato, pela observagio 1.2, existem {@,} € D22(RN) e algum

I(u,) — ¢y e I'(u,) — 0. (4.13)

Afirmamos que existe & € D2 (RY) com @ > 0 tal que

rad

1,2 1,2
A~ D'f‘ad ~ DT d -~
Uy — 0 e u,, —" u.

De fato, temos, usando, respectivamente, (0.8) e (0.9) com 6 =2, o >0 e pu = 0:

11 11 u,

. /!Vﬂn|2dx—/\ - / *

2 qg+1 2 qg+1 x|?
1 1 1 1

> (2 —— Va2 = Al = = —— | s'a,)12

> (2 qH)uu H (2 q+1> e

em virtude da desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12]. Donde

- 1 o~
I(u,) — q_{_—lul(un)a un+>

v

2 qg+1

1 A 1 1
@) - @) 3. 2 (1-5) (— - —) . (414
Agora, de (4.13), temos, para n suficientemente grande:

1(@) — ———(I'(@), . ) < 4+
(U) 7 1( (u ) U +>_C4 7 1

Y

que combinada com (4.14) resulta:

C4_’_||an|| >(1_i> 1_ 1 Ha “2
g+1— S/ \2 q+1 e

onde lembramos que A € [0,55) e que 2 < ¢+ 1 < 2*. Conseqiientemente,

[un]| < K,

onde K é uma constante positiva. Portanto,
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D1,2
Uy 7.
Usando (0.9) com 0 =2, a >0, pu=0e ¢ =1u,_, temos:
(I'(@n), @) = — T |*.
Agora, de (4.13), notemos que
(L (U ), U )| = 0n(1).
Isso junto com a tultima igualdade implica
[tn_[| — 0,
isto é,
1,2
Up —2 0.
1,2
Como @, = Uy, — Uy_ € U, —2'u, obtemos:
pL2
Uy, U comu>0.
Isso prova a afirmacao. Devido a esta, observamos que
. D22 ~ qp ~ ~
u, =u e u, —u, u>0. (4.15)
Em particular,
~ ~ 1,2
/Vun -Vodr — /Vu - V¢ dr, para cada ¢ € D,;5(RN). (4.16)
Usando imersoes continuas e (4.15) segue que
U, m 1.2 N
— ¢ dxr — W ¢ dx, para cada ¢ € D (R"). (4.17)
x

|z [?

Por sua vez, fazendo como no Capitulo 3 (p. 75, (3.9)),
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/ kat_ ¢da — / kl¢dz, para cada ¢ € DM (RY). (4.18)

Usando (4.16), (4.17), (4.18) e

(I'(uy,), /Vun Vodr — A /‘ gzﬁdx—a//k?ﬂ,qugbdx, para cada ¢ € D;fd(RN)
obtemos:

(I'(U,), ¢) — (I'(W), ¢), para cada ¢ € D 5(RY).

rad

Gragas a (4.13), segue que

I'@) =

E facil ver que @ % 0.
De fato, segue da demonstracao do lema 1.1(ii)(d).
Voltando & notagao inicial, u := u* e lembrando que ¢; > 0, obtemos (4.12).

Etapa 2. Solugdo via Principio Variacional de Ekeland. Usaremos o lema 1.1(i)(d) e
(ii)(d), o lema 1.4 e o lema de concentracao-compacidade (cf. Apéndice B). Provaremos
que

Existe 2° € D22(RN) tal que @° >0, @* #0, I1(@%) < 0e I'(@®) = 0. (4.19)

Designemos u® := 4. De fato, o lema 1.4 garante a existéncia de uma seqiiéncia {1, } €

D2 (RN) satisfazendo

rad

I(w,) — c3, ¢3<0 e I'(u,) — 0. (4.20)

Por outro lado, conforme fizemos na etapa 1, existe @ € D% (RN) satisfazendo

pL2
~ d -~ ~
u ="ucomu>0.

Por argumento idéntico ao da etapa 1, aplicando as convergéncias (4.16), (4.17) e (4.18)
e usando (4.20), obtemos:



Cap.4 Equagao Homogénea: crescimento subcritico: prova do teorema E 100

I'(u) = 0.
Analogamente ao procedimento adotado na etapa 1, u > 0. Resta provar que
[(ﬁ) = Cs3

(como ¢3 < 0, automaticamente u # 0).

Temos:

L N 1 s,
qg+1 q+1 Cg+1 ||

Essa expressao junto com (4.20) e o fato de que (cf. Capitulo 1, p. 22 e o lema de
concentragao-compacidade, no Apéndice B)

li_m/|Vﬂn|2dx2/|Vﬂ|2dx+6xoﬁo,

hm/| B +dx—i—émoyo e

|2

Lo > Saly

resulta
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C3

apos usarmos a definicao de I, o fato de que

v

v

IV

v

v

lim inf 7 (,)

I /|v 24 L) [y
im sup Up|*dx | p? T
(1 1 u:
—1i —=—— nlfde + A = — —— 2 d
im sup (2 q—|—1> /|Vu ?dx + ( q—|—1> PE x]

' (1 1 U,
—limsup | — §—m |V, |*dz | — limsup §_ﬁ Wdiv
Lo L)y 'f/|VA|2d A I / *d

— — —— | lmin Up | dr — — — —— | lmsu x

2 qg+1 P |z [?

1 , 11 2

(5——> J 1w d“%“()]”(rm) / |x|2d“5”0”°]
/|Vu| dx— |$|2 /|Vu| dx

A[a 11\ (.

— | —Zdr+ 0, | = — —— - A

B qﬂ)(% )
1(%) ! /|VA|2d + A /ﬁd

u) — —— u|"ar + —— T 50T

qg+1 qg+1) |x|?

m k‘u’\zr‘i’ldl' + 6300 (5 — q—{——]_> (,LLO — /\V())

(@), @) o\
I(G) — 22 \20 - _
(®) i1 owlg T g ) | A

=0 e de que A € [0,5,). Assim,

{(I'(u), u)
qg+1

c3 = liminf I(u,) > I(u). Conseqilientemente,
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1(@) = cs.

Desde que c3 < 0, verifica-se que (1) < 0. Fazendo u =: 3, obtemos (4.19).

Fica verificado (v).



APENDICE A

Diferenciabilidade do Funcional de
Euler-Lagrange

Proposigao. Sejam \, a, u>0,q€ (0, 1)U(1, 2*—1) e € [0,2] em (0.7). Suponha
(kf)1, (kf)a e (kf)s. Entdo, o funcional definido em (0.8) € de classe C'(DY2,(RN), R)
e sua derivada de Gateaux é dada por (0.9).

Demonstragao resumida: provaremos por meio das trés conhecidas etapas.

Etapa 1. I é Gateaux-diferenciavel.

De fato, temos:

[(@+ o) — I(u)

(I'(w),¢) = lim

t—0 t
_ A1 [ (tte) -
= /Vu-ngd:z:——hm—/ —dx
25 =0t 2]
[0

N S NN D

E imediato, por argumentos conhecidos e lembrando que ke Le ,(RY), em virtude do
Teorema de Lebesgue, que

103
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1 [~ ~
lim 7 k(G4 to)0 — 0% )de = (¢ + 1) / kul gdz.

t—0

Afirmamos que

~ 2 2 251
1 f(u+te)f —uf L [u
11_{%;/ 2] dx = 2, 2] odz.

Substituindo-se esses dois tltimos limites na expressdao de (I'(), ¢) acima, obtemos (0.9)
e a etapa 1 fica provada. Verifiquemos a afirmacao restante.

Com efeito, gracas ao Teorema do Valor Médio, existe O;(z) := © € R tal que

~ 25 23 . 21
@410 T _ 2000
|z]? |z]?
com O satisfazendo
min{u +té, 1} < O < max{u +t¢, u}y qtp RY. (A1)
Donde
8] < [u] + [0l (A.2)
Conseqiientemente, para [t| < 1
2*¢@2271
[~ | < KoGl), (A:3)
i @l | g%
onde K( é uma constante positiva e G(x) := 2]f + 2
x x

Usaremos o Teorema de Lebesgue. Destarte, é suficiente verificar que

G e L'RYN), (A4)

2007

2] e L'RY) e (A.5)

© — 4 qtp RM. (A.6)



Apéndice A 105

De fato, (A.5) é ébvio por causa de (A.4). Quanto a (A.6), segue imediatamente de (A.1).
Verifiquemos (A.4).

Com efeito, segue de (A.2) e em virtude da desigualdade de Holder com

%-1, 1 _
2; 22 ’
que
9¢@ | 2* 1 29—1 |¢|2 L* |¢2*
R 2]’ 'd”“/ Y R R IR TS

onde K7 é uma constante positiva.

Donde, gragas a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12],

2%

70| + K1 K3l

2607 _
/| 9¢|> ; e < KoKl

onde Kj, K3 sao constantes positivas. Isso mostra (A.4). Aplicando o Teorema de
Lebesgue, segue a afirmacao.

Etapa 2. I'(u) é um operador linear e continuo.

A linearidade ¢ trivial. Quanto a continuidade, gracas as desigualdades de Hélder, de
Sobolev e de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12],

/|Vﬂ||ng5|dx+)\/

(@l + Asaa

@ 251

(L' (), 9)]

IN

61z + a / R/l 6lde + / Fllglde

IN

rad

% ol Rl s, 7+ ol s, ) 91

1,2
rad

para cada ¢ € D2 (R”Y), de modo que I'(@) ¢ um operador continuo.

Etapa 3. I’ é uma aplicagao continua.

1,2
De fato, seja @, —%* 4. Temos, em virtude das desigualdades de Holder, de Sobolev e de
Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12]:
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*

|a2;—1 _ %t et 2;;*_1
~ ~ n
P - I @y < s ([ ) T gl
" <1, ¢eD%?, ||
~ 2\ 3F AT
4 akffl, ([ 131, - at¥de) ol (47
< MW@ =0 4 aklkl, f@, — @
2% 1

onde K, Kj5 sao constantes positivas. E facil verificar, gracas as imersoes continuas, que
valem as convergéencias:

.
29

~25—1 ~25—1 251

u) —uy em L, (RY) e ul —ul em L%(RN).

Passando ao limite em (A.7) e usando essas convergéncias, obtemos:

1,2

I'(@,) 5 1(@),

mostrando que I’ é uma aplicacdo continua. As etapas 1, 2 e 3 implicam que [ €
CY(DL%(RY), R) e possui derivada de Géateaux dada por (0.9).

rad

]



APENDICE B

Sobre Principios Variacionais

B.1 Teorema do Passo da Montanha
Teorema. (Brézis e Nirenberg [11]) Seja ® uma fungio C' sobre um espago de Banach
E. Suponha que

(®q) existem uma vizinhanga U de 0 em E e uma constante p tal que ®(u) > p para
cada u na fronteira de U,

(®y) @(0) <p e P(v) < p para algum v ¢ U.
Seja
=] >
= hpuzset) = e

onde P denota a classe de caminhos continuos ligando 0 a v.

Conclusao: existe uma seqiiéncia {u;} em E tal que

P(u;) —c e P'(uj) —0 em E'

107
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B.2 Teorema de Minimizacao Classica

Teorema. (Struwe [39] [p. 4], adaptado) Seja E um espago reflezivo de Banach e seja
M C E um subespaco fracamente fechado de E. Suponha que as sequintes condi¢oes
sejam satisfeitas:

(U1) ¥(u) — oo quando ||ul|p — oo, u € M,

(¥9) Para cada u € M, qualquer seqiiéncia {u,} € M tal que

U, = u em FE

implica V(u) < liminf, . U(u,).

Entao, V € limitado por baixo sobre M e atinge seu infimo em M. Além disso, se ¥ €

CY(M,R), entdo

U'(u) = 0.

B.3 Principio Variacional de Ekeland

Seja V' um espago métrico completo cuja distancia entre dois pontos u, v € V' é denotada
por d(u,v). Seja F': V — R U {400} uma fun¢do semicontinua inferiormente, nao-
identicamente igual a +o00. Consideremos a seguinte condigao (Ekeland [17]): para cada
e > 0, existe algum ponto u € V tal que:

inf I/ < F(u) <inf F +e. (B.0)

Teorema. (Ekeland [17]) Sejam V' um espago métrico completo e F: 'V — R U {+o00}
uma funcdo semicontinua inferiormente, nao-identicamente igual a 400, limitada por
baizo. Para cada ponto w € V satisfazendo (B.0) e cada X > 0, existe algum ponto v € V
tal que

Fv) < F(u),

d(u,v) < A,

Para todo w # v, F(w) > F(v) — ;d(v,w).
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B.4 Um Lema de Concentracao-Compacidade para
Potenciais Singulares

A seguir, faremos um resumo da demonstragao de um lema de concentracao-compacidade
para potenciais singulares utilizado na pesquisa de solugoes de (0.7).

19 Dl,2
Lema. Seja {@,} € D,;,(RY) uma seqiiéncia tal que @, 4. Entdo, eristem medidas

de Radon [i e U tais que
~ 12 ~ a727,+ ~
Vu,|["dr — i e —odr—1.
|z
Além disso, existem xo € RN e correspondentes niimeros positivos Ty, Vo tais que

U+2

|x|2d$ + 6900/V\O € IL/L\ > ‘Va‘zdl’ + (SIO//IQ

U=
onde Jig > Solp € Oz, € a massa de Dirac de xy.

Demonstracao resumida: faremos por etapas (cf. Lions [31] e Smets [37]). Temos:

1,2
T

~ ~ ~ qtp ~
U, —'14, donde @,, = u; em RY. (B.1)

Etapa 1. Afirmamos que

onde 0,(1) — 0 no sentido das medidas de Radon.

De fato, seja ¢ € C°(2) com Q := supty C RN, E facil verificar que, por meio de
mudanca de varidvel,

~

B2, [, — T : 7
et T Vg =2 (/ M —A—+d>d. B.2
/s#”(\xv )% / y Pl = F|pdz)de. (B.2)

Definemos f, : RN x[0,1] — R por

. . u
fn(xwz) = 90|un+ - ZU+|@
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Notemos que

(1) folz,2) — @luy — ziLJ% = f(z,2) gtp RN, em virtude de (B.1).

(ii) Dado E C RY, subconjunto mensurével, temos, observando que, de (B.1), {@,, } ¢
limitada em D% (RN),

| [ o 2)da| < el S5 (R + )

gragas as desigualdades de Holder e de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12]. Como a expressao
nao depende de n, concluimos, por definigdo, que {f,} é um conjunto uniformemente
integravel.

(i) [f(z,2)| < oo qtp RY.
Lembrando que = supty, de (i)(i7)(i7i) concluimos, gragas ao Teorema de Vitali, que

lim/fn(x,z)dx = /f(x,z)dx, para cada z € [0, 1].

Agora, definemos ¢, : [0,1] — R por

gn(2) :—/fn(x,z)dx.

Temos:

(i) g0 L'([0,1)).
(i) gulz) — / f(x, 2)dz = g(2) qtp RY.

(ii7) |gn(2)] < 0o qtp RN,

De (7)(éi)(7ii) temos, pelo Teorema de Lebesgue, que

/0 lgn(z)dz - /O lg(z)dz. (B.3)

Passando ao limite em (B.2) e usando (B.3) e o Teorema de Fubini, obtemos:

W (a, - T
I <"+— i *)d —/ Y g, da o € C(9).
B S P\l T e )T J Pt P cade 0 € T
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uz — u
lim ( *dr — dx — —+dx>90 =0, para cada ¢ € C;°(92),
Q x

0 que prova nossa afirmagao.

Etapa 2. De (B.1) e gragas a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] e & imersao
continua,

L'(RY) — M(RY),

~2

u
verifica-se que {#}, {|Vi,, [’} € M(RY) e sio limitadas em M(RY). Conseqiien-

temente, por um teorema de teoria da medida, existem medidas de Radon 1 e U tais
que

72
~ ~ ~ n A~
|V, *de < |V, [*de —= 1 e ﬁdm N
x
Etapa 3. Definemos
u? w2
o~ n
Up = =Up, —U € Wy —;da:'——+2dx
|z |z
Conseqiientemente, temos, evidentemente,
1,2 az
v, 210 e wnév——zdx— w,
|z

no sentido das medidas de Radon.

Da afirmacao provada na etapa 1 e da definicao de v,, e w,, obtemos:

2
/godwn - /(,0|vn| dx — 0, para cada ¢ € C°(RY). (B.4)

|z
E fécil verificar, usando teoria da medida (cf. Folland [21] [p. 212]), que w ¢ uma medida
de Radon nao-negativa. Afirmamos que w concentra-se apenas em {0} C RY.

De fato, notemos primeiro que, usando (B.4) com ¢ = |¢|?, onde ¢ € C°(RY), temos,
devido a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12]:
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/|¢|2dw:nli_>ngo/]¢\2dwn < S5 (limsup |¢]2|Vﬂn+|2dx+limsup/]V¢|2|En+|2da:).

n—oo n—oo

Como |V, |*dr — fi, na verdade,

[1oaw < 5[ oPdn + s [ 190 @, ).

n—oo

Agora, notemos que, gragas a desigualdade de Sobolev, {ﬂgu} € L¥/2(RV) e ¢ limitada

em L?"/2(RM). Isso junto com (B.1) e com o lema 4.8 de Kavian [27] [p. 11] implica que,
em particular,

/ﬂfunda: — /ﬂindm, para cada n € (L¥/2(RM)) = L%(RN).
E facil verificar que 7 := |V¢|? € L2*27*—2(RN), donde

/ Vo[, Pde — / VoP|a, Pde.

Conseqlientemente,

1w =t [loPaw, <50 [1oPan+ [1vePaian.  B3)

Segundo, dada ¢ € C°(RY) tal que {0} ¢ suptg, temos:

|vn|” |vn|”
[P s < Pl [ Ean

‘ T ’ 2 suptop

Usando essa expressao, imersoes, a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12], o
Teorema de Lebesgue e (B.4), obtemos:

2
/|¢|2dw:n13rolo/|¢|2dwn :nlggo/|¢|2|“"|‘2 dz = o0,(1). (B.6)

|z

Seja E C RN um boreliano tal que {0} ¢ E e seja A C RY um aberto tal que {0} ¢ E.
Dado K C A compacto, segue que {0} ¢ K. Logo, pelo Lema de Urysson, existe £ €
Co(RYN) tal que supté C A, € =1em K e 0 < € < 1. Portanto, usando (B.6),
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wle) = [ dw= [ jgPdw < [ lePaw =0

Assim, w(K) = 0 (w é nao-negativa). Como w(A) := sup{w(K); £ C A compacto},
verifica-se que w(A) = 0.

Dado y € FE, seja V = UyeE Vy, onde V, é uma vizinhanca de y. E imediato que
w(V) = 0. Conseqiientemente, desde que w(FE) := inf{w(A); A D E, A aberto}, segue
que w(E) = 0. Isso mostra que w concentra-se apenas em {0}, provando a afirmagao.
Assim, w calculada em um conjunto unitario somente podera ser positiva no conjunto
{0}. Desse modo, facilmente verifica-se que

w({0)) = [ xw@)e =[xy~ [ o) e - /{ | =70 =7

Destarte, w pode ser decomposta em

w = /V\Uéxo + We,

onde w, ¢ uma medida continua nao-negativa, isto é, w({0}) = 0, para todo conjunto
unitédrio (cf. Folland [21] [p. 102]).

Agora, tomemos E = RM\{0}. Entao, como ja vimos, 0 = w(E) = Dyd,,(F) + w.(E).
Como 6,,(E) = 0, pois {0} ¢ E, segue que w.(E) = 0. Pelo fato de RV = E U {0} e
EN{0} =0, obtemos:

wo(RY) = w.(E) + w.({0}) = 0.

Conseqiientemente, w = Uyd,,. Assim, pela defini¢ao de w,

Etapa 4. Afirmamos que
w(E)>py e p(E) > / |Vi|*dx, para cada E mensurével,
E
onde fip := p({0}). De fato, se {0} C E, temos:

H(E) = n({0}) = Ho - 1 = 100z, (E).
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Se {0} ¢ E, temos:

ﬁ(E) > //I({O}) - //JJ\O 0= ﬁO(Sxo(E>'

Em qualquer caso, it > jipd,,, conforme afirmado.

Agora, devido a regularidade exterior de ji, é suficiente provar a outra afirmacao para
todo A C RY aberto. Aplicando o Lema de Urysson com a funcio ¢ acima mencionada
e invocando um resultado de Folland [21] [p. 212], temos:

u(A) = / du Z/ﬁd,u > liminf/ |V, |*dr, para cada K C A compacto. (B.7)
A A n—oo Jk

Usando imersoes, as convergéncias acima, (B.7) e minoragoes sobre a seqiiéncia de gradi-
entes, obtemos:

fi(4) > /K Valde = (k).

Aplicando o infimo a expressao anterior e usando a regularidade interna de [z, obtemos:

(A) > / Vai[2da.
A

Novamente usando a regularidade exterior de 1 e de 1z e aplicando o supremo, obtemos:

u(E) > / Vi’ dz, para cada E C RY mensuravel.
E

Isso conclui a prova da afirmacao.

Etapa 5. Finalmente, seja £ € C*°(RY) tal que 0 < ¢ < 1,

E(x)=0 se |z <1 e &x)=1 se |z| >2.

Sejam € > 0 e & (z) := &(x/e) de modo que & € C°(RY). Substituindo & em lugar de
¢ em (B.5), obtemos:

/ €. 2dw < S / &2+ / Ve PR du). (B3)

E facil verificar, usando propriedades de & e o Teorema de Lebesgue, que, quando € — 0,
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[ietaw =, [erin—go e [1vepita—o

Passando ao limite em (B.8) e usando esses trés ultimos limites, verifica-se que

To > Salp.
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B.5 Exemplo

Uma funcao que verifica a condigao (0.11) é dada por

1

1+ |z
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