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Resumo

O estudo de grupos nos quais cada elemento tem ordem poténcia de primo (EPPO-grupos)
foi iniciado em trabalhos pioneiros de G. Higman e M. Suzuki. Hoje em dia os EPPO-grupos
finitos sdo bem conhecidos. Por exemplo, € conhecido que se G € um EPPO-grupo finito
soltivel, entdo a altura de Fitting de G é no maximo 3 e |7(G)| < 2. Mais do que isto, se G é
nao soldvel, entdo o radical solivel R(G) de G é um 2-grupo e o grupo quociente G/R(G)
pertence a uma lista de exatamente 9 grupos determinada por Suzuki.

No presente trabalho nos concentramos em grupos nos quais todo comutador tem ordem
poténcia de primo (CPPO-grupos). Mostramos que se G € um CPPO-grupo finito, entao
a estrutura de G’ é similar a2 de um EPPO-grupo. Em particular, mostramos que qualquer
CPPO-grupo finito solivel G tem altura de Fitting no maximo 3 e que |7(G')| < 3. Mais
do que isto, se G é ndo soldvel, entdo R(G') é um 2-grupo e G'/R(G’) é isomorfo a um
EPPO-grupo simples.

Palavras chave: Altura de Fitting, Grupos Finitos, Torres de Turull.






Abstract

The study of finite groups in which every element has prime power order (EPPO-groups)
was initiated in pioneering works of G. Higman and M. Suzuki. Nowadays EPPO-groups
are fairly well understood. For instance, it is known that if G is a finite soluble EPPO-group,
then the Fitting height of G is at most 3 and |7(G)| < 2. Moreover, if G is insoluble, then the
soluble radical R(G) of G is a 2-group and the quotient group G/R(G) belongs to a list of
exactly 9 groups determined by Suzuki.

In the present work we concentrate on finite groups in which every commutator has prime
power order (CPPO-groups). Roughly, we show that if G is a finite CPPO-group, then the
structure of G’ is similar to that of an EPPO-group. In particular, we show that the Fitting
height of any finite soluble CPPO-group is at most 3 and |7(G’)| < 3. Moreover, if G is
insoluble, then R(G') is a 2-group and G’ /R(G') is isomorphic to a simple EPPO-group.

Keywords: Fitting Height, Finite Groups, Turull Towers.
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Introducao

Uma classe de grupos que atrai atencao de matematicos hd algumas décadas € a classe dos
EPPO-grupos (as vezes chamados de CP-grupos). Um grupo € chamado de EPPO-grupo se
cada um de seus elementos tem ordem poténcia de primo. O primeiro a estudar esta classe de
grupos foi G. Higman em [8], onde o mesmo descreveu a estrutura dos EPPO-grupos finitos

soliveis provando o seguinte resultado.

Teorema 0.1 (Higman). Seja G um EPPO-grupo finito e soliivel e seja p um primo tal que G
possui um p-subgrupo normal ndo trivial. Seja P o maior p-subgrupo normal de G. Nestas
condigdes, o quociente G /P é ou um q-grupo ciclico com q # p, ou um grupo quaternion
generalizado, ou um grupo de ordem paqb com subgrupos de Sylow ciclicos, onde q é um

niimero primo da forma kp” + 1.

Decorre do resultado acima que em um EPPO-grupo finito ndo solivel qualquer subgrupo
solivel tem ordem divisivel por no maximo 2 primos. Usando isto, Higman verificou em [8]
que um EPPO-grupo finito ndo solivel tem um tnico fator de composi¢ao nao abeliano que
em muito determina sua estrutura.

Posteriormente, em [22] M. Suzuki estudou uma classe de grupos duplo-transitivos com
a propriedade que s a identidade fixa 3 elementos, generalizando um trabalho anterior de
Zassenhaus. Como parte de seu trabalho, Suzuki descobriu uma nova familia de grupos
simples ndo abelianos com a propriedade exclusiva que nenhum destes grupos tem ordem
divisivel pelo primo 3. Estes sdo chamados de grupos de Suzuki, denotados por Sz(g) com
q > 8 poténcia de 2. Ainda, Suzuki conseguiu classificar os EPPO-grupos finitos simples

nao abelianos neste mesmo trabalho.

Teorema 0.2 (Suzuki). Seja G um EPPO-grupo finito simples ndao abeliano. Entdo G
é isomorfo a um dos seguintes grupos: PSL(2,q), g € {4,7,8,9,17}, PSL(3,4), Sz(8) e
Sz(32).

Acima, PSL(n,q) denota o grupo Projetivo Especial Linear de grau n sobre um corpo

com ¢ elementos.
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R. Brandl continuou em [2] a investiga¢do de Suzuki em EPPO-grupos nao solaveis.
Entdo, a descrigdo da estrutura dos EPPO-grupos finitos foi finalmente obtida em [1] por W.
Bannuscher e G. Tiedt.

Foi ap6s a obtencdo da descricio dos EPPO-grupos finitos que em [7] H. Heineken
considerou os EPPO-grupos localmente finitos. Um grupo G € dito ser localmente finito se
todo subgrupo finitamente gerado de G for finito. Uma descrigdo completa dos EPPO-grupos
localmente finitos foi posteriormente obtida por A. L. Delgado e Yu-Fen Wu em [5].

Os EPPO-grupos topoldgicos também tém sido estudados. Por exemplo, em [20], P.
Shumyatsky verificou que um EPPO-grupo profinito G € virtualmente um grupo pro-p, para
algum primo p. Ademais, se G € infinito e P € o maior pro-p subgrupo normal aberto de G,
entdo o quociente G/P admite uma descri¢do detalhada.

Investigacdes mais recentes t€ém focado em grupos nos quais um conjunto especifico de
elementos tém ordem poténcia de primo. Por exemplo, em [13] M. Lewis considera grupos
finitos G que possuem um subgrupo normal N tal que todos os elementos do conjunto G\ N
tém ordens poténcia de primo. Neste artigo, Lewis verifica, por exemplo, que se os elementos
do conjunto G \ N tém ordens divisiveis por primos p e ¢, entdo G é um {p,q}-grupo e ou G
¢ um grupo de Frobenius ou G € um grupo 2-Frobenius.

Neste trabalho, iremos estudar uma classe de grupos mais geral que a classe dos EPPO-
grupos. Precisamente, iremos estudar a classe dos grupos nos quais todos os comutadores t€ém
ordens poténcia de primo, que aqui serdo chamados de CPPO-grupos. Baseado no resultado
de Higman sobre EPPO-grupos soliveis, nosso primeiro interesse € em obter informagdes
sobre a altura de Fitting de um CPPO-grupo soltvel.

Para um grupo finito G, denotamos por F(G) o produto de todos os subgrupos normais
nilpotentes de G. O subgrupo F(G) é chamado o subgrupo de Fitting de G e o usamos como

ponto de partida para definir a série de Fitting superior de G indutivamente sob as regras
Fy(G)=1eF(G)/F-1(G) =F(G/F;—1(G)), i > 1.

Ocorre que para todo grupo finito soldvel ndo trivial G vale F(G) # 1. Como consequéncia,
existe um inteiro ndo negativo i para o qual F;,(G) = G e o menor inteiro ndo negativo com
esta propriedade é chamado de altura de Fitting de G, denotada por i(G).

O Teorema 0.1 mostra que se G ¢ um EPPO-grupo finito e soluvel, entdo a altura de
Fitting de G é no mdximo 3. Adicionalmente, denotando por 7(G) o conjunto de fatores
primos da ordem de um grupo finito G, decorre do Teorema 0.1 que se G é um EPPO-grupo
finito e soldvel, entdo |7(G)| < 2.

Os resultados expostos neste trabalho sdo essencialmente semelhantes aos obtidos por

Higman em [8], embora as provas sigam caminhos distintos. Provaremos primeiramente que,
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assim como para EPPO-grupos, os CPPO-grupo finitos e soldveis tém altura de Fitting no
maximo 3.

Por sua vez, ndo € verdade que |m(G)| < 2 para CPPO-grupos finitos e soldveis. Isto
ocorre pois os grupos abelianos sio CPPO-grupos. Contudo, conseguimos verificar que o
subgrupo derivado de um CPPO-grupo finito e solivel tem ordem divisivel por no méximo 3
primos.

Melhorando o que fora obtido por Higman sobre EPPO-grupos ndo soldveis, Suzuki
provou em [21] que R(G) é um 2-grupo para todo EPPO-grupo finito e ndo solivel, onde
R(G) denota o radical solivel de G. Mais do que isto, juntando os resultados em [21]
e [22], Suzuki descreveu a estrutura do quociente G/R(G). Iremos fazer o mesmo para
CPPO-grupos finitos € ndo soluveis.

Dadas estas consideracdes enunciamos abaixo o principal resultado deste trabalho.
Teorema 0.3. Seja G um CPPO-grupo finito.
(a) Se G é soluivel, entdo a altura de Fitting de G é no mdximo 3;
(b) Se G é soliivel, entdo no mdximo 3 primos dividem a ordem de G';

(c) Se G é ndo soliivel, entdo R(G') = [G',R(G)] é um 2-grupo e G'/R(G') é isomorfo a
um dos seguintes grupos: PSL(2,q), g € {4,7,8,9,17}, PSL(3,4), Sz(8), Sz(32).

A principal ferramenta que utilizamos para provar a parte do Teorema 0.3 que trata sobre
grupos soliveis advém do artigo [24] de A. Turull. Neste artigo, Turull introduziu a noc¢do de
torres em grupos finitos e provou que um grupo soluvel finito G tem altura de Fitting igual a
maior altura de uma torre de G, o que serd de fundamental importancia em nossos célculos.

Nas linhas que se seguem iremos descrever a estrutura deste trabalho. No primeiro
capitulo deste trabalho iremos expor algumas definicdes, notacdes e resultados elementares
que serao utilizados ao longo do trabalho, possivelmente sem mengao explicita.

Os Capitulos 2 e 3 tém como objetivo principal provar o Teorema 0.3. Dividimos a prova
deste Teorema em 3 partes, chamadas de Teoremas A, B e C. O contetddo do Teorema A € o
contetido do item (a) do Teorema (.3 e assim sucessivamente.

No Capitulo 2 iremos introduzir os CPPO-grupos e provar os Teoremas A e B. Na
primeira secao iremos definir e provar alguns resultados elementares sobre CPPO-grupos.
ApOs isto iremos introduzir a no¢do de torres de Turull. Provaremos alguns resultados
que permitem entender melhor esta ferramenta e posteriormente estabeleceremos alguns
resultados auxiliares sobre torres em CPPO-grupos. Iremos concluir o Capitulo 2 com as

provas dos Teoremas A e B.
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No Capitulo 3 estabeleceremos o Teorema C. Iniciaremos o capitulo estudando CPPO-
grupos com radical soldvel trivial. Na secdo seguinte introduziremos 0s grupos que constam
na classificacdo dos EPPO-grupos finitos simples. Também determinaremos os CPPO-grupos
quase-simples. Um grupo nao trivial e finito G € chamado quase-simples se possui um
subgrupo normal simples H tal que Cg(H) = 1. O ponto chave para provar o resultado sobre
CPPO-grupos nao soluveis sera verificar que um tal grupo tem subgrupo derivado perfeito e,

apos fazer isto, provaremos o Teorema C.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo iremos apresentar as notagdes, defini¢cdes e alguns resultados bésicos que
iremos utilizar ao longo do trabalho, possivelmente sem mencdo prévia. Resultados como os
Teoremas do Isomorfismo, da Correspondéncia e de Sylow sdo assumidos como conhecidos.
Quando X e Y forem conjuntos e f : X — ¥ for uma fungdo, iremos denotar por x/ a imagem
segundo f do elemento x € X. Para um grupo finito G e um elemento g € G, denotamos por
|G| e |g| as ordens de G e g, respectivamente. As principais referéncias aqui utilizadas sdo os
livros de D. Gorenstein [6], H. Kurzweil e B. Stellmacher [12] e H. E. Rose [18].

1.1 Nocoes elementares

Iniciamos este capitulo com a seguinte lista de notacdes que serdo usadas ao longo do
trabalho.
Sejam G um grupo, H e K subgrupos de G e sejam a e b elementos de G. Escrevemos

1. a*>=b"'ab para o conjugado de a por b;

2. [a,b] = ala para o comutador de a e b, nesta ordem;

3. Cg(a) = {c € G; a° = a} para o centralizador de a em G;

4. C(H) ={g € G; h® = h, paratodo h € H} para o centralizador de H em G;
5. [H,K] para o subgrupo de G gerado pelos elementos [h,k| comh € H e k € K;
6. G' =[G, G para o subgrupo derivado de G;

7. N¢(H) = {g € G; H® = H} para o normalizador de H em G;
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8. Z(G) para o centro de G.

A seguinte lista de propriedades de comutadores pode ser verificada diretamente, ou ainda, é

possivel encontrar suas demonstra¢des em [6, Capitulo 2].

Lema 1.1. Seja G um grupo e sejam x,y,z € G. Entdo

L [,y =[px""

2. [y =[xyl a)s

3. b2l =[x, 2Py, e [xye] =[x, 2]fx, y]%

4yl =l ey =l

5. [x,y, z]yfl [y,z,x]f1 [z,x,y]’f1 = 1 (Identidade de Hall-Witt).

O seguinte resultado € conhecido como Lema dos Trés Subgrupos e uma prova pode ser

encontrada em [6, Teorema 2.3].

Lema 1.2 (Lema dos Trés subgrupos). Sejam G um grupo e sejam H,K,L < G. Suponha
que [[H,K|,L| = 1= [[K,L|,H]|. Entdo [[L,H],K] = 1.

Definicdo 1.3. O subgrupo de Frattini de um grupo finito G € definido como a interseccio de

todos os subgrupos maximais de G e é denotado por ®(G).

Comentamos que uma vez que automorfismos preservam maximalidade em subgrupos, o

subgrupo de Frattini € sempre caracteristico.
Lema 1.4. Seja G um grupo finito e seja H < G. Se G = H®(G), entdo G = H.

Demonstragdo. Pois se H fosse um subgrupo préprio de G, entdo H estaria contido em um
subgrupo maximal, digamos M, de G, o qual por defini¢do também contém ®(G). Neste
caso obterfamos o absurdo G = H®(G) < M. O

O seguinte resultado, conhecido como Lema de Dedekind (ou Lei Modular de Dedekind),

€ bem conhecido e pode ser provado diretamente.

Lema 1.5. Sejam G um grupo e sejam H,K, L subgrupos de G com K < H. Entdo HNLK =
(HNL)K.

Lema 1.6. Seja G um grupo finito e seja N um subgrupo normal de G. Entido ®(N) < ®(G).
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Demonstragdo. Assuma falso. Entdo existe um subgrupo maximal M de G que ndo contém
®(N). Pela maximalidade de M temos que G = M®P(N) e, portanto, usando o Lema de
Dedekind, obtemos N=NNG =NNMP(N) = (NNM)P(N). Segue do Lema 1.4 que
N = NN M. Mas isto significa que N < M, o que contradiz a escolha de M. [

Seja  um conjunto de ndmeros primos. Denotamos por 7’ o conjunto de todos os
nimeros primos que ndo estdo em 7. Para um grupo G, denotamos por 7(G) o conjunto de
fatores primos da ordem de G. Dizemos, entdo, que G é um 7-grupo se 7(G) C 7.

Seja G um grupo. Nao € dificil verificar que o produto de dois 7-subgrupos normais
de G é também um 7-subgrupo normal de G. Podemos, portanto, definir Oz(G) como
sendo o maior 7-subgrupo normal de G. No caso em que & = {p} contém um tnico primo,
escrevemos O,(G) e O,/ (G) para Oz(G) e Oy (G), respectivamente.

Para um grupo finito arbitrario G, pode ser dificil determinar ®(G). Entretanto, no caso
em que G é um p-grupo finito, pode-se encontrar uma prova em [12, Teorema 5.2.8] que
®(G) é o menor subgrupo normal de G cujo grupo quociente induzido € abeliano elementar.
Lembre que um p-grupo G € dito abeliano elementar se G é abeliano e G” = (g”; g € G)
¢ trivial. Usando esta informacao, podemos deduzir a seguinte descri¢do do subgrupo de
Frattini de p-grupos finitos.

Lema 1.7. Seja G um p-grupo finito. Entdo ®(G) = G'G”.

Demonstragdo. Se N é um subgrupo maximal de G entdo N € normal e tem indice p em G
(veja [18, Teorema 6.6]). Entdo G/N tem ordem p e por isto G'G” < N. Da arbitrariedade
da escolha de N decorre que G'G” < ®(G). Por outro lado, claramente o grupo quociente
G/G'G? ¢é abeliano elementar. Segue que ®(G) < G'G?. O

Definicao 1.8. Dizemos que um grupo G € soldvel se G possui uma série normal
=Gy <G <-- <G, =G

tal que G;11/G; é abeliano para cada i.

Dado um grupo G, iremos agora usar o subgrupo derivado como ponto de partida para
definir uma série de subgrupos de G que € suficiente para determinar solubilidade. Esta série

€ a chamada série derivada de G e seus termos sao definidos indutivamente por
GO =G, GV =G eG™) =[GV G, i>1.

Definida desta maneira, a série derivada de um grupo G € uma cadeia descendente de

subgrupos caracteristicos de G cujos fatores G\ / G sdo abelianos.
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Como sabemos, se N é um subgrupo normal de um grupo G, entdo G/N ¢ abeliano se, e
somente se, G’ < N. Usando isto, pode-se verificar que G € solivel se, e somente se, G =1
para algum inteiro positivo n. Também a classe de todos os grupos soliveis é fechada para
subgrupos, imagens epimorficas e produtos diretos finitos. Ainda, ndo € muito dificil verificar
que se N I G é soldvel e também G/N é soliivel, entdo G é soldvel. Veja [18, Capitulo 11]

para a prova destes fatos.
Lema 1.9. Seja G um grupo. O produto de dois subgrupos normais soliiveis de G é soliivel.

Demonstragdo. Em verdade, se M e N sdo subgrupos normais soliveis de G, entdao como N
e MN/N = M /M NN sio soliveis, temos que MN ¢ soldvel. O

Pelo Lema 1.9, podemos definir para um grupo finito G o maior subgrupo normal soldvel
de G como sendo o produto de todos os subgrupos normais soldveis de G, o qual denotamos
por R(G). Este subgrupo é chamado o radical soldvel de G e serd de grande importincia
neste trabalho.

Outra classe muito importante de grupos € a classe dos grupos nilpotentes, que definimos

a seguir.

Definicao 1.10. Dizemos que um grupo G € nilpotente se G possui uma série central, isto €,
G possui uma série de subgrupos

1=Go<G1<--<G, =G

tal que
Gi+1/Gi < Z(G/G;) para todo i.

Segue da propria defini¢ao que todo grupo nilpotente € solivel, e assim como a classe
dos grupos soluveis, a classe dos grupos nilpotentes é fechada para subgrupos, imagens
epimorficas e produtos diretos finitos, veja [18, Capitulo 10] para as provas destes fatos.
Entretanto, esta classe ndo € fechada para extensoes, diferentemente da classe dos grupos
soliveis. Por exemplo, o grupo simétrico S3 possui um subgrupo normal ciclico que induz

também quociente ciclico, logo S3 € solivel, mas S3 ndo € nilpotente.

Exemplo 1.11. Se G é um p-grupo finito ndo trivial, pode-se verificar que Z(G) # 1 (veja [18,
Lema 5.21]). Como consequéncia, pode-se provar por indugdo em |G| que G € nilpotente.

Anélogo ao caso de solubilidade, iremos expor uma série de subgrupos normais capaz de
responder a questdao se um grupo G € ou ndo nilpotente.
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Definicao 1.12. A série central inferior de um grupo G € a série cujos termos sdo definidos
sob as regras
11(G) =G e %+1(G) = [1(G),G] para todo i > 1.

Adcionalmente,

%(G) = [ %(G).

i>1
Definida como acima, todos os termos da série central de um grupo G, incluindo Y (G),
sdo subgrupos caracteristicos de G.
A série central de um grupo G determina nilpoténcia em G no sentido que G ¢ nilpotente
se, e somente se, ¥,(G) = 1 para algum inteiro positivo .

O seguinte lema pode ser verificado diretamente.

Lema 1.13. Seja G um grupo e seja n um inteiro positivo. Para um subgrupo normal N de G,
temos ¥, (G/N) = %u(G)N/N. Em particular, se G é finito, entdo V-(G) é o menor subgrupo
normal N de G tal que G/N é nilpotente.

Abaixo citamos um resultado que coleta defini¢des equivalentes para nilpoténcia em

grupos finitos, as quais utilizaremos nos préximos capitulos sem menc¢ao explicita.

Teorema 1.14 ([18], Teorema 10.9). Seja G um grupo finito. As seguintes condigcoes sdo

equivalentes:
1. G é nilpotente;
2. %(G) = 1 para algum inteiro positivo n;
3. 1(G)=1;
4. Se H < G, entdo H < Ng(H);
5. Todos os subgrupos maximais de G sdo normais em G;
6. Todos os subgrupos de Sylow de G sdo normais em G;
7. G é isomorfo ao produto direto de seus subgrupos de Sylow;
8. Se a,b € G tém ordens coprimas, entdo a e b comutam.

Exemplo 1.15. Seja G um grupo finito. Seja P um p-subgrupo de Sylow de ®(G), p um
nimero primo. Pelo Argumento de Frattini (veja a se¢do 1.3), G = Ng(P)®P(G) e por isso
G = Ng(P). Isto significa que P <G e, por maior razdo, P I®(G). Segue do Teorema 1.14
que ©(G) € nilpotente.



10 Preliminares

Analogo a defini¢do do radical solivel de um grupo G temos a defini¢do de um maior

subgrupo normal nilpotente de G, que se baseia no seguinte resultado devido a H. Fitting.

Lema 1.16 ([18], Teorema 10.22). Sejam M e N subgrupos normais nilpotentes de um grupo
G. Entdo MN é nilpotente.

Definicdo 1.17. Seja G um grupo finito. O produto de todos os subgrupos normais nilpotentes
de G é chamado o subgrupo de Fitting de G e é denotado por F(G).

Um grupo finito, mesmo ndo simples, pode ter subgrupo de Fitting trivial, como por
exemplo € o caso do grupo simétrico Ss. Contudo, argumentaremos a seguir que F(G) é ndo
trivial para todo grupo finito soldvel e ndo trivial G.

Um grupo finito e ndo trivial G € chamado de caracteristicamente simples se G ndo possui

subgrupo caracteristico proprio nao trivial.

Lema 1.18 ([6], Teorema 1.4). Um grupo caracteristicamente simples é um produto direto

de um niimero finito de grupos simples mutuamente isomorfos.

Usamos agora o lema anterior para estudar subgrupos normais minimais de grupos finitos,

com atencdo especial a grupos soluveis.

Lema 1.19. Um subgrupo normal minimal de um grupo finito ndo trivial G é caracteristica-
mente simples. Se G é soliivel, tal subgrupo é p-abeliano elementar para algum primo p e,
em particular, F(G) # 1.

Demonstragdo. Seja N um subgrupo normal minimal de G. Um subgrupo caracteristico de
N é normal em G. Logo, a minimalidade de N implica que N € caracteristicamente simples.
No caso em que G € soluvel, N é produto direto de um nimero finito de grupos simples
soliveis e mutuamente isomorfos. Mas um grupo soltdvel simples nao trivial tem ordem

prima. Logo, N é p-abeliano elementar para algum primo p. [

Uma propriedade importante do subgrupo de Fitting de um grupo finito soluvel G € que

seu centralizador em G coincide com o seu centro. Este € o contetido do préximo resultado.
Lema 1.20. Seja G um grupo finito soliivel. Entdo Cg(F(G)) < F(G).

Demonstragdo. Deixe-nos escrever C = Cg(F(G)). Assuma por contradi¢do que C £ F(G).
Entdo H = CN F(G) é um subgrupo préprio de C e por isto o quociente C/H ¢é ndo trivial.
Seja B/H o ultimo termo nao trivial da série derivada de C/H. Entdo B < H e, como
H < Z(C), obtemos que [B,B,B] = 1, isto é, B é nilpotente. Mas por defini¢do temos também
que B é caracteristico em G. Portanto, B < F(G) e assim B < H, o que contradiz a escolha
de B. Isto prova que C < F(G). O]
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A seguir definiremos uma classe de p-grupos que serd de grande importancia em nossos

calculos.

Definicdo 1.21. Um p-grupo finito G é chamado extraespecial se |Z(G)| = p e G/Z(G) é

p-abeliano elementar.

Exemplo 1.22. Um grupo quaternion ¢ um grupo da forma

-1 -2
O = {(a,b; A& =1,=d

cab=al),
onde n > 3. Veja que de a” = a~! temos que [a,b] = a~2. Como Q) = ([a,b]®; g € Oa),
segue que Qhy = (a®). Por sua vez, O é ndo abeliano e entdo Z(Qy:) < (a). Mas se i é

b

um inteiro positivo, (')’ = a ' e assim @' € Z(Qx) se, e somente se, 2"~ 2 | i. Portanto,

n—2 . L .
Z(Qy) = (a* ) tem ordem 2. Disto decorre que Qo é extraespecial se, e somente se, n = 3.
Para encerrar esta secdo de no¢des elementares, provaremos o seguinte resultado.

Teorema 1.23 (Baer-Suzuki). Seja G um grupo finito e seja x um elemento de G. Entdo

x € Op(G) se, e somente se, todo par de conjugados de x gera um p-subgrupo de G.

Demonstracdo. Seja C = Clg(x) a classe de conjugacdo de x em G e note que C é um
subconjunto normal de G. Entdo x € 0,(G) se, e somente se, (C) é um p-grupo. Em
particular, se x € O,(G), entdo todo par de conjugados de x gera um p-subgrupo de G.

Assuma, reciprocamente, que todo par de conjugados de x gera um p-subgrupo de G
e que x ¢ 0,(G). Neste caso, podemos achar p-subgrupos de Sylow de G, digamos P e
Q, para os quais CNP # CNQ. Como C é normal e P e Q sdo conjugados, temos que
|ICNP|=|CNQ|. Logo, temos que CNP € Q e CNQ ¢ P. Considere adicionalmente P e
Q de modo que |[CN PN Q| é maximal.

Seja H = (CNPNQ). Entdo H é um subgrupo préprio de ambos P e Q e podemos
considerar uma série ascendente H = Hy < H; < --- < H,, = P de subgrupos de P tais que
|Hi1: Hi] = p paracada i < n. Como CNP ¢ Q, temos que CNP ¢ H e entdo existe um
menor 0 < i < n para o qual CNH; ,CZ CNH. Tomemos um elemento g € CNH; \ H. Como
[H;: H;_1] = p e C é normal em G, temos que g normaliza C N H;_. Por minimalidade temos
que CNH;_1 =CNH, isto é, g normaliza CNH. Desde que CNPNQ C CNH obtemos que
g normaliza (CNH) = H. Analogamente podemos achar um elemento 7 € CNQ\ H que
normaliza H.

Considere o subgrupo Ly = (g,h,H). Ambos g e h sdo conjugados a x e por isto geram
um p-subgrupo de G. Mais do que isto, g € & normalizam H. Segue que Ly € um p-

subgrupo de G. Seja, agora, L um p-subgrupo de Sylow de G contendo Ly. Veja que
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{g}UHNC)<CNPNL,logo |CNPNL|> |HNC|. Mais do que isto, HNC 2 CNPNQ,
por isto obtemos |[CNPNL| > |CNPNQ|. Analogamente obtemos |[CNQNL| > [CNPNQ|.
Pela escolha de P e Q concluimos que PNC = LNC = QN C, uma contradigao.

[

1.2 Altura de Fitting

Definicao 1.24. Seja G um grupo. Uma série de Fitting de G é uma série de subgrupos
normais
1=Gy<G <+ <G, =G

tal que G;/G;—1 é um grupo nilpotente, para todo i. No caso em que G possui uma série de
Fitting, o menor comprimento de uma série de Fitting de G € chamado de altura de Fitting de
G, a qual serd denotada por h(G).

Observe que para que um grupo G possua uma série de Fitting € necessario, e suficiente,
que G seja soluvel. De fato, se G € soluvel entdo G possui uma série solivel, a qual € também
uma série de Fitting de G. Reciprocamente, se G possui uma série de Fitting obtemos que G
€ soluvel lembrando que grupos nilpotentes sdo soldveis e que a classe dos grupos soliveis é
fechada para extensoes.

Lema 1.25. Sejam G e Q grupos soliiveis e sejam H,N < G com N < G. Entdo
1. h(H) < h(G);
2. h(G/N) < h(G);
3. h(G) <h(N)+h(G/N);
4. h(G x Q) = max{h(G),h(Q)}.

Demonstragdo. No decorrer da prova assumimos que 1 = Gy < G; < --- < Gy, = G é uma
série de Fitting de G.

1. Considere a seguinte série de subgrupos normais de H
1=HNGy<HNG1 <---<HNG,=H.

Paracadai=1,..., A, temos que

HNG; B HNG; (HﬂG,‘)Gl;l < G;
HNG;_; N HNGNG—; G ~ G

12
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€ nilpotente. Isto significaque 1 = HNGy < HNG; <--- <HNG, =H € uma série
de Fitting de H. Pela arbitrariedade da escolha da série de Fitting de G, concluimos que
h(H) < h(G).

2. Analogamente ao caso anterior, a série

1=GoN/N<GN/N<---<G,N/N=G/N

¢ uma série de Fitting de G/N, uma vez que para todo i = 1,...,h temos que o grupo

GN/N _ GN _ G, Gi N Gi/Gi-

Gi_\N/N_ Gi_IN GNG_N Gi_1(GiNN) (GiNN)G;_1/Gi_

é nilpotente. Portanto A(G/N) < h(G).

3. Considere séries de Fitting
1=No<N <---<Np,=Nel=Ky<K; <---<Kp,=G/N

de N e G/N, respectivamente. Para cada i =0, ...k, existe um tnico Ny, 4; <G, tal que

N < Nj,+i € Ny, +i/N = K;. Agora, a série normal
I1=No<N; < <Np =N<Npyy1 < <Npyyp, =G

¢ uma série de Fitting de G. Segue que, h(G) < h(N)+h(G/N).
4. De fato, qualquer que seja

uma série de Fitting de Q, assumindo sem perda de generalidade que 4 < r, a série
1<GIxQ1 < <G XQp<GpXQpt1 < <GpxQr=6x0Q

¢ uma série de Fitting de G x Q. Entdo, h(G x Q) < max{h(G),h(Q)}. Mas pelo item 1,
obtemos que max{h(G),h(Q)} < h(G x Q). Isto conclui a prova do item 4 e, portanto, deste
lema. [l

No que segue, definimos duas séries de subgrupos normais de um grupo finito que, em

caso de grupo soliveis, determinam altura de Fitting.
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Definiciao 1.26. Seja G um grupo finito. Definimos o n-ésimo termo da série de Fitting

superior de G indutivamente por

Fo(G) =1, E(G) _ F(Fan(G)), n>l.

Similarmente, o n-ésimo termo da série de Fitting inferior de G € definido indutivamente por
To(G) =G, T,(G) = ¥u(T—1(G)), n = 1.

Quando ndo houver ambiguidade sobre qual grupo estamos fazendo consideragdes,
escrevemos F; em vez de F;(G) para denotar o i-ésimo termo da série de Fitting superior de
G. Faremos o mesmo com a série T;(G).

Lema 1.27. A altura de Fitting de um grupo soliivel G é o menor inteiro ndo negativo h para
o qual temos F,(G) = G e T;,(G) = 1.

Demonstracdo. E suficiente verificar que para toda série de Fitting
1=Go<G<--<G,=G

de G temos G; < F(G) e T;(G) < Gj,_; para todo i = 0,...,h, fato que checaremos por
inducdo em i. Claramente, o resultado em ambos os casos vale para i = 0. Se assumimos que
Gi_1 < F;_1, temos que

GF-. G o G/G

Fi  GinF_y  (GiNF_1)/Gi—i’

isto é, G;F;_1/F;—1 é um subgrupo normal nilpotente de G/F;_;. Logo, G; < F;. Analoga-
mente, se supomos T;_1 < G,y 1, temos que T; = Yoo (Ti—1) < ¥o(Gp_ir1) < Gj,_;. Portanto,
o resultado segue por inducao.

Lema 1.28. Seja G um grupo finito soliivel ndo trivial. Entdo
h(G)=h(G/F(G))+1.

Demonstragdo. Primeiramente, decorre do Lema 1.27 que A(G/F(G)) < h(G) — 1. Por
outro lado, pelo Lema 1.25 temos que 7(G) < h(G/F(G))+h(F(G)) = h(G/F(G)) + 1.

Lema 1.29. Seja G um grupo soliivel finito. Entdo

h(G) = h(G/D(G)).
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Demonstragdo. O resultado € 6bvio se G = 1. Assumindo que G € ndo trivial, € suficiente
mostrar que F(G/®P(G)) = F(G)/®(G). De fato, neste caso pelo Lema 1.28 obteremos

G /D(G)) = h (%) +1=h(G/F(G))+1=h(G),

como afirmado. Para verificar que F(G)/®(G) = F(G/®P(G)), assuma que N/P(G) <
G/®(G) é um subgrupo nilpotente. Dado p um primo e P um p-subgrupo de Sylow de N,
temos que P®(G) <G. Segue do Argumento de Frattini que G = ®(G)PNg(P). Mas pelo
Lema 1.4 isto mostra que G = Ng(P), isto é, P € normal em G. O Teorema 1.14 agora nos
mostra que N € nilpotente. Concluimos, entdo, que F(G)/®(G) = F(G/P(G)). A prova
estd completa. [

1.3 Acoes de grupo

Definicao 1.30. Dizemos que um grupo G age em um conjunto X se para quaisquer elementos
g € G e x € X existe um elemento bem determinado x* € X de forma que para dados g,h € G
e x € X sempre vale:

1. x! =X;
2. x8h = (xg)h.

Se assumimos que um grupo G age sobre um conjunto X, fixado um elemento g € G, a
correspondéncia que associa x € X a x® é uma bijecdo de X. De fato, ela é invertivel pois

-1 ~1 : : A
para cada x € X temos que x = x! = x%¢ = (x%)¢ . Mais do que isto, a correspondéncia

p:G—Sym(X)

g— gl X —X

x—x$

¢ um homomorfismo, onde Sym(X) é o grupo das bije¢des do conjunto X. Reciprocamente,
se nos é dado um homomorfismo p : G — Sym(X), obtemos uma agdo de G sobre X
definindo x8 = x& para cada g € G e cada x € X. Em resumo, uma a¢do de um grupo G
sobre um conjunto X determina e é determinada por um homomorfismo p : G — Sym(X).

O niicleo de p é chamado o niicleo da acdo e € denotado por C;(X).

Lema 1.31. Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X, com homomorfismo associado
p : G — Sym(X). Entdo, a a¢do de G em X induz naturalmente uma acdo de G/Cg(X) em
X.
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Demonstracdo. Observe que dados g1,g2 € G, se g1C(X) = g2C(X), para qualquer x € X
temos x¥182 ' = x e entdo x8 = x%2, A correspondéncia

p:G/Ce(X) — Sym(X)
gC6(X) —(gCe(X))P : X — X
x — x8C6X) = 48
¢ entdo um homomorfismo bem definido. O]

Nao ¢€ dificil verificar que a ag@o obtida no Lema 1.31 acima tem nticleo trivial.
Defini¢do 1.32. Dizemos que o grupo G age fielmente sobre X se Cg(X) = 1.

Quando consideramos um grupo G agindo sobre um conjunto X podemos definir uma
relacdo de equivaléncia em X do seguinte modo: x ~ y se existe g € G tal que y = x*. A classe
de equivaléncia de x € X é chamada a 6rbita de x e o conjunto stabg(x) = {g € G; x* =x}
€ um subgrupo de G, chamado de estabilizador de x em G. Uma situacao particular ao
considerarmos uma ac¢ao de um grupo G sobre um conjunto X € a de termos uma Unica 6rbita.

Nomearemos esta situa¢ao abaixo.

Definicao 1.33. Dizemos que o grupo G age transitivamente sobre o conjunto X se para
quaisquer x,y € X existe g € G tal que x* = y.

Lema 1.34 (Argumento de Frattini). Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X e

suponha que N < G age transitivamente sobre X. Nestas condicoes, dado x € X, temos que
G = stabg(x)N.

Demonstragcdo. Dado g € G, usamos a transitividade de N para tomar n € N de modo que
x8 = x". Mas entio gn~ ' € stabg(x). Segue que g € stabg(x)N. O

Corolario 1.35. Seja G um grupo finito e N I G. Seja P um p-subgrupo de Sylow de G.
Entdo G = Ng(P)N.

Demonstragdo. SejaI',(N) o conjunto dos p-subgrupos de Sylow de N. Entdo G age sobre
I',(N) por conjugagdo. Adicionalmente, a agdo de N sobre I',(N) ¢ transitiva. Basta,

portanto, aplicar o Lema 1.34. [l

Seja G um grupo agindo sobre o conjunto subjacente a um grupo H. Dizemos, neste
caso, que G age por automorfismos sobre o grupo H se para quaisquer g € G e a,b € H valer

(ab)® = a®b®. Em outras palavras, sendo p : G — Sym(H) o homomorfismo associado a
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acao do grupo G sobre o conjunto subjacente de H, entdo G age por automorfismos em H se,
e somente se, GP < Aut(H).

Nas consideragdes que se seguem iremos assumir que G e H sdo grupos e que G age por
automorfismos sobre H.

Definicao 1.36. Definimos:
1. Cy(g) ={h € H; h® =h}comg € G;
2. Cy(G)={h€eH; heCy(g) paratodo g € G};
3. [h,gl=h"'hS parage Ge h e H;
4. [H,G] = ([h,gl; he H, g €G).

Dizemos que K < H é G-invariante se k* € K para todos k € K e g € G. Claramente
o subgrupo dos pontos fixos Cy(G) é um subgrupo G-invariante de H. Pode-se mostrar
também que [G, H] € um subgrupo normal G-invariante de H.

Quando N € um subgrupo normal G-invariante de H, a acao de G sobre H induz natural-

mente uma agio de G no quociente H /N segundo o homomorfismo

p:G—Aut(H/N)
gr— gP :H/N — H/N
hN — (hN)® = hSN
e entdo é razodvel nos questionar sobre o subgrupo dos pontos fixos de H/N. De fato, nem
sempre ocorre a igualdade Cy(G)N /N = Cp /n(G). Esse no € o caso se a agdo for coprima,

isto €, se G e H tiverem ordens coprimas, como ficara claro no Lema 1.38 a seguir. Antes

disto, iremos enunciar um famoso resultado conhecido como Teorema de Schur-Zassenhaus.

Teorema 1.37 ([12], Teorema 6.2.1). Seja G um grupo finito possuindo um subgrupo normal
N que satisfaz mdc(|N|,[G : N]) = 1. Entdo N é complementdvel, isto é, existe H < G tal
que G =NH e NNH = 1. Ainda, todos os complementos de N sdao conjugados.

Lema 1.38. Suponha que G e H sejam finitos e de ordens coprimas e que N é um subgrupo

normal G-invariante de H. Entdo
(a) Cyyn(G) =Cu(G)N/N;
(b) Se G age trivialmente em N e em H /N, entdo G age trivialmente em H;

(¢c) H=[H,G|Cu(G);
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(d) [H,G|=[H,G,G];
(e) Se H é abeliano, entdo H = [H,G| X Cy(G).

Demonstragdo. Iremos provar aqui o item (a), as provas dos demais itens podem ser encon-
tradas no Capitulo 8 de [12].

E suficiente mostrar que toda classe Nh € Cyy /n(G) contém um elemento de Cy (G). Seja,
entdo, Nh € Cy /N(G). Para cada g € G, temos que h® h~!eN. Isto significa que no produto
semidireto H x G vale Ghi1 < GN. Portanto, ambos G e thl sdo complementos para N
em GN. Pelo Teorema 1.37, podemos considerar n € N para o qual vale G" = G"'. Defina
¢ = nh. Entdo ¢ € Nyg(G) NNh e também [G,c] < GNH = 1, isto é, ¢ € Cy(G). N

Corolario 1.39. Suponha que G e H sejam finitos e de ordens coprimas. Se G age trivialmente
sobre H/®(H), entdo G age trivialmente sobre H.

Demonstragdo. De fato, pelo Lema 1.38 temos que
H/®(H) = Cyam)(G) = Cu(G)P(H) /P(H),

isto é, H = Cy(G)®(H). Segue do Lema 1.4 que H = Cy(G). O

Mesmo quando a a¢do ndo € coprima, em condicdes especiais temos informacdes sobre o

subgrupo dos pontos fixos. Este é o contetido do proximo resultado.
Lema 1.40. Seja G um p-grupo finito agindo sobre um p-grupo finito Q. Entdo Co(G) # 1.

Demonstrag¢do. Admita inicialmente que H ¢ um grupo finito nilpotente e N <JH. Afirmamos
que NNZ(H) # 1. Sem perda de generalidade podemos supor que N é um subgrupo normal
minimal de H. Neste caso, se N ndo for central em H temos N = [N,H|. Mas entdo
N < %(H) e H nao € nilpotente, uma contradigao.

Agora, nas hipéteses deste lema, consideramos A = Q x G. Entdao A € um p-grupo finito,
logo nilpotente. Temos Q <A e assim QNZ(A) # 1. Em particular Cp(G) # 1. O

Se G € um grupo agindo sobre um grupo H, varios resultados na literatura mostram que
impor condi¢des sobre o subgrupo dos pontos fixos Cy(G) pode nos retornar informagdes
sobre o grupo G. Um dos melhores exemplos € o seguinte resultado, provado por J.G.
Thompson em [23].

Teorema 1.41. Seja G um grupo finito possuindo um automorfismo ¢ de ordem prima tal
que Cg(@) = 1. Entdo G € nilpotente.
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Um outro exemplo onde impor condi¢des sobre os centralizadores retorna informagdes
sobre o grupo que age € o seguinte resultado.

Teorema 1.42 ([12], Teorema 8.3.2). Seja G um grupo finito agindo em um grupo abeliano
finito e ndo trivial V. Suponha que

Cv(g) =1, paratodo 1 # g € G.

Se G satisfaz uma das seguintes propriedades:
1. G é abeliano;
2. G é um p-grupo, p um primo impar;
3. G é um 2-grupo ndo quaternion;

entdo G é ciclico.

Dizemos que a ag¢do do grupo G sobre o grupo H € irredutivel se os unicos subgrupos

G-invariantes de H forem o subgrupo trivial e o préprio grupo H.

Corolario 1.43. Seja G um grupo finito agindo fielmente e irredutivamente sobre um grupo
abeliano V. Entdo Z(G) é ciclico.

Demonstracdo. Dado g € Z(G), temos que Cy(g) é um subgrupo G-invariante de V. Pela
irredutibilidade da ac¢do temos que Cy(g) =1 ouCy(g) =V. Masse Cy(g) =V, entdo g = 1,
ja que a acdo € fiel. O resultado segue do Teorema 1.42. [

Para encerrar este capitulo provaremos a seguinte consequéncia do Teorema 1.42.

Lema 1.44. Seja G um grupo finito abeliano ndo ciclico agindo em um grupo finito abeliano
V. Se mdc(|G|,|V]) = 1, entdo

N Vg =1
1#geG
Demonstragdo. Nossa prova € por indugdo sobre |V|. O resultado é ébvio se V € trivial.
Assuma que V € nao trivial. Neste caso, pelo Teorema 1.42 podemos encontrar 1 #h € G
para o qual Cy(h) # 1. Observe que Cy(h) é um subgrupo normal de V, que também &
G-invariante, uma vez que G € abeliano. Por isto, podemos considerar a acio induzida de G
sobre o quociente V /Cy (h). Por indugio, temos que

M [V/cv(h).g)= () V.glCv(h)/Cy(h)=1.

1#geG 1#geG
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Disto, podemos concluir que Cy (/) contém o subgrupo

N Vg,

1#geG

que também estd contido em [V, h]. Mas pelo Teorema 1.38, temos que Cy (k) N[V, h] = 1.
Entao, obtemos

N V.gl=1,

1#g€G

como afirmado. O]



Capitulo 2
CPPO-grupos soliveis

Neste capitulo temos como objetivo principal provar os resultados obtidos sobre CPPO-
grupos soluveis, a saber os Teoremas A e B (veja a Secdo 2.1). Na primeira se¢do deste
capitulo iremos introduzir os CPPO-grupos, enunciar os Teoremas A e B e também estabele-
cer alguns resultados elementares sobre CPPO-grupos. Apos isto, na segunda se¢do, iremos
introduzir o conceito de torres de Turull. Iremos verificar alguns resultados que permitem
compreender de maneira geral este tipo de ferramenta e posteriormente provaremos alguns
resultados auxiliares sobre torres em CPPO-grupos. Concluiremos este capitulo com as

provas dos Teoremas A e B.

2.1 CPPO-grupos

Defini¢ao 2.1. Um grupo G é chamado um EPPO-grupo se cada elemento de G tem ordem
poténcia de primo.

Existem algumas formas equivalentes de caracterizar os EPPO-grupos, a seguir apresen-

tamos uma que nos sera util.

Proposicao 2.2. Seja G um grupo. Entdo G é um EPPO-grupo se, e somente se, o centrali-

zador de cada elemento ndo trivial g € G é um p-grupo para algum primo p = p(g).

Demonstragdo. Primeiramente, assuma que G é um EPPO-grupo e tome 1 # g € G. Entdo
existe um primo p tal que |g| é poténcia de p. Agora, como G é EPPO-grupo, qualquer que
sejah € Cg(g), temos que |gh| = mmc(|g|, |h|) é poténcia de primo. Segue que || é poténcia
de p e por razdo maior C;(g) é um p-grupo.

Para a reciproca basta lembrar que g € Cg(g) para cada g € G. 0
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Foi G. Higman o primeiro a estudar os EPPO-grupos em seu artigo [8]. Higman clas-
sificou os EPPO-grupos finitos soldveis e, no que segue, damos uma ideia da prova desta
classificagdo.

Se G é um EPPO-grupo finito e solivel, pela Proposi¢io 2.2, F = F(G) é um p-grupo
para algum primo p. Se G niao for nilpotente, entdo podemos tomar um nimero primo
g € n(G)\ {p} e um g-subgrupo Q de G tal que QF /F = F(G/F). Considerando a agdo de
Q sobre um subgrupo normal minimal de G obtemos da Proposi¢ao 2.2 e do Teorema 1.42
que Q ndo contém subgrupos abelianos elementares de ordem qz. Portanto, Q € ciclico se
q # 2 e ou Q é ciclico ou quaternion generalizado, se ¢ = 2. Em qualquer caso, Q contém um
subgrupo caracteristico Z de ordem g. Como QF /F = Cgr(ZF /F), segue-se que G/QF
¢ isomorfo a um subgrupo do grupo de autormorfismos de Z. Por isto, G/QF ¢ ciclico de
ordem dividindo ¢ — 1. Tal ordem € poténcia de um primo r, visto que G é um EPPO-grupo.
Mas certamente r ndo pode ser um terceiro primo, visto que neste caso o grupo nao nilpotente
QF possuiria um automorfismo de ordem prima livre de pontos fixos, o que contradiria o

Teorema 1.41. Entdo r = p. Podemos, enfim, enunciar o resultado de Higman como segue.

Teorema 2.3. Seja G um EPPO-grupo finito soliivel e seja p um primo tal que P = 0,(G) # 1.

Entdo G /P tem uma das seguintes estruturas:

1. G/P é ciclico de ordem uma poténcia de um primo diferente de p;
2. G/P é um grupo quaternion generalizado e p é impar;

3. G/P tem ordem p“qb, q sendo um primo da forma kp" + 1, e os subgrupos de Sylow

de G/P sdo ciclicos.
Em qualquer caso, h(G) < 3 e no mdximo dois primos dividem a ordem de G.

Os EPPO-grupos té€m sido fonte de estudo desde o artigo prioneiro de Higman [8]. Em
1962, M. Suzuki ([22]) estudou uma classe de grupos duplo-transitivos com a propriedade que
sO a identidade deixa fixados 3 ou mais letras e, como consequéncia deste estudo, classificou
os EPPO-grupos finitos simples. Anos depois, R. Brandl em [2] continuou esta investigagdo
em EPPO-grupos nao soliveis e, finalmente, em [1] W. Bannuscher e G. Tiedt descreveram a
estrutura de todos os EPPO-grupos finitos. Vale aqui comentar que, em 1989, M. Deaconescu
([4]) classificou completamente os grupos finitos nos quais todos os elementos tém ordens
primas.

Ap6s trabalhos de W. Yang e Z. Zhang [26] e H. Heineken [7], A.L. Delgado e Yu-Fen Wu
conseguiram em [5] descrever a estrutura dos EPPO-grupos localmente finitos. Comentamos
aqui também que P. Shumyatsky em [20] considerou EPPO-grupos profinitos mostrando que

um tal grupo € virtualmente pro-p para algum primo p.
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Neste trabalho temos como objetivo estudar uma classe de grupos consideravelmente

mais geral que a dos EPPO-grupos, que aqui chamaremos de CPPO-grupos.

Defini¢ao 2.4. Um grupo G é chamado um CPPO-grupo se todo comutador de G tem ordem
poténcia de primo.

Evidentemente todo EPPO-grupo € também um CPPO-grupo, mas a reciproca ndo €
verdadeira. Por exemplo, qualquer grupo abeliano € um CPPO-grupo, o que certamente nao
vale para EPPO-grupos, como mostra a Proposicdo 2.2.

O Teorema 2.3 mostra que o subgrupo de Fitting de um EPPO-grupo finito € sempre
um p-grupo para algum primo p. Isto ndo € verdade para os CPPO-grupos. Por exemplo,
o grupo diedral D1, € um CPPO-grupo cujo subgrupo de Fitting tem ordem 6. O Teorema
2.3 ainda estabelece que a altura de Fitting de um EPPO-grupo finito solivel é no méximo 3.

Estabeleceremos esta mesma cota para os CPPO-grupos.
Teorema A. Um CPPO-grupo finito e soliivel G tem altura de Fitting no mdximo 3.

Dado que todo grupo abeliano ¢ um CPPO-grupo, ndo € possivel limitar o nimero de
primos dividindo a ordem de um CPPO-grupo soluvel finito. Contudo, usando o Teorema A

provaremos o seguinte resultado.
Teorema B. Se G é um CPPO-grupo finito e soliivel, entdo |n(G')| < 3.

Higman em seu artigo [8] também estudou EPPO-grupos finitos ndo soldveis e conseguiu
verificar que um grupo nestas condi¢cdes possui um unico fator de composicao nao abeliano
que em muito determina a estrutura do grupo. No Capitulo 3 iremos estudar os CPPO-grupos
finitos ndo soldveis utilizando a classificacdo dada por Suzuki aos EPPO-grupos finitos
simples.

Uma vez definida uma nova classe de grupos, algumas questdes surgem naturalmente e
as primeiras delas sdo se a classe de grupos é fechada para subgrupos, imagens epimorficas,
extensdes e produtos diretos. No que segue, iremos responder estas questoes.

O seguinte resultado € de simples verificagdo e por isto omitiremos sua prova.

Lema 2.5. Subgrupos e quocientes de CPPO-grupos sao CPPO-grupos.

E um exercicio prazeroso verificar que todo grupo com ordem no maximo 23 é um
CPPO-grupo. Por sua vez o grupo diedral D4 ndo é um CPPO-grupo, o que em particular
prova que a classe dos CPPO-grupos nao € fechada para extensdes. Abaixo, estabelecemos
uma condi¢do necessdria e suficiente para um grupo diedral ser um CPPO-grupo.

Proposicao 2.6. Seja G = D», o grupo diedral de ordem 2n, com n > 3. Entdo G é um

CPPO-grupo se, e somente se, vale uma das seguintes afirmagoes:
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(a) n é poténcia de primo.
n
(b) 2| ne 3 > 1 é poténcia de um primo impar.

Demonstragdo. Escrevamos G = (a,b; a" = b* =1, a® =a™!). Entdo G’ = (a*). Assuma
primeiramente que G € um CPPO-grupo. Entédo a® = [b,a] tem ordem P para algum primo
p e algum inteiro positivo k. Se n é impar, entdo a e a* t8m a mesma ordem, isto €, n = pk é
poténcia de primo. Se 7 é par, entdo n = 2|a?| e entdo ou (a) ou (b) vale.

Reciprocamente, assuma que (a) ou (b) vale. Em ambas as possibilidades a* tem ordem

poténcia de primo e como G’ = (az) obtemos que G é um CPPO-grupo. [l

E simples observar que se G é qualquer CPPO-grupo e H é um grupo abeliano, entio
G x H é novamente um CPPO-grupo. Entretanto, verificaremos que ndo € possivel decompor
um CPPO-grupo finito ndo solivel como produto direto de fatores ndo abelianos (Lema 2.8 a

seguir). Antes, provamos o seguinte resultado.

Lema 2.7 ([19], Lema 3.2). Seja @ um conjunto de primos e seja G um grupo finito. Se todo

comutador de G é um m-elemento, entdo G' é um m-grupo.

Demonstracdo. Assuma que o resultado € falso e considere um contraexemplo G de ordem
minimal. Pela minimalidade de G devemos ter Oz(G) = 1. Claramente G ndo é um 7-grupo
e podemos tomar p € (G) \ w. Seja P um p-subgrupo de Sylow de G. Como todo comutador
de G é um m-elemento e [Ng(P),P] < P, temos que P ¢ abeliano e Ng(P) = Cg(P). Podemos
entdo usar o Teorema do Complemento Normal de Burnside (veja [12, Teorema 7.2.1])
para encontrar um p-complemento normal N de P em G. Temos que Oz(N) = 1 e entdo a
minimalidade de G implica que N é abeliano. A decomposi¢do N = Oz(N) X Op/(N) agora
mostra que N = O (N) é um 7’-grupo. Concluimos de G = N x P que G é um 7’-grupo. A
condicdo em G agora resulta que G’ = 1 é um 7-grupo, uma contradigo. [

Lema 2.8. Seja Q = G x H um CPPO-grupo finito. Se ambos G e H sdo grupos ndo
abelianos, entdo Q' é um p-grupo, para algum primo p. Em particular, Q é soliivel e

h(Q) < 2.

Demonstra¢do. Tomemos elementos g1,g> € G tais que [g1,g2] # 1. Como Q é um CPPO-
grupo, |[g1,g2]| é poténcia de p, para algum nimero primo p. Quaisquer que sejam h,hy € H
tais que [hy,hy] # 1, aigualdade

[h1g1,h2g2] = [h1,h2] (g1, 2] (2.1)

mostra que [hy,h;| tem ordem poténcia de p. Repetindo o argumento agora com [hy, /3] no

lugar de [g1,g2]| obtemos que todo comutador de G tem ordem poténcia de p. A igualdade
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em (2.1) agora mostra que todo comutador de Q € um p-elemento. Concluimos usando o

Lema 2.7 que Q' é um p-grupo. 0

Como uma consequéncia da prova do Lema 2.8 temos a seguinte caracterizacdo dos
CPPO-grupos finitos nilpotentes.

Corolario 2.9. Seja G um grupo finito nilpotente. Entdo G é um CPPO-grupo se, e somente
se, 0(G) < Z(G) para algum niimero primo p.

No que segue, iremos mostrar que um subgrupo finito normal e nilpotente de um CPPO-
grupo G € proximo de ser central em G, em um sentido que ficard claro no Lema 2.10 abaixo.
Antes disto, lembramos que se um grupo G admite uma decomposi¢do G = HUK, com H e
K subgrupos de G, entaioou G = H ou G =K.

Lema 2.10. Seja N um subgrupo finito, normal e nilpotente de um CPPO-grupo G. Entdo
O, (N) < Z(G) para algum niimero primo p.

Demonstragdo. Se N é central em G, nada temos a provar. Suponha que N ndo € central.
Entdo existe um primo p tal que o p-subgrupo de Sylow P de N ndo é central em G.
Escrevamos N = P x O,y (N). Afirmamos que G = C5(P) UCs(O,y(N)). De fato, em caso
contrdrio, existema € P, b € O,y(N) e g € G para os quais [a,g| # 1 e [b,g] # 1. Mas entdo
o elemento [ab, g| = [a,g][b,g] € N tem ordem divisivel por primos distintos, um absurdo.
Isto mostra que G = Cg(P) UCg(O,(N)). Mas P nio € central em G, isto &, Cg(P) < G.
Entdo G = C5(0,(N)) e Oy (N) < Z(G). O

2.2 Torres de Turull

Nesta sec@o iremos introduzir as torres de Turull, ferramenta principal para estabelecer as
provas dos Teoremas A e B. Adicionalmente, provaremos lemas técnicos para auxiliar o
entendimento destas ferramentas e também estabeleceremos alguns resultados sobre torres
em CPPO-grupos.

Para auxiliar o compreendimento da definicdo das torres de Turull iremos provar o

seguinte lema.

Lema 2.11. Sejam H,K e L grupos. Suponha que H aja sobre K e KH aja sobre L. Dado

um subgrupo normal KH-invariante N de L temos que Cgx(L/N) é H-invariante.

Demonstracdo. De fato, para quaisquer h € H, k € Cx(L/N) el € L vale

INF =N = ("N = (1" N =1,
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de modo que k" € Cx(L/N). O

Definiciio 2.12. Seja G um grupo finito. Dizemos que uma sequéncia (P;);—; .., de subgrupos

de G € uma torre de G de altura 4 se valem as seguintes condigdes:
(a) P;éum p;-grupo paracadai=1,..., A.
(b) [P,,P;] < Pj sempre que i < j.

(c) Pondo P, =P, e

p—b P — —
P = VC})i(Pi+1)’l_1""’h 1,
entdo P; é ndo trivial para todo i.
(d) p;i# piriparatodoi=1,....h—1.

Exemplo 2.13. Seja G = S4 o grupo simétrico de grau 4. Seu subgrupo de Fitting € o
subgrupo V = ((12)(34),(13)(24)). Considere os subgrupos ((12)) e ((123)) e veja que
(123)"2) = (132) = (123)"'. Como V contém seu centralizador em G (Lema 1.20), a
sequéncia (((12)),((123)),V) é uma torre de G.

Notacdo. Quando estivermos considerando uma torre (F;);=; .5 de um grupo finito G,
iremos sempre escrever p; para denotar o primo que divide a ordem do subgrupo correspon-
dente P.. Ainda, sendo H um subgrupo de P;, iremos sempre denotar por H a imagem de H
no correspondente grupo quociente P; da Defini¢io 2.12.

Na secdo seguinte iremos utilizar sem mengéo prévia o fato de que se (Py,...,P;) é uma
torre de um grupo finito G, entdo (Py,...,P;) é uma torre de G para todo i < h. Este fato é

justificado nas linhas que se seguem. Abaixo, estabelecemos uma versiao mais forte do Lema
3.6 de [3].

Lema 2.14. Seja G um grupo finito e seja (P;)i—
I1<i<j<hvale Cpl.(Pj) < CP,-(Pi-i-l)-

n uma torre de G. Para quaisquer

geeey

Demonstragdo. Fixado 1 < j < h, argumentamos por inducao sobre j — i que

Cp(Pj) < Cp(Fit1)-
Isto claramente vale se j —i = 1. Assuma j—i > 1 e observe que

(Cr,(P)), Pj Pir1] = 1 = [P}, Pry1, . (P))].
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Pelo Lema dos Trés Subgrupos temos que [P 1,Cp(P}),Pj] = 1. Isto significa que

[Cr(P}), Prs1] < Cp, (P)),

e segue da hipétese de inducio que

[Cp.(P}),P1] < Cp,,(P;) < Cp,,(Ps2)-

Obtemos pois que Cp,(P;) < Cp(P1), 0 que nos da o resultado. O

Como coroldrio imediato do Lema 2.14 temos o seguinte resultado.

Corolario 2.15. Se (P;);—1 ., € uma torre de um grupo finito G, entdo (F;)i— . x € uma
torre de G para todo 1 < k < h.

A defini¢do de torre evidencia que as imagens dos termos de uma torre em um quociente
nao necessariamente formard uma torre neste quociente. O seguinte lema d4d uma condi¢do

suficiente para que este incomodo nao ocorra.

Lema 2.16 ([3], Lema 3.6). Seja (P;)i—1...., uma torre de um grupo finito G com h > 2. Seja
N <G tal que NNP, < Cp(P,), i=1,...,h—1. Entdo (PN/N)i=1 . p—1 € uma torre de
G/N.

Demonstragdo. Observe que € suficiente verificar o item (c) da Defini¢cdo 2.12 para a sequén-
cia (Qi)i=1.. n—1, onde Q; := P,N/N. Sejam (P;) e (Q;) as sequéncias associadas a (P;) e
(Qi), respectivamente, como na Definicdo 2.12. Entio, é suficiente mostrar que o grupo Q;
tem um quociente isomorfo a P, para cada i < h.

Considere para cada i < h — 2 um subgrupo L; de P, de modo que L;N/N = Cp.(Q;+1)
e defina L, | = 1. Pelas considera¢des do primeiro paragrafo, a prova estara completa se
mostrarmos que L; < R;, para todo i < h, onde R; = Cp.(P;41). De fato, pelo Lema 2.14
sabemos que ,NN = R; NN, e por isto

Q; < PN/LN=P;/PNLN = P;/Li(P;,NN) = P;/L;:(R;N\N).

Portanto, se L; < R; entdio Q; tem P; por quociente, como requerido no primeiro pardgrafo.
Nas linhas que se seguem, argumentaremos por indu¢do em 2 —i > 0 que L; < R;, o que
é 6bvio parah—i=1. Se h—i =2, temos por defini¢do de L, » que [L,_oN/N,Q;_1] = 1.
Isto é,
[Lp—2,Ph1] <P NN =Ry, NN < Ry,
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o que significa que L, , age trivialmente sobre P,_; e, portanto, L; > < R;_5. Assuma
h—i> 2. Por defini¢do de L; e L;y temos que [L;N/N,Q; 1] < L;11N/N. Agora, a hipétese
de indugdo nos da que L;1 | < R;;1. Segue-se que

[Li,Piy1] <Py NRix N =R 1(Py1NN) = Rip1(Rix1NN) = Ry 1,

ou seja, L; age trivialmente no grupo P11 e entdo L; < R;. O passo indutivo estd verificado e
portanto a prova estd completa. [

Um fato bem conhecido é que o grupo de automorfismos de um grupo ciclico G de ordem
finita n € um grupo abeliano de ordem ¢ (n), onde ¢ denota a func¢ao Totiente de Euler. Em
particular, se n = 2k entiio Aut(G) é abeliano de ordem k=1

Lema 2.17. Seja (P;) uma torre de altura h > 3 em um grupo finito G. Entdo P; é ndo ciclico

para cada i > 3. Se py = 2, entdo também P, é ndo ciclico.

Demonstracdo. Suponha por contradicao que P, é ciclico para algum i > 3. Entdo para
quaisquer a € P,_j e b € P,_, os automorfismos de P; induzidos por a € b comutam. Isto
significa que [a,b] € Cp_,(P)) < Cp_,(P;). Pela escolha arbitrria de a e b, obtemos que
P._, =1, o que contradiz a defini¢do de torre. Ainda, se p, =2 e P, é ciclico, entdo temos

que P; < Aut(P) é trivial, uma nova contradig@o. O

Para os célculos que iremos fazer sera necessdrio ter em maos mais informagdes sobre
os termos P; de uma torre de um grupo finito G do que se encontra na Defini¢do 2.12.
Felizmente, o tipo especifico de torre que definimos abaixo contém informacdes descritivas

de seus termos.

Definicao 2.18. Seja G um grupo finito e seja (P;) uma torre de G de altura h. Dizemos que

a torre € irredutivel se valem as seguintes condigdes:

(@) ®(P) <Z(P), ®(®(P,)) =1ese p; #2,entdo exp(P) = p; parai=1,....he P4
centraliza ®(P;) paracadai=2,...,h.

(b) Py é ciclico e Py tem ordem prima.

(c) Existe um subgrupo abeliano elementar H; de P, tal que [Hi,Fi] = P, para cada
i=2,...,h

(d) Se Q< P, éP;---P_-invariante e Q % ®(P,), entdo Q = P.
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O leitor pode notar que nossa definicao de torre irredutivel difere da defini¢do dada por A.
Turull em [24] somente no item (b). Contudo, se (P, ..., P;) é qualquer torre de um grupo
finito G, podemos tomar a € P; \ Cp, (P;), de modo que a sequéncia ({a),P,,...,P,) é uma
torre de G. Entdo o Lema 1.4 de [24] permite-nos encontrar uma torre irredutivel de mesma

altura a qual por sua vez satisfaz todos os itens da Definicao 2.18.
Exemplo 2.19. A sequéncia (((12)),((123)),V) é uma torre irredutivel de S.
A seguinte proposi¢do explica o termo “irredutivel” na Definicao 2.18.

Proposicao 2.20. Suponha que (P;);=1 ... Seja uma torre irredutivel de um grupo G. Para
cada 1 < i< h, a agdo de Py---P,_| sobre P,/®(P,) é irredutivel e, portanto, o grupo
Py-+-P_1/Cp,..p_,(P;/®(P,)) tem centro ciclico.

Demonstracdo. Seja V um subgrupo P --- P;_j-invariante de P;/®(P;). Podemos, entdo,
achar um subgrupo P, - - - P-invariante Q de P; para o qual vale Q®(P;)/®(P) = V. Agora,
se V # 1, entdo Q £ ®(P) e pela Definigdo 2.18 obtemos Q = P.. Segue que V = P, /®(P)).
Portanto, a ago € irredutivel. O grupo P ---Pi_1 /Cp,...p_, (P;/®(P;)) consequentemente tem
centro ciclico, como estabelece o Corolario 1.43. OJ

E razodvel esperar que, se (P;) é uma torre de um grupo finito G, seja possivel encontrar
uma torre irredutivel de G que seja, de alguma forma, relacionada com (P;). No que segue
mostramos que de uma tal torre € possivel encontrar uma torre irredutivel de G de mesma
altura.

Definicao 2.21. Dadas duas torres (Pl.(l) )e (Pl.(z)) de um grupo finito G, de alturas h; e hy,
respectivamente, dizemos que (Pi(l) ) estd contida em (Pl.(z)) se existe uma fungéo crescente

AL, —{1,...,hp} tal quePl.(l) gP]%)) paracadai=1,...,h;.
Lema 2.22 ([24], Lema 1.4). Seja (P;) uma torre de um grupo finito G. Entdo (P;) contém

uma torre irredutivel de mesma altura.

Demonstracdo. Assuma que o resultado ndo seja védlido. Entdo podemos considerar um
grupo G possuindo uma torre (P;) que ndo contém torre irredutivel e com 4 sendo menor
possivel. Claramente 4 > 1.

Observe que qualquer torre propriamente contida em (P;) e de mesma altura nao pode
conter uma torre irredutivel de mesma altura, entdo sem perda de generalidade podemos
supor que (P;) ndo contém propriamente uma torre de mesma altura. Podemos também supor
G=P P,
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Podemos trocar o item (d) da Defini¢do 2.18 pela seguinte condi¢do mais fraca
(d"). P/®(P,)éP---P_-irredutivel.

De fato, se (d’) é assumido e Q < P; é P, -+ P,_j-invariante, se Q £ ®(P;), por (d') e a
minimalidade de (P;) obtemos Q = P,.

Como P, 4G, temos N = Cg(P,) <G. O Lema 2.16 nos dd que (P;N/N);i=; . p—1 é uma
torre de G/N, que é minimal pela minimalidade de (P;). Por isto, os itens da Defini¢do 2.18
valem, com (d) trocado por (d'), parai=1,...,h—1.

Considere Q C P, normal em G e minimal com a propriedade que CH(Q) # P,_1. Por
(d") temos que Cp—(Q) < ®(P),—1). Assim, se & > 2 temos que

CP;,,Q (ﬁ) = CPh,z (K/CK(Q)%

de modo que (Py,...,P,_1,Q) é uma torre. A minimalidade de (P;) agora mostra que Q = P,.

Agora, ®(P;) é um subgrupo normal de G propriamente contido em B,. Pelas consi-
deragdes do tltimo pardgrafo, obtemos que P, | centraliza ®(P,). Em particular, como
Py = [Py, Py—1] obtemos P, < [Py, Ci(P(Py))], isto é, P(B,) < Z(Py).

Por sua vez, P,_1 ndo centraliza Q1 (P,/P]) e obtemos pela minimalidade que ®(P,) < P;.
Em particular, dados elementos g, € P, temos [g, h|P" = [g,hP"] = 1, de modo que ®(P,) é
um grupo abeliano gerado por elementos de ordem py,. Isto significa que ®(P(P,)) = 1.

Para concluir a prova, é suficiente observar que como B, | é irredutivel sobre P,/®(P;)
temos que Py - -- P, é irredutivel sobre B,/®(P,). O item (c) agora segue de (d’). O

Lema 2.23 ([24], Lema 1.6). Seja G um grupo finito e seja N 1 G. Suponha que (Q;)i=1.. n
¢ uma torre do grupo G/N. Entdo existe uma torre (P;)i—1 ., de G tal que para cada
i=1,...,hvale PN/N = Q,.

O ponto chave que permite-nos estudar a altura de Fitting de um grupo finito soltvel

através de suas torres de Turull é o seguinte resultado.

Lema 2.24 ([24], Lema 1.9). Seja G um grupo finito soliivel. Entdo
h(G) = max{h; G contém uma torre de altura h}.

Demonstragdo. Inicialmente, afirmamos que se G possui uma torre de altura A, digamos

(Py,...,P,), entdo h < h(G). De fato, sem perda de generalidade podemos supor que esta

torre € irredutivel. Neste caso, parai=2,...,h— 1 podemos escrever P, = [P;, P,_1|Cp,(P+1).
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Recursivamente, obtemos a igualdade
P, =[P,...,[B,[P,P]]...]Cp(P+1), i=2,...,h— 1.

Agora como p; # p», pelo Lema 1.38, temos que [P», P] = [P», P, Pi], 0 que significa que
[P, P] < Ti(G). Analogamente, [Ps,[Ps, P]| = [P3,[P2,P1],[P2, Pi]] e, consequentemente,
[P3, [P>, P1]] < T>(G). Repetindo este argumento obteremos que

[Pots-- - [P35, [Po, Pr]] . ] < Tha(G).
Concluimos pois que
Py = [Py, [Po—t,- -, [P3, [Po, Pr]] . )] < Thh1 (G),

isto é, h < h(G), como afirmado.

Suponha, agora, que o resultado seja falso e seja G um contraexemplo de ordem minimal.
Para cada 1 # M < G temos que i(G/M) < h(G) e entdo F(G) = O,(G) para algum nimero
primo p. Considere (Hj,...,H;_1) uma torre irredutivel de G/F(G), onde h = h(G). Pelas
consideragdes do pardgrafo acima temos

Hy 1 < Ty 2(G)F(G)/F(G) < F2(G)/F(G),

isto é, p,,_1 # p. Por fim, seja (P, ...,P,_;) uma torre de G tal que P,F(G)/F(G) = H;, para
i=1,...,h—1. O Lema 1.20 agora nos permite concluir que, pondo P, = F(G), a sequéncia

(Py,...,P,) é uma torre de G, o que contradiz a escolha de G. O

No que segue iremos provar alguns resultados sobre torres em CPPO-grupos que serdao

de fundamental importancia na prova do Teorema A. Antes provamos o seguinte lema.

Lema 2.25. Seja G =V {(a) um grupo finito comV <G e mcd(|a|,|V|) = 1. Sev eV é tal

, entdo v € [V,al.

que o elemento av tem ordem coprima com |V

Demonstragdo. Trabalhamos no grupo quociente G/[V,al, onde a e V comutam, entdo sem
perda de generalidade podemos supor [V,a] = 1. Neste caso, escrevendo m = |av|, temos

1 =4d" =V". Portanto, v = 1. O]

O Lema 2.26 e o Lema 2.28, que estabeleceremos a seguir, SA0 0s passos cruciais
presentes na argumentacao da prova do Teorema A.
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Lema 2.26. Seja G um grupo finito e suponha que G contém uma torre (P;)i—123 de
subgrupos abelianos. Suponha que Py seja ciclico e que Py = [Py, Py] seja néo ciclico. Entdo

G ndo é um CPPO-grupo.

Demonstragdo. Assuma por contradi¢do que G € um CPPO-grupo. Sem perda de generali-
dade podemos assumir G = PP, P3 e entdo P3 < G. Escreva P; = (a). Pelo Lema 1.38, note
que Cp,(a) = 1. Dados quaisquer 1 # b € P» e ¢ € P3, 0 elemento [c,a][a,b] = [cb !, a]” tem
ordem poténcia de primo. Sua ordem entdo € uma poténcia de p,. O Lema 2.25 agora nos
mostra que [c,a| € [Ps,[a,b]] e, pela escolha arbitrdria de ¢ € P; e 1 # b € P,, concluimos
que
[P5, 1] = [Ps5,a] < ﬂ [Ps,[a,b]] = ﬂ [Ps,b].
1£beP, 1#beP,

Mas P, é um grupo abeliano ndo ciclico. Segue do Lema 1.44 que [P3,P)] = 1, isto é,
Cp,(P3) = P;. Usando o Lema 2.14, concluimos que Cp, (P,) = Py, isto é, P, = 1, 0 que

contradiz a definicdo de torre. Esta contradic@o prova o resultado. [
A seguir estabelecemos um lema técnico para simplificagdo da prova do Lema 2.28.

Lema 2.27. Seja ¢ um automorfismo coprimo de um p-grupo finito extraespecial P tal que
Cp(@) = ®(P). Entdo todo elemento de P\ ®(P) é conjugado a um elemento da forma |x, @]

para uma conveniente escolha de x € P.

Demonstragdo. Note que a correspondéncia b + [b, @] é um automorfismo de P = P/®(P).
Dado um elemento b € P\ ®(P), achemos elementos x € P e k € ®(P) tais que possamos
escrever b = [x, @]k. Claramente [x, @] ¢ ®(P) e existe y € P de modo que [x, @,y] # 1. Entdo
[x, @,y] é um gerador de ®(P) e para algum r € Z temos que [x, ¢,y]” = k~!. Finalmente,
obtemos

r

v =[x, 0lk) = [x,0][x, 0,y Tk = [x,0][x, 0,3k = [x, ],
como afirmado. OJ

Lema 2.28. Seja (P;)i=123 uma torre de um grupo finito G satisfazendo as seguintes condi-

coes:
(a) Py é ciclico;
(b) P, é extraespecial e Cp,(P;) = ®(P2);
(c) P é abeliano e Py = [Pz, D(P)).

Se G é um CPPO grupo, entdo p; =2 e P> é isomorfo a Qs.
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Demonstracdo. Seja Py = (a). Para quaisquer b € P, \ ®(P,) e ¢ € P3, veja que o ele-
mento [c,a][a,b] = [cb™ ", a]” tem ordem poténcia de primo e, por isto, usando o Lema 2.25
obtemos [c,a] € [P3,|a,b]]. Adicionalmente, sendo 1 # z € ®(P,), veja que o elemento
[c,2][c,a)[a,b] = [cb™!,az]’ tem ordem poténcia de primo e usando novamente o Lema
2.25 obtemos [c,z][c,a]* € [P3,]a,b]]. Mas como [P3, [a,b]] é ®(P,)-invariante, segue que

[c,z] € [Ps,[a,b]]. A arbitrariedade da escolha de ¢ € P5 nos permite concluir que
Py = [Py, ®(Py)] = [Ps,2] < [P3,[a, D],
isto é, usando agora a arbitrariedade da escolha de b, temos
P; = [P3,a,b]], paratodo b € P, \ ®(P,).

Ora, pelo Lema 2.27 cada elemento de P, \ ®(P,) € conjugado a um elemento da forma
[x,a] para uma conveniente escolha de x € P,. Concluimos portanto que P; = [P3,b], e assim
Cp,(b) =1, paratodo 1 # b € P,. O Teorema 1.42 agora nos permite concluir que pp =2 e
que P, € um grupo quaternion. Uma vez que Qg € o tinico grupo quaternion extraespecial,
segue finalmente que P, = Qg. 0

Provaremos agora dois lemas técnicos sobre torres de altura 4 em CPPO-grupos com

intuito de simplificar a prova do Teorema A.

Lema 2.29. Seja G um CPPO-grupo finito e seja (Py, Py, P3,Py) uma torre irredutivel de G
tal que

1. Cp3 (P4> = 1,'
2. Py ¢ abeliano elementar.
Nestas condicdes, o grupo P; é ou abeliano ou extraespecial, com i € {2,3}.

Demonstragdo. Inicialmente, note que, como a torre € irredutivel, € suficiente verificar que
®(P,) é ciclico. De fato, seja Q a imagem inversa de Z(P,) em P,. Assim definido, Q é
um subgrupo P; - -- P,_j-invariante de P,. O item (d) da Defini¢do 2.18 mostra agora que se
Z(P) & ®(P,), entdo Q = P, isto é, P, = Z(P;) é abeliano. Mas pelo item (a) da Defini¢do
2.18 jd sabemos que ®(P;) < Z(P;) e que ®(D(P;)) = 1. Entdo ®(P;) € abeliano elementar e
ou ®(P) = Z(P,) ou P; é abeliano.

Mostraremos primeiramente que ®(P,) € ciclico. Para isto, seja K o niicleo da acdo
de P, P; sobre P3/®(Ps). Como Cp,(Ps) = 1, P; = P; e usando a Proposi¢do 2.20 obtemos
que Py P, /K tem centro ciclico. Portanto, € suficiente verificar que ®(P,) € isomorfo a um
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subgrupo central de PiP,/K. Observe que como p, # p3, segue do Corolério 1.39 que
P,NK = Cp,(Ps). Logo, a correspondéncia ¢ : P, — P,K /K dada por bCp, (P3) — bK é um

isomorfismo que torna comutativo o diagrama

m =

P,

N,

PK/K

P,

onde 7| e M, sdo as projecdes candnicas. Pondo
Q= | (P(PK/K)),
vem do item (a) da Defini¢ao 2.18 que [Q, P P»] < Cp,(P3) < K e, consequentemente,
(PP, /K, D(P,K/K)] = 1.

Portanto, ¢ induz um isomorfismo de ®(P,) em um subgrupo central de P; P> /K.

Agora iremos mostrar que ®(P3) € ciclico. Para isto, seja L = Cp,p,p, (Ps). Pela Proposi-
¢d0 2.20 temos que Py P,P3 /L tem centro ciclico. Entao, como Cp,(P4) = 1 é suficiente mostrar
que ®(P3) < Z(PP,P3). Ja sabemos do item (a) da Defini¢do 2.18 que ®(P3) < Z(P,P3).
Entdo, se ®(P;) £ Z(P1P,P3), podemos tomar a € P; e ¢ € P(P3) tal que [c,a] # 1. Sendo
P ciclico, podemos assumir que P; = (a) e tomar b € P, para o qual [b,a] # 1. Segue-se que
o comutador [cb,a| = [c,a|[b,a] tem ordem divisivel por 2 primos, um absurdo. Concluimos
que ®(P3) < Z(P P P3). OJ

Se adicionarmos ao resultado anterior a condi¢do de P; ser extraespecial, o Lema 2.28

nos permite conhecer o grupo Ps.

Lema 2.30. Seja (P, P>, P3, Py) uma torre irredutivel de um CPPO-grupo finito G tal que
1. P, é extraespecial;
2. Cp(Py) =1,
3. P4 é abeliano elementar.

Entdo py =2 e P, é isomorfo ao grupo Qg.

Demonstragdo. Considere N = Cp, (P;)®(P;). Observe que

Cpn/N(P3N/N) ={gN; g€ Pye [g,P5] <N} = 1.
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Portanto, segue do Lema 2.16 que (P,N/N);—123 é uma torre de PiP,P;/N. Por um lado,
temos que
PZN/N: [PZN/N7P1N/N]7

o que implica que
Cr,n/N(PIN/N) < ®(PN/N).

Por outro lado, a correspondéncia bN +— bCp, (P;) define um isomorfismo y de ,N/N em

P, tornando comutativo o seguinte diagrama

p,—LPN/N

N

P,

onde 7| e T, sdo as proje¢des candnicas. Seja Q = 7, Y(®(P,N/N)). Pela irredutibilidade
da torre (P, P>, P3, P4) temos que [Q, Pi] < Cp,(P3) e por isto vale que

[®(P>N/N),PLN/N] = 1.

Concluimos pois que
Crn/n(PIN/N) = B(PN/N).

Agora, note que Q < PP, e assim [P3,0] é um subgrupo P, P-invariante de P;. Sendo
p2 # p3, ndo podemos ter [P3, Q] < ®(P3), vide Coroldrio 1.39. Segue da irredutibilidade da
torre (Py, Ps, P3,Py) que P3 = [P3, Q]. Consequentemente,

[PsN/N,®(P,N/N)] = PsN/N.

Pelas consideragdes acima, a torre (BN /N )i~ 2 3 estd nas condi¢cdes do Lema 2.28. Conclui-
mos pois que p, =2 e PN /N é isomorfo a Qg. Lembrando que N /N ¢ P, sdo isomorfos,
segue que P, é isomorfo a Qg. [

2.3 Provas dos Teoremas A e B

Para provarmos os Teoremas A e B necessitamos de mais um lema técnico que provaremos a

seguir.

Lema 2.31. Seja ¢ um automorfismo involutivo de G = Qg. Existe u € G tal que [u, ] é a

involugdo de G.
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Demonstragdo. Assuma que o resultado seja falso. Pelo Lema 1.40 podemos tomar u €
G\ ®(G) de modo que (u®(G))? = u®(G). Assim, [u, @] € ®(G) e a hipdtese implica
que [u, @] =1, isto é, u € Cg(@). Ora, [G: (u)] =2 e ¢ # 1. Portanto Cg(@) = (u).
Seja agora x € G\ (u). Entdo x? # x. Também temos x? # x| pois em caso contrario
terfamos [x, 9] = x> € ®(G) \ {1}, uma contradigdo. Escrevamos y = x?. Como ¢* = 1,
temos que y¥ = x. Por um lado, temos que (xy)? = x?y? = yx e, por outro lado, como
G = (u)U{x,x 1, y,y"'} temos que xy € (u) e assim (xy)® = xy. Mas entio x € Z(G), um
absurdo. ]

Estamos, enfim, em condi¢des de estabelecer as provas dos Teoremas A e B e, portanto,
faremos isto nas linhas que se seguem. Para a comodidade do leitor iremos enunciar os

resultados novamente abaixo.
Teorema A. Um CPPO-grupo finito e soliivel G tem altura de Fitting no mdximo 3.

Demonstragdo. Assuma que o resultado seja falso e considere um contraexemplo G de
ordem minimal. Pela minimalidade de G, todo subgrupo préprio de G e todo quociente de G
por um subgrupo normal ndo trivial tem altura de Fitting no méximo 3. Pelo Lema 1.29 vemos
que ®(G) = 1. Dado isto, pelo Lema 1.28 obtemos 4 < h(G) = h(G/F(G))+1<3+1=4,
isto é, h(G) = 4.

Usamos, agora, o Lema 2.22 e o Lema 2.24 para tomar uma torre irredutivel (Py, P>, P3, Py)
de subgrupos de G. Note que pela minimalidade de G e pelo Lema 2.24 temos G = P{P,P3Py.

Iremos agora fazer algumas consideracdes sobre os termos P; da torre acima. Inicialmente,
como Py 4G, temos que P(Py) < P(G) = 1, isto é, Py é ps-abeliano elementar. Seja agora
N = Cp,(P4) e note que N <G. Temos

Cp3/N(P4N/N> ={gN; g€ Pie(g, L) <N} =1.

Sendo N < Cg(Py), segue do Lema 2.16 que (PN/N)i—1 234 ¢ uma torre de G/N e portanto
h(G/N) > 4, como estabelece o Lema 2.24. A minimalidade de G agora resultaem N = 1.
Isto significa que P; = P;. Adicionalmente, pelo Lema 2.29 temos que P; é ou abeliano ou
extraespecial, parai € {2,3}, e ®(P3) < Z(P;P,P3), como fica claro na prova do Lema 2.29.
ApOs estas consideracoes, iremos analisar separadamente as 3 seguintes possibilidades
para o grupo P»: Ou P, é ciclico, ou abeliano ndo ciclico ou extraespecial. A prova estard com-
pleta ao verificarmos que todas estas possibilidades resultam na existéncia de um comutador
em G de ordem divisivel por 2 primos distintos, um absurdo pois G € um CPPO-grupo.
Caso 1. Assuma primeiramente que P é ciclico. Escrevamos P, = (b). De [P;,b] = Ps

obtemos Cp,(b) = ®(P3). Se P; fosse um grupo abeliano, a torre ((b), Pz, Ps) estaria nas
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condi¢des do Lema 2.26, e por isto G possuiria um comutador de ordem divisivel por 2
primos distintos, uma contradi¢do. Entao, P3 € um p3-grupo extraespecial. Mas, uma vez que
®(P3) < Z(PiP,Ps) e Cp,(P4) = 1, obtemos da irredutibilidade da torre (P;, P>, P3,Ps) que
Py = [Py, D(P3)] e consequentemente a torre ((b), P3,Py) estd nas condi¢des do Lema 2.28.
Como G € um CPPO-grupo, isto significa que p3 =2 e P; = (Og. Ainda, segue que pp =3¢
p1 =2

Escrevamos K = Cp,p,(P3). Como ambos P; e P, agem ndo trivialmente sobre P3, o
quociente P;P,/K é isomorfo a um subgrupo de ordem pelo menos 6 de S4. Mas como
Py é ciclico, devemos ter |P{ P> /K| = 6 e, em particular, (P)? < K. Escrevendo P, = (a),
o automorfismo de P3 induzido pela conjugagdo por a € um automorfismo involutivo de
P;. O Lema 2.31 agora permite-nos encontrar u € Pz para o qual [u,a] é a involugdo de P;.
Concluimos pois que [ub,a| = [u,a][b,a] tem ordem divisivel por 2 primos distintos, uma
contradicao.

Caso 2. Por sua vez, supomos agora que P, € um grupo abeliano néo ciclico e tomamos
M = Cp,(P3)®(P;). Observe que

Cpm/m(PsM /M) = {gM; g€ Pye [g,P5] <M} =1.

Portanto, pelo Lema 2.16, temos que (PM/M);—1 23 é uma torre de PiP,P;/M. Uma vez
que [PM/M,P\M /M| = P,M /M, segue do Lema 2.26 que P,P,P;/M tem um comutador
cuja ordem nao € poténcia de primo. Mas entdo G tem um comutador desta forma, uma
contradicao.

Caso 3. Para concluirmos a prova, nos resta considerar o caso em que P é um p;-grupo
extraespecial. O Lema 2.30 mostra-nos que p, = 2 e P; é isomorfo a Qg.

Por fim, seja b € P, um elemento tal que 1 # b € ®(P,). Como [P;,b] = P3, se P; é
abeliano a torre ((b), P3, Py) satisfaz as condigoes do Lema 2.26, e entdo G tem um comutador
cuja ordem nio € poténcia de primo, uma contradicao. Entdo P; € um p3-grupo extraespecial.
Neste caso temos Py = [Py, P(P3)| e assim a torre ((b), P3, Py) satisfaz as condi¢des do Lema
2.28. Como p3 é impar, o Lema 2.28 mostra que G tem um comutador cuja ordem nao é
poténcia de primo, uma contradi¢do.

A prova esta completa. 0
Teorema B. Se G é um CPPO-grupo finito e soliivel, entdo |n(G')| < 3.

Demonstracdo. Suponha inicialmente que #(G) = 1. Pelo Lema 2.10, podemos escrever
G = P x 0,/(G), para algum primo p, onde P é um subgrupo de Sylow de Ge 0, (G) < Z(G).
Entdo G’ < P é um p-grupo.
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Assuma agora que h(G) = 2. Entdo Y. (G) é um subgrupo normal nilpotente e néo trivial
de G e usando o Lema 2.10 podemos escrever ¥.o(G) = P X O,/ (¥-(G)) onde p é um nimero
primo, P é um p-subgrupo de Sylow de Y..(G) e O (¥(G)) < Z(G). Temos, entio,

¥ (G) = [1(G), G] < P,

isto €, 1 (G) é um p-grupo. Adicionalmente, G/7%-.(G) é um grupo nilpotente e o argumento
do primeiro pardgrafo mostra que

G'/1=(G) = (G/1-(G))’

é um g-grupo para algum primo g. Segue que G’ € um {p, g}-grupo.

O caso h(G) = 3 verifica-se aplicando duas vezes o caso anterior. De fato, neste caso
h(¥-(G)) = 2 e o Gltimo pardgrafo mostra que ¥(%-(G)) € um p-grupo para algum primo p.
Mas também /(G/ ¥ (¥-(G))) = 2 € novamente o caso anterior mostra que G’ /¥ (70 (G))
tem ordem divisivel por no méximo 2 primos. O resultado segue. [

Comentamos, para encerrar este capitulo, que o Teorema A expde a melhor cota possivel
pois o grupo simétrico S4 é um CPPO-grupo soldvel tal que 4(S4) = 3. Contudo, ndo sabemos
se a cota dada pelo Teorema B pode ser alcancada. E possivel que para todo CPPO-grupo

finito soldvel G ocorra |7(G’)| < 2, mas ndo conseguimos confirmar esta hipétese.



Capitulo 3
CPPO-grupos nao solaveis

O principal objetivo deste capitulo € estudar os CPPO-grupos nao soldveis e provar o Teorema
C (veja a se¢do 3.3). A primeira se¢do deste capitulo contém algumas consideragdes sobre
CPPO-grupos finitos nos quais o radical soluavel € trivial. Provaremos que cada tal grupo
€ quase-simples, isto €, possui um subgrupo normal simples com centralizador trivial. Na
segunda secdo exporemos a classificagdo de Suzuki dos EPPO-grupos finitos simples e
mostraremos que o subgrupo derivado de um CPPO-grupo finito quase-simples é simples.
O passo crucial para demonstrar o Teorema C € verificar que um CPPO-grupo finito nao
soldvel tem subgrupo derivado perfeito. Apds isto fazer, concluiremos a prova do Teorema
0.3 provando o Teorema C.

3.1 Grupos com radical solavel trivial

Vimos no Capitulo 1 deste trabalho que subgrupos normais minimais de grupos finitos sao
caracteristicamente simples e, consequentemente, sdo produtos diretos de grupos simples
mutuamente isomorfos. Os grupos que podem ser escritos como produto direto de grupos

simples tém interesse proprio na literatura. Contudo, aqui nos interessa o seguinte resultado.

Lema 3.1 ([11], pg. 205). Sejam H e K subgrupos normais de um grupo finito G que podem
ser escritos como produto direto de grupos simples ndo abelianos. Entdo HK tem centro

trivial.

Pelo resultado acima, dado um grupo finito G existe um subgrupo normal K(G) de G que
pode ser escrito como produto direto de grupos simples, tem centro trivial e contém todos os

demais com estas duas propriedades.
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Nao é dificil encontrar grupos finitos com K(G) = 1. E claro, por exemplo, que todo
grupo abeliano finito G tem K(G) = 1. Um exemplo de grupo néo abeliano G com K(G) = 1
€ G = §3, o grupo simétrico de grau 3.

Lembre que para um grupo finito G denotamos por R(G) o radical solivel de G. Na
literatura, ndo encontramos um consenso em como nomear os grupos finitos com radical

soluvel trivial, por isto aqui ndo iremos nomear tais grupos.

Lema 3.2 ([11], pp. 205-206). Seja G um grupo finito ndo trivial com radical soliivel trivial.
Entdo K(G) # 1 e Cc(K(G)) = 1.

Usando o resultado acima podemos descrever a estrutura de K(G) quando G é um
CPPO-grupo finito com R(G) = 1.

Proposicao 3.3. Seja G um CPPO-grupo finito ndo trivial com radical soliivel trivial. Entdo

K(G) é um grupo simples ndo abeliano.

Demonstracdo. De fato, pelo Lema 3.2, temos que K(G) # 1. Por defini¢do, K(G) é
isomorfo a um produto direto de grupos simples ndo abelianos. Mas o Lema 2.8 mostra
que uma tal decomposi¢do possui um tnico fator. Logo K(G) é um grupo simples ndo

abeliano. L]

Definicao 3.4. Dizemos que um grupo finito nao trivial G é quase-simples se G possui um

subgrupo normal simples H tal que Cg(H) = 1.

A nomenclatura aqui € bem sugestiva. Primeiramente, H neste caso ¢ um grupo simples
ndo abeliano, pois tem centro trivial. Adicionalmente, o mergulho candnico G — Aut(H)
tem nucleo trivial, isto €, G pode ser visto como um grupo de automorfismos de H que
contém todos os automorfismos internos de H.

A Proposi¢do 3.3 e o Lema 3.2 mostram-nos que um CPPO-grupo finito néo trivial G
com R(G) = 1 &, na verdade, quase-simples. Na se¢@o a seguir iremos mostrar que se G é

um CPPO-grupo finito com R(G) = 1, entdo o quociente G/K(G) tem estrutura conhecida.

3.2 CPPO-grupos de automorfismos

Sejam F um corpo e n > 2 um ndimero inteiro. Denotamos por GL(n, F') o grupo das matrizes
invertiveis n X n com entradas em F. No caso em que F' € um corpo finito com g elementos,
escrevemos GL(n,q) em vez de GL(n, F). Esta notacdo ndo gera ambiguidade pois corpos
finitos com mesma ordem sdo isomorfos (veja Sec¢do 3.2 de [25]). O grupo GL(n,F) é

chamado o Grupo Geral Linear de grau n sobre F.
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Podemos observar GL(n, F') também como sendo o grupo das transformagdes lineares
invertiveis de um espaco vetorial n-dimensional V' sobre o corpo F. De fato, fixada uma
base ordenada a = {vy,...,v,}, a cada operador linear 7 sobre V podemos associar a matriz
do operador T com respeito a base a, denotada por [T]. Assim sendo, dados operadores
Ty e T, sobre V, pode-se verificar que [T173|¢ = [T1]a[T2]« €, assim, T é invertivel se, e
somente se, [T'], € uma matriz invertivel. Disto, segue que a correspondéncia T — [Ty é um
isomorfismo entre o grupo dos operadores lineares invertiveis sobre V e o grupo GL(n, F).

Esta identifica¢do de GL(n, F') como grupo de operadores invertiveis sobre um espago
n-dimensional V é muito util para determinar algumas informagdes sobre o grupo GL(n, F).
Como exemplo podemos determinar o centro Z(GL(n,F)). Dados Z € Z(GL(n,F))eveV

tomamos 7 € GL(n, F) de modo que F - x é o tnico autoespaco de 7. Entdo
T(Z(x))=TZ(x) =ZT (x) =Z(T (x)) € F - Z(x),

isto é, Z(x) € F - x e x € um autovetor de Z. Pela arbitrariedade da escolha de x € V vemos
que todo vetor de V é um autovetor de Z. Aplicando esta informacdo em uma base de V

concluimos que Z é uma matriz diagonal. Em resumo, temos que
Z(GL(n,F)) ={AlL;; A € F*},

onde /,, denota a matriz identidade n X n.
Podemos, agora, definir o Grupo Projetivo Geral Linear de grau n sobre F' como sendo o

quociente

GL(n,F)
PGL(n.F) = 26t o pyy

O nome projetivo aqui utilizado vem da Geometria. Definimos inicialmente uma relacao
de equivaléncia em V \ {0} do seguinte modo: x ~ y se, e somente se, existe A € F tal que
x = Ay. O conjunto P,_; (V) das classes de equivaléncia com respeito a relagdo ~ é chamado
Espaco Projetivo de dimensédo n — 1 sobre F. Uma agéo natural de GL(n, F) agora surge
pondo A - [x] :== [A(x)], com A € GL(n,F) e x € V \ {0}. O nicleo desta a¢do consiste das
matrizes Z € GL(n, F) das quais cada vetor de V € um autovetor. Isto &, o nicleo desta agao
coincide com o centro de GL(n, F), razdo a qual justifica o nome do grupo PGL(n, F).

O Grupo Especial Linear de grau n sobre o corpo F' é o nicleo do homomorfismo
det : GL(n,F) — F que associa a cada matriz de GL(n, F) o seu determinante. Denotamos

este grupo por SL(n, F). Analogamente ao caso de GL(n, F) ndo é dificil verificar que

Z(SL(n,F)) = SL(n,F)NZ(GL(n,F)) = {AL; A € F, A" = 1}.
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Podemos, entdo, definir o grupo Projetivo Especial Linear de grau n sobre F' como sendo o

quociente

SL(n,F)
PSL(nF) = L)’

No caso em que F' € um corpo finito com g elementos, usando o Lema de Iwasawa([25,
Teorema 3.1]) pode-se provar que PSL(n,q) é simples, exceto quandon =2 e g € {2,3}.
Vale comentar que existem alguns isomorfismos envolvendo grupos especiais. A seguinte

lista de isomorfismos pode ser encontrada no Capitulo 2 de [25]:
1. PSL(2,2) & S3;
2. PSL(2,3) = Ay;
3. PSL(2,4) =2 PSL(2,5) = As;
4. PSL(2,7) 2 PSL(3,2);
5. PSL(2,9) = Ag;
6. PSL(4,2) = Ag.

No contexto da busca pela classificacdo dos grupos finitos simples, M. Suzuki estudou
em [22] uma classe de grupos duplo transitivos com a propriedade que s6 a identidade fixa 3
ou mais elementos. Como parte deste trabalho, Suzuki descobriu uma nova familia de grupos
simples que leva seu nome. Nao temos condi¢des neste trabalho de expor as provas dos seus
resultados. Contudo, iremos agora expor a definicdo dos grupos de Suzuki.

Seja F um corpo com g = 2>"! elementos, n > 2. Temos 2g = 2°" = (2")2. Pomos
r = 2" e consideramos @ : F — F dado por x — x". Escreva ¢ = a.

Dados elementos x,y € F', definimos a matriz

1 0 0O
X 1 00

A= | eay @ 10| © GL(4,q).
X +xy+y? oy x 1

Pode-se verificar que para quaisquer x,y,z € F vale

A(x,y) 'A(z.,w) = A(x+z, xz®+y+w)s

e portanto o conjunto
L= {A(x’y) S GL(4,q); X,y € F}
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é, na verdade, um subgrupo de GL(4,¢) com q2 elementos.

Por sua vez, para cada elemento ndo trivial x € F, definimos uma matriz diagonal
B, € GL(4,q) com a,b,c,d na diagonal principal, nesta ordem, onde estes elementos sdo
dados pelas regras a® = xx?, b® =x, c=b"', d=a"'. Logo, o conjunto K = {B,; x € F*}
é um subgrupo de GL(4,q) isomorfo ao grupo ciclico F*.

Um célculo direto mostra que para x,y,z € F, x # 0, vale

(Bx)_lA(y,z)Bx = A()’X, x?)s

o que significa que K normaliza L. Em particular, H = LK é um subgrupo de GL(4,q) de
ordem qz(q —1). Mantendo estas constru¢gdes em mente, podemos definir o grupo de Suzuki

cCoOmo segue.

Definicao 3.5. Sob as consideragdes acima, o grupo de Suzuki Sz(¢g) é definido como sendo
o subgrupo de GL(4,q) gerado por H e a matriz X, onde X é a matriz contendo 1 na diagonal

secundaria e O nas outras entradas.

Suzuki em [22] classificou os EPPO-grupos finitos simples mostrando que somente 8
classes de isomorfismos de tais grupos existem. Mais precisamente, Suzuki provou o seguinte

resultado.

Teorema 3.6 (M. Suzuki). Um EPPO-grupo finito simples é isomorfo a um dos seguintes
grupos: PSL(2,q), q € {4,7,8,9,17}, PSL(3,4), Sz(8) ou Sz(32).

Agora, no nosso contexto, € natural questionar se existe um CPPO-grupo finito simples
que ndo € um EPPO-grupo e, por isto, iremos fazer um comentdrio sobre este questionamento.
Em [17], Oystein Ore provou que todo elemento do grupo Alternado A,, n > 5, pode ser
escrito como um comutador. Ore entdo conjecturou que seria possivel provar o mesmo
resultado para todos os grupos finitos simples nao abelianos, problema que ficou conhecido
como Conjectura de Ore. Foi sé em 2010 que, usando o Teorema de Classificacdo dos
Grupos Finitos Simples, Liebeck, O’Brien, Shalev e Tiep [14] responderam afirmativamente

a Conjectura de Ore.

Teorema 3.7 (M.W. Liebeck, et al). Seja G um grupo finito simples ndo abeliano. Entdo

cada elemento de G é um comutador.
Uma consequéncia agora 6bvia dos Teoremas 3.6 e 3.7 é enunciada a seguir

Corolario 3.8. Um CPPO-grupo finito simples é isomorfo a um dos seguintes grupos:
PSL(2,q), g € {4,7,8,9,17}, PSL(3,4), Sz(8) ou Sz(32).
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Vale comentar que Liebeck et al provaram o mesmo resultado para grupos especiais

lineares.

Teorema 3.9. Seja G = SL(n,q) um grupo especial linear. Entdo todo elemento de G é um
comutador, exceto quando (n,q) € {(2,2),(2,3)}.

Usando o Coroldrio 3.8 e o Teorema 3.9 podemos determinar quais grupos da forma

GL(n,q) e SL(n,q) sio CPPO-grupos. Isto € feito a seguir.

Proposicao 3.10. Seja G um grupo da forma GL(n,q) ou SL(n,q). Entdo G é um CPPO-
grupo se, e somente se, (n,q) € {(2,2),(2,4),(2,8),(3,2)} ou (n,q) = (2,3) e G = SL(2,3).

Demonstragdo. Inicialmente, sabemos que GL(2,2) = SL(2,2) = S5 tem subgrupo derivado
ciclico de ordem 3. Logo G é CPPO-grupo neste caso. No caso em que (n,q) = (2,3), temos
que SL(2,3)" = Qg e SL(2,3) é um CPPO-grupo. Mas GL(2,3)" = SL(2,3) e SL(2,3) ndo
¢ um EPPO-grupo. Segue que GL(2,3) ndo é um CPPO-grupo.

Podemos assumir n > 3 oun =2 e g > 4. Neste caso, como GL(n,q)" = SL(n,q), pelo

Teorema 3.9 as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(a) GL(n,q) é um CPPO-grupo;
(b) SL(n,q) é um EPPO-grupo;
(¢) SL(n,q) é um CPPO-grupo.

Observamos que para (n,q) € {(2,5),(2,7),(2,9),(2,17),(3,4)} temos que o subgrupo
Z(SL(n,q)) é ciclico de ordem prima e, por isto, SL(n,q) ndo é um EPPO-grupo. Para o
caso (n,q) = (3,2), temos que GL(3,2) = SL(3,2) = PSL(3,2) =< PSL(2,7) é um CPPO-
grupo. Para (n,q) € {(2,4),(2,8)} temos que Z(SL(n,q)) = 1 e SL(n,q) = PSL(n,q) é um
EPPO-grupo. 0

O seguinte resultado é uma consequéncia imediata do Teorema 3.6 e das consideragdes
sobre automorfismos externos de grupos simples que constam no Teorema 3.2 e na Se¢do
4.2.4 de [25].

Lema 3.11. Seja G um CPPO-grupo finito simples e ndo abeliano. Entdo vale uma das

seguintes afirmagoes:
1. Out(G) é um grupo ciclico (de ordem no mdximo 5);
2. Out(G)=VyeG = Ag,

3. Out(G) = Dg x Cy e G = PSL(3,4).
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O isomorfismo Out(PSL(3,4)) = D¢ x C, nos mostra que existem exatamente dois
subgrupos quase-simples ndo isomorfos G de Aur(PSL(3,4)) tais que G/PSL(3,4) = S3. No
que segue mostraremos que tais grupos possuem comutadores com ordens divisiveis por
dois primos. Antes, precisamos descrever o grupo de automorfismos dos grupos projetivos
lineares. As consideracdes a seguir seguem as descri¢des que podem ser encontradas em [16]
e [25]. Ainda, abaixo consideramosn >2oun=2e g > 4.

Tomemos F = F;, um corpo com g = p™ elementos, com p primo e m > 1. A corres-
pondéncia ¢ : F — F dada por a — a” é um automorfismo de corpo de F de ordem m,
chamado o automorfismo de Frobenius de F'. Dado n > 2, o automorfismo ¢ de F induz um
automorfismo de GL(n, F'), também de ordem m, que consiste de elevar cada entrada de uma
matriz a p-ésima poténcia. Denotaremos também, por abuso de notagdo, este automorfismo
por ¢.

Seja B : GL(n,F) —» GL(n,F) dada por AP = (AT)~!, onde A” denota a transposta da
matriz A. Entdo § é um automorfismo de GL(n, F)) de ordem 2.

Seja G = PSL(n,q) e identifiquemos G com seu grupo de automorfismos internos
Inn(G) < Aut(G).

Temos a seguinte sequéncia de subgrupos normais
SL(n,q) < GL(n,q) <TL(n,q) = GL(n,q){¢) < T'L(n,q)(B).
Tomando quocientes médulo o centro de GL(n,q) temos
G =PSL(n,q) <PGL(n,q) <PI'L(n,q) <PI'L(n,q){(B) = Aut(G).

Adicionalmente, PGL(n,q)/PSL(n,q) é um grupo ciclico de ordem d = (n,q — 1). Usando
isto podemos concluir a classificagdo dos CPPO-grupos finitos da forma GL(n,q), SL(n,q)
e PGL(n,q) através do Teorema 3.6, da Proposic¢do 3.10 e do seguinte resultado cuja prova é

oObvia e serd omitida.

Proposicao 3.12. Um grupo da forma PGL(n,q) é um CPPO-grupo se, e somente se,
PSL(n,q) o for.

O seguinte resultado foi provado por A. Lucchini, F. Menegazzo e M. Morigi em [16].

Teorema 3.13 ([16], Teorema 1.12). Com as consideracoes anteriores, o grupo G =

PSL(n,q) possui um complemento em Aut(G) se, e somente se, ((q—1)/d,d,m) = 1.

Para a prova da Proposicao 3.14 a seguir iremos fixar as notac¢des e utilizar as considera-
¢cOes enumeradas a abaixo.



46

CPPO-grupos niao soliveis

. Tomamos F = {0, 1,a,a*} um corpo com

4 elementos. Entao F tem caracteristica 2

e todo elemento de F' satisfaz a equacdo 2x = 0. Adicionalmente, observamos que

l+a=d* 1+d®>=aea+d*=1.

. Tomamos ¢ o automorfismo de Frobenius

a
Bs= |0
0
Veja que
_ S 2
apl ap ap3 a
A% = lay an an| =10
(a1 azn  ass 0
a2a11 a2a12 a2a13 a
= ay ax ax | |0
| a1 ax azz | |0
Analogamente temos que
ar
2
A% = a2a21
6126131

Note que vale || = |Bs| = 3;

. Definimos Q = SL(3, F) o grupo especial linear de grau 3 sobre F;

de Q. Entio ¢ tem ordem 2;

. Tomamos 6 o automorfismo de Q induzido pela conjugacdo pela matriz

0 0 ajp aip daijs a 0 0
1 0O dar1 d4jy djzjs 010
0O 1| a3 azx azz| |0 0 1
00 al a2a12 a2a13
1 O = |aay ax ar; | -
01 aaz; azp as;
aay;p aa3

azp as

asp ass

5. Ainda, tomamos 8 o automorfismo de Q que leva toda matrizA € Q em A~ . Entdo

Bl =2.

6. Sendo A = (A;;) € O, veja que

a2a12 a2a13

aip

s

A°? = |aayy axn  an =
aay1 azxp a3

2 2 2
apy  aapp aaps R
2 2 2 2 | _ 408
a‘ay ay ap | =ATT.
22 2 2
adazy dz dasj



3.2 CPPO-grupos de automorfismos 47

Também temos que

r _6 2 —1

2
ay az asi ayy a‘ay a-asz
)
AP — 4, am am = laay; ax» axn
a3 a3 ass aa|;z a3 as3
_ -7

ar aayz aais

_ 2 _ a4 82
= |a“ay ax»y a3 — A%B,

2
a‘a31 axn a3
Temos pois que 8% = 88 = §2.

7. Denotamos por 6,3,3 os automorfismos induzidos por ¢, 8 e 3, respectivamente,
sobre Q = Q/Z(Q) = PSL(3,4).

8. Sendo I : Q — Aut(Q) a imersdo candnica, definimos

G, =1(0)(8,9) < Aut(0Q),

ainda,
Gy =1(0)(8,B) < Aut(Q).

Assim sendo, G| e G5 sdo os dois subgrupos quase-simples de Aut(Q) cujas imagens

em Out(Q) sdo isomorfas a S3.
Com estas notacdes e consideracdes em mente provamos o seguinte resultado.

Proposicao 3.14. Seja G um grupo finito. Admita que G contém um subgrupo normal H,
com H = PSL(3,4) e Cg(H) = 1. Entdo G é um CPPO-grupo se, e somente se, G/H for

abeliano.

Demonstracdo. Primeiramente, note que se G/H € abeliano, entdo G' < H. Sendo H um
EPPO-grupo, temos que G € um CPPO-grupo.

Reciprocamente, admita que G/H ndo seja abeliano. Basta-nos mostrar que, neste caso,
G ndo é um CPPO-grupo. Lembremos que Out(H) = D¢ x C;. Portanto, atrdves da imersao
candnica G — Aut(H) vemos que G é isomorfo a um dos grupos Gy, G, ou Aut(H). Como
subgrupos de CPPO-grupos sdao CPPO-grupos € suficiente mostrar que ambos G e G, nao
sao CPPO-grupos.

Mostraremos primeiramente que G nao é um CPPO-grupo.
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Considere a matriz

1 00
Al=|(0 1 a EQ\Z( )
0 01
Temos que A% =1 e também
1 00
AY=10 1 o
0 0 1

Segue que

1 0ot oo 10 10
ALel=10 1 a|l [0 1 &P|=[01 atd*|=|0 1
00 1|00 1 00 0 0

e e )

isto &, [A1, @] tem ordem 2. Uma vez que [A;, ¢] € Co(8), em G| o comutador

1(A1)8,9) = (I(A1) "' 1(A1)?)%[8,9] = I([A1, 9])°8 = I([A1, 9])8

tem ordem 6. Logo G nao é um CPPO-grupo.

Agora resta-nos mostrar que G, nao € um CPPO-grupo. Para isto fazer, tomemos

1 0 O
Ay=10 a 1| €0\Z(Q).
0 0 o
Note que
1 0 0
(A2)"'=10 a 0O,
0 1 o
logo
1 0 O
(AP =((A)") ' = |0 & 0
0 1 a

Uma vez que

=
|
|
R e
Q
[\S)
Q —~ o
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obtemos que

1 0 O0f|1 0 O 1 0 0
[A2,B8]=10 a* 1| |0 &*> 0| =|0 &* a
00 aj]|0 1 a 0 a d
Veja que
1 0 Off1L 0 O 1 00
[A2.BPP=10 &® al|ll0 &® a|l=1|0 1 0],
0 a a||0 a & 00 1
isto €, [A2, B] tem ordem 2. Uma vez que [A;, B] € Cp(8), concluimos que em G, o comuta-
dor
[1(A2)6,B] = I([A2,B])6
tem ordem 6. Logo G, nao é um CPPO-grupo. [

Lema 3.15. Seja G um CPPO-grupo finito ndo trivial. Entdo R(G) = 1 se, e somente se, G
é quase-simples. Em particular, se R(G) = 1, entdo G' = K(G) e ou G/K(G) é ciclico ou
G/K(G) é isomorfo ao grupo de Klein.

Demonstracdo. Se R(G) = 1 segue da Proposicao 3.3 e do Lema 3.2 que G é quase-simples.
Reciprocamente, assuma que G seja quase-simples. Entdo G contém um subgrupo normal
simples H de modo que Ci(H) = 1. Certamente H € ndo abeliano e por isto H N R(G) = 1.
Mas entdo [R(G),H] =1e R(G) < Cg(H) = 1,isto é, R(G) = 1.

Assuma que R(G) = 1. Seja H = K(G). Pela Proposi¢do 3.3 temos que H é um grupo
simples ndo abeliano. Identificando H com seu grupo de automorfismos internos, podemos
observar G como um subgrupo de Aut(H ) através da imersdo candnica G — Aut(H). Logo,
nos € suficiente analisar as possibilidades listadas no Lema 3.11. Se H nao for isomorfo
a PSL(3,4), o Lema 3.11 permite-nos concluir que G/H ¢ abeliano e ou € ciclico ou
isomorfo ao grupo de Klein. Em qualquer caso, H = G'. No caso em que H = PSL(3,4)
a Proposi¢io 3.14 mostra-nos que G/H é um grupo abeliano, logo H = G'. Ainda, como
Out(H) = D¢ X C3, segue que G/H é ou ciclico ou isomorfo ao grupo de Klein. O

Nas provas que se seguem iremos utilizar frequentemente a seguinte consequéncia do

resultado acima.

Corolario 3.16. Seja G um CPPO-grupo finito perfeito e ndo trivial. Se R(G) = 1, entdo G

é simples.

Demonstragcdo. Seja G um grupo nas condi¢des do enunciado. Pela Proposicao 3.3, temos
que K(G) é um grupo simples ndo abeliano. Adicionalmente, o Lema 3.15 mostra que
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G = K(G). Uma vez que G é perfeito, temos que G = G’ = K(G) é um grupo simples nio

abeliano. ]

Generalizando sua prova da conjectura de Ore, Liebeck et al provaram em [15] que
em um grupo finito perfeito G tal que G/Z(G) é simples ndo abeliano todos os elementos
sdo comutadores, apresentando uma pequena lista de excegcdes. Para nossos interesses, €
suficiente a seguinte aplicacao direta do Teorema 1 de [15].

Proposicao 3.17. Seja G um grupo finito perfeito tal que G/Z(G) é um CPPO-grupo finito

simples e ndo abeliano. Entdo vale exatamente uma das seguintes afirmacoes:
1. Todo elemento de G é um comutador;
2. G/Z(G) é isomorfo a Ag e vale uma das seguintes afirmagoes:

(a) Z(G) = C3 e os elementos ndo comutadores de G ndo centrais tém ordem 12;

(b) Z(G) = Cg e os elementos ndo comutadores de G ndo centrais tém ordem 15 ou
24.

3. G/Z(G) = PSL(3,4), Z(G) # 1, n(Z(G)) C {2,3} e os elementos ndo centrais ndo

comutadores de G tém ordens algum miiltiplo de 6.

Lema 3.18. Seja G um EPPO-grupo finito com Z(G) # 1. Entdo G é um p-grupo para

algum primo p.

Demonstrag¢do. Basta observar que para um elemento g € Z(G) vale G = C(g) e aplicar a
Proposi¢ao 2.2. [

Proposicio 3.19. Seja G um CPPO-grupo finito perfeito tal que G /Z(G) é um grupo simples

ndo abeliano. Entdo G é simples.

Demonstracdo. Observe que basta-nos analisar as possibilidades expostas na Proposi¢ao
3.17.

Inicialmente, se todo elemento de G for um comutador, entdo G é um EPPO-grupo. Mas
G nio é solivel, logo segue do Lema 3.18 que Z(G) = 1. Por isto, G é simples.

Assuma portanto que G possui elementos ndo comutadores. Entdo ou G/Z(G) = Ag ou
G/Z(G) = PSL(3,4). Mas em qualquer um dos casos citados nos itens 2 e 3 da Proposic¢do
3.17 podemos tomar um elemento central z € G de ordem prima diferente de 5 e g € G de

ordem 5 tal que zg € um comutador. Logo G nao é um CPPO-grupo. [l
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3.3 Prova do Teorema C

Iremos concluir este trabalho estabelecendo o seguinte resultado.

Teorema C. Seja G um CPPO-grupo finito ndo soliivel. Entdo R(G') = [G',R(G)] < 02(G)
e G'/R(G') é isomorfo a um dos seguintes grupos PSL(2,q), g € {4,7,8,9,17}, PSL(3,4),
S2(8), 52(32).

Para a prova do Teorema C necessitamos ainda de 2 lemas técnicos que provaremos a

seguir.

Teorema 3.20 (Frobenius). Seja G um grupo finito e seja p um niimero primo. Entdo G
possui um p-complemento normal se, e somente se, vale uma das seguintes:

(a) Ng(H)/Cg(H) é um p-grupo para todo p-subgrupo néo trivial H de G;

(b) Ng(H) possui um p-complemento para todo p-subgrupo ndo trivial H de G.

Lema 3.21. Seja G um grupo contendo um subgrupo normal N tal que G/N é um EPPO-
grupo simples ndo-abeliano. Seja q € ©(G) \ ©(N). Entdo existem um q-subgrupo abeliano

elementar Q de G e um elemento g € G, cuja ordem é poténcia de um primo distinto de q,
tais que Q = [Q,g].

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.20 existe um g-subgrupo H de G tal que Ng(H)/Cg(H ) ndo
¢ um g-grupo. Seja p € n(Ng(H)/Cs(H)) \ {q} e tomemos um p-elemento g € Ng(H) \
Cc(H). Entdo [H,g] # 1 e, em particular, g ¢ N. De fato, em caso contrdrio terfamos
[H,g| <HNN =1, o que contradiz a escolha de g. Tome agora x € Z(H) de ordem gq.
Devemos ter x* # x pois G/N é um EPPO-grupo. Definindo agora Q = (x,x%,... ,xglg‘f1 )
temos que Q é abeliano elementar e normalizado por g. Logo, trocando Q por [Q,g], se

necessario, temos que Q = [Q, g ]

E conhecido que o tinico grupo simétrico que possui automorfismo externo é o grupo Se
e que, a menos de composicdo com um automorfismo interno, este automorfismo externo é
unico. O primeiro a descobrir este fato foi O. Holder em [9].

Um automorfismo externo de S¢ é chamado de automorfismo excepcional. Além da prova
dada por Holder, existem diversas provas da existéncia de automorfismos excepcionais de Sg.
Por exemplo, em [10], G. Janusz e J. Rotman tomam um subgrupo K de S¢, de ordem 120 e
transitivo em {1,2,3,4,5,6}, e fazendo S¢ agir sobre o conjunto dos conjugados de K em
Se constroem um automorfismo de S¢ cuja imagem de (12) ndo € uma transposi¢ao, logo se
tratando de um automorfismo excepcional. Ainda neste mesmo artigo, Janusz e Rotman dao

uma construcdo explicita de um automorfismo ¢ : S¢ — S¢ assumindo os seguintes valores
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1. (12)? = (12)(36)(45);
2. (13)? = (16)(24)(35);
3. (14)? = (13)(25)(46);
4. (15)? = (15)(26)(34);
5. (16)? = (14)(23)(56).

E para este automorfismo um célculo direto mostra que (123456)% = (13)(456). Dado isto,
quaisquer que sejam a,b,c,d,e € {1,2,3,4,5,6} dois a dois distintos existe um automor-
fismo externo de Sg levando (123456) em (ab)(cde). Isto ocorre pois elementos de grupos
simétricos sdo conjugados se, e somente se, t€m mesma estrutura de ciclos (veja [18, Teorema
3.6]).

Para provar a Proposicao 3.23 a seguir, precisamos encontrar um comutador com proprie-
dades especificas no grupo de automorfismos de Ag = PSL(2,9), faremos isto no resultado
abaixo. Porém, sabendo que Aut(Ag) = Aut(Sg), para simplificar os célculos trabalharemos
no grupo Aut (Se).

Lema 3.22. Seja G = Aut(Se) e seja I : S¢ — G a imersdo candnica. Entdo existem
T € Ag, O € Sg \ Ag e um automorfismo externo ¥ € Aut(Se) tal que [Is, yI;| tem ordem 3.

Demonstragdo. Considere o = (123456) e T = (456). Seja y € Aut(Sg) um automorfismo
externo tal que ¥ = (142)(56). Entdo

o, yIt] = [Is, 1] I, W]IT =51 (Icrlcr‘l’)lr =g li-15-16ve = lg-17-16v1

1

de modo que o comutador [/, Y] tem a mesma ordem que ¢~ v 'o¥ 1. Como,

o 't lo ¥t = (165432)(465)(142)(56)(456) = (143)(256),

segue que |[I5, WI;]| = |6 't '6¥ 1| = 3, como desejado. O
Proposicao 3.23. Seja G um CPPO-grupo finito néo soliivel. Entdo G' é perfeito.

Demonstragdo. Assuma que o resultado seja falso e considere um contraexemplo G de
ordem minima. Certamente G ndo é um grupo perfeito, entio G’ é um subgrupo préprio de
G. Também G’ é ndo soliivel e a minimalidade de G mostra que H = G” é um grupo perfeito,
claramente ndo trivial. Minimalidade ainda resulta em R(H) = 1. Segue do Corolério 3.16

que H € um grupo simples ndo abeliano.
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Para qualquer subgrupo normal M de G néo contendo H vale [M,H| <MNH = 1. Em
particular, R(G) < Cg(H).

Afirmamos que R(G) = Z(G). De fato, se ndo for este o caso, tomamos elementos a € G
e b € R(G) de modo que o comutador [b,a] é ndo trivial. Sendo G um CPPO-grupo, [b,d]
tem ordem uma poténcia de algum nimero primo r.

Afirmacfo: Se g € H é tal que ag normaliza um r’-subgrupo K de H, entdo ag centraliza
K.

De fato, qualquer que seja i € K, o comutador

[bh,ag] = [b,a][h, ag]

tem ordem uma poténcia de r, pois R(G) < Cg(H) e G é um CPPO-grupo. Mas [h,ag] € K
e portanto [h,ag] = 1. A escolha arbitréria de h € K permite-nos concluir que [ag,K]| = 1,
como afirmado.

Seja, agora, g € w(H) \ {r} e K um g-subgrupo ndo trivial de H. Tomemos um g-subgrupo
de Sylow Q de H contendo K. Pelo Argumento de Frattini, existe um elemento g € H tal
que ag € Ng(Q). Pelo argumento acima, ag centraliza Q. Mas K < Q e entdo ag centraliza
K. Dado agora x € Ny(K), temos que ag,agx € Ng(K). O argumento acima mostra-nos
que agx centraliza K. Mas como ag centraliza K, concluimos que x centraliza K. A escolha
arbitraria de x € Ny (K) mostra-nos que Ny (K) = Cy(K). O Teorema 3.20 nos permite
concluir que H possui um g-complemento normal, um absurdo pois H é simples. Isto prova
que R(G) = Z(G).

Considere agora M um subgrupo normal minimal de G contido em R(G). Pela minimali-
dade de G temos que G'M = HM. Mas se M £ G', obteriamos do Lema de Dedekind que
G =G'NGM=G NHM = H(G'NM) = H, uma contradi¢do. Entdo M < G'. Também
temos MNH =1, entdo M = OP(G’) para algum primo p. Isto significa que G possui um
tnico subgrupo normal minimal solivel e, por isto, R(G) é um p-grupo. Mais do que isto,

como M < Z(G) temos que
G'/H = MH/H < Z(G/H),

isto é, G/H é nilpotente de classe 2.
Para concluir esta prova, iremos analisar as possibilidades para o quociente G/H, onde

= G/R(G). Inicialmente, como R(G) = 1, segue da Proposi¢do 3.3 e do Lema 3.15 que

= K(G) =G e que G/H é ou ciclico ou isomorfo ao grupo de Klein.
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Assuma que G/H seja um grupo ciclico. Neste caso, podemos tomar um elemento g € G
para o qual G = (g)Z(G)H. Temos portanto que G/H = (g)Z(G)H /H é um grupo abeliano.
Mas isto significa que G' < H,uma contradicao.

Entdo G/H é nio ciclico. Portanto ou H =2 Ag ou H =2 PSL(3,4) e, em ambos 0s casos
temos E/ H = V4, uma consequéncia do Lema 3.15.

Considere elementos a, b € G para os quais possamos escrever G = (a,b)HZ(G). Observe
que [a,b] ¢ H, pois G/H é ndo abeliano. Por outro lado, G/H ¢é nilpotente e seu p-subgrupo

R(G)H /H é tal que
G/H
R(G)H/H

I

G/H 2 V,.

Segue que p = 2. Em particular, |a, by] tem ordem poténcia de 2, para todoy € H.

Se H for isomorfo a Ag, pelo Lema 3.22 podemos tomar a,b € G de tal modo que exista
h € H satisfazendo |[@,bh]| = 3. Isto contradiz a conclusdo do pardgrafo acima.

Portanto, H é isomorfo a PSL(3,4). Podemos entdo assumir que G = H x {(a,b) com
<ﬁ,l_7> =V, (veja Teorema 3.13). Pelo Teorema de Baer-Suzuki (Teorema 1.23), existe um
elemento g € G tal que (@,a®) ndo é um grupo nilpotente. Em particular, existe 1 #5 € (a,a®)
de ordem fmpar. Mas sendo que G/H é isomorfo ao grupo de Klein, podemos assumir y € H.

e assim 1 # [y,a] tem ordem impar.

Ainda, (@,a®%) é um grupo diedral, entdo 3 =y~
Por outro lado, 1 # [a,b] € R(G) e a igualdade [a,by] = [a,y][a,b] mostra que [a,y] é um

2-elemento, uma contradi¢do. Esta contradi¢io conclui a prova. [

Provaremos agora o Teorema C. Para a comodidade do leitor iremos enuncid-lo mais

uma vVEz.

Teorema C. Seja G um CPPO-grupo finito ndo soliivel. Entdo R(G') = [G',R(G)] < 05(G)
e G'/R(G') é isomorfo a um dos seguintes grupos PSL(2,q), g € {4,7,8,9,17}, PSL(3,4),
Sz(8), Sz(32).

z

Demonstragdo. Primeiramente, pela Proposicdo 3.23 temos que G’ é perfeito. Assim,
G'/R(G') é um grupo perfeito ndo trivial com R(G'/R(G’)) = 1. O Corolério 3.16 mos-
tra que G'/R(G’) é um grupo simples ndo abeliano. O Coroldrio 3.8 agora mostra que
G'/R(G') é isomorfo a um dos grupos da lista PSL(2,4), com g € {4,7,8,9,17}, PSL(3,4),
Sz(8) ou Sz(32). Também temos Z(G'/[G',R(G)]) = R(G') /|G’ ,R(G)], portanto obtemos da
Proposi¢do 3.19 que R(G') = [G',R(G)].

Resta-nos provar que R(G’) é um 2-grupo. Assuma que o resultado seja falso e tome um
contraexemplo G de ordem minima.

Inicialmente, a minimalidade de G e a Proposi¢ao 3.23 mostram que G € perfeito. Em

particular, G/R(G) é um grupo simples ndo abeliano.
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Seja M um subgrupo normal minimal soluvel de G. Entdao M € um p-grupo abeliano
elementar para algum nimero primo p. Pela minimalidade de G temos que R(G)/M é um
2-grupo. Em particular, p # 2 e M = O,(R(G)). Isto mostra também que G possui um tnico
subgrupo soldvel normal minimal. Entdo, F(G) é um p-grupo e, assim, M = F(G).

Assuma primeiramente M = R(G). Usamos o Lema 3.21 para tomar um 2-subgrupo
abeliano elementar Q de G e um elemento a € G de modo que Q = [Q,a] e tal que a ordem do
elemento a é poténcia de um primo fmpar. Observe que como [G, Q] <G e G/M é um grupo
simples ndo abeliano, temos G = [G,Q|M. Agora, G/[G, Q] é um grupo soldvel perfeito,
logo trivial e assim G = [G,Q]. Ora, se Q centraliza M, entdo G = [G,Q] < Cg(M), isto
¢, M < Z(G) e pelo Lema 3.19 concluimos que M = 1, uma contradi¢do. Entdo Q ndo
centraliza M. Como Q ¢é ndo ciclico, pois G/M é um EPPO-grupo, segue que ({a),Q,M) é
uma torre nos termos do Lema 2.26 ¢ G contém um comutador cuja ordem nao € poténcia de
primo, uma contradicdo. Concluimos assim que M é um subgrupo proprio de R e, disto, que
R/M é um 2-grupo ndo trivial.

Observe que como O>(R) = 1 nao podemos ter M < Z(R). Consequentemente, pela
minimalidade de M, obtemos M = [R,M] = [G,M]. Agora, como G ¢é perfeito e M £ Z(G),
concluimos que

Ce(M)=M.

Considere um primo ¢ € w(G) \ {2, p}. Pelo Lema 3.21 podemos tomar um g-subgrupo
abeliano elementar Q de G e um elemento a € G tal que Q = [Q, a| e cuja ordem é poténcia
de primo. Seja L = (a)QR. Como M coincide com seu centralizador, a sequéncia ({a),Q,M)
¢ uma torre de L e pelo Teorema A obtemos /(L) = 3. Observe que como Q = [Q, a] temos
Q < 7%(L) < F(L). Adicionalmente, temos M < F (L), de modo que F(L) é um p-grupo.
Agora, R(G)F(L)/F (L) é um 2-grupo e assim R(G) < F>(L). Seja S um 2-subgrupo de
Sylow de R. Sendo F>(L)/F (L) um grupo nilpotente, temos que [Q,S] < F(L) e, portanto,
[0, 8] é um p-grupo. Desde que [Q,S] < [Q,R] < R, concluimos que [Q,S] < M, isto é, Q
centraliza S médulo M. Mas G = [G, Q] e entdo G centraliza S médulo M. Obtemos assim
que

R/M =Z(G/M).

A Proposi¢ao 3.19 agora permite concluir que R/M = 1, isto é, R = M. Mas isto é uma
contradi¢cdo. A prova estd completa. [






Capitulo 4
Consideracoes Finais

Para concluir este trabalho, faremos alguns comentarios sobre os principais resultados obtidos
e sobre possiveis questdes a serem abordadas em investigacOes futuras.

Seja G um CPPO-grupo finito solivel. Pelo Teorema A e pelo Teorema B, sabemos
que h(G) <3 e |n(G')| < 3. Como comentamos anteriormente, a cota h(G) < 3 é a melhor
possivel, pois h(S;) = 3. Entretanto, nio sabemos se a cota |(G’)| < 3 é a melhor possivel.
Portanto, € interessante responder o questionamento abaixo.

Questdo 1. Se G é um CPPO-grupo finito soltvel, entdo € verdade que |7(G')| < 2?

Seja agora G um CPPO-grupo finito ndo solivel. Embora o Teorema A nos garanta
que A(R(G)) < 3, sabemos em verdade que vale 2(R(G)) < 2. De fato, pelo Teorema C
temos que R(G)' < R(G") < 05(G) é um 2-grupo e, por isto, 1 < R(G)" < R(G) é uma série
de Fitting de R(G). Veja também que um p-subgrupo de Sylow de R(G) é abeliano, para
todo primo fmpar p. Por sua vez, o quociente G/R(G) tem estrutura conhecida. De fato,
claramente R(G/R(G)) = 1 e pelo Lema 3.15 vemos que G/R(G) é quase-simples e

K(G/R(G)) = G'R(G)/R(G) 2 G'/R(G).

Pelo Lema 3.11 e pela Proposicdo 3.14 obtemos que [G/R(G) : G'R(G)/R(G)] < 6, isto &,
(G : G'R(G)] < 6 ¢ G/G'R(G) é ciclico ou isomorfo ao grupo de Klein.

Apo6s obtermos os principais resultados deste trabalho, ficou aparente a similaridade entre
subgrupos derivados de CPPO-grupos finitos e EPPO-grupos. Entdo, a seguinte questio
surgiu naturalmente.

Questio 2. E verdade que se G é um CPPO-grupo finito, entio G’ é um EPPO-grupo?

Na literatura existem diversos resultados sobre algumas classes de EPPO-grupos e neste
trabalho foram citados como exemplo resultados sobre EPPO-grupos localmente finitos e

sobre EPPO-grupos profinitos. Assim sendo, sugerimos os seguintes problemas:
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Problema 1. Obter resultados estruturais sobre CPPO-grupos localmente finitos.

Problema 2. Obter resultados estruturais sobre CPPO-grupos profinitos.

Seja F um grupo livre, livremente gerado por um conjunto X. Dizemos que um elemento
w=w(x1,...,X,) € F é uma palavra. Dado um grupo G e elementos g1, ...,g, € G, podemos
observar w como sendo uma fungéo de varidveis xi, ..., x, e calcular o elemento w(gy, ..., &)
de G. Assim sendo, o subgrupo verbal de G associado a palavra w pode ser definido como
sendo o subgrupo w(G) = (w(g1,...,8n); &1,---,8n € G).

Exemplo 4.1. A palavra comutador w = x 1y lyy é tal que para todo grupo G vale w(G) =
G.

Observe que os CPPO-grupos sdo precisamente os grupos nos quais todos os valores da
palavra comutador tém ordens poténcia de primo. Com isto em mente, € razoavel fazer o
seguinte questionamento.

Questao 3. Para quais palavras w pode-se limitar a altura de Fitting dos grupos finitos
soluveis tais que todos os w-valores t€ém ordens poténcia de primo?

Casos especiais de palavras sdo os comutadores simples wy = [x1,...,x], kK = 2. Como
caso particular do problema acima, temos o seguinte questionamento.

Questao 4. Assuma que G € um grupo finito solivel no qual todos os wy-valores tém
ordens poténcia de primo. Entdo A(G) € limitada?

Obs.: O Teorema A responde afirmativamente a Questio 4 no caso k = 2.

Agradecemos imensamente as contribui¢des dos professores Dr. Mohsen Amiri (UFAM),
Dr. Igor (UnB) e Dr. Martino Garonzi (UnB) para formulacdo de alguns dos problemas

supracitados.
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