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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é descrever uma solu¢ao do Problema da Conjugagao no
Grupo F' de Thompson, segundo o artigo (GILL; SHORT, 2013). Nessa solugao, o grupo F' é visto
como um grupo de homeomorfismos lineares em uma quantidade finita de partes do intervalo
0, 1] nele mesmo. Em paralelo, também serdo dadas duas apresentagdes para F', em que uma é

finita e outra infinita.

Palavras-chave: Grupo F' de Thompson. Homeomorfismos lineares por partes. Problema da

Conjugacao.



Abstract

The main objective of this work is to describe a solution of the Conjugacy Problem in Thomp-
son’s Group F', according to the article (GILL; SHORT, 2013). In this solution, the group Fis
represented as a group of piecewise linear homeomorphisms from the interval [0, 1] to itself. In
parallel, two presentations for I will also be given, where one is finite and the other infinite.

Keywords: Thompson's Group F'; Piecewise linear homeomorphisms; Conjugacy Problem.
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H<G
H<G
H<aG

H<G

Lista de simbolos

Conjunto vazio

Cardinalidade do conjunto S

X é um subconjunto de conjunto YV’

H é um subgrupo do grupo G

H é um subgrupo préprio do grupo G

H é um subgrupo normal do grupo G

H é um subgrupo imerso no grupo ¢

Classe lateral a esquerda de H em G contendo g

Indicede Hem G

Menor subgrupo de G contendo o subconjunto X

Menor subgrupo normal de GG contendo o subconjunto X
H éisomorfoa G

Conjunto dos nimeros naturais, inteiros e reais
Conjunto dos numeros reais positivos

Grupo apresentado por geradores X e relagoes R

Z/nZ

Conjunto dos homomorfismos de H para G

Conjunto das fun¢oes de H para G

Grupo quociente de G por H

Imagem de x sobre a func¢ao f
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Introducao

Em suas famosas notas nao publicadas de 1967 (THOMPSON, 1965), Richard Thompson
introduziu trés grupos que agora sio mais comumente denotados por ' < 7' < V. Sua
motivagao era encontrar solugdes negativas para o Problema de von Neumann. Esses grupos
ficaram conhecidos como Grupos F,T"e V' de Thompson. Neste trabalho estudamos o Grupo F
de Thompson. Os elementos de I’ podem ser vistos de duas maneiras, como homeomorfismos
do intervalo [0, 1] ou como diagramas de arvores.

O Grupo F' de Thompson é formado dos homeomorfismos f : [0,1] — [0, 1] tal
que existe uma partigdo finita {zy = 0,1,...,x, = 1} C Z[}] (Racionais Diddicos) com f
linear em cada intervalo [z;, ;41,7 = 0, ...,n — 1, e nos pontos = € [0, 1] que a derivada de f
existe tem-se que f'(x) € {2" | n € Z} (poténcias inteiras de 2). Destacamos dois elementos
A, B:[0,1] — [0,1]de F

(
. T OSxS%
x
2 Osz<sy 2 1. 1 3
2T 2STSg
A@)=ds-L t<o<? Bla)=
noemto r—% Iges]
2x—1;%§x§1
20 —1; I<x<1
\
Os graficos das fungdes de A e B estao na Figura 1.
A B
1 1
3
7 ,
5 |
D | i
L L : Lo
2 X 2 | I :
| o
| E—— a L
: 1 | : 1
! : : I :
| | 1 E \
0 ! 3 1 0 1 3T
2 4 2 4 8

Figural - Grificosde Ae B

Os elementos A e B de F' nao foram escolhidos de forma aleatéria, tais elementos geram F'.

Mais do que isso, a partir de A e B é possivel determinar duas apresentagdes bem conhecidas
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de F', sao elas
(A,B|[AB™', A"'BA],[AB™', A"2BA?))

<X0,X1,X2, ’Xk_anXk = XnJrl para k< n)

em que na Gltima apresentacio Xy = Ae X,, = A=Y BA"! paran > 1. Observamos que a

primeira é uma apresentacao finita e a outra infinita.

O objetivo principal deste trabalho é estudar a solugao do Problema da Conjugacio em
F feita por (GILL; SHORT, 2013). O Problema da Conjugacao para um grupo G é o problema de
determinar, quando dois elementos g e h em G s3o conjugados ounio em GG. Em (GILL; SHORT,
2013), os autores resolveram o Problema da Conjugacao em F' considerando seus elementos
como homeomorfismos de [0, 1]. O grupo PLF'(0, 1), é o grupo dos homeomorfismos lineares
por partes do intervalo (0, 1) que sio crescentes e que tem uma quantidade finita de pontos
nos quais a func¢ao nao é diferenciavel. Uma vez que todo elemento de F'levao 0 paraQe 1
para 1, podemos mergulhar F'em PLF'(0,1). Uma solugao para o Problema da Conjugagao
em PLF(0, 1) foi dada em (BRIN; SQUIER, 2001) por Brin-Squier, no qual eles construiram
um invariante Y. que depende da funcao, e apresentaram a solu¢ao a partir desse invariante.
Essa solugao para o Problema da Conjugacao em PLF(0, 1) nao é solugao para o Problema
da Conjugagio em F'. Em (GILL; SHORT, 2013), os autores mergulharam F em PLF(0,1) e
utilizaram o invariante 3 para construir mais um invariante, o invariante A. Com os invariantes
Y e A, eles apresentaram a solugio do Problema da Conjugacao de F', na qual estd enunciado

no Teorema A.

Adiantamos que, ¥ é uma tripla ordenada (X1, ¥, ¥3) que dependem da fungaoeo A
é uma lista de classes de equivaléncias de tuplas de niimeros reais que também dependem da
funcio. Os invariantes 3 e A n3o sao dificeis de calcular, no Capitulo 3 estudamos sobre esses

invariantes.

Teorema A. Sejam f, g dois elementos de F'. Entdo, f e g sdo conjugados em F se, e somente se, acontece
(57, Af) = (29, 4y).

Vale destacar que essa nao é a primeira solugao do Problema da Conjugagiao em F'. Em
particular o Problema da Conjugacdo em F foi resolvido primeiramente por (GUBA; SAPIR,
1997), usando Diagram Groups. Mais recentemente, [(BELK; MATUCCI, 2008) (BELK; MA-
TUCCI, 2014), fizeram outra solu¢ao usando Strand Diagrams. (KASSABOV; MATUCCI, 2012)
também resolveu o Problema da Conjugagio e o Problema da Conjugacao simultanea. A solugio
estudada aqui feita por (GILL; SHORT, 2013) é diferente de todas essas, pois é construida sobre
os invariantes geométricos introduzidos por (BRIN; SQUIER, 2001).

No Capitulo 1, estudamos apresentagdes de grupos oportunando abordar, no Capitulo
2, as duas apresentagoes mais conhecidas do Grupo F' de Thompson. Aqui, usamos como

referéncia principal JOHNSON et al., 1997). Na primeira se¢io abordamos grupos livres, que é
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essencial para falar de apresentagdes de grupos. Na segunda se¢ao abordamos apresentagoes

de grupos. Na tltima segao, ¢ dado um breve comentario sobre o Problema de Conjugagao.

No Capitulo 2, abordamos o Grupo F' de Thompson, no qual o objetivo principal é
entender melhor o grupo F' e suas caracteristicas, além de abordar duas apresentagdes para
esse grupo. Isso nos concede melhores condi¢des para falar sobre o Problema da Conjugagao
em F' no Capitulo 3. Na primeira se¢ao, definimos F', e damos alguns exemplos de elementos
de F'. Na segunda se¢do, vemos outra forma de representar os elementos de F’, a saber, como
diagramas de arvores. Na tltima se¢ao, duas apresentagoes para F' sao abordadas, sendo uma
finita e outra infinita. Aqui usamos como referéncia principal (CANNON; FLOYD; PARRY, 1996).

No Capitulo 3, abordamos o objetivo principal desse trabalho. Descrevemos uma solugao
para o Problema de Conjugag¢io no Grupo F' de Thompson. Esse capitulo é dividido em 4 secdes.
Na primeira se¢do, falamos sobre os conceitos iniciais e os resultados que desejamos obter.
Na segunda segao, definimos o invariante X.. Na terceira se¢do, definimos o invariante A e na
ultima se¢ao provamos o resultado principal do capitulo, que é o Teorema A. Aqui usamos como
referéncias principais (GILL; SHORT, 2013) e (BRIN; SQUIER, 2001).

O Apéndice é um complemento do Capitulo 3. Optamos por fazer Apéndice, visando
deixar o trabalho completo. Essencialmente trabalhamos com o grupo PLF'(0,1). Vemos
algumas definigoes extras e fazemos algumas adaptagdes convenientes. Na primeira se¢ao,
apresentamos defini¢Oes e resultados basicos para a construgdo da fun¢ao 0¥|g|, onde g é um
elementode PLF(0,1) e y um elemento de uma drbita de g. Na segunda segdo, apresentamos

os resultados complementares. A principal referéncia foi (BRIN; SQUIER, 2001).



1 Preliminares

Neste capitulo falaremos sobre Grupo Livres, Apresentagdes de Grupo e Problema da

Conjugacao.

1.1 Grupos Livres

Anogao de grupo livre é fundamental para a teoria de apresentacao de grupo. Grosseira-
mente falando, um grupo F é chamando livre se existe um subconjunto X com a propriedade
que cada elemento de F pode ser escrito de forma tinica como produto de elementos de X e

seus inversos.

1.1.1 Defini¢ao e Propriedades Elementares

Definicao 1. Um grupo F é chamado livre sobre um conjunto X C F se, dado qualquer grupo G e
qualquer fungdo 6 : X — G, existe um tinico homomorfismo 0’ : F — G estendendo 0, isto é, tendo a
propriedade de que 0’ (x) = 0(x) paratodo x € X, ou que o diagrama abaixo é comutativo. O conjunto

X échamado base de F e a cardinalidade | X | o posto de F, escrevemos p(F).

X inc - F

Figura 2 — Diagrama de fungdes

Observagao 1. Sejam F um grupo arbitrario, X C F, e G qualquer grupo. Tomando Hom(F,G) o
conjunto dos homomorfismos de F para G, Map(X, G) o conjunto das fungdes de X para G, e

p: Hom(F,G) — Map(X,G)
¢ — inco = Plx

a restrigdo da fungdo. Entdo,
p € sobrejetivo <V 0 existe 0’ como na Defini¢do 1,

p éinjetivo < 0, se existe, ¢ iinico.

Lemal. Se F égrupo livre sobre X, entio X gera F.
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Prova: Seja H = (X) := N{K < F|K D X},esejafl : X — H ainclusdo,com§’ : F — H
a correspondente extensao. Tomando+ : H — F ainclusao de H em F, vemos na Figura 3
que 20’ estende 10 = inc. Mas entio, resulta na fun¢ao identidade 1. Por unicidade, 10 = 1,
deonde F = Imlr =Im = Imb’ C H.

X me F
6 _—
, A
o
1
F

Figura 3 — Diagrama de fungoes

Proposi¢ao 1. Se F; e F; sdo grupos livres sobre, respectivamente, X1, Xo e F1 = F, entdo | X;| =
| X5|.

Prova: Aplicando a Observagao 1 acima com G = Zy = 7 /27 o grupo de ordem 2. Uma vez que
Fi = Fy, |Hom(Fi, Zs)| = |Hom(Fz,Zs)|, de onde | Map(Xy, Zs)| = |Map(Xa, Zs)|. Mas,
para qualquer conjunto B, C' de cardinalidades b, c respectivamente | M ap(B, C')| = . Entio,

neste caso, 211l = 21%2/ e o resultado segue tomando logs na base 2. [J

~

Proposicao 2. Se Fi, F» sdo grupos livres sobre, respectivamente, X1, Xo, e | X | = | Xs|, entdo Fy
Fo.

Prova: Assumindo que | X;| = |X3|, entao existe uma bijecio A : X; — X5. Sejam «, 5

extensoOes que fazem os diagramas abaixo comutarem:

X - Xo -
. s

Figura 4 — Diagramas de fungoes

Agora, paratodo z; € X1, fa(zy) = B(A(x1)) = incA Y (A\(z1)) = inc(xq) = x4, tal
que fa : F; — Fj estende inc : X; — Fi. Portanto, fa = 17, e analogamente aff = 1x,.
Logo, o é um isomorfismo.[]
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1.1.2  Existéncia de F(X)

Seja X qualquer conjunto abstrato. Vamos descrever um processo para construir um

grupo livre F(X) tendo X como uma base.

Passo 1: Primeiro escolhemos um conjunto disjunto de X com a mesma cardinalidade:
Por razdes de notagio, denotamos este conjunto por X ' = {z !z € X}, onde 7! é me-
ramente um simbolo (mais tarde esses elementos vao ser os inversos dos elementos de X), e
consideramos a unido X* := X U X 1.

Tomando W,, = (X*)" o conjunto de palavras de comprimento n > 0 em X ¥, que sio

apenas n-tuplas de elementos de X*. Disso,

« W, consiste somente de ( ), a palavra vazia, usualmente escrevemos 1
« W, consiste somente de (), (z7!) onde z € X, e assim assemelha com X*

« W, consiste de pares (z,y), z,y € X e assim por diante.

Agora, descartamos todas as n-tuplas (1, xa, ..., Z,), n > 2, taisque existe 1 < i < n
com z;1; = x; . As palavras remanescentes, ou seja, as palavras sem essa propriedade, sio

chamadas reduzidas: seja W,, o conjunto de palavras reduzidas de comprimento n.

Por fim, definimos F(X) = |J W,

n>0

Passo 2: Consideramos agora a seguinte operac¢ao

Dado,
r = (21,29, ....,27) €W, Yy = (Y1,Y2y s Ym) € Wi, (1.1)
expresse
XY = (T1y ey Ty Yrt 1y +oes Ym) (1.2)
onde r é o maior valor de & > 0 para qual nenhum dos (z;,11), (zi—1,¥2),---, (T1—k, Yx) é

reduzida. Esta condi¢do garante que vy € Wi ,,—o,. Pode-se ver que r < min(l,m) e a
igualdade pode acontecer.

Como F(X) é fechado para essa operagao, resta verificar os outros axiomas de grupo.
O elemento 1 é aidentidade, e

(1, ) b= (7Y oY)

. —1\—1 e e . . .
interprete (r~!)” = x quando x € X. Paraa associatividade, sejam z, y, zy como feito em 1.1

el.2, e sejam

2= (21,0, 2n) € Wy, Yz = (Y1, oo, Ymess Zst1s s 2n) € Winin_as
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Entao, temos que mostrar
(zy)z = z(yz2) (1.3)

Se qualquer um dos z, y ou z for 1, a igualdade ja é satisfeita, entio podemos assumir que
[,m,n > 1. Hatrés casos a considerar

Casol: 7+ s < m.Aqui,m — s > Oumavez quer > 0, disso, ambos os lados de 1.3 s3o iguais a

(mh oy Ll—pYr41s ooy Ym—sy Zs+15 -y Zn) € I/I/vl+n’LJran1”725

Caso2:7 + s = m. Agora, m — s — r = 0 entdo, ambos os lados de 1.3 s3o iguais ao produto

(3:17 s xl—r)(zs—i-la L) Zn)

Caso3:7 + s > m. Aqui considerando

/8 = (ylﬂ "‘7ym—5)7 /y = (ym—8+1ﬂ "‘7y7‘)’ 5 = (yr+17 7ym)

entdo, y tem comprimento > 1 por hipétese, e notemos que:
y = Bv9, o que ndo é ambiguo pelo Caso 1, assim como
r=ay 1 ondea = (21,...,1_,) e

z=01v"1e,ondec = (2411, ..., 20)
Entao,
(zy)z = (a0)(6" "7 "e) = a(y o),

z(yz) = (ay™ ' B7)(Be) = (a7 ')e

Uma vez que « e v~ ! s3o adjacentes na palavra reduzida z, ndo ha cancelamento na formacio
dos seus produtos, e similarmente com v ~! e e(em z), de onde a(y~'e) = (ay~!)e pelo Caso 1.
Portanto, concluimos que 1.3 é valido para todo caso.

Passo 3: Agora, vamos usar a bije¢ao

/W1:W1—>Xi

() — x

para simplificar a notagdo removendo parénteses e virgulas. Entao, ! naturalmente é iden-
tificado com o elemento inverso de z, e tendo em vista as regras como z 'zy = y e (zy) ! =
y~lz7!, as defini¢des acima de produto e inversa estio de acordo com as convengdes de notagio
padrao. Palavras reduzidas sao aquelas para qual nenhum cancelamento no sentido usual é
possivel. Mantemos a notagao de comprimento como no Passo 1, e escrevemos [(w) = n se
w € W,. Notemos que X C F(X), e que (X) contém X ! (por inversio) e entio todo W,, (por



1.1. GRUPOS LIVRES 19

ser fechado), consequentemente gera F(.X).
Passo 4: Por fim, devemos mostrar que F (X ) é livre sobre X . Para um dado G, e uma dada
0 : X — G, definimos

(1) =1, #x)=0(x)e (") =) para z € X

0 (z1...x1) = 0'(x1)...0'(z1), para z1..x; € W,

E claro que 0’ estende 6 e que pode haver no maximo um homomorfismo com essas propriedades,
pois X gera F(X). Falta provar que ¢'(xy) = ¢'(x)¢'(y), com z, y, xy como em 1.1 e 1.2,
acima. Pela defini¢ao de zy, (x;_;41, ;) é reduzidoparal < i < r,entioy; = (1;_;11) ', €
0'(y;) = 0 (x1_i+1)” " paratodo i, pela definigio de ¢’ em palavras de comprimento 1. Segue da

defini¢do de 6’ em palavras longas que
0'(x) "0 (ey)0' (y) " =0 ()b (@rign) O () O ()

= 0'(y1)-0' ()0 (y:) O () =1

como queriamos.

Teoremal. O grupo F (X)) de palavras reduzidas em X* é livre sobre X.

Prova: Segue do Passo 4 da Existéncia de (X)) .00

Esse resultado tem duas consequéncias importantes que fornecem uma caracterizagao

interna de grupos livres e um ponto de partida para a teoria de apresentacao, respectivamente.

Proposigao 3. Um grupo F é livre sobre um subconjunto X se, e somente se,

(1) X gera F;e

(i) Nenhuma palavra reduzida em X+ de comprimento positivo éiguala 1.

Prova: Seja ¢’ : F(X) — F o homomorfismo que estende a inclusao ¢ : X — F. Por
um lado, suponhamos que (7) e (i7) valem, entdo (i) e (ii) sdo respectivamente equivalentes
a afirmacao que 6’ é sobrejetivo e injetivo. Por outro lado, se F é livre sobre X, a extensdo
¢ F — F(X)dainclusio ¢ : X — F(X) é claramente uma inversa de ¢’, pelo Lema 1.

Como ao passo que ' tem inversa, deve ser um isomorfismo. Portanto,

F élivre sobre X < ' é uma bijecao < (i) e (i7) sao satisfeitos. [

Proposig¢ao 4. Todo grupo é isomorfo a um grupo quociente de algum grupo livre.
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Prova: Dado um grupo G, seja X um conjunto de geradores de G (0 qual sempre existe, basta
tomar X = G por exemplo). Entdo, seja#' : F(X) — G aextensdodainclusiof : X — G.
Agora, Im@’ = GG, umavez que (X) = (G, de modo que se K = Ker#', entdo

G=Imd =~ F(X)/K. O

O préximo exemplo é um exemplo de grupo livre dado por (ROBINSON, 2012).

Exemplo 1. Considerando as fungdes complexas ave 3 do plano complexo dada por

alz)=z+2 e p(z)= fz+1a 12

2 2°
Estas fungdes sdo claramente bijegdes, entdo elas geram um grupo F de permutagdes do plano
complexo: Afirmamos que F é livre sobre {«, }. De fato, para ver isso, observamos que uma
poténcia diferente de zero de « leva o interior do circulo unitario |z| = 1 para o exterior e
uma poténcia diferente de zero de /3 leva o exterior do circulo unitdrio para o interior com o

. ~ 7’ . ) . . ~ l _ .

removido (a segunda afirmagao é mais facil ver a partir da equagao 3(3) = 1/(z + 2)). A partir
disso, é facil ver que nenhuma palavra reduzida nao trivial em {«, 5} pode serigual a 1. Logo,

segue da Proposigdo 3 que F é livre sobre {«, 8}.

1.2 Apresentacoes de Grupos

1.2.1 Conceitos Basicos

Seguindo JOHNSON et al., 1997) vamos definir aqui uma ordem em F, onde F = F(X)

é grupo livre sobre X.

Definigdo 2. Seja < uma ordem que torna X = um conjunto bem-ordenado, e sejam

T=T1..0, Y=Y1-Ynm TFY

palavras reduzidas em F. Entdo, escrevamos v < ysel < m,oul = mex, < y,em X=, onde

r=min{i|z; # vy}

Exemplo 2. Considerando o grupo livre de posto 2 com X = {x,y}, eseja X+ ordenado por: v < y <

' < y~ . Entdo, os primeiros 24 elementos de F sio:

1<x<y<x*1<y*1<x2<xy<xy*1<ya:<y2<y:c*1<x*1y<x*2<x*1y*1<

1 1

Yy or < y_lx_l < y_2 <2? <2t < :p2y < ny_l < zyr < ny < xyx_l <zy T
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Agora, suponhamos que:

« X é um conjunto;

« F = F(X)éum grupo livre sobre X;
« R éum subconjunto de F;

« N = Réofechonormalde Rem F;e
« G éum grupo quociente F/N.

Definicao 3. Com as notagbes acima, escrevemos G = (X | R) e chamamos isso uma apresentagdo livre,

ou simplesmente uma apresentagio de G. Os elementos de X sdo chamados geradores e os de R relatores

definidores.
Definigiao 4. Um grupo G é chamado finitamente apresentado se G = (X | R) com X e R finitos.

Observacao 2.

1. Issotorna preciso a notagao que oz € X gera G, que cadarem R éigualalem G, e que
G é 0 "maior" grupo com essa propriedade. Notemos o abuso de nota¢ao em referir x e r
como elementos de G. Isso é feito por conveniéncia. E sempre claro a partir do contexto

para qual grupo (F ou () uma dada palavra em X pertence.

2. Algumas vezes é conveniente substituir R em (X | R) por um conjunto de equagbes R = 1,
ouseja, {r = 1|r € R}, chamado relatores definidores de G. Uma rela¢ao definidora
pode até tomar a forma "u = v", onde u, v € F(X), correspondendo ao relator definidor

uv~L.

Exemplo3. (X | ) éuma apresentagio de um grupo livre de posto | X |.

1

Exemplo 4. Vamos mostrar que (x,y | 2, y* =y~ txy) é uma apresentagdo do grupo ciclico de ordem

6.

Tomando X = {xz,y} e seja F ordenado como no Exemplo 2 acima. Considerando H o fecho
normal S de S = {23,422~y 'xy} (o fecho normal X de qualquer subconjunto X de um
grupo G é o menor subgrupo normal X = N{N <1 G|N D X} de G contendo X). Afirmamos
que |F : H| = 6. Primeiro, consideramos o grupo ciclico Z¢ = {1, a, a, a*, a*, a®} de ordem 6,
e a fungao

7
0 - — L = —
{I7y} 6 67,

ZL‘I—>CL2

y— a®
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Se 0’ é a extensdo de 0 para F (ver Definicao 1), entao

0'(yx™") =0'(y)0' (a7 = 0(y)0(x) " =a’a? =a
0'(2) = 0/ (2)0 ()0 (x) = 0(2)0(2)0(x) = a*a’a® = a® =1
0'(y*) =0'(y)0'(y) = 0(y)i(y) = a’a® =a’ =1
0'(x7yay) = 0" (a7 (y )0 ()0 (y) = () "' 0(y) "' 0(2)0(y) = a*a"’a%a® = 1

A primeira das equagoes mostra que a € Im#’, consequentemente 6’ é sobrejetiva, e as outras
trés mostram que S C Ker', assim H = S < Kerf)/, umavez que Kerf’ < F. Combinando

esses fatos e usando o Teorema do Isomorfismo, temos
|F:H|=|F: Kert||Ker0' : H| > |F : Kert| = |[Imf'| =6

Por outro lado, os elementos ' = xH,y = yH geram F/H, comutam, e tem ordens dividindo

3 e 2 respectivamente. Por isso, qualquer elemento de F/H é igual a uma das seis palavras

/ 2 / ) 12 1
]‘7'7;7‘/'17 7y7$y7x y’
isto é, qualquer elemento de F estd em uma das seis classes laterais
H,xH,z*H,yH, xyH, 2*yH

Mas, umavez que | F : H| > 6 e essas seis classes laterais sao distintas, duas a duas concluimos
que |F : H| = 6. Com isso, concluirmos que F/H = Zg. Portanto, essa é uma apresentagao
do grupo ciclico Zg.

Exemplo 5. A apresentacio (x,y | x%,y3, (xy)?) é uma apresentagdo de Ss; grupo das permutagoes de
trés elementos.

Tomando novamente X = {x,y} e seja F ordenado como no Exemplo 2 acima. Seja S =
{2?,y?, (vy)?} um subconjunto de F e considerando H = S, onde S é o fecho normal de S em
F eafuncao
0:{z,y} — Ss
x— (12)
y —> (123).

Se 0’ é a extensao de 0 para F (ver Defini¢ao 1), entao

0'(x) = 0(x) = (12)
0'(y) = 6(y) = (123)
0'(2?) = 0'(2)¢ (x) = (12)(12) = 1
0'(y°) = 0 ()0 ()0 (y) = (123)(123)(123) = 1
0'((y2)?) = 0' ()0 ()0 (y)¢' (x) = (12)(123)(12)(123) = 1
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Notemos que (12), (123) € Im#’, logo ¢ é sobrejetora e temos que S C Ker#'. Disso, H =

S < Kert umavez que Kerf < F. Usando esses fatos junto com o Teorema do Isomorfismo
|F: H|=|F: Kerf'|Ker0' : H > |F : Kert| = |Imf'| =6

temos que 2’ = xH,y = yH gera F/H e também as ordens deles dividem 2 e 3 respectiva-

mente. Os candidatos a elementos de F/H sao
P 2 2
L'y y® 2y ' 2y® g2 e
pOiS x’y’ _ y/2x/ e y’x’ _ x’y’2

Portanto, |F : H| = 6, e assim Kerf’ = H, consequentemente F/H = S;. Isso

mostraque (z,y | 2,33, (vy)?) é uma apresentagio de S;.

Proposic¢ao 5. Todo grupo tem uma apresentagdo, e todo grupo finito é finitamente apresentado.

Prova: Sejam GG um grupo e X C G um conjunto de geradores para G (X = G, por exemplo),
esejal : F(X) — G ohomomorfismo dado Proposi¢do 4, entdo G = (X|Kerf'). Isso
mostra a primeira parte. Para a segunda parte, seja G um grupo finito, entdo o mesmo ocorre
para X. Logo, |F(X) : Ker®'| é finito e F(X) é finitamente gerado. Isso implica que Kert’
é finitamente gerado. Suponhamos que Kerf' seja gerado pelo conjunto finito B. Assim,
(B)=Kert < F(X),(B) = B,eentio G = (X | B), o qual é uma apresentacio finita. [J

1.2.2 Homomorfismos Induzidos
Lema2. Sejam F, G, H gruposev : F — G, « : F — H homomorfismos tais que

(1) Imv =G

(1) Kerv C Kera
Entdo, existe um homomorfismo o/ : G — H tal que o/v = av.

Prova: Desejamos provar a existéncia de o/ € Hom(G, H) tal que o diagrama abaixo comuta.

Figura 5 — Diagrama de fungoes

Dado g € G, escolhemos f € F talque v(f) = g e definimos o/(g) = «(f). Tal f existe pelo

item (7) e vejamos que «’ é bem definida.
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Tomando f, f’ tais que

g=v(f)=v(f) Sv(ff) =1 ff e Ker(v) = f/f € Kera, por (ii)
= a(f') = a(/f)
O valor de a(f) é entdo independente da escolha de f € v™!(g) e assim, o’ é bem definida.

Vamos mostrar que o' é homomorfismo.

Sejam g,g' € Ge f,f € Fraisquev(f) = g, v(f’) = ¢’. Umavez que v é um

homomorfismo, v(f f') = g¢', e
o(g99') = a(ff) = alflalf) = a(9)d/(¢)
onde a primeiraigualdade vem da defini¢ao de o/, e a segunda é pelo fato de o ser homomorfismo.

Isso prova o resultado.

Finalmente, f € v~'(v(f))) paracada f € F, de modo que o valor de o/ em v(f) é

justamente «(f). Isso mostra que o’ v = « e a prova estd completa.[]

Como consequéncias imediatas disso, obtemos os resultados para qual respectivamente

descrevem grupos quocientes e homomorfismos no contexto de apresentagdes;

Proposigao 6. (von Dyck) SeG = (X |R)e H = (X | S), onde R C S C F(X), entdo existe um
epimorfismo ¢ : G — H fixando todo v € X etal que Kerd = S\ R. Poroutro lado, todo grupo
quociente de G = (X | R) tem uma apresentagdo (X | S) com S O R.

Prova: Considerando v : F(X) — F(X)/R=G e a: F(X) — F(X)/S = H os mapas
naturais. Notemos que Imv = G e Ker v C Kera. Aplicando o Lema 2 temos que existe um
homomorfismo o : G — H. Observamos que ' fixa todo x € X (uma vez que v e o fazem

isso) e o/ é sobrejetora assim como o = @'v é, e
Kera' = v(Kera) = v(S) = S\R
como v(R) = 1 em G. Logo, basta tomar ¢ = o/.
Agora, se H é um grupo quociente de G, seja ¢ a composicao
F(X)—G—H
dos homomorfismos naturais, de modo que R C Kerye H = (X|Kery).OO

Proposigao 7. (Teste da Substituicio) Suponhamos que sdo dados, uma apresentagio G = (X | R), um
grupo H, euma fungdo 0 : X — H. Entdo, 6 estende para um homomorfismo 0" : G — H se, e
somente se, paratodox € X etodor € R, oresultado da substitui¢do 0 () por x em r resulta a identidade
de H.
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Prova: Considerando F = (X | ) eodiagrama comutativo na Figura 6:

R
n
X : F . G
\ |9%
H

Figura 6 — Diagrama de fungoes

onde 7 e 2 s30 inclusdes e v 0 homomorfismo natural. Uma vez que F é livre sobre X, 6 estende
para um tnico homomorfismo ¢’ : ¥ — H, e a condigao de substitui¢do pode ser reformulada

simplesmente como: R C Ker#'.

Umavez que Kerf << F e R = Ker v, essa condigio é equivalente a: Ker v < Kerf'.
A existéncia de um 6" induzida por ¢’ é agora uma consequéncia do Lema 2. Por outro lado, a
existéncia de tal #” implicaque: R C R = Kerv C Ker(0"v) = Kert/. O

Observacgao 3. Notemos que quando 6" existe, deve ser tinico, uma vez que X gera G. Mais ainda, 6" é

um epimorfismo se, e somente se, (X | Kerf') = H.

1.3 Problema da Conjugagao

Nessa se¢ao descrevemos brevemente o Problema da Conjugagao.

Definicao 5. Seja G um grupo.

(i) Se g é um elemento de G, entdo um elemento da forma aga™" paraalgum a € G échamado conjugado
deg.

(i1) Dois elementos g e h sido chamados conjugados em G se existe um elementoa € G comaga™" = h

Defini¢ao 6. O Problema da Conjugagio para um grupo G é o problema de determinar, quando dois
elementos g e h em G sdo conjugados ou ndo em G. Ou seja, é o problema é determinar, se existe ou ndo um

elemento a em G tal que h = aga™".

Definicao 7. Dizemos que o Problema da Conjugagio para um grupo G é solitvel se existe uma condigio

equivalente para qual é possivel dizer se dois elementos quaisquer de G sdo conjugados ou ndo em G.

Se k é um corpo, entao o grupo de todas as matrizes ndo-singular n x n com entradas
em k é denotada por GL(n, k). Lembremos que duas matrizes A e B em G'L(n, k) sdo similares
se existe uma matriz M em GL(n, k) talque A = MBM 1.
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Exemplo 6. Sejam Ae B doelementos de G L(n, k). Entdo, A e B sdo conjugadas se, e somente se, elas

sdo similares.

Exemplo 7. Sejam A e B dois elementos de G L(n, C). Entdo, A e B sio conjugadas em G L(n, C) se, e

somente se, elas tem a mesma forma de Jordan.

Prova: Por um lado, se A e B sao conjugadas em GL(n, C) existe uma matriz () tal que
A=QBQ!
A forma de Jordan de B é
B=PJgP!
em que P é uma matriz de GL(n, C). Disso,
A=QPJpP~'Q™" = (QP)Jp(QP)™".

O outro lado é direto. [J

Aqui finalizamos o Capitulo 1.



2 Grupo F' de Thompson

Neste capitulo definimos o Grupo F’ de Thompson, apresentamos maneiras de repre-
sentar os elementos de F', provamos que F' é gerado por dois elementos e mostramos duas

apresentagdes para F' onde uma é finita e a outra infinita.

2.1 Defini¢ao do Grupo F’ de Thompson

Dizemos que um homeomorfismo f : [0, 1] — [0, 1] élinear por uma quantidade finita
de partes se existem 0 = xy < 1 < Ty < ... < x, = 1 tais que f élinear em cada intervalo
[z, 2;41], paratodo i = 0, ...,n — 1. Um homeomorfismo linear por uma quantidade finita de
partes f : [0, 1] — [0, 1] possui apenas uma quantidade finita de pontos z; € [0, 1] em que as
derivadas nio existem, chamamos esses pontos de nés. O conjunto Z[3] = {;in la,n € Z} éo

conjunto dos niimeros diddicos de Q, um elemento de Z[] chamamos de diadico.

Definigao 8. O Grupo F' de Thompson é o conjunto de todos os homeomorfismos lineares por partes
f:[0,1] — [0, 1] (munido da composi¢do de fungdes) tais que:

(i) A quantidade de nés de f ¢ finita e pertencem a Z[3;

(11) Se f é diferenciavel em x, entdo f'(x) = 2" para algumn € 7, isto é, f'(x) é uma poténcia inteira
de 2.

Observagao 4. Se I é o Grupo de Thompsone f € F,sejam0 = xo < 1 < x9 < ... < T, = los
pontos nos quais sio os nos de f. Pelo fato de f ser homeomorfismo de [0, 1] para [0, 1] segue que f(0) = 0.
Isso implica que f(x) = ayjx paraxy < x < x1. Onde por defini¢io a, é uma poténcia inteira de 2, pois
a1 éa derivada de f em (x, x1). Como ay é uma poténcia inteira de 2 e x1 é um racional diadico, seque

que ayxq € um racional diadico.

Percebamos que f(x) = asx + by, parax; < x < w9, em que as é uma poténcia inteiva de 2.
Assim, aary + by = ayx1. Entdo, by = a w1 — asxy e portanto, by ¢ um racional diadico uma vez que
by é a diferenca de racionais diadicos. E f(x) = asx + bs, paraxy < x < x3, com az uma poténcia
inteiva de 2. Assim, azzo + by = asxs + by. Entdo, by = agwy + by — agxs, e portanto, by é um
racional diadico uma vez que b3 é uma operagio com nismeros racionas diadicos. E seque indutivamente que
f(z) = ax + byparax; 1 <z < x;i = 1,..nonde a; é uma poténcia inteira de 2 e b; é um nizmero

racional diadico. Entdo, f mapeia o conjunto de nismeros racionais diadicos bijetivamente nele proprio.

Exemplo 8. Sejam A, B : [0,1] — [0, 1] dadas por
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T 0§x§%
g’ ngg% 1 1 3

Alr)=qz -1 L<z<3 Br)=
v ! r—1 3<a<?
< ) _— _—
2t —1; 3<x <1 oo ®
(22-1 f<z<1

As fungoes A e B sdo exemplos de elementos de F'. Seus graficos sao dados na Figura 7.

1 1
s+
4 1
1
I |
| 1
1 1 ! |
e e 1 !
2 | 2 | I !
| I ! :
| | ! |
| | ! |
| | !
1 | | ! :
o > | | ! |
! | | ! |
! | I ! |
! | | ! |
: | I : \
| : 1 ! :
0 1 3 1 0 1 3Ty
2 4 2 4 8

Figura7 — Graficosde Ae B

Mais a frente, é provado que A e B geram F'.

Baseado em (CANNON; FLOYD; PARRY, 1996). Uma representagao ttil para um ele-
mento f € F é descrita a seguir: Construimos um retingulo para o qual o topo é visto como o
dominio de f e a base é vista como a imagem de f. Para todo ponto x no topo no qual a derivada
de f nao existe, construimos um segmento de reta de x para f(z) que estd na base. Chamamos
tal representacao de diagrama retangular de f.

Exemplo 9. Os homeomorfismos A e B vistos acima, sio representados como na Figura 8

] //

Figura 8 — Diagramas retangularesde Ae B

Ao justapor os diagramas retangulares de um par de fungoes, é facil calcular o diagrama
retangular de sua composigao.

Exemplo 10. O diagrama retangular de AB~! évistona Figura 9 e os diagramas retangulares de A= B A
e A=2 B A? évisto na Figura 0.
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[N« 7
2

e /]| s I

Figura 10 — Diagramas retangulares de A~ BAe A~2BA?

Definimos os elementos Xy, X;, X5,... de Fdemodoque Xy = Ae X,, = A~V A1
paran > 1. Seguindo o padrio dos diagramas retangulares de B, ABA~' e A?BA~2 das Figu-
ras 8 e 10, é possivel construir os diagramas retangulares dos homeomorfismos contidos em F

da forma X,, como é mostrado na Figura 11.

1— 27(n+1)

S/

Figura 11 — Diagrama retangular de X,

2.2 Diagramas de arvores

Nesta se¢ao, desenvolvemos a nogao de diagramas de arvores. Diagramas de arvores

sao uteis para descrever fungoes de F'.

2.2.1 Definicao de diagrama de arvore

Primeiro vamos definir o que é uma arvore. Para isso recorremos a defini¢ao de grafo.

Defini¢ao 9. Um grafo S é um parordenado (V, E') onde V' é o conjunto de elementos que chamamos de

vértices, e £ ¢ um subconjunto da forma {{v,u} |v,u € V,u # v}. Cada elemento de E ¢ chamado de
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arestas. Um grafo H = (V1 Ey) é chamado de subgrafo de um grafo S = (V, E) se V é um subconjunto
deV e E'y um subconjunto de E.

Defini¢ao 10. Um caminho de comprimentonemumgrafo S = (V, E') queligaovérticev € V aovértice
u € V éum subconjunto C' = {{v = vy, v, },{va, v3}, ..., {V2n_1, V2, = u}} tal que |C| = n. Se
v € V, um ciclo é um caminho que liga o vértice v a v. Um grafo S é conexo se cada dois vértices do grafo

podem ser conectados por um caminho em S.

Definigao 11. Um grafo S = (V, E) é chamado uma arvore se ele ¢ conexo e ndo contém qualquer ciclo
com um subgrafo.

Nesse trabalho, usamos arvores que tem um vértice destacado, que chamamos de raiz.
Podemos tomar qualquer arvore, selecionar qualquer um de seus vértices, e chama-lo de raiz.

Uma arvore com uma raiz determinada é chamada de arvore enraizada.

Seja S uma arvore enraizada com raiz r. Dado qualquer vértice v diferente de r temos
um tnico caminho conectando v a r. O vértice nesse caminho apds v é chamado pai de v. Os
outros vizinhos de v sdo chamados de filhos de v. A raiz r ndo tem pai, mas todos os seus
vizinhos sao chamados de filhos. O niimero de arestas que entra e sai do vértice v é chamado de

valéncia de v. Vértices com valéncia 0 (em caso da arvore trivial) ou 1 em S sao chamados folhas
de S.

Exemplo 11. Considerando a arvore S da Figura 12 abaixo

I

IS 174
Ig I; I Iy
I Iy

I

Figura 12 — Arvore S

(1) Avaizda darvore S éovértice I;;
(17) Ovértice I3 é filho do vértice I e pai dos vértices I e Ir;
(’LZZ) ASﬁ)thiS da arvore Sé[5, I@, I7, Il(), 111, [12,’

(1v) Avaléncia do vértice I, é 3.
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Definicao 12. Definimos uma arvore bindaria enraizada como sendo uma arvore S tal que:

(i) O conjunto S tem uma raiz vo;
(17) Se S consiste de mais que vy, entdo vy tem valéncia 2;

(i73) Sew éum vérticeem S com valéncia maior que 1, entdo existe exatamente duas avestas e,, 1, €, g as

quais contém v e ndo estio contida na geodésica de vy para v.

Observagao 5. Notemos que a arvore da Figura 12 ndo é binaria, pois os vértices I, I5 e I contraria o

item (ii1) da definigdo.

Aaresta e, j, ¢ chamada uma aresta esquerda de S, e a aresta e, p é chamada uma aresta
direita de S. Hd uma ordenagao linear candnica da esquerda para a direita nas folhas de S. O
lado direito de S é o0 arco maximo de arestas direitas em S que comega na raiz de S. O lado

esquerdo de S é definido analogamente.

Exemplo 12. O lado direito da arvore binaria envaizada na Figura 13, abaixo, esta destacado. Suas folhas

sdorotuladasde 1 a 6.

[4] [5

Figura 13 — Arvore binaria enraizada

Definigao 13. Uma subdarvore binaria envaizada S’ de uma arvore bindaria enraizada S é uma arvore
binaria envaizada para qual é uma subarvore de S cujas avestas esquerdas sdo avestas esquerdas de S, e

cujas arestas direitas sdo arvestas diveitas de S, mas no qual a vaiz de S’ ndo precisa ser a raizde S.

Definicao 14. Definimos um intervalo diadico padrio em [0, 1] como sendo um intervalo da forma
a a+1
on’ Qn

} , onde a, n sdo inteiros ndo negativos coma < 2" — 1.

Chamamos de 7 a arvore formada de intervalos diddicos padroes, que é definida como

segue:
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(i) Araizde T éointervalo [0, 1];

(i7) Os vértices de T sdo os intervalos diddicos padroes em [0, 1];

(74i) Umaarestade 7 é um par (I, J) de intervalos diadicos padroes I e J;

(iv) Aaresta(/,.J)éuma aresta esquerda se / é a metade esquerda do intervalo .J;

(v) Aaresta (I, J) é uma aresta direita se / é a metade direita do intervalo J.

E facil ver que 7 é uma arvore binria enraizada. A drvore 7 é exibida na Figura 14.

0,3] /[0’ | \ [5:1]
SN N

[0’ 4] 472 2’4

/NN /\

Figura 14 — Arvore T de intervalos diddicos padroes

Definimos uma 7 -arvore como uma subarvore bindria enraizada finita de 7 com raiz
[0, 1]. Chamamos a T -arvore com apenas um vértice a 7 -arvore trivial. Para todo inteiro nao
negativo n, seja 7, uma 7 -arvore com n + 1 folhas cujo lado direito tem comprimento n. A
subarvore 73 é exibida na Figura 15.

N
N
N

Figura 15 — T -arvore 73

Definimos um acento circunflexo como sendo uma subarvore binaria enraizada de T

com exatamente duas arestas. Todo acento circunflexo tem a forma da arvore enraizada da
Figura 16
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Figura 16 — Acento circunflexo

Definigao 15. Uma particio 0 = ¢y < 71 < 29 < ... < x, = 1de|0, 1] determina intervalos
[i_1,x;] parai = 1,...n os quais sdo chamados os intervalos da parti¢do. Uma partigdo de [0, 1] é
chamada uma parti¢do diadica padrio se, e somente se, os intervalos da parti¢io sdo intervalos diadicos

padraes.

Observamos que as folhas de uma 7 -arvore sao os intervalos de uma parti¢ao diddica
padrdo. Por outro lado, os intervalos de uma parti¢io diddica padrao determina um niumero
finito de vértices de T, e é facil ver que esses vértices sao as folhas de uma arvore, no qual é uma

T -arvore. Entao, existe uma bije¢ao canonica entre parti¢oes diadicas padroes e T -arvores.

Defini¢ao 16. Formalmente, um diagrama de arvore é um par ordenado (R, S) de T -arvores tal que R e

S tem 0 mesmo niimero de folhas. Isso é representado como segue.
R— S

A arvore R é chamada arvore dominio do diagrama, e S é chamada a arvore imagem do diagrama.

Lema3. Seja f € F. Entdo, existe uma parti¢io diadica padvao 0 = xo < 11 < 19 < ... < T, = 1
tal que f ¢ linear em todo intervalo da parti¢goe 0 = f(xg) < f(x1) < f(xg) < ... < f(x,) =1¢

uma partigdo diadica padrdo.

Prova: Escolhamos uma partigao P de [0, 1] cujos pontos da parti¢ao s3o ndmeros racionais
diadicos tal que f é linear em todo intervalo de P. Seja [a, b] um intervalo de P. Suponhamos

que a derivada de f em [a, b] é 27,

Seja m um inteiro talque m > 0, m + k > 0,2™ma € Z,2™b € Z,2"™*f(a) € Z, e
2mHEf(b) € Z. Entdo,a < a+ 5= < a4 5= < a+ 5% < ... < béuma partigio de [a, b] em
intervalos diddicos padrdes, e f(a) < f(a) + g < f(a) + 5% < f(a) + 5% < ... < f(b)
é uma partigao de [f(a), f(b)] em intervalos diddicos padrdes. Assim, temos o resultado. [J

Seja f € F. O Lema 3 mostra que existem parti¢oes diddicas padroes P e () tal que f é
linear nos intervalos de P e mapeia eles para os intervalos de . O elemento f é associado ao

diagrama (R, S), onde R é a T -arvore correspondente a P e S é a T -arvore correspondente a
Como P e () nio s3o unicas, existem muitos diagramas de arvores associadas a f.
Dado um diagrama de arvore (R, S) para f, outro pode ser construido por adjuntar acentos

circunflexos a R e S como segue. Seja I an'” folha de R, para algum inteiro positivo n, e seja .J

an' folhade S. Sejam I, I, as folhas em ordem do acento circunflexo C, com raiz I, e sejam
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Ji1, Jo as folhas em ordem do acento circunflexo D com raiz J. Sendo f linearem I e f(I) = J,
segue que f([;) = Jy e f(Iy) = Jo. Entao, (R, S’) é um diagrama de arvore para f, onde
Rr=RuUCeS =SUD.

Na outra dire¢ao, se existe um inteiro positivo n tal que as n'" e (n + 1) folhas de R,
respectivamente S, s30 os vértices de um acento circunflexo C, respectivamente D, entao exclua
todos os C'e D, exceto as raizesem R e S, isso leva a um novo diagrama para f. Se nio existem

tais acentos circunflexos C, D em R e S, entdo o diagrama de arvore (R, S) ¢ dito ser reduzido.

Lema4. Seja f um elemento de I'. Existe exatamente um diagrama de arvore reduzido para f.

Prova: Suponhamos que (R, S) é um diagrama de arvore reduzido para f. E facil ver que se I é
um intervalo diddico padrao em que é ou uma folha de R ou ndo estd em R (dizer que / é uma
folha de R significa que / coincide com uma folha de R e dizer que I ndo estd em R significa
que [ esta contido na folha mais nio é exatamente a folha), entao f(/) é um intervalo diddico
padraoe f élinear em /. Por outro lado, se / é um intervalo diddico padrao tal que f(I) é um
intervalo diddico padrao e f élinear em 7, entdo I é ou uma folha de R ou nao esta em R, pois
(R, S) é reduzido.

Entdo, R é a inica T -arvore tal que um intervalo diddico padrao / é ou uma folha de R
ou nao estd em R se, e somente se, f(I) é um intervalo diddico padrioe f élinear em /. Isso da

a unicidade do diagrama de arvore reduzido. [J

Observagao 6. Além domais, se (R, S) é um diagrama de arvore, entdo é claro que existe f € F tal que

f élinear em todas as folhas de R e f mapeia as folhas de R para as folhas de S.

Exemplo 13. Seja (R, S) o diagrama dado na Figura 17, vamos calcular a fungdo f associada a esse

diagrama.

1

Figura 17 — Diagrama de arvore (R, S)

Para o primeiro intervalo, tomemos a fungio f(z) que leva o intervalo [0, 1] para [0, 1],

]

assim, f1(x) = 2z. No segundo intervalo, tomemos a fungao f,(x) que leva o intervalo [,

[
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para [3, 2], disso, fo(z) = 4a + 3. Para os outros intervalos, sejam f3, f, f5 as fungdes que
levam os intervalos [3, %] para [2, 11] 3, £l para 2, 1], (%, 1] para [3, 1] respectivamente, assim

fa(@) = 32 + 5, fa(z) = 52 + 15, fs(x) = 20 — 1.

(fi@) 0<a<?
folz); 1< <
f@)=9 fs(z); §<z<?
fa(z); %Sl’ﬁg
| f5(2); §<2<1

O Lema 4 e a Observagao 6 induzem a pensarmos na existéncia de uma bije¢ao candnica

entre I e o conjunto dos diagramas de arvores reduzidas. Mais a frente concluimos que de fato
isso é verdade.

Exemplo 14. A Figura 18 mostra o diagrama de arvore reduzido de A e a Figura 19 o de B.

NN
NN

Figura 18 — Diagrama de arvore reduzido de A

N N
SN = SN
NN

Figura 19 — Diagrama de arvore reduzido de B

Com base na Figura 11, podemos deduzir como os mapas X,, = A~""VBA""! n > 1

agem e observar que seu diagrama de arvore reduzido é o diagrama da Figura 20.
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~
[0

N\
L1 . / .
~ ~
~ N
N N
~ \\
N =y
/ \ . n — arestas N _n — arestas
. \\ .
. N

Figura 20 — Diagrama de arvore reduzido de X,

Lema5. Se0=xg <21 <22 < ... <z, =1e0=9yy <11 <y < ... <y, = 1sdoparti¢oes
de [0, 1] no qual consistem de niimeros racionais diadicos, entdo existe f € F tal que f(z;) = y; para
it = 0,...,n. Alémdisso, sex; 1 = y;_1 ex; = y; paraalgumicom 1l < i < n,entdo f pode ser

considerado trivial no intervalo [x;_1, x;].

Prova: Seja m um inteiro positivo tal que 2"x; € Z e 2™y; € Zparai=0,...,n.Seja R =S5 a
T -arvore cujas folhas consistem dos intervalos diadicos padroes de comprimento 27" Seja [ a
folha de R cujo lado direito tem ponto final xy, e seja J a folha de S cujo lado direito tem ponto

final y;.

Por adicionar acentos circunflexos a R com raizes nao do lado direito de / ou adicionar
acentos circunflexos a S com raizes nao do lado direito de .J, podemos assumir que existem
tantas folhas em R a esquerda de I quanto em S a esquerda de J. Continuando desta forma se
necessirio para aumentar R e S, para que a fungao f com diagrama de arvore (R, S) leve x;

paray; parai = 0, ..., n. A segunda parte é direta. [J

2.2.2 Multiplicagao de diagramas de arvores

Da perspectiva dos diagramas de arvores, a multiplicagiao de dois elementos de F pro-

cede da seguinte maneira. Para multiplicar dois diagramas de arvores ( Ry, S1) e (R2, S2),
(R17 Sl)(R27 SZ)

(relembramos que a multiplicagiao é composi¢ao de fungdes) comparamos S; e Rs. Se eles
sao idénticos, entdo temos imediatamente que a composi¢io é (R, S2). Mas, nem sempre
isso vai acontecer, nesse caso, criamos representantes nao reduzidos dos dois diagramas de
arvores de modo que as duas arvores do meio coincidam. Isto é, encontramos um representante

equivalente (R}, S]) ~ (R, S1) e (R}, S}) ~ (R, S2), onde as arvores S| e R}, sdo idénticas.

Podemos fazer isso expandindo sucessivamente os vértices das folhas, isto é, adicio-

nando acentos circunflexos e criando novos vértices folhas. Especificamente, expandimos os
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vértices folhas de S; que ndo sao vértices folhas em Ry, e similarmente expandimos vértices
folhas de R, que nao sao vértices folhas em Sy, essa expansao dos vértices folhas apropriados
em R, e S, respectivamente, é feito de modo que nao altera os elementos (os comentarios feitos
antes do Lema 4 explica isso.). Se pensarmos nas arvores S; e Ry como subarvores da arvore
binaria de raiz infinita 7, entdo temos S; = S; U Ry = R),. Feito isso temos que

(Ry, S1)(Ry, 55) = (R, S3)

Exemplo 15. Vamos fazer a multiplicagio do par de diagramas de arvores da Figura 21, notemos que S e
Ry ndo sdo idénticos. Na Figura 22 expandimos S e Ry até S| e R), fiquem idénticos.

[ Rlasl 0 ] RQaSZ 01

SN SN SN N
/N VANWAN /\
/\ /\

Figura 21 — Multiplicando (R, Sy) por (R, S2)

11 (Rfl’SD [ L1 (R;’Sé) [

INCLONC AN /\”

1

NN NN
A /A /i &

Figura 22 — Expansao dos diagramas de arvores para multiplicacao

Portanto, o resultado é (R/, S}) da Figura 23.

/\ /\

Figura 23 — Diagrama de arvore (R, S5)
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Do Exemplo 15 é facil ver que se ( Ry, S) é um diagrama de arvore para uma fungio f € F
e (5, 51) é um diagrama de arvore para uma fungao g € F', entdo (R, S1) é um diagrama de
arvore para g f. Observamos que ao fazer uma composigao de fungdes usando diagramas de
arvores colocamos os diagramas de arvores das fun¢des na ordem contraria do que aparece na

composi¢ao.

O préximo exemplo, é um exemplo dado em (CLAY; MARGALIT, 2017). Nele utilizando
diagramas de drvores mostramos que Z ! Z pode ser mergulhado em F.

Exemplo 16. Considerando os elementos de F' dados pelos diagramas de arvores na Figura 24.

]/\ /\ /“\

[ l

[
I \
\
/ \ / \
\ ’ \
[ ] . . ll - .
VRN \
7 \
’ \ / \
’ v . \
: [1] [1] . [1 [1]
7N RN
/ \ ’ \
’ \ ’ \
]- \ 7 \

Figura 24 — Multiplica¢io dos diagramas de arvores das fungées A~ e C'

Multiplicando esses diagramas de arvores encontramos o diagrama de arvore da fungao CA~* do
lado esquerdo da Figura 25. A multiplicagao dos diagramas de arvores de C A~! e A representado
na Figura 25 resulta no diagrama de arvore de AC A~! dolado esquerdo da Figura 26. De maneira

anéloga, encontramos o diagrama de arvore de A2C' A2, veja do lado direito da Figura 26.

[ CAl [ A

/\[/\ ,w\ H/\

/ : /N N ‘:\
/\

Figura 25 — Multiplicagdo dos diagramas de drvores das fungées CA~'e A
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7NN NN
NN VA NAN
/N /N SN N
NN /NN
/\ /\ NN
/\ /\

Figura 26 — Diagramas de arvores das funcoes ACA~t e A2C A2

Observamos nos diagramas que o suporte (fecho do conjunto dos pontos onde a fungdo é
diferente daidentidade) das fungdes C', A'\C A~1, A2C' A~2 sao disjuntos, o que faz essas fungdes
comutarem entre si. Notemos que acontece com o suporte quando conjugamos C por A%, A, A2,
Generalizando isso, calculando A"C' A" para todo n € Z é facil ver que o suporte de A"C' A~™"
é disjunto de AMC'A~™ paratodon # m € Z, ouseja, [A"CA™™ A™CA™™] = 1 para todo
n # m € 7. Assim,

(C,A) = (@D(A"CA™) x (A) =P Z XL =717

neL

2.3 Apresentagao para [

Nessa se¢ao, mostramos com base em (CANNON; FLOYD; PARRY, 1996), duas apre-
sentagdes do Grupo F' de Thompson. Uma envolvendo os homeomorfismos A e B, e outra
envolvendo Xy = Ae X,, = A~ ™D BA" ! paran > 1. Comecamos com algumas definicdes e

dois teoremas auxiliares.

Defini¢ao 17. Sejam I,..., 1, as folhas de S em ovdem. Para todo inteiro k com 0 < k < nsejaay o
comprimento do arco maximal das arestas esquerdas em S o qual comega em I, e que ndo atinge no lado

direito de S. Entdo, ay, é o k'™ expoente de S.

Exemplo 17. Seja S a T -arvore que aparece na Figura 27 abaixo.
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/\
//\\ //\\

/\ /\ /\

4

/\ /\

Figura 27 — T -arvore S

Para encontrarmos os expoentes, precisamos contar quantas arestas esquerdas existem
ligando as folhas a raiz da arvore. A contagem é feita a partir da folha e é interrompida se a
proxima aresta for direita. As folhas que estdo em arestas direitas sempre possuem expoente
igual a zero.

Por exemplo, a folha I; é ligada por trés arestas esquerdas até a raiz da arvore. Cada
aresta conta como uma unidade, exceto quando a aresta toca a parte direita da arvore, desta
forma, a folha /; tem o expoente igual a 2. Na folha /5, a contagem é interrompida em 1, pois
a proxima aresta é direita. Assim, a folha /5 tem expoente 1. As folhas I, I5, Iy e Iy estio em
arestas direitas, entao os expoentes sao iguais a zero. Desta forma, os expoentes desta arvore
sao, nestaordem, 2,1,0,1,0,1,1,0e0.

Essa definigdo vai ser usada no Teorema 2, na qual faz a correspondéncia entre fungoes

de F e os diagramas de arvores mais precisamente.

Teorema 2. Sejam R, S duas T -arvores comn + 1 folhas para algum inteiro ndo negativo n. Sejam
ag, ..., Gy, 0 expoentes de R, e sejam by, ..., b, os expoentes de S. Entdo, o elemento de F' com o diagrama
dedrvore (R, S) é X2 XV X5 XX -on Xy X[ " X,

Prova: Provamos inicialmente que a fun¢ao com diagramade arvore (R, 7,,) € X,, ... X5 2 X “ X, .
Disso, por meio de composi¢ao de fungdes obtemos o resultado. Destacamos essa observagao
na Figura 28 abaixo.

—a —Qo
X n...XO

n

Figura 28 — Diagrama
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A prova disso vai ser feita por indugioema = Y ja;. Sea = 0,entdo R = T, e
o resultado é claro. Agora, suponhamos que a > 0 e que o resultado é verdade para valores
menores que a. Seja m o menor indice tal que a,, > 0. Entdo, existem subarvores binarias
enraizadas Ry, Ry, R3 de R tal que R tem a forma da drvore da Figura 29 abaixo.

[ 1™

N
N
N
~
~
~
Ay
~
~m — arestas
. ~

Figura 29 — 7T -arvore R

Seja R’ a T -arvore mostrada na Figura 30, onde R, R}, R’ sdo isomorfos com Ry, Ry,

R3 como arvores binarias enraizadas.

[1 ™

Y
A
~
~

~

~
.m — arestas

- ~

. ~

~

~
N
~
N

|

[ 1
VY
I, /\
R, R

Figura 30 — T -arvore R’

De acordo com o Exemplo 14 a fun¢3o com o diagrama de arvore (R, R') é X,!. Se
ag, ...a,, sao os expoentes de R’, entdo a,, = a,, — l ea}, = a;, se k # m. Portanto, a

2

hipétese de indugido se aplica em R/, e assim a fun¢do com diagrama de arvore (R, 7,) é

X; " Xy X, " X, ", Como m é o menor tal que a,,, > 0e X! tem o diagrama (R, R')
segue que

(X, o X ot XX )X = X e X et L
= X0 X XX

m
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é representado por (R, 7,).

De maneira semelhante podemos chegar que a fungao com diagrama de arvore (S, 7,,)
é X tn . X2 X" Xt Disso, a fungio com diagrama (7, S) é X2 Xt X5 . X’ Portanto,

usando a composicao da Figura 28 temos o resultado. [J

Teorema 3. Sejam R, S duas T,,-arvores com n + 1 folhas, para algum inteiro ndo negativo n. Sejam

g, ..., a, expoentesde Re by, ..., b, expoentes de S. O diagrama (R, S) é reduzido se, e somente se

() asultimas duas folhas de R estdo em um acento circunflexo, entdo as uiltimas folhas de S ndo estdo em

um acento circunflexo;

(17) paratodointeirokcom0 < k < mn,seay, > 0eby > 0, entdo ayy1 > 0oubgq > 0.

Prova: Suponhamos que (R, S) é reduzido. Se as duas tltimas folhas de R estio em um acento
circunflexo, obrigam as duas dltimas folhas de S'a ndo estd em um acento circunflexo, pois caso
contrario esse acento circunflexo de R e S poderiam ser retirados, e assim o diagrama (R, 5)
deixaria de ser reduzido, contradizendo a hipétese. Suponhamos que a;, > 0e b, > 0 para
todo k,com 0 < k < n. Se a1 = 0e by = 0teriamos que ay e a1 estariam em um acento
circunflexo, e da mesma forma by, e by ;. Novamente esses acentos circunflexos poderiam ser

retirados, isso contraria a hipdtese de (R, S) ser reduzido.

Por outro lado, sejam C' e D acentos circunflexos de R e S, respectivamente, em que
seus vértices estao na posicao ke k + 1. Se ar, > 0 e b, > 0, por hipdtese temos que ay1 > 0
ou bi11 > 0. Portanto, ndo existem tais acentos circunflexos. Suponhamos que as altimas duas
folhas de R estao em um acento circunflexo, entio por (i) temos que as tltimas folhas de S n3o
estao em um acento circunflexo. As tltimas duas afirmacoes mostram que (R, S) nio pode ser
reduzido. Logo, (R, S) é reduzido. [J

Os dois corolarios abaixo segue diretamente dos Teoremas 2 e 3.
Corolario 1. O Grupo I’ de Thompson ¢ gerado por A e B.
Corolario 2. Cada elemento nio nulo de F' pode ser expresso unicamente na forma normal
by vb1 vbe bn v —an —ag v —a1 v —ao
XXt x| XUnX-an | X702 XM X
onden, ay, ..., ay, bo, ..., b, Sdo inteiros tais que
(1) exatamenteum dos a,, e b, ¢ diferente de zero;

(17) seay > 0eby > 0paraalguminteirok com0 < k < n, entdo a1 > 0ou b1 > 0. Além disso,

todo elemento de I’ que é expresso na forma normal é ndo trivial.

O corolario acima leva a seguinte defini¢ao.
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Definicio 18. Os elementos de F' da forma X° X2 X252, Xt com by, > 0 paratodo 0 < k < n, sdo

chamadas de positivas. As inversas de elementos positivos sdo chamados elementos negativos.

Notemos que os elementos positivos de F' sao exatamente aqueles com diagramas de
arvores tendo como drvore dominio a 7,,-arvore, para algum inteiro nao negativo n. Um exemplo

disso é a fung¢do com diagrama (7,,, S) vista na demonstragdo do Teorema 2.

A seguir, veremos os tltimos resultados desta se¢ao e duas apresentagdes para F'. Dois
grupos F} e I}, serao definidos por geradores e relatores. Os geradores A, B, Xy, Xi, Xo,...
vamos chamar de elementos principais. Dados elementos g, h em um grupo, [g, | = ghg~'h~L.

Considerando os grupos F} e F» dados pelas apresentagdes abaixo

Fy = (A B|[AB™ ', A"'BA], [AB™, A2BA?)

By = (X0, X1, Xo, ... | X; ' X, X = X1 para k < n)

Desejamos mostrar que essas s3o duas apresentagdes para £, com esse propdsito mos-
tramos que F' é isomorfo a F] e F. Inicialmente mostramos que existe um isomorfismo entre

os grupos F} e F, e a partir disso construimos um isomorfismo de F' para F; e F.

Teorema 4. Existe um isomorfismo de grupos de F para F,.

Prova: Considerando o homomorfismo que estende

¢: F(A B) — F,
AIHXO
B'—>X1

em que F'(A, B) é o grupo livre gerado por Ae B, isto é, (A, B) = (A,B| ). Lembramos
que esse homomorfismo existe pela defini¢ao de grupo livre. Dado um elemento X,, € F, temos
que X, = XO_("_I)XlX(()”_l), entio o elemento A=~ BA™~1) é mapeado em X,,, ou seja, ¢

é sobrejetora.

Vejamos agora que as relagdes definidas em F} estao no ntcleo de ¢, isto é, estio em
Kerg. Com isso podemos concluir pela Proposi¢ao 7 (Teste da Substitui¢ao), que existe um
homomorfismo de Fj para F; tal que leva A em X, e B em X, mais ainda, pela afirmagado

anterior esse homomorfismo é sobrejetivo.
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H([AB™, AT BA]) = ¢(AB'AT'BABA 2B A)
= XoX; P X1 X0 X X0 X2 X X
N———
X2
- X(] X;lXQXl XanglelXo
N —
X3
= XoX3 X, Xo ' X1 X,
N———
X2
= X0 X' X1 X
N’
X5t

= XX, =1

H([AB™, A2BA?)) = ¢(AB"'A?BA’BA 1A 2B A?)
= XoX; X0 XX X Xo X1 X X P X X
N —
Xo
== X()Xfl X(;IXzXO XlXanglXalelXoXo
N———
X3
= Xo X7 X X1 Xy ' X X X X0 X
N——
Xyt X3Xo0
= Xo X ' X3 X0 X, ' X P X X T X0 X
== XgX(;l X(;lX;lXO XO
N——

X5t

= X3X; ' = 1.

Ent3o, para completar a prova do Teorema 4 é suficiente provar que existe um homomorfismo
de grupos de F; para F no qual leva X para A e X; para B.
Considerando agora o homomorfismo que estende
w : F(Xo, X1, Xo, ) — F}
XO — A
Xl — B

em que F'(Xy, X1, X5, ...) éo grupo livre gerado por Xy, X, X, .... Vamos provar que a relacio

definida em F5 est3o no nicleo de 1), para isso é suficiente mostrar que

V(XnXi) =YY = VYo = 0( X Xpg1); 2.1
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k<n,sendoYy = AeY, = A~""VBA" 1 Aequacio 2.1 estd intimamente ligada com a
equagao 2.2

[A7'B)Y,,] =1 2.2)

param > 3. Vejamos que [A"'B,Y,,] = 1 param = 3

[AB™',A"'BA]=1= AB'A"'BABAT’B'A=1
—> A'ABT'AT'BABAT?BT'AA =1
— B 'A'BABA?B'A* =1
— B 'AA2BA’A'BA?B 1A’ =1
— A ?BA’A'BA*B'A*=A"'B
—> A'BAT’BA’BT'AAT’BTIA* =11
= AT'BY;BAY; ' =1
— [A7'B,Y;] = 1.

O mesmo argumento mostra a linha 2.2 pram = 4. A equagao seguinte mostra que se a linha

2.2 éverdade param = n — k + 2, entdo alinha 2.1 é verdade.

Y.V, = A" BATI AR B AR
_ A2 g (n—k+1) g gn—k+1 g—1 g gk—1
_ ARy ATTRAR
= ATFP2ATIBY, 0 AMTY (usamos a hipétese aqui)
— ATRIBARI ARy, AR
— VAT, L, AR
— Y AR A (k) B gn—hetl gk
=Y., AT"BA"
— YY1

Notemos que como a linha 2.2 é valido para m = 3 temos que a equagao acima é valida paran e
k =n — 1. Em particular vale paran = 4e k = 3, isto é, Yy 'Y,Y3 = Y;. Como alinha 2.2 ¢
verdade para m = 3 e m = 4, entdo pela igualdade acima temos que a linha 2.2 é verdade para

m = d.

Agora, suponhamos por indugio que [A™'B,Y,,] = 1, para valores menores que m.
Ent3o em particular é valida para m — 2. Entao, temos que a linha 2.1 é verdade paran = m — 1
ek =3umavezquem — 1 — 3+ 2 =m — 2. Portanto,

}/E),_lYm—lyfi =Y, (2.3)
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Disso, dalinha 2.3 [A7'B,Y,,| = [A7'B,Y;'Y,,_1Y3] = 1, paratodom > 3. Portanto,
Y, Y, = YiY, 11 paratodo k < n, istoé,

Logo, usando novamente a Proposi¢io 7 temos o resultado F; = F. [J

Teorema 5. Existem isomorfismos de grupos de F' e > para I no qual levam os elementos principais

A, B, Xy, X1, Xo, ... para os correspondentes elementos de I

Prova: As Figuras 9 e 10 mostram que o interior do suporte (fecho do conjunto dos pontos
onde a funcio é diferente da identidade) do elemento AB~! de F' é disjunto do suporte dos
elementos A"'BA, A=2BA?de F, ouseja, AB~! comutacom A~'BA, A=2BA? em F e entio,

os elementos A, B de I satisfazem as rela¢des de F}.

Disso, novamente pela Proposi¢do 7 (semelhante a existéncia do homomorfismo de
F} para F; no Teorema 4) existe um homomorfismo de grupos de F; para F' que mapeia os
elementos A, B para os elementos correspondentes em F'. Pelo Corolario 1, temos que esse
homomorfismo é sobrejetor. Esse homomorfismo sobrejetor junto com o Teorema 4 induz um
homomorfismo sobrejetor de F para F'. Assim, basta mostrar que esse homomorfismo sobreje-
tor de F;, para F', que levam os elementos X, X, X, ... para os elementos correspondentes de

F é um homomorfismo injetor. Por meio das relagdes de F, obtemos as seguintes igualdades:

X' X, =X, 01X, !
XX = XX
XnXk = Xan+1; k <n.

Assim, todo elemento x € F; ndo trivial pode ser escrito como o produto de um elemento
positivo com um elemento negativo. Suponhamos que X, ocorra em ambas as partes, na parte
positiva e negativa de x, mas X}, ocorre em nenhuma, entao como X;anHXk_1 = X, para
n > k, é possivel simplificar x deletando uma ocorréncia de X}, na parte negativa e positiva e
trocando toda ocorréncia de X,,,1 por X,,, paran > k. Portanto, todo elemento nao trivial de
F;, pode ser posto na forma normal, conforme o Corolario 2. Logo, todo elemento nao trivial de

F5 élevado em elemento nao trivial de F, ou seja, o homomorfismo é injetor. [J



3 Conjugacao no Grupo F' de Thompson

Neste capitulo, definimos ¥ e A mencionados brevemente na introdugao e provaremos

o Teorema A.

3.1 Conceitos iniciais

Com base em (GILL; SHORT, 2013) vamos descrever uma solug¢ao para o Problema da
Conjugag¢ao no Grupo F' de Thompson.

Defini¢ao19. Seja f : (a,b) — (a, b) um homeomorfismo linear por partes do intervalo aberto (a, b).
Seja PLF (a,b) o grupo de todos os homeomorfismos lineares por partes f : (a,b) — (a, b) crescentes

do intervalo aberto (a, b) que possuem um nismero finito de nos.

Observamos que o Grupo F' de Thompson pode ser mergulhado no grupo PLF(0, 1).
Isso é possivel uma vez que qualquer elemento de F' leva o 0 para 0 e 1 para 1. Analisamos
o Problema da Conjugagio em F olhando cada um dos seus elementos como um elemento
de PLF(0,1),isto é, ' < PLF(0,1). Observamos que I’ estd contido propriamente em
PLF(0,1). Considerando a fungao g : (0,1) — (0, 1) dada por

T, OSxS%
g(x) =

oW |

oot

T — %Sxﬁl

)

o grafico da fungao g estd abaixo

1

R e i

Figura 31 — Grafico da fungio g

a fun¢do g é um elemento de PLF(0, 1), mas nio é um elemento de F, poisz = 3 éumné de g
que nio é diadico.
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As proximas duas se¢oes sao dedicadas as construgoes de X e A comentados superficial-

mente na introdugao.

3.2 Definicaode &

Nesta se¢do, definiremos o invariante . Seja f um elemento do Grupo F'S PLF(0,1).
Seguindo (GILL; SHORT, 2013), em que os autores fizeram uma adapta¢io de (BRIN; SQUIER,
2001) definimos o invariante ¥/, como uma tupla de trés quantidades, ¥/ = (2f, %/, ©/),
que dependem de f. A seguir, apresentamos as defini¢oes dessas quantidades. A primeira

quantidade, ¥/, é uma lista de inteiros relativos aos valores da imagem de e, definimos a seguir

er:(0,1) — {-1,0,1}

1; flz) >z
xr— 0; flx)==z
—1; flz) <=

Sendo f um elemento de PLF(0, 1), entdo existe uma sequéncia de intervalos abertos

I, I, ....L, em que I; = (pj_1,p;) po=0,pp =1 (3.1

tais que € é constante em cada intervalo, e os valores de €; em dois intervalos consecutivos sao
diferentes. Definimos ¥ = {ef(1), ..., €;(xm)} em que z; € I; paracadai = 1, ...,m. Seja
Fiz(f) o conjunto de pontos fixos de f e observamos que todos os pontos py, ..., p,,, de 3.1 estao
em Fix(f).

Exemplo 18. Suponhamos que f tenha o grafico ilustrado na Figura 32, entdo os intervalos I; para

j =1,...6de f sdo tais que:

0 I]_ 12 I? I4 .[5 I(S 1

Figura 32 — Grafico da fungao f
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Dizemos que um intervalo /; ¢ um dominio de ressalto de f se ¢; nao é nula nesse
intervalo. Por exemplo, na Figura 32 todos os intervalos /; para j = 1, ..., 6 sdo dominios de
ressaltos. Nossos préximos dois invariantes 3 e ©/ consistem de listas com uma entrada para

cada dominio de ressalto de f.

Se k é uma fungao linear por partes de um intervalo (a, b) para (a, b), entao a inclinagao
inicial de k é a derivada em qualquer ponto entre a e o primeiro né de k e a inclina¢ao final
de k é a derivada em qualquer ponto entre o né final de k e b. O invariante ¥} é uma lista
de ntimeros reais positivos, na qual cada elemento da lista é a inclina¢ao inicial de f em um
dominio de ressalto. Por exemplo, a entrada para um dominio de ressalto I; = (p,;_1,p;) é 0
valor da inclinagao inicial de f em I;. A seguir, sao dadas duas defini¢des que sdo necessarias

para a construcao do invariante 23; :

Defini¢ao 20. Uma fungiode [0,1) — R, é chamada de funcio finita se ela toma valor 1 em todos os

pontos exceto em um nizmero finito de valores.

Definigdo 21. Seja R o conjunto das fungdes finitas. Tomemos a relagio de equivaléncia em R, onde ¢y, co
dois elementos de R sdo equivalentes se, e somente se, c; = ¢z © p, em que p é uma translagdo de [0, 1)
modulo 1.

Realmente essa é uma relagio de equivaléncia. (i) E reflexiva, se ¢c; € R, entdoc; ~ ¢, basta
tomar p a translagio identidade. (ii) E simétrica, se ¢;,c; € R comc; ~ ¢y, assim existe
uma translacio p, tal que, ¢; = cop, entdo c; = c1p ! e portanto, ¢, ~ cs. (iii). E transitiva,
secy, o, 03 € Rcomey ~ g eco ~ c3, entao existem translagoes p, p/, tais que, ¢; = cop e

¢y = c3p’, disso, ¢; = c3p/p e portanto, ¢ ~ c.

Usando as defini¢des acima, ¥/, é uma lista de classes de equivaléncia de fungdes finitas.
Vamos calcular a entrada para um dominio de ressalto /; = (p;_1,p;) da seguinte forma:
suponhamos inicialmente que £/ = 1 em I;. Definimos, para z € [;, arazao de inclinagao

f*(x) = f(x)f"(x)"". Entdo, f*(z) = 1 exceto quando z é um né de f. Agora, definimos
Tfgt Ij — R
v ] £ (@)

Uma vez que f tem um nimero finito de nds, somente um nimero finito de termos
desse produto infinito sio diferentes de 1. Seja p o menor né de f em I; e seja p* o menor né de
femI;tal que 7y ;(p*) # 1 (esse né deve existir, na Observagao 9 do Apéndice explicamos essa
existéncia). Definimos, para s € [0, 1) a fung¢ao

Vyj(s) = mp (A (r —pjo1) +pja)

Aqui o valor A é a entrada em 3, correspondendo a I; e r é qualquer ponto no intervalo (0, p)

no qual satisfaz a férmula r = f"(p*), para algum n inteiro negativo. Notemos que /s ; ¢ uma
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funcao finita. Além disso, na defini¢ao de ¢4 ;, foi escolhido um valor para r no qual garante

que ¢5;(0) # 1. No Lema 12 do Apéndice, deixamos claro o porque podemos escolher esse 7.

E importante observar que a fungio ¢/ ; estd bem definida, uma vez que o dominio de
my;€1;e N(r—pj_1)+pj_1 € I;. Defato, inicialmente reparemos que A > 2e (r —p;_1) >0
(pois, 7 > p;_1), entdo a fungdo A*(r — p;_1) + p,;_1 é crescente. Assim, basta mostrarmos que
os extremos dela pertencem a /;.

s=0= \(r—pj1)+pj1=r¢€l
s=1= \N(r—pj_1)+pj1= flipjoa(r) € I

em que f|,,_, y € arestricio de f nointervalo [p; 1, p] (p é o primeiro né de f depois de p;_1))
que é dado por f|,_, () = Az — pj—1) + pj—1-
A entrada para ¥} correspondendo a I é a classe de equivaléncia [¢);;]. Caso f(z) <

paracadax € [;,istoé, >/ = —1, entdo a entrada para %2} correspondendo a I; éaclassede

equivaléncia [1);-1 ;.
Exemplo19. Seja f = BA™'B € F, em que A, B sdo dados no Capitulo 2. Vamos calcular >/ =
(21,54, %9).

Para encontrar f recorremos a multiplicagdo de diagramas de arvores para fazer a
composi¢io BA™!B. Os diagramas de arvores de A e B e os passos para fazer a multiplicacio

estao expostos no Capitulo 2. Primeiro queremos A~'B

B

/\ &N /\ /\

[ [ [1

SAWANYANWANNAREVAN
NN A

Y

AN
.
/ \

’ AY
0 .

Figura 33 — Multiplica¢io dos diagramas de rvores dos elementos Be A~}

o diagrama resultante da multiplicagio acima estd do lado esquerdo da Figura 34.
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SN\ NN
ANVANEVAN VANAN
/NN VANVAY

/\ AT

Figura 34 — Multiplicagio dos diagramas de drvores dos elementos A"'Be B

o diagrama resultante da multiplicagdo acima esta na Figura 35.

[1] BA_lB [1]

Figura 35 — Diagrama de drvore do elemento BA™!'B

aprimeira e a segunda arvore da Figura 35 mostram os intervalos onde f élinear, assim podemos

construir a funcio f, e consequentemente a funcgao 1.

. (
2x; 0<z<i 3 0<z<jy
1 3. 1 1 8. >
T+5 <3 =3 2STSy

—1

fl@)=Siz+3; 1<z<3 e f(z)=Q40-2 2<z<it
1 5. 3 7 0. 1 i
3Tt 1g 15Ty g B ST
\2x—1; f<z<1 \%x%—%; s<r<i

Na Figura 36, mostramos o grafico da fungao f e os intervalos /;, I; que necessitamos
para o cilculo de ©/. Temos que, &/ = {1, —1} e, uma vez que I; e I, sio dominios de ressalto
»] = {2, +}. Resta calcular 2], Primeiro, vamos calcular a entrada de %/ associada a I;. Para

isso precisamos encontrar f*, 7 e ¢y ;. Temos que
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0 Il ﬂ Ig 1

Figura 36 — Funcao f

L, 0<z<: 5 r=zmm>2e 0<z<;

ox=1/4 I, 2#45m>2e¢ 0<z<y
fH(x) = I; i<$<- Wf,l(x): 1; i<$<%

o z=1/2 Loop=1/2

(L 3 < o< g L 3 <o< g

Agora, resta calcular ¢; ;. Para isso, precisamos de p*, A, r e py associados a I, seus

valoressiop* = i A =2, r = L tomandon = —1 e py, = 0. Disso,
1 8

'Lﬁf,l(S) =Tf1 <2S (é - O> + O)
— 251
e

Ob 251 2s—3 1 1< 1 <1 Portant
servamos que - = = eque — —. rortanto,
quesg g3 CAUC g =935 =
%, s=0
Vri(s) =
1; 0<s<1

Notemos também que 17,1 (0) = 7y (£) =1 #1

Portanto, [¢);] é uma entrada de 3} associada a I;. A outra entrada de 3} associada

a I é [th;1 5] é calculada de forma analoga. Isso mostra que 324 = {[t0;1], [t);12]}. Assim,

= ((1,-1),(2, 1), ([Wral, [p-12]))-
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3.3 Definicaode A

Nesta se¢ao, definiremos o invariante A. O invariante A também é uma lista, dessa vez
alista é de classes de equivaléncias de tuplas de nimeros reais. Comegamos com o conceito de

uma fungdo encurralada minima e depois definimos A.

3.3.1 Afungdoencurralada minima

Baseado em (GILL; SHORT, 2013) abordamos aqui o conceito de uma fungao encurralada
minima. Tomando f € PLF(0, 1), nessa subse¢ao nosso foco esta na restri¢cao de f aum de

seus dominios de ressalto D = (a, b).

Definigao 22. Uma fungio encurraladaem PLF' (0, 1) éum elementol € PLF (0, 1) com um @inico
dominio de ressalto (a, ), e satisfaz as sequintes propriedades: 1 toma o valor 1 (resp. -1) em relagio a

(a, b) e existe um ponto x € (a, b) tal que todos os nds de | que esta em (a, b) pertence a (z,1(z)) (resp.

(I(x), z)).

Uma fung¢ao encurralada é mostrada na Figura 37. Vamos algumas vezes abusar a notagao
e considerar uma fungdo encurralada como um elemento de PLF'(a,b), ou seja, uma fungao

encurralada de PLF(0, 1) com o intervalo (a, b) como o dominio de ressalto.

1

Figura 37 — Fun¢ao encurralada

Dada uma funcao finita ¢, dizemos que uma fungao encurralada / corresponde a fungao
cse ), = c. Notemos que descartamos ¢ do indice, uma vez que existe somente um dominio de
ressalto. Pela construgdo de )y, significa que o primeiro né de [ corresponde a ;(0). Veremos

agora dois resultados auxiliares.

Lema 6. Sejam f e h dois elementos do grupo PLF' (0, 1). Entdo, v € (0, 1) é um ponto fixo de f se, e

somente se, h(x) éum ponto fixode hfh=1.
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Prova: Por um lado, tomamos = € (0, 1) tal que f(x) = z. Considerando h(z) = y para algum
y € (0,1) etemos h(f(x)) = h(x). Disso,

Wi (y) = hfh= (h(z)) = hf(z) = h(z) = y = hfh™ (y) = y.

Por outro lado, suponhamos que x nao é um ponto fixo de f, entdo f(x) # z. Considerando
novamente h(z) = y paraalgumy € (0,1). Como h é bijetora temos que h(f(z)) # h(x).

Entao,

Bf\(y) = kb~ (h(e)) = hf(z) # hiz) =y = hfh~\(y) £y. O

Lema7. Parauma dada inclinagio A > 0, existe uma imica fungdo encurralada l em PLF (a, b) tal que

Y =c.

Prova: Seja A\(x — a) + a a reta que passa pelo ponto (a, a) e tem inclina¢io A. Tomando
z € (a,b) definimos w = A(z — a) + a. Entdo, pela Proposicao 10 do Apéndice existe uma
funcao encurralada [ tais que, [(2) = w, tem inclinagdo inicial A, ¥, = ce z =min(B(l) N D’)
(D' é o ressalto de l). Por construgio, D’ = (a, d) e podemos analisar dois casos.

Caso1: Se d = b, entdo [ é a fun¢ao encurralada que queriamos.

Caso 2: Se d # btomamos u : D' — (a,b) a fungdo linear que leva D’ para (a, b). Afirmamos

que ulu~! é a nova funcio [ que estdvamos procurando.

De fato, vejamos inicialmente que (a, b) é o ressalto de ul;u' e que é encurralada.
Observamos que ul;u~'((a,b)) = ul(D') = u(D') = (a,b) e pelo Lema 6 (a, b) é o ressalto de
ulu™'. Agora, suponhamos que p' é um né de ulu~". Entdo, u=*(p’) é um né de [, uma vez que p’
nioénddeu ' elu~'(p') ndoé nd de u, pois ambas sio lineares em (a, b) e D', respectivamente.
Como [ é uma fungdo encurralada, existe um z € D’ tal que u=!(p/) € (z,l(z)). Entdo,
P € (u(z),u(l(z)) = (u(z),u(l(u " (u(x)))) = (u(z), ulu™(u(z))). Assim, todo n6 de ulu~"
esta contido em (u(z), ulu" (u(x))). Portanto, ulu~' é uma fungio encurralada.

Observamos que, [ e ulu~' tem inclinagio inicial A. Disso, se mostrarmos que ;-1 =

Y, = ctemos o resultado. Seja s € [0, 1)

Pi(s) =m(A°(r—a)+a)
Yuru-1(8) = Turu-1 (A (r' — a) + a).

Seja n um inteiro negativo. Escolhemos r = [*(p), em que p é o primeironé delem D’ e

r" = (ul;u=1)"(p'), em que p’ é o primeiro né de ulu~! em (a, b). Entdo, u(p) = p'e
r' = (ulu™) (p) = ul™u () = ul"u (u(p)) = u(l"(p)) = u(r)
assim,

a1 (8) = =1 (A (u(r) — u(a)) + u(a))
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Como [ e ulu~! s3o encurraladas, precisamos mostrar apenas que ambas as igualdades sio

verdadeiras

FN(r —a) +a) = (ulu™) (X (u(r) — u(a)) + u(a)) 3.2)
O+ (1= X)a) = (ulu™ ) (Vu(r) + (1 — X)u(a)). 3.3)

E facil ver que I*(2) = (ulu™!)*(u(x)) paratodo x € D' uma vez que u é linear em D’ para
(a,b). Entao, aigualdade 3.3 é verificada se u(A°r 4+ (1 — A%)a) = Nu(r) + (1 — A*)u(a), eisso

de fato acontece. Por u ser linear, implica que tem a forma u(x) = mx + ¢, assim

u(A°r+ (1= X)a) =mN\r+ (1 = X)a) +c=mAr+m(l —N)a+c
=mANr+m(l—A)a+c+ Ne— Ne
=N(mr+c¢)+ (1 —X)(ma+c)
= Nu(r) + (1 — A)u(a)

Portanto, 1, = 1,j,~1, como queriamos.[]

Lema 8. Sejam f e h elementos do grupo PLF (0, 1). Sejam I, ..., I, os intervalos de 3.1. Escrevemos

I = h(I;). Entéo, a inclinagio inicial de f em I; e a inclinagdo inicial de h fh™" em I sdo iguais.

Prova: Primeiramente, hfh~"(I;) = hf(I;) = h(I;) = I}. Pelo Lema 6 o intervalo I} é um
dominio de ressalto de hfh 1. Suponhamos que I; = (a;, b;), tomando I; = (a;, a; + §) um

intervalo suficientemente pequeno tal que f e h tém inclinagao constante e sejaI_]’- = h(I;).

Sejam f(x) = asx + by e h(z) = azz + by no intervalo I;. A inversa da fungio h é
h™'(x) = Lo+ 2. Tomandox € T/, entdo
1 b
hfhHa) = hf(—x— =)

as a3

1 b3
= h(as(—z — =) +b
(a2(a3x ag))+ 2

1 b
= ag((a—3a2x — a—zCLg)) -+ bQ) -+ bg
= A — bgag + G3b2 + bg

= A9 + (agbg + b3 - bg&g)

Entdo, a inclinagio de hfh~" em x é ay, que é a inclinagdo inicial de hfh~" em I}, que é a

inclinagdo inicial de f em I;. OJ

Sejac : [0,1) — R, uma fungio finita tal que [¢] é uma entrada em %} associada
com D. Dentro da classe de equivaléncia [¢] podemos definir uma fungdo finita minima c,,, como
segue. Primeiro definimos C' = {c¢; € [¢] | ¢1(0) # 1} e consideremos uma ordem em C
por: sejam ¢;, ¢y € C' e seja x 0 menor valor tal que ¢;(z) # co(x), dizemos que ¢; < ¢3 se

acontece ¢ () < c¢a(x). Definimos ¢, como a fungdo minima em C' sobre essa ordem. Repare



3.3. DEFINICAO DE A 56

que a fungdo minima ¢, em C' vai existir, pois o conjunto C' é finito, e pela defini¢ao da ordem

imposta, ¢, também vai ser a minima em |c|.

O grafico de duas fungoes finitas ¢y, e cg s30 mostradas na Figura 38; a fungdo ¢y, esta
no lado esquerdo e a fungao ¢y no lado direito. Essas duas fungdes sao equivalentes, porque o
grafico de ¢, pode ser obtido por uma transla¢ao do grafico de cy horizontalmente médulo 1.
Notemos que nem ¢, e nem cg sdo fungoes finitas minimas em suas classes de equivaléncia,
pois ¢, (0) = cg(0) > 1 e hd outras fungdes finitas equivalentes que tomam valores menores

que 1 em 0. Umavez que cg(x) < cr(z), para o menor nimero z no qual ¢, e cp diferem, vemos

quecr < cf, .
1 1
1 1
[ ] L ] : p [ ] :
1 1
1 1
1 1
: I
e o 1
1 1
O ——— —
1 O—0 < | 1 . :
. . : . *
) ! ™ 1
1 1
1 1
: !
0 1 0 1

Figura 38 — Duas funcdes finitas equivalentes.

Ainda com f e D definidos acima, suponhamos que A é a entrada em X} associada ao D
e [1b7.p] a classe de equivaléncia que é a entrada de ¥} também associada ao D no qual encon-
tramos a fungdo minima ¢,,,. Suponhamos também que [ é a fungao encurraladaem PLF(a,b),
com inclina¢ao inicial A\, no qual corresponde a ¢,,,. Dizemos que [ é a fungdo encurralada minima

associada com f sobre D.

3.3.2 Definicaode A

Agora, vamos fixar f como um elemento do Grupo F' de Thompson e definimos A como
segue. Uma cadeia de ressalto é uma subsequéncia Iy, I;, 1, ..., I, de 3.1 tal que cada intervalo é
um dominio de ressalto, e dos pontos p;_1, py, ..., p, Somente p,_; € p, sdo diddicos. Entao, a
sequéncia de intervalos [y, I, ..., I,,, pode ser particionada em cadeias de ressalto e intervalos
abertos de pontos fixos de f cujos extremos sao niumeros diddicos. Em uma cadeia de ressalto

consideramos cada intervalo I/ como D.

Exemplo 20. A fungdo f exibida na Figura 32 é exibida outra vez na Figura 39, suponhamos que os trés
primeiros pontos fixos de f ndo sejam niimeros diadicos. Entdo, teremos trés cadeias de ressaltos. A primeira

¢ D1, Do, D3, Dy, a sequnda tem apenas o intervalo Dy e a terceiva tem apenas Dg.
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0 Dy D, D3 Dy Dy Dy 1

Figura 39 — Grafico da fungio f

O invariante ¥ foi construido tratando um dominio de ressalto de cada vez. O invariante
A é construido tratando com uma cadeia de ressalto de cada vez. Considerando uma cadeia de
ressalto particular Dy, ..., D, e seja f; arestrigiode facada D; = (a;,b;), paraj =0, ..., s.

De acordo com o Teorema 7 do Apéndice, o centralizador de f; em PLF(a;,b;) é um
grupo ciclico infinito gerado por uma raiz J/c; de f;. Definimos ); a inclinagao inicial de J/c; ef;a
inclinagao final de }"\] Assim, seja m; o inteiro tal que fjmj = f;;entdo \; e j1; 20 as m;-ésimas
raizes positivas da inclina¢ao inicial e final de f;.

Seja k; um elemento de PLF(a;,b;) que conjuga f; a associada fungao encurralada
minima, [; em PLF(a;,b;). Entdo, k; é alguma funcao satisfazendo a equacao k; f; kj_l =1.
Sejam ¢ a inclinacdo inicial e 3; a inclinagao final de k. Vale destacar que a fungao k; existe,
poisse X = (1, \, [ty p]) e % = (1, A, [¢]) para D = (a;, b;). Por construgdo da /; temos
que X/ = (1,\,[¢oy.p]) = Xl = (1, \, [¢,n])- Assim, pelo Teorema 6 do Apéndice f; e I; s3o

conjugadas e portanto, k; existe.

Defini¢io 23. Tomando arelagio de equivalénciaem R® onde (x4, xo, ..., x5 ) éequivalentea (y1, yo, ..., Ys)

se, e somente se, existem inteivos m, ny, ..., n, tal que
m n
2 T = )\11y17
ni — n2
pytry = A2y,
n2 _ \"n3
to* T3 = A3°Yys,
Ns—1 _ \nNns
Hs—1 Ts = )\s Ys-
em que [1;, \; S0 poténcias inteiras de 2.

Vejamos que de fato a defini¢io acima é uma relagao de equivaléncia;
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(i) E reflexiva, pois dado (1, ..., z,) € R, bastatomarm =n; = ny = ... = n, = 0.

(ii) E simétrica, pois dados (x4, ..., zy), (y1, ..., ys) em R® tal que (1, ..., z) se relaciona com
(y1, ..., ys). Entlo,

2m$1 = A?lyl — 27my1 = )\1_n1$1,
Pty = Ay = Y = A,
fy’rs = A’ys = e Yz = A3 s,
et =Xy = = A

Portanto, (y1, .., ys) se relaciona com (1, ..., y).

(iii) E transitiva, pois dados (z1, ..., xs), (Y1, ..., ¥s), (21, ..., 2s) em R, tal que (z, ..., 7) se

relaciona com (yi, ..., ys) € (y1, ..., ys) se relaciona com (z1, ..., 25 ). Assim, temos que

m __\n1 k . r
2551—>\1?J1 2y =1z
ni _ n2 T1 _ T2
Hi't e = Ay2yo 1 Y2 =Ty 22
no __\n3 ro T3
Mo’ T3 = A3*y3 2 Y3 = T3 %3
Ns—1 _ Ans A_(T871) _ Ts
Msfl Ts = s Ys s—1 Ys = Ts Zs-

Pela a primeira linha das igualdades acima temos

2m T1 &

— 1 m+ _ \ni+tr
WQS’ —yl—?21:>2 1'1—)\1 2.
1

Analogamente, pela segunda linha

ni ro
Hy A
)\TLQ Ty = y2 - )\Tl

2 1

ni1+ri __ \n2+r2
29 = ) To = Ay Z9.

Assim, procedendo de forma analoga nas outras linhas, obtemos que

2m+k£€1 = )\11”1+n1 21,

n1+ri __ \n2tr2
prt Ty = Ay P29

n2+rg __ \n3+r3
JIEs Ty = A3 23

Y

Y

ns—l“l’rs—lxs — )\?5"!‘7"52:

s—1 S

Assim, (x1, ..., z5) se relaciona com (zy, ..., z,). Portanto, tal relagio é de equivaléncia.

Atribuimos a cadeia Dy, ..., D, a classe de equivaléncia da s-tupla



3.4. PROVADOTEOREMAA 59

(al Qg Wy Qs ws_l)
Wy W2 51 W /65—1

onde w; = b; — a;. Definimos A y como uma lista ordenada de tais classes de equivaléncia, uma

para cada cadeia de ressalto.

3.4 Provado TeoremaA

Nesta se¢ao, provaremos o Teorema A enunciado na introdugio. Enunciamos nova-
mente abaixo

Teorema A. Sejam f, g dois elementos de F'. Entdo, f e g sdo conjugados em I’ se, e somente se, acontece
(Efa Af) = (Ega Ag)

A prova o Teorema A nio é feita diretamente. Em vez disso provamos a proposi¢ao abaixo, no

qual, mostramos que implica no Teorema A.

Proposicao 8. Dois elementos f e g de F' que sdo conjugados em PLF (0, 1) sdo conjugados em F se, e

somente se,

Ay =A,.

Antes de provar a Proposi¢ao 8 veremos alguns resultados auxiliares.

Lema9. Sejam f e g dois elementos de F'. Seja h um elementode PLF(0,1) tal que hfh™ = g. Seja
D = (a, b) um dominio de ressalto de f e suponhamos que a inclinagdo inicial de h em D é uma poténcia
inteiva de 2. Entdo, toda inclinagdo de h em D sdo poténcias inteiras de 2 e todo no de h em D ocorre em
2[3].
Prova: Seja (a, a + ¢) um intervalo no qual / tem inclinagio constante. Suponhamos que essa
inclinagao seja maior do que 1. Podemos assumir que f tem inclinag¢do inicial maior que 1,
pois, caso contrario, substituimos f por f~! e g por g~!. Temos que hfh~* = g implica que
hf"h™ = g" e, assim h = ¢g"hf™". Agora, para qualquer x € (a,b) existe um intervalo

(x,x + €) talque f"(x,x + €) C (a,a + 0), para algum n inteiro positivo.

Entao, aequagido h = ¢"hf~"implica que, onde definida, a derivada de h sobre (z, x+¢)
é uma poténcia inteira de 2. Porque por hipétese a derivada de i em (a, a + §) é uma poténcia

inteira de 2 e a derivada de f~™ e de ¢" ja sao poténcias inteiras de 2 quando existem.

Além disso, qualquer né de i que ocorre em (z,z + ¢) deve estar em Z[3], pois por
construgao, h é diferenciavel em (a, a + €). Agora, suponhamos que / nao é diferenciavel em z,
como h = ¢g"hf~"isso implica que f~" ndo é diferenciavel em x ou g~ ndo é diferenciavel em

hf~"(x). Em ambos os casos chegamos que z é um ndmero diddico, isto é, estd em Z[3], como
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desejado. Se h nio tem inclinagdo inicial maior do que 1, entdo aplica 0 mesmo argumento para
h~'usando a equacio hlgh = f.

Sejam f e g dois elementos de F' e um terceiro elemento hde PLF(0, 1) talque h fh~1 =
gem PLF(0,1). Usaremos a notagao para f descrita na Se¢ao 3.3, assim como as quantidades
L, p;, [, fj, ki, l;, o, B, w;, \j e . Precisamos exatamente das mesmas quantidades para g,
e serdo denotadas por I}, p’, g;, g5, K}, I}, &), B}, wi, ) e pil.

Em particular, escolhemos uma cadeia de ressalto Dy, ..., D, de f e definimos D, =
h(D;) parai = 1, ..., s. Notemos pelo Lema 6 que D1, ..., D, sdo dominios de ressaltos para g.
Mas, como h nao é necessariamente um elemento de F', nio formara necessariamente, uma

cadeia de ressalto para g.

Considerando a fun¢ao h; = h|p, com inclinagao inicial 7, e inclinagdo final ¢;. A inten-
¢ao aqui é encontrar a inclinagao inicial e final de h; em D; em fungao de o, §;, o, 57, Ai, pi, w;
e w}. Sejau o elementode PLF(0, 1) tal que, paracadai = 1, ..., m, é linear quando restrito a
D; eleva D, para D!. Afirmamos que, restrito a D!, o elemento ul;u~! é uma fun¢do encurralada

tal que é conjugada de I/, pela fungio kh;k; 'u~! e satisfaz Yy = Yutju-1-

De fato, vejamos inicialmente que ul;u~" é encurralada. Observamos que ul;u~'(D}) =
ul;(D;) = u(D;) = D) e suponhamos que p' é um né de ul;u~'. Entdo, u~*(p’) é um né de [,
umavez que p’ nioénédeu ' el;u"'(p') nio éné de u, pois ambas sio lineares em D e D;, res-
pectivamente. Como /; é uma fungio encurralada, existeum z € D; talque u™(p') € (z,1;(z)).
Entdo, p’ € (u(z),u(li(z)) = (u(z),u(l;(u " (u(z)))) = (u(z),ulu~t(u(zr))). Assim, todo né
de ul;u~" esta contido em (u(x), ul;u'(u(x))). Portanto, ul;u~! é uma fun¢io encurralada.
Vejamos agora que elas realmente s3o conjugadas,

(kohaky Yl (Khk; a7 = Kbk ™ uliu ™ ukshy
= kjh; k; Mk by R
——
fi
= K, hifih K
N——
gi

= kjgik|~ =1

it

Por fim, vejamos que ¢y = 1y, -1 . Pelo fato de que I; ser conjugada para ul;u~" e ulu~" ser
conjugada para [; temos respectivamente que [¢1,] = [Yu1,4-1] € [Yu,u—1] = [7]. Comol; e ]
sao encurraladas minimas temos que ¢;, = 1. Portanto, se mostrarmos que ¥, = ;-1
segue diretamente que ¥y = 1y,,,-1. Sejas € [0,1)

Y, (s) = m,(\(r — pj—1) + pj-1)
Yuru-1(8) = 7Tuliu—l()‘s(rl - p;'—l) —0—]9;-,1)

Seja n um inteiro negativo. Escolhemos r = [I'(p), em que p é o primeironé de [; em D; e
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v = (ul;u=')"(p'), em que p’ é o primeiro né de ul;u em D!. Entdo, u(p) = p’

v = (ulu™ ) (p) = ulfu (p) = uliu (u(p) = ulf' (p) = u(r)

(S

Assim,

Yutu—1(8) = Tutzu—1 (A (u(r) — u(pj-1)) + u(pj-1))

Como [; e ul;u~"' s3o encurraladas, precisamos mostrar apenas que ambas as igualdades abaixo

sao verdadeiras
O (r —pja) +pjm1) = (ulau™ ) (N (u(r) — up;1)) + u(pi-1)) (3.4)
T+ (1= X)pj_1) = (ulu™ ) (Vu(r) + (1 — X)u(p;_1)) (3.5)

E facil ver que I} (z) = (ul;u™1)*(u(z)) paratodo z € D; uma vez que u é linear em D; para D,.
Entdo, a igualdade 3.5 é verificada se u(A*r + (1 — A°)p,—1) = Au(r) + (1 — A*)u(pj_1), eisso

de fato acontece. Por u ser linear, implica que tem a forma u(z) = ax + b, assim

u( A4+ (1= A)pj_1) = a(Nr+ (1 = N)pj1) +b=aXr+a(l — X)p;—1 + b
= a7 +a(l = X)pj1 + 0+ A°b—A°b
= N(ar +b) + (1 — X)(apj_1 + b)
= Nulr) + (1= X)ulps 1)

Portanto, 1, = tb,;.,-1, como queriamos. Logo, pelo fato de ul;u™" e I serem conjugadas e
Yy = Y01, segue da Proposicao 10 do Apéndice que ul;u~" = [j. Combinando essa equagio

com as equagdes k; fik; * = I;, Kig:ki, ™' = I, hifih; ' = g; chegamos 3 igualdade
fi =k k; = kK uky = kT K gk ks
= kYT b fih T ks
= (k7 tu Kk ) f; (kK Rg)

Portanto, k; Yu='k!h; estd no centralizador de f;, entdo existe um inteiro NV, tal que
~N; ~N;
@ -1, =173/ —1 i
paracadai = 1, ..., s. Entdo, por comparagao da inclinagao inicial e final nessa equagao vemos
que

a; W, B; w!
— )\Ni_Z_Z o = Ni_z_l’ 3.6
Vi i al P = 0 B 3.6)

paracadai =1, ..., s. Estamos agora, em condi¢des de provar a Proposicao 8.

Prova da Proposigao 8: Suponhamos que h € F'. Entdo, existem inteiros Mj, ..., M tais que
v =2Miery; = §;_1 = 2Mi parai = 2, ..., s. Substituindo esses valores em 3.6 e reorganizando

temos que

/ /
Q1 Wy oM M _ \M
= A1
wy o wh wy

My _ \M1 a1
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/ / / /
AW N B Wiy N 06 Wiy @ Wi
i ] ;= i ] B/ Hi—1 /6/ - N 6 ’
w; &y Wi—1 Pi—q Wy Pi—q Wi Pi—1

paracadai = 2,...,s,istoé, Ay = A, como desejado.

Por outro lado, suponhamos que Ay = A, e h um elemento de PLF(0, 1) tal que
hfh™' = g. A intensio agora é modificar h para que seja um elemento de F'. Se [; é um
intervalo de pontos fixos de f, entao modificamos h; para que seja qualquer funcao linear
(podemos escolher qualquer fung¢ao pelo fato de f comutar com todo mundo nesse intervalo) por
partes de [; para I} (os extremos do intervalo I} sio diddicos, pois I} é um intervalo de pontos
fixos da fungao g) cujas inclinagdes sdo poténcias inteiras de 2 e cujos nds ocorrem em nimeros
diadicos. (A construgao da nova fungao h; é direta e é feita de forma semelhante ao feito no

Lema 5).

Agora, modificaremos i em uma cadeia de ressalto Dy, ..., D,. Umavez que Ay = A,

sabemos que existem inteiros m e ny, ..., ns tais que, parai = 2, ..., s,

/ / /
om M _ ym Q1 ni—1 X Wizl yp; @ Wi
= A i =N T 3.7)
w1 w] w; Bi—1 w; 51‘71
~—n;—N;

Considerando a fungao linear por partes h) : D; — h;(D;) dado por b, = h; f;
Ainclinagio inicial de A} é 4/ = ;A\, ™™ e a inclinacdo final é &, = §;u; ™, uma vez que
~; e 0; é a inclinagao inicial e final de h; e \; e u; é a inclinagdo inicial e final de ﬁ, ambas

respectivamente. De 3.6 e 3.7 vemos que

/
%= AT = AT = 2T L = 0T = g = 27

/ —n;—N; ni\—17yN;j\—1 niy Qi Wim1 Wi By - w; o o
Vi = Vi = 1A AT T = , Vi

-
w; /61'—1 a; W; 4

/ -1 /
_ ni—1 Wi—1 ﬁi—l _  Ni ﬁi—l W;_q —ni—1, —Ni—1 __ ¢ —n;—1, —N;—1
= K = i i Mi—p = O0i—1fb_q Mg

t Bz’—l w;_l Wi—1 52_1
/

/ !
=01 =7 =0;_4

parat =2, ..., 5.

Modificamos h substituindo h; por h; em D;. Entdo, pelo que acabamos de ver h n3o
tem n6 em nenhum dos pontos finais de Dy, ..., D, exceto os nds dos extremos. Pelo Lema 9, os
nés de hy ocorrem em Z[3] e as inclinages de hy s3o todas poténcias inteiras de 2. Uma vez que

ainclinagao inicial de hy coincide com a inclinagdo final de /;, 0 mesmo podemos dizer para hs,.

Similarmente, parai = 3, ..., s, a inclinagdo inicial de h; coincide com a inclinagao final
de h;_1. Repetindo essa modificagao para cada cadeia de ressalto de f, a fun¢ao de conjugagao

resultante é um elemento de F'. Resta mostrar que a nova fung¢ao h conjuga a fungao f paraa
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funcao g. De fato, basta verifica para apenas um intervalo D; de uma cadeia de ressalto

~-—n;—N; ~ni+N;

~—n;—N; _ ~—n;—N; i,
i fi(RG) ™" = hif; fi(hifi )7 = hif; fifi hi!
= hif;h;' = gi

em que na terceira igualdade usamos o fato de f; ser uma raiz de f;. OJ

Prova do Teorema A: Por um lado, suponhamos que f e g s3o conjugadas em F'. Pela Proposi¢ao
9 do Apéndice concluimos que ¥/ = Y9 e pela Proposi¢ao 8 chegamos que A; = A,. Desse
modo (X1, Ay) = (329, A,).

Por outro lado, suponhamos que (X7, Af) = (39, A,). Como X/ = 39 e pelo Teorema
6 do Apéndice temos que f e g sdo conjugadasem PLF(0,1). Como Ay = A, pela Proposigao

8 chegamos que f e g sdo conjugadasem F'. [J

Observagao 7. Observamos que no Teorema 6 do Apéndice as funges g e hem PLF'(0, 1) sdo de um iimico
ressalto, mas podemos usar na demonstragdo do Teorema A. Basta restringir a fun¢do em cada dominio de

ressalto, assim teremos fungoes de um ressalto no intervalo particular.



4 Apéndice

4.1 Definigoes e resultados basicos

Comeg¢amos aqui com algumas defini¢des de acordo com (BRIN; SQUIER, 2001).

Defini¢ao 24. Seja f um elementode PLF (0, 1). Dado x em (0, 1), 0 orbital de f contendo x, denotado
por Orbl(f, x), é definido por

Orbl(f,z) ={y € (0,1)|In € Z; f"(z) <y < f**(x)}
ondee = €¢(x)

Observagao 8. Observamos que ou Orbl( f, x) é um orbital infinito, ou Orbl(f, x) = {x}. Notemos
também que se Orbl(f, x) é um orbital infinito, esse conjunto nada mais é que um dominio de ressalto

contendo o elemento x.

Exemplo 21. Seja afungdo f € F dadapor f = BA™' B vista no Exemplo 19 do Capitulo 2. Veja o
grafico de f na Figura 40.

0 I] ﬂ Iz ].
100

Figura 40 — Funcao f

Parax € I; o conjunto Orbl(f,z) = I e parax € I o conjunto Orbl(f,x) = I

Definigao 25. Seja f um elementode PLF(0,1). Definimos B(f) = {x € (0,1) | f*(z) # 1}

E facil perceber que, B(f) nada mais é do que o conjunto de nés de f, uma vez que f*(z) # 1

se, e somente se, z é nd de f.

Definigao 26. Seja f um elementode PLF (0, 1).
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(1) Sejax € (0,1) o conjunto {x,, = f™(x)|n € Z} éa orbita de x sobre f;

(2) Assumindo que {x,, } é infinito (se m,n € Z satisfazm # n, entdo ,,, # x,,) definimos

n=—0oo

visto como uma fungdo da orbita {z,, } de x.

Chamamos g € PLF(0, 1) de fun¢io de um ressalto se g tem apenas um orbital infinito.
Nesse capitulo, vamos determinar uma condi¢ao necessaria e suficiente para duas fungoes de

um ressalto serem conjugadas em PLF(0, 1).

Seja S* o circulo unitdrio no plano complexo. A fun¢io o : S — R, é chamada
finita se o conjunto {q € S'|o(q) # 1} é finito. Duas fungdes finitas oy, 05 : S* — R, sdo
equivalentes se existe uma rotagio rigida p : S' — S* tal que 01 = 09p. Observamos que a
definicao de func¢ao finita dada aqui é equivalente a defini¢3o de funcao finita dada no Capitulo
3, apenas foi feita mudanca de dominio de [0, 1) para o S'. Isso é possivel uma vez que [0, 1) e
S* s30 homeomorfos. A mudanga é feita apenas por conveniéncia.

Os resultados seguintes sao feitos para auxiliar a construg¢ao do invariante 3 sobre um

outro ponto de vista.

Definigdao 27. Seja L(R) = {z — ma +b|m € R;,b € R}. Tomandoh € L(R) talque h(z) =
ma+0b. Dadod € R, definimos h®) € L(R) comosegue. Sem = 1, entiio h') (z) = x+0b. Sem # 1,

reescrevemos h.como h(x) = mx + (1 —m)scoms = b/(1 —m) eseja h') (z) = m’z + (1 —m?)s.

Lemal10. Seja h(x) = mx + b € L(R).

(1) h™) = h" paran € Z onde h° é aidentidade;
(i) Se 0, ¢ estio em R, entdo hOh(®) = pO+) ¢ (RO = p09);
(iii) Se O esté em R e f éum elemento L(R), ento (fhf=1)? = fh® f-1.

(iv) Se x e t pertencem ao mesmo orbital infinito de h, entdo existe um tinico 6 € R tal que h¥) (2) = t.

Prova:
Prova item (i):
Caso I: Primeiro consideramos n € Z positivo.

Param = 1 é simples ver que o resultado é vilido. Consideramos m # 1 e vejamos

h(z) = mx + (1 —m)s
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h*(z) = m(mz + (1 —m)s) + (1 —m)s
=m?z +m(l —m)s+ (1 —m)s
=m?z + (1 —m)s(1+m)

=m’z + (1 —m?)s

R*(x) = m*(mz + (1 —m)s) + (1 —m?)s
=mz +m*(1 —m)s + (1 —m?)s
=m’z +m%s —m’s + s — m*s
=mir + (1 —m?)s
Continuando esse processo vamos chegar que h"(z) = m"z + (1 — m")s = h"™(x)

Caso 2: Agora, consideramos que n € 7 negativo.

Param = 1 é também simples que o resultado é vilido. Consideramos m # 1 e notemos que

hliz)=m e+ (1-m")s

h2x)=m ' (m 'z + (1 —mYs)+(1—m")s
=m 2z +m T (1-mY)s+(1-m s
=m x4+ (1-mHs(1+m™)
=m 2z +(1—-m?)s

3 (x)=m2(m e+ (1—mY)s)+ (1 —m™?)s
=m Pz +m 21 -—m s+ (1-m s
=m Pr+m 5 —m s+ s —ms
=m Pz +(1-m?)s

Continuando esse processo também chegamos que h™(z) = m"x + (1 — m")s = (™ (x).

Caso 3: No cason = 0, é direto ver que o resultado é valido param = lem # 1.
Portanto, h(™) = h" paran € 7Z e segue o resultado do item (7).
Prova do item (ii):

Casol: m=1

KR (2) = KW (x)) =2 + ¢b+ b = 2 + (0 + ¢)b
_ h9+¢($)

(WD (z) = (KD(2)) ) = (z 4+ 00)) = 2 + $0b = x + O¢b
— p(09)
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Caso2:m # 1

ROnO) (2) = RO (R (2)) = m®(m?z 4+ (1 — m?)s) + (1 — m?)s
= m x4 s — mOt0s + 5 — s
=m0z + (1 —m*%)s

— p0+¢)

(RO () = (M (2)) = (m + (1 =m")s) @ = (m")? + (1 — (m”)?)s
=mf + (1-— m9¢)s)
— p(69)

isso encerra a prova desse item.

1

Prova do item (#ii): Tomando f(z) = rx + d temos que f~'(z) = r 'z — r~1d. Assim,

fhf X z) = fh(r'z —r7td) = f(m(r~ 'z —r~'d) + b)
= f(mr~'z —mr~'d) +b)
=r(mrtz —mrtd+b)+d
=mz —md+rb+d
=mx + (rb+d — md)

Casol: m=1

(fRf () = (mz+ (rb+d —md))? = (x +rb)’ =z + 0rb
=x—d+7r0b+d
=r(rte—r'd+0b) +d
= f(r~'e —r~'d + 6b)
= RO (r~tz —r~lq)

= fhO 7 (@)

Caso2: m # 1

Por um lado, como ji conhecemos fhf~!(x) temos

() Oa) = e + (1) P2 )
=mfz 4 (1 —m?) i ibm) +(1- m@)%ﬁ7
b
:m9$+(1—me)(1im) +(1—m")d
G G N

=m’z —m’d+ (1 —m") +d

(1—m)

67
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Por outro lado,

RO 2) = RO (2) = RO (r e — r7d)

- (me(r_lx — r_ld) +(1-— me) i m))
b
=r(m?(r 'z —r~'d) + (1 —m) = m)) +d
b
= r(mPr e —mPr~ld + (1 —m?) = m)) +d
=m’z —md) + (1 —m?) ro )+d
(1 —m)
disso, temos que (fhf~1) O (x) = fhO) f~1(z).
Prova do item (iv): Sem = 1, entdo h(?)(z) = z + 6b, assim
t —
hO(z) =t =2+ 0b=t=>z+0b=1t=>0= bx

observamos que b é diferente de zero, pois caso contrario h seria a identidade. Portanto, 6 existe
e é tinico.
Sem # 1,entio h)(z) = mPz 4 (1 — m)s. Assim,

t —
MO @)=t =mz+(1-m")s=t = m’ = i

r—S

entao,

0:1n<t_8>i.
r—5s/) Inm

Umavez que m > 0em # 1 resulta que 6 existe. Observamos que ¢ é unicamente determinado

porzet. ]

Na situagiao do Lema 10 item (iv), seja 6(x,t) o tnico nimero real no qual satisfaz
h@t) () = t. Algumas propriedades elementares da fungio 6(—, —) listada no préximo lema

facilita a conclusao de resultados mais a frente.

Lemall. Dadoh € L(R), assuma que x,y, r e t pertencem ao mesmo orbital infinito de h. Entdo,
(1) 0(x,x) = 0eb(z,y) + 0(y,r) = O(z,7);
(“) 9(1‘, T) = —9(7“, m);
(1i1) O(x,r) — O(x, t) é um inteiro se, e somente se, r e t pertencem a mesma Orbita de h;

(1) O(x, 1) — O(y, ) é um inteiro se, e somente se, x e y pertencem a mesma orbita de h.
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Prova: Prova item (7):

O fato que f(x, z) = 0 é direto, uma vez que param = 1 temos que # = “* = 0 e para

m # 1temos f = In (£=2) — = In (1)%= = 0. Vejamos que (z, y) + 0(y,r) = O(z,r), para

Inm

isso observamos;

h(9(x7y))(x) =y
RO (3)) = ¢
ROE) () = r.

Agora, notemos que
RO@) () = RO () = pO@D (pO@V) (1)) = pO@) R O@) (1)

— h(9(y,r)+9(x,y))(x)

— h(9(x,y)+9(w))(x)
onde na terceira igualdade usamos o Lema 10 item (i) e a tltima igualdade é ficil de ver que
acontece. Portanto, pelo Lema 10 item (iv) segue que 0(z,y) + 0(y,r) = 0(z, 7).
Prova do item (7i): Usando fortemente o item (i) temos

O(z,r)+0(r,x) =0(x,z) =0

portanto, 0(x,r) = —0(r,x).

Prova do item (7ii):
Por um lado, suponhamos que 6(z,r) — 0(x,t) = n é inteiro. Agora, notemos que o

item (i) implica que —0(z,t) = 0(t,x) e o item (i) implica que 8(¢, x) + O0(x,r) = O(t,r) = n.

Usando o Lema 10 item () segue que
R (t) = R (t) = KOG (1) = r
como queriamos.

Por outro lado, suponhamos que r e ¢ pertencem a mesma orbita de h. Entdo, h™(t) = r
para algum inteiro n. O Lema 10 item (7) implica que, 2™ (t) = h"(t) = r. Pelo fatode r et
pertencerem a mesma Orbita de i tem-se que r e t pertencem ao mesmo orbital, e assim pelo
Lema 10 item (4v) existe um tnico 0(t, r) tal que h\?“"))(¢) = r. Isso nos permite concluir que
n = 0(t,r). Agora, sabemos que 0(t, x) + 6(x,r) = 0(t,r) = ne —60(x,t) = 0(t, ). Portanto,

O(x,r) — O(x,t) = n éinteiro. Isso completa a prova.
Prova item (iv):
Notemos que do item (i7) temos que 0(x,r) = —0(r,z) e —=0(y,r) = 0(r,y). Entdo,
segue que
O(z,r)—0(y,r) = —0(y,r) + 0(x,7)
=0(r,y) —0(r,z)
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portanto, a prova desse item segue direto do item (4i7). Assim, terminamos a prova do Lema 11.
U

Seja g uma fungdo de um ressalto em PLF'(0,1), e seja U seu orbital infinito. O inva-

riante 39 vai ser uma tripla (39, 39, ¥7). Como g possui um tnico ressalto a tripla ordenada
9 %9 Y9 4
(217 227 23) €

(i) X9 élou—1;
(17) X9 estiem R ;

(i17) 3§ é uma classe de equivaléncia de fungdes finitas de S* para R, .

A componente X{ é o valor da fungao e, em U. As componentes 3§ e X7 vao ser calculado
assumindo que X2 = 1. Para fazer isso, substituimos g por g ! se ¥¢ = —1. Até que afirmemos
o contrario, vamos assumir que X = 1. Para definir ¥J quando XY = 1, escolhemos o ponto

z € Utal que z =min(B(g) N U). Entdo, X§ vai ser ¢’ (z) que é a inclinag¢do inicial.

Com o prop6ésito de definir 3¢, vamos estabelecer uma correspondéncia bijetiva entre
o conjunto das érbitas de g em U e os pontos de S*. Escolhemos z € U como acima e seja
V ={se€U]|s < z}. Notemos que B(g) NV C {z}. Definimos ¢’ (z) = m e observamos que
set € V temos ¢’ (t) = m. Existe um elemento b € Rtalqueset € V, entdo g(t) = mt +b. A
fungdo x — ma + b denotaremos por gy. Observamos que dois pontos em g(V') pertencem a

mesma Orbita de g se, e somente se, eles pertencem a mesma 6rbita de gy .

Para cada x € U, pretendemos definir a fungdo 4i;. Para fazer isso, seja 6(—, —) a
funcdo associada a gy definida depois do Lema 10, e escolhemos i € Z de modo que y = ¢'(x)
estiem V. Dado s € U, escolhemos j € Z de modo que t = ¢’(s) estid em g(V'). Dessa forma
definimos yif (s) = ™0,

Vamos mostrar que /i (s) é bem definida, isto é, nio depende da escolhadoi e j. Sejam
ig € jo distintos de i e j e que satisfazem as mesmas condi¢des com yy = g (z) e ty = g7 (s).

2mif(y,t) — 627ri9(

Entdo, precisamos mostrar que a igualdade e vo-to) ¢ verdadeira. Observamos

que
e2mi0(y,t) _ 2mif(y.to)

— eQﬂ'i@(yo,tQ) )

Em que na primeira e segunda igualdade usamos o Lema 11 item (i7) e (iv) respectivamente,
no qual garante que 0(y,t) — 0(y, to) e O(y, to) — O(yo, to) sdo inteiros, uma vez que y, t, yo, to

pertencem ao mesmo orbital U. E também 1 (s) depende somente da érbita de s e x sobre g.

Usando o Lema 11 item (i44), segue que /i, produz uma correspondéncia biunivoca entre

as 6rbitas de g em U e os pontos de S*. Veja (1) ~' como uma fun¢do no qual associa cada ponto
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de S' a uma 6rbita de g em U. Com essa conversio, definimos a fungdo 0”[g] : S' — R,
como segue: Dado ¢ € S' definimos 0*[g](¢) sendo 7,((2) " (¢)) em que 7, é a fungdo em

6rbitas como definida na Definigao 26.

Para converter 0”[g] em um invariante de g, estudamos a dependéncia de o*[g] em .
(Uma vez que 1 depende somente da érbita de z, segue que 0”[g] depende somente da érbita

dez.)

Lema12. Dadosz,y € U, seja p arotagio de S* tal que carrega 1 para 11, (y). Entdo, 0¥[g] = o*[g]p

Prova: Vamos provar que o?[g](q) = 0”[g]p(q) paratodo g € S, isto é, my((1)~"(q)) =
mo((1) ' p(q)). Para isso provaremos que (1) " = (1) ™' p, que é 0 mesmo que provar i} =

piy. Podemos assumir que x,y € V, e avaliamos yi e puf em um ponto s € g(V).

N;C(S) _ e27ri€(:v,s) _ eQﬂi(G(x,y)JrB(y,s)) — 627ri9(x,y)€27ri9(y,s)) _ P(Ng(S»

onde na segunda igualdade usamos o Lema 11 item (7). E assim, temos o resultado desejado.

Em particular 0”[g] e 0¥[g] s3o equivalentes.

Agora, vamos completar a defini¢ao de 9. Se g é uma fung¢io de um ressalto, seja U
o orbital infinito de g. Quando XY = 1, X} é definido como sendo a classe de equivaléncia da
funcio o”[¢g] onde = € U é escolhido arbitrariamente. Quando ¥{ = —1, definimos ¥§ igual a
2Y ' eXigualayy .

Para finalizar essa se¢3o vejamos que a defini¢io de ¥ dada no Capitulo 3 coincide com
a defini¢do dada aqui. Que o 3J; e 35 coincidem é simples de ver, entao resta mostrar que a
definicao de X3 coincidem. Assuma que g € PLF (0, 1) é uma fun¢do de um ressaltoe U o
orbital infinito de g tal que XY = 1. Sejap o menorndde gem U, iss0 é, p = min{B(g) N U} e
p* omenor né de g em U tal que 7, (p*) # 1. Entao, paras € [0,1)

V() = mg(A*(r — p1) + p1).

Onde p; é o extremo esquerdo de U, r = ¢"(p*) e n é qualquer inteiro negativo tal que r €
(p1,p) CV ={x € U|s < p}. Considerando a fungao

A=[0,1) — [r, g(r))
s—> A(s) = N(r —p1) +p1.

Observamos que A(s) € [r, g(r)) paratodo s € [0,1). De fato, como (r — p;) > 0, A é maior

que les € [0,1) afungio A é crescente. Os extremos do intervalo s3o:

1)+pi=r

A(0) = A°(
A 1) +p1=g(r)

(

r—p
r—p
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acima usamos que g(x) = gv(z) = M@ — p1) + p1 paraz € V. Porisso, A(s) € [r,g(r)).
Vejamos que todos os representantes das drbitas de g pertencem ao intervalo [r, (7)), para

isso precisamos mostrar que dado y € U existeumt € [r, g(r)) eumn € Ztal que ¢"(y) = t.

Primeiro, dado qualquer = € U temos que U = | [¢'(x), ¢"*'(x)), em particular paraz = r

1=00

tem-se U = |J [¢"(r), g""*(r)), entdo existei € Ztalquey € [¢'(r), g""*(r)), isso implica que

g (y) € [r,g(r)), ouseja, r < g7(y) < g(r). Portanto, basta tomar ¢t = g~*(y) en = —i.

Relembramos que a fungao (u;) " é uma fungdo bijetiva que pega S* e leva no conjunto
dos representantes das 6rbitas de g. Pelo que foi dito no pardgrafo anterior por conveniéncia
podemos tomar [r, g(r)) como o conjunto dos representantes da 6rbita de g. Consideramos
a fungao (p;)~'¢ : [0,1) — S* — [r, g(r)) onde ¢ é 0 homeomorfismo de [0, 1) para S’
dado por f(s) = (cos(2ms), sen(2ms)). Vamos mostrar que () ' ¢ = A o que é equivalente a

mostrar que ji; A = ¢. Tomando s € [0, 1)

1gA(s) = pg(A(s)) = pg(N*(r — p1) + p1)
— 627ri9(r,)\5(7"—p1)+p1)

_ p2mis
= (cos(2ms), sen(27s))
= ¢(s)
onde a quarta igualdade vem do Lema 10 item (iv).
Agora, temos condig¢bes para mostrar que o’ [g] = 1,

o"[g)(q) = mg((1) "1 (q)) = mg(X*(r — p1) + p1) = Yy(s)

paraalgum s € [0, 1).

4.2 Resultados Complementares

Comegamos essa se¢ao com o Lema 13, esse resultado é apenas um lema técnico que

usamos algumas vezes como apoio para provar outros resultados.
Lemal3. Parag, f € PLF(0,1)ex € (0,1) temos que
(faf=) f@) = (f"9(@))(g"(2))(f* ()"
Prova: Primeiro, desejamos mostrar que (f~)*(z) = (f*f~'(z))~!
1=1%(2) = (ff ) (@)= (ff @) (@) 4.1)

onde a primeiraigualdade é clara e a tltima igualdade é por defini¢do. Agora, desejamos mostrar

que (¢f )" (x) = (¢"f (@) (f*f~H(x))~". Vejamos
(9" (@) = (g f @) (@) = (¢"F @) (@)™ (4.2)
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na primeira igualdade usamos a defini¢ao e na segunda usamos 4.1. Por fim, vamos mostrar o

lema

(faf =) f(@) = f(gf T (f@))((gf ) (f(2)))

= (9@ f(F@N (@)

= (f9@)(g" (@) (f* ()
onde na primeira igualdade usamos a defini¢io e na segunda usamos 4.2. E o resultado segue.
U

O Lema 13 é um resultado auxiliar que usamos na demonstragao da Proposicao 9.
Lema14. Sejam f,g € PLF(0,1)esejah = fgf~'. Se{w,} éum orbital infinito de g e {y,, =

f(xn)} acorrespondente orbita de h. Entdo, m,(x,,) = 75 (yn).

Prova: Pelo Lema 13 temos que (fgf™1)* f(z,) = (f*(2ns1)) (g% (20)) (f*(2,)) ! parazx = z,,.
Disso,

(i) = ﬁw R (3n) = nf[oo(fgf‘l)*(f(xn))
_ ﬁw () (0 () ()™
- ﬁm F (o) ni(f*m))l nﬁw‘q*w
= f[ 9" (xn)
e

em que na terceira igualdade usamos a observagao inicial e na pentltima igualdade usamos que

I ) I (f*(x,))"' = 1 uma vez que o nimero de nés de f é finito.[]

n=—oo n=—0oo

Proposicao 9. Seja g uma fungio de um ressaltoem PLF' (0, 1) eseja f um elementode PLF (0, 1).
Entédo, fgf ' é uma fungio de um ressalto e Sfof ™ = v,

Prova: Pelo Lema 6 temos f¢f~! é uma fun¢io de um ressalto. Vejamos agora a segunda parte,

pelos Lemas 6 e 8 temos que E{QJH = ¥{ e 0 Lema 8 nos di que Eggffl = 9. Para completar a
prova resta mostrar que zggf‘l = 29. Escolhemos z € Udemodoque V ={s e U|s<uz}é

disjunto de B(f) U B(g) U g~ '(B(f)). Vamos mostrar que

oI @[ fgf"] = o"g]. 4.3)
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Por conveniéncia tomamos h = fgf~'. Sejam fv, gv € hy() as fungdes em L(RR) definida pela
restriciode f,gehemV,V e f(V), respectivamente. Observamos que h vy = fvavfy'. Para

2716 ()

provar 4.3, dado g € S', escrevemos ¢ = €™ em que § < 0 eseja gy’ (¥) = s. Segue que

w5 (s) = g. Usando o Lema 10 item (777), temos que

£(5) = f(o2(2)) = Fo (F (@) = (fral ) fr(@) = (frgv £ @ f(2)
= Wi (@)

276

desse modo também temos que /Li(‘”) f(s) = e*™ = q. Notemos que

o*[9)(q) = 7y (1) () = my(5)
o' @1h)(q) = (1) (q)) = T (f(s))

pelo Lema 14, 7,(s) = m,(s0) = mn(f(s0)) = 7n(f(5)), segue que 0%[g](q) = /@ [R](q),

Z?{gf*

assim 4.3 estd provado. Segue que, = 3§ isso completa a prova da proposig¢ao. [

Lemals. Sejalumafungioencurraladaem PLF(0,1),esejalU oorbitalinfinitodel. Sejam z =min(B(1)N
U),V ={seU]|s < z}elyumelementode L(R) que coincide comlemV .

(i) Seq = e € S com0 < 0 < 1, entdo o[I] (q) = I*(IlV(2));
Assumindo ainda que {q¢ € S* | o*[l](q) # 1} = {q0,q1, -, @1} onde q; = > 0 <
Op <6, <..<B_1<1

(i1) 6y = 0;
(i) BO) N U = {I{%(2), 1% (2), ., 1%V ()} eom %) (2) < 17 (2) < .. < 1% (2);
(iv) Cada l* (If”)(2)) = o*[1)(g;).
Prova: Uma vez que [ é uma fung¢do encurralada e z =min(B(l) N U), entdo B(l) N U C
[2,1(2)) = [lg))(z), l%})(z)) Ent3o, uma 6rbita {z,, } representado por xy tem m,({x,, }) = I*(z0)

desde que zy = l%f) (z) paraalgum @ com 0 < 6 < 1. Oitem (i) agora é uma combinagdo dessa

observagao junto com a definigio de o*(1), isto é,

o [(q) = m(() " (9)) = m({zn}) = I"(0) = I"(Y(2)):
Os outros itens segue diretamente disso. [J]

Definigao 28. Seja f : R — R um homeomorfismo linear por partes de R paraR . Seja PLF(R) o
grupo de todos os homomorfismos lineares por partes f : R — R crescentes no qual B( f) é um conjunto
finito.

Seja (a, b) um intervalo aberto em R, podemos visualizar PLF'(a, b) como um subgrupo
de PLF(R) da seguinte maneira, PLF(a,b) = {g € PLF(R) | se z ¢ (a,b) = g(z) = z}.
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Definigdo 29. Sejal € PLF(R) tal que possui um inico orbital infinito U. Dizemos que | é uma fungdo
encurralada seou B(1) N U = Qousez =min(B(l) N U), entdo (B(l) NU) C [z,9°(2)) em que
e=¢s(x),parax € U.

Observamos que se ! € PLF(R) é também um elemento de PLF (0, 1) as definigdes
de fungdes encurraladasem PLF(R) e PLF(0,1) paral coincide. Uma quadrupla ordenada

Q = (m, o, z, w) vai ser chamada uma quadrupla valida se satisfaz

(1)m € Ry;

(2)o : S' — R, é uma funcio no qual o conjunto B(c) = {q € S' | o(q) # 1} é finitoe
1 € B(o);

(3)z,w € (0,1)comz < w

Proposicao 10. Seja€) = (m, o, z,w) uma quadrupla valida. Entdo, existe uma iinica fungdo encurra-
ladal € PLF(R) com ¥, = 1no qual satisfaz

(1) I(2) = w (em particular, = pertence o orbital infinito de [, no qual, vamos denotar por U;
(i1) XL, = m;
(1ii) o*[l] = o;

(iv) = =min(B(1) N U).

Prova: Seja ) como na hipétese, [ vai denotar a funcio encurralada em PLF(R) com X} = 1
no qual vamos assumir que satisfaz (i), (i¢), (i77) e (iv), pretendemos deduzir as propriedades

de [, isto é, desejamos mostrar que [ é Gnica e que ela existe.

Sabemos que o grafico de [ contém o ponto (z, w) e que a inclinagao no ponto zel’ (z) é
m. Umavez que z < w, o ponto (z,w) estd acima da diagonal y = z. Seja ly a fun¢ao linear
ly(z) = m(x — z) + w no qual deve coincidir com [ em alguma vizinhanga do lado esquerdo
de z. Suponhamos que k = |B(0)| e seja B(o) = {qo,q1,---, qx—1} onde cada ¢; = €™
com(0 < 6; < ... < 0p_1 < 1. Dadefini¢ao de €2, temos que gy = 1, entdo fy = 0. Para

j=0,1,..,k—1,sejaz; = lg/gj)(z). Temos

2= <21 <2< .. <z < l%})(z) =w 4.4)

obtemos que B(I)NU = {z,, 21, ..., zx—1} do Lema 15 e das nossas afirmagoes (i) — (iv), entao

para cada i tem-se [*(z;) = o(q;).

Sejam_; = m e indutivamente definimos m; = (I*(z;)) 'm;_; para0 < j < k. Uma
vez que B(l) N U é exatamente o conjunto { 2o, ..., zx—1 } € m éainclinac¢do de [ no lado esquerdo

de z = 2, obtemos que cadam; com 0 < j < k — lainclinagdodelem [z}, zj11] emy_1 éa
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inclinac¢ao de [ no lado direito de z;_;. Cada uma dessas inclinag¢des é positiva de modo que
l(zj) > I(z) = wpara0 < j < k. Mas, observamos em 4.4 que z; < w para0 < j < k. Entao,
z; < l(zj) para0 < j < k, ouseja, o grafico de [ em [z, w] estd inteiramente acima da diagonal
Yy =x.

Agora identificamos o comportamento de [ em [z, w|, e uma vez que conhecemos as
inclina¢des m_; e my._1, também conhecemos o comportamento de [ em alguma vizinhanga
aberta de [z, w]. Como [(x) > x para todo x em [z, w], e [z, w] contém todos elementos de
B(l) N U, sabe-se que podemos estender nosso conhecimento de [ para todo elemento de U.
Em particular, sabemos que existe um ponto fixo de [ (cuja localizagao pode ser calculada) no
lado esquerdo de = se, e somente se, m_; > 1 e sabemos que existe um ponto fixo de [ (cuja
localizagao pode ser calculada) no lado direito de w se, e somente se, m;_; < 1. Entao, existe
uma fun¢ao de um ressalto em PLF(R) que tem todas as propriedades requeridas de [. Todo
o comportamento dessa fungao foi completamente determinado pelos dados fornecidos de (2

mostrando que [ é inica. (]

A seguir apresentamos alguns resultados para provar a Proposigao 11.
Defini¢ao30. Dadoa € (0,1)er € R, — {1} definimosT'(a,r) = {y € PLF(0,1)| B(v) =
{a}, v*(a) =7}

Afirmamos que I'(a, ) ndo é vazio. De fato, definimos vy, (z) = cx e y2(z) = ex + be
vamos encontrar ¢, e e b todas em fungao de a e r. Ja temos que v, (0) = 0 e vamos impor as

primeiras condi¢des v (a) = Y2(a) e2(1) = 1, entdo

1(a) =y(a) = ca=ea+b=b=ca—ea

1—-ca
7(1):1:>e+ca—ea:1:>e—ea:1—ca:>e: 1 .
—a
l—ca
1 15 l-a __
Agora, vamos 1mpor a condlgao que — = r
l—ca ]
1—a :T:>1—Ca:(1—a)crica+c7ﬂ_acr:1ic:—.
¢ a+r—ar

Disso,

1
-t lEm=), (%) o e
Por fim, temos que verificar que ¢ > 0, ca < 1 ee > 0. Comecamos por ¢ > 0. A desigualdade
a+r > ar éverdadeira, umavez que a € (0, 1), e isso implica diretamente que ¢ > 0. Para
ca < 1, suponhamos por contradi¢ao que ca > 1, entao

1
(—>a21:>a2a+r—ar:>02r—ar
a-+r—ar

a tltima desigualdade é um absurdo uma vez que a € (0, 1). Portanto, ca < 1. Por tltimo

e > 0, isso segue direto do fato que ca < 1 ea € (0, 1). Entlo,
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m(z) = cx; O<z<a
(x) =
Y(r)=er+0b a<zr <1

é um elemento de I'(a, r)

Proposigio11. Sejag € PLF(0, 1) uma fungdo de um ressalto. Entdo, g é conjugada para uma fungio

encurralada.

Para provar a Proposicao 11 precisamos de uma notagao para expressar como B(g) é
distribuido sobre o orbital infinito de g. Em seguida, identificamos como essa distribuigao é
afetada quando g é conjugada por elementos especificos de PLF'(0, 1). A Proposi¢ao 11 segue
disso.

Dadog € PLF(0,1)ex € (0,1) com Orbl(g,z) um orbital infinito, seja e = €(x).
Paracadan € Zseja B(g,z), = |B(g) N [n, Tnie)|. Chamaremos isso da distribuicao de B(g)
em Orbl(g,x). A dependéncia de = ndo é um problema. Observamos que g é encurralada em
Orbl(g, x) se, e somente se, para algum y em Orbl(g, x) tivermos B(g, y),, # 0 para no maximo

umn € Z. Os préximos resultados ajudam a comparar as distribuicdes de B(g) e B(fgf™1).

Lema 16. Para qualquer f e gem PLF(0,1),sey € Orbl(g, ) tem-se quey € [T, T, 1c), entdo
f) € [f(@n), f(@nse)) = [(f(@))n; (f (@) n+e) onde (f ()i = (fgf 1) (f(2)) ee = €g().

Prova: Que f(y) € [f(zn), f(Znie)) é claro, resta mostrar que

[ (@n), f(nie)) = [ (@)ns (f (2))nte)

(f@)n = (fofT)"(f(2)) = fg" [T (f(2)) = f(g"(x)) = f(wn)
(f@))nre = (fof T (f(2)) = fo" T f T (f(2) = f(g""(2)) = fl@nre)

como queriamos. [

Os préximos dois lemas compara a distribui¢io de B(g) e B(fgf ') para elementos
especificos f de PLF(0,1).

Lemal7. Separa f,g € PLF(0,1)ex € (0, 1) tem-se que Orbl(g, x) éinfintoe B( f) é disjunto de
Orbl(g, x), entdo paratodon € Zvaleaigualdade B(g,x), = B(fgf ™", f(x))n.

Prova: Seja ¢ = ¢,(x) e seja y pertencente a [, T, 1) de modo que f(y) € [f(xn), f(Tnte))-

Do Lema 13 temos

(Faf ™ (fw) = (F g @) )"
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Ambos y e g(y) estio na Orbl(g, x) e umavez que B(f) N Orbl(g, x) = () os termos (f*(y))~*

e (f*(g(y))) sao ambos 1. Disso, a igualdade acima se resume em (fgf~1)*(f(y)) = g*(y).
Entio,y € B(g) se, e somentese, f(y) € B(fgf™'). Esse fato junto com o Lema 16 implica que

Y € B(9) N [wn, 2ni1) <= f(y) € B(fgf ™) N[(f(2))n, (f(2))nr1)

assim, a igualdade desejada vale. [J

Lema18. Separa f,g € PLF(0,1)ex € (0,1) tem-se que Orbl(g, x) éinfinitoee = €,(x). Seja
y € (B(g) N [y, Tpi1)), eassumindo que f € T'(y, g*(y)). Entdo,
B(gax)ia set 7A n,n— 1
B(fgf™', f(x))i =< B(g,2)n — 1, sei =n
B(g,x)p-1+9, sei=n—1

onded = —1,00r1.

Prova: Novamente pelo Lema 13 para z € [z;, 7;+.) temos que
(faf =) (f(2)) = (f (9" (D (f* ()~

Para z # yeg(z) # y, temos (fgf )" (f(2)) = ¢°(2), entdo B(fgf ™", f(x)); =
quandoi # n,n—1. Quando z = y,temos g(2) # ye (fgf )" (f(v)) = (9" (¥))(9"(y)
entao B(fgf~', f(x)); = B(g,2),—1. Quandoz = g~ !(y),aquantidade (fg/~1)*(f(g7(y))) =

(f (g (g (g7 ) = (")) (9" (97" (y))) ndoé previsivel uma vez que g* (g~ (y))
nio é conhecido, isto é, z pode sernéde ge f(z) sernéde fgf~!, z pode serné de g e f(2) nio

1 _

B(g, :L“)Z
)"

)

sernéde fgf~'ezpodeniosernédege f(z)sernéde fgf~t. O

Prova da Proposicao 11: Seja U o orbital infinito de g. O conjunto B(g) N U é finitoe U =

oo

U [zn, Tny1), entdo existem finitos n € Z tal que B(g) N [z, zp41) € diferente do vazio.
g?losonhamos que exista mais de um n, pois caso contrario ja seria encurralada. Tomandom > 1
aquantidade desses n's, tal que B(g) N |[x,,, T,+1) é diferente do vazio. Aplicando o Lema 18 para
o maior desses n's teremos que a quantidade de n’s paraoqual B(fgf ") N[f(xn), f(xpi1)) #

() vai ser menor ou igual a m. Podemos aplicar esse processo finitas vezes até chegar que s
existaumn talque B(fgf™") N [f(zn), f(zns1)) # 0.0

Observagao 9. Observamos que dado uma fungdo g de um ressaltoem PLF (0, 1) pela Proposigio 11
podemos conjuga-la para uma fungdo encurralada h. Sendo h encurralada, para o primeiro né de h, seja
ele p, temos que my, (p) # 1. Isso implica que exite um no p* de g tal que m,(p*) # 1.

A Proposi¢ao 9 da uma condigio necessaria para duas fun¢oes de um ressalto serem

conjugadas em PLF(0, 1). Veremos no Teorema 6 que essa condi¢ao também é suficiente.
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Teorema 6. Sejam g e h duas fungoes de um ressalto em PLF (0, 1). Entdo, g e h sdo conjugadas em
PLF(0,1) se, e somentese, 29 = %

Prova: A direcao "somente se' é dada na Proposi¢ao 9. Para a dire¢ao "se", assumimos que
»9 = 3", Pela Proposicio 11, g e h sio conjugadas em PLF(0, 1) para uma fungio encurralada.
Pela Proposi¢ao 9, a conjuga¢do em PLF(0, 1) preserva o invariante X.. Portanto, podemos
assumir que g e h s3o ambas encurraladas. Invertendo g e h, se necessario, considerando que

¥ = ¥ = 1. Sejam U e V os orbitais infinitos de g e h respectivamente.

Seja z = min{B(g) N U} ew = min{B(h) N V}. Usando o fato que ¥j = X%,
existe uma rotagio em p de S* tal que 0“[h| = 0*[g]p. Tomando g = p(1) em S*, concluimos
que 0*[g](¢) # 1, uma vez que w estd em B(h). Seja B(g) N U = {zo, 21, ..., 2k—1} com
20 < 21 < ... < zr_1. Umavez que g é encurralada, existe um J com 0 < J < ktal que
pi(zs) = q. Especificamente, g*(2;) = o°[g](q). Pelo Lema 3.18 de (BRIN; SQUIER, 2001,
pagina 4579), existe um elemento f que conjuga g em U, tal que, em particular fgf~! é uma
fungio encurraladaem PLF(0, 1) com orbital infinito f(U) eainda f(z;) = min(B(fgf~')N
f(U)). E pelo Lema 4.10 de (BRIN; SQUIER, 2001, pdgina 4589) a igualdade o= [( fg f 1) f] =
o [h] é satisfeita. Substituindo g por f¢f~! redefinindo U e z, podemos assumir que o*[g] =
a®[h].

Precisamos de mais uma conjugagio para completar a prova. Suponhamos que U =
(a,b) e V = (c¢,d) etome f € PLF(0,1) tal que as restri¢des f : (0,a) — (0,¢), f :
(a,b) — (¢, d), f : (b,1) — (d, 1) sejam lineares. Novamente substituindo g por fgf~'e
redefinindo U, temos agoraque U = V ec?[g] = o [h] (isso é verificado de maneira semelhante
a demonstragio do Lema 7). Sendo que, em complemento, temos X3 = ¥, entdo segue pelo
Lema 7 que g = h. Logo, pelo fato de g = h concluimos que nossas fung¢des originais g e h sdo

conjugadasem PLF(0, 1), isso completa a prova. [J

Definicao 31. Sejag € PLF (0, 1) uma fungdo de um ressalto, seja R(g) o subgrupo de PLF (0, 1)

gerado por todas as raizes de g.

Defini¢ao32. Dadog € PLF(0,1)sejaC(g)ocentralizadorde gem PLF (0, 1). Se g éuma fungdo de
um ressalto de PLF (0, 1), com orbital infinito U, seja C(g) = {f € C(g) | se « ¢ U, entio f(z) =

v}

Teorema 7. (BRIN; SQUIER, 2001, pagina 4593) Seja g uma fungdo de um ressalto em PLF(0,1).
Entiio C(g) = R(g).
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