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"It’s not only the question, but the way you
try to solve it.”

- Maryam Mairzakhani



RESUMO

Nesta dissertacao, apresentamos inicialmente um estudo sobre o comportamento caudal
da distribui¢ao de somas ponderadas aleatoriamente de varidveis aleatérias subexponen-
ciais. Baseados em Yang e Li (2019), esses resultados s@o utilizados para a obtengao de
relacoes assintéticas para a probabilidade da ruina em modelos de risco de renovagao, com

a inclusao de juro e com indenizagoes primarias e secundarias.

Palavras-chave: Cauda Pesada; Classe Subexponencial; Indenizacoes Atrasadas; Pro-

cessos de Reserva de Risco; Probabilidade da Ruina.



ABSTRACT

In this dissertation, we present a study on the tail behavior of the distribution of randomly
weighted sums of subexponential random variables. Based on Yang and Li (2019), these
results are used to obtain asymptotic relationships for the ruin probability in renewal risk

models with the inclusion of interest and with primary and secondary claims.

Keywords: Heavy Tail; Subexponential Class; Delayed Claims; Risk Reserve Processes;
Ruin Probability.
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Introducao

Os modelos matematicos que descrevem a evolucao, ao longo do tempo, da reserva
de capital de uma empresa de seguros de nao-vida, tais como seguros de automéveis e de

residéncias, sao chamados processos de reserva de risco ou modelos de risco.

A subarea da ciéncia atuarial que estuda os modelos de risco é chamada Teoria de

Risco, que teve inicio com o trabalho pioneiro de F. Lundberg em 1903.

O modelo de risco mais simples, conhecido como modelo cldssico, cujo tratamento
matematico foi apresentado por Lundberg em 1926, considera que o superavit da segura-
dora consiste apenas do capital inicial, dos ganhos obtidos pelo recebimento de prémio a

uma taxa constante e das perdas provenientes do pagamento de sinistros.

Assim, a reserva de capital ao longo do tempo é representada por
N(t)
Ult)y=a+ct—» X, t=0, (1)
i=1

em que x = U(0) é o capital inicial; ¢ > 0 ¢ a taxa de pagamento de prémios; {N(¢), t > 0}
¢ um processo de Poisson homogéneo que descreve o niimero de chegada de sinistros ao
longo do tempo e {X,, n > 1} é uma sequéncia de varidveis aleatérias (v.a.'s) inde-
pendentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) ndo-negativas e independentes do processo

{N(t), t > 0}, tal que X,, representa o valor pago referente ao n-ésimo sinistro.

Uma extensao do modelo classico consiste em assumir que o processo de chegada
dos sinistros { N (t), ¢t > 0}, é um processo de renovagao , ou seja, um processo de contagem
definido por

N(t) =sup{n > 1; 7, <t}, t>0,

em que os tempos entre as ocorréncias de sinistros, 7, T,i1 — Tn, 7 > 1, sd0 varidveis
aleatdrias i.i.d. com uma distribuigao arbitraria. Esse modelo foi proposto por F. Sparre
Andersen em 1957 e é conhecido como modelo de renovagao ou modelo de Sparre-Andersen.
No caso particular em que a distribuicao de 7y, 7,41 — 7,, n > 1 é a exponencial, o pro-

cesso de chegadas {N(t), t > 0} reduz-se ao processo de Poisson e o modelo de risco



associado é o modelo cléssico.

Ao longo dos anos, diversos modelos de risco oriundos do modelo cléssico foram
propostos e estudados com o objetivo de torna-los mais préoximos das situagoes reais e

que tivessem mais relevancia pratica e tedrica.

Neste trabalho, estamos interessados em uma classe de modelos de risco, oriundos
do modelos de renovacao, que incorpora na descri¢ao do superavit da seguradora a inclusao
de juro decorrente do investimento em aplicacoes financeiras tanto do capital inicial,
quanto do capital proveniente do pagamento de prémios. Além disso, considera-se a
situacao em que a cada sinistro estd associado o pagamento imediato de indenizagoes,
chamadas principais e também pagamento de indenizacoes, chamadas secundérias, que

ocorrem depois de um periodo de tempo aleatoério.

Modelos com sinistros atrasados ou com inclusao de juros foram estudados por
diversos autores como Yuen et al. (2005), Dassios e Zhao (2013) e Yang e Li (2019)

dentre outros.

Nesse contexto, o modelo de renovagao com sinistros secundarios e com a inclusao

de juro composto continuamente ¢ descrito como

t N(t) N(t)
U(t) = xe™ + c/ "= ds — ZXie’"(t_”) — Z Yie’"(t_”_Di)l{TﬁDigt}, t>0. (2)
0 i=1 i=1

em que U(0) = x > 0 é o capital inicial; ¢ > 0 é a taxa de prémios; r > 0 ¢ a taxa de
juro; {N(t), t > 0} é um processo de renovagao, com tempos de chegadas de sinistros
principais {7,, n > 0}; {D,, n > 0} é uma sequéncia de v.a.'s i.i.d. que representam os
tempos de atraso das ocorréncias dos sinistros secundarios; {X;, ¢ > 1} e {Y;, i > 1},
os valores das indenizagoes principais e secundarias, respectivamente, sao sequéncias de

v.a.'s i.i.d. e para cada i > 1 as varidveis X;, Y;, 7; e D; sao independentes.

Dado um modelo de risco {U(t), ¢ > 0}, um dos principais interesses da Teoria
de Risco é analisar a probabilidade da ruina, ou seja, a probabilidade de que a reserva de
capital de risco caia abaixo de zero em algum instante de tempo finito. Especificamente,

deseja-se analizar a probabilidade da ruina em um horizonte finito definida por

Wz, T) =P <0 inf U(t) < O‘U(O) - x) = P(y(z) < T|U(0) = 2). (3)

em que y(z) é chamado o tempo de ruina definido por

v(z) = inf{t > 0; U(t) < 0|U(0) = z}. (4)



Ou ainda, deseja-se analizar a probabilidade da ruina em um horizonte infinito, dada por

v(@) = P(y(z) < +00lU(0) = @) = lim ¢(z,T). (5)

Para a maioria dos modelos de risco nao é possivel obter a expressao exata da
probabilidade da ruina. Nesses casos, uma das alternativas utilizadas ¢ a analise do

comportamento assintético da probabilidade da ruina a medida que o capital inicial cresce.

Nesse sentido, a expressao assintética de ¥ (z, T, associada ao modelo de risco ,
bem como o tratamento matematico a ser utilizado para a obtencao dessa aproximacao,
dependem consideravelmente do comportamento assintético das caudas (a direita) das
distribuigoes das indenizagoes principais, {X;, ¢ > 1} e das indenizagoes secunddrias
{v;, i > 1}.

Existem varios estudos sobre a probabilidade da ruina, do modelo , sob hipdteses
particulares para {N(t), t > 0}, a taxa de juro e assumindo que a distribuicao das
indenizagoes, principais e/ou secundérias, possuem cauda leve, isto é, tem um decaimento

de ordem O(e~%*), quando & — oo para algum € > 0.

No entanto, ¢ bem conhecido entre os estudiosos da ciéncia atuarial que a maioria
das distribui¢oes das indenizagoes possuem cauda pesada, conforme as referéncias que

podem ser encontrada em Yang e Li (2019).

Nesta dissertacao, apresentamos detalhadamente o estudo realizado por Yang e
Li (2019) que obtiveram expressoes assintdticas para ¥ (z,T) quando x — oo, associada
ao modelo , quando a distribuicao das indenizacoes principais pertence a classe su-
bexponencial, que abrange a grande maioria das distribui¢oes de cauda pesada que sao

comumente utilizadas.

Em especial, no tratamento matematico utilizado por Yang e Li (2019), o compor-
tamento da cauda de somas de variaveis aleatoérias ponderadas aleatoriamente tem um

papel fundamental para a obtencao da aproximacao assintética da probabilidade da ruina.

Assim, no Capitulo [I] apresentamos alguns conceitos gerais preliminares. Ademais,
apresentamos o conceito formal de cauda pesada, bem como as defini¢oes de subclasses das
distribuicoes de cauda pesada e as relagoes entre elas, com especial destaque as proprieda-
des da classe subexponencial. Em seguida, na se¢ao |1.4] apresentamos alguns resultados
recentes sobre o comportamento assintético caudal de somas de variaveis aleatérias com
caudas subexponenciais, ponderadas aleatoriamente, especialmente os resultados auxilia-
res obtidos por Yang e Li (2019) que sao de grande relevancia para a obtecao das expansoes

assintéticas para i (z,T') quando x — oo.



No Capitulo apresentamos em detalhes os resultados principais de Yang Li (2019)
sobre o comportamento assintético da probabilidade da ruina para o modelo de renovacao
. Para isso, primeiramente apresentamos a definicao e um resumo das principais pro-
priedades de processos de renovacao. Em seguida, apresentamos um breve relato sobre
a evolucao dos processos de reserva de risco oriundos do modelo classico de Lundberg, e
que deram origem ao modelo descrito em . Finalizamos o capitulo, apresentando as
relagoes assintéticas obtidas por Yang e Li (2019) (Teorema 2.4 Teoremal[2.5]) para a pro-
babilidade da ruina ¥ (x,T'), associada ao modelo de risco de renovagao com indenizagoes

atrasadas, com a inclusao de juro e com indenizagoes subexponenciais.



Capitulo 1

Distribuicoes Subexponenciais e

Somas Ponderadas Aleatoriamente

1.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos conceitos e resultados preliminares para o desenvol-
vimento do Capitulo

Inicialmente, na secao [1.2] introduzimos a terminologia e conceitos basicos utiliza-

dos em toda a dissertacgao.

Na segao [I.3] apresentamos uma sintese das propriedades da classe de distribuigdes
subexponenciais, que abrange a grande maioria das distribuigoes de cauda pesada que
sao normalmente utilizadas para a modelagem dos valores das indenizacoes associadas
aos modelos de reserva de capital de risco em empresas seguradoras. Primeiramente,
definimos distribuicoes de cauda pesada, as suas principais subclasses e descrevemos as
relacoes entre elas. Em seguida, apresentamos em detalhes propriedades especificas das

distribuicoes da classe subexponencial.

As principais referéncias bibliograficas utilizadas na secao [1.3| sao Embrechts et
al. (1997), Asmussen (1984), Santana (2006), Cline (1986), Tang e Tsitsashvili (2003b),
Cline e Samorodnitsky (1994), entre outras.

A andlise do comportamento assintético da probabilidade da ruina em modelos
de risco, que é o principal objetivo desta dissertagao, esta fortemente relacionado com o

comportamento da cauda de somas de variaveis aleatérias ponderadas aleatoriamente.

Assim, na secao [1.4] apresentamos resultados sobre o comportamento assintotico



caudal de somas ponderadas de variaveis aleatorias pertencentes as classes de distribuigoes

de cauda pesada que serdo relevantes para o desenvolvimento do Capitulo [2|

As referéncias utilizadas na secao (1.4 sdo Tang e Yuen (2014) e (2016) e Yang e Li
(2019).

1.2 Preliminares

Nesta secao apresentamos diversos conceitos e terminologias bésicas que serao

utilizadas ao longo de toda a dissertacao.

Iniciamos com a definicao de relagoes assintéticas entre fungoes reais e entre variaveis

aleatorias.

Definicao 1.1. Sejam duas funcoes reais positivas f, g : R — R%.

(a) Se
lim sup @ <1,
s—o0 9(T)
dizemos que f(x) é assintoticamente menor que g(x) e denotamos f(x) < g(x).
Por outro lado, dizemos também que g(x) é assintoticamente maior que f(x) e

denotamos por g(z) 2 f(x).

(b) Se @)
i 1)
gl

dizemos que a fungao f(z) é assintdticamente igual a g(z) e denotamos f(z) ~ g(x).

(c) Se £o)
M o) =

denotamos f(x) = o(g(z)).

(d) Se fo)
liiris;}p ’m < 00,

denotamos f(z) = O(g(x)).

(e) Se
0< liminf@ < limsupm < 00,

A Iy C)
denotamos f(z) < g(x).

Definicao 1.2. Sejam X e Y varidveis aleatérias definidas em um mesmo espaco de



probabilidade (2, F, P). Se
P(X >z) < P(Y > x), para qualquer x € R,

dizemos que X é estocasticamente menor ou igual a 'Y e denotamos X <, Y.

A seguir, apresentamos o conceito de convolugao de fungoes de distribuicao e sua

relacao com a distribuicao da soma de variaveis aleatérias independentes.

Definicao 1.3. Sejam F' e GG fungoes de distribuicao de probabilidade sobre R. Definimos

a convolucao de F' e G como sendo a funcao, denotada por F' * GG, dada por

[e.o]

(F+G)(2) :/ F(z - 2)dG(x), (1.1)

em que a integral é a de Lesbegue-Stieltjes.

Além disso, para n > 2, denotamos por F*" a n-ésima convolucao de F, definida

recursivamente por F*?> = F s F e F* = [*(=1) 4 [,

Em particular, se F'(z) = G(z) = 0, para todo x < 0, entao
(F+G)(z) = / F(z — z)dG(x). (1.2)
0

Usando propriedades de esperancga condicional, nao ¢é dificil provar que a con-
volugao de fungoes de distribuicao é a fungao de distribuicao (f.d.) da soma de varidveis
aleatdrias independentes. Especificamente, se X e Y sao v.a.’s independentes com funcao
de distribuicao F'x e Fy, respectivamente, entao a funcao de distribuicao de X +Y ¢é dada

por
o

Fyay(2) =P(X +Y < 2) = / Fx(z — y)dFy(y) = (F % G)(2). (1.3)

—0o0

Dessa forma, a convolucao de duas funcoes de distribuicao de probabilidade é

também uma funcao de distribuigao de probabilidade sobre R. Generalizando, se Xi, X, ...

sao v.a.'s independentes e com a mesma f.d. F', entdao a f.d. da soma de X; +---+ X, é

a n-ésima convolugao de F', ou seja,

FX1+~~~+Xn(x) = F*n({L‘) (14)

1.3 Distribuicoes Subexponenciais

Em diferentes areas de aplicagao da Teoria de Probabilidade os modelos ma-

tematicos traduzem melhor os fenomenos de interesse ao se trabalhar com distribuicoes



de cauda pesada. Essa modelagem inclui varios campos como na fisica, meteorologia e
finangas. Em particular, em modelos de risco do capital volatil de uma seguradora, a

distribuicao das indenizacoes arcadas pelo seguro é de cauda pesada.

Uma subclasse importante de cauda pesada é a classe das distribuigoes subexpo-
nenciais, que tem importante relevancia em trabalhos de probabilidade aplicada em geral

e especialmente na teoria de atuaria.

Nesta secao, vamos apresentar uma sintese dos conceitos e propriedades das dis-
tribuicoes de cauda pesada e, em especial, das distribuigoes subexponenciais que sao de
interesse para o estudo dos processos de reserva de risco a ser apresentado no proximo
capitulo. Um estudo mais detalhado dessa clase de distribuicoes pode ser encontrado, por
exemplo, em Embrechts et al. (1997) e Foss et al. (2011).

Iniciamos com as definicoes e caracterizacao das distribuicoes de cauda pesada.

Definicao 1.4. Dada F' : R — R uma funcao de distribuicao de probabilidade, chamamos

de cauda (a direita) de F' a fungao
F(r)=1- F(x), Vz € R.

Em outros contextos da Estatistica, costuma-se chamar F' de funcdo de sobrevivéncia.

Definicao 1.5. Dizemos que uma funcao de distribuicao F' tem cauda leve a direita se

para algum ¢ > 0 temos F(z) = O(e™5%), ou seja,

F(x
lim sup (z) < 0.
z—o00 €
Caso contrario, se o
F(z
lim sup ( x) = 400, Ve>0,

r—oo  €7°
dizemos que F' tem cauda pesada a direita, ou simplesmente cauda pesada. Denotamos

por K a familia das f.d."s de cauda pesada.

Uma variavel aleatoria é classificada como sendo de cauda leve ou pesada de acordo
com a sua distribuicao de probabilidade: se a f.d. for de cauda leve ou pesada, a variavel

aleatéria sera de cauda leve ou pesada, respectivamente.

Uma caracterizacao bastante utilizada para classificar uma funcao de distribuicao
como sendo de cauda leve ou pesada estd relacionada com a existéncia da funcao geradora

de momentos associada a F', ou seja,

F(s) = / T e R (),

—0o0



em uma vizinhanga de s = 0, conforme a proposicao a serguir.

Proposicao 1.1. Uma f.d. F' é de cauda pesada se, e somente se,

A

F(s) = oo, Vs > 0.

Consequentemente, [’ é de cauda leve se Ia (s) < 400, ou seja, estd definida para algum

s> 0.
Demonstrac¢ao. Vide Santana (2006). O

Exemplo 1.1. Sao exemplos de distribuigoes de cauda leve: Geométrica, Poisson, Normal

e a Weibull com taxa de falha crescente, ou seja, com f.d. dada por

Flr)=1-¢"", >0, 7>1.

Exemplo 1.2. Sao exemplos de distribuicao de cauda pesada:

(a) T-Student, com r graus de liberdade, tem densidade dada por

_T((r+1)/2) . 1
flx) = ST /2) (L + 22 /r) e r €R.

(b) F-Snedecor, também conhecida como funcao de Fisher, com parametros v; e vo
T((v1 + v2)/2) (v /vg) 1/ 2xv1/2 1
(01/2)T(v2/2)[(v1 [va) + 1] (10202

tem densidade f(x) = T 0 <z <ooew,vy=

1,2,3,....
(¢) Gumbel tipos I, IT e III.

(d) Fréchet tipos I, II e III.

(e) Cauchy, com densidade dada por f(z) = , r€R, comaeRe

B [1+(%)Q]
£>0.

(f) Weibull com taxa de falha decrescente, isto é, com cauda F(x) = ¢’ z > 0 onde

c>0el0<7<l.

(9) Pareto, com cauda F(z) = ( ) , x>0 com «, kK> 0.

K+

1 _ne-p?

(h) Lognormal, com densidade dada por f(z) = 5 e 22 ,x >0, compu €
Tox
R, o > 0.

Dentre as distribuicoes de cauda pesada, a subclasse das distribuicoes subexpo-

nenciais tera destaque no presente trabalho. Essas distribuicoes modelam sistemas em
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diversos campos representando bem situagoes em que ha a ocorréncia de eventos extre-

mos.

Definigao 1.6. Uma funcao de distribuigdo F' com suporte [0, oo) é subexponencial se

FWn
T i S ) (1.5)
T—00 PKI>

Denotamos por S a familia de todas as f.d.'s subexponenciais.

Se definirmos a f.d. F no suporte (—oo,00) pode-se provar que se FT(x) =

F(x)Ip<x<oo} é subexponencial entdao F' € S.

Para uma interpretacao da condicao (|1.5)), que justifica sua importancia na mo-
delagem de sistemas de finangas e seguros, observe inicialmente que (|1.5)) é equivalente

a
F*(x) ~ nF(z), quando x — 00. (1.6)

Agora, por um lado, conforme ((1.4) temos que
F*n(‘r) = Fx, 41X, (CL’),

com Xq,...,X, v.a'sii.d com f.d. F. Assim, considerando S,, = X; + --- + X,, entao

F(z) = P(S, > o). (1.7)
Por outro lado, temos que
, nF(z)
1 =1 1.
I ey b (18)
pois podemos escrever
n—1 n—1
1= F"(z) = (1= F(2)) Y [F(2)]" = F(z) Y F*(x)
k=0 k=0

e F(z) — 1 quando x — oc.

Mas, denotando M,, = max{Xj,..., X, }, com Xi,..., X, v.a./s i.i.d. F, entdo

1-F"z)=1—-P(M, <z)=P(M, > x).
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e por (|1.8) segue que

P(M, > x) ~nF(z), quando x — 00. (1.9)

Logo, por (1.7)) e (1.9), segue que a condigao ([1.5)) ¢ equivalente a
P(S, > z) ~ P(M, > z), quando T — o0. (1.10)

Ou seja, a cauda da maior parcela da soma é assintoticamente igual a cauda da soma de
todas as parcelas. No proximo capitulo veremos uma interpretacao dessa propriedade no

contexto de processos de reserva de risco de uma seguradora.

Exemplo 1.3. Sao exemplos de funcoes de distribuicao subexponenciais:
(a) Pareto: vide Exemplo [1.2]
(b) Weibull: vide Exemplo

(¢) Lognormal: vide Exemplo [1.2]

B
(d) Loggamma, com densidade f(z) = CY—(ln z)P 1=l z e (1,00) e, B> 0.

I'(B)

(07
) ,com «, kK, T > 0.

(e) Burr, com cauda F'(x) = (
K+ x

(f) Benktander tipo I, sendo a cauda F(z) = [1 +2 (%) lnx} e~fnzp—(athnz =4 ¢
(1,00), com «, B > 0.

o

(9) Benktander tipo II, cuja cauda é dada por F(z) = efz~1"#e ™7 2 € (1,00), com
a>0el0< <.

A subclasse S abrange outras subclasses de distribuigoes de cauda pesada relati-
vamente comum em diversas aplicacoes. Vamos nos restringir a algumas subfamilias da
classe das distribuigoes subexponenciais que serao importantes para o desenvolvimento

dos principis resultados apresentados no Capitulo 2.

Inicialmente, uma subclasse de S é a familia das distribuigoes com cauda de va-

riacao regular.

Definigao 1.7. Dizemos que uma funcao de distribuigao F' com suporte [0, oo) tem cauda
de variacao regular, se 4 0 < o < oo tal que
Flay) _ 4

lim — =y 9 ara todo y > 0. 1.11
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Denotamos por R a familia de f.d.s com suporte [0, +00) com cauda de variagao

regular.

Observacao 1.1. O expoente a da definicao da subfamilia R especifica os tipos de

variacdo de F, a saber
(a) se a € (0,00) entdo dizemos que F' é (—a) variante e denotamos por F' € R_,;
(b) se a = 0, dizemos que F é lentamente variante e denotamos F € Ry.

Exemplo 1.4. As distribui¢oes Benktander tipos I e II, Lognormal e Weibull apresentadas
no Exemplo sao exemplos de distribuigbes da classe R.

Em especial, se o limite em ((1.11]) ¢ satisfeito para a@ = 400, entdo dizemos que F'

é rapidamente variante e neste caso temos a seguinte definicao.

Definigao 1.8. Dizemos que uma funcao de distribuigdo F' com suporte [0,+00) tem
cauda de variacao rapida, se
F(xy)

lim — =0, Yy > 0.

Denotamos por R_., a familia de distribui¢oes com cauda de variagao rapida.

Uma extensao da subclasse das distribuicao com cauda de variacao regular é a

familia das distribuigbes com cauda de variagao consistente, denotada por C.

Definigao 1.9. Dizemos que uma f.d. F' com suporte [0,00) tem cauda de variag¢ao

consistente, se

F
lim lim sup M =1

¥t 200 F(.I‘)

ou equivalentemente, se

F
lim lim inf _(:Ey) =1.
yll =00 F(x)

A dltima subclasse de cauda pesada que se relaciona com S que iremos apresentar

é a familia das distribui¢oes de cauda longa, que denotamos por L.

Defini¢ao 1.10. Dizemos que uma fungao de distribuigdo F' com suporte [0,00) é de
cauda longa, se
F(r +y)

lim — =1, ara todo y > 0, 1.12
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ou equivalentemente, se

lim - =1, para todo y > 0.

Na proposicao a seguir apresentamos as relacoes entre essas subclasses de fungoes
de distribuicao. Sua demonstracao sera omitida e pode ser encontrada em Embrechts et
al. (1997) ou Santana (2006).

Proposicao 1.2. Sao validas as seguintes relacoes de inclusao entre as subclasses de K

listadas acima.
1. RcCccScLcCk.
2.C#£ReL#S.

No restante dessa secao vamos apresentar algumas propriedades especificas das

distribuicoes subexponenciais que sao de nosso interesse.
Para auxiliar na demonstracao da préxima proposi¢ao, enunciamos o seguinte lema.

Lema 1.1. Se a funcao positiva h € R, entao

h
lim M =1,
z—o0  h(x)
uniformemente em y € [a, ], com 0 < a < b < co.

Proposicao 1.3. Se F' € S entao

tim Yy

) ara todo y > 0.

Mais ainda, o limite acima é uniforme sobre todo compacto em (0, 00).
Demonstracdao. Inicialmente, note que

Fr () 11— Fr+h) () 14 F(z) — F*(g)

F(x) F(z) F(x)

Podemos denotar a (n + 1)-ésima convolugao como

= [ P -ty

pois a f.d. F estd definida em [0, 400).
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Assim,
Poth(g) - Fz)  F(z) | Ao T Eo(r — 2) .
F(x) = F(x) F(x) =1 +/0 F(:L’)d (2) /[) F(x) dF(z)

Logo,

fﬂﬁﬂ@l_1+/w1_€;%_th@) (1.13)

F(x)

Analogamente ao processo acima, para y > 0 fixo com x > y, podemos obter que
F*2 "1—F(z — TF(x—
__@>:1+/‘——:@—ﬁ%F@):1+/‘—g;¥QMW@

F(z) 0 F(x) o Fla)

) "F(z—2)

I

—_

_l’_
N
<
o
Pl iES
AR
N

- =, . - Flx — 2
Sabemos que F' é nao-decrescente e I’ é nao-crescente, entao para z > 0, <—>

¢ F) ©
1,epara z >y, F(v —2) > F(z) = %2 L.
Assim,
) oy +/de(2> +/z F(E_y)dF(z)
Fz) — 0 Sy Fla)
- 1+ 7(y) + TP @) - Pl

que é equivalente a

F@_y)<
F(z) —

F2(x)

[F(2) = F(y)] ™,

tomando x suficientemente grande , tal que, F'(z) > F(y).

Por hipétese F' € S, logo, segue por definicio que F*2(x) ~ 2F (), e consequente-
mente,

F(z — 2—-1-F
lim sup (i: y) < ) =1

Por outro lado, como F' é nao-crescente, para y > 0, segue que

Flz—y)

> 1, V.
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F(x — F F
Assim, lim M = 1, para cada y > 0. Agora, note que (_x +9) = = (z+y) )
z=oo F(x) - F(x) F((x+y) —y)
F
Destarte, analogamente, tem-se lim M =1.
F(lnzt F(l Int
Agora, note que lim _( nzt) = lim M = 1. Assim, pela Definicao
e=oo F(lnz) o= F(lnx)
— . Flx+vy) .
1.7/ F oln € Ry. Portanto, pelo Lema [1.1] lim ﬁ = 1 para todo y > 0 unifome-
T—00 T
mente sobre todo compacto em (0, c0). O

Com este resultado é possivel mostrar que para a verificagdo da condicao (1.5

basta verificar para n = 2 conforme a proposicao abaixo.

Proposicao 1.4. F € S se, e somente se,

lim L2 F@) o (1.14)
()

Demonstrag¢ao. Por um lado, se F' € S entao ((1.14)) segue da Definigao para n = 2.

Por outro lado, assumindo ([1.14]), para provar que F' € S, vamos obter a relacao

(1.5) usando indugao sobre n. Por ([1.14)) vale a relacao (1.5 para n = 2. Agora, suponha

F(x
F(()) — m quando x — oo para algum inteiro m > 2. Entao, dado € > 0 podemos
x

g
_(m)—m‘gs,paraxzy.

F(z)

escolher y grande, tal que,

De (|1.13)), temos

Fem+1(x) CRrm(y—2) F(x—z
o) /0 |

—2) (g —z) F(r —2)
dF(2) + / e B

Majorando ambos os termos do integrando da segunda integral do ultimo lado da
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igualdade, segue que

LR Tares [ o mire
e Frm(v) [* dF(z)
T2 F(v) / Fl(a)
o F0) F@) = Fla—y)
v>0 i(v) _F(x) B
:SupF_’m(v) 1—F(1:)—_1—|—F(x—y)
v>0 i(v) B F(z)
P [ Fe-w]
T2 F(v) { W) ]x*m "

[ Fe D i - [k o) EE D
~m+o) [ F%;f) A (e)
_ [m+ o) _2(:%)(;)%) - F%X)dw)
— [+ o(e)] ?f) -1- /_y F;(;;)dﬂz)

> [m+ o(e)] Fz(x)—l— ! /:r dF(z)

= [m + o(e)]

Aplicando o limite na expansao acima, segue que

J}Lrgo[m+o(6)] F;zij)_l_F(:E)%f’x()w—y)]

Assim, retomando a construgao até aqui, obtemos que

Fe(m+1)
lim (I)

e T(a)

=1+m+o(e).

E pela arbitrariedade de ¢ segue o resultado. O]
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Assim, por ((1.5) da Definigao e a Proposicao , uma f.d. ' é subexpo-

nencial se, e sé se,

Fx* F(x) ~ F(z) + F(x). (1.15)

O proximo resultado mostra que, se a cauda de distribuigoes sao assintéticamente

equivalentes a distribuicoes subexponenciais entao elas também pertencem a S.

Proposigao 1.5. Suponha que F' e G sao fungoes de distribuicao sobre [0, 00). Se F' € S

e

onde ¢ € (0,00), entdao G € S.

Demonstra¢ao. Sejam X e Y v.a.'s i.i.d. com f.d. G. Para os seguintes eventos disjuntos

segue que

{X+Y>a}={X<v, X+Y>z}U{Y <v, X+Y >z}
U{fv<X<z—v, X+Y>z}U{Y >0v, X>z—0}.

Assim, temos que

P(X+Y > x) _ G*2(x)

G(z) G(z) i
+(G(2)™ / G(z —y)dF(y) + (G(x))"'G(v)G(z — v)
_, ("Gl —y) Gz —y) G(v)G(z —v)
—2 [ S e + / G +
=: L(z,v) + L(x,v) + I3(x,v).
Por hipétese F' € S, entao pela Proposigao (1.3 a:lggo% = 1, para todo
v > 0. Além disso, xh_)rglo gg; = ¢ > 0, por hipétese. Logo,
a(_x—v)zg(x—v).ﬁ(_x—v).f(x) )
G(x) Flx—v) Fl) Gz) =
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Portanto, como G(x) é nao-crescente, segue que

Li(x,v) = 2/: %dG(g) > 2/0v dG(y) = 2G(v).

Por outro lado, pela integracao por partes da integral de Riemann-Stieltjes,

G(x —v)

I(z,v) < 2G(v) ) — 2G(v).
Portanto,
Ii(z,v) — 2G(v). (1.16)
Para I3(x,v), temos
G(v)G(x —v) —
Ii(x,v) = — > G(v). 1.17
o) = TG T (117)
- _ G(x) .
Retomando a hipétese de que lim T2) = ¢, temos que para € > 0 existe zg(e),
T—00 €T
tal que, para todo x > xy tem-se
G(x)
—e< —2L< : 1.18
c—e< ) = c+e (1.18)
Tomando v grande, segue que
" Glz —y)
Iy(x,v) = — dG
da) = [ Tt
TG — F(x) F(x
:/ Gle—y) Fl) F y)dG(y)
v Fle—y) Gz ()
r—v F _
<ote [T i)
c—eJ, F(x)

Agora, usando a férmula de integracao por partes da integral de Riemann-Stieltjes,

temos

/ " Fla — 4)dG(y) = Fw)Clz - v) - Flz —v)C(v) - / Gy dF (@ —y).
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Fazendo a substituicao ¢ = x — y, podemos reescrever

/ " Bl — )dG(y) =F0)G( — v) — Flz — 0)G(v) + / Gl — 0dF()

Logo
Lz,v) < gf iﬁ(lx) {@(U)F(x — ) = Gz —v)F(v) + / Gl — DdF()
_c+e [Flz—v) _—U@(x—v)a(x) TV G(r—t) F(z—t)
To—e { o) CO PO e T / Fr—1t) F(z) dF(t)]

Pela relagao (|1.18]), temos que

Lz < S5 | FE =050y pp&e=v) G@) o [FTTEE =D pp]
F(x) G(x) F(z) "

c—¢&

Ademais, pela Proposigao [1.3] pelo Terema da Convergéncia Dominada e usando

G(z)

a hipotese de que lim ——= = ¢, segue que
, cte = — *  Flzx—1) }
1 Iy(z,v) < Gv) - F + (c+ / 1 — dF(t)| .
msup a(e,0) £ 5 |G~ Flojer (o) [ tim =)
Assim,
limsup Iy(z,v) < = [G(v) — F(v)e + (c + ) F(v)] (1.19)

T—>00 cC—¢
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Logo, por (1.16]), (1.19) e (1.17)), obtemos

G(z) cF(v) — Qv) — (c+ &) F(v)] + Clv).

I ") oq) - CEE
msup =y <200 o

Como ¢ é arbitrario, segue da ultima expressao que

G*Z
lim sup — (z) <2
Portanto, pela Proposicao GeS. O

Agora, observe que por ([1.10]), segue que: se X7 e X, sdo v.a.'s i.i.d. com distri-

buicao F' subexponencial entao

P(X;+ X5 > z) ~ P(max{ X1, Xu} > z), quando x — o0. (1.20)

Por outro lado, se X; e X3 sdo v.a.'s independentes, mas com f.d. s Fy e Fy,

respectivamente, entao podemos escrever

P(Il’laX{Xl,Xg} > I) = P({Xl > JI} U {X2 > I})

Assim, quando & — 0o, como F;(+00) =0, i = 1,2, segue que

Fi(z) + Fo(z) ~ Fi(z) + Fo(z) — F1(2)Fo(z) = P(max{ Xy, Xa} > x). (1.21)

As distribuigoes F} e Fy que satisfazem ([1.20]) e (1.21)), ou seja, tais que

Fy x Fy(z) ~ Fy(z) + Fa(z), quando z — o0, (1.22)

sao chamadas distribuicoes maz-soma-equivalentes e denotadas por Fy ~p; Fs.

Note que, F' € S se, e somente se, F' ~,; F. Nesse sentido, uma questao de
interesse é saber se a classe § é fechada para convolugoes. Isto é, queremos verificar se
para I}, Fy € S tem-se que F; x F, € §. O proximo resultado estabelece condigoes

suficientes para que a afirmagao seja verdadeira.

Proposicao 1.6. Sejam F; e F, fungoes de distribuigoes concentradas em [0, 00). Se
FL €S, FyeLeFyr)=0(F(x)), entdo [} x Fy € S e F} ~y; Fy, isto é, vale (1.22).
Em particular, se Fy, Fy € S entao F1 x Fy € S, pois S C L.
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Demonstragao. Serd omitida e pode ser encontrada em Cline (1986). n

Extensoes da proposi¢ao anterior foram provadas em Tang e Tsitsashvili (2003b)
considerando a combinacao linear X14cXs com 0 < ¢ < 1e0 < ¢ < 400, respectivamente.
Acrescentamos também, com algumas modificagoes, os resultados de Tang e Tsitsashvili

(2003b) considerando as somas ponderadas Y ., ¢;X; como segue.

Proposigao 1.7. Sejam X; e X5 duas varidveis aleatorias independentse com distri-
buigoes F} e Fy, respectivamente, concentradas em [0,00). Se F} € S, F;, € L tal que

Fy(z) = O(Fy (7)), e para 0 < a < 1 fixado, entdo a relacio
P(X;+cXy>x)~ Fl(x) + Fy (%)

vale uniformemente para ¢ € [a, 1] e a uniformidade é entendida como

P(X Xo >
lim sup L 1+C_2 ?) — 1| =0.
w20 cela] | Fi(z) + Fa(F)
Corolario 1.1. Sejam X; e X, duas varidveis aleatdrias independentse com distribuigoes
Fi e F;, respectivamente, e F} € S e Fy € L. Para 0 < a < b < +oo fixados, se
F5 (%) = O(F(x)) entao a relagao

P(X1 +cXy > l’) ~ F1<l’) +F2 (%)

vale uniformemente para ¢ € [a, b].

Proposigao 1.8. Sejam as n v.a.'s Z1,...,Z, independentes com valores reais e distri-

buicoes F1, ..., F,, respectivamente. Se F; € L e F;(z) < F(x) para algum F € S e todo

t=1,...,n entao para todo 0 < a < b < oo fixados, temos

i=1
vale uniformemente para todo (¢, ..., c,) € [a,b]™.
Finalizamos a secao com um resultado, apresentado em Cline e Samorodnitsky

(1994), que estabelece condigoes para que o produto da v.a. Z de cauda longa por um

peso aleatorio 0 seja também de cauda longa.

Proposigao 1.9. Sejam Z e 6 duas v.a.'s independentes nao-negativas. Se Z é de cauda
longa, € nao degenerada em zero e P(0 > ux) = o(1)P(6Z > x) para todo u > 0 entdo o
produto 87 ¢é de cauda longa.
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Este resultado serd 1til para estabelecer relagoes, andlogas a da Proposicao [L.8]
para as caudas de somas de v.a.’s ponderadas aleatoriamente que serao apresentadas na

proxima secao.

1.4 Somas Ponderadas Aleatoriamente

Nos processos de reserva de risco, que é objeto central desta dissertacao, somas de
variaveis aleatorias ponderadas aleatoriamente sao utilizadas na modelagem do superéavit

de uma empresa de seguros.

Neste sentido, consideramos as somas parciais do tipo

=Y 0.2,
=1

em que Z;, 1 <1 < n, sao variaveis aleatoérias independentes, 0;, 1 < i < n, sao variaveis
aleatdrias positivas, nado-degeneradas no zero, e as sequéncias {Z;} e {6;} sdo mutuamente

independentes.

O comportamento assintético da cauda da distribuicao de S? est4 relacionado com
a probabilidade assintética da ruina nos modelos de risco que serao estudados no Capitulo
2.

Assim, nesta secao apresentaremos resultados sobre o comportamento assintotico
caudal de SY, no caso em que as distribuicoes de {Z;, i = 1,...,n} sdo de cauda pesada.
Particularmente, apresentamos extensoes da Proposicao para as somas ponderadas

S? e que serdo fundamentais para a obtencao dos resultados principais do Capitulo 2.
Iniciamos com o Teorema de Tang e Yuen (2014).

Teorema 1.1. Sejam Zi,..., 7, variaveis aleatérias independentes e com funcoes de
distribuicao Fi,..., F,,, respectivamente, e 04,...,0, variaveis aleatorias, nao-negativas,
nio degeneradas em zero e tais que {Z;} e {#} sdo independentes. Se F; € L e Fy(z) =
F(x) para algum F € Setodoi=1,...,n, esef,...,0, sio limitados superiormente,

entao temos

n

i=1 i=1 i=1
em que S¢ =31 0:Z; e \/7_, S? = max{SY,...,S?}. As varidveis {6;} sdo normalmente

chamadas de pesos aleatorios.

Demonstracdo. Primeiramente, note que, como os pesos aleatorios #;’s sao limitados su-
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periormente, temos a relagao

1<j#k<n i=1

Assim, resta provar as seguintes relagoes

n

P (Z 0,7; > x> 2> P(6:Z; > x) (1.26)
=1 i=1

n

P (Z 0,7+ > a:> S> P(0:Zi > ). (1.27)
=1 =1

Sem perda de generalidade, vamos assumir que os pesos aleatérios 64, ..., 0, sao
limitados superiormente por 1. Primeiramente, para provar ([1.26)) vamos assumir que

Z1, ..., %, sa0 nao-negativas. Temos
0 _ 7. 7.
S = Zl 0:2; > max {0:Z;},
entao
P (Zl 0;7; > :1:) > P (1r£11a<>;9iZi > :1:)
i=1

Mas, podemos provar por inducao sobre n, que
P (U AZ-> > P(A)— > P(ANA),
i=1 i=1 1<i#j<n
para qualquer sequéncia de eventos de um mesmo espago de probabilidade (2, F, P).
Logo, podemos escrever

=1 =1

1<i#j<n
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e por ([1.25) obtemos

o que equivale a ([1.26)).

Agora, para o caso geral em que 71, ..., 7, podem ser negativas, para cada con-

junto arbitrario I C {1,...,n}, considere a parti¢ao

U (Z)={weQ: Z;>0paraie€leZ; <0 para je I},

Observe que para dois conjuntos I; e I diferentes, temos Qy, (Z) N Q,(Z) = 0.

Logo, desmembrando S? em somas nos indices i e j teremos a particao

n)

0£IC{1,..., i€l jeIe

Como cada peso aleatorio #; é limitado superiormente por 1 e notando também
que Zje[c 6,Z; < 0, obtemos

n}

iel jere

e, consequentemente,

P(S)>z)> > P (Z 0.2+ Z; >, Ql(a:)) : (1.28)

0£IC{1,..., i€l jelIe
Agora, denotando Y = Zjelc Z;, temos que Y ¢ independente de )., 6;Z; e
usando as propriedades de esperanca condicional segue que
P (Z 0.2+ Z; >, QI(Z)> = / P(Z&Zi +Y Zj>x, U(2)|Y = y> dFy (y)
i€l JjEI© o i€l jelc
= / P(Z@Zi >z —y, Q(2)|Y = y) dFy (y)
> iel

— /OO P (Z 0:;72; >z —v, QI(Z)> dFy(y) (1.29)

o0 i€l
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Por um lado, podemos reescrever (|1.29) como

P (Z 0.2+ Z; >, Q,(Z))

il jele
B o P(ZieIGiZi>x—y, Q](Z))
oo 2ot P(0:iZi > v —y, Q1(7))

S P> x—y, UZ)dFrl)  (130)

il

Observe que sobre Q; as v.a.'s Z!s sdo ndo-negativas, entdo aplicando a relagao ((1.26))

para o caso nao negativo, temos

P (Z 0.2+ Z; >, QI(Z)> :/OO [L+o(L)]> P0:Zi >z —y, Q(2))dFy(y)

iel jele - i€l
il jele
+o (ZP (9@ +Y Zj>w, QI(Z))> :
i€l jere
(1.31)
Assim, de ([1.31)) segue que
P <Ziel 0:2; + Zje[e Zj >, QI(Z)>
lim = 1. (1.32)

e Ziel P (GZZZ + ZjEIC ZJ >, Q[(Z))

Por outro lado, como 6; é limitado, segue da Proposicao que 0;7; é de cauda

longa. Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

> P(QiZi >T =Y, QI<Z))

P(6:;Z; >z, Q,(2)) dFy(y) = 1.

lim
=00 |

o0

Entao, segue que

ZP (tgiZi + ZZ]- > x, QI(Z)> ~ ZP(OiZZ- >z, Q(2)). (1.33)

il jele iel

Assim, por (1.32) e (1.33) temos

P (Z 0:2;+ Y Z; >, Q,(Z)) ~> P (0:Zi >z, U(Z)). (1.34)

el jele il
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Logo, usando ((1.34) em (|1.28)) e rearranjando os somatérios, obtemos

P (Sz > x) > Z ZP(‘giZi >z, Q(Z))

0#IC{1,....,n} i€l

=1

e a relagao (|1.26]) esta provada.

Agora, para provar (|1.27) procederemos de maneira analoga, assumindo inicial-
mente que os pesos aleatérios 0;’s sao positivos. Para um conjunto arbitrario I e 0 < e < 1

dado, definimos o conjunto Q3(#) como

Q90) ={w : 0, >cparaiecleb; <cparajell, 0<e<l (1.35)

Note que sobre Q5(6), temos que §; < ¢, entdo podemos escrever

P (i 0,2+ > x) < Z P (Z 0; 7 + Zezj >, Q‘;(e)) . (1.36)
i=1 n}

0£IC{1,..., el jeIc

Mas, pela Proposicao segue que

P (Z 0.2+ eZf >, Q;(@)) ~NTP0:Z > x, Q50)) + Y P(eZ; > w, 95(0)).

iel jere iel jere
(1.37)
Pela independéncia de Z e 6, temos para cada j € I¢ que
P(eZ; >z, Q7(0)) = P(cZ; >z, 0; > ¢) - P(27(0)),
e (1.37) torna-se
P (Z 0.2+ ez >, Q§(9)> -
iel jere
: P (€5(9))
:ZP (ezZz >, Q[(G)) + ZP(EZJ > x,9j > 8) m (138)

il jele
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Agora, de ((1.36]) e , rearranjando os somatérios obtemos

P (2": 0,2+ > x) < Z ZP(QiZz‘ >z, Q7(0))

0AIC{1,...n} i€l

+ Z ZPEZ > x,6; >€)M

0£IC{l,...,n} jeI¢ (9 >€)

Y Y P6Zisa %6)

i=1 Iielc{l,...,n}

+2”: Z P(aZj>:c,(9j>5)P(Q—§£0>>

Jj=1 L:j¢Ic{1,...,n}

Mas, sobre Q3(0) se i € I, 6; > ¢ e como {Z; >z, 0; > ¢} C {0;Z; > z}, entdo segue

que

7+ < 7. . 7. —J ="
p <§ 0,2 > x) SY P02 > w,0,>¢) + ;::1 P(0:2;>2) 5o =7

i=1 i=1

<Z{ (0:Z; > x) + P (0,7 >:c)P(j—§5>1
R2loer

PO, <e
< |1 ) — P(0;Z; > x).
_{+max > }Z :1:

1<i<n P

Sa)
>

Como cada 6 é estritamente positivo, fazendo ¢ | 0 obtem-se ((1.27)).

Por fim, vamos considerar o caso onde os pesos aleatérios podem ser zero com
probabilidade positiva. Tomando novamente um conjunto arbitrario I e seu complementar

1¢, definimos o conjunto

QO)={w : ;>0paraicleb;=0paraje I}

Entao, usando o que provamos em (|1.27)) no caso em que 6 é estritamente positivo
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e como em 5(6) temos que ; > 0 para i € I, entdo segue que

P (zn: 0,2 > x) = > r <Z 0,2 > x, Q?(e))
=1 }

O£IC{1,...n iel

D DD WA (2 10)

0£IC{1,...,n} i€l

=1

Logo, (|1.27)) estd provada para os pesos ¢; nao-negativos.

Portanto, por ([1.26]) e (1.27) obtemos

i=1 i=1

]

Como consequéncia do Teorema , Tang e Yuen (2016), obtiveram condigbes
suficientes para que a soma ponderada SY tenha cauda subexponencial. Apresentamos

este resultado a seguir.

Proposicao 1.10. Sejam 7, ..., Z, variaveis aleatérias nao-negativas e independentes,
cada uma com distribuicdo F; € £, respectivamente, tal que, Fj(r) < F(r) para algum
FesS, i1=1,...,n. Sejam os n pesos aleatorios 6y, ..., 0, nao negativos e limitados su-
periormente, nao degenerados em zero e independentes de 71, ..., Z,. Sob tais hipéteses,

a soma ponderada aleatoriamente ) §;Z; tem cauda subexponencial.

Demonstracao. Pelo Teorema de Existéncia de Kolmogorov, existe um vetor 2n—dimensional
07,...,05, 77, ..., Z%) independente e com a mesma distribuigdo conjunta de
O1,...,00,Z1,..., 7).

Agora, por facilidade, denotemos

g =" o (1.40)

7 ol (1.41)
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Entéo, pelo Teorema obtemos

n n 2n
=1 =1 =1

=1

= Zn: P(6:Z: > x)+ Y  P(O;Z] > x)
=1

=1
=1 =1

Como os vetores (01,...,0,,Z1,...,2Z,) e (0F,...,05, ZF, ..., Z*) tem a mesma distri-

rYn?

buicao, segue que

i=1 i=1 i=1
Portanto, pela Proposicao a distribuicao de > | 0;Z; pertence a S. O

Combinando o Teorema e a Proposicao obtemos o seguinte resultado.

Coroléario 1.2. Sejam n v.a.'s independentes com distribuicoes Vi,...,V,, tal que V; €
S e Vi(z) < Vi(z) para todo 1 < i < n. Sejam 6y,...,0,, n v.a.'s ndo-negativas
limitadas superiormente, nao degeneradas em zero e independentes de 71, ..., Z,. Entao

a distribuicao de Y _,_, 0, Z; ¢ de classe subexponencial e

k=1 k=1

Como consequéncia do Corolario , Yang e Li (2019), provaram o resultado
a seguir que foi utilizado como um lema para a obtencao da probabilidade assintotica
da ruina do modelo de risco estudado pelos autores e que sera apresentado no proximo

capitulo.

Proposigao 1.11. Sejam Z1,...,Z,.,, v.a.'s independentes assumindo valores reais e
distribuidas por Vi, ..., Vaim, tais que, V; € S, Vi(z) < Vi(z) e V;(z) = o(V1(z)) para
todol <i<nen+1<j<n+m. Sejam0y,...,0,m, n+m v.a.'s ndo-negativas onde
01, ...,0, sao limitadas superiormente. Assuma que para cada n + 1 < 7 < n + m existe

algum 1 < i; < ntal que 0; < 0;;. Assuma também que {Z1,..., Znimye {01, ..., 0pim}
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independentes. Entao, a distribuicao de ZZI;” 0.7 pertence a classe S e

n+m n
P (Z 0nZ1, > g;> ~ > P(6:Z > x). (1.43)
k=1 =1

Demonstracao. A prova de que a distribuicao de Zner 0r 7 é da classe subexponenmal

¢ andloga a Proposigao |1.10 u 0| tomando . ). Assim, vamos nos deter a obter .

Sem perda de generalidade, vamos supor que 6,41, ..., 0,1, também sao nao de-

generadas no zero.

Inicialmente, passemos a analisar o limite inferior de ([1.43]). Temos por hipdtese
que para i =1,...,n, P(0; <b)=1,comb; >0equeparacadaj=n+1,...,n+m
existe 1 < i; <n tal que P(0; > x) < P(0;; > x), Vo € R. Entao, P(0;, <b;) =1e

Logo, para n +1 < j < n+m, 0; também ¢ limitado superiormente. Seja

b=max{b;,, j=n+1,...,n+m}.

Agora, expandindo o lado esquerdo de ([1.43)), temos

n+m n+m
P(Z@ka>m> =P Zez + ) 0,7 >x>
k=1 Jj=n+1
n+m n+m
=P Zez + Y0,z - ) ejzj—>x>
Jj=n+1 Jj=n+1
n+m
i=1 j=n+1
n n+m
>P (> 0:Zi— ) ij_>x>.
=1 j=n+1

Mas, denotando Y = Z?tﬁl bZJr das propriedades de esperanca condicional,
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como as Z,’s sao independentes, podemos escrever

<Zez_7§bz >;1:>:/ <Zez—%bz > z|Y )dFy(y)
:/OOP<ZQiZi>x+yY:y> dFy (y)

- /Oop <Zn:6izi > :c+y> dFy(y)

=1
P> 0:Z > +y)
. Zl P 0:Z; > x+vy)

ZP (0:Z; > = +y) dFy ().

(1.44)

e pelo Corolério temos

PO 602 > 1 +y)

li =1
oo S P (0.2, > 1 +y)
pois y > 0. Ou seja, podemos escrever
P " 0, 2; >

Yor P02, >z +y)

Assim, de obtemos

> P (0:Zi > x+y)

n n+m 0
P(Z&Zi— > ij>x> :/0
1=1

j=n+1

ip (0:Z; >z +y)
_Z/ (0:Z; >z +y)dFy(y)
+/ ZP(@iZi>m+y)dFy(y)

—ZP(GZ— T%bZ >a:>

j=n+1

dFy (y)

+Z/ P(6:;Z; =Y > z)dFy (y).
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Agora, note que

Z/ P(0:Z; =Y > z)dFy(y —0<ZP(HZ—MZme >x>>

Jj=n+1

ou seja,
S o(1)P (ezzi D DAY/ x) dFp(y)
lim P, — = 0. (1.45)
T—00 Zz 1P((QZ Z] n+1 >$)
Logo,
<Zz 1 9 Z Z;H;Tkl ;> .CE)
lim N =1.
T—00 Ziil P <02ZZ — Z] —n+1 bZ_ > .ZU)
Isto é,

(Z@Z—%bZ >x> ZP(QZ—MZme >x>. (1.46)

j=n+1 j=n+1

Mas, utilizando novamente a esperanca condicional de forma analoga ao passo

anterior, obtemos

n+m %)
P (9121. - ) vz > x> = / P(6;Z; > x + y)dFy ().
0

j=n+1

da Convergéncia Dominada, temos

¢ menor ou igual a um. Assim, pelo Teorema

Note que a razao

n+m —
lim P (02— S35 02 > w) /Oo tim POZ> 259 i)

Agora, como Z; € S temos que 6;7; € S, entao como S C L segue pela Proposicao
que 6;,Z; € L para cada 1 < i < n. Logo,

P02~ S22 > 0) o
li = dF = 1.
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Assim,

n+m

Jj=n+1

Destarte, de ((1.45)), (1.46]) e (1.47) segue que

n+m n ntm
P(Z@ka>x>2P< QiZi—Zij_>x>
k=1 1

1= j=n+1
n n—+m

~> P (@Zi - Y vz > x)
=1 j=n+1

i=1
que implica

n+m
lim inf P (30 0nZy > )

1.48
zvoo YL P(6:Z; > x) T (1.48)

Por outro lado, vamos obter o limite superior de (|1.43)). Temos por hipdtese que
_ _ — — V, 1%
Vi(x) =0o(Vi(z)) e Vi(xz) < Vi(x), ou seja lim _](x) =0 e limsup _1(I) < 00

T—00 Vl (ZL‘) T—00 i (I’)

Entao,

(z) fl(x) < Kj(x) fl(w) . 0
Vi, ’

() Vij(x) — Vi(x)

()

()

e, consequentemente, para todo 0 < ¢ < 1 e x grande, temos

0< Yj = E
=V, V)

Vi(z) <eVi(a). (1.49)
Agora, vamos introduzir m novas varidveis aleatérias independentes 2, ..., Z,

com fungoes de sobrevivéncia definidas por

V¥(z) == max{eV;, (z), V;(z)} > V;(z), n+1<j<n+m. (1.50)

J

Por ([1.50), temos Vz € R, V(z) < V(). Segue que P(Z; > x) < P(Z5 > ), ou

seja, Z; <y Z*. Temos ainda, por (1.49) e (1.50) V*(z) ~ eV, (z).
J J J J
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Entao,
] % Vz * VZ
lim inf =2 ( = liminf | =< (z) . 8_ J(x) > lim inf —L (z) - lim inf E_ J< ) 0
T—00 1(55 T—00 5‘/@-] (x) Vl (;Ij) z—oo gV, (x) T—00 Vl( )

. Vilz) Vi (2)
< lim sup — - limsup =~ < 0.
T—00 €Vz'j (513') T—00 V1 (l’)

lim sup =" — lim sup
T—00 V1 (l’) T—00

Logo, V_j*(x) = V1(z) e, como por hipétese V; € S, segue da Proposicao que

V_j”‘ € S. Assim, usando o Corolario obtemos

n+m n+tm
P<20k2k>x>: (Zez+202 >x>
k=1

Jj=n+1
n+m
(Zez + Y 0,Z; >x>
j=n+1
n—+m
Z 0:Zi > )+ > P0;Z; > x). (1.51)
i=1 j=n+1
Agora, por hipdtese, 0; <, 0;,, entao
n+m n+m
Y P0;Z;>x)< ) P(0,Z] > ). (1.52)
Jj=n+1 j=n+1

Mas, como 6;; e Z7 sao independentes, segue que
P, Z: > ) = / 2 (Z; > f) dFy, (a)
0 a !

)
[
0 5%3' (%)

£V, (g) dFy, (a).

E como V_]*(x) ~ €Vj,(x), obtemos

P6;. 7 > z) = /000 [sVij <§> +0(1)eV;, <§>} dFy, (a).

L]

Analogamente ao raciocinio utilizado para obter ([1.45]), podemos concluir que

0, 7 >
lim ull 7 J ?) =

T—00 EP(@ Z > 1)

Y



e por ([1.52)) segue que

n-+m n-+m n-+m

N P0,Z;>2) <> PO,Z >1)~e Y P0;,Z; > x).
=1

j=1 7j=1

Assim, de ((1.51)) e ((1.53)) obtemos

P( m+n9ka>$>
S P02 > 2)+eX 0 P(0;,Z;; > x)

= j=n+1
P (S 07+ S5 0,7; > o)
<
Y P(0:Z; > x) + ey P(0;,Z;, > x)

P (S0 6.2+ S50 0,75 > «)
TS P(0:2: > 1)+ 5 P(0,Z; > x)

Jj=n+1
S P(0:Zi > x)+ Y0 P(0; 27 > x)
S P(0,Z; > x) + ey it P(0;,Zi, > )

P (S0, 0.2+ S0 0,2 > )
_ZZ VP (6:Z; > )+ Y0 P62 > )

j=n+1
2 P(0iZi > o) + Yt P05, Z; > x)
S P(0:Zi > x) +e Y0 P(6;,Zi, > x)
— 1.
Tr—r00

Logo, pela arbitrariedade de €, temos

! P( n+m Gka > [L’)
i zizl P07 > 1)

Portanto, por ([1.48]) e (1.54) concluimos que

P ( n+m Bka > l’)
lim =
T—00 Z_IP(QZ > 1)
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(1.53)

(1.54)



Capitulo 2

Probabilidade Assintética da Ruina
em Modelos de Risco de Renovacao

com Indenizacoes Subexponenciais

2.1 Introducao

O objetivo central deste capitulo é apresentar em detalhes os resultados obtidos por
Yang e Li (2019), sobre o comportamento assintético da probabilidade da ruina para uma
classe de modelos de renovagao, oriundos do modelo classico de Lundberg, modificado com

a inclusao de juro e com indenizagoes primarias e secundarias na classe subexponencial.

Primeiramente, na se¢ao apresentamos a definicao de processos de renovacao

e uma sintese das suas principais propriedades.

Na sec¢ao [2.3] apresentamos um breve relato sobre a evolugdo dos modelos de
risco desde o modelo pioneiro de Lundberg (1903) até o modelo com inclusdo de juro

e indenizagoes secunddrias estudado por Yang e Li (2019).

Finalmente, na secao [2.4] abordamos o problema de analizar a probabilidade as-

sintética da ruina associada ao modelo de risco com indenizagoes de cauda pesada.

Dividimos a apresentagao do resultado principal de Yang e Li (2019) em dois
teoremas, Teorema [2.4] e Teorema de acordo com as hipdteses assumidas, para a
obtencao de uma aproximacao assintotica da probabilidade da ruina. Apresentamos em

detalhes as demonstragoes dos teoremas, bem como dos lemas auxiliares.

36
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2.2 Processos de Renovacao

Os modelos de risco estudados neste capitulo assumem que o processo de contagem
dos sinistros de uma seguradora é um processo de renovacao. Assim, para facilitar o en-
tendimento desses modelos, nesta secao relembramos a definicao e algumas das principais

propriedades dos processos de renovagao.

Um estudo mais detalhado dos procesos de renovacao pode ser encontrado em S.
Ross (1980), Asmussen (1984) ou Grimmett e StirzaKer (2001).

Defini¢ao 2.1. Um processo de contagem {N(t), t > 0} definido por

N(t) =sup{n >1; 7, <t}, t>0,
em que o =0e 7,75 — T1,... s@0 v.a.'s i.i.d. ndo-negativas, com distribuigao arbitraria,
tal que a P(7, — 7,1 = 0) < 1, é chamado processo de renovagao.

Aswv.a.'s 1, n > 0 sao chamadas tempos de chegadas das renovagoes € T, 11—y, 1 >

0 sao chamadas tempos entre chegadas das renovagoes.

Um caso especial de um processo de renovacao {N(t), t > 0} é quando a distri-
buicao dos tempos entre chegadas é exponencial. Nesse caso particular, temos um processo

de Poisson.

Denotamos a distribuicao dos tempos entre chegadas por F' e a média do tempo

entre sucessivos eventos por

= E(Thi1 — o), n > 0.

A funcao
A(t) = EN(t)

é chamada funcao de renovagao do processo {N(t), t > 0}.

Proposigao 2.1. (Propriedades Baésicas). Seja {N(t), t > 0} um processo de re-
novacao com tempos de chegadas 7;, ¢ > 1, e funcao de distribuicdo dos tempos entre

chegadas F. Entao,
(a) para cadat >0, P(N(t) < +o0) =1,
(b) P(N(t) =n) = F(t)— F*"*(), n=0,1,2,...,
(€) A(t) = EN(t) =) P(r; <),
n=1

(d) A(t) < +oo, ¥t >0,
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(e) E[N(t)]" < 400, Vt>0er>0e

©) ve(6) = [ e tart) = 20

0
de Laplace associadas a F' e A, respectivamente.

, 0 >0, em que Yr e 1Y) sao as transformadas

Observagao 2.1. Pelos itens (c) e (f), segue que a fungao de renovagao A(t) = EN(t)

determina unicamente o processo de renovagao {N(t), ¢t > 0}.
A seguir, apresentamos os teoremas de limites de processos de renovagcao.

1
O primeiro deles estabelece que a taxa com que N(t) vai para infinito é —, deno-
i
minada de taza de renovagdo. No caso em que {N(t), ¢t > 0} é um processo de Poisson,

segue que a taxa de renovagao é .

Teorema 2.1. Se {N(t), t > 0} é um processo de renovacao entao

N(t
ﬁ —— —, com probabilidade 1.
t t—oo 4

Teorema 2.2. (Teorema Elementar de Renovagao). Seja {N(t), t > 0} um processo

de renovagao com fungao de renovagao A(t), entao

0

" quando t — o0,

=~

em que, por CONvencao, i =0.

00
Teorema 2.3. (Teorema do Limite Central para Processos de Renovagao). Seja
{N(t), t > 0} um processo de renovagao, com tempos entre chegadas {5,, n > 1}. Se
pu = EpB; é finita e 0 < 02 = var(f;) < +oo, entao

N(t) —
M L, N(0,1), quando t — oo.
o/t/p?

, . . . to?
Isto ¢, N(t) é assintoticamente normal com média — e variancia —.
H M
Os modelos de risco classicos sao casos especiais dos chamados processos de recom-

pensas por renovagoes que descrevemos a seguir.

Seja um processo de renovagao {N(t), ¢t > 0} e suponha que a cada chegada de
uma renovagao, nos recebemos uma recompensa. Denote por X,, a recompensa recebida
no tempo 7,, de chegada da n-ésima renovacao. Assuma que {X,, n > 1} sao v.a.’s i.i.d.

e sdo independentes do processo {N(t), t > 0}.

Assim, a quantia total de recompensas recebidas até o tempo ¢, pode ser descrita
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por
N(t)

Rit)=> X;, t>0 (2.1)

e o processo {R(t), t > 0} é chamado um processo de recompensas por renovagoes.

Usando propriedades bésicas de esperanca condicional podemos obter as seguintes

relagoes para ER(t) e varR(t).

Proposigao 2.2. Sejam {N(t), ¢ > 0} um processo de renovagao e {X,, n > 1} uma
sequéncia de v.a.'s i.i.d., independente do processo {N(t), t > 0}.
Considere R(t) = Zi]\;(f) X;, t > 0. Entao,

(a) ER(t) = EN(t)EXy, desde que EX; ¢ finita,

(b) varR(t) = EN(t)var(X;) +varN(t)(EX;)?, desde que EX? < +oc.

2.3 Processos de Reserva de Risco

Em linhas gerais, os processos de reserva de risco ou modelos de risco sao modelos
matematicos que descrevem a evolucao da reserva de capital de uma empresa de seguros

de nao-vida, como por exemplo, seguros de automoveis e residéncias, ao longo do tempo.

O trabalho pioneiro no desenvolvimento da Teoria de Risco, subdrea da atuaria,
foi apresentada por F. Lundberg em sua tese de doutorado em 1903. Embora o modelo
proposto por Lundberg seja bastante simples, ele serviu como base para a evolucao de

modelos de risco de maior relevancia pratica e teorica.

Nesta secao vamos apresentar um breve relato sobre a evolugao de uma classe de

modelos de risco, oriunda do modelo classico de Lundberg.

Para isso, iniciamos com a descricao do modelo classico, cujo tratamento ma-
tematico foi apresentado por Lundberg em 1926, no qual considera-se que o superavit
da seguradora consiste do capital inicial, dos ganhos pelo recebimento de prémios a uma

taxa constante ao longo do tempo e das perdas provenientes do pagamento de sinistro.

Assim, o processo classico de reserva de risco {U(t), t > 0}, em que U(t) representa

a reserva de capital de risco no tempo ¢, é dado por

N(t)
Ut)y=z+ct—» X, t>0, (2.2)
=1

(1) x =U(0) é o capital inicial;
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(74) ¢ > 0 é a taxa de prémios;

(2ii) {N(t), t > 0} é um processo de Poisson, que descreve o nimero de pedidos de

sinistros ao longo do tempo;

(v) {X,, n > 1} é uma sequéncia de v.a.'s i.i.d. ndo-negativas e independentes do
processo {N(t), t > 0}, tal que X, representa o valor da indenizagao paga referente

a0 n-ésimo sinistro.

Observe que as hipdteses de independéncia entre os valores das sucessivas inde-
nizacoes X,, n > 1 e a independéncia desses valores com o niimero de sinistros ocorridos
até o tempo t é plausivel, ja que o valor pago referente a um determinado sinistro nao
pode ser influenciado pelos valores pagos em outros sinistros ou pelo niimero de sinistros

ocorridos.

Além disso, temos que o processo de Poisson pode ser caracterizado como um
processo de contagem tal que os tempos entre as sucessivas chegadas de eventos sao
variaveis aleatérias 7.i.d. com distribuicao exponencial. Assim, no modelo de risco classico
de Lundberg assume-se que os tempos entre as ocorréncias de sinistros sao v.a.’s i.i.d. com

distribuicao exponencial e sao independentes dos respectivos valores das indenizacoes.

Nesse sentido, uma extensao natural do modelo cléssico é considerar o processo do
nimero de sinistros ocorridos ao longo do tempo {N(t), t > 0} como sendo um processo

de renovagao, conforme descrito na Definigao (2.1}

Essa extensao foi proposta por E. Sparre Andersen (1957) e é conhecido como
modelo de Sparre Andersen ou modelo de renovagao, que considera o processo de reserva
derisco {U(t), t > 0} descrito por (2.2), com as mesmas hipdteses (i), (i) e (iv) assumidas

no modelo clédssico e substituindo a hipétese (iii) pela seguinte condi¢ao mais geral:

(1ii) {N(t), t > 0}, o processo que descreve o niumero de sinistros ocorridos ao longo
do tempo, é um processo de renovacao, ou seja, o nimero de sinistros ocorridos no

intervalo [0, ¢] é dado por
N(t) =sup{n > 1; 7, <t}, t>0,

em que 7,, n > 1 sao os sucessivos tempos de ocorréncias dos sinistros e os tempos
entre ocorréncias dos sinistros, 7, 7,41 — T, n > 1, sao variaveis aleatérias i.7.d.

com distribuicao arbitraria H.

Observe que se H é a distribuicao exponencial, entao {N(t), ¢ > 0} é um processo

de Poisson e o modelo de Sparre Andersen reduz-se ao modelo de Lundberg.
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Vale ressaltar que o processo das quantias de indenizagoes agregadas

é um processo de recompensa por renovacao, conforme definido em ([2.1]), na secao anterior,

e, assim, pela Proposig¢ao segue que

EU(t) =z +ct— EN(t)EX;

varU(t) = EN(t)var X + varN(t)(EX,)?
desde que EX? < +o0.

Em particular, no caso do modelo classico de Lundberg, se os tempos entre chega-
das tém distribui¢cdo Exponencial de parametro A > 0, entao EN(t) = varN(t) = M, ja

que N(t) tem distribui¢do Poisson com parametro \t, e, consequentemente, temos

EU(t) =+ ct — XEX;

varU(t) = Mvar X, + (EX,)?%.

Nos modelos descritos acima, supoe-se que os sinistros sao pagos no momento de
sua chegada. No entanto, em um contexto mais realista nem sempre isso acontece. Desse
modo, temos que os sinistros podem ser pagos com um tempo de atraso em relacdao a
sua chegada. Isso pode ocorrer devido a uma série de fatores reais, como sinistros que

ocorreram mas nao foram declarados ou que foram relatados mas nao liquidados.

Uma outra situacao é que, na pratica, um desastre natural ou um acidente automo-
bilistico grave pode desencadear uma série de sinistros que poderao ser resolvidos imedia-
tamente, enquanto outros s chegarao posteriormente ou necessitarao de mais tempo para
serem liquidados. Os sinistros imediatos e atrasados sao também chamados de sinistros

principais e sinistros secunddrios, respectivamente.

Essas hipdteses interferirao no modelo, visto que a perda do capital da seguradora

ocorrera na liquidacao do sinistro e nao em sua ocorréncia ou chegada.

Nesse contexto, existem diversos trabalhos na literatura apresentando modelos
de risco com a incorporacao de indenizacoes secunddrias. Dentre eles, citamos Waters
e Papatriandafylou (1985), que propuseram um modelo de risco, onde os sinistros sao

liquidados com atraso, a tempo discreto e Yuen et al. (2005) que propuseram um modelo
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a tempo continuo, que aborda a situagao descrita acima, em que um desastre de grandes
proporc¢oes pode gerar um sinistro principal que é imediatamente liquidado e um outro

sinistro secundario associado, cuja indenizacao sera liquidada com atraso.

O modelo a tempo continuo que abrange o modelo estudado por Yuen et al, pode
ser descrito como:
Ult) = +c-t— ZX Z Yilr i p,<tys (2.3)
=1
em que para cada inteiro positivo ¢, assumimos que o 2-ésimo sinistro principal X; de uma
seguradora ocorrendo no tempo 7; induzird um sinistro atrasado Y; ocorrendo em 7; + D;,

onde D; denota um tempo de atraso aleatério e as seguintes hipdteses sao assumidas:

(a) {X;, i > 1} e {Y;, i > 1} sdo sequéncias de variaveis aleatérias i.i.d., com fungoes

de distribuicoes comum F' e (G, respectivamente.

(b) O processo de contagem {N(t), ¢t > 0} do nimero de ocorréncia de sinistros princi-
pais até o tempo ¢ é um processo de renovagao, com tempos de chegadas dos sinistros

principais 7,, n > 1.

(¢) Os tempos de atrasos {D;, i > 1} formam uma sequéncia de v.a.'s ndo-negativas

(possivelmente degeneradas no zero) i.i.d. com uma distribui¢do comum H.
(d) Para cada ¢ > 1, as varidveis X;, Y;, 7; e D; sdo independentes.

Observe que, se P(D; = 0) = 1 entao o modelo ([2.3)) reduz-se ao modelo de renovacao de

Sparre Andersen.

O caso em que {N(t), t > 0} é um processo de Poisson e a sequéncia {D;, i > 1}

tem distribuigdo comum exponencial foi estudado por Yuen et al. (2005).

Seguindo a ideia dos modelos oriundos do modelo classico de Lundberg, de tal
forma que a modelagem matematica seja a mais préoxima possivel das situagoes praticas
reais, observemos que nos modelos descritos até o momento, a dinamica da movimentacao
do capital da seguradora considerada nao é muito realista, ja que pressupoe que a empresa
possui um capital inicial nao negativo e a entrada de capital posterior é assumida ser

continua a uma taxa constante ao longo do tempo.

No entando, numa situacao real é natural assumir que a empresa invista em
aplicagoes financeiras tanto o seu capital inicial, quanto o capital oriundo do recebimento

de prémios, e assim sobre o capital principal sejam calculados juros ao longo do tempo.

Dessa forma, vamos analisar a inclusao de juros composto continuamente nos mo-

delos descritos.

Para facilitar a compreensao, consideremos inicialmente a situacao em que um
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capital x > 0 seja investido a uma taxa de juros r > 0, composto continuamente, durante
um periodo de tempo de comprimento t. Entao, o montante do capital ao final do tempo
de aplicagao t, denotado por M (t), é a solugao da equagao

dM
Sot) =rM()

com a condigao inicial M (0) = x (capital inicial investido). Ou seja,

M(t) = xe™ (2.4)

Agora, vamos implementar a aplicacao de juro composto continuamente no modelo

de renovagao descrito por (2.2), ou seja,

N(t)
Ut)y=ax+ct—» X;, t>0.
=1

Primeiramente, aplicando o capital inicial x > 0 a juro composto continuamente
no periodo de comprimento ¢, com taxa r > 0, por (2.4]), no tempo ¢ o capital inicial sera

substituido por ze'.

Por outro lado, para o cdlculo do montante do capital referente a entrada de capital
constante (recebimento de prémios) acrescido do juro composto continuamente a uma
taxa r ao longo do tempo, consideremos o seguinte raciocinio: particionando o periodo

. . ) c-
de comprimento ¢ em n subintervalos de tamanho — recebe-se um capital fixo de — ao
n n

t
final de cada subintervalo. Note que no tempo — o capital acumulado sera exatamente

n

c-t 2t c-t c-t c-t

— e por |j o capital acumulado até o tempo — serd — + P (1 + e%>.
n n n n n

Desse modo, ao final do k-ésimo intervalo o capital acumulado é de

‘t s —)r
£—<1+ef+-~+6&#l>. (2.5)
n

e, consequentemente, no tempo ¢, o capital sera

1
c-t krt
e n

0

3
|

(2.6)

n

e
I

Note que a soma acima é a soma de Riemann associada a fungao f(t) = ce™ relativa

t 2t
a particao P = {0, - —,.. .t} do intervalo [0,t]. Logo, o valor acumulado no final do
n n
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periodo t sera

n—1
.-t krt . et —1
lim — en =¢ edr = ¢ .
n—,oo N 0 T
k=0

Agora, olhemos para os valores subtraidos no processo de risco. Quando ocorrer a
liquidacao do #-ésimo sinistro, o valor X; sera retirado do caixa. Logo, X; nao serd mais
aplicado continuamente a taxa e™. Ou seja, a aplicacao da quantia X; sé é realizada até

o instante 7; e apds esse periodo ela serd subtraida do montante de capital.
Assim, o modelo de renovacao modificado pela inclusao de juro é dado por

t N(@)
U(t) = ze™ + c/ "t ds — Z X;ert=m), t>0. (2.7)
0 i=1

Finalmente, para obtermos a descricao matematica do modelo de renovacao com
sinistros secundarios (dado por (2.3)) modificado pela inclusao de juro, resta analisarmos

o termo referente ao pagamento dos sinistros atrasados.

Para isso, notemos que para o sinistro atrasado se o tempo de sua ocorréncia 7;+ D;
for anterior a t, entao o valor Y; sera debitado do caixa da seguradora. Caso contrario, o
valor permanece no caixa. Assim, a aplicacao da quantia Y; s é realizada até o instante
7; + D; e apds esse periodo ela serd subtraida do montante principal, caso este instante

ocorra antes de ¢.

Portanto, o modelo de renovagao com sinistros secundarios e com a inclusao de

juro composto continuamente é descrito como

t N(1) N(?)
U(t) = we™ + C/ e )ds — ZXZ‘GT(FTZ‘) - Z Yie"mm P01 by, t>0.
0 i=1 i—1

(2.8)

Observe que o modelo (2.8) engloba todos os modelos descritos anteriormente. Este
modelo tem sido estudado por diversos autores, entre eles Yang e Li (2019), cujos resulta-
dos sobre o comportamento assintotico da probabilidade da ruina serao apresentados na

proxima secao.

2.4 Probabilidade Assintdotica da Ruina

Uma questao central no estudo dos processos de reserva de risco é analisar a
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probabilidade de que ocorra a ruina da empresa, ou seja, a probabilidade de que a reserva
de capital de risco caia abaixo de zero, indicando um desequilibrio entre os débitos e a

receita da seguradora.

Dado um processo de risco {U(t), ¢t > 0} com capital inicial U(0) = x, definimos

a probabilidade da ruina em um horizonte infinito como sendo

Y(z) =P <%r>1£U(t) < OIU(O) = x) ) (2.9)
e o primeiro instante de tempo em que ocorre a ruina é chamado tempo de ruina, que é

definido por
v(z) =inf{t > 0; U(t) < 0|U(0) =z}, (2.10)

em que adota-se a convencao inf () = oo.

Note que (2.9), é equivalente a

b(x) = P(y(x) < 00lU(0) = ). (2.11)

A probabilidade de que a ruina ocorra antes de um determinado tempo 1" é cha-

mada probabilidade da ruina em um horizonte finito e é dada por

0<t<T

Y(x, T) =P ( inf U(t) < O'U(O) = m) =P(vy(x) <T|U(0) = x). (2.12)

Note que
U(z) = lim (2, T).
T—o0
Em geral, nao é possivel calcular exatamente a probabilidade da ruina e o que se

procura € analisar o comportamento assintético da probabilidade da ruina a medida que

o capital inicial z cresce.

Considerando o modelo de risco descrito por existem diversos trabalhos na
literatura que analisam o comportamento assintético da probabilidade da ruina, sob
hipoteses variadas com respeito as distribuicoes dos tempos entre chegadas dos sinis-
tros, bem como das distribuicoes de indenizagoes. Dentre eles podemos citar Yuen et
al. (2005), Dassios e Zhao (2013), Waters and Papatriandafylou (1985), que estudaram
o problema no caso das distribuicoes das indenizacoes serem de cauda leve. Li et al.
(2010), Yang e Konstantinides (2015), Chen et al. (2015), Peng e Wang(2018), entre ou-

tros trabalhos recentes, consideram as distribuicoes de indenizacoes em classes especificas
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de caudas pesadas.

Nosso objetivo nesta secao é apresentar em detalhes os resultados principais obtidos
por Yang e Li (2019), sobre o comportamento assintético de ¥(x, T') quando x — oo, para
o modelo de risco de renovacao definido em (2.8)), quando as indenizagoes principais e

secundarias possuem distribuigcoes subexponenciais.

A escolha da classe subexponencial, dentre as distribuigoes de cauda pesada, para
as distribuicoes das indenizagoes é motivada pelo fato de que podem existir sinistros com
baixa probabilidade de ocorréncia, mas que exercem forte influéncia no montante total

das indenizacoes em um determinado periodo de tempo.

Mais especificamente, suponha que X1, ..., X, sejam os valores das indenizacoes
referentes a n (n > 2) sinistros ocorridos num intervalo de tempo de comprimento ¢ (ou
seja, N(t) = n). Assumindo, que X7, ..., X, sejam v.a.'s i.i.d. com funcao de distribuigao
F, o que desejamos é estabelecer condi¢oes para modelar matematicamente a situacao em
que o maior valor das indenizagoes seja aproximadamente igual a soma total de todas as
indenizacoes, ou que ambas sejam da mesma ordem. Ou seja, se S, = X7 +---+ X, e

M, = max{Xj,..., X, } entdo desejamos que

P(S,, > x) ~ P(M, > z), r — 0.

Vimos na se¢ao [1.3], no Capitulo [T} que a condi¢ao acima é equivalente a condigao
(1.5) da Definigao de distribuicao subexponencial, isto é, a funcao de distribuicao F

deve satisfazer

7 (z)

11m

Dessa forma, consideremos o processo de reserva de risco {U(t), t > 0} descrito

por (8), ou seja,

t N(t) N()
Ut) = ze" + C/O et ds — ZXie’"(t_”) — Z Yier PO p ey, t >0,
- - (2.13)
em que
(i) U(0) =2 > 0 é o capital inicial;
(17) ¢ > 0 ¢é a taxa de prémios;
(i4) v >0 ¢é a taxa de juro;

(iv) {N(t), t > 0} é um processo de renovagao, com tempos de chegadas dos sinistros
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principais {1,, n > 1};

(v) os tempos de atraso {D;, i > 1} formam uma sequéncia de v.a.'s i.i.d. com distri-

buicao comum H;

(vi) {X;, i > 1} e {Y;, i > 1}, os valores das indenizagoes principais e secundérias, sao

sequencias de v.a.'s i.i.d. com funcoes de distribuicao F' e GG, respectivamente;
(vit) para cada i > 1, as varidveis X, Y;, 7; e D; sdo independentes.

Nosso interesse é analisar o comportamento assintético da probabilidade da ruina
em um horizonte finito a medida que o capital inicial cresce, ou seja, analisar 1 (z,T)
quando r — oo. Como serd mostrado nos resultado seguintes, o comportamento as-
sintético mencionado é a aproximagcao para a cauda das somas dos sinistros principais e
secundarios ser maior que o capital inicial e o capital oriundo do recebimento dos prémios.
Assim, para z suficientemente grande, se esta probabilidade for consideravelmente grande,
ha um indicativo de que algum ajuste deve ser realizado no modelo afim de que um capital

inicial # nao traga um risco grande de ruina para a seguradora.

Por outro lado, ao considerar x = U(0), ndo necessariamente estamos analizando o
processo de reserva de risco na criagao da empresa seguradora. Ou seja, o momento ¢ = 0
pode estar em anos de existéncia da segurados, logo, seu capital U(0) = = é um capital
acumulado, e o comportamento assintotico da ruina se dard a partir desse momento para

um x grande.

Nesse sentido, o primeiro teorema que apresentamos faz parte do resultado princi-
pal de Yang e Li (2019).

Teorema 2.4. Considere o modelo de risco ([2.8)) com as hipéteses (i) — (vii). Seja T' > 0
algum tempo fixado tal que P(ry < T) > 0. Se F, G € S e G(v) < F(x), entdo

(x; T) ~ /_ F(ze™)A\(dt) + / G(xe™)(\* H)(dt), (2.14)

onde A\(t) =Y 07 P(r; <t) eA*H@):It

0—

H(t — s)A\(ds).
Para demonstrar o Teorema [2.4] necessitamos de dois lemas auxiliares.

O primeiro deles foi extraido do Teorema 2.1 de Hao e Tang (2008) onde também

pode ser encontrada sua demonstragao, que omitiremos no presente trabalho.

Lema 2.1. Seja {Z;, i > 1} uma sequéncia de v.a.'s i.i.d ndo negativas com fungao de
distribuigao comum V' € S e seja {N(t), t > 0} um processo de renovagao com tempos de
chegadas 71,7y, ... e funcado de renovacao A\(t). Assuma que {Z;, ¢ > 1} e {N(t), t > 0}
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sao independentes. Entao, para qualquer » > 0 e T > 0 tal que P(my < T) > 0, temos

P (ZiNz (D) Ze= > 2, N(T) > m)

lim sup —
M09 >0 [ V(zert)\(dt)
= i Zflo:mﬂ > i P(Zie7" >, N(T) =n) _
= lim sup T =0.
M=% 1>0 Jo_ V(zert)A(dt)

O segundo lema foi apresentado por Yang e Li (2019), e tem um papel central na
prova do Teorema [2.4]

Lema 2.2. Sob as hipdteses do Teorema [2.4] temos

N(t) T T
P Z(Xie’”i +Yie TP ey > o | ~ / F(ze™)A(dt) + | G(ze™)(\* H)(dt)
0—

=1 0—

quando r — 0.
(2.15)

em que \(t) =Y P(r; <t) e)\*H(t):ft

0—

H(t — s)\(ds).

Demonstracao do Lema 2.2. Primeiramente, vamos fazer a escolha arbitraria de um in-
teiro m grande, para fins de passos futuros. Utilizando da partigao 2 = U2 {N(t) = n},

podemos escrever
N(t)

J2 Z(Xiefrn + Yéeir(n+Di)1{n+Di§T}) >

i=1

- <U Z(Xieirn + Yvieir(TiJrDi)]‘{Ti—i-DiST}) >, N(t) - n)
n=1 i=1

=1

=) P (Z(Xie_m +Yie PO L piery) > @, N(E) = n)
n=1

[

P (Z(Xie—rn + Y;G_T(TH_Di)l{nJrDigT}) >, N(t) = n)
n=m+1 i=1

=1

+ Z P (Z(Xi@_”'i + }/ie_T(Ti+Di)1{Ti+Di§T}> >, N(t) = n)

=1 (x;T) + Ly(x; T). (2.16)
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Por um lado, note que,

Li(z;T) < io: P (i:(XZ +Y)e " >z, N(t) = n) (2.17)

n=m+1 i=1

Agora, como X; e Y; sao independentes e como X; tem f.d. F' e Y; tem f.d. G,
entao por (|1.3)) segue que X +Y tem f.d. F xG.

Sob as hipéteses: G € Se G(z) < F(x), pela Proposigao , temos que F'xG € S

F+G(x) ~ F(x) + G(x). (2.18)

G()

Considerando # = limsup =, temos que 0 < [ < 400, pois, por hipotese,

G(z) < F(x).

Entao, obtemos

(z) + F(x)
llirlsol.}p Fo <1+p
e consequentemente,
FxG(r)~F(z)+Gx) S+ p)F(x) = BF(x) (2.19)

em que ' =1+ 0.

Por outro lado, pelo Lema [2.1] temos que, para qualquer € > 0 podemos escolher

m suficientemente grande tal que

Donem1 £ Qi (Xi +Yi)e™™ >, N(t) =n)

lim sup ==+ <e. 2.20
200 fojl F x G(zet)\(dt) (2:20)
Assim, aplicando (2.20)) e (2.19)) em (2.17)) segue que
T—
Li(x;T) < 5/ Fx G(xe™)A\(dt)
_ .
<ef | F(ze™)A\(dt). (2.21)

0—

Logo, podemos escrever

Ii(z;T) S efff [/_ F(ze"\(dt) + /0_ G(xe™) (A * H)(dt)| . (2.22)
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O proximo passo serd analisar Ir(x;T') dado em ([2.16)).
Para isso, notemos que podemos escrever para cada 1 <n <m
P (Z Xie 4 Y Yie "y >, N(t) = n)
i=1 i=1

=P (Z XieirTil{N(t):n} + Z Yieir(TiJrDi)l{Ti_HjiST}l{N(t):n} > JJ) . (2.23)

1=1 =1

Agora, por um lado, se n ¢ suficientemente grande tal que P(N(T') = n) = 0, entao

temos
P (Z Xie 4y Ve "I gy > @, N(T) = n> =0, (2.24)
=1 i=1

e, consequentemente,

P(XieirTil{N(t):n} > J,’) = P(Xieim—i >z, N(t) = n) =0

P(Y;e—T(TH—Di)]-{Ti—&—DigT}l{N(t):n} > .73) _ P(Y;‘G—T(Ti—’_Di)l{n—&—DigT} > x, N(t) — ’I"L) =0.

Destarte, temos a seguinte relagao de igualdade

i=1 i=1

P <Z XieT 4 Y Yie "INy >, N(T) = n)

= Z P(Xie_rTil{N(t):n} > )+ Z P(Y;e_r(TiJrDi)1{Ti+Di§T}1{N(t):n} >1x) =0.
=1

=1

Por outro lado, para o caso em que n é tal que P(N(T) = n) > 0, vamos destacar

inicialmente que na expressao
> Xie T =y + ) Yie TP ey Liv -y (2.25)
i=1 i=1

temos

(1) e "L N(T)=n} © e*r(TﬁDi)l{TﬁpigT}l{N(T):n} comi = 1,...,nsa0 2n pesos aleatdérios

menores ou iguais a 1;

(71) esses pesos aleatdrios sao nao degenerados em zero para pelo menos os n primei-
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ros pesos aleatérios e "1 n(ry=n}, poOis, €7 > 0 e P(N(T) = n) > 0, logo
Ple™ " nry=ny = 0) = P(N(T) #n) < 1;

(ZZZ) e r(ritDi )1{ ri4+D; <T}1{N(T) n} < efTTi]_{N(T):n} para cada 1 < i < n.

Agora, para facilitar a demonstragao vamos reescrever os termos de (2.25)) consi-

derando
X, =1,...,n;
Z; =4 ! (2.26)
Yin, 7=n+1...,2n;
e
e "1 —nl, =1,...,n;
0; = m=n} ’ (2.27)
67T(Tj7n+Djin)]-{Tj,nJrDjfnZt}l{N(t):n}’ J]=n++ 1,...,2n.
Assim, por hipétese, as v.a.”s Z;’s tém funcoes de sobrevivéncia
— Fi(x), j=1,...,n;
Vow) = 4 o (2.28)

Gj(z), j=n+1,...,2n.

Sendo assim definidas, temos pelas hipéteses que V; € S, pois F € S, G € S e
também V;(x) =< V(z) para todo j = 1,...,2n, pois F(z) < F(z) e G(z) < F(z) por
hipétese.

Pelos fatos (i) — (iii) destacados anteriormente e pela hipétese de independéncia
de 0; e Z;, temos pelo Corolario |1.2| que ZZn 0;Z;€Se

2n 2n
P(ZHij>x> NZP(QJZ]>LU)
=1 =1

Logo, temos

(ZX e+ ZY@ MDY ey > @, N(T) = >

=1 =1

Z zl{N(t )=n} > x) Z(Yiefr(TiJrDi)1{Ti+D¢ST}1{N(t)=n} > x) cS
i=1 i=1
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e quando r — oo

: (Z XieT ™ Lw=n) + D Yie P peny Lnp=ny > ZE)

=1 =1

~ Z P(Xie_TTil{N(t):n} > CL’) + Z P(Y}e_T(TiJrDi)l{Ti+Di§T}1{N(t):n} > [)3) (2.29)
i=1

i=1
Assim, para m suficientemente grande considerado inicialmente, segue pela de-
finigdo de Iy(z;T) em (2.16) que

n

[2(23; T) ~ Z P(Xie_rTil{N(t):n} > ZU) + Z P(Ke_r(TiJ’_Di)]_{TZ.J’,DiST}]_{N(t):n} > [E)
=1

i=1
(2.30)
Para facilitar os préximos passos da demonstracao, vamos denotar
Iy (2;T) = Z (Z P(X;e M 1 N@)=n} > T) + Z P(Y;e "0 p ey Lnw=ny > T)
n=1 \i=1 i=1
(2.31)

Ly(a:T) = ) (Z P(Xie” " n(=ny > @) + ) PYie "L p ey Lngyny > )

n=m+1 i=1 i=1

(2.32)

Assim, podemos reescrever ([2.30) como

Ly(x;T) ~ Iy (2;T) — Ino(2;T) (2.33)

Para analisar o comportamento assintético de Ip;(x;T'), notemos primeiramente
que para 1 < i < n, Linr)y=n}lr<ry = L{n(T)=n}, Pois 7; < T para todoi =1,...,n, e
também para ¢ > n, Linr)=n}lir<ry =0, pois 1{;,<ry = 0 paratodot =n+1,n+2,....

Assim, podemos escrever

DD PXae T Lnnyany > 0) = YD P(Xie T L inry=ny Linsry > ).

n=1 i=1 n=1 i=1

) |
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E invertendo a ordem dos somatoérios, segue que

YD P M v linery > @) = ) Y P(Xie T nery > @, N(T) =n)

i=1 n=1 i=1 n=1
= P(Xie " pery > @) (2.34)
i=1
Analogamente,

> D PMe P b e Ly > )

n=1 i=1

=3 > PP b ey Lin(=n) > ¥)

n=1 i=1

- Z Z P(Sfieir(Ti+Di)1{n+Di§T} >, N(T> = n)

n=1 i=1

= Z Z P(Yéefr(ﬂ+Di)1{n+Di§T} > o, N(T) = n)

i=1 n=1

:ZP(Y;'e_T(Ti—FDi)l{THrDiST} > x) (235)

i=1

Logo, substituindo (2.34) e (2.35) em ([2.31)) obtemos

In(;T) =Y P(Xie " lery > a)+ Y PYie 0PI p oy > 1) (2.36)
=1

i=1

Mas, como {N(t), t > 0} é um processo de renovagao com tempos de chegadas {7;, i > 1}
e fungao de renovagao A(t), por (c¢) da Proposigao temos que A(t) = > 2, P(r; <
t). Logo, das propriedades de esperanga condicional e das propriedades da integral de

Lebesgue-Stieltjes, podemos obter
0o %) T
d P (Xie T ey > 1) =Y / P (X;e™" > z) d[P(r; < 1)]
=1 i=1 YY"
o T_
=2 / F (xe”) d[P(ri < 1)
i=1 7Y

-/ P (we) M)

De maneira anéloga, como {7;, i > 1} e {D;, i > 1} s@o independentes e D;, i > 1, sdo
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t.1.d. com f.d. comum H, podemos obter

ZP(Y;eiT(TiJFDi)l{Ti—i—DiST} > 1) = Z/ ) d[P(7; + D; < t)]
=1

:/ ) (A% H)(dt).

Assim, substituindo em ([2.36)) obtemos

T T
Ly(z;T) = / F(ze™)\(dt) + / G(xe™)(\* H)(dt). (2.37)
Por outro lado, temos

Igg(m T Z (ZP Til{N(t):n} > x)

n=m-+1 =1

I Z P(Y;e r(mitDi N rspiry LN =n) > I))
-y (zp S
+ ZP P i<y > @, N(T) = n)>‘

Mas, {Ke‘T(TﬁDi)l{TﬁDiST} > 2} C{Yie D) > g} e Yie " HP) < Ve " pois Dy é

nao negativo, entao segue

Ipo(x;T) Z Z >, N(T) =n)+ P(Yie ™™ >a, N(T)=n)].
n=m+1 i=1

(2.38)
Agora, por (2.18) temos F * G(z) ~ F(z) + G(z) e usando o Lema podemos



95

obter
: D onemi 2aim (P(Xie™ >, N(T) =n) + P(Yie™™™ >, N(T) =n))
lim sup
m—00 3> fo F(zert) + G(xert)| \(dt)
li D onemt1 2aiy (P(Xie™™™ > @, N(T) = n) +PYie >, N(T) =n))
= lim sup —
m—00 3> fOT_ F(zert)\(dt) +f0 (xem)A(dt)
<1 D omemi1 2 P(Xie™ > 2, N(T) = n)
im sup —
m—00 4> J“Oi F( e”))\(dt)
S S, P > 0 N(T) = )
[ G(zert)A(dt)
> T P(XeTrT N(T) =
< lim sup ) Ez:lT (_ € >z, N(T) =n)
MO0 >0 Jo_ F(zert)A(dt)

D1 2y P(YieTT >, N(T) = n)]
L Glaert)A(dt)

Assim, para m suficientemente grande

ZZO:erl Z?:l (P<Xi€_7’7'i >, N<T) = n) + P(Y;e—rﬂ' > T, N(T) = n)) <
sup €.
20 [ [F(zert) 4+ Gzert) A(dt)

(2.39)

Portanto, aplicando (2.39) em (12.32)) e usando (2.19)), temos

b T) = [ (F+ T

<ef | F(xe™)A(dt)

0—
e consequentemente,
T T
Ip(x;T) S e | Flze)Ndt) + | G(xe™)(Ax H)(dt) =: e8'6(x; T) (2.40)
0— 0—

em que

§(x;T) = /_ F(xe™)\(dt) + / G(xe™)(\* H)(dt).

A combinagao dos resultados que foram obtidos anteriormente em ([2.16)), ,
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(2.33), (2.37) e (2.40), nos fornecem as seguintes relagoes

, I + I . 6(z; T)
< < .
i sup S e o ) = TSP ST B T (2:41)

. 0a; T) —ef'o(x; T) . a;T) —ef'o(x; T)
< <1.
R P 5 i

Ou seja, substituindo I = I + I dada em ([2.16) obtemos

N(T)
(1= e@)o@T) S P [ S (Kie ™ + Vie ™01, p ) > o | < (1+28)0(w;T).

i=1
Assim, como € > 0 é arbitrario, segue que quando z — oo,

N(T)
P> (X +Yie TP popy) > x|~ 6(2; T) (2.42)

i=1

e (2.15) esta provada.

Agora, podemos provar o Teorema (2.4

Demonstragao do Teorema[2.] Considerando o modelo {U(t), ¢t > 0} dado em (2.13)),
entao, para algum 7' > 0 fixado, a probabilidade da ruina associada ao modelo pode ser
escrita por

W(x,T) = ( inf U(t) < 0|U(0) :x)

0<t<T
(e7"U(t) < 0 para algum 0 < t < T|U(0) = x)
t N(T)
_ P($—|— C/ e ds — Z (Xie—rn- _ }/;je_r(Ti+Di)1{Ti+D¢§T}) <0
0

=1

para algum 0 < t < T|U(0) = SL’) (2.43)
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Por um lado, pelo Lema [2.2] segue que

N(T)

@, T) <P (Xe ™ + Yie TP p o) > a
i=1

N / R A + / Gilae) 1= H) ()

Ou seja,

P(x, T) < /0 F(xe™\(dt) + /0 G(xe™)(\* H)(dt). (2.44)

Por outro lado, pelas hipdteses sobre V;’s, segue do Corolario que

N(T)
Z (X;e "+ Y;e_T(T”Di)l{T#DiST}) pertence a S (2.45)
i=1

e, consequentemente, pela Proposicao [1.2] também é de cauda longa, isto é, pertence a

L.

Logo, de (2.43) e da relagao ([1.12]) da defini¢cao de cauda longa, obtemos

N(T) T
w<l‘,T) >p Z (Xiefrn _'_}/;'eir(TrFDi)l{Ti—l-DiST}) >4 C/ e "5 ds
0

=1
N(T)
~P Z (Xieirn + Ygeir(TiJrDi)l{TiJrDiST}) >

=1

Agora, novamente usando o Lema [2.2] segue que

T T
W2, T) > / Flze)\dt) + [ Glee™)(\x H)(d). (2.46)

_ 0—
Portanto, de ([2.44]) e (2.46) obtemos ([2.14)) e o teorema esté provado. O

No proximo teorema apresentamos a segunda parte do resultado principal de Yang
e Li (2019), no qual é obtida uma outra aproximacao assintdtica para a probabilidade da

ruina, assumindo-se condicoes alternativas sobre as distribuigoes F e G.

Teorema 2.5. Considere o modelo de risco (2.13) com as hipéteses (i) — (vii). Seja T > 0
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algum tempo fixado tal que P(1; < T) > 0. Se F € S e G(z) = o(F(x)) entdo

W(x;T) ~ / F(ze™)\(dt). (2.47)

Para a demonstracao deste teorema, necessitamos do préximo lema, também de-

monstrado por Yang e Li (2019).
Lema 2.3. Sob as mesmas hipéteses do Teorema [2.5] temos

N(t) T
P> (Xie™™ +Yie 7T pegy) > x|~ / F(ze™)A(dt). (2.48)

i=1
Demonstragao do Lema[2.3 A demonstragio é andloga a do Lema

Primeiramente, como por hipétese F € S e G(x) = o(F(x)), podemos aplicar a
Proposicao considerandon =m =1, Z; = X, Z; =Y com funcgoes de distribuicao
Vi = F e Va = G, respectivamente. De fato, por hipdtese temos V3 < V) e Vo = o(V)) e
para 0 = 0y = 1, segue que FxG € Se F x G(x) ~ F(x) + G(r). Além disso, temos que
como G(z) = o(F(x)) entdo

FxG(z) ~ F(z) + G(x) ~ F(x). (2.49)

Agora, seguindo os passos da demonstrac¢ao do Lema [2.2] podemos escrever, como
em (|2.16))

N(t)
P (e Yie TP p o) > @ | = L@ T) + Do T).

i=1

Por um lado, usando (2.20) e (2.49) em I;(x;T) obtemos

T T

Li(z;T) < 5/ Fx G(xe™)A\(dt) < 5/ F(xe \(dt). (2.50)

Por outro lado, para analisar I5(z;T), consideremos inicialmente o caso em que n
= n)

¢ suficientemente grande tal que P(N(t) = 0 e procedendo da mesma forma que na
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demonstracao do Lema chegamos a conclusao que
P (zn: Xie T+ Zn: Yie " mtPI1 L pery >, N(T) = n>
i=1 i=1
—ZP e " v @=n}y > ) = 0.
Agora, para o caso em que n é tal que P(N(T) = n) > 0, considerando (2.25)) temos

(4), (ii) e (iii) na demonstragao do Lema [2.2]e usando (2.26)), (2.27) e (2.28), temos pela
Proposigao [1.11| que 22" 0;Z; €S e

2n n
P(Zeij>I> NZP(QJZ]>ZL')
P =1

Ou seja,
( Y X,e "4 i Yie_T(T"J“Di)l{T#DiST} >x, N(T) = n)
i=1 i=1
Y (Xie™ " Lin(=ny > 2) + Zn:(Ye’"(“w Nrsnierylinw—ny > 1) €S
i=1 =1
e
L(x;T) (ZX@ "1yN(t)=n} + ZY@ r(ri+Di )1{71+D <y LN@)=n} > x)

~ Z P(Xie " L n()=n) > T). (2.51)

Usando a mesma estratégia da parte final da demonstragao do Lema [2.2] reescre-

veremos a ultima expressao acima como

(Z Z ) (Z P<Xie_rTil{N(t):n} > I)) = ]21(1’§T) - IQQ(ZE;T).

=1 n=m+1 =1

(2.52)

Notando que,

o0 n

]21 $ T Z Z P TTZ]_{N(T V=n} > x Z Z P TTi]—{N(T):n}l{ngT} > £)

n=1 i=1 n=1 i=1
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e invertendo a ordem dos somatorios, obtemos
T_
Iy (x;T) = / F(ze™)\(dt). (2.53)

Para analisar I (z;7T), pelo Lema e por (22.49), obtemos para m suficiente-

mente grande que

Dt Qi1 (P(Xie™ >z, N(T) =n))
L Faert)A(dt)

<e¢

e consequentemente, temos

Io(x;T) S E/T F(xe™\(dt).

Agora, usando ([2.52)) e (2.53)) e procedendo como nos passos finais da demonstragao
do Lema [2.2] obtemos

N(T)

(1= T) S P D (Xe ™+ Ve " P01 pory) > x| S+ T),
=1

em que
T
n(x; T) ::/ F(xe™)\(dt).
0—
Portanto, como € > 0 ¢é arbitrario, segue (2.48)). O

Finalmente, podemos provar o Teorema (2.5|

Demonstragao do Teorema[2.5. Novamente seguimos os mesmos passos da demonstragao
do Teorema utilizando o Lema no lugar o Lema [2.2]

=1

Assim, usando (2.43 | e o Lema (2.3 ﬂ obtemos, por um lado, que
N(T) t
- p —r7; +Yie r(Ti+D; )1{TZ+D <T}> >+ C/ e "Sds
i=1 0
N (T)
<P e+ Yie TP <r}) >
T

~ /0_ ) (2.54)
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e, por outro lado, que

N(T)

T
’QZ)(I‘,T) > P Z (Xie—rn' +Y;’6_T(Ti+Di)1{n+Di§T}> > $+C/ e ds
=1 0

N(T)
~ P Z (Xie—rn- + Y;€_T(Ti+Di)1{Ti+Di§T}> >

i=1

~ / ' F(ze™)\(dt). (2.55)

Portanto, de ([2.54]) e (2.55)) segue (2.47)) e o teorema estd demonstrado. ]
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