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Resumo

Determinou-se o tensor energia-momento para o eletromagnetismo com o termo de
violagdo de Lorentz do setor de fétons de Modelo Padrao Estendido (MPE) confinado
em um hipertoro. Um método de funcao de particao generalizada é usado, seguindo em
paralelo o formalismo de dinamica de campo térmico escrito em uma variedade toroidal
N-dimensional. Depois de considerar aspectos gerais do setor fotonico do MPE em uma
variedade toroidal, a influéncia do termo CPT-par isotrépico do setor eletromagnético do
MPE ¢ analisada. Uma abordagem é entao aplicada para o efeito Casimir a temperatura
finita, correspondendo a uma topologia (S')” x RY=" onde N é a dimensdo do espago-
tempo de Minkowski e r é a influéncia do niimero de dimensoes compactificadas do termo

CPT-par isotrépico do setor eletromagnético do MPE.

Palavras-chave: Efeito Casimir; eletrodinamica CPT-par; variedade toroidal

v



Abstract

It was determined the energy-momentum tensor for the electromagnetism with Lorentz
breaking even term of the Standard Model Extended (SME) photon sector confined in
a hyper torus. A generalized partition function method is used, following in parallel the
thermofield dynamics formalism written in N-dimensional toroidal manifold. After con-
sidering general aspects of the SME photon sector in a toroydal manifold, the influence
of the isotropic CPT-even electromagnetic sector of the SME is analysed. The approach
is then applied to the Casimir effect at finite temperature, corresponding to a topology
(S x RN~ where N is the dimension of the Minkowski space-time, and 7 is the number
of compactified dimensions influence of the isotropic CPT-even electromagnetic sector of
the SME is analysed.

Key words: Casimir effect; CPT-even electrodynamics; toroidal manifold
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Capitulo 1

Introducao

O Modelo Padrao (MP) da fisica de particulas é até agora a melhor teoria que des-
creve de forma unificada as interagoes fundamentais da natureza. No entanto, ele falha
em abordar a interacao gravitacional. Apesar do sucesso experimental, sendo o ltimo o
boéson de Higgs em 2013, uma teoria mais completa é necesséaria para prever, por exemplo,
a massa de Higgs. Além disso, resta ser devidamente explicada a origem do momento de
dipolo elétrico do elétron, d., e seus limites superiores experimentais U, As teorias além do
modelo padrio prevéem um pequeno, mas potencialmente mensuravel d, < 1072 ¢ - em U,
que apresenta uma distribuicao de carga assimétrica ao longo do eixo de rotagao. Por essas
motivagoes é obrigatorio investigar a fisica além do modelo padrao.

Em 1989, Kostelecky e Samuel [ propuseram a violagio espontanea da simetria de
Lorentz através de valores esperados diferente de zero no vacuo de campos nao escalares
(valores esperados no vicuo de campos tensoriais) com base em uma teoria de cordas.
Introduzindo essa proposta de violagao em um contexto de teoria de campo, Kostelecky e
seus colegas investigaram uma possivel extensao do Modelo Padrao U, Esta proposta ficou
conhecida como Modelo Padriio Estendido (MPE) 7.

A presenca de termos que violam a simetria de Lorentz impoe anisotropias no espaco-
tempo 7. Efeitos quanticos relativisticos """ com quebra de simetria de Lorentz e aco-
plamento nao minimo 1] abriram a possibilidade de investigar implicagoes na mecanica
quantica, que este background da violagao da invariancia de Lorentz pode promover.

O Modelo Padrao Estendido (MPE) é uma teoria efetiva que estd alicercada na con-
formacao dos grupos de simetria SU (3) x SU (2) x U (1), que mantém a invariancia da
estrutura de gauge, a renormalizabilidade e a microcausalidade do Modelo Padrao. Este

modelo, possui uma estrutura capaz de identificar as particulas elementares, além de tratar
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como estas interagem. Neste sentido, o MPE se consolida como uma pilastra capaz de ex-
plicar a maior parte das interagoes das particulas utilizando, para tanto, regras e equacgoes.
Um dos aspectos aferidos no cenario do MPE, correspondem as interagoes que violam as
simetrias de Lorentz e CPT. Estas interacoes violadoras de simetrias sao moderadas por
coeficientes tensoriais obtidos através da quebra espontanea de simetria de Lorentz na es-
cala de Planck. Na conjuntura do MPE, a ocorréncia da quebra espontanea da simetria
de Lorentz esta vinculada ao referencial da particula, fazendo com que estes coeficientes
oriundos da violagao nao obedecam as regras de transformacao dada pela covariancia de
Lorentz. Por outro lado, no referencial do observador, nao ha ocorréncia da violacao da
covariancia de Lorentz e todas as transformagoes (rotagoes e translagoes) permanecem inva-
riantes. E vélido ressaltar que tal covariancia advém como resultado do primeiro postulado
da Teoria da Relatividade Restrita (TRR). De acordo com o postulado, as leis fisicas sao
equivalentes para todos os observadores postados nos diferentes referenciais inerciais. Até
o presente momento, nao existem experimentos contradizendo as previsoes dadas por meio
da TRR, mostrando desta maneira, que tal teoria possui uma base sélida e consolidada.
Diante disso, os experimentos que validam as previsoes da TRR servem, por extensao, para
legitimar também a covariancia de Lorentz como uma simetria fundamental da natureza.

Sendo pautada como uma das simetrias mais fundamentais, a simetria CPT carrega
em seu bojo aspectos de cunho bastante explorados no universo da fisica contemporanea.
Proposta em 1951 por Julian Schwinger e depois tendo sido amplificada sua robustez por
Gerhard Liiders e Wolfgang Pauli em 1954, a simetria CPT trata da conjugacao de carga
(C), inversao da paridade (P) e reversao temporal (T). De forma simples, a operacao
de conjugacao de carga pode ser compreendida que para cada particula existe uma anti-
particula. A operacao de paridade esta relacionada a reflexao das coordenadas espaciais
(7 — —?) e por fim, a reversao temporal consiste na inversao no sentido da evolucao
temporal do sistema (t — —t). Esta simetria é a tinica conhecida que relaciona C, P e T
de forma conjunta. Além disso, a simetria CPT exibe conextes com a simetria de Lorentz,
pois Oscar Greenberg mostrou que ao se quebrar a simetria CPT isto também se reflete
na violagao da simetria de Lorentz.

No inicio dos anos 90, surgiram os primeiros estudos abordando as consequéncias da
violagao das simetrias de Lorentz. Tal tematica teve como ponto de partida o trabalho
desenvolvido por Sean M. Carrol, George B. Field e Roman Jackiw [ ], onde propuseram
uma eletrodinamica de Maxwell modificada. Esta modificacao da eletrodinamica veio com

a adi¢ao na densidade de lagrangeana de um termo do tipo Chern-Simons, €, ,\V*A"F R
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em (143) dimensdes do espago-tempo. Com isso, houve um acoplamento do campo de
gauge com um campo que viola a simetria de Lorentz (V*). Ainda na década de 90,
Colladay e Kostelecky 5,6, }, elaboraram um modelo tedrico que corresponderia a uma
extensao do conhecido Modelo Padrao (MP) das interagoes fundamentais, denominado de
Modelo Padrao Estendido (MPE). Este novo modelo, o MPE, incorpora termos violadores
da simetria de Lorentz e CPT em todos os setores de interacao do Modelo Padrao. Os
termos de violacao de Lorentz sao obtidos através da quebra espontanea de simetria no
contexto da teoria de cordas em uma teoria mais fundamental (definida na escala de energia
de Planck), e os termos responséveis pela violagdo sao quantidades tensoriais que fazem
o papel de valores esperados no véacuo. Tais coeficientes sao geralmente classificados de
acordo com a paridade e birrefringéncia, podendo ser CPT-impar, quando viola a simetria
CPT, ou CPT-par, quando nao viola a simetria CPT. Todavia, alguns aspectos necessitam
de analise detalhadas, como os efeitos de contorno e de temperatura.

Recentemente, uma variedade de trabalhos acerca de efeitos térmicos tém tomado noto-
riedade, em especial aqueles vinculados a fisica de altas energias e cosmologia, motivando o
desenvolvimento de mecanismos para abordar a temperatura no cenario quantico. Um dos
primeiros estudos a explorar a tematica de teoria quantica de campos a temperatura finita
foi elaborado por Matsubara 1 denominado de formalismo do tempo imagindrio, que
descreve um sistema quantico em equilibrio termodinamico. Para tal, o formalismo explora
a relacdo entre a matriz de densidade p = e ## ¢ o operador de evolucdo temporal e~
No intuito de tratar efeitos térmicos na conjuntura da teoria quantica para sistemas fora
do equilibrio, onde o tempo real é significativo, surgiu o formalismo que utiliza integrais de
trajetéria denominado trajetoria temporal fechada, proposto por Schwinger B2 e Keldysh
[33]

Em 1975 surge um formalismo para tratar sistemas em equilibrio denominado de
Dinamica de Campos Térmicos (DCT), o qual foi desenvolvido por Takahashi e Umezawa
[ Tal formalismo se distingue dos demais formalismos de termalizacao por pormenori-
zar a mecanica estatistica a partir de uma estrutura vetorial de espacos de Hilbert. Desta
forma, no arcabougo da DCT, h4 uma duplicacao nos graus de liberdade do sistema origi-
nal, e para tanto, utiliza-se das regras intituladas de conjugagao dual (ou til). Neste sentido,
todo estado |n) no espago de Hilbert H tem um correspondente estado |n) no espago de
Hilbert til H. Isto significa que todo operador A atuando em H tem um operador imagem
A atuando em H. As varidveis térmicas sio introduzidas utilizando-se das transformacoes

de Bogoliubov (39,

1 % Pt Produto Estrela 3



1 INTRODUCAO % universidade de Brasilia

A média de um operador A na Dinamica de Campos Térmicos € escrita como uma
forma bilinear, de tal modo que coincide com a média de um operador A no ensemble

canonico da mecanica estatistica, isto é,

(4) =0 (B A[0(B)) =Tr{Ap}

onde |0 (5)) corresponde ao estado de vécuo térmico, que é um vetor definido no espago de
Hilbert duplicado através das regras de conjugacao til. Tal estado de vacuo térmico advém
o,6> — ) \’6>

da aplicacdo de uma transformacao unitaria U () no véacuo duplicado

via transformacao de Bogoliubov.

A utilizacao da Dinamica de Campos Térmicos se lanca como um bom formalismo
para tratar efeitos térmicos e de compactificacao toroidal '], pois parte de uma teoria de
representacao contendo regras algébricas fisicas e matematicas bem definidas. Desta forma,
tal formalismo, tem sido amplamente aplicado com pleno sucesso em diversos estudos. Por
exemplo, em [ os autores consideraram o efeito da temperatura na funcio de fragmentacio
de um héadron levando a pares quark-antiquark e usando uma definigao de Wilson-loop em
tempo real, onde a funcao de fragmentacao diminui em magnitude com um aumento no
temperatura. J4 em [} o formalismo DCT foi utilizado para analisar um invariante de
Poincaré para teoria quantica de campos em temperatura finita. Ainda neste contexto, 3]
trata do papel da temperatura na definicao de um estado hadronico apds o resfriamento
do plasma, uma abordagem através de integral de caminho em espag¢os nao comutativos,
bem como outros aspectos e aplicacoes no cenario da teoria quantica foram realizadas e
discutidas em ("""

Nos ultimos anos, esforcos tém sido realizados na tentativa de testar a simetria CPT,

como por exemplo, mecanismos para testar as simetrias de Lorentz e CPT usando experi-

mentos de antimatéria [}, Em particular, tais simetrias sao exploradas no ambito de teoria
da perturbagao quiral 9 Além disso, existem testes envolvendo neutrinos oriundos das
explosoes de raios gama 0 6 uma discussao fenomenoldgica utilizando mésons neutros

11 Continuando na mesma perspectiva, estudos envolvendo a quebra da simetria CPT a
partir de efeitos gravitacionais em um sistema de particulas de auto-interacao sao apre-
sentados em 7. A afericao dos valores dos coeficientes de Lorentz e CPT também foram
discutidos "7l Neste sentido, um importante efeito de compactacao, incluindo o efeito
Casimir, com quebra da simetria CPT foi apenas parcialmente abordado na literatura 6],

O efeito Casimir é uma notavel manifestacao da flutuacao do vacuo. Para o campo

eletromagnético, este efeito surge devido a diferenca entre a densidade de energia dos

1 % Pt Produto Estrela 4
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modos fora das placas e dentro das placas, os quais estao sujeitos as condigoes de contorno.
Isto leva a atracao entre duas placas metalicas, paralelas entre si, embutidas no vacuo SN
atracao é devida a uma flutuacao da energia fundamental do campo, que pela presenca das
placas, seleciona o modo do vacuo eletromagnético através das condicoes de contorno [55-61],

As medicoes deste efeito com grande precisao nas ultimas décadas tem ganhado a atencao

da comunidade tedrica e experimental 9259 Uma implicacao prética dessas conquistas
foi o desenvolvimento de micro-dispositivos (", Também, o setor fotonico CPT-par do
Modelo Padrao Estendido é levado em conta em [ 1™ bem como a introdugio em fundo
gravitacional (79,501,

No presente trabalho, foi considerado o efeito da compactificacao do eletromagnetismo
com quebra da simetria de Lorentz [ ], com a preservacao da simetria CPT [ ], a fim
de analisar a influéncia em tal quebra de simetria no efeito Casimir com tratamento de
campo térmico 51299 Em termos de dinamica de campos térmicos, o formalismo algébrico
da teoria quantica de campos a temperatura finita, foi realizada uma generalizacao da
transformacao de Bogoliubov para descrever efeitos térmicos da compactificacao espacial,
de um campo em uma topologia toroidal Ty, = (S1)" x RV™" U Em Iy, N representa a
dimensao do espaco-tempo de Minkowski, enquanto r é o nimero de dimensoes compac-
tificadas. Aqui, seguindo um caminho diferente, foi considerada uma abordagem fazendo
uma generalizacao da funcao de particao, a fim de lidar com a compactificacao do espaco
e do tempo. Uma vantagem deste procedimento ¢ que evitou-se a duplicacao do grau da
liberdade no formalismo de Bogoliubov.

Considerando entao aspectos gerais do setor de fétons do MPE em uma variedade to-
roidal, a influéncia do termo CPT-par isotrépico no setor eletromagnético do MPE no
efeito Casimir a temperatura finita é analisada no presente trabalho. Nesta perspectiva,
a referida tese estd organizada da seguinte maneira. No capitulo 2 realizamos um breve
estudo referente a Dinamica de Campos Térmicos, no qual é exposto o formalismo bem
como sua aplicacao para os casos de osciladores bosonico e fermionico. No capitulo 3
efetuamos um estudo sobre campos compactificados. No capitulo 4, estudamos o processo
de compactificacao para o campo eletromagnético livre. Também, construimos a funcao de
particao deste modelo, possibilitando obter informacoes acerca das suas propriedades ter-
modinamicas. No capitulo 5 apresentamos uma breve revisao do setor de gauge do Modelo
Padrao Estendido, expondo os termos CPT-impar e CPT-par assim como as proprieda-
des de tais termos. Ja no capitulo 6 versamos sobre a compactificagao na eletrodinamica

suplantada pelo termo CPT-par. Neste capitulo, realizamos a anélise de viculos para o ha-
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miltoniano do modelo, em seguida verificamos os efeitos da compactificagao na fungao de
particao da eletrodinamica CPT-par. A aplicacao do formalismo da Dinamica de Campos
Térmicos é confeccionada no capitulo 7, como exemplo pedagdgico, utilizamos para tal
estudo o campo eletromagnético livre. No capitulo 8 analisamos a eletrodinamica CPT-par
sob a o6ptica da Dinamica de Campos Térmicos. Tendo sido explorado o efeito Casimir a
temperatura zero e a temperatura finita para o referido campo em um hipertoro. Por fim,

no capitulo 9 expomos a conclusao.

1 % Pt Produto Estrela 6



Capitulo 2

Dinamica de Campos Térmicos

Para efetuar a introducao de temperatura em teorias de campos, uma rota a ser seguida
¢é a descrita através do formalismo do tempo imagindrio de Matsubara. Neste formalismo
é explorado a relacio entre o operador de evolucao temporal e "t e a mecanica estatistica
e P Desse modo, para sistemas em equilibrio a temperatura fica associada com uma co-
ordenada complexa. Outra forma de abordarmos os efeitos de temperatura em teorias de
campos é o ingressado por Schwinger que trata sistemas fora do equilibrio, onde o tempo
real é significativo. Por fim, temos o formalismo desenvolvido por Takahashi e Umezawa
conhecido como Dinamica de Campos Térmicos (DCT) U Este formalismo se distingui
dos outros métodos de termalizagao por ter sido elaborado a partir de uma estrutura ve-
torial de espacgos de Hilbert. Para solidificar a construcao deste formalismo, dois elementos
sao de suma importancia: Em primeiro lugar ocorre uma duplicacao nos graus de liber-
dade do sistema original, usando as chamadas regras de conjugacao til (ou dual). E, em
segundo lugar, utiliza-se da transformacao de Bogoliubov para introduzir temperatura. E
justamente neste ultimo método de termalizacao que reside o interessse deste capitulo, no
qual sera revisitado o processo para a construcao da teoria e, como este formalismo porta-se

mediante bésons e férmions.

2.1 Espaco termal de Hilbert

Tomando um sistema em equilibrio térmico, no ensemble canonico a média de um

operador A é definida por

(A) =7 (ﬂ)_1 Tr (e_BHA) , (2.1)

onde Z (B) é a fungao de particdo, H o hamiltoniano do sistema e § = emque T éa

1
kT’
temperatura e kg a constante de Boltzmann. No presente texto, adotaremos as unidades
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naturais: kg = ¢ = h = 1, sendo ¢ a velocidade da luz no vacuo e h a constante de Planck.

Considerando uma base formada por autoestados |n) do hamiltoniano H

Hn) = E, |n), (2.2)

em que as relagdes (n |m) = 6, € Y. |[n) (n] = 1 sdo respeitadas. Assim, o valor esperado
n=0
de um operador fica

(A)=2Z(8)" ) e (n] Aln). (2.3)

O cerne da Dinamica de Campos Térmicos é obter um estado térmico |0 (3)) definido
sobre um espaco de Hilbert, de modo que possamos exprimir o valor esperado de qualquer

operador nesse estado de maneira analoga a teoria a temperatura zero, diante disso
(A4) =0 (B)|Al0(B) Ze B (n| Aln) . (2.4)

E neste ambito, escrevendo |0 (5)) como uma combinagao linear de vetores no espago

de Hilbert
Z In) (n] |0 (8 an (2.5)

Logo, o valor esperado do operador A toma a forma
(0 (B)Al0(s Zf B) (n] Afm) . (2.6)

Utilizando a eq. (2.4), temos que

FrB) fn (B) = Z (B) ™ € PP . (2.7)

Todavia, como f, (/) sdo nimeros, a eq. (2.7) nao pode ser satisfeita. Por outro lado, tal
expressao é semelhante a uma relagao de ortogonalidade, nos sugerindo, entao, que f, (3)
seja elemento de um espaco vetorial. Dessa forma, uma maneira de contornar essa questao
¢é realizando a introducao de outro sistema idéntico através da duplicagao do espacgo de
Hilbert. Este espaco de Hilbert duplicado sera constituido pelo produto tensorial entre o
espago original H e um espago ficticio idéntico, chamado de sistema til, denotado por H.

O sistema dual (original e cépia), sdo regidos através das seguintes rela¢oes denominadas

de regras de conjugacao til:
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(AA)) = AA, 2.8
(cAi+ A)) = A+ A (2.9)
(1) - (3) 210
<A> — A (2.11)
[Az,Aj} — 0 (2.12)

Nesse cendrio, o estado |0 (5)) fica dado por

an ) |n) @ |n) = an ) |n,n) (2.13)

Consequentemente,

OOIAI0B) = D> fr(B) fm (B) {n,7| Alm,m)

n=0m=0

= Zf p)(n| @ (n] A|m) © [m)

n,m=0

= Zf p) (n| Alm) (n [m)

n,m=0

= Zf p) (n| Alm) o,

n,m=0
= Zf B) (n| Aln),

de modo que

B fa(B)=2Z(B)1> e, (2.14)

cuja solucao

Fu(B)=Z(B)2D e B2 (2.15)
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Logo, o estado de vacuo termal toma a forma

o0

0(8)) = Z(8)'2D e P2 |n, ).

n

Essas regras constituirao a base para a construcao de situacoes particulares.

2.2 Oscilador Bosonico

Nesta se¢ao, dedicaremos em detalhar o formalismo da DCT tomando como modelo de

aplicagao um oscilador bosonico a temperatura zero, cujo hamiltoniano é dado por
H = wa'a, (2.16)

onde a' e a sao os operadores criacao e destruicao respectivamente. Estes operadores sa-

tisfazem a seguinte dlgebra

[a, aq =1; [a,a] = 0; [aT,aq = 0. (2.17)

Com o intuito de construir o formalismo da Dinamica de Campos Térmicos para um
sistema bosonico, devemos realizar a duplicacao dos graus de liberdade seguindo as regras

de conjugacdo til, isto resultard na introducao dos operadores a' e a. Entao,
H = wa'a, (2.18)
de modo que os operadores @' e @ satisfazem a seguinte algebra

[a,a'] =1; [a,a] =0; [a',al] = 0. (2.19)

A caracterizagao de um vetor da base de Fock é dado por

!
—V/n!

no qual |0) é o estado de vacuo, de forma que um estado arbitrario do espago de Hilbert
duplicado, H = H ® ﬁ, fica

In) (a")" |0},

\n,fﬁ> -

" 0,6>.

= )" @)
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O estado térmico |0 (3)) é descrito como

0B) = 2B e n )

; at)™ (at)"”
= Z(ﬁ)—l/Qzeﬁwnﬂ(\/L_!f/ﬁ_!)

0,6> . (2.20)

Desta forma, a funcao de particao é obtida exigindo a ortonormalizacao do estado

10(8)),

[e.9]

@) 10(B) = Z(B) D (m,m|e M2 q)

n,m

= 7 (6)71 Ze_ﬁw<n+m)/25nm6mn

n,m

= Z(B)"Y e (2.21)

Utilizando da condigao de normalizagao (0 (5) [0(8)) = 1, bem como da expansao da

o
série geométrica — = Yz, resulta
n

1
A = 2.22
)= o (2.22)
Assim, a expressao para o estado térmico |0 (5)) torna-se
TN, a2 (@) (@) 5
0(8)) =V1—e P E e Pen SR 0,0>. (2.23)

2.2.1 Transformagao de Bogoliubov

A transformacao de Bogoliubov consiste em uma transformacao que permite obter o
estado de vacuo térmico a partir do estado de vacuo nao térmico. Neste sentido, tendo que

a soma na eq. (2.23) corresponde a expansao de

0(8)) =V1—ePvexp (e‘ﬁw"/ZaTELT) ‘0,6> . (2.24)

Logo, definindo as fungoes hiperbdlicas
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1
cosh # =u = — 2.25
inh ¢ v 2.26
sinh 8 (8) = v (8) = == (2:26)
e com tais relagoes, a eq. (2.24) fica escrita como
|0 (ﬁ» _ COSh_l 0 (6) etanh9(5)a1‘a1‘ 0,6> : (227)

tornando possivel reescrever o estado |0 (5)) em termos de um operador unitario U (5),

0(8)) =U(8)]0.0). (2.28)

A transformagao U (8) = e7"“®) com G (8) = —if (8) (aa — a'a') é denominada trans-

formacao de Bogoliubov na qual leva o estado de vacuo ‘O, 6> ao estado termalizado |0 (5)) .

2.2.2 Operadores Térmicos

A partir do operador unitério U (/3) podemos construir os operadores térmicos, os quais

sao €XpPressos como

a(B) = U(B)aU (B) (2:29)
a'(8) = U(B)aU(B) (2:30)
a(B) = U(P)aU (B)' (2.31)
at(g) = U@ave'. (2.32)

Por exemplo, ao atuarmos o operador destruicao termalizado a () sobre o estado

térmico |0 (3)), obtém-se

a(8)0(8) = U(B)aU (8) U (8)]0.0)
— U(B)a o,6>
— U(ﬁ)a<|0)®‘5>>
— U (a\0)®‘5>>:0
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De maneira analoga podemos proceder para a (),

a(A)0(A) = U (A U(B)|0.0)
— UP)a o,6>
— Ui \o>®‘6>>
— U(p) (\o>®a\6>):o

a0 = a (ﬁiﬂ“ |n,ﬁ>)
_ ﬁieﬁwaunmm»
- ﬁf:je-ﬁ’fn”(arm@m»
- ﬁfﬁf” (il -1y e @)

= ﬁi\/ﬁeﬁmﬂ In — 1,m)

L N e PER/2 | 7
()

= LOoe_f’)E"ﬂZi n n

N
=)
=

I

N

= LOOe_’BE"/2 n)Raln
e () @)

1 - —BEn/2 ~ |~
_ b 3 ne B2 \n. -

Em vista disso, notamos que |0 (5)) é um estado de vdcuo para os operadores térmicos
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a(p) e a(B). Enquanto que um estado térmico para os operadores nao-térmicos a e a.
Uma outra forma de apresentar os operadores térmicos sao escrevendo-os como com-

binagoes lineares dos operadores nao térmicos. Para tanto, utilizando a forma explicita

do operador U (f) juntamente com as expressoes dadas em (2.29)-(2.32), acarretara nas

seguintes relacoes:

a(f) = u(@a-v(@ad (2.33)
a(f) = u(@a-v(@ad (2.34)
at () = u(B)a'—v(B)a (2.35)
it (8) = u(Ba—v(a, (2.36)

em que u () e v () sdo dadas pelas egs. (2.25) e (2.26). Se o intuito for obter os operadores
nio térmicos a e a' em fungao dos operadores térmicos, basta inverter as relagoes (2.33)-
(2.36), resultando

a = u(B)a(B)+v(B)a (B) (2.37)
i = u(Ba(B)+v(B)d (8 (2.38)
a = w(B)a’ (B)+v(B)a(B) (2.39)
it = u(B)a (B)+v(B)a(B). (2.40)

A notacao de dubleto é implementada

A= (;) (2.41)

Dessa maneira, os operadores térmicos escritos na forma matricial sao tidos como

M@=<?$>=Bm<;), (2.42)

B(8) ( u(B) —v(p) ) | (2.4

em que
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2.3 Oscilador Fermionico

No amago de um oscilador fermionico, o sistema é definido através do hamiltoniano
H = wa'a, (2.44)
tal que os operadores criagao e destruicao satisfazem a seguinte algebra
{a,aT} =1; {a,a} = {aT,aT} =0, (2.45)

de maneira que {A, B} = AB+ BA é o anticomutador e que o espago de Hilbert é composto
apenas por dois estados |0) e |1), haja vista que o operador nimero N = a'a possui
autovalores 0 ou 1.

Semelhante ao script do sistema bosonico, a construcao do sistema fermionico deve ser
tanto quanto consistente de sorte que a duplicacao dos graus de liberdade introduzidos nos

operadores til de criagao e destruicao satisfacam as relagoes
{a,a'} =1; {a,a} ={a",a'} =o0. (2.46)

Portanto, o estado térmico |0 (f3)) é gerado como

oo

0(8) = Z(B)2D e n, i)

n

= Z(B)V*(1+ e Patah) ’0,6> . (2.47)
A condicao de normalizagao do estado térmico |0 (5)) conduz a
Z(B)=1+e"

e assim,
0(8)) = (14 ¢ ™) (14 e alal) ’o,6> . (2.48)

Procedendo de maneira andloga ao sistema bosonico, as novas variaveis sao definidas

cosf (8) = u(8) = ﬁ (2.49)
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sind(8) = v (8) = ﬁ (2.50)

em que

w(B) v (B)° =1.

A introducao dos operadores térmicos é realizada através da transformacao unitaria
U (B), e esta implicard nas seguintes transformagoes para os operadores de criagao e des-

truicao:

a(f) = u(B)a—wv(B)d, (2.51)
a(B) = u(B)a+wv(B)d, (2.52)
a'(8) = u@)a'—v(P)a, (2.53)
at(B) = u(B)a +v(B)a (2.54)
As transformacoes inversas sao dadas por:
a = u(B)a(B)+v(B)a (8), (2.55)
a = u(f)a(B)—wv(B)d (8), (2.56)
a' = u(B)a (B)+v(B)a(b), (2.57)
a' = u(B)a (B)—v(B)a(B). (2.58)

2.4 Propagador do Campo Escalar Térmico

Esta secao se debrucard em verificar de que maneira o propagador térmico se conecta
com o propagador no tempo imaginario. Para realizarmos tal verificacao, utilizaremos como
exemplo o campo escalar. Neste sentido, a densidade de lagrangeana representativa do

campo escalar térmico possui a seguinte forma

L = L-L
1 o 1 2,2 1 T oo ] 1 272 Y
= anﬁa ¢—§m¢ +J¢—§8a¢(9 ¢+§m¢ —J¢

Desse modo, o momento canonico é definido por

r (o)~ DL 0.90)

99
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- ):ac(&a%)
05

por conseguinte, o hamiltoniano fica externado como

H= /ﬁde = / [’H (¢, ) —H ((5, %)} &,
de tal maneira que

ool Lo loan 0 1y 1oz 1 o,n o
H=n 45 (V) + 5m?s = Jo — 2(v¢> Sm6? + 6.

Uma teoria quantica de campos requer relagoes de comutagao, logo

o(tx),7(ty) = id(x—-y), (2:59)
0(t%),6(ty)] = [r(tx),7(ty)] =0, (2.60)
6(tx) F(Ly)] = Wx-y). (2.61)
62).6y)| = [FEx).7(Ey)] =0 (2.62)

Os campos correspondem a operadores definidos para uma agao sobre um espago de Hil-
bert. Diante disso, a introducao dos campos térmicos é realizada mediante as tranformacoes

de Bogoliubov. Com isso,

¢ (z;8) = / (;17:;32_; [0 (k; B) e™*2 + af (k; B) %]

~ k1 , ,
x; B) = — [a(k;B)e ™ +a' (k; B) e ],
6w = [ gy B (ki )]
em que a (k; 8) (@ (k; 8)) e a' (k; B) (a' (k; 3)) sdo respectivamente os operadores criagao e
destruicao térmicos. Nesse sentido, o momento segue como

Pk —i

™ (z; 8) = ¢<Ia5) = /W 5 la (k; B) e~k ot (k; B) eikﬂ
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o) = ) = [ L i)~ ()

As relagoes de comutacao para os modos térmicos sao:

[a (k5 8),al (K3 8)] = (27)" 2k (k — K)

[a(k: 8).a (K B)] = (2m)" 2kod (k — K) .

A transformacao de Bogoliubov para cada um dos infinitos modos fica escrita da forma

U (8) = exp {Zek (8) [af () () — a (k)@ (R)] } .

O espago de Hilbert é moldado a partir do vacuo térmico, ou seja, [0(5)) = U (5) ‘0,6>,

em que

o,6> -® }0,6>k, (2.63)

que é o vacuo para o modo k. Com este cendrio, o propagador térmico para o campo escalar

¢é dado por
Go(z —y;8) = —i(0(B)[ T [¢(z) ¢ (y)]10(8)), (2.64)

onde T é o operador de ordenamento temporal, e assim

iGo(x—1y;8) = 0(a®=4°) 0B (x)d () [0(B))+0 (v —2°) (0(8)] ¢ (y) ¢ (x)]0(5))
= 02 —y") g -y B)+0(y° —2°) g(y—2;8),

onde foi designado g (z — y; 8) = (0(8)] ¢ (z) ¢ () [0(8)),

0, 2° -4 <0
1, 2% —¢y°>0"

H(xo—yo):{
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que corresponde a funcao degrau. Realizando o célculo de g (z — y; §) fica,

g(x—y; )

o [ £

Pk 1

—z’kw Tk, ikx
Zwk +a'(k)e ]

<[ g e )] ()

d3k d3

1

(

{ (ﬁ)!
{

(0(
0
0(B)l

/o
X
N
i
i

(
a' (k) a(p)0(
(0(B)]al (k) a' (p) [0

2wk 2wp
a(p)[0(B)) e
"(p)10(8)) e
B))
(p)10(8)

—i(kz+py)
( ) —i(kz—py)

i(kx—py)

y etlkmton)) (2.65)

Nesse interim, devemos expressar cada operador de criacao e destruicao em funcao dos seus

equivalentes térmicos. Para tanto, utilizamos como base as eq. (2.37), sendo assim, para o

primeiro,

{0 (B)]a(k)a(p)|0(B)

0,
isso porque

a(p)|0(5))
a(k; B)a" (p; 8)10(8))
(0 (B)]al (k; )

Ja o segundo termo segue,

= 0

X

(0(B)a(k)al (p)|0(8))

u

0(B)] (u(k;B)a(k;B) +v (k; B)a' (k;B))
x (u(p; B) a(p; B) +v (p; B)

a (p:8)) 10(5))

a(p;B)a(k; 3)10(8)) =0,

| (u(k; 8) a(k; B) + v (k; B)al (k; B))
(p; 8) + v (p; B)a(p; 8)) 10 (8))
)% 2kod (k — p) .

(B)
(u(p; B)a’
k; B)u (p; B) (27
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Enquanto que o terceiro termo fica,

(0(B)|a’ (k)a(p)|0(B)) = 0(B)|(U( ) T(k; 8) +v (k; B)a (k; B))
x (u(p; B)a(p; B) +v(p;B)a’ (p;B)) 0(5))
= v(k;B)v(p 5)( 7)° 2ko6 (k — p).

Por fim, o ultimo termo,

0(B)|a’ (k)a" (p)]0(B)) = (0(B)| (u(k;B)a’ (k; B) + v (k; B)a(k;B))
x (u(p; B) al (p; B) + v (p; B) @ (p; 8)) 10 (8))
— 0.

Substituindo os resultados, g (x — y; 8) fica expresso como

Bk d&dp 1 1
X (u(k; B) u (p; ) e~ "*e=)
+o (k; B) v (p: B) "))

P’k 1 2 —ik(z—y) 2 ik(z—y)
— (2#)32—6% (u” (k; B) e + v (k; B)e ).

Sendo u? (k; 8) — v* (k; 8) = 1, entdo

& | |
9(r =y 8) = / 2y 2—01% ((0* (k3 B) +1) e ™9 02 (k; B) e 0)) |
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e dessa forma o propagador resulta

1Go (l' - Y /6) = / @k 1 0 (;L'O — y()) ((U2 (k, 5) + 1) e~ tk(z—y) + 02 (k‘, 5) eik(:c—y))

(27r)3ﬂ
ck 1 0_ .0 2 —ik(y—x) | 2 ik(y—a)
[ gt 5P =) (62 05 )+ 1) ) 0 ) )
™ k
3
[ O =) e 0 (=) )
T k

Bk 1 L o
+/ o B (O =) T 40 (4 =) 707

Pk 1 . |
—l—/ (27T)3 2_%1)2 (k; B) (9 (xO _ yO) etkl@=y) 4 g (yo _ 1:0) elk(yfz)) .

Fazendo uso da representagao da funcdo 6 (x) na representagao de Fourier, segue que

. A4k e~ ik(z-y) ) dk e kEy)
GO (x_yaﬁ) = -1 (/ (27_(_)4]{;2 _m2+i€ T (k’ﬁ)/ (27‘{')4]{32 —m2+i6

Ak efik(a:fy)
—0% (k- /
v* (ks B) (2m)" k2 —m? — ie

- ﬁe—ik(a&—y) ﬁe—ik(w—y)UQ . v
/ (2m)* Go (k) + / (2] (k; B) [Go (k) — Gg (k)] -

Também podendo ser escrita de forma simplificada como

d*k
GO (‘7: - yuﬁ) = / (27_‘_)4
no qual Go (k;8) = Go (k) + v* (k; 8) [Go (k) — G} (k)]. Tomando a definicio da fungao
6 (x),

e MGy (k; B) (2.66)

5(x>—nmi{ ! ! }

e—02m1 |x — 1€ T+ i€

isso implicard em

Go (k) = Go (k) = k2—m2+ie+k2—m2—ie
= 27id (kz—mQ).
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E assim,

Go (k; B) = Go (k) + 2miv* (k; B) 6 (K — m?) . (2.67)

Fazendo uso do propagador (2.64), na representacao de Heinsenberg para os campos,

leva a

Go(r—y;8) = —i(0(B)[ T (x,t) ¢ (y,1)]]0(5))

_ i d L ek
R {Z(m Tl ,t>¢<y,t>J}
1

= i Tr T [p(x,t) e PHe g (y, 1) e PH]}

Z(B)
1
Z(B)

i (T [ () PO () 9]

= —

! —BH —1 X
7 T o0~ i) 0 (0]} (2.68)

de modo que foi utilizado a propriedade ciclica do trago. Ressaltamos que a eq. (2.68) é
denominada de relagao de Kubo-Martin-Schwinger, ou simplesmente relacao KMS. Isso

denota que o propagador é periddico no eixo do tempo imaginario, com periodo 3. Para

perfazer a relacao KMS, somente valores discretos para a frequéncia sao permitidos,

para bdsons e

27 1
wn—g<n+§>

para férmions, onde n € Z, e as referidas frequéncias sao conhecidas como frequéncias de

Matsubara. A vista disso, o propagador pode ser escrito,

e—ikn~az

a1 d®p
Go(z —y; B) = ﬁ;/ @) K2 —m? 1 ic (2.69)

de forma que k, = (k%,k). O propagador obtido em (2.69), corresponde ao propagador do

formalismo de tempo imaginario. Este representa um dos principais resultados do método
proposto por Matsubara utilizando a rotacao de Wick de tempo real para imaginario. Por
conseguinte, nota-se que ha uma conexao entre o propagador do formalismo de Matsubara

e o propagador da DCT, encontrado na eq. (2.66). Tal conexao é firmada através dos
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aspectos topoldgicos, bem como considerando as condigoes de periodicidade da funcao de
Green.

Inserindo a notacao duplicada para o campo escalar,

o propagador térmico fica dado por

iG (e =y A = (0.0|7 [6(x:8) 6(4:8)'] |0.)
— ﬁ / d*kG (k; B)™ v, (2.70)

onde G (k; 8)™ = B~ (ko) Go (k)™ B (ko), com

b i 0
GO (k,)a — k —78 +i€ . )
k2—m?2—ie

b ~ .
Isso posto, as componentes de G (k; 3)* sao escritas como:

1
k2 —m? + e

G(k; )" = — 2min (ko) 6 (k* — m?),

G (k" ﬁ)22 = _—1 — 2min (k'o) ) (k‘2 — m2) y

k2 —m?2 — e
G (k; ) = G (k; B)* = —2ni [ (ko) + n? (ko)]'* 6 (K — m?) ,

em que n (ko) = v? (3). Tais resultados demonstram que o propagador adquire uma estru-

tura matricial de duas dimensées. Ademais, o propagador G (k; ﬁ)n ¢ o0 mesmo que o do
método de Matsubara, e a funcao de Green se separa em dois termos, um independente
da temperatura e outro que carrega consigo a dependéncia da temperatura semelhante ao
propagador na abordagem Schwinger-Keldysh.

Uma vez expostos os componentes basicos da Dinamica de Campos Térmicos, estes
servirao de sustentdculo para a construcao da teoria de campos a temperatura finita nos

préoximos capitulos.

1 % Pt Produto Estrela 23



Capitulo 3

Campos Compactificados

No presente capitulo analisaremos os efeitos de uma compactificagao no espaco-tempo.
Para tanto, iremos considerar uma topologia I'Y, = S't x "2 x ... x RP~4_ onde d corresponde
ao numero de dimensoes compactificadas, D representa a dimensdo da variedade e Sh é
a circunferéncia cujo comprimento é L;. Inicialmente apresentamos a compactificagao na
dimensao temporal em uma circunferéncia de comprimento 3, no qual o efeito de tempe-
ratura é efetuado. Em seguida, o procedimento de compactificacao é incidido sobre uma
dimensao espacial. Também, a compactificagao tanto na componente temporal quanto em
uma espacial é analisada. Por fim, uma generalizacao para d dimensoes é efetuada 11 As
atuagoes de tais compactificagoes trazem consigo alguns fenomenos fisicos dependentes de
condicoes de fronteira. A exemplo, temos o efeito Casimir que serd explorado nos préximos

capitulos.

3.1 Compactificacao do tempo

Ao abordarmos acerca da compactificacao no tempo, isto denota que a direcao na qual
os efeitos da compactificacao ird atuar serd ao longo do eixo xy. Desta forma, tomando
como modelo um espaco quadridimensional, a topologia fica dada por I'l = S* x R3, com

o comprimento da circunferéncia S! igual a 3 = onde T' é a temperatura.

1

kT

A funcao de Green satisfaz a seguinte condicao de periodicidade,
Gz—yB)=GCG(x—y—ibfngp). (3.1)

de forma que ny é um vetor tipo-tempo dado por nf = (1,0,0,0). Em face da periodicidade

da funcdo de Green, a representagdo de Fourier para G (z, ) fica expressa como

1 d’p
Ge-vi=—53 [ e TG 0ni ). (32)

n=—oo
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com n = 0,+1,4+2, ..., de modo que p, = (p?, p*, p?, p%), p° = 2_”—12 a frequéncia de Matsu-

bara, e

1
2 —m2

G (pn; ) = — (3.3)

Por outro lado, escrevendo a eq. (3.2), na forma invertida, obtém-se

G (pn; B / da’ /deeZ”" TG (- y; B) . (3.4)

Redigindo a fungao de Green G (z — y; 5) em termos das fungées G~ (v — y; 5) e G< (v — y; ),

decorre que

Gla—y;B)=0("—y") G (@—y:B)+0(y —2") G~ (z —y: ). (3.5)

de maneira que a condicao de periodicidade fica expressa como

G (2 =y By = G (@ =y B)lyo—_is» (3.6)
onde
xO = [07 _Zﬂ]
yO = [07 _Zﬁ]

Logo, a eq. (3.4) manifesta-se da seguinte forma

G (pn: / da” / Bre? TG (1 8). (3.7)

Assim, a transformada de Fourier de G (z — y; §), é dada por

G(pB) = / d'ze™ 9 (a°) G (a; 8) + / d'we0 (—a") G (2; ), (3.8)

ou como

Gp:B) =G (p;8)+C (p;B) (3.9)

sendo

G () = / diee™9 (i) G (; ).
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G (p; ) = /d“xe"’”@ (=2°) G= (;8).

Com isso, ocorre que

dp .
G> (m;ﬂ)z/(%};w_wm (p; B),

e utilizando a representacao integral da funcao 6,

0

0 (%) = — /dT i

i T — 1€

de tal maneira que as funcoes G (p; ) e s (p; B) tomam a seguinte forma:

Yaruos — 4 47, i(p— k)m x0T G (k 6)
G (p; ) 27T 27rz/d /de ke p——

dk°G” (K, p', b, p°)
2r p¥ — kO + e

R R

T — 1€

dk° G~ (K°,p', p*,p*)
o PO — kO —je

= —1

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Entao, ao substituirmos as eqgs. (3.12) e (3.13) na transformada de Fourier (3.9), temos

G f) = /dko G (K, pL % p*) G (K, p! % ) (3.14)
’ 27 p° — kO + e p0 — kO — e '
A condigao de periodicidade (3.6) impde que
= ($07X76) - G> (:L,O - Zﬁaxaﬁ) )
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por conseguinte,

. 0 (—iB)" o
< (0 . _ > (0 . > (.0 . > (.0 .
G ($axaﬁ) = G (l’,X,B)‘I‘(_Zﬁ)@G (ﬁ,x,ﬁ)‘{"l' nl (axo)nG (ZL‘,X,B)
= G (%)
a qual aplicada na representacao de Fourier, conduz para
G (pp) = /d4weimG< (3 8)
= /d4xeipxe_wa°G> (x; B)
= /Ld4xd4keip”e_iﬁaoe_ikxa> (k; B)
= - ;
(2m)
= / ! cded ke (1 + (—iBdy) + ... + %> e G (k: B)
(27) n!
= / L 4d4xd4kei(p_k)re_5koa> (k; B)
(2m)
— e*5p0@> (p; 5) ) (3.15)
Definindo
1
fo (o) = 50— (3.16)
podemos expressar
G™ (15 8) = f5 () A (w3 8). (3.17)
G (:8) = [fs (bo) + 1 A(p: ). (3.18)

e desse modo, a eq. (3.14), em fungao dessa defini¢ao, resulta em

— dk® ko) A (K ; k 1] A (k :

G(p, 5) _ Z/— fﬁ( 0) 0( 07517?27}%7&) . [fﬁ( 0) + 0] (007p-17p27p376> ) (319)
2m p¥ — kY + ie pY — kY — e

Todavia, a expressao para a funcao A (kg, p1, p2, p3; ) ainda nao foi explicitada. Sendo

assim, para que tal funcao venha ser determinada, devemos partir da funcao conhecida
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G (pn; ) e extendé-la para uma funcao continua G (p; 5). Computando a fungao G (py; 8)

a partir da eq. (3.7) e combinando com a eq. (3.10), obtém-se

G = [ [abaon [ 2

B / di? | & Z4k4f6 (ko) A (k; B) e~ ilk=pn)e
0 )

d*k , —iB .
/dsx 4f/3 (ko) A (k; B) e‘z(p”_k)'x/ d0t (PA—H0 )
0
d4k I oo
N /d% 4f/3 (ko) A (k; B) e~ /(Pn =9 m[e(f’nk}ﬁ_1 :
Contudo,
2mn
0 _
pn - —Z/B’
entao

Ak A (ko p:
G o) =i [ G2l ED)

A continuagao analitica de G (p,; 5) — G (p; B), rende

. dkoA<k07p)
Go (p) :Z/ﬁpo_—koa

(3.20)

no qual p° é uma varidvel continua e, utilizando a definicao de Gy (p), a funcao espectral

A (K°, p; B) pode ser obtida. Desta maneira,

—1
_ 3.21
Go (p) p% — %2)7 ( )
sendo que
—1 dkO A <k07p>
o =t [d A(ky,p) 3.22
QO(P0+Z€7P) pg_wg_i_l(s Z/ 27rp0—/€0+i€, ( )
e
. _1 [ dK® Ak, p)
B e bl S LR 3.23
Go (po — i€, p) P — w2 —i6 i Y — kO — e (3:29)
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Procedendo com a diferenga entre as egs. (3.22) e (3.23),

dk°

1 1
gO (pU + i€7 p) - gO (pO - iE, p) = 2/ ——A (k()? p) |:

pO—kO—I—iE_pO—kO—ie

21

21
= Ap).

_ z’/d—koA (ko p) (—2mi) 5 (p° — £9)

Como G (p) é dado em (3.21), entao

-1 -1

A(p) = + ,
(p) pg—wg—l—ié pg—w}%—ié

de modo que a funcao espectral demonstra ser

A(p) = 2mid (p§ — w)) . (3.24)
Fazendo uso da identidade
2 2 1
6 (2* —y?) Im[5(ﬂf—y)+5(ﬂf+y)],

e aplicando-a na eq. (3.19), decorre em

TWh) = 4 f5 () AD)

pE— w? + i€
= Go(p) + f5(po) [Go (p) — Gy (p)] (3.25)

oo
onde a funcdo f5 (po) é escrita como f3 (po) = Y. (e ?70)". Desta forma, a funcdo G (z — y; )
segue como e

d4p —ip(x— *
G(z—y; 8) = / 2 P {Go (p) + f5 (o) [Go (p) — G5 ()]} - (3.26)

O resultado obtido demonstra que o efeito topolégico da compactificagao presente no
termo f5 (po), encontra-se separado da contribuigao espacial. Também, o efeito de tempe-
ratura incorporado através do formalismo de Matsubara é equivalente a teoria escrita na

. 1 3 . . A~ . 1 Y o 1
topologia S* x R®, no qual o comprimento da circunferéncia S* ¢ igual a 8 = .
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3.2 Compactificacao de uma dimensao espacial

Dedicamos, nesta secao, para o caso em que a compactificacao incide sobre uma di-
mensao espacial. O caso escolhido possui uma topologia I'} = S! x R3, com a compacti-
ficacao atuando ao longo de x; e o comprimento da circunferéncia S! igual a L,. Diante

disso, a funcao de Green satisfaz a seguinte condi¢ao de periodicidade,

G (:po,xl, 22, xS) =G (xo,xl + Ly, 22, m3) =G (z+ Liny), (3.27)

em que n; = (n}) = (0,1,0,0). Para esse caso, a condigao de periodicidade em z; conduz
a0 < r; < L, simultaneamente em que as outras componentes variam no intervalo
(—00, 00).

Mediante a condigao de contorno periédica, eq. (3.27), a expansao de Fourier da fungao

de Green fica descrita conforme

[e.e]

1

1 .
Gz —y; L) = L, > W/dpodpzdpzew”(xy@ (Pns L1) (3.28)

n=—oo

sendo p, = (Po, Pin, D2; P3), Pin = 2;—1" a frequéncia de Matsubara, e

1
G (pn; L1) = T (3.29)
Expressando a inversa da eq. (3.28), decorrera em
Ly ‘
G (pn; L) = / dz! /dxodfdacgezp"(x_y)G (x —y; Ly). (3.30)
0
Escrevendo a funcao de Green G (x — y; Ly ) em funcao de G~ (v — y; L1) e G< (x — y; L),
temos
Gx—y;L1)=10 (.731 — yl) G (x—y; L)+ 0 (yl — xl) G (z—y; Ly), (3.31)

de tal modo que a condicao de periodicidade segue como

G< (I’, Ll)lmlz() = G> (.CL’, L1)|x1:L1 . (332)

Neste sentido, a eq. (3.30) é reescrita de acordo com
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Ly
G (pn; L1) :/ dz! /dmodx2dx3eip”IG> (x; Ly). (3.33)
0

A transformada de Fourier para a fungao de Green G (z — y; L) revela-se consoante a

G(pLy) = / d'we™0 (') G (x; L) + / d'we™ (—2') G= (w; L), (3.34)
ou também sendo

Gpilh) =G (L) + G (p; L), (3.35)

que por sua vez

= [ 206 )

= /d4a:eipx9 (—2") G= (x; Ly) .

Escrevendo

G~ (x; Ll) = / (;lﬂ_];e—ipw@> (p; Ll) , (3.36)

e usando a representagao integral da fungao 6, eq. (3.11), a funcao " (p; Ly) é apresentada

conforme

_ k; L
G(l) (p; L1) = /d4 /d7d4ke p—k)z mlTG (k; L1)

(2m) Tomi T + i€

. dle (p07k17p27p3;L1)
- i[5 s (3.37)

enquanto que
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G? (p; L)

T — 1€

/d4 /de4k,ez(p k)z 71117'G (k Ll)
(27r i

[ dGT (pos k1, P2>p3,L1)
T T (3.58)

Agora, substituindo as eqs. (3.38) e (3.37) na eq. (3.35), resulta

§> (pOa kl;p?;pS; Ll) N §< (p07 klap?ap?); Ll) (3 39)
k' —p' + e k1 — pt — e ' '

dk?
Gty =i [ 5

A condigao de periodicidade (3.32) impde que

G~ (xo,xl,x2,x3;L1) = G~ (x R Ll)
= G (x zt, 2?28 Ll)
(L))" o
n! (9x')"
_ L181G> (x xl x2 x L )

(9i (xo,xl,xQ,x?’;Ll) + ...

G~ (2% 2", 2% 2% Ly)

Considerando a transformada de Fourier para G< (z; L),

G (i) = /d4$6i”mG< (23 L)
_ /d4x6ip;teL181G> (l’, Ll)

1 : _—
- / FEE )4d4a:d4kememle—“”c:> (k; Ly)
™

1 . L™\ . —
_ /(2 )4d4xd4kem <1+L181+...+( 131) >e‘””G> (k; Ly)

m .
_ / i ad e G (s

m
= G (pr Ly) (3.40)

e definindo
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1
1) _
fu (0) = S (3.41)
de tal modo que escrevemos
G (i Ly) = fr, (p) Alp: L1) (3.42)
G~ (ps L) = [fu, (0") + 1] A(p; L), (3.43)
e assim, a eq. (3.39), em face dessa defini¢ao, proporciona
= [ dE" [ o, (KY) A(po, ki, p2, ps; L)
T _ o 1 ) ) ) )
G (p; L) Z/ 27 l kt — pt i€
S (K1) + 1] A (po, /f.1,p2,p3; Ly) (3.44)
kb — pl — e

Entretanto, a forma da fungao espectral A (p; L;) nao foi explicitada ainda. Mediante
isso, tomaremos como referéncia o procedimento realizado para o caso da compactificagao
do tempo, na qual foi extendida a fungao conhecida G (p,; L1) para uma func¢ao continua
G (p; Ly). Calculando a funcao G (p,; L1) tendo como base a eq. (3.33) associada a eq.
(3.36), temos

= 1 07,.2,7,.3 ,ipnT d'k —ikz N>
G (pn; L) = de' | da’dxPda’e?r e "G (k; Ly)
1
0 (2m)
b d*k |
= dml/dxodedm )4fL1 ( ) (k; Ly) o i(k—pn)x

/dx0d$2dx )4fL1 (') A(ks Ly) e (k0= )af i(K2 9 )a i (K7 )o?

></ drte™ i(ph—kt)at
0

— ,l'/d_klA(pO7k17p27p3;Ll>
27 pl — k!

A continuagao analitica de G (p,; L1) — G (p; L1), proporciona

. dkl A(p07k17p27p3)
Qo(p)zl/g Pkl
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em que p' é uma varidvel continua e, a fungao espectral A (pg, k1, p2, p3; L1) é encontrada

a partir da defini¢do de Gy (p), de modo que

1
(1°) — (p* +i€)* — (p2)* — (p?)* — m?

Go (po, p1 + i€, p2, p3) =

. dklA(p07k17p27p3)
= 1 / E pl _ k-l + ie y (345)
e
Go ( ‘ ) -
) — 1€, ) =
0 \Po, D1 D2, P3 (p0)2 . (pl . i€)2 . (p2)2 _ (p3)2 —m2
. dkl A(p07k17p27p3)
= Z/g pl —]{;1 —ie . (346)
Realizando a diferenga entre as eqs. (3.45) e (3.46),
Go o1 +i6,p,09) = Go (o1~ iepps) = [ oAb [
1€ — — 1€ = o ol .l i
0 (Po, 1 , P2, D3 0 (Po, D1 y P2, D3 o+ \P0, P, P2, P P KL +ic
1
S pl— k' — e
dk! . 1 1
- Z gA pOaklap%pd) <_27TZ)5(p _k )
= A(p).
Contudo,
—1
Go (po, p1 + i€, p2, p3) — Go (Po, p1 — i€, p2,p3) =
(1°)* = (p* +i€)* — (p?)* — (p?)* — m?
—1

de maneira que a fungao espectral fica escrita como

A(p) = —2mié (p* —m?). (3.47)
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Utilizando o resultado encontrado da funcao espectral na transformada de Fourier da

fungao de Green dada em eq. (3.44),

1 1
k' —pt +ie k' —pl —ie

— [ dE!
G(p; L) = 2/ fri (k') A(po, k1, pa, p3; L) [

o
_Z./d_/flA(poJﬁ;pz?ps;Ll)
2m kb — pl — e

o

dk!
= 2/ fri (') A (po, k1, pa, p3; L1) (—2m1) 6 (k' — p)

/ di! (2 ) (wp — (k) )

2m k' — pl — e

11
Tr—i€ i€

onde foi utilizado a defini¢ao da funcao delta ¢ (z) = lim5-- |

2 _
lim a7 }, bem como w; =

p2 — p2 — p2 — m?. Fazendo uso da identidade
1

(o~ 1) = gl =) 6 (a )],

e aplicando-a na eq. (3.44), fica

Gp:L) = fu.(p)A) - 72 _;2 —
= Go(p) + f, (") [Go () — G5 (p)], (3.48)

sendo fr, (p') = Se #1P' Logo, a funcdo G (z — y; L) demonstra ser
i=1

G (e =y Ly) = / (jﬂf;e—w—w{ao 0)+ fr () [Go ) — Gy )]} (3.49)

A expressao encontrada possui o mesmo reflexo oriundo do resultado da compactificacao
no tempo. Aqui, observamos que a expressao ¢ dividida em duas partes, uma contendo o

efeito da compactificacao e a outra correspondente ao conteido do espaco plano.

3.3 Compactificacao do tempo e de uma dimensao espacial

Dando continuidade ao formalismo da compactificagao, desta feita, realizaremos conco-

mitantemente a compactificacao do tempo e de uma dimensao espacial. Para o caso citado,
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a topologia fica descrita como I'7 = S! x S! x R2. O tempo seré compactificado em uma
circunferéncia S' de comprimento 3, enquanto que a compactificacao espacial serd ao longo
de 2! com comprimento de circunferéncia S! igual a L;. Nesta perspectiva, a expansao de

Fourier da fungao de Green é escrita como

1 =1 1 ;
G (I - yvﬁa Ll) = T Z E Z (27’(’)2 /dpgdpgem”l(ﬁy)G (pnl;67[/1)7 (350)

onde
Pnl = (p?upllap27p3) )
com
2mn 2wl
0o_ s g _ 4T
pn /8 ) pl Ll
e
G (puii B, L) = ——— (3.51)
Pni; P, L) = pil — mz‘ .
Expressando a funcao de Green como sendo
1 o0
G (pu; 8, L1) = — Gy (x —y; 0), 3.52
(pui; B, L) Lllz—;o 1z —y;B) ( )

em que

I - 1 .
Gi(z—y;8) = e > 2n)? /dpzdpge—zpm(x—y)g(pnl;ﬁ).

Seguindo os mesmos procedimentos para o caso da funcao G (z — y; ), obtemos

1 , _
Gy <5U - Y 5) = W /dpodpzdpaezpl(xy)(; (ph 5) ) (3-53)

de modo que

G (pi, B) = Go (p1) + f5 (o) [Go (1) — G5 ()] -

Substituindo a eq. (3.53) na eq. (3.52), fica
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1 &— 1 . _
Gr—y; 8, L) = I Z 27) /dpodp2dp36_zpl(x_y)G(pl;ﬁ). (3.54)
l=—00

A compactificacao da dimensao espacial seguird o mesmo processo da secao anterior.

Assim, a funcao de Green é dada por

G-y B, L) = (2;4 /dp‘*ei”(x‘” (E (p; B) + fr, (m) |G (p; 8) = G (p; 5)])
1 4 ip(z—y o
= (27)4 /dp eP(z—y) (Go (p) + [fs (po) + fr, (p1)] [Go (p) — G§ (p)]

+ 25 (po) f1. (1) [Go (p) — GG (P)])

que escrita em uma notacao simplificada

1
(2m)*

Gz —y; 8, L) = / dp* eV (Gy (p) + fo.1, (po, 1) [Go () — G5 (p)]),  (3.55)

onde

f8.01 (Po.21) = [ (Po) + fr. (p1) + 2f5 (po) fr, (1) -

A partir da eq. (3.55), as expressoes tanto para a compactificagdo do tempo bem como
para a compactificacao espacial podem ser retomadas separadamente. Para tanto, devemos
tomar casos limites da relacao acima, ou seja, para se obter a compactificagdo no tempo

basta fazer fz (po) = Llim fs., (Po,p1), enquanto que a compactificagdo em uma dimensao
1—00

espacial é tida quando fr, (p1) = ﬁlggo fs.0, (Posp1).

3.4 Compactificacao em d dimensoes

O mesmo roteiro aplicado para obtermos as fungoes de Green para os campos com-
pactificados no tempo e em uma dimensao espacial, pode ser utilizado no intuito de uma
generalizagao para n dimensoes compactificadas em uma variedade de dimensao D. Neste
caso, a topologia é tida como I'Y, = S'* x ... x S x RP~?¢ de modo que d = 1 + N, em
que N corresponde ao numero de dimensoes compactificadas, D representa a dimensao
da variedade e S'¢ é a circunferéncia com comprimento L;. Considerando o conjunto de

parametros de compactificagdo a = (ap, o, ...,an), € k) = (ko, ..., kn), a generalizagao
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fica dada por

v (ki) = D) (Hf(%n)) 2°~!

s=1 {o’s} n=1
X Z (_£)s+27s»:1lvr' exp {—Z&gj lgj kgj} s (356)
loqseeslos=1 j=1

de modo que f (a;) =0 para o; =0 e f(a;) =1 para o; # 0, {05} denota o conjunto de
todas as combinagoes com s elementos, {071, 09, ..., 05} dos primeiros N+1 ntiimeros naturais
{1,2,..., N}, ordenados de tal forma que 01 < 03 < ... < 05. Aqui, para bdsons ({ = —1),

enquanto férmions (£ = +1). Assim, para bésons a fun¢ao de Green resulta ser

G y0) = [ GEe M (G () 4 () (G0 ()~ Gy (]}, (357

e para férmions a func¢ao de Green é escrita como

dk* .

Sz -y a)= / (2—)46_”“(“’) {0 (k) + vF (ka; @) [So (k) — S5 (k)] } - (3.58)
T

Uma vez explanado o mecanismo para concretizacao da compactificagao e tendo em

vista realizar uma transicao suave para os resultados deste trabalho. No préximo capitulo,

o processo de compactificacao sera novamente estudado. Entretanto, o mesmo estara sendo

aplicado a um exemplo cuja escolha para atuacao é o campo eletromagnético livre.
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Capitulo 4

Compactificacao Via Método da Funcao de

Particao: O Campo Eletromagnético

Neste capitulo iremos explorar a teoria do campo compactificado. Todavia, para reali-
zar tal proposito, utilizaremos o método da funcao de particao no qual seguird um roteiro
diferente do processo da termo algebra apresentada no capitulo anterior. Para o desenvolvi-
mento, tomaremos como sustentaculo o campo eletromagnético livre. Diante disso, iremos
revisitar alguns resultados explorados na literatura acerca da compactificagao, objetivando
termos uma passagem suave para os resultados apresentados no préximo capitulo. A exem-
plo, procedemos com a compactificacao da dimensao espacial na funcao de particao e o
efeito Casimir sobrevém como resposta. Por fim, apresentamos uma generalizagao da funcao
de particao para n dimensoes e, dependendo da escolha realizada, a lei de Stefan-Boltzmann

bem como o efeito Casimir sao obtidos.

4.1 Exordio das teorias compactificadas

No inicio do século XX, Albert Einstein apresentava a comunidade cientifica sua Teoria
da Relatividade Geral, em que a gravidade passava a ser tratada como uma propriedade
do espago-tempo. Outrossim, Einstein também dedicou-se em desenvolver uma teoria de
unificacao das interacoes gravitacionais e eletromagnética, com o propdsito que esta pudesse
explicar todos os fenomenos da natureza. Contudo, este nao logrou éxito com a tentativa
de unificar tais grandezas.

E através da conjuntura de unificar as interacoes fundamentais da natureza que as
teorias de dimensoes extras ganham forca. Neste contexto, um dos primeiros trabalhos
pautados na investigacao do cenario de dimensoes extras foi desenvolvido por Nordstrom
[ ], o qual tratou da generalizacao da teoria da gravitacao de Einstein para um espago-

tempo de 5 dimensoes.
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Em 1919, motivado pela Teoria da Relatividade Geral de Einstein, Theodor Kaluza
) buscou compreender as consequéncias de se escrever tal teoria em um ambiente 5-
dimensional. Neste interim, Kaluza reescreveu as equagoes de Einsteins em cinco dimensoes
do espaco-tempo, e assim, conseguiu mostrar que contidas em tais equacoes encontravam-
se a teoria quadridimensional da gravitacao einsteiniana bem como o eletromagnetismo de
Maxwell.

No final da década de 20, o matemdtico sueco Oskar Klein ")) forneceu uma justifi-
cativa para a dimensao extra proposta por Kaluza. Este sugeriu que o universo poderia
ter dimensoes compactas e muito pequenas, as quais nao se conseguiria detecta-las e,
desta forma, a dimensao extra fornecida nos trabalhos de Kaluza seria invisivel. Geome-
tricamente, a quinta dimensao extra pode ser vista como um grupo circular U(1), que
corresponde a formulacao da teoria eletromagnética como uma teoria de gauge com grupo
de gauge U(1). Ainda a respeito dessas dimensoes extras compactificadas, ressalta-se que
essas estao além do nosso mundo quadridimensional, e é razoavel inferir que a existéncia da
mesma pode proporcionar efeitos em diferentes escalas, nao apenas no universo cosmologico
ou dominio da fisica de altas energias, mas também em fenomenos de baixa energias [94,99],

Com o transcorrer dos anos, novos experimentos bem como teorias foram sendo con-
cebidas e, dentro desta celeuma de ideias, uma revolucionaria a forma de se enxergar a
fisica de particulas, tal teoria foi denominada de Modelo Padrao. A continuidade pela uni-
ficacao das forcas na fisica serviu como combustivel e propiciou o favorecimento, assim
como o sucesso, do Modelo Padrao pois até o momento esta se sobressaia em descrever de
forma unificada as interagoes fundamentais da natureza. No entanto, tal teoria falhava na
abordagem da interagao gravitacional.

Em virtude das descobertas de novas forgas, novas dimensoes foram sendo necessarias
para descreve-las e as ideias de Kaluza-Klein tomaram notoriedade. Tal modelo desempe-
nhou o papel de incubadora para teorias que utilizam 10 e 11 dimensdes a fim de explicar
eventos fisicos, a Teoria de Cordas [""""). A exemplo da utilizacdo de tais ideias, em 1998
Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali indicaram a solucao para o Problema da Hierarquia
991991 Outros estudos considerando efeitos de dimensdo extras foram realizados, como no
artigo seminal de Randal e Sundrum (o1, ], no qual abordaram a dimensao extra como
compacta devido a existéncia de uma brana, e assim, tal dimensao passa a ter um compri-
mento finito.

A premissa da compactificagao nao fica restrita somente a dimensoes extras. Uma cor-

rente dessa vertente é a abordadagem da temperatura no cenario quantico. Um dos pri-
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meiros estudos a explorar a tematica de teoria quantica de campos a temperatura finita
foi elaborada por Matsubara 11 denominado de formalismo do tempo imaginario, o qual
descreve um sistema quantico em equilibrio termodinamico. Uma caracteristica desse for-
malismo é que ele se baseia na periodicidade (antiperiodicidade) das fungoes de correlacao
de bésons (férmions) [105=106] 1gs0 significa que a periodicidade equivalerd descrever a teoria
em um toro compactado S' x RP~! onde S' é uma circunferéncia de comprimento propor-
cional ao inverso da temperatura "1, Uma contribuicao significativa no formalismo do
tempo imaginario foi realizada na década de 80, onde Birrell e Ford """ desenvolveram uma
generalizagao do mecanismo de Matsubara para incluir a compactificacao de coordenadas
espaciais.

Dentro do arcabougo da teoria do campo quantico toroidal, podemos pontuar algumas
aplicagoes significativas, dentre as quais temos o efeito Casimir 105 Este efeito é causado
devido as flutuagoes do vacuo do campo eletromagnético confinado entre duas placas con-
dutoras, paralelas com separacao L, que dao origem a uma forca de atracao entre as placas.
O efeito foi estudado em diferentes geometrias, topologias, campos e condigoes fisicas de

contorno[ a ].

4.2 Estrutura hamiltoniana

A densidade de lagrangiana responsavel por descrever o campo eletromagnético, na
auséncia de fontes, é dada por
1 17
£: _ZFNVFN 5 (41)
e, aplicando-a na equagao de Euler-Lagrange, a eq. (4.1), resulta na seguinte equagao de

movimento

0, F™ = 0. (4.2)

Dentro da estrutura do eletromagnetismo de Maxwell, além das simetrias de Lorentz
e CPT, esta teoria admite uma simetria na qual estabelece que os campos elétricos e
magnéticos, escritos em funcao do potencial escalar e vetorial, sao invariantes se os po-
tenciais mudam como A, (x) — A, (x) + J,A (z), com A (x) sendo uma fungio escalar
arbitraria. Esta simetria é denomida de simetria de gauge local.

Em face da existéncia da simetria de calibre no eletromagnetismo indica que tal teoria
é um sistema vinculado. Desta forma, analisar a estrutura do seu hamiltoniano via for-
malismo de Dirac torna-se de fundamental importancia para uma futura quantizacao quer
através do formalismo candnico operatorial ou quer do formalismo de integragao funcional.

No intuito de se proceder com a analise da estrutura hamiltoniana do modelo, princi-
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piaremos estabelecendo o momento canonico conjugado do campo A,,.

_ oL
A,

= —F%, (4.3)

m*

Fixando g = 0 na eq. (4.3), resultard em 7° = 0 e, dessa forma, temos um vinculo
primario que serd denominado de ¢;. A ocorréncia de um vinculo primario surge quando
nao se pode escrever a velocidade (nesse caso a derivada temporal do potencial vetor) em

termos dos momentos e dos campos. Desse modo, ocorre que
— 0 ~
o1 =7 ~0. (4.4)

Por outro lado, se 1 = k, a eq. (4.3) conduz para seguinte relagdo das componentes

espaciais do momento canonico conjugado

= Ak — O Ao, (4.5)

e a partir da eq. (4.5) salientamos que a mesma nao representa um vinculo dado que hé a

possibilidade de se escrever a velocidade A; em termos dos momentos e dos campos,

Desta forma, os parénteses de Poisson fundamentais entre as variaveis canonicas con-

jugadas ficam redigidos como
{4, (@), 7 ()} =6,(F = 7). (4.7)

A vista disso, a densidade hamiltoniana canénica, He = 1A, — L, toma a forma

1 1
HC — 5 (7Tk)2 + Z (Fkl)2 + WkakAo, (48)
e a hamiltoniana canonica, H¢, sera
Ho = [ dy |3 (") + 1 (F)” + 770, Ao | . (4.9)

A elaboragao de uma hamiltoniana bem definida, leva em consideracao que os vinculos

primarios sejam mantidos invariantes frente a evolucao temporal do sistema. E, pensando
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nisso, Dirac introduziu a hamiltoniana priméaria, definida como

Hp:HC—i—/dyC'qbl, (410)

onde C' é o multiplicador de Lagrange associado ao vinculo primario ¢;.
Uma vez definida a hamiltoniana primaria, o calculo da condicao de consisténcia do

vinculo primério que garanta que este permaneca preservado no tempo é dado por
¢»={¢,Hp} =~ 0. (4.11)

Entretanto, esta imposicao pode conduzir-nos para as seguintes situacoes: introducao de
novos vinculos, chamados de vinculos secundarios; equacoes que levam a mais multiplica-
dores de Lagrange ou resultem ser identicamente nulas.

Para o caso em estudo, a condicao de consisténcia do vinculo primario leva a
61 = {61, Hp} = 9" = 0, (4.12)

resultado que proporciona um vinculo secundario o qual serd denominado de ¢
¢y = O ~ 0. (4.13)

A condicao de consisténcia para o vinculo secundario mostra ser identicamente nula,

¢2 = {62, Hp} = 0. (4.14)

Diante disso, constatamos que a teoria nao possui mais vinculos visto que o vinculo se-
cundério ¢ preservado sob a evolucao temporal gerada pela hamiltoniana priméria. Entre-
tanto, o multiplicador de Lagrange C' continua indeterminado, demonstrando que a teoria
ainda mantém-se indefinida.

No formalismo de Dirac, o fato de ocorrer esta indeterminacao no multiplicador de
Lagrange é um indicativo da existéncia de vinculos de primeira classe. Estes vinculos de
primeira classe sao aqueles que possuem parénteses de Poisson nulos com todos os vinculos
obtidos no modelo em estudo. Neste caso, os parénteses de Poisson entre os vinculos ¢ e
¢9 sao identicamente nulo,{wo, kak} = 0. Portanto, a referida teoria exibe dois vinculos
de primeira classe

o1 =7 =0, ¢y =" = 0. (4.15)
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Dessa maneira, a estrutura da hamiltonia responsavel por descrever o eletromagnetismo
de Maxwell ¢é tida como de primeira classe. E, para suceder com a quantizagao da mesma,
faz-se necessario que eliminemos a indeterminagao oriunda do multiplicador de Lagrange.

Para tanto, este deve ser fixado.

4.3 Condicoes de calibre

De acordo com o pressuposto por Dirac, os vinculos de primeira classe sao os geradores

da simetria do sistema fisico e, portanto, a evoluciao temporal do sistema deve ser regida
) bl

por uma hamiltoniana que englobe esses vinculos de primeira classe. Esta é denominada

de hamiltoniana estendida Hpg, que no presente estudo fica escrita como

Hy = He + / dy [Cé1 + Dé) (4.16)

em que C' e D sao os multiplicadores de Lagrange.
Conforme a prescri¢ao de Dirac, a hamiltoniana estendida serd a responsavel por regular
a evolugao temporal do sistema fisico. Diante disso, necessitamos determinar a evolugao
das varidveis canonicas. Assim, iniciando com o campo A,,, resulta que:
Se 1 =0, logo
Ay ={Ay,Hg} =C, (4.17)

contudo, se u = k, entao

evidenciando que a dinamica de Ag e Ay continua indeterminada uma vez que persiste a
dependéncia dos parametros arbitrarios C' e D.
Procedendo a andlise para o momento canonico conjugado 7#:

Caso p = 0, resulta em

7%0 = {r% Hp} = Ot = 0, (4.19)

porém, se y = k, logo

7.Tk == {Wk,HE} - —alel. (420)

Dois pontos podemos destacar acerca dessa verificagdo: ao combinarmos a eq. (4.19) com a
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eq. (4.20), é resgatada a expressao de Euler-Lagrange dada na eq. (4.2). E o segundo ponto
a ser destacado estd na similaridade entre as eqs. (4.18) e (4.6), quando se toma 0D = 0
ou D = 0. Desta maneira, devemos impor uma condigao de calibre de tal forma que fixe D
convenientemente. Tal imposicao é feita de modo que o niimero de condigoes de calibre seja
igual ao nimero de viculos de primeira classe na teoria. Todavia, tem de se ter o cuidado
para que estas condi¢oes devam ser compativeis com as equacoes de Euler-Lagrange.

Calibre de Coulomb

Um caminho para se obter a condi¢ao de calibre é observando a componente do campo
eletromagnético cujo momento conjugado é de primeira classe na equacao de movimento

da lagrangiana. Para o caso em estudo 7 & 0, entdo a eq. (4.2) satisfard
V2 Ay — 0y (0rAL) = 0. (4.21)
Tomando como primeira condicao de calibre
Y1 = O A =~ 0, (4.22)

resulta em V24, = 0, que na auséncia de fontes e a condicao de contorno nula no infinito,

conduz a Ay = 0. Para a segunda condicao de calibre, segue
Py = Ag = 0. (4.23)
A condigao de consisténcia de v, {0xAg, Hr} =~ 0, decorre na expressao

O™ + V2A) — V2D = 0, (4.24)

em consonancia com o fato que 9 A, ~ 0 e Ay = 0, entao, D é uma funcao harmonica
que pela eq. (4.18) deve ter gradiente nulo. A vista disso, D configura-se como constante,
e aplicando a condicao de contorno que os campos se anulam no infinito, resulta que
D = 0. Por outro lado, utilizando a condigao de consisténcia, { Ay, Hg} ~ 0, segue que o
multiplicador de Lagrange C' =0 ¢ fixado.

Com a imposicao da condicao de calibre de Coulomb, obtivemos a fixacao de todos os
multiplicadores de Lagrange da teoria. Dessa maneira, a matriz formada pelos parénteses de
Poisson dos vinculos de primeira classe juntamente com as condigoes de calibre é expressa

por:
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- ¢1 P2 U1 e
1[0 0 0 -1
0 0 V2 0
M= ” §(x—y), (4.25)
| 0 =V2 0 0
o \ 1 0 0 O

tendo um determinante funcional nao nulo

det M(z,y) = [det (—V2)]2 . (4.26)
Portanto, a hamiltoniana estendida do campo eletromagnético fica escrita como

Hp = /dy [% (”k)Q + i (Fu)?| - (4.27)

Uma vez realizada a analise dos vinculos e de posse da hamiltoniana da teoria, podemos
efetuar um estudo das propriedades termodinamicas. Para tanto, um roteiro a ser seguido
é o descrito pelo formalismo de integragao funcional em que se faz necessario o cédlculo da
funcao de particao do modelo. Esta serd o objeto de estudo que executaremos na proxima

secao.
4.4 Funcao de particao

Apés conhecermos a estrutura da hamiltoniana do campo eletromagnético e, tendo
como proposito o estudo das propriedades termodinamicas do sistema fisico, nesta segao,

buscaremos compreender a funcao de particao da respectiva teoria [115],
4.4.1 Compactificacao no tempo

A representacao da funcao de particao para o campo eletromagnético, no calibre de

Coulomb, ¢é definida da seguinte forma
Z(B) = / DA, D75 (3,) |det M (2 — y)|"/?

X exp { / dx (i7", A, — ’Hc)} | (4.28)

B
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em que X, = (¢1, ¢2,11,12) é o conjunto de vinculos de segunda classe formado pelos

|l/2

vinculos de primeira classe e as condigoes de calibre, |det M (x — y) ¢ o determinante

da matriz de vinculos expressa na eq. (4.26), |, gdx = foﬁ dr [ d®x e He a densidade de
hamiltoniana canonica.

Nao obstante, a integracao funcional do campo eletromagnético deve ser realizada sob
as configuracoes de campo satisfazendo condigoes de contorno periddicas no intervalo 0 <
T <8,

A, (r,x)=A, (T4 8,%x). (4.29)

Ao substituirmos as eqs. (4.4), (4.8), (4.13), (4.22) e (4.23) na fungao de particao (4.28),
temos
Z(8) = / DADRODADTS (1) 6 (Ay) 6 (9) § (9 Ar) |det (—V?)]
X exp {/ dx [WO&AO — W’Ca,ng} }
B

X oxp { /ﬁ dz {mkaTAk 2 -3 (Ejf] } . (4.30)

Efetuando a integracao em Ag e depois em 7°, a funcao de particao toma a forma

Z(B) = / DAD7"6 (0x") 6 (0p Ay) |det (—V?)]
X exp {/ﬁ dx {mkaTAk - % (7*)* — i (Fij)ﬂ } . (4.31)

Fazendo uso da representacio funcional da §—Dirac no momento canénico 7%

§ (O = / DAeXp{ /5 dm'A@kﬂk} = / DA exp{ /B dx (—m’fak/\)}, (4.32)

a integracao no momento canonico 7% segue como,
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Z(B) = /DAkDAé (kA |det (—V?)|
X exp {z /B do [—% (0, Ay — DpA)? — i (Fij)ﬂ } | (4.33)

Por fim, tomando A = A,, a funcao de particao do campo eletromagnético livre no

calibre de Coulomb fica escrita como

- / DA,6 (9 Ar) |det (—V?)| x exp { /ﬁ da [—iFabFab] } (4.34)

sendo a,b = 7,1,2,3. Em face do calibre de Coulomb nao ser covariante, a funcao de
particao apresentada na eq. (4.34), também nao seréd. A vista disso, para que esta venha

ser escrita na forma covariante, utilizamo-nos do ansatz de Faddeev-Popov dado por

/Dw ()0 (G [AY]) det ’M

=1 4.
o , (4.35)

w=0

em que w(z) é o parametro de calibre, Dw (z) é a medida do grupo de calibre, G [AY]
uma condigao de calibre covariante, A% o campo transformado, que no caso abeliano A% =
A, + Ow e det ‘M o determinante de Faddeev-Popov invariante de calibre.

w=0

Sendo assim, ao introduzirmos o ansatz de Faddeev-Popov na fungao de partigao (4.34)

e fazendo a transformacao de calibre A, — A, — J,w, resulta

/ DA, (G[A,]) det 5(%?5]) . X exp{ /5 dx [—i(Fab)ﬂ}
X / Dw |det (=V?)| 6 (0rAr — Vw) . (4.36)

A integracao funcional em w corresponde ao ansatz de Faddeev-Popov no calibre de

Coulomb, que equivale a uma unidade. Portanto, a funcao de particao escrita em um calibre

. exp {/ﬁ du [—i (Fab)ﬂ } _ (4.37)

Tomando o calibre de Lorentz como condigao de calibre covariante

covariante fica

6 (G1AZ])

a

/DA d (G [A,]) det
 bw
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1
—_0,A, + f, 4.38
NG + f (4.38)

onde f corresponde a uma funcao escalar arbitraria e £ um parametro real arbitrario, de

G [Aa] = -

modo que
GA%] = G [A] — o (4.39)
al a \/E ) .
logo,
det (G 1A]) = det _—\/g‘, (4.40)

ow

w=0

sendo O = 9,0, = (9,)* + V2.

Com isso, a fungao de partigao (4.37), fica expressa como

/DA 5( — 0,4, +f) det | =2 exp{/ﬁdm [—i (Fa,,)ﬂ } (4.41)

3

Tendo em vista que a funcao de particao deva ser independente de f, entao, para que

. . . ~ 1 2 . ~
isso ocorra multiplicamos a expressao por (—5 f 3 dx f ) e, procedendo com a integracao

/ DA, det | = exp { / dz {_211 (F)? — 2—15 (E)aAa)Q} } (4.42)

e, realizando uma integracao por partes na exponencial, temos

9= [ Dasder| 2 exp{ [ (- (1) aa) 4} w

A integracao sobre o campo de calibre gera o seguinte resultado

/DAa exXp {/ dr — %Aa |:_|:|5ab - (% - 1> 8a8b} Ab} = det —Déab — (% — 1) 8,1817
B

(4.44)
Para solucionar o determinante (4.44), definiremos um operador diferencial

em f, obtemos

—-1/2
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Dy = —06a — Auh, (4.45)

emque)\:%—l.

O operador (4.45), posto no espaco de Fourier toma a forma

Dap () = dasD” + APaDs, (4.46)

onde p* = p2 + p?, cujo determinante da matriz ﬁab (p) é redigido explicitamente como

PP+ A0 Apop APop2 APop3
~ Apipo PP AP Apipe Ap1p3

Das (p) = , (4.47)
Ap2po Apap1 PP ADS Apaps
AP3Po Apsp1 Apspa  P* + Ap3
decorrendo em
™ 2 2 2 2 P°
detDyp (p) = p° + Ap°(p3 +pT +p5 +p3) =p* (1 +A) = T (4.48)
Assim, o resultado do determinante funcional no espaco de configuragoes é processado
como
—m*
det Dy, = det ( ¢ ) . (4.49)

Substituindo a eq. (4.49) na expressao da fungao de partigao (4.43), decorrerd em

—1/2

— (D)’ , (4.50)

Ve S

e realizando as devidas simplificacoes, a funcao de particao para o campo eletromagnético

Z (B) = det det

toma a seguinte forma

InZ(B)=—-Trin(-0). (4.51)

O traco funcional dado pela eq. (4.51) é calculado na base de Fourier que expande o

campo vetorial

1/2
ACL (7—7 X) - (€> Zei(wn7+x'p)ga (nv p) ’ (452)

n,p
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sendo V' o volume do sistema, w,, = 2%n,com (n=0,41,£2,+3...) as frequéncias bosonicas

de Matsubara e p = (p1, p2, p3). Desta forma, o logaritmo da func¢ao de particao fica escrito

CcOo1mo

InZ (53 :—VZ/dgp In ([(Bwn)® + (Bw)?]), (4.53)

n=—oo

onde w = |p|. A soma em n é efetuada mediante a identidade

Z In [(27m)2 + (ﬁw)z} = Bw—In(2) +2In(1—e ™). (4.54)

A vista disso, a funcio de particio (4.53) sob a déptica da identidade (4.54) resulta

InZ(6) = (1—e"). (4.55)

Em que a contribuicao do vacuo foi desprezada e a expressao descreve o espectro de energia
da radiagado de um corpo negro.

Escrevendo a eq. (4.55) em coordenadas esféricas, p — (w, 8, ¢), obtemos

2V

InZ (B3 s dww In ( ey (4.56)

no qual df2 = sin 0dfd¢o é o elemento de angulo solido.
Executando as integrais na eq. (4.56), encontramos o seguinte resultado para a fungao

de particao do campo eletromagnético

2V
4533

Doravante, a densidade de energia é dada por

NERLITICINLY Py o s

Realizando a integracao na frequéncia w, a densidade de energia por elemento de angulo

InZ(B) = (4.57)

solido fica expressa como

w(B) = / o7 (4.59)
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Em contrapartida, na eq. (4.58) ao integrarmos somente o angulo sélido, a densidade

u(ﬁ):%/ooodw (eﬁf’?’_J, (4.60)

cujo termo entre parénteses corresponde a lei de radiacao de Planck.

de energia proporcionara

Todavia, ao processarmos todas as integrais na eq. (4.58), temos

2

= 4.61
que corresponde a densidade de energia da cavidade ou lei de Stefan-Boltzmann.
Por conseguinte, a pressao da radiacao é dada por
10lnZz 2
potOmZ(h) _ = (4.62)

BV 458t

Dado que fora realizada a compactificacao na dimensao temporal da fungao de particao
do campo eletromagnético e como resposta encontramos a lei de Stefan-Boltzmann. Entao,
continuaremos nesse mesmo roteiro para verificar o comportamento da funcao de particao

ao ser compactificada em uma dimensao espacial.
4.4.2 Compactificagao de uma dimensao espacial

A compactificacdo na dimensao espacial serd efetuada ao longo do eixo xq, isto é,
'} = S' x R3 tendo o comprimento da circunferéncia de S' igual a L;. Desta forma,
as configuracoes do campo satisfazem a seguinte condi¢ao de periodicidade no intervalo
0 <z <Ly,

A(I‘(), T, T2, Ig) = A(IQ, T+ Ll, I, Ig). (463)

Desse modo, a funcao de particao do campo eletromagnético fica escrita como

Z (L) = /DAODWODAkDWk5 (7?0) d(Ag) 0 (8k7Tk) 0 (OrAk) ‘det (—V2)|
X exp {/ dz [ir°0, A — wkakAo] }
Ly

X exp { /L 1 dx [m’“&Ak - % (7%)? — % (FU)Q} } . (4.64)
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na qual [, dr = fOLl dry [ d*x e x = (z¢, 22, 73). Executando as devidas operagoes, a eq.
(4.64) resulta

InZ (L)) =-Trin(-0). (4.65)

O trago funcional de (4.65) é calculado na base de Fourier

L\ 12 ' N
A, (21,x) = (Vl) Ze’(w’"““'p)Aa (m,p), (4.66)
m,p

27

Ly
bara e p = (po, p2, p3). Assim, o logaritmo da funcao de partigdo toma a forma

em que V é o volume do sitema, w,, = £m, (m = 0,+1,42,..), as frequéncias de Matsu-

d3 +o00

P 2 2

InZ (L :—V/ In [ (27rm)” + (Liw 4.67

(L1) (2W)3m2200 [(27m)* + (Liw)’] (4.67)

onde w = |p|. A soma em m é realizada por meio da identidade (4.54), conduzindo-nos

para

p

07 (L) = —2V / IR i (1— e by (4.68)
(2m)

A eq. (4.68) em coordenadas esféricas p — (w, 0, ¢), fica

InZ (L) =— (227‘;3 /dQ /(;oo dww? In (1 — e*Llw) : (4.69)

sendo df2 = sin #dfd¢ o elemento de angulo soélido.

Derivando a eq. (4.69) em relacao a Li, a energia interna do sistema é expressa como
2
-7
U= ——, (4.70)
15 (L1)
que corresponde ao efeito Casimir para o campo eletromagnético.
4.4.3 Compactificagao em d dimensoes

A fungao de particdo do campo eletromagnético livre generalizada para n dimensoes

escrita na forma de integral funcional é dada por
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Z(Ly--- L) = /DA#DW% (34) x |det My, (x,y)|1/2

Lo Ly
X exp {/ . / /dDHsc (imh0; A, — ’HC)} , (4.71)
0 0

de modo que X, = (¢1, ¢a, 91, 12) denota o conjunto de vinculos de segunda classe formado
pelos vinculos de primeira classe e as condigoes de calibre, |det My, (z, y)|1/ % corresponde
ao determinante da matriz de vinculos det {3, (), % (y)} = det (—Dy;0;0,)" e He é a
densidade de hamiltoniana candnica. A eq. (4.71) caracteriza uma generalizagao do sistema
N = D + 1 dimensdes com topologia ')} = S'o x Sl ... S x RP~". Para o referido
caso, a compactificagao ocorrera em r 4+ 1 dimensoes, com r < D. Sendo assim, a fungao

de particao generalizada para o campo eletromagnético livre é tida como

Z (LO e Lr) = /DAoDWODAkDﬂ'k(S (71'0) ) (akﬂ'k) ) (DjkéjAk) ) (DjkﬁjﬁkAO)
x det Dkﬂ 8k

(—
xexp{/LO /LT/dDH (i7°0, Ay + i 0 Ak)}
ol f o],

o~ s] ) am

Procedendo com as devidas integracoes, a expressao para a funcao de particao em
(4.72), toma a seguinte forma
InZ(Ly---L,)=-Trin[-0. (4.73)

O trago para a eq. (4.73), é calculado na base de Fourier

o\ /D1 I\ /D1
Aa(LO"'LmX):(VO) (V’“>

H Vn/3 dar Pn Z ei(wnjxj-i-x-p)ga (TLO C Ny p) , (474)

n=r+1 (27T) no---Mr

em que, j varre as dimensoes compactificadas, w,; sao as frequéncias bosonicas de Matsu-
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bara w,, = %nj paran; = 0,1,2,.... p = (P41, - -, pp) € V corresponde ao hipervolume
J

do sistema. Desta maneira, a fungao de particdo, (4.73), para o campo eletromagnético

livre é externada como

nZ (Lo L) [T v/ dPe
n e r) = — —
’ n=r+1 (27T)

+00 T

r D—3r
Xy ln};[OLJZ-V ;

ng---Np=—00 nj=

wij +p*|. (4.75)
0

A partir da eq. (4.75), podemos recuperar os dois casos particulares ja estudados: lei
de Stefan-Boltzmann, (4.61), e efeito Casimir (4.70).

Havendo sido apresentado todo ferramental matematico para a compactificacao e, como
modelo de aplicacao utilizamos o campo eletromagnético livre, ainda seguiremos com o0s
estudos das propriedades a temperatura finita. Desta feita, empregaremos tal formalismo
na eletrodinamica CPT-par do Modelo Padrao Estendido cuja representacao é dada pelo
termo (Kr) -

acerca do Modelo Padrao Estendido. Em sequéncia, iremos apresentar um estudo dessa

Como primeiro estagio, no capitulo precedente realizaremos uma revisao

teoria através do formalismo do tempo imaginario de Matsubara generalizado 0],
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Capitulo 5

O Setor de Gauge do Modelo Padrao Esten-
dido

No vigente capitulo realizaremos uma abordagem tao pedagogica quanto possivel do
Modelo Padrao Estendido. Neste interim, apresentaremos a estrutura que concebe tal mo-
delo: o termo CPT-impar bem como o termo CPT-par. Também, explanaremos sobre a

influéncia que tais termos impelem para a eletrodinamica de Maxwell.

5.1 Estado da Arte

No Modelo Padrao Estendido a parte referente ao setor de gauge tem como cenério base
o termo gerador do campo eletromagnético, bem como os dois termos correspondentes a
estrutura CPT: o termo CPT-impar e o termo CPT-par. O termo CPT-impar, também de-
nominado de termo de Carroll-Field-Jackiw ), possui paridade fmpar e birrefringéncia, ge-
rando uma eletrodinamica de Maxwell modificada denominada de eletrodinamica Maxwell-
Carroll-Field-Jackiw. Esta eletrodinamica tem servido de motivagao para os mais variados
estudos, tais como: solugoes classicas, aspectos de causalidade, estabilidade e unitariedade.

Por outro lado, o termo CPT-par é descrito pelo tensor (Kr) o qual possui 19 co-

VAR
eficientes independentes, dentre os quais existem 10 birrefringléntes e 9 coeficientes nao
birrefringentes 11 Desta forma, a lagrangiana representativa do setor de gauge do
MPE que contempla tanto o termo de Maxwell quanto os termos CPT-impar e CPT-par
possui a forma [,

1 1 1

L= = FuF" = e VP AT — L (Kp) 0 PP = J A% (5.1)

UVAR

onde F},, = 0,A,—0,A, éo tensor do campo eletromagnético, o segundo termo corresponde

ao termo CPT-impar, o terceiro termo representa o CPT-par e J,A* constitui a interacao

o6
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do campo com a fonte.

Apods o surgimento do MPE, diversos experimentos foram realizados na tentativa de im-
por limites superiores para os termos de violagao (201271 A proposta e o desenvolvimento
do MPE foram também estimulados por estudos que estabeleceram a possibilidade de que-
bra espontanea de simetria de Lorentz no contexto da teoria das cordas Bl 025=1500 - Além
disso, o MPE tem sido investigado no arcabouco do setor de férmions 151715 Uma linha
explorada na eletrodinamica do MPE esté relacionada com o fendmeno da birrefringéncia
PO yma vez que a birrefrigéncia estd intimamente relacionada com a distancia de
propagacao da luz. Sendo assim, fazer a andlise deste fendomeno na escala cosmolégica pro-
porciona uma maneira de aferir a violacao e, desta forma, restringir limites superiores a tais
parametros violadores. Recentemente, o setor de gauge do MPE foi estudado no ambito
de dimensdes reduzidas [ | }, um estudo referente a analise de consisténcia foi realizado
em ') Um outro aspecto que tem sido foco de investigacao sao os efeitos da violagao de
Lorentz em defeitos topologicos. Os estudos topoldgicos vinculados ao cendrio de violagao
de Lorentz foram iniciados para sistemas com defeitos escalares 96,197 Desde a introducao
das solugoes de vértices BPS (Bogomol'nyi, Prasad, Sommerfeld) 1195159 " trabalhos envol-
vendo as consequéncias de tais solugoes no contexto do modelo de Chern-Simons-Higgs
foram desenvolvidos ["'*"*'). Também, vértices Chern-Simons foram estudados no ambito
de acoplamento nao minimo [ }, e tem sido uma temadtica recorrente [ Além disso,
configuragoes de vortices BPS foram encontrados no modelo de Maxwell-Chern-Simons
[145:1461 A primeiras publicacoes referente ao estudo de solucdes de vértice BPS com o
termo de violagao de Lorentz CPT-par foram realizadas em I Em seus estudos os
autores [''7] investigaram vértices BPS nao carregados na estrutura do modelo Abelian
Maxwell-Higgs suplementados pelos termos CPT-par e de violacao de Lorentz. Seguindo
o mesmo cenario, foi observada a existéncia de vortices BPS eletricamente carregados no
modelo de Maxwell-Higgs suplementado com o termo de violacao de Lorentz na estru-
tura de paridade impar pertencentes ao setor CPT-par do MPE na auséncia do termo de

Chern-Simons ['*.

5.2 O Setor CPT-impar do MPE

Como pioneiros nos estudos dos efeitos provenientes da violagao da simetria de Lorentz
e CPT, Carroll-Field-Jackiw ! apresentaram uma eletrodinamica de Maxwell modificada
pela adi¢do de um termo do tipo Chern-Simons (g, V*AYF**). Ao fazerem a genera-
lizagao da eletrodinamica planar de Chern-Simons para (143) dimensdes, foi necessaria a

introdugao do vetor V,, = (Vp, V;) que atua como campo de fundo (background) responsével
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por estabelecer o acoplamento do campo de gauge com o ”background”violador da sime-
tria de Lorentz. O 4-vetor V,, que representa o background violador possui dimensao de
massa e é designado um limite superior V,, < 107%%V, o qual foi estabelecido por meio
da observacao da birrefringéncia da luz oriunda de sistemas astronomicos distantes. Apos
os estudos iniciados por Caroll-Field-Jackiw, muitos outros afluiram acerca desta eletro-
dinamica. No trabalho ! }, os autores examinaram a consisténcia desta eletrodinamica
e verificaram que é estavel, causal e unitaria apenas quando se considera um background
puramente tipo espaco V,, = (0,v). Em "1 0s autores realizaram estudos sobre vértices
BPS, ja em 151 foi realizado um estudo das propriedades a temperatura finita desta ele-
trodinamica para um background puramente tipo espaco, a reducao dimensional desta
eletrodinamica bem como a obtencao das solucgoes classicas foram realizadas e discutidas
em Refs.!'"771,

A lagrangiana do setor CPT-impar do MPE é composta pelos termos de Maxwell as-
sociado ao termo Carroll-Field-Jackiw, resultando em

1 vy 1 v KA
L= —ZFuVF“ — Zame“A Frt+ JrA,,, (5.2)

onde F* = (OrAY — 9" A*) é o tensor do campo eletromagnético, o segundo termo cor-
responde ao termo de Carrol-Field-Jackiw e o terceiro termo representa a interacao do
campo com a fonte. A lagrangiana (5.2), pode ser expressa em func¢ao dos campos elétrico
e magnético e, neste caso, possui o formato
1

L= 2

(E* = B?) + - [VPA*B" — AW*B" — ¢, V'A'E™] . (5.3)

N | —

Como ja mencionado, a lagrangiana dada em (5.2) viola a simetria CPT. Este com-
portamento é de facil observacao ao analisar a forma como os campos e os potenciais se

transformam frente a aplicacao de tal simetria. Tal fato é evidenciado no quadro a seguir:

A, B4, ] e, —o,
ELCE BB

Portanto, os termos da lagrangiana (5.3) sob a operacao CPT modificam-se como

1 |
LE L= (B2 - B?) 4 - | VAP BE — AVEBE — oy, VIAE™ | (5.4)
2%/—/ 2 v g ———
+(E2—B?) —VOAkBk —AOVkBk —eimViALEm
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E possivel observar que todos os termos decorrentes do setor de Carrol-Field-Jackiw V%
V% alteram o sinal. Tal mudanca significa que estes sao CPT-impar perante a operacio
CPT.

Com a lagrangiana do sistema, torna-se exequivel obter as equagoes de movimento do
setor CPT-impar do MPE. Para tanto, uma das alternativas para tal proposta ¢ utilizar a

equacao de Euler-Lagrange que aplicada a lagrangiana (5.2) obtém-se
a3 1 KA «
6aF — 585',1&)\‘/“}7 =—J s (55)

que corresponde a equacao de movimento de Maxwell-Carrol-Field-Jackiw. Redigindo o
tensor F*? em funcao dos campos elétrico e magnético, as equacoes de Maxwell modificadas

ficam:

V-E+v-B=—p, (5.6)
VxB-0E—vxE=—v,B—j (5.7)
V xE =8B, (5.8)

V-B=0. (5.9)

Uma outra maneira de reescrever tais equagoes sao redigi-las em termos das expressoes

de onda para campos e assim, fazendo algumas manipulagoes, tém-se:

B+ vo(VxB)=Vx(vxE)—-V xj, (5.10)

DE+8t (VXE>:V<VB)+VoatB+vp+at.], (511)
por outro lado, os potenciais tomam a seguinte forma:

O0A4°+v-B = —p, (5.12)

DA +veB—v x E = —j. (5.13)

Um ponto a ser ressaltado é que na eletrodinamica usual de Maxwell, as cargas elétricas
sao fontes apenas do campo elétrico. Ja as correntes sao fontes geradoras tanto do campo
elétrico quanto do campo magnético. Entretanto, com a inclusao do termo CPT-impar

na eletrodinamica de Maxwell, pode-se observar por meio das egs. (5.6-5.9), que tanto o
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campo elétrico bem como o campo magnético podem ser gerados por fontes de cargas,

alterando, desta forma, a eletrodinamica usual de Maxwell.

5.3 O Setor CPT-par do MPE

Ap6s o trabalho seminal de Colladay e Kostelecky 59 6 setor de gauge tem servido

de motivacao para os mais variados estudos. Um destes, foi realizado nos idos de 2002

por Kostelecky e Mewes [116, ], no qual apresentaram uma eletrodinamica modificada

pelo tensor adimensional (Kr) - Dste exibe as mesmas simetrias do tensor de Riemann
satisfazendo as propriedades:

(KF)/J,I/)\H == (’%F)yu)\n ) (514)

(KF);LV)\H - (KF);LVH)\ ) (515)

<KF);J,V>\H = (KF))\K],U,V ) (516)

(KF)/U/)\N + (KF),u)\m/ + (KF)umz)\ = 0. (517)

Com estas propriedades de simetria e anti-simetria associadas com um duplo trago nulo
(Kp)" ,, =0, as 256 componentes originais sao reduzidas a 19 componentes independen-
tes.

A lagrangiana com o termo representativo do setor CPT-par é dada por

1 1
L= = FuF" = 2 (Kp) FrEM 4 JFA,,. (5.18)
As equagoes de movimento desta eletrodinamica surgem como
OaFP — (KF) gare O = J*. (5.19)

Logo, as equacoes de Maxwell suplementadas pelo termo CPT-par sao:

OE' + (Kpp)"0,E’ + (Kpp)™0,B* = p, (5.20)

jo= OB — OB + [(Kpp) 0B — (Kpp)™*o,B"]
+e7" [(Kpgp)"™ 0, E* — (Kyp)"™9;B*] . (5:21)

As expressoes obtidas com a introdugao do termo (Kr) Bars S€ram uma mudanga na
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eletrodinamica usual de Maxwell. Esta alteragao ocorre nos campos elétrico e magnético
que ficam sendo produzidos tanto por cargas quanto por correntes estacionarias.
Uma maneira de redigir a lagrangiana (5.18) é expressé-la em funcao dos campos elétrico

e magnético, ou seja,

1 1 o
L = §(E2 - B?) - 1 |4 (K)o, E'E
+4 (KF) g €mpE B? + (KF) yyym €aba€impBaByp] - (5.22)

O mesmo mecanismo empregado para analisar o comportamento da lagrangiana (5.3)
sob a influéncia da operagdo CPT, pode ser empregado no estudo da lagrangiana (5.22) e,
com isso, entender como esta mantém-se inalterada perante a atuacao do operador CPT.

Desta forma, atuando o operador CPT na lagrangiana (5.22), tem-se

cer . 1., oy 1 i
L= L = §(E -B )_4_1 4(KF)0inEEiJ.
+EE

+4 (KF) iim Elmp\Ein, + (KF) gpim €abg€imp BBy
+EiBP +ByB,

E observado que os coeficientes (KF)oings (KF)oitm € (KF) i, 580 CPT-pares, mostrando
que a lagrangiana constituida pelo tensor (Kr) ¢ invariante sob a dtica do operador
CPT.

A lagrangiana (5.22) pode ser concebida em termos de uma outra parametrizagao para

UVAR

Nesta parametrizacao, as 19 componentes independentes sao expressas
].

o tensor (Kp),, -

em funcao de matrizes 3 x 3 (16,

; ) ) 1 .
(KDE)JH -9 (KF)OJOR , (/‘QHB)]R _ §€qu€/~elm (KF>pqlm : (523)

(kpp)" = = (kgp)™ = ™ (Kp)P. (5.24)
Neste sentido, a lagrangiana (5.22) expressa na conformagao destas matrizes é dada por

1 1 . Z,
L= §(E2 ~B%) + 5 (kpg);; E'E’ + (kpB);, E' B — (kuB),, B'B"|, (5.25)
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ou também

1

£=3

; PR | ; 1
<5f + (’%DE)z‘j) E'EY + 5 (KDB)ipE BP — 5 ((5; — (K’HB)qp> BiBP.

As matrizes kpg, kgp contém juntas 11 componentes independentes, enquanto kpg, Ky g
possuem juntas 8 componentes, que somadas dao os 19 elementos independentes do tensor
Kr . Ao atuar somente o operador de paridade (E R —-E. B 2 B) na lagrangiana
2.V g g

(5.25),

1 2 2 1 B nii %
L= §(E —B ) + 5 (/{DE)Z']' E'EY + (HDB)Z»pE BP — (K/HB)qp B1BP

+EiE —EiBP +B4BP

As componentes (KDE)H e (kmp),, possuem paridade par, enquanto que (kpg);, € (FuEe);,
possuem paridade impar. Assim, sob a Otica da paridade, tais matrizes podem ser rearran-
jadas em dois grupos: as que possuem componentes de paridade par (K.) e as que possuem

pariadade fmpar (&,),

~ ik 1 ik ~ K 1 ik 1 ik i 1

(Res)™™ = (ko + kup)"™, (Re-)" = S(kpp — kup)"™ — 30" (kpp)", Ku = gtr(kpE),
(5.26)

~ ir 1 . e 1 .

(I‘ﬂo+)j = §(RDB + /fHE)J s (/430_)] = 5(%[)3 — HHE)] . (527)

Neste arranjo, todos os coeficientes de paridade par estao englobados nas matrizes
(Fet), (Re—) € (ki), enquanto os coeficientes de paridade impar estdo em (ko) € (Ko— ).
Além disso, as matrizes (Ket), (Re—), (Kot) € (Ko—) possuem trago nulo, enquanto (ki)
é um coeficiente simples. Assim sendo, a lagrangiana (5.25) externada em funcao destes
coeficientes tem a seguinte forma

L= (4 m) B (1= r) B4 L [((Rer)y + (Re),) BB

2 2
 ((For)ip + Fo)iy) BB = ((Rer)yy — (Re), ) BUBY).

N | —

Os 19 coeficientes independentes do tensor (K ) tém servido como fonte para vari-

2N
ados aspectos. Estudos abrangendo auséncia de emissao de radiacdo Cherenkov "%l bem

como interagoes envolvendo féton-férmion tém sido fontes para produzir limites sobre os
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coeficientes de violacdo de Lorentz ['""'"’l. Recentemente, as relacoes de dispersao oriun-
das da eletrodinamica CPT-par foram discutidas em 1 mostrando que o coeficiente de
paridade impar fornece uma teoria estavel, nao causal e unitaria. Por outro lado, o termo

de paridade par exibe uma teoria estavel, causal e unitaria.
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Capitulo 6

Compactificacao Via Método da Funcao de
Particao: A Eletrodinamica CPT-par

Neste capitulo efetuaremos um estudo das propriedades a temperatura finita da eletro-

dindmica CPT-par do MPE representada pelo termo (Kr) O amago deste estudo é

2NN
compreender a influéncia oriunda do termo CPT-par no toro, que inclui a compactificagao
espacial, bem como a compactificacao do tempo para analisarmos os efeitos de temperatura.
Nesta perspectiva, generalizamos por hipertoros o formalismo que introduz temperatura
em teorias de campos para a eletrodinamica CPT-par. Inicialmente, analisamos a estrutura
da hamiltoniana CPT-par, com efoque nos vinculos oriudos da teoria. O estudo da propri-
edade termodinamica do sistema fisico em equilibrio térmico advém da funcao de particao
da eletrodinamica. Tendo esta sido posta, sao apresentados a lei de Stefan-Boltzmann bem

como o efeito Casimir mediante o termo CPT.

6.1 Estrutura hamiltoniana e analise de vinculos

A eletrodinamica do setor CPT-par do Modelo Padrao Estendido é descrita pela den-

sidade de lagrangiana

1 14 1 14
L= - L — 1 (Kp)yn, F*FY. (6.1)

Empregando a equagao de Euler-Lagrange na densidade de lagrangiana (6.1), resulta na

seguinte equacao para o campo de gauge

0 F*® — (KF) 4.y, 0°F = 0. (6.2)

Bap

Pontuamos que em virtude do acréscimo do termo CPT-par a estrutura da eletro-

dinamica fica modificada. Para realizarmos a andlise da estrutura hamiltoniana, devemos
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partir da definicao do momento candnico conjugado

s

_ oL
A,

= —F% _ (Kp)"" F),, (6.3)

cujos parénteses de Poisson fundamentais

{A, (@), 7" (W)} =6.(T ~ 7).

A partir da eq. (6.3), quando tomamos 1 = 0 — 7° = 0, denotando um vinculo primério

que serd definido como

¢ =7~ 0. (6.4)

Para as componentes espaciais do momento temos p = k, resultando na seguinte relagao
koo Okl
T = DyjFo; — (Kp)™" Fy, (6.5)

na qual Dy; = 0; — 2 (K)o, Uma matriz simétrica e nao singular.

Da eq. (6.5) podemos obter as velocidades Ak em termos dos campos e momentos

%M:m%+w4)huﬂﬁwm&4. (6.6)

kj

Com isso, a densidade de hamiltoniana canonica fica

Ho— l[wk—i—(KF)Okm"an} (D7)

2
1 1 -
+wW%AU+Z(EQQ+Z(Kffﬂ Fi Fipn. (6.7)

[+ G 6]

Para que tenhamos uma hamiltoniana bem definida, necessitamos levar em conta que os
vinculos primérios se mantenham invariantes frente a evolucao temporal da mesma. Nesta

perspectiva, langa-se mao da hamiltoniana primaria, dada por
H,=Hc+ /dgwao,

sendo C' um multiplicador de Lagrange correspondente ao vinculo primario.

.0
A condigao de que um vinculo primdrio seja invariante no tempo, 7 = {7°, H,} ~ 0,
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fornece um vinculo secunddrio

¢y = O = 0. (6.8)

Outrossim, a condicao de consisténcia do vinculo secundario é identicamente nula
Py = {8k7rk,Hp} = 0, significando que tal vinculo é conservado. Entao, a teoria nao
possui mais vinculos. Entretanto, o multiplicador de Lagrange C ainda permanece indeter-
minado, demostrando que a teoria continua indefinida. Esta indefinicao do multiplicador
de Lagrange C sugere a existéncia de vinculos de primeira classe, que podem ser ratificados

ao se calcular os parénteses de Poisson entre os vinculos
{x°, "} = 0. (6.9)

Portanto, temos que os vinculos das egs. (6.4) e (6.8) sao de primeira classe mostrando,
também, que a eletrodinamica embebida com o termo CPT-par possui a mesma estrutura

de vinculos da eletrodinamica de Maxwell.

6.2 Condicoes de calibre

A hamiltoniana estendida dada pela adicao dos vinculos de primeira classe tem a se-

guinte forma

Hy = He + [ d7 (Cor+ Ada), (6.10)

em que C e A sao os multiplicadores de Lagrange. Esta hamiltoniana estendida governara
a evolucao temporal do sistema fisico. Desta forma, devemos calcular a evolucao temporal

dos campos,

Ay = {Ag, Hp} = C (6.11)

Ak = {Ak7 HE} - (Dil)kj [ﬂ-j + (KF)ijn an] + O Ao — Ok, (6-12)

mostrando que a dinamica de Ay e de A, se mantém indeterminada, uma vez que continua
dependendo dos parametros arbitrarios C e A. Por outro lado, podemos notar que a segunda
expressao serd igual a eq. (6.6), se e somente se, JxA = 0 ou A = 0. Neste sentido, devemos
impor uma condicao de calibre que fixe A convenientemente.

0

Como 7 é um vinculo de primeira classe ha a possibilidade de se procurar condicoes
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de calibre na equagao de movimento do campo Ay,
DjkajakAg - 80 (D]ka]Ak) - (KF)Oijk &ij - 0
Assim, as condigoes de calibre serao:

Y1 = Djy0;A; =0, (6.13)
1/)2 = DjkajakAo — (KF)Oijk &F]k ~ 0. (614)

A condigao de consisténcia para 1; dada por {Dy;0; A, Hgp} =~ 0 fornece Dy,;0;0,A =
0, fixando A = 0. J4 a condicao de consisténcia para ) fornece uma equacao para o
multiplicador de Lagrange C, Dy;0,0,C — (KF)Okﬂ 8ijl ~ 0. Determinando, assim, todos
os multiplicadores de Lagrange.

Logo, a hamiltoniana canénica (6.7) toma a seguinte forma

1 1 1 1 il
H= /dy {éEj [—2 (KF)OjOk] Ey + 5E2 + 5B? +7 (Kg)™ ijFlm} : (6.15)

Com a estrutura hamiltoniana definida, torna-se possivel estudarmos as suas proprie-
dades termodinamicas. Para tanto, precisamos calcular a funcao de particao da teoria e

este calculo serd realizado na segao subsequente.

6.3 Funcao de particao
Para que se concretize o estudo das propriedades termodinamicas de um sistema fisico
em equilibrio térmico, conhecer a respectiva funcao de partigao ¢ de sumaria importancia.

A definicao da funcao de particao advém do conhecimento da densidade de hamiltoniana

de modo que

2(8) = [ DADRE(E) x [det {5, () S ()}

X exp {/ dz (irt"0; A, — ’Hc)} : (6.16)
B

Na qual fﬁ dx = [[dr [ d*%, B4 = (¢1,02,91,%2) é o conjunto de vinculos de segunda

classe formados pelos vinculos de primeira classe juntamente com as condicoes de calibre

e My (z,y) = {Xa(2),% (y)} a matriz de vinculos definida como
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- 1 ®2 (00 (2
¢1 0 0 O —ijajak
0 0 Dy.;0:0 0
M= St §(z—v) (6.17)
Wy 0  —Dydid 0O 0
Wy \ Dy;0;0% 0 0 0

em que det {%, (), ()} = det (= Dy;0;0,)".
A integracao funcional do campo eletromagnético deve ser realizada sob as confi-
guragoes de campo satisfazendo condigbes de contorno periddicas na coordenada 7 € [0, 5] :

A, (1,x) = A, (T + B,x) . Por conseguinte, ao tomarmos a funcao de parti¢ao

Z(8) = / DADT S (1) 8 (62) 6 (1) 8 (162)

x |det {Zq (), Sy (1)} x exp {/ dx (ir"0; A, — HC)} ; (6.18)
B

e substituirmos nas egs. (6.4),(6.7),(6.8),(6.13),(6.14), obtemos
Z(8) = / DADT DA DS (7°) 6 (957*) 6 (D0, Ar) 6 (DjkajakAo — (K)o O6F )

x det (—ij(()j(?k)z X exp {/ dx (mOaTAO + iwkﬁTAk)}

B
1 k 0kmn —1 j 0jmn
X exp de |—= [7r + (KF) an] (D )kj [7? + (KF) an}
; 2
1 1

—mf 0, Ay — 1 (B )? — 1 (K ) ijﬂml } . (6.19)
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Realizando a integragao em 7° na eq. (6.19), encontramos

Z (ﬂ) = /DAk5 (Dj,ﬁjAk) det (—ij@j&k)2

1 imn
X exp { / dx {—5 (D7), (Kp)™™ Fyy (Kp)"™ Fr
;
1 2 1 kjlm
=1 )™ = 5 (Kp)™™ Fiej Fim

X /Dﬂké (8k7rk) exp {/ dz [—%W’“ (D*I)kj 7 +irko, A,
B
_Trkak:AO . (D_l)kj ﬂ_k (KF)ijn an] }

X /DA()(S (Djkﬁjﬁk/lo — (KF)Oz'jk @F]k> (620)

Utilizando a representagao da delta de Dirac para &(9y7")

(a) = [ Do {z /B deam’f} - [ paco { /ﬁ da (_mkaksz)]

na eq. (6.20), resulta
Z (ﬁ) = /DAM; (D]kﬁjAk) det (—ijﬁjﬁk)Q

1 .
X exp {/Bd:c {—5 (Dil)kj (KF)Okpq qu (KF)OJmn E..

1 1

) e B

X /D?TkDQ exp {/ dx |:—%7Tk (D_l)kj 7 4 im* [0, Ay — O (Q — iAp)]
B
o (D_l)kj m (KF)ijn an] }

X / DA (DjkajakAo — (Kr)oisn 6,~ij> (6.21)

Efetuando a translagao Q2 —  — ¢4y na eq. (6.21), implicard em
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Z (B) = /DAM; (D]kﬁjAk) det (—ijﬁjak)Q

1 .
X exp { /5 dx {—5 (D7), (K)o (K )™ Fon

1 | .
1 (Fj)® — 1 (Kp)™ ijFlm] }

1 .
X /D?TkDQ exp {/ dx [—ﬁwk (D_l)kj 7+ i [0 Ay — 0,0
B
—1 k 0jmn
= (D7), ™ (Kp)*™ Fo] }
X /DA05 (DjkajakAo — <KF)Oijk 61F3k> (622)
A integracao sobre o campo Ay ¢ tida como
/ DA (D30 Ao — (K)o, iFi ) = det (—Diydsdh) ™
Assim, substituindo na eq. (6.22), a fungao de partigao fica expressa como
Z (ﬁ) = /DAM; (D]kﬁjAk) det (—Dkﬁ]@k)
1 A
X exp { / dx {—5 (D7), (Kp) P By (Kp) ™ Fop
B
1

1 im
1 (Fiu)® — 1 (Kp)™! ijFzm] }

1 .
X /D?TkDQ exp {/ dx [—Ewk (D_l)kj 7 4 irk [0, A — 0kQ)
B

— (DY), 7 (KR an] } (6.23)
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Desta feita, chamando €2 = A, decorrera que F,, = 0; A, — 0,£2; logo
Z (6) = /DAkDAT(S (Djk(‘?JAk) det (—ij(‘?j@k)

1 .
X €Xp {/; dr |:_§ (D71>kj (KF)Okpq qu (KF)OJmn an

1 1 "
L (B = (K FigFin |}

1 ,
X /Dﬂ'k exp {/dw [—ﬁﬂk (D_l)kj w4 irtEy,
B

-(p™)

o T (K) an} } . (6.24)

Nesse contexto, o passo seguinte serd resolvermos a integracao sobre o campo 7%

1 . .
k k — -k — k 0jmn
I = /D7T exp{/ﬁdw {—iﬂ' (D l)kjwﬂ + i Fy — (D l)kjw (Kp)™ an}}
1
= exp |:/ﬁ dx <—§F7-kajF7—j —1 (KF)Okmn FF,.

g (D7) ()P ()™ o)

1
2
na qual Fyor = Fyy, e ao ser implementada na eq. (6.24) nos conduzird para

VA4 (5) = /DAkDAT5 (DJkGJAk) det (—ijé?j@k)

1 1
X exp {/ dx |:_—F7—k.ijF7-j — —(F; )2
5 2 4
1 .
-3 (Kp)"'"™ FijFip — i (Kp)™™" FTkan} } : (6.25)

Procedendo com as seguintes redefini¢oes para as componentes do tensor Kp

(Kp) "™ = i (Kp)™™  (Kp)™™ = — (Kp)™7 . (6.26)

Entao, a fungao de particao CPT-par do Modelo Padrao Estendido fica exressa como
Z(B) = Ndet(—Dj0;0k) /DAa5 (D;r0; Ar)

1 1
X exp {/ dx [—ZFabFab 1 (KF) gbea Fachd:| } (6.27)
B
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sendo a,b,c,d = 7,1,2,3. Esta funcao de particao nao é explicitamente covariante de
Lorentz e, para que se torne, utilizamos o ansatz de Faddeev-Popov definido como

J/[XU(x)é(Q[Agbcbt{éggfﬁj}

w

=1 (6.28)

w=0
onde w (z) é o parametro de calibre, Dw (z) é a medida do grupo de calibre, G [A%] uma

—5%‘4::] } é o determi-
w —
w=0

nante de Faddeev-Popov invariante de calibre. Introduzindo o ansatz na funcao de partigao
(6.27),

condigao de calibre covariante, AY o campo transformador e det [

z@::w/amammmmfﬁﬁ]
w w=0
1 1
X exp {/ dx [_ZFabFab — Z_l (KF)abcd Fachd:| }
B
< / Du (&) det (= Dyyd04) 8 (Dspd; Ay — Do) (6.29)

Escolhendo como condicao de gauge covariante o gauge de Lorentz generalizado

_ L
R

sendo f uma funcao arbitraria e £ um parametro real arbitrario.

G [Ad] 0aAa + [,

G[AY] = G[Al] — = det

&
w=0 \/z .

%Dw — det [

A fungao de particao toma a seguinte forma

0 96[:1‘5] }

1
e exp {/B dx — §Aa [—0dap
- (% - 1) 9,0, + sab} Ab} | (6.30)

de modo que O = 9,0, = (@)2 + V% e Sup = 2(Kr), .y 0-:04. Uma vez que a fungao de

Z(8) = N/DAadet

particao independe do parametro de calibre £, por comodidade podemos tomar &€ = 1. Com

isso, a integracao sobre o campo de calibre conduz para seguinte fungao de particao

Z(8) = det (~0) |det (06,5 + Sab)‘l/Q] . (6.31)
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Na secao seguinte, obteremos a funcao de particao do Modelo Padrao Estendido para

o setor de paridade par isotrépico, bem como as propriedades termodinamicas do modelo.

6.4 Setor de paridade par

Como mencionamos, o tensor (Kp) é composto por 256 componentes originais que,
sob propriedades de simetria e anti-simetria, reduz-se para 19 componentes independentes.
Assim sendo, realizar o calculo exato da funcao de particao da eletrodinamica CPT-par
constitui-se uma tarefa desafiadora. Todavia, ao utilizarmos da prescri¢ao proposta em
11 para a decomposicao deste tensor, o cdleulo da funcao de particao torna-se factivel.
Portanto, empregando as redefinigoes impostas na eq. (6.26), o setor de paridade par surge

como |
o

(kpp)y = 2(Kr)™ s (krB) i = S€maChmn (KF) pgmn (6.32)

Tomando como pauta a questdao da birrefrigéncia, podemos considerar k., = 0 con-

duzindo a kpg = —kgp e, associado com as relagoes dadas na eq. (5.26), as seguintes

expressoes para as componentes nao birrefringentes sao obtidas

~ - - 1
(kpE)j) = (Re—)jp + KirOjky Kir = gtr(/@DE) (6.33)

em que (K._) corresponde a contribuigao anisotrdpica e K, correspondendo a contribuigao
isotropica. Na subsecao a seguir, analisaremos a fungao de particao sob a ética da contri-

buigao isotrépica.
6.4.1 Contribuicao isotrépica

Para iniciarmos a investigacao dos reflexos da contribuigao isotrépica ki na funcao de
particao, o procedimento a ser empregado serd isolar tal componente. Nesta conformagao,

ficard imposto que K. = 0 na eq. (6.33), logo
(F&DE)jk = KurOjk, (/ﬁHB)jk = —FKurOjk, (6.34)

e ao substitui-los nos coeficientes dados na eq. (5.26), decorrerd que

1 %tr

<KF)0j0k = (KF)T]Tk = Egtréjk’ (KF)pqmn = _7 [5pm5qn - 617”5‘1771] : (635)

Transcrevendo o operador (—[d,, + Sap) para o espago dos momentos obtemos como

resposta <p25ab — §Gb>, de modo que §ab = 2(Kp) peq PcPa ¢ uma matriz simétrica pos-
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suindo as seguintes componentes:
S’TT = _%?r?27 STk = %trprb Sjk = = jk%t'r‘p2 + 27{157"5]"??2 - f"%t"“pjpk‘ (636)

Com esse cenario, o determinante fica expresso como sendo

~ N Wty 2
det (pzaab — Sab) = (R +1)° (p?)° {p2 - m?ﬂ , (6.37)

conduzindo para o seguinte determinante funcional

~ 2
det (—Odap + Sap) = det [(Fer + 1)° (—0)?] det [—D + ;Lj:lvﬂ : (6.38)
tr

Ao substituir este determinante funcional na eq. (6.31) e tomando o logaritmo da fungao

de particao, adquire-se

Q%tr 2
InZ =—Trin (-0 . :
nZ(B) Tn[ +%tr+1V} (6.39)

O trago funcional da eq. (6.39) ¢é calculado na base de Fourier que expande o campo de
tal forma que

1/2 _
Aq (%) = (@ D PIA, (n,p).

n’p

onde V corresponde ao volume do sistema, w, = %’rn com (n=0,+1,42,43,...) as

frequéncias de Matsubara e p = (p1, p2, p3). Assim, o logaritmo da fungao de particao fica

InZ(B) = —v/(‘fT";3 io In 32 [wi + (;{t_ftl) pﬂ (6.40)

n=—oo

em que |k < 1 para garantir uma funcao de parti¢ao bem definida.

Realizando a seguinte transformagao nos momentos
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entdo, a eq. (6.40) resulta

%tr 572 3 = 2 2
InZ (8) = _(2‘;)3 (1+~ > /d p > In[@mn) + (fw)?] (6.41)

de modo que foi tomado w = |p]|.
A soma em n é realizada através da identidade (4.54). A vista disso, a funcdo de particio

para o campo eletromagnético acoplada ao termo CPT-par torna-se

InZ(B) = —%n (Ker) /d3w In(1—e ), (6.42)

_\3/2
sendo 7 (R ) = (}f—gi;) . Esta expressao descreve a funcao de particao da eletrodinamica
de Maxwell multiplicada pelo parametro 7 (K, ).

Escrevendo a eq. (6.42) em coordenadas esféricas p — (w, 0, ¢), obtemos

InZ(B) = —%n (Fer) /dQ /OOO dww?In (1 — e ), (6.43)

em que df) = sin 8dfd¢o é o elemento de angulo soélido.
Finalmente, calculando as integrais na eq. (6.43), o seguinte resultado para a fungao de

particao da eletrodinamica CPT-par é encontrado

7'(2

InZ (8) = n (k) VFB?,- (6.44)

A partir da eq. (6.43), podemos calcular a energia livre de Helmholtz, de modo que

w2V

F=n(Ky) M- (6.45)

A energia interna por unidade de volume é dada por

w(B) = %n (k’tr)/dQ /OOO dw (66:’3_ 1) . (6.46)

Resolvendo a integral em w encontramos

u(p) Zn(%tr)/dQ— (6.47)
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e ao se integrar, também, o angulo sélido

7T2

u (5) =n (%tr) FBAU

(6.48)

que corresponde a densidade de energia da cavidade ou lei de Stefan-Boltzmann modificada.

A pressao da radiagao é escrita como

7T2

P = (K) M- (6.49)

Estes resultados corroboram com os encontrados preliminarmente na literatura [160],

Ao realizar a compactificacdo na dimensao temporal obtevemos como resposta a lei
de Stefan-Boltzmann modificada pelo parametro isotropico. Entao, continuando nesse ro-
teiro, a questao a ser respondida é saber qual resultado ocorrera ao se compactificar uma

dimensao espacial? A busca por tal resposta sera o caminho a ser trilhado na sequéncia.
6.4.2 Compactificagcao de uma dimensao espacial

Aqui, a compactificacao serd realizada sobre uma dimensao espacial. Neste sentido, a
compactificacao ficard ao longo do eixo xy, ou seja, I'; = S! x R3, com o comprimento
da circunferéncia de S! igual a L, 1), Para esse caso, a condicao de periodicidade em x
conduz a 0 < z; < Ly, ao mesmo tempo que as outras componentes variam no intervalo
(—o00, +00).

A funcao de particao que traz em seu bojo as configuracoes citadas corresponde a
Z(L) = / DAgDr*DADTS () 6 (9k*) 8 (D Ar) & (D0 Ao — (K)o 05 e )

x det (—Dk]@j@k)2 X exp {/ dx (z’?rOaTAO + iﬁkaTAk)}
L

1

exp {/L1 dx [—% [Wk + (K p)2mn an} (D’l)kj [ﬂ'j + (Kp)¥m" an]

1 1

—7* 0, Ay — 1 (Fj)? — 1 (K p)atm ijFlm] } . (6.50)

onde le dx :fOLl dry [ d*x e x =(x¢, 22, 23). Realizando as devidas integragdes, a eq.

(6.50) toma a forma

o,
InZ (L) = —Trln [—D ty “jr 1v2} . (6.51)

1 % Pt Produto Estrela 76



6 COMPACTIFICACAO VIA METODO DA FUNCAO DE PARTICAO: A ELETRODINAMICA
CPT-PAR E! Universidade de Brasilia

O trago da funcao de particao é calculado na base

_ Ll 12 i(wmz14+xp) A
A x) = (77 ) De Ay (m. p),

m7p

sendo p = (po, p2, p3), V corresponde ao volume do sistema e w,, = i—’lrm, m=0,+1,+£2, ..,

as frequéncias de Matsubara. Logo, a funcao de particao proporciona

= %tr 1_%257'
oo [ 88 [ (25) s (S]] o

m=—00

Tomando a seguinte transformacao nos momentos

a eq. (6.52) decorrerd em

mZ@g:—vC+@v/i ifm 2rm)” + (Lw)?] , (6.53)

m=—0oQ

onde w = |p|. Ao efetuarmos a soma em m, tendo como base a identidade (4.54), encon-

an(LQ::—2V<ﬁ:t§:)t/(52;ln( — e hw), (6.54)

tramos

Passando esta equacao para coordenadas esféricas ? — (w, 0, 9), fica

2 1
InZ (L) = v ( +Ktr) /dQ/ dww?In (1 — e "), (6.55)

(271' 1- Rty

em que dS2 = sin #dfd¢ é o elemento de angulo sélido. A energia interna do sistema é obtida

derivando eq. (6.55) em relac¢ao a L

1 ~ 2
u:—(+T0 AN (6.56)
1 —Rer ) 15 (L)

este resultado corresponde ao efeito Casimir para o campo eletromagnético associado ao
termo CPT-par. A partir dele podemos ressaltar que a energia interna é consistente com o

caso usual a um fator de multiplicacao.
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6.4.3 Compactificagao do tempo e de uma dimensao espacial

Tomando como modelo a prescricao dada tanto na compactificacao do tempo quanto
na compactificagdo de uma dimensao espacial, agora, realizaremos o calculo da compacti-
ficacao do tempo e de uma dimensao espacial concomitantemente, ou seja, a topologia fica
como I'? = St x S! x R%. O tempo serd compactificado em uma circunferéncia S! de com-
primento S enquanto que a compactificacao espacial sera ao longo de x; com comprimento

de circunferéncia S' igual a L;. Neste caso, a funcao de particao é escrita como
Z (5, Ll) = /DAODWODA]CDTFk(s (7T0) ) (8k71'k) ) (DjkﬁjAk) ) <Djk8j8kA0 — (KF>Oijk 8ZF}]€>

x det (—ijﬁjﬁk)Q X exp {/ dx (iFOaTAO + iwk&Ak)}
9

1 . .
exp {/ dr {—5 [Wk + (KF)Okmn an} (D_l)kj [Wj + (KF)OJmn an}
9
1 | .
L 1 (Fj)* — 1 (K ) ijFlm} } . (6.57)
em que [, dx = foﬂ dxo fOLl dxy [ d*x e x = (29, 23). Realizando as devidas integragoes, a

eq. (6.57) resultard em

2Ky 9
InZ(B,L1) =—Trln |-01 . 6.58
02(5,10) = ~Trin | -0+ 225 (6:58)

Para calcular o traco da funcao de particao utilizamos a base

3 1/2 L, 1/2 i{ong T+ 1p) T
A, (1,21,%) = v Z v ZZ@ 07T A, (ng,n1,P) , (6.59)
ny p

o

sendo p = (p2,p3), V corresponde ao volume do sistema, w,, = %”no e Wy, = i—’:nl, as
frequéncias de Matsubara. Por conseguinte, temos
d2p “+oo “+oo
InZ (B, L) = —VZ/S/— In B2L2V /3
(8, Ln) (27r)2n0;00m;oo oh
1—k 1—k
2 tr 2 tr 2
X = = 6.60
(G (B o
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Realizando a seguinte transformagao nos momentos

N 1 =+ /];tr
bi Di =
1-— kt'r’

a eq. (6.60) fica posta como

1+ Ry d*p
InZ(3, L) = — (—1 _%i >v2/3/ 7

- Z In [(27rn1)2 + (Llw)ﬂ

n1=-—00
“+o00 +oo

+4) 0 VB [(2rngLy)? + (271 8)° + (BLaw)?]

n():lnl:l

+In VB + InVELY (6.61)

[ Z In [(271’71,0)2 + (&0)2]

ng=—o0

No limite termodinamico, V' — oo , os dois dltimos termos geram uma divergéncia

pura. Para contornar tal divergéncia, devemos realizar uma renormalizacao na expressao,
o que conduz a

1+ d?
IDZ(B,Ll) = — (ﬁ) V2/3/ (27:))2

400
+ > In[(2mn)’ + (Lw)?]

n]=—o0
+oo 400

+4) 0N VB [(2mngLy)? + (271 8)° + (BLaw)’] . (6.62)

nog=1n1=1

[ Z In [(27?710)2 + (ﬁw)z]

nop=—o0

Ao realizarmos a soma sobre os dois primeiros termos via identidade (4.54) e, escrevendo

a expressao em coordenadas polares p — (w, @), w = |p|, obtemos
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mZ(3,L) = —2 (1+—ﬁtr> V23 / dgbdw;,u [ln (1 — e_ﬁ“’) +In (1 — e_Ll“’)
]_ — Ryr 27T)
+00 +o0

+2ZZ In V_4/3 [(27m0L1)2

n0:1 77,1:1

+ (271 8)° + (BLw)?]] - (6.63)

Executando a integragao sobre os dois primeiros termos, a funcao de particao dada na eq.
(6.63) fica escrita

InZ (B, L) = % (ﬁ) V2/3 [% + CL(?] +0, (6.64)

de tal modo que

2 (1+7 =
0o = -= < “’) V23 dww <Z > IV [(2mneLy)

T \1—kK
tr no=1n1=1

+ (271 B8)* + (BLw)?]) - (6.65)

E importante ressaltar que ao tomarmos o limite 8 — 0o, o efeito Casimir dado na
eq. (6.56) é recuperado. Por outro lado, tomando L; — oo, a lei de Stefan-Boltzmann, eq.

(6.48), é obtida novamente.
6.4.4 Compactificacao em d dimensoes

A funcao de particao para o setor CPT-par do Modelo Padrao Estendido na repre-

sentacdo de integral funcional é definida como '*'),

Z(Lo-+ L) = [ DADTS(S,) x |det {4 (a) 54 ()

Lo L,
X exp {/ = / /dDHx (imt0; A, — 'HC)} , (6.66)
0 0

onde ¥, = (¢1,¢2,%1,1%2) é o conjunto de vinculos de segunda classe formados pelos
vinculos de primeira classe juntamente com as condigoes de calibre; My, (x,y) = {2, (z), % (v)}
a matriz de vinculos com determinante det {2, (), 3 (y)} = det (—Dy;0;0)" e H,. a den-
sidade de hamiltoniana canonica. A fungao de particao representa uma generalizacao do

sistema em N = D+1 dimensoes e topologia 'y, = I'}, | = Sto x §™ ... St x RPT7". Neste
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caso, a compactificacao do setor CPT-par do MPE acontecera em r 4+ 1 dimensoes, com
r < D. Portanto, a funcao de particao do Modelo Padrao Estendido para o setor CPT-par

¢ lida como
Z(Lo---L,) = / DADTDARDTS (7°) 6 (947*) 8 (Djxd; A) 8 ( Dssdidh Ao — (kr)osz 0 For )

Lo L,
x det (—Dk]@]@k)Q X exp {/ . / /dD+1x (moaTAo + m’“aTAk)}
0 0

1
X exp {/ dx {—— [W’“ + (k:F)Okmn an} (D_l)
5 2
[0 4 (k)™ Fona] = 54000 — § (Fe)? = 7 (ki)™ ijFzm] } - (6.67)

Transcorrendo com as integragoes pertinentes, a eq. (6.67) resulta

2K/t
InZ(Ly---L,)==Trln|-0O ~V? 6.68
02 (Lo L) = ~Trin |0+ 2292 (6.68)
O traco desta equacao é calculado escrevendo o campo de gauge em termos da expansao

de Fourier, isto é,

o\ /D=1 I\ /D1
Aa(LO"'Lr;X):<VO) (V’“)

D dr . ~
I Vn/3_p7:l Z e’(“ﬂjxj+x'p>Aa (ng---n.,p). (6.69)

n=rt1 (2m)7 =

Na expressao acima, j corre sobre as dimensoes compactificadas, w,, sao as frequéncias
bosonicas de Matsubara, o niimero de ondas w,,; = i”n] comn; =0,1,2,....p = (Pr41,- - -, PD)
e V corresponde ao hipervolume do sistema. A generalizagao da fung:ao de particao do

campo de gauge, dada pela eq. (6.68), é agora expressa como

d"p
InZ(Ly---L v _—_=8
( ‘ ) n1;[+1 (27)
—+00
< Y 1nHL2 Zw 4(LFer) e (6.70)
Jj= 0 " "ftr+1 Pl .
nQ:-Np=—00 n;=

Uma vez encontrada a eq. (6.70), podemos, a partir desta, utiliza-la para explorar os

resultados obtidos para o efeito Casimir, eq. (6.56), assim como a lei de Stefan-Boltzmann,
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eq. (6.48), suplantados pela contribuicao isotrépica do termo de paridade par oriundo do
setor CPT-par do Modelo Padrao Estendido.
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Capitulo 7

Dinamica de Campos Térmicos: O Campo Ele-

tromagnético livre

No presente capitulo abordaremos o efeito Casimir dispondo, para tal perspectiva, a
teoria de campos elaborada para campos compactificados baseados na transformacao ge-
neralizada de Bogoliubov. Durante o processo para compreender como os efeitos de com-
pactificacao influenciam no efeito Casimir, perpassaremos pela deducao do tensor energia-
momento para o campo eletromagnético livre via método de compactificagao de campos.
Tal mecanismo se faz necessario uma vez que o efeito Casimir aflora como a diferenca entre
o tensor energia-momento para os campos compactificados e o tensor energia-momento
para os campos no espago plano. Este ¢ um resultado ja explorado na literatura (10, 114)
que aqui deduzimos para fins pedagogicos e no intuito de tornar suave a transicao para os

resultados do préximo capitulo.

7.1 O estado de vacuo do campo eletromagnético

A densidade de lagrangiana representativa para o campo eletromagnético livre é escrita

como
1

£:4

Fl F (7.1)

em que o termo F* = gtAY — 9V A*.

Com o intuito de discorrermos acerca da energia de Casimir do campo eletromagnético,
tomaremos como rota de partida para o desenvolvimento de tal andlise o tensor energia-
momento do campo.

O tensor energia-momento para o caso em estudo é dado por

T () = ~F* (2) %, (1) + 16" Fu () F* (). (7.2)
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Para que possamos obter quantidades fisicas, devemos calcular o valor esperado do
tensor T°° (x). Entretanto, emerge um impasse pois o produto de dois operadores em
um mesmo ponto do espaco-tempo nao é bem definido, impelindo em divergéncias no
valor esperado no vacuo. Contudo, para contornar tal impasse, utilizamos um processo de
regularizacao denomidado de split. No caso em estudo, split do tensor energia-momento

toma a forma

T°%(x) = lLmT [—F‘W (z) FP, (') + igaﬁFW (x) F* (m')}

' —x

' —x

1
= lim [—}"0‘”’5” (x,2") + Zgo‘ﬁ]-",w’“” (x, x')] (7.3)

em que T corresponde ao operador ordenamento temporal, de modo que

F a) = T [F™ (@) P (&)
= F(x) FP(2) 0 (zg — ) + F°* () FY (2) 0 (z, — m0) . (7.4)

Ressaltamos que a fungao € se relaciona com a fungao delta de Dirac de tal forma que
o0 (xg — xy) = nhd (xg — xy) ,

onde ny é a u-componente do quadrivetor ny = (1,0, 0,0). Usando as relagdes de comutagao

para os campos, o termo FoV:OH (x,2’) surge como

Forbn (g al) = TP (g 2/)T [Ay (2) A, ()]
—ngd (wo — xp) I (2, 2')

b (ah — 20) I (2,2). (7.5)
sendo

Fau,ﬁu,/\p (ZE, ZL'/> _ (gw\aa o ga)\au) (gupa/ﬁ o gﬂpa/u) :
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JvBr (x,2")
JoBr (x,2")

[A” (z), " (x/)} ,
[A™ () F7* (2] .

Com a finalidade de demonstrar a eq. (7.5), tomaremos como ponto de partida o pri-

meiro termo apos a igualdade. Isto é,

LevBuAe (o) T [Ay () A, (2")] = (g”’\ﬁa — O‘Aﬁ”) ( meeyB — gﬁpa’#) T [Ax (z) A, ()]
— (gu)\aa . a/\au) ( upa/ﬁ . gﬁp(?’“)
X [Ax () A, (27) 0 (w0 — xp)
+A, (2") Ay (2) 0 (25 — x0)] - (7.6)
Para facilitar o cédlculo da eq. (7.6), esta serd dividida em dois termos
I = (9700 — g7 ™) [Ax (2) Ay (') 0 (w0 — ) + A, (') Ax () 0 (g — x0)] ©
I = (g"20* — g**0), de tal forma que a eq. (7.6) ficard
TosB (5 3) T [ Ay (1) A, ()] = T
A parcela Z; apresenta-se como
Y = 07 (AN (2) A, (2) 0 (w0 — wp)] + 970 [A, (2) Ax () 6 (2 — x0)]
—g"r o [ A, ( ) Ay (2) 0 (2o — 2p)] — 97" [A, (2') Ay () 0 (2 — 0)]
= g" Ay () 07 A, (2) 0 (xo — ap) + 9" Ay () A, () 070 (20 — ap)
+g"° 0P A, (') Ax (2) 0 (z)) — m0) + g" A, (2') Ay (x) 0P0 (3 — x0)
—g"" Ay (2) 9" Ay (1) 0 (w0 — @) — 97 A (2) A, (1) 970 (w0 — )
—gP A, (a') Ay () 0 (g — o) — g7 A, (a') Ay (2) 90 (g — o)
= g A (2) 0P A, (2) 0 (20 — xp) — 9" Ax (2) Ay (2) 076 (2 — o)
+g" P A, (2') Ay (2) 0 (xh — ) + g"* A, (27) Ay (2) 0P (z) — x0)
—g" A\ (2) 0" A, (1) 0 (w0 — a) + g7 Ax () A, (') 06 (fy — o)
—g7P oM A, (1) Ay (2) 0 (g — 20) — g7 A, (2) A () 6 (g — o).
Por conseguinte, o produto Z¥**Z* f segue
85
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AT = 9% AY (x) P A* (o) 0 (w0 — a)) — DA% () P A" (') 0 (0 — )
—0* A (z) A" (2') nP6 (x}) — x0) + 0V A (z) A" (2) nP§ (xf, — x0)
+OP A (21) 0% AV (1) 0 (x}y — o) — P A (/) 0¥ A (2) 0 (), — x0)
— A" (') 0" A% (2) n5 (x}) — ) + A" (2) 0% A (x) nP§ (xf, — x0)
—0%A” (x) AP (2)) 0 (z0 — x}) + 0" A% (2) O AP (1) 0 (zg — x})
—AY () AP (2) S (zo — xp) + A (2) IPA* (') n®6 (zg — )
+ A% (2) O™ AP (2')n¥6 (zo — a}) — A¥ (2) P A* (') n"§ (w0 — )
—0" A (x) AP (') n*0 (x}y — x0) + O“AY (x) A® (2') n#§ (xf, — x0)
—O"AP (1) 0 A () 0 (2} — x0) + O™ AP (') 0" A* (2) O (}) — x0)
— AP (1) A () n®d (2} — x0) + 0P A* () A (2) n®6 () — x0)
+OMAP () A% (2) 0”8 (2 — wo) — 0P A¥ (2) A* (x) 0”8 (2 — o)
— AP (2) 0°AY () "0 () — x0) + AP (27) 0V A™ (x) nHS (x, — x0) .

Para simplificar o produto acima, é adequado externd-lo em fungao do tensor

= gFAY — 0¥ A* | proporcionando

T = F (x) 07 A* (') 0 (wo — )
—F (x) A" (') n6 (), — x0)
+0P A" (1) F* (1) 0 () — x0)
+ A" (') F* (2) 0”6 (z)) — x0)
—F (1) AP (270 (2 — )

)y n%o (xg — ;)

)
)

LAY () O (

— A (z) FP* (2 n" 6 (zo — )

+F () AP (') nh6 (zfy — x0)

— AP (2) F* () 0 () — x0)
+ B () A (2) n®6 (zfy — o)

—FPr (2) A* (z) 0”6 () — x0)

—AP (') F (2) n*6 (z}, — x0) -

1 % Pt Produto Estrela 86



7 DINAMICA DE CAMPOS TERMICOS: O CAMPO ELETROMAGNT: g Yrivgrsidade de Brasilia

Realocando os termos, o produto segue

IQ’AO‘I{‘AB = F(z) FP" (1) 0 (zo — x)) + FP* (2/) F* () 0 (x), — x0)
+n"6 (zg — xf) [A* (x) FO* (2))] — n®0 (w0 — xp) [A” (2), FP* ()] .

Desta forma, como resultado final obtemos

LB (o) T [Ay () A, (2] = FovBu (g, 2
+ng [A" (z), FPr :c’)} (g — xp)
—ng [A* (z) F7* (2')] 6 (o — ) -

Com a demonstracao realizada, podemos utiliza-lo a fim de calcular o tensor energia-

momento em termos do produto ”T”. Tomando a eq. (7.5), segue-se

z—z’ 4

1
T8 () = lmT {—FM (x) FBA (") ga + —gaﬁgupgwiF’m’ (x) F* (:1:’)}

= lim {—7’ [Fo7 (z), PP ()] gaw + 2% G T [P (), 7 ()

z—z! 4
= tim {1 (@,0) T [As (2) A5 ()] grs + 1590, [A7 (@), PP ()] 6 (0 — )
—ggn [A° (2), P ()] 8 (00 = 20) + 0% Gusgon ™ (2,) T [Aa (1) A3 (2]
20 G 49 (2) P ()] (0 — )
3 Gt 47 0) P )5 0~ ) | (t7)
Entretanto,

[A* (z) , FP* (2!)] = [A%(x),0P AN ()] — [A* (2),0™ A7 (2)]
= in)g®s (x — x') —inf g™ (x — x)

+n)V20%0%5 (x — X') — n V2000 (x — x')

e assim, substituindo no operador, encontramos
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1) = i { (1957 (o) = 10T (0,2 T [ () 5 ()

r—x! v

+2i (ngng — %gaﬁ) 5 (z— x')} : (7.8)

A partir do resultado obtido na eq. (7.8), é possivel partir em busca do valor esperado

do tensor energia-momento no vacuo, o qual surge consoante

. 1 :
(0|7 (2)|0) = —lim {(F‘”’ﬁ’ °F(z,2') — ~g*PT, P (x,:n’)) Go (z — 2')

r—x’ v 4

de maneira que foi utilizado

Dy (1 = 2') = (0] T [ A (2) A5 ()] 10) = gz3Go (& — ).

Nesse cenario, utilizando o calibre de Feymann, o propagador fica expresso tal qual o

do campo escalar livre,

1 1

T 4n?i (x— ')’ —ie

Go (z — 2')

E, diante disso, a conexao entre o tensor energia-momento e o propagador fica estabe-

lecida. Aplicando a notacao de dubleto, o tensor tomara a forma

aplal av(a a 1 « a via
T () = — P (2) PO (a) 4 39" FLSD (@) P (),

tal que a,b=1,2 ¢
Fau(ab) — aaAu(a) i aVAa(b)'

Desse modo, o propagador térmico, na notacao de dubleto, manifesta-se como
iDy) (x — ') = gasGy™ (@ — '),

em consonancia com

«

i) (x — ') = (0,0] T [42 () 4} (")

0,6>,
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e que
Géab) (x —2') =

1 A /
(2m)" [ athe o6 ),
™

sendo G[()ab) (k) expresso por

. ST
G (k) = ( e ) .
K2 —ie
E assim, o valor esperado do tensor energia-momento no vacuo térmico revela-se tal
qual
(0,072 (2)[0,0) = —ilim {1 (2,") G§" (& — @)

1
+2i (ng‘ng — Zgaﬁ) §(x—a) (5ab} :

No intuito de estudarmos os efeitos induzidos pela topologia no tensor energia-momento,
introduziremos campos "n” dependentes, de modo que o tensor mantenha a mesma forma,

)

porém caracterizado pelos parametros "n”.

(0,0 79 ()

0,6> = —ilim {Faﬂ (z,2") GY (x — 25 )

z—ax’

1
+2i (ng‘ng — Zgaﬁ) §(z—2a) 5ab} :

Através de um procedimento de regularizacao, ocorrerd a insercao de um tensor finito,
dado pela diferenca entre o valor esperado do tensor energia-momento ”n” dependente e o
valor esperado do tensor energia-momento sem efeitos de compactificacao

T4 (5m) = (T (i) — (T (@)

direcionando para o tensor energia-momento renormalizado

T8 (1: 1) = —i lim {FO‘B (2,2) G (z — o, 77)} :

r—x’

sendo que

a'™ (x—a';n) =G (x —a';n) — Géab) (x —a').

Que por sua vez, na representacao de Fourier
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G (x—a';n) = / d* ke =G (k)

1
(2m)*

onde

G (ksm) = B~ (ksm) GG (k) B (ks ),

e B (k;n) uma matriz dada por

o ulsm) —v )
B(%W)-(_Mk;n) u (k;n) >

que retrata a transformacao de Bogoliubov. Isto posto, as componentes da mesma sao
reproduzidas como

G (km) = G (ki) = o (ki) [Go (k) — G (k)]
G (kim) = G (ki) = 0* (ks ) u? (ks ) (G (k) — Go ().

I

Para o caso generalizado, isto é, para N compactificagoes, em que 1 = (1o, 71, .-+, N )
a transformacao de Bogoliubov é apresentada como

N+1 S
Pl = 32y (nf <n0n>)
s=1 {os} \n=1
X Z exp {—anjlgj kaj} : (7.9)

loy yerlog =1

, . —(11) . .
Através desse roteiro, a componente (G,  fica escrita do seguinte modo

N+1 s 9]
Gy o= gy (Hf (nan)> >
loy

s=1 {os} \n=1  /J lsy,..., log=1
x |G} (x -1 — iZXJjnajlajngj> - Gy <x -1 — iZngnajlajnaj>] ,
j=1 j=1

em que xo; = 1,se 05 =0e x,, = —1,se 0; = 1,2,..., N. Finalmente, o tensor energia
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momento renormalizado em uma variedade quadridimensional evidencia-se como

770 ()

I

23y (o) 3

s=1 {os} \n=1  / l5,.., log=1

—ilim {FO‘B (x,x/)a(()n) (x —a; )}
z—az’

g’
2
[25:1 Xo; (7701 l%‘)?

_2 Z;ﬂ”:l (1 + XU]‘XUT> (najldj) (narlor) na s

o;'tor

i . (7.10)
[Z;:l Xa; (7703' lgj)Q]

X

7.2 Efeito Casimir

O primeiro caso que analisaremos é o de temperatura zero, cujos parametros de com-

pactificacdo a serem considerados equivalem a n = (0,0, 0, 2iL3), de tal forma que o tensor
energia-momento (7.10), mostra-se como

TP ()

(7.11)

Para a energia 7% levamos em consideracdo que os indices a = 0 e seja 8 = 0,
impelindo a eq. (7.11) em

2 1
TOO(ll) — _7T _ 19
720 \ L) (7.12)

onde foi usado a funcao zeta de Riemann

00 L 7_‘_4
((4) = ;z =50

J& para a pressao de Casimir, adotamos o = 3 ¢ § = 3 na eq. (7.11), resultando

_ 2 1
78300 = 25 () 1
210 \ I (7.13)
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Agora, analisando o caso a temperatura finita, a escolha no tensor energia-momento

(7.10), serda n = (Lo, 0,0, 2iL3), proporcionando

TaB(11) () = —2 {ig“ﬁ - 4n8n€ n igaﬁ + 4n§n’§
o—
oo Olﬁ
g
2y ( 2
et \ [(Lolo)? + (2L315)?]

A (2Lsly)* ngns — 4 (Lolo)* ngng (7.14)
[(Lolo)? + (2L3l3)2]3

A energia E = T°°0Y aflora quando tomamos os indices o = 0 e 8 = 0 na eq. (7.14),

2 2

700(11)  _ T~ 7
150§  T20L3

_% i (‘3 (Lolo)® +4 (L3l3)2> } ‘ (7.15)

3
lo,a=1 [(Lolo)2 + (2L353)2]

Por outro lado, quando limitamos o = 3 e § = 3, emerge a pressao de Casimir P =
T33(11),

2 2

pesany _ J o™ 1
A5LE T 24012

—l—% i ( (Lolo)* — 12 (Lsls)* > } . (7.16)

3
o1 \ [(Lolo)® + (2L3l5)?]

A exposicao do mecanismo da teoria de campos elaborada para campos compactifica-
dos baseados na transformacao generalizada de Bogoliubov, utilizando como arcabougo o
campo eletromagnético livre, se sucedeu com o objetivo de tornar a transi¢ao do ponto de
vista pedagodgico mais tranquila para os resultados do proximo capitulo. Sendo assim, o
préximo capitulo teremos como enfoque a aplicacao de tal proposta para a eletrodinamica
CPT-par do Modelo Padrao Estendido.
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Capitulo 8

Dinamica de Campos Térmicos aplicada a Ele-

trodinamica CPT-par

Neste capitulo aplicaremos a teoria de campos compactificados com a finalidade de
examinar o efeito Casimir na topologia I'4,, onde d representa o nimero de dimensoes com-
pactificadas, D refere-se a dimensao da variedade considerada. Nesse propdsito de entender
como o efeito Casimir pode depedender dos parametros de compactificacao, executamos o
calculo do tensor energia-momento para a eletrodinamica CPT-par, empregando o método
de campos compactificados ' " O efeito Casimir surge em face da mudanca da ener-
gia de ponto zero causada pela compactificacao. Esta é obtida como a diferenga entre o
tensor energia-momento para os campos compactificados e o tensor energia-momento para
os campos no espaco. Nesse contexto, avaliamos o efeito Casimir para bosons na topologia
I'} = S' xR3, com uma compactificagao espacial ao longo do eixo x3, em uma circunferéncia
de comprimento 2L3;. Também, analisamos o efeito na topologia I'S = S* x S! x S! x R!,
com 08 eixos espaciais xq, T2 e x3 compactificados em circunferéncias de diferentes com-
primentos expressos, respectivamente, por 2Ly, 2L, e 2L3. Objetivando investigar o efeito
de temperatura, esta foi implementada a partir da compactificacao do tempo em uma

circunferéncia de comprimento Ly = f.

8.1 O modelo tedrico e notacao

A densidade de lagrangiana correspondente a eletrodinamica CPT-par manifesta-se

como

1 1
L=—-F,F" -~ (Kp)

1 1 P pAe (8.1)

J2
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como discutimos no capitulo 5, o termo (Kr) é composto por 19 coeficientes indepen-

HUAp
dentes, dos quais 9 sao coeficientes nao-birrefringentes e 10 coeficientes birrefringentes. As
nove componentes nao birrefringentes do setor CPT-par podem ser incorporados em um

tensor simétrico e trago nulo x,,, definido como uma contragao

Rup = (KF)aWp- (8.2)
As componentes nao birrefringentes do tensor (Kr) Luvap 580 parametrizadas como
(KF)W/\p =3 (GurKivp = Gupkivr — Guabpup + Guphipn) - (8.3)
Com esta parametrizacao, detém-se
(KF) o, P FY = 26, Fy VF, (8.4)

e assim, a densidade de lagrangiana externando somente as componentes nao-birrefringentes
do setor de violacao resulta em
1 1

L= = FuF" = SrypF) VA (8.5)

8.2 Tensor Energia-Momento

Agora, seguiremos com o célculo do valor esperado do tensor energia-momento no vacuo

associado a eletrodinamica CPT-par das componentes nao-birrefringentes é dado por

T () = —F* () F%, () + 10% Fu () F* (2)

[e% o 1 (03 v
=K, (2) FP (2) + KO P () 2 (@) + 59" K By ¥ () B () (8.6)

Assim como no caso do campo eletromagnético livre, no qual o mecanismo para obter-
mos as quantidades fisicas se fez através do cdlculo do valor esperado do tensor 7% (z).
Porém, o produto de dois operadores em um mesmo ponto do espago-tempo nao é bem
definido, impelindo em divergéncias no valor esperado do vacuo. Para contornar tal di-
vergéncia, realizamos um processo de regularizacao denomidado de split. Diante disso, o

tensor energia-momento suplantado pelos termos nao-birrefringentes fica escrito como
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T°%(x) = lLmT {—Fm’ (z) FP, (') + igaﬁFm, (x) F* (2")

' —x

v [ (64 v 1 (03 v
—k" ,F* (x) F, (¢) + k* ,F"* () F7, (x')—I—Eg Pk F\ Y (x) F™ (x')}

' —x

1
= lim [—]—“o‘”’ﬁy (x,2") + Zgo‘ﬁ}"m,”“’ (x,2)
v « «a v 1 « VA
—k" F wh (z,2') + k a wh (2, 1)) +§g By “(:1:,9:’)} ,
em que 7T corresponde ao operador ordenamento temporal,

Forli(e,a) = T [F* (@) P (2)

= F(x) FP" (2') 0 (zo — o)) + F°" (2') F* (2) 0 (zf), — x0) -

Fazendo uso das relagdes de comutagao para os campos, a eq. (8.8) resulta

Foubi(z o) = TP (z,2") T [Ax (z) A, (2)]
—ng [AY (z) , FP* (2")] 6 (o — ()
+nf [A% (z) F7* ()] 6 (z0 — () ,

em que utilizamos

Foa/,ﬁu,/\p (QT, ZL‘/) _ (gy/\aoc . ga)\ay) (gupalﬁ . gﬁpa/u) .

(8.7)

(8.8)

(8.9)

A partir deste resultado, podemos utiliza-lo a fim de calcular o tensor energia-momento

em termos do produto ”T”. Desse modo, a eq. (8.9), conduz para

T°% (z) = lim {—7’ [F (2), FP (2)] 9o +

z—z’

4
—k", T [F (x), FP (2')] ga + k0, T [F7 (2), F (2')] ga0

1
#50 apT [F ), 7% )] |

1 /
=9 Gupgon T [F" () , F* ()]
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ou ainda escrito como

T (2) = Tim {-T"F (2.0) T [Az (2) 45 ()] g

xTo—I)

+ng g [AY () , FPA ()] 8 (w0 — ()
—ngga [A (z), FP ()] 6 (20 — ()

1 ol ’ /
+= 9" 9o gun TP (2, 2') T [Aa (2) Az ()]

4

0" Gt (A () F (2] 6 (0 — )

—ig GupGumnig [A" (), F* ()] 6 (29 — )
— k¥ DR ONTBT [ A (2) Az ()] g + K nGgas [A" (2) , P (2)] 6 (w0 — )
—k” ,nfga [A% (2 Fm ()] & (a:o — xp)

+k, T B, a'/” (x, ) [A () A ]g/\l,

+knggn [A” (x), FP (2')] 0 (a:o—:co) k. mbga [A* (x) , PP ()] 6 (o — )

1 7 VT
+2.g gp)\’iy,urp Aty BT |:A AB }

1 , ,
—§9aﬂgpAn§/‘éyu [AY (z) , FM* (2")] 6 (w0 — 7))
1 , ,
+§gaﬁgpwgnw [A? (), FM ()] 6 (z0 — xo)} : (8.10)

Nao obstante, lancando mao da relacao

[A% (@), FP ()] = [A%(2),07 AN ()] = [A% (2) , 0" A7 (2')]
= in) (¢*P +V20°0°) 6 (x — o)
—inf (9" = V20°0") 6 (x — 2)

e ao substitui-la no operador, encontramos
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_ 1 . i
Taﬁ (CL’) = —lim { <Fau,ﬁy a8 (.T,l'/) o Zgaﬁrﬂy,uu,aﬂ (ZE, (L’/) . Fy,u,ﬁy ,aﬁka#

r—x’

ap,fB ,HEV_
+eme k:“ 5

1rp%p “’aﬁmwgaﬁ) T [Aa (z) Az ()]
. a, B 1 af /
+2i nono — 79 d(x—2a)

+ [ingngk“u + inxongk®® — indndk,” — 2in5n€kau

3 a1 .
—|—§m,\ongf<:2g h_ §zn,\0nék“ug 5] d(x— x’)} : (8.11)

O valor esperado do tensor energia-momento no vacuo 7% (z) é encontrado a partir
da eq. (8.11), logo

. 1 . L
O] T (z)|0) = —:L}LHII/ { (Fa””gy (g, a') — ZgO‘BFW’W’O‘ﬁ (z,2') — TP ’O‘ﬁko‘u
= 1 =

+Fauﬁy ,aﬂkuu _ §va,p u’aﬂlﬁyugaﬁ) Go (Q? _ Z‘/)

. a, B 1 af /
+2i nony 49 d(x—a)
[—2@'71’57151{:0‘# —ingnyk,” + ingngk““ + inyony k*”

3 L1 .
—|—§m,\on’5ﬁﬁg h_ §m>\0n()\k”ug B] d(x— x')} (8.12)

e o propagador para o vetor campo A* é dado por

iDg5 (v — )= (0| T [Aa (2) Az (x')] 10) = g55Go (v — x').

Aqui, também, empregamos o calibre de Feymann, de tal maneira que o propagador

toma a forma

) 1 1
ZG() (:U — q;’) = JPsy (ZE ~ JI’)Q _ Z'g.

Dispondo das regras de conjugacao til e, utilizando a notacao de dubleto ja introduzida

anteriormente, o tensor energia-momento fica expresso como
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aplal av{a Qa 1 « a, via
T (@) = —F (@) P20 (@) + 0 B () P ()

v ap(ab 5 (ab a vu(ab B (ab
—k FOO () PO () 4 k2 F) () FPEY) ()

1 via a
59" By T (@) P (@),

de maneira que os indices a,b = 1,2 sao definidos de acordo com a notagao de dubleto e

Fovtab) — g gv@) _ gv A«®)  Com tais caracteristicas, o propagador térmico reluz como
DY (o = a') = (0.0] 7 [42 (@) 45 )] 0.5 = gasGl™ (0 — o),

e que

1 ; /
G(()ab) (l‘ o ,I‘,) _ . /d4k6—zk(m—x )G(()ab) (k)
(27)

com G\ (k) dado por

(ab) e 0
G/ (k)= ¥,
0 ==

Entao, o valor esperado do tensor energia-momento no vacuo térmico surge como

r—x’

<0,6‘ T () ‘0,6> = —i { Hm I (z,2') GYY (z — o)

1
+2i (ng‘ng — Zgaﬁ) §(x—a")dup
+ [ingngk*, + inxongk® — ingngk,” — 2infngk®
oMoy A0 MMy Ry MMk,

+;mmn5nﬁg°‘5 — %in,\gn{)\k“ug“ﬁ] d(x—2a) (5ab}
com o termo ' = L8 a8 (g /) — }LgaﬁFW’””ﬁB (x,2") =T ’aBk‘“M +Towb ’aﬁk”u -
%ppv,p uﬂ?,{wgaﬁ )

Para estudarmos os efeitos induzidos através da topologia do tensor energia-momento,
inserimos n—campos dependentes, de modo que o tensor energia-momento preserve sua
forma, muito embora caracterizado pelos parametros 7, que como vimos esta relacionado

com as compactificagoes do espaco-tempo. Nesta perspectiva, temos
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<0,6’ TP (2: ) ‘0,6> = —ilim {FO‘B (z,2") Géab) (x —a'sm)

rz—x’
1
+2i (ng‘ng — Zgaﬁ) §(x—a")du
+ [mo‘nﬁk“ + inyon k® — in®n)k,? — 2infnl ke
0ok, PULL) LD 0"k,
3 1 )
—l—ymmﬁmﬁg s _ izn,\onék“#g B] §(x—a’) (5ab}

Mediante um procedimento de regularizacao, temos a insercao de um tensor finito

2 2477

concedido através da diferenca entre o valor esperado do tensor energia-momento "n

dependente e o valor esperado do tensor energia-momento sem efeitos de compactificagao

T2 (i) = (T () = (T2 ()

que por sua vez, leva-nos ao tensor energia-momento renormalizado

T B (ab) (z;m) = —ilim {Faﬁ (z,2") a(ab) (v — s 77)} )

r—x’

onde

G (@ —a'm) = GO (w = a'm) = G (= o),
e na representacao de Fourier, o propagador fica

1
(2m)*

G (x—a'in) = / d* ke =IGD (k)

de forma que

G (k;n) = B~ (k;n) GYY (k) B (k)

em que B (k;n) é uma matriz escrita como

v (k;n)  u(k;n)

descrevendo, assim, a transformagcao de Bogoliubov cujas componentes sao expressas como

1 % Pt Produto Estrela 99



8 DINAMICA DE CAMPOS TERMICOS APLICADA A ELETRODIN A D Universidade de Brasilia

G (km) = G (ki) = o (ki) [Go (k) — G ()
G (kim) = G (ki) = 0* (ks m) u? (ks ) (G (k) — Go ().

I

Para o caso generalizado, isto é, para N compactificagoes, em que 1 = (1o, 71, .-, N )

a transformacao de Bogoliubov generalizada fica escrita

Pl = 2y (nf <n0n>)

s=1 {o's} n=1
X Z exp {—anj lo; kaj} )
loy seelog=1 j=1

—(1
Neste contexto, a componente G((] Y fica

N+1 s 00
aén) _ }EI;,ZT_IZ (Hf(ﬁcm)) Z
loy

s=1 {a’s} n=1

S S
x |G} <x —a - Z'Z)(ano.jlajngj> — Gy (x —a - iZXanajlajnaj>] ,
j=1 j=1
em que xo; = 1,8¢ 05, =0¢ x,, = —1,8e0; =1,2,..., N. Por conseguinte, o tensor energia

momento renormalizado toma a forma

78D () = —jlim {F"ﬁ (z,2) @éu) (z— x’;n)}

r—x’

- 25y (o) 3

s=1 {U.s}

g’
[Zj’:l Xo; (7701' laj)Q]
2 ° _ (1+ o; Xor U'lo" UTZUT g~ g
. Z],r—l ( Xo; X ) (77 J J>2(TI3 )n Jn T (8.13)
[Z;:l Xo; (770;‘ l%‘) }

podemos calcular o efeito Casimir da eletrodinamica CPT-par

X 2

Com tais resultados,
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para algumas topologias arbitrarias.

8.3 Efeito Casimir

Nesta sec¢ao, estudaremos o efeito Casimir seguido do efeito de quebra da simetria de
Lorentz. Porém, tal estudo terda como foco somente a componente isotrépica do termo
responsavel pela estrutura CPT-par. Isto posto, esta componente isotropica é obtida ao

impormos k,, = K, € pt = v =0 na eq. (8.13).
8.3.1 Efeito Casimir a temperatura zero

Para examinarmos o efeito Casimir, a temperatura zero, seguido do efeito da quebra
da simetria de Lorentz, devemos considerar nn = (0,0, 0,2iL3) e o tensor energia—momento
na eq. (8.13), fica

T80 () = —ilim {Faﬁ (z,2) @éﬂ) (x — SC';U)}

z—z’

-2 ZOO abf 4 4n nl
. 3 3

I3=1

Diante disso, ao realizarmos as devidas consideragoes na eq. (8.14), podemos obter a
energia ou a pressao a temperatura zero.

Energia de Casimir a temperatura zero

Tomando os indices @« = 0 e § = 0 na eq. (8.14), isto nos leva a seguinte expressao para

T00(11) _ <1 X ;Fdoo) {% (Lig)} , (8.15)

Pressao de Casimir a temperatura zero

a energia de Casimir,

Por outro lado, ao tomarmos os indices « = 3 ¢ § = 3 a eq. (8.14), nos renderd uma

33(11) 3 1 - (1
T =1-=5 0 + 5:‘{100 Tﬂ) L_g . (816)

Ainda nesse roteiro, agora, consideramos 1 = (0,2iLq,2iLs,2iL3), e 0 tensor energia—

pressao,
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momento na eq. (8.13), toma a forma

T80 () = —jlim {F“ﬁ (:c,a:’)ﬁén) (z — x’;n)}

r—x!

aﬂ
12
h;l ( [(2L114) + (2L5)%]

+4 <2L1l1) 7’Ll n1 + 4 (2L2l2)2 n§n§>
3
[(2L111)% + (2La15)°]

p
211§1 ( [(2L111)* + (2Lsl3) ]

+4(2L1l1) non? + 4 (2Lsl;)? ngjn§>
[(2L11)* + (2Lsl5)%])”

o0

+212J23;1 ( [(2Lals)* + (2Lal3)*]”

4 (2Lols)? nnl + 4 (2L3l3)? ngnl )
[(2Lals)* + (2Lsl3)%]"

g°?

oo aﬁ
g
+4 >
w%gl ( [(2L111)* + (2Lala)* + (2Lsl3)°]
+4 (2L1l1)2 n?nf + 4 (2L2l2)2 ng‘ng + 4 <2L3l3)2 n§n§> }
[(2L11)? + (2L5)* + (2Lsls)?]

(8.17)

Para essa condicao, a energia e pressao de Casimir tomam uma nova roupagem.
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Energia de Casimir a temperatura zero

Ao adotarmos nos indices « =0 e § =0, a eq. (8.17), seguird como
00011 _ (1 n 2500) {%02 (L% + Lig * Lig)
| = 1
_@h%:l ( [(Lil)* + (L2l2)2]2>
| = 1
_@h%:l ( [(Lily)* + (L3l3)2]2>

1 1
) 2
47T212,z3:1 ([(L2lz)2 + (Lals)?] )

[e.e]

1 1
_ ) 8.18
2 ll,z%;—l ( [(Llll)z + <L2l2)2 + (L353)2}3> } 19

Pressao de Casimir a temperatura zero

Quando empregamos nos indices « = 3 e § = 3 na eq. (8.17), esta conduz para

1 72 1 1 3
3311) (1 _ .3 2 ~ (Lt 2
4 ( ““*2“°°>{720<L%+L3 Lé)

1
4
1

et
i (Lyly)? — 3 (Lsls)?
l1 I3=1

+%Z (Lals)? — 3 (Lsl3)?

a1 [(L212)2 + (LSZS)Q}B

+$ i ( (L1l1)22+ (Lols)* — 3 (L313)23> } _ (8.19)

biadaet \ [(L1l1)” + (Laly)® + (Lgls)Z]

Discutida a forma da energia e pressao de Casimir a temperatura zero, a partir deste
ponto direcionamos nossa atencao ao efeito de temperatura.
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8.3.2 Efeito Casimir a temperatura finita

Agora, o efeito Casimir é calculado a temperatura finita vinculado ao efeito de quebra
da simetria de Lorentz. Desta feita, o parametro fica dado por n = (L, 0,0, 2iL3) e o tensor

energia-momento da eq. (8.13), assume a forma
-2 1 = g% — 4nin = g*% + dngn
7'045(11) - _“ (1 kY 4k ) 0% + 373

() 2 0" 9™ 2 (Lolo)” Z (2Lsl3)*

lo=1
12 f: ( g

3
lo,ls=1 [(Lolo)2 + (2L3l3)2]

4 (2Lsls)* ngnf — 4 (Lolo)* ngng _ (8.20)
[(Lolo)? + (2Lals)*]”

Ao tomarmos as escolhas apropriadas, teremos como respostas a energia e pressao de

Casimir a temperatura finita.
Energia de Casimir a temperatura finita

Quando adotamos os indices & = 0 e § = 0 na eq. (8.20), esta revela-se como

3 2 2
o) _ (142 B
7 < + 2“00) {15Lg 720L}

_% f: (‘3 (Lolo)” + 4 (L3l3)2) } . (8.21)

3
et \ [(Lolo)® + (2Lsl3)?]

Pressao de Casimir a temperatura finita
Por outra perspectiva, ao considerarmos « = 3 e # = 3 na eq. (8.20), resulta

1 2 71
3311) _ (1 _ .3 2 o 1
T ( "ot 2“00) {45L3 240 L

—l—% i ( (Lolo)” — 12 (Lsls)® > } ' (8.22)

3
izt \ [(Lolo)” + (2Lals)”]

Seguindo o script, quando aplicamos 1 = (Lo, 2iLy,2iLs,2iL3) no tensor energia—

momento (8.13), este é tido como
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Z g% + 4n1 nf

7—04,8(11) _
(1) L)

—2 1 L gP — 4n0n0
— |1 —k% + =k
2 ( ° 2 00) {Z (Lolo)*

g% + 4n§‘n§ g*P + 4n§‘n§
lzl (2Lola)" l; (2Lsl5)"
+2 i g*’ . 4(2L, ll) ”1”1 - (Lolo)z ng‘ng
et \[(Lolo)* + (2L14)?] [(Lolo)? + (2L111)°]
+2 f: g . 4 (2Lsly)" ngny — (Lolo)z ngng
lo,la=1 [(Lolo)2 + (2L212)2] [(Lolo + (2Lsly)*
4o f: g*f 2 4 (2Lsls)” ngni — (Lolo)2 ngng
o1 \[(Lolo)? + (2L313)?] [(Lolo)? + (2Lals)?]”
42 f: g*? : 4(2L41y)* nénf +4(2L212)§n anl
W \[(2L1h)* + (2Lals)°] [(2L114)? + (2Laly)?]
. f: g*? 2 4(2L41,)? n1n1 +4(2L3l3)2n n’
W \ [(2L1h)* + (2L3l5)°] [(2L11h)* + (2L4l3)%]”
42 f: g’ 2 4(2Lyl5)* ngnl +4(2L3l3)2n nj
i1 \ [(2Lals)? + (2L313)7] [(2Lals)* + (2Lsl3)%]"
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af
g
ey ;
lo,l1 1= 1( (Lolo)” + (2L11)* + (2Lol)?]
L AQLb) 110)2 e 4+ 4(2Lo05) ngnl —4(Lolo)2n8n€>
3
[(Lolo)® + (2L111)* + (2Lala)?]
2
Tzt \ [(Lolo)? + (2L111)* + (2Lal3)?]
4(2L,01))* nonf + 4(2L315)? ngn§—4(L0z0)2ngn§>
3
[(Lolo)® + (2L11h)* + (2L3l5)°]

g9*
4 ( 2 2 212
lo,l2,l3=1 (LOZO) + (2L2l2) (2L3l3) }
+4 (2[/2[2) U2 ng + 4 (2L3l3) 7’L3 TLg 4 (LOZO) nyg n€>
[(Lolo)? + (2Lsls)? + (2L4l5)?]°

g°?

+8 )

2

lo,l1 12 l3=1 ( [(Lolo)? + (2L111)* + (2Lals)” + (2Lsl5)°]

4 (2L111)2 n‘f‘nf +4 (2L2l2)2 ng‘ng +4 (2L3l3)2 ngng —4 (L0l0)2 n8n€> } (8.23)
[(Lolo)? + (2L11)? + (2Lsl5)* + (2Lals)?]”

Novamente, com as escolhas apropriadas, encontramos as respectivas expressoes para a

energia e pressao de Casimir a temperatura finita.
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Energia de Casimir a temperatura finita

Considerando os indices « = 0 e § = 0 na eq. (8.23), esta é lida como

3 w2
T = (1 + 5500) {15L4

2 1+1+1
720 \ L1 1

L
4 i 3 (Lolo)? — 4 ( L1l1)2>
7T210 e \ [(Lolo)* + (2L 2}3
4 i 3 (Lolo)? — 4 ( L2l2)2>
7T210 o1 \ [(Lolo)® + (2Ll 2}3
ii 3 (Lolo)? — 4 (Lsls )2>
7T210 ls—1 [(Lolo (2L3l3 ’
1y ! )
47T211,z2 1 [(L1l1 + ( L2l2
1y 1 )
47T211,z3 1 [(L1l1 + ( L3l3
1y ! )
47T212,z3 1 [(L2l2 + ( L3l3

oo

S
2
lo,l1,la=1
o0
S
2
lo,l1,l5=1
(o)
S
2
lo,la,ls=1

o0

o

l1 la,l3=1

lolllglg 1(

3 (Lolo)® — 4 (Ly1y)” — 4 (Loyly)?

[(Lolo)? + 4 (Laly)? + 4 (Lal)?]
3 (Lolo)® — 4 (Ly1y)” — 4 (Lsls)?

[(Lolo)? + 4 (Laly)* +4 (Lsls)?]”
3 (Lolo)2 — 4 (Loly)? — 4 (Lsls)?

3
Lolo +4(L2l2) +4(L3l3>2]

( L l1 Lzlz) (L3l3)2}3>

Lolo — 4 (L) — 4 (Lyly)? — 4 (Lsl

3)

[(Lolo)® + 4 (Lilh)? + 4 (Lalz)” + 4 (Lslz)?]

) } 824)
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Pressao de Casimir a temperatura finita

Sob outro enfoque, ao empregarmos o« = 3 e f = 3 na eq. (8.23), resulta em

1 72 2 1 1 72 1
311) _ (1_ 3 o I I
T ( Ko 25‘”) {45Lg 720 (Li‘ * Lg) 240 L

4 & 1
+_

™ 10%31 ( [(Lolo)* + (2L252)2]3
2 >

( (Lolo)? — 12 (Lsly)?

(Lolo)™ + 4 (Lily)
+§2 i": (Lolo)® + 4 (Lyly)* — 12 (L3l3)23
T ol da=1 [(Lolo)2 +4 <Llll)2 +4 (L3l3>2]
S — (Lolo)® + 4 (Laly)? — 12 (Lsls)?
_l__
m Z (Lolo)™ + 4 (Laly)

R (L1l)? + (Lsly)? — 3 (Lsls)®
Z ( [(Lil)” + (Lalo)? + (L3l3)2}3>

410 EOO: ( (Lolo)” + 4 (Li1h)* +4 (Laly)® — 12 (Lsls)” ) } (8.25)
3 : :
m odrmts=1t \[(Lolo)” + 4 (Lily)* + 4 (Lals)® + 4 (Lsls)°]
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Capitulo 9

Conclusoes

Neste trabalho calculamos as flutuagoes de vécuo (efeito Casimir) da eletrodinamica
CPT-par em uma variedade toroidal. Conduzimos uma introdugao sobre os efeitos de uma
compactificacdo no espago-tempo. Apresentamos um estudo detalhado a respeito de um
campo compactificado na dimensao temporal, em uma dimensao espacial, de forma con-
comitante com o tempo e uma dimensao espacial bem como o comportamento para d
dimensoes.

Em sequéncia, procedemos com um estudo do campo eletromagnético de Maxwell livre
tendo como proposito demonstrar o formalismo assim como coletar informacoes das pro-
priedades termodinamicas. O ponto de partida foi estabelecer a estrutura da hamiltoniana
através da prescricao de Dirac para sistemas vinculados, evidenciando os vinculos de pri-
meira classe e suas respectivas condigoes de calibre. E dessa maneira, pudemos conceber
uma funcgao de particao via formalismo de integracao funcional do sistema fisico.

Procedemos com a generalizagao do método da funcao de particao para uma estrutura
toroidal, no qual buscamos investigar a influéncia da violagdo da simetria de Lorentz por
campos de fundo na flutuacao do vacuo no Modelo Padrao Estendido do campo eletro-
magnético em D + 1 dimensoes com r dimensoes compactificadas em um toro. Isto posto,
aplicamos este procedimento na eletrodinamica CPT-par, de forma que calculamos a Lei
de Stefan-Boltzmann, que corresponde a realizar uma compactificacao temporal. Também,
fizemos uma compactificacao em uma dimensao espacial, que corresponde ao efeito Casimir
a temperatura zero. Ainda neste contexto, realizamos a compactificacdo em duas dimensoes
toroidais (temporal e espacial), que corresponde ao efeito Casimir a temperatura finita e
estendemos o método para D + 1dimensoes.

A condigao de periodicidade em xg levou a lei de Stefan-Boltzmann com a contribuicao

do termo de violacao de Lorentz. J4, realizando a compactificagao na direcao de z1, calcula-
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mos a densidade de energia (a pressao) do sistema sob a influéncia do termo de violagao de
Lorentz. Isso levou a uma correcao do resultado padrao do efeito Casimir, devido ao campo
de fundo. Nao obstante, a condicao de periodicidade na direcao de xy e na direcao de zq,
forneceram a modificacao do efeito Casimir a temperatura finita com base na contribuicao
da violacao de simetria de Lorentz.

Usamos o método da Dinamica de Campos Térmicos (DCT) generalizada, que é uma
teoria de campo formulada em variedades toroidais para calcular as flutuacoes de véacuo
(efeito Casimir) da eletrodinamica estendida CPT-par. Através de tal metodologia, ob-
temos expressoes analiticas para o efeito Casimir em temperatura finita em dimensoes
toroidais espaciais arbitrarias. Para os dois métodos, investigamos a influéncia da violacao
da simetria de Lorentz por campos de fundo na flutuacao do vacuo no Modelo Padrao Es-
tendido do campo eletromagnético em D + 1 dimensoes com 7 dimensoes compactificadas
em um toro.

Os resultados encontrados pela teoria DCT generalizada foram comparados com o
método da funcao de particao generalizada, evidenciando a consisténcia dos dois métodos.
O método da funcao de particao generalizada possui a vantagem de precindir da necessi-
dade de duplicacao dos graus de liberdade do formalismo de DCT generalizado. Por sua
vez, a DCT apresenta a vantagem de separar o propagador: parte livre das compactifica-
das, permitindo um procedimento de renormalizacao simples e factivel. No caso do efeito

Casimir, isto conduziu expressoes analiticas da compactificacao em toros r-dimensionais.
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