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RESUMO

Esta tese apresenta uma andlise isogeométrica do Método dos Elementos de Con-
torno (MEC Isogeométrico) juntamente com o método da expansdo em multipolos
répidos (do acronimos em inglés - FMM), aplicado a problemas elésticos anisotrépi-
cos em plano bidimensional. A solugdo fundamental anisotrépica de Lekhnitskii é
utilizada, e nela existem singularidades. A do tipo fraca do nticleo de deslocamento,
é tratada com o método da transformada de Telles, enquanto que a singularidade
forte do nticleo da forga de superficie é tratada pelo método da subtracdo de singula-
ridade (do acronimos em inglés - SST). As fun¢des de forma utilizadas neste trabalho
sdo as B-Splines Racionais Nao Uniformes (do acronimos em inglés - NURBS). As-
sim, a mesma representa¢cdo matematica do Desenho Assistido por Computador (do
acronimos em inglés - CAD) é utilizada no c6digo computacional desenvolvido,
evitando a geragdo de malhas e fornecendo representagdo exata para maioria das
geometrias complexas utilizadas na andlise de engenharia. Além do FMM, a fim de
melhorar mais a eficiéncia numérica do c6digo, reduzindo o custo computacional,
as NURBS sdo decompostas em curvas de Bézier sem a perda das propriedades
de continuidade, utilizando a decomposi¢do de Bézier. Desta forma, a formulagdo
isogeométrica se torna similar ao método dos elementos de contorno convencional.
Como as matrizes do sistema algébrico ndo sdo explicitamente montadas devido ao
FMM, é necessario usar um método iterativo para resolver o sistema de equacdes
lineares. O método dos minimos residuos generalizados (do acronimos em inglés -
GMRES) foi escolhido, de acordo com sua eficicia notada em trabalhos anteriores e
conforme a literatura. Para avaliar a acurdcia da formulagdo, diferentes exemplos
numéricos aplicados para materiais quase-isotrépicos, anisotrépicos e ortotrépicos
sdo analisados. Os resultados numéricos do MEC isogeométrico e sua versao ace-
lerada pelo FMM, sdo comparadas com soluc¢des analiticas, e mesmo com poucos
graus de liberdade, mostram que possuem boas precisdes numéricas. Além destes,
a formulagdo acelerada também foi aplicada em problemas de larga escala, modelos
com milhares de graus de liberdade, provando que é mais rdpida que o MEC iso-
geométrico, e portanto, é uma formulagdo muito indicada para problemas eldsticos
em larga escala, principalmente para geometrias que sdo mais indicadas o uso de
elementos de contorno de alta ordem.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno; Andlise isogeométrica; Mé-
todo das Expansoes em Multipolos; Elasticidade Plana Anisotrépica.



ABSTRACT

This thesis presents an Isogeometric Analysis of the Boundary Element Method
(IGABEM) together with the fast multipole expansion method, applied to anisotropic
elastic problems in a two-dimensional plane. Lekhnitskii’s anisotropic fundamental
solution is used, and in it there are singularities, that of the weak type of the displa-
cement kernel, which is treated with the Telles transform method, while the strong
singularity of the surface force kernel is treated by the technique of the singularity
subtraction (SST). The shape functions used in this work are Non-Uniform Ratio-
nal B-Splines (NURBS). Thus, the same mathematical representation of Computer
Aided Design (CAD) is used in the developed computational code, avoiding the
generation of meshes and providing exact representation for most of the complex
geometries used in engineering analysis. In addition to the FMM, in order to further
improve the numerical efficiency of the code, reducing the computational cost, the
NURBS are decomposed into Bézier curves without losing the continuity properties,
using the Bézier decomposition. In this way, the isogeometric formulation becomes
similar to the conventional boundary element method. As the matrices of the alge-
braic system are not explicitly assembled due to the FMM, it is necessary to use an
iterative method to solve the system of linear equations. The generalized minimal
residual method (GMRES) was chosen, according to its efficiency noted in previous
works and according to the literature. To evaluate the accuracy of the formulation,
different numerical examples applied to quasi-isotropic, anisotropic and orthotropic
materials are analyzed. The numerical results of the IGABEM and its accelerated
version by the FMM are compared with analytical solutions, and even with few de-
grees of freedom, they show that they have good numerical precision. In addition to
these, the accelerated formulation was also applied to large-scale problems, models
with thousands of degrees of freedom, proving that it is faster than the IGABEM, and
therefore, it is a very suitable formulation for large-scale elastic problems, mainly
for geometries that are best suited to the use of higher-order boundary elements.

Keywords: Boundary Element Method; Isogeometric analysis; Fast Multipole
Method; Anisotropic Plane Elasticity.
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Capitulo 1

Introducao

A composigdo entre diferentes tipos de materiais sempre foi algo muito utilizado
ao longo do desenvolvimento da humanidade. Estas misturas contribuiram para
o desenvolvimento de novas classes de materiais, dando a ideia do que hoje co-
nhecemos como materiais compostos. Os materiais compostos ou compdsitos como
também sdo conhecidos, sdo os resultados de dois ou mais materiais dos grupos dos
materiais metdlicos, ceramicos e poliméricos, em que o resultado final seja a criagdo
de um novo material com propriedades fisicas e mecanicas superiores aos de seus
constituintes, (AGARWAL; BROUTMAN; CHANDRASHEKHARA), 2017).

Estes materiais compdsitos tém encontrando larga aplicagdo na drea das engenha-
rias, destacando-se por exemplo, os materiais compostos laminados, que possuem
caracteristicas que fazem com que este tipo de material seja muito utilizado por causa
da sua resisténcia mecanica, rigidez, longa vida em fadiga e baixa densidade, pos-
suindo assim, vantagens em relacdo aos materiais convencionais. A base para esse
desempenho estrutural melhor encontra-se em sua alta resisténcia especifica, na alta
rigidez especifica e principalmente nas caracteristicas anisotrépicas, devido as dife-
rentes propriedades dos seus constituintes e as suas orientagdes imersas na matriz.
Isso implica em uma andlise estrutural mais complexa para se projetar componentes
com esses materiais, além de tornar mais complexo o estudo fisico e de modelagem

numérico computacional do comportamento mecanico desses materiais.

Diversos exemplos de estruturas criadas a partir de compdsitos podem ser ci-
tadas, como exemplo: na industria aeroespacial como nas fuselagens, nas pecas
estruturais em geral; na industria de construgdo naval, nos cascos de iates, barcos de
corrida, botes salva-vidas e pequenos navios comerciais para pesca e transporte de
passageiros; na industria automotiva, como em componentes elétricos e eletronico,
partes na mecanica; na industria da construgdo civil, como em painéis, pecas de
decoracao, fibras de vidro e no concreto; madeiras, especialmente com a finalidade
ecoldgica; na industria esportiva, dentre outros. Na Figura [1.1| pode ser observada
alguns modelos criados com materiais compositos.



Figura 1.1: Materiais compésitos: (a) turbina eélica, (b) barco, (c) ponte, (d) carro,
(e) placa de circuito, (f) avido, (g) equipamentos estruturais e (h) raquete de ténis.
Modelos retirados de (1MOURA; MORAIS; MAGALHAESL |2005[), (]GIBSONL |2016[).

Por causa das caracteristicas peculiares que os materiais compositos apresentam,
o seu uso tem sido cada vez mais expandido nas diversas 4reas das engenharias.
Dai a necessidade em desenvolver andlises numéricas capazes de prever com pre-
cisdo o comportamento mecanico (deformacao e falha) destes materiais. Portanto,
é expressivo o interesse da engenharia em propor formulagdes numéricas para si-
mular computacionalmente o comportamento mecanico destes tipos de estruturas
compostas por materiais compositos. Diante do exposto, a ideia deste trabalho é
desenvolver uma nova formula¢do numérica destinadas para andlise de problemas
da elasticidade anisotrépica linear bidimensional em materiais compdsitos.

Para o desenvolvimento dessa nova formulacdo, deve-se levar em consideragdo a
complexidade de modelagem destes materiais compodsitos, por exemplo, no modelo
matematico que utilizam as equagdes integrais. Mesmo com todo avango que temos
hoje, em diversas situac¢des, soluc¢des analitica ainda sdo inacessiveis, principalmente
para casos onde a geometria e as condi¢des de contorno sdo complexas. Portanto,
diante desse fato, solu¢des aproximadas por métodos numéricos, sdo apresentadas
como alternativas as solugdes exatas.

Quanto ao método numérico, esta tese utilizard o Método dos Elementos de Con-
torno - MEC, que é capaz de produzir solugdes numéricas precisas, inclusive por
ndo requerer aproximacdo de dominio. Além disso, o MEC possui outras diver-

sas vantagens, dentre elas: 1. E um excelente método numérico pois possui uma



boa facilidade em sua modelagem para problemas com geometrias complexas; 2.
Muito indicado também para problemas com dominios semi infinitos ou infinitos; 3.
Destaca-se por poder reduzir o dominio de simula¢do em uma dimensdo, uma vez
que, é preciso discretizar apenas os contornos do modelo; 4. Com o MEC também é
possivel obter as informagdes do dominio a partir das varidveis de contorno, dentre
outros. Entretanto o MEC também possui suas desvantagens, e para estas, foram
buscadas solugdes parar reduzi-las.

Dentre as principais limitagdes, estd a producdo de matrizes ndo esparsas e ndo
simétricas, pela caracteristica da relagdo n6 a né que a metodologia possui. Isso gera
um alto custo computacional para montagem do sistema linear, bem como para solu-
¢do numérica, o que, restringe o MEC a ser um bom método para aplica¢des apenas
em problemas com baixo ntimero de graus de liberdade. Visando essa problematica,
diversas técnicas de aceleragdo aplicadas ao MEC tém sido investigadas nas mais
diversas dreas das engenharias para problemas de larga escala, no intuito de colocar
o MEC como um método competitivo. Portanto, nesta tese utiliza-se o método das
expansOes em multipolos rdpidos, desenvolvido por Rokhlin e Greengard Rokhlin
(1985), Greengard e Rokhlin| (1987), Greengard (1988), que promete acelerar as solu-
¢oes do MEC em vérias vezes, reduzindo o tempo de CPU para uma complexidade
quase linear, O(N log N), e também a reducdo em memdria utilizada para construcdo
e solugdo do sistema linear. Transformando assim, o MEC associado ao FMM, aqui
chamaremos de BEMFMM, como uma 6tima ferramenta para resolver problemas de
larga escala.

Além disso, o MEC é um método aplicado a problemas representados por equa-
¢Oes integrais que possuam solu¢des fundamentais. Neste trabalho, as solugdes
fundamentais utilizadas foram apresentadas através do formalismo de Lekhnits-
kii| (1968). A utilizagdo dessas solugdes fundamentais estdo presentes em vdrios
trabalhos e em diferentes areas, que lidam com a elasticidade linear anisotrépica,
alguns dos quais, mecanica da fratura (SOLLERO; ALIABADI, 1993; RAJAPAKSE;
XU, 2001); problema de trincas: (ALBUQUERQUE; SOLLERO; FEDELINSKI, 2003;
ALBUQUERQUE; SOLLERO; ALIABADI, 2004); problemas de flexdo (PASTORINO
et al., 2021), entre outros.

Ao utilizar as solug¢des fundamentais de Lekhnitskii, dependendo da posigdo dos
pontos de colocacdo da regido geométrica discretizada, surgem as singularidades.
Com a cria¢do de formulagdes para elementos de contorno anisotrépicos, técnicas
de regulariza¢do foram desenvolvidas para avaliagdo de tais singularidades e po-
dem ser classificadas conforme a forma de resolver o problema. Essas integrais
singulares sdo representadas pelos ntcleos de deformacéo (singularidade fraca) e
de tensdo (singularidade forte). Para singularidade fraca, foi utilizada nesta tese a
transformada de Telles, (TELLES, 1987), que desenvolve uma nova transformagao
para a quadratura gaussiana tradicional. E para singularidade forte, foi utilizada



a técnica da subtracdo de singularidade, que foi apresentado por Aliabadi, Hall e
Phemister (1985). A SST permite a integragdo sobre elementos de contorno curvos
de alta ordem, e essa ideia encaixa-se perfeitamente com as NURBS, uma vez que as
NURBS sao construidas a partir de patchs, que sdo exatamente a representagao de
elementos de contorno curvos de alta ordem. Além disso, conforme (CORDEIRO;
LEONEL, 2020), a SST parece ser uma das técnicas mais gerais, uma vez que ndo
impde nenhuma restri¢do formal ao tipo de ntcleo a ser integrado.

Existe um problema em trabalhar com polindmios de alta ordem, que é a cha-
mada globalidade, ou seja, ao alterar qualquer ponto da curva, afetara toda a curva,
implicando em tendéncias oscilatérias nela, como é o caso do efeito Runge. Por
isso, pode-se dizer que os polindmios lagrangeanos tém geralmente uma aplicacdo
bastante especifica, sendo restrito a pequenos intervalos. Isso ndo acontece com as
NURBS, porque ao mover a posi¢do de um ponto de controle, a curva sofre altera-
¢do apenas localmente dentro de um intervalo. Esta é uma caracteristica particular
das NURBS, cuja ideia principal encontra-se em interpolar dados em subgrupos de
pontos, obtendo-se, razdes polinomiais de graus menores, e fornecendo condi¢des
de continuidade e derivadas continuas até uma certa ordem. Esse fato por exemplo,
implica numa boa eficiéncia do MEC isogeométrico, principalmente para problemas

dos quais as tensdes variam muito rapidamente.

As NURBS neste trabalho sdo construidas por meio de curvas de Bézier, que
decompde um conjunto de fungdes de base NURBS para o polindmio de Bernstein.
Isso daré representacdo local das fung¢des de base, além de estabelecer um elemento
bem definido a partir do qual os pontos de colocagdo serdo definidos. Alguns tra-
balhos como [Scott et al.| (2011), Borden et al|(2011), D’Angella et al. (2018), Miao
et al.| (2018) apresentaram a metodologia isogeométrica através da extragdo de Bé-
zier, com resultados muito satisfatérios. Assim, os elementos de Bézier propostos
fornecerdo uma estrutura de elemento para analise isogeométrica, (HUGHES; COT-
TRELL; BAZILEVS, 2005), que sera incorporada ao BEMFMM, dando através deste
a ideia do BEMFMM isogeométrico, ou IGABEM-FMM. Nesse sentido, o conceito
isoparamétrico é preservado, e a geometria do problema é usada de forma exata
para a maioria das geometrias complexas, como conicas, quadricas, circunferéncias,
elipses, hipérboles, entre outros, mesmo utilizando um ndmero relativamente baixo
de NURBS.

E possivel verificar, por exemplo, dois modelos na Figura onde uma malha
construida por polinomio lagrangeano para representagdo em elementos finitos é
apenas uma aproximacdo da geometria. Essa aproximagdo pode, em muitas situa-
¢Oes, gerar erros no desenvolvimento da formulagdo analitica. Por outro lado, note
também na Figura que, como uma extensdo légica da andlise de elementos fini-
tos, os objetivos da abordagem isogeométrica se concentraram em desenvolver uma
estrutura de andlise baseada em fungdes empregadas no CAD, capaz de representar



exatamente as geometrias. Como consequéncia, possiveis erros da geometria sdo
eliminados na andlise numérica. Além disso, o conceito de suavidade de uma curva
é muito importante para a representagdo geométrica de um modelo. Alcangar a
mesma aparéncia suave da NURBS através de poligonos, exigiria muito mais de-
talhes da superficie, como pode ser visto na Figura Note, que a modelagem
NURBS produz uma geometria mais suave, enquanto os poligonos podem ficar
irregulares nas bordas.

analise de elementos finitos aproxima a geometria
AN e T T

malha adaptavel ;
I I

NURBS

(b)

Figura 1.2: E mostrado em (a) um cilindro NURBS a esquerda e um cilindro poligonal
a direita, (DERAKHSHANI, 2012). Em (b) um esquema comparando malhas na
andlise de elementos finitos e na anédlise isogeométrica, (COTTRELL et al., 2006).

Uma das principais aplica¢des da formulagdo eléstica linear anisotrépica é a mo-
delagem de problemas que utilizam os materiais compdsitos. Vista disso, a presente
tese consistiu uma nova formulagdo destinada a resolver problemas da elasticidade
anisotrdpica linear bidimensional, e para validar essa formulacdo, foi implemen-
tada em linguagem Julia uma ferramenta computacional para as andlises mecanicas
(tensdo, deslocamento, deformagdo). O programa computacional desenvolvido é ba-
seado na formulacdo IGABEM e as equagdes integrais de deslocamentos e de forcas
de superficie, foram regularizadas através do método de [Telles| (1987) e (ALIA-
BADI; HALL; PHEMISTER| 1985), respectivamente. Além disso, quando analisado
problemas em larga escala, a formulacédo fara uso da IGABEM com o FMM, que as-
sociado ao GMRES, permite acelerar o processo iterativo para os cdlculos numéricos,
conseguindo alcangar na configuragdo temporal uma complexidade de O(N log N),
reduzindo o esfor¢co computacional em relagdo ao IGABEM que é O(N?). H4 também
uma reducdo dos custos de processamento de dados, uma vez que, ao utilizar o mé-
todo rapido com o GMRES, nédo é necessdrio construir de maneira explicita a matriz
nao esparsa que o IGABEM exige. Por fim, para avaliar a convergéncia e precisao
da formulagdo proposta, diferentes problemas complexos utilizando elementos de
contorno isogeométrico retos e curvos de alta ordem, aplicados na andlise elastica
em problemas quase-isotrépicos, anisotrépicos e ortotrépicos, sdo analisados e seus



resultados sdo comparados as solug¢des analiticas. Através destes resultados, foi
possivel mostrar a 6tima acurdcia do método, e com isso pontuar as vantagens de

usar esta formulacdo em relagédo a formulacdo do IGABEM.

1.1 Objetivos, metodologia e delimita¢des da pesquisa

O presente trabalho tem como objetivo principal desenvolver uma formulagao
do MEC isogeométrico acelerada pelo método das expansdes em multipolos rdpidos
para a andlise de problemas bidimensionais da elasticidade plana anisotrépica. No
intuito de alcancar com éxito esse objetivo principal, sdo necessarios realizar alguns
objetivos especificos, sendo eles:

1. Desenvolver uma aprofundada revisdo bibliogréfica, no estado da arte, sobre os
principais tépicos abordados nesta tese, sendo eles: 0 MEC isogeométrico em
problemas anisotrépicos, o método da subtragdo de singularidade, o método
dos multipolos rdpidos e o uso do GMRES com reinicio e matriz de pré-
condicionamento;

2. Implementar computacionalmente as curvas NURBS na forma de extragao de
Bézier. Em seguida, validar essa parte do cédigo em problemas mais simples;

3. Estudar de maneira aprofundada a técnica de subtracdo de singularidade e
implementar computacionalmente este método considerando as solugdes fun-

damentais de Lekhnitski. Em seguida, validar essa parte do c6digo acoplado
ao IGABEM;

4. Implementar uma versdo final do c6digo computacional, que contera a formu-
lagao proposta do IGABEM-FMM.

5. Analisar na literatura problemas da elasticidade linear em problemas mais
complexo de caracteristicas quase-isotrépicas, anisotrépicas e ortotrépicas, que
tenham solugdes de referéncia conhecidas na literatura. Fazer comparagoes
com os resultado numéricos da versao final do c6digo computacional.

6. Escrever textos na forma de artigos em revistas cientificas e congressos nacio-

nais e internacionais.

1.2 Desafios e contribuicoes

O conceito de curvas NURBS encontra-se relativamente difundido na literatura.
Entretanto, ao trabalhar com problemas em larga escala, as NURBS podem ser me-
lhor utilizadas quando trocadas as fun¢des de forma, escrita da maneira convencional



pelo processo recursivo de Cox-de-Boor, por um processo direto, que possui um me-
nor custo computacional, que é a decomposicdo de Bézier. Utilizar a decomposi¢do
de Bézier nas fun¢des de forma das curvas NURBS tem sido alvo de pesquisas em
diferentes trabalhos nas engenharias, como ficard mostrado na pesquisa bibliogra-
fica. Portanto, o estudo e implementacdo da teoria NURBS na forma de extracdo
do operador de Bézier em problemas da elasticidade linear é um desafio que foi
atingido nesta tese.

Além disso, diversos trabalhos tém examinado diferentes técnicas para regula-
rizagdo dos termos singulares que aparecem nas solugdes fundamentais quando se
trabalha com o MEC. Alvo de pesquisas, tém sido as integrais singulares que sdo
encontradas nas solugdes fundamentais para a elasticidade anisotrépica, quando
utilizada a interpolagdo lagrangeana na discretizacdo geométrica dos modelos no
MEC. Entretanto, usar a representacdo isogeométrica na discretizagdo destes mo-
delos geométricos, juntamente com a técnica da subtracdo de singularidade para
regularizar as singularidades fortes que ocorrem nas integrais de superficies, é algo
inédito na literatura. Portanto, nessa perspectiva, avaliar a singularidade forte é
um desafio. Principalmente porque a anélise isogeométrica ndo se comporta por
exemplo, na mesma forma da andlise geométrica por interpolacdo convencional
(constante, linear e quadrética), como serd explicado ao longo do texto.

Diante os desafios apresentados, e apés uma ampla pesquisa que culminou na
construgdo da revisdo bibliogréfica, foi percebido que nado ha na literatura nenhuma
formulagdo como a apresentada neste trabalho. Com isso, a presente tese apresenta
como contribuicdo na drea da mecéanica computacional:

e Uma formulagdo isogeométrica do Método dos Elementos de Contorno (MEC
Isogeométrico) acelerado pelo método dos multipolos rdpidos (FMM). A so-
lugdo fundamental anisotrépica é utilizada e a integragdo é realizada pela
transformada de Telles e pela técnica de subtragdo de singularidade (SST). As
fungoes de forma utilizadas sdo as NURBS, que, evita a geracdo de malhas e for-
nece representacdo exata da maioria das geometrias utilizadas em engenharia.
As NURBS sdo decompostas em curvas de Bézier sem a perda das propriedades
de continuidade, o que auxilia também na reducdo do custo computacional.
Reflexo disso, a tese oferece uma formulagdo com velocidade computacional e
precisdo superior ao comparar-se com os cddigos que utilizam o MEC conven-
cional. Para provar isso, diferentes exemplos numéricos de estruturas simples
e complexas sdo apresentadas na tese, demonstrando a eficiéncia da metodo-
logia proposta. Portanto, a unido destes pilares (MEC isogeométrico - FMM -
SST) aplicada em problemas da elasticidade plana bidimensional anisotrépica,
mas especificamente, em materiais compdsitos laminados, é a contribuigao
inédita e original desta tese.



Além da contribuigdo desta tese, ja foram geradas também outras publica¢des

em revista e conferéncia, sendo eles:

e Santos, J. E. ; Albuquerque, E. L. ; CAMPOS, L. S. ; Junior, ABD ; Mateus,
DDC . Computation of moments in quadratic discontinuous anisotropic plane
elasticity fast multipole formulation. In: 42nd Ibero-Latin-American Congress
on Computational Methods in Engineering, 2021. 42nd Ibero-Latin-American
Congress on Computational Methods in Engineering.

e Santos, Jailson Franga dos; Albuquerque, Eder Lima de; Campos, Lucas Sil-
veira. Anisotropic elastic applications in composite materials using the iso-
geometric boundary element method. Latin American Journal of Solids and
Structures, v. 20, p. e471-23, 2023.

1.3 Organizacao do trabalho

Conforme podera ser observado ao longo do texto, no capitulo 1 é feita uma breve
introducdo sobre o contetido desta tese, abordando conceitos preliminares sobre
materiais comp0sitos e suas classificagdes, 0 método numérico a ser utilizado, que é
o MEC, a formulagdo isogeométrica que utilizada as curvas NURBS e a técnicas de
aceleracdo aplicada ao MEC, finalizando com os objetivos do trabalho, contribuicdes,
desafios, descrigdo e justificativa para esta tese. No capitulo 2 é apresentada uma
revisdo bibliogréafica com os principais pontos de estudo deste trabalho, associando
a andlise isogeométrica, o FMM e MEC anisotrépico com a técnica de subtragdo de
singularidades.

No capitulo 3 é apresentada toda parte da teoria da elasticidade em materiais
compositos anisotrépicos, dando uma énfase para lamina ortotrépica e laminados
simétricos. No capitulo 4 é introduzido a parte das curvas construidas por B-splines,
Bézier e NURBS, sendo esta tltima, utilizada na forma de extracdo do operador de
Bézier. No capitulo 5 é mostrada a associa¢do das curvas NURBS ao MEC, formando
assim a teoria da formula¢do MEC isogeométrico, e como este é aplicado na anélise
da elasticidade anisotrépica.

No capitulo 6 sdo apresentadas diversas aplicagdes para andlise eldstica em pro-
blemas quase-isotrépicos, anisotrépicos e ortotrépicos afim de avaliar e verificar a
robustez da analise isogeométrica apresentada. Por esta pesquisa se tratar de ana-
lises em larga escala, o trabalho precisa de uma técnica de aceleragdo para solucdo
numérica das matrizes ndo esparsas que o MEC desenvolve. Por isso, no capitulo 7 é
mostrada a técnica de aceleracdo, conhecida como método multipolo dos multipolos
répidos.



No capitulo 8 sdo mostrados diferentes resultados numéricos para avaliar o ganho
em velocidade de processamento e de armazenamento de dados, quando utilizado
o MEC isogeométrico com FMM. E por fim, no capitulo 9 sdo apresentadas as con-
clusodes finais que foram obtidas com o desenvolvimento deste trabalho, juntamente
com as perspectivas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Contextualizac¢ao e breve revisao da
literatura

Esta revisdo bibliografica tem como objetivo, construir elementos que trardo um
embasamento tedrico, através da fundamentacdo dos contetidos apresentados em
pesquisas na literatura, que norteiam os principais pontos de estudo dessa tese.
Ou seja, busca-se realizar uma pesquisa dos principais trabalhos que apresentem,
sempre que possivel, topicos que associem os contetidos da andlise isogeométrica,
do FMM e do MEC anisotrépico com a técnica de subtracdo de singularidades.

2.1 Analise isogeométrica - IGA

Na geometria, o estudo de curvas (conjunto de sucessivas retas) é a base funda-
mental na criacdo de formas simples e complexas, que levam a cria¢do de superficies.
Um conceito mais histérico de curvas e superficies pode ser consultado em Montiel
e Ros (2009) e para uma defini¢do mais matematica |Abate e Tovena| (2012). Essas
curvas podem ser representadas por equagdes que a caracterizam numa represen-
tacdo analitica, e esta representacdo pode ser dividida em formas paramétricas e
ndo paramétricas. Dentre as curvas paramétricas mais conhecidas é possivel citar as
curvas de Hermite, Bezier, B-Splines e as NURBS.

A criagdo e evolugdo dos computadores em meados dos anos 50, acompanhou a
evolucdo de novas tecnologias apresentada a sociedade. O computador, que conhe-
cemos hoje, passou por diversas transformagdes ao longo do tempo, acompanhando
o avango das engenharias e ciéncias exatas. Logo os sistemas computacionais (soft-
ware), passaram a ser chamados de Desenho assistido por computador, do inglés
Computer Aided Design - CAD. A tecnologia predominante usada pelo CAD na re-
presentagdo de geometrias complexas é a B-spline ndo-uniforme racional - NURBS.
A NURBS possibilita reproduzir de maneira exata entidades que seriam apenas
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aproximadas por fun¢des polinomiais, como no caso do Método dos Elementos Fi-
nitos - FEM, incluindo se¢des conicas circulares. Isso pode ser visto em [Cottrell
et al] (2006), em que sdo mostrados comparativos de geragdo de malha em FEM
utilizando poligonos (vértices, arestas e faces), e a isogeometria - (NURBS) usando
curvas desenhadas.

Para este modelo de geometria exata, Hughes, Cottrell e Bazilevs (2005) propuse-
ram um esquema de refinamento k, exclusivo da analise isogeométrica, que consiste
numa elevacdo de ordem e inclusdo de nés simultdneos. Existe uma vasta revisao
que trata dos diferentes aspectos das NURBS em Rogers| (2000) e Piegl e Tiller| (2012)
e as décadas de pesquisa resultaram em diversos algoritimos eficientes para a avali-
acdo rdpida e refinamento. O conceito principal apresentado em Hughes, Cottrell e
Bazilevs|(2005) é empregar as NURBS nao s6 como discretizagdo da geometria, mas
também como ferramenta de discretizac¢do na analise, atribuindo a denominagdo de
andlise isogeométrica para essa familia de métodos. Posteriormente o livro Cottrell,
Hughes e Bazilevs|(2009) foi publicado dedicado exclusivamente a andlise isogeomé-
trica utilizando o Método dos Elementos Finitos. Esse tipo de andlise ja foi aplicada
nas mais diversas dreas, incluindo mecanica dos sélidos, mecénica dos fluidos e
contato mecanico.

Apesar de mais desenvolvida no contexto do MEF, a andlise isogeométrica so-
mente no MEC é realmente isogeométrica. Nos modelos CAD somente as superficies
sdo definidas, o interior dos sélidos ndo é explicitamente modelado. No MEF essa
definicdo é necessaria, o que exige uma etapa adicional de andlise onde as represen-
tagdes CAD tém que ser convertidas para modelos sélidos. Enquanto isso, no MEC,
somente a discretizacdo do contorno, que é completamente definida pelo CAD, é
necessdria. Outra desvantagem do MEF isogeométrico é que a quadratura de Gauss
deixa de ser 6tima uma vez que o integrando deixa de ser um simples polindmio.
Esse comportamento ja é observado no MEC, uma vez que a solu¢do fundamental,
que faz parte do integrando, ndo é um polindmio.

Em Veiga et al.| (2014) é apresentada uma revisdo com conceitos fortemente ma-
tematicos, com os principais fundamentos teéricos da abordagem apresentada na
analise isogeométrica. Andlises técnicas variacionais para a resolugcdo numérica de
equagOes diferenciais parciais com base em splines ou NURBS foram mostradas,
bem como estimativas 6timas de aproximacgdo e erro em diversos casos. Tal revisdo
é uma boa leitura para quem deseja investigar mais afundo os processos matemati-
cos da IGA, apresentando conceitos de espago isogeométrico para campos escalares
e vetoriais, aplicagdes em problemas elipticos, dentre outros. Um outro artigo com
uma boa abordagem matematica, foi apresentado por |Gervasio et al. (2020), em que
fazem uma comparacdo sistemdtica entre o Método dos Elementos Espectrais com
Integragdo Numérica e os métodos da IGA baseados na NURBS, ou ainda Garoni et
al.|(2019).
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Vale destacar que a andlise isogeométrica tem se mostrado bastante eficaz em
diferentes dreas e diversas aplicagdes. Abaixo sdo apresentados alguns desses tra-
balhos, como forma de proporcionar um sélido embasamento tedrico para escrita
desta tese.

e Os autores em Beer e Duenser| (2019) mostraram através de exemplos numé-
ricos aplicado a problemas potenciais em meio isotrépicos e anisotrépicos,
que o uso da BEM isogeométrico tem vantagens sobre outros métodos nu-
méricos. Resultados precisos sdo mostrados utilizando poucas incégnitas, o
que evidencia a boa capacidade da NURBS para descrever geometrias com-
plexas e as varidveis de campo. Outras aplicagdes em problemas de Laplace e
Helmholtz (DOLZ et al., 2018a) e equacdo de Stokes (MAESTRE et al., 2017),
mostraram que € possivel alcancar taxas extremamente altas de convergéncia.
E também para mostrar que o célculo do MEC isogeométrico permite uma re-
solugdo precisa e rdpida, além de tempo da CPU ser drasticamente reduzido (LI
et al. 2017).

e AIGA é amplamente discutida no trabalho de Nguyen et al.|(2017), em que sao
analisados problemas elastostaticos lineares em 3D. As equagdes integrais fo-
ram resolvidas usando a aproximacgdo padrdo de Galerkin. Além de mostrarem
as vantagens que a IGA possui, 0 método proposto explorou a representacdo
de contorno comum do modelo CAD e o MEC. Vérios exemplos numéricos de
geometrias simples e complexas sdo examinados para validar a precisdo e a
eficiéncia da MEC isogeométrico.

e Um estudo aprofundado e bem s6lido com conceitos puramente matematicos é
apresentado em |Dolz et al.| (2019). Neste trabalho é provado que pode-se obter
taxas 6timas de convergéncia linear para a MEC isogeométrico adaptédvel para
uma equacao integral hiper-singular associada ao laplaciano bidimensional.

e Em [Ferede, Abdalla e Bussel| (2017) é apresentada uma estrutura baseada em
IGA para parametrizar uma lamina de rotor de turbina edlica e avaliar sua
resposta. O modelo é baseado na abordagem isogeométrica para analisar as
propriedades estruturais e aerodindmicas. As deformacdes estruturais sao

resolvidas usando uma formulagdo isogeométrica.

e Dificuldades podem ocorrer na andlise da integral quase singular no MEC
IGA quando aplicada a elasticidade. Em Han et al.| (2018) as integrais quase
singulares no MEC IGA sédo separadas na parte ndo singular e na parte sin-
gular pela técnica de subtracdo. Os ntcleos integrais na parte singular sdo
aproximados por série Taylor, enquanto a parte ndo singular é calculada com
quadratura gaussiana. Dessa forma, um método semi-analitico foi proposto
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para as integrais quase singulares no MEC IGA. Os autores constataram re-
sultados efetivos, devida a simulagdo precisa da geometria e discretizagdo
somente dos contornos.

Diversos trabalhos que usaram MEC IGA, ou MEF IGA também sao destacados
como importantes contribui¢cdes em diversas areas da engenharia: na otimizagao es-
trutural (OLIVEIRA; ANDRADE; LEONEL, 2020; GILLEBAART; BREUKER| 2018);
na investigacdo do sloshing liquido em tanques axissimétricos com defletores po-
rosos (ZANG et al| 2020); em problemas da actstica (WU; DONG; YANG, 2020;
SHAABAN et al., 2020; VENAS; KVAMSDAL), 2020; SUN et al., 2019;|CHEN et al.,
2019; CHEN et al.,2019a); em problemas acoplados MEC/MEF (LIU et al., 2018); em
problemas de elasticidade linear (TAUS et al., 2019); em transferéncia de calor (FANG
et al 2020; GONG et al., 2019; GONG; YANG; DONG, 2019; KOSTAS et al., 2018);
para problemas de fluxo, equagao de Stokes (LIU et al., 2020; BEER et al, 2018); para
problemas potenciais 2D ou 3D (WANG et al,2019; SUN et al., 2018); para IGABEM
3D com enrijecedores (NETO; LEONEL) 2022).

Finalmente conseguimos destacar, que, no contexto de problemas de larga escala,
as estruturas IGA possuem um alto custo computacional, devido ao processo recur-
sivo de seus célculos. Tendo isso em vista, um bom caminho, é seguir a metodologia
proposta por Borden et al. (2011), que é transformar as NURBS em curvas de Bézier.
Alguns trabalho na literatura (SCOTT et al, 2011; D’ANGELLA et al 2018; MIAO
et al| 2018) mostram que esse é um processo robusto.

Assim, com uma base sélida através da leitura destes trabalhos, foi publicado
um artigo (SANTOS; ALBUQUERQUE; CAMPOS, 2023)), que descreve uma anélise
isogeométrica do método dos elementos de contorno, aplicado a problemas eldsti-
cos planos 2D anisotrépicos. Neste trabalho, utilizamos as NURBS como fungdes
de forma. Como reflexo disso, o conceito isoparamétrico foi preservado, e, erros
de interpolacdo geométrica foram excluidos, melhorando os resultados numéricos.
Além disso, para aumentar a eficiéncia numérica do c6digo, as NURBS foram de-
compostas em curvas de Bézier. Para avaliar a precisdo da formulagéo, resultados
em diferentes problemas complexos mostraram 6timas concordancias com solugdes
analiticas disponiveis na literatura.

2.2 Método dos multipolos rapidos - FMM

A eficiéncia e custo computacional ha muito tempo tem sido foco de investiga-
¢Oes em pesquisas que envolvem solu¢des numéricas de problemas com equagdes
diferenciais ou integro-diferenciais, bem como na simula¢do de modelos computa-

cionais. Armazenamento de dados e tempo de processamento, por exemplo, sdo
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fatores que estdo constantemente envolvidos nos estudos, que lidam com simulagao
de problemas em larga escala.

Em geral, todos métodos numéricos possuem aspectos fortes e fracos, e muitas
vezes 0 que se busca sdo caminhos alternativos para se acoplar nas ineficiéncias de
cada método, tornando-o cada vez mais usado em quaisquer que sejam as &dreas
de aplicagdo. O Método do Elementos de Contorno, por exemplo, possui diversas
vantagens, frente a outros métodos, como: 1. MEC é superior aos métodos de
dominio pois ele reduz a dimensdo do problema ao discretizar apenas os contornos;
2. exatiddo - devido a natureza semi-analitica e uso de integrais nas equagdes de
contorno; 3. bom método para problemas que envolvem dominios infinitos ou semi-
infinitos. Entretanto, possui também desvantagens, como: 1. na discretizagdo do
modelo é gerado matrizes cheias e ndo simétricas; 2. em geral o tempo de solucao
é longo e o tamanho da memoria necessita ser grande, ambos O(N?). Por o MEC,
mesmo com seus pontos positivos, tem seu uso limitado a resolver modelos em

pequena escala, ou seja, com poucos graus de liberdades.

Por entender que o MEC é um bom e promissor método numérico, e com inte-
resse em superar as suas limitagdes quando aplicado em problemas de larga escala.
Ao longo do anos, foi destinado um interesse na construgdo de técnicas, que, acopla-
dos ao MEC, viessem proporcionar uma soluc¢do rdpida, melhorando assim, a sua
eficiéncia computacional. Em uma breve revisao na literatura, é possivel encontrar
diversas técnicas que mostram-se eficientes para acelerar o MEC, algumas delas sao:
aproximacdo cruzada adaptativa - ACA (BEBENDOREF, 2000; BEBENDORF; RJASA-
NOW, 2003); solucionadores diretos rapidos (LAL; WANG, 2002; GREENGARD et
al.,2009); decomposi¢do de dominio (HUANG et al., 2006)); wavelets (BUCHER et al.,
2002), processos de aglutinacdo (KANE; KUMAR; SAIGAL)1990), técnicas iterativas
(MANSUR; ARAUJO; MALAGHINI, 1992; BARRA et al.,[1992), dentre outros.

No entanto, neste trabalho iremos utilizar o FMM, considerado entre os dez
principais métodos numéricos desenvolvidos no século XX, segundo Dongarra e
Sullivan| (2000). A ideia pioneira comegou com Appel|(1985), no qual utilizou uma
estrutura de dados em forma de arvore para armazenar particulas em uma regido
conhecida como folha. Em cima dessa ideia, a técnica do algoritmo de Barnes e Hut
(1986)) foi desenvolvida, na qual, tinha a intengdo de acelerar o calculo dos potenci-
ais elétricos e gravitacionais de uma certa quantidade de particulas que interagiam
entre si, agrupando-as também em uma estrutura de dados do tipo arvore. Assim,
Barnes e Hut (1986) mostrou, para este problema que inicialmente tinha a necessi-
dade de O(N?) operacdes, poderia ser reduzido para O(N log N) operagdes, mesmo
com algumas complexidades para construcdo do algoritmo como mostraram Song
e Chew/ (1995), Bindiganavale e Volakis (1997), Darve| (2000). Em Liu e Nishimura
(2006)) os autores também chamam atencdo para a compreensdo do BEM-FMM por
ser ainda mais dificil em comparagdo ao MEC convencional, devido as comple-
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xidades adicionais e diferentes abordagens nas formulac¢ées e implementag¢des do
FMM. O trabalho apresenta uma excelente introdu¢do ao BEM-FMM para proble-
mas potenciais. Além disso, conceitos bdsicos para resolver equagdes integrais de
contorno sdo descritos e disponibilizado o cédigo-fonte para problemas potenciais
bidimensionais que pode auxiliar no desenvolvimento de c6digos BEM-FMM. Entre
as décadas de 1980 e 1990, Rokhlin (1985), Greengard e Rokhlin| (1987), Greengard
(1988), |Greengard| (1990), Rokhlin! (1990), Schmidt e Lee (1991) foram alguns dos pri-
meiros trabalhos na elaboragao e apresentacdo do FMM. A nivel de esclarecimento, é
valido salientar que existem duas versdes do FMM, sendo a que abordaremos neste
trabalho é a baseada em uma expansao multipolar do kernel de interacdo, que foi
proposto pela primeira vez por V. Rokhlin.

No MEC, devido a conectividade entre ponto fonte e ponto campo, tem-se uma
matriz densa e ndo simétrica, necessitando assim de O(N?) operagdes. Quando
acoplado ao MEC, o FMM é aplicado para acelerar a multiplicagdo matriz-vetor dos
problemas em andlise. O uso do método iterativo GMRES combinado com BEM-
FMM reduz a complexidade do tempo de CPU e das operac¢des para O(N log N).
Diante desse acoplamento, o BEM-FMM, torna-se um método competitivo frente a
outros métodos, tornando-se uma excelente alternativa para solugdo numérica de
problemas com milhares de graus de liberdade, isto é, problemas em larga escala.

Em diversas dreas é possivel verificar a utilizagdo do FMM e como a sua aplicagdo
auxiliou no alto despenho computacional quando aplicado a problemas com milha-
res de DOF, reduzindo o custo computacional e o ntimero de operagdes. Alguns dos
primeiros trabalhos em BEM-FMM na mecénica podem ser encontrados em |Peirce
e Napier| (1995), Gomez e Powert (1997), Fu et al|(1998), Mammoli e Ingber| (1999),
que confirmam a viabilidade de aplicacdo do BEM-FMM para solugdo de proble-
mas de grande escala. Podemos citar rapidamente também algumas outras 4reas
que nos ajudard a dar embasamento tedrico para mostrar que o BEM-FMM é uma
metodologia eficiente e de custo computacional reduzido.

e Em problemas eletromagnéticos, uma das dificuldades é a modelagem das
estruturas dielétricas multicamadas, pois aumenta drasticamente a memoria
e o tempo de computacional. Em Ren e Lage| (2004), os autores apresentaram
uma estratégia de homogeneizacdo aplicada tanto ao FEM quanto no BEM-
FMM. Resultados numéricos apontaram que a técnica oferece boa precisdo e
o esfor¢o de computacional é bastante reduzido. Outra boa leitura que faz
comparagdes numéricas entre o MEF e o BEM-FMM é Htet et al. (2019). Para
problema potencial tem-se o trabalho de Hu et al.| (2021).

e Diversos problemas na actistica lidam com a complexidade de modelos em
larga escala. Por isso é cada vez maior o uso do BEM-FMM unido ao GMRES
para solugdo numérica desses problemas. Alguns trabalhos como Shen e Liu

15



(2007), Bapat, Shen e Liul (2009), Bapat e Liu (2010), Zhao et al|(2019), Chen et
al.|(2020), Zheng et al.|(2020) mostram de maneira muito clara que o BEM-FMM
pode ser varias vezes mais rdpido do que o MEC convencional.

e As investigacdes em trincas sdo pontos de bastante interesse na mecanica da
fratura, que em geral utiliza-se a equagdes integrais de contorno com singulari-
dades forte e hiper singularidade para simulagdo numérica destes problemas.
Em [Nishimura, Yoshida e Kobayashi (1999) foi utilizado o BEM-FMM para
resolver problemas com uso das fungdes de forma constantes. A equagdo
algébrica resultante foi resolvida com o GMRES, e apresentaram um cédigo
mais rdpido do que o MEC convencional. Outros trabalhos como (WANG;
YAO, 2005; DANSOU et al, 2019) também seguem semelhantemente a ideia

de simulac¢des em trincas.

e Na mecanica, diversas subdreas também utilizaram o BEM-FMM para simu-
lagdo de dados, Em Nishimura e Liu (2004) para compésitos de nanotubos de
carbono, [Yao et al.| (2004) na simulagdo de materiais compositos, Wang, Yao e
Wang| (2005), [Ptaszny| (2021) para problemas elastostaticos 2D, Frangi, Spinola
e Vigna (2006), [Liu| (2008)), Sellountos| (2020) para problemas de fluxo.

Além dos trabalhos citados, é possivel destacar alguns que usaram o FMM-
BEM para resolver problemas de elasticidade 2D em larga escala, (LIU, 2006; [LIU,
2008). Nestes, os autores utilizaram elementos de contorno constantes, que, puderam
resolver as integrais de forma analitica, porém precisaram de uma quantidade muito
alta de graus de liberdade para alcancar resultados precisos. Finalmente, um dos
trabalhos mais citados para quem desenvolve pesquisas utilizando o BEM-FMM
é Liu et al.| (2011), uma 6tima revisdo que reuni um total de 465 referéncias em
um esfor¢o conjunto de diversos autores com experiencias na drea. Outra revisdo
para o BEM-FMM também pode ser consultada em (Chen e Xiao| (2012). Por fim,
uma publicacdo que é atualizada com frequéncia, retine uma bibliografia com um
conjunto de publica¢des sobre a ideia de Barnes e Hut (1986) e do FMM pode ser
consultada em Beebe| (2021).

E possivel destacar, com a leitura destes trabalhos, que no contexto de problemas
de larga escala, BEM-FMM ¢é uma das melhores op¢des. O esperado é que quando
utilizado o BEM-FMM nos problemas estudados nesta tese, problemas anisotrépicos
em larga escala, obtenha-se um bom ganho no custo computacional, seja em arma-
zenamento de dados, seja na velocidade de processamento na solu¢gdo numérica dos
problemas.
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2.3 IGA, FMM e o tratamento de singularidades no
MEC

Pelas caracteristicas superiores em custo computacional dos métodos rapidos, e
com a exatiddo das formas geométricas desenhadas pelas NURBS, devido a repre-
sentacdo exata dos contornos, que, consecutivamente gera a eliminacdo de erros de
aproximagdo da geometria, logo surgiram diversos trabalhos que utilizaram dessa
unido, principalmente acoplada ao MEC, com o intuito de coloca-lo no posto de
metodologia concorrente para lidar com problemas de larga escala. Trabalhos como
Chen et al.| (2019b)) na acustica, [ITakahashi e Matsumoto| (2012), |Dolz et al.| (2018b)
para problemas de Laplace e Helmholtz, demonstraram que o MEC isogeométrico
baseado em NURBS tem um desempenho melhor do que o MEC convencional em
termos de precisdo, e o uso do FMM mantém a robustez do MEC isogeométrico e
reduz o custo computacional.

Essa unido, IGA, com elementos de alta ordem e FMM, possui vantagens pro-
missoras, porém, quando usadas no contexto MEC, acabam sendo impactadas por
algumas desvantagens importantes, como por exemplo, no MEC, a necessidade
em avaliar singularidades que ocorrem nos termos das solugdes fundamentais que
aparecem nas equagdes integrais. Para contornar este desafio, ao longo dos anos,
muitos pesquisadores dedicaram esforcos e publicaram trabalhos, que apresenta-
vam técnicas diversas, com intuito em fornecer eficiéncia e precisdo para avaliagdo
dessas singularidades. A saber, em diferentes tipos de aplicagdes, podem aparecer
singularidades diversas, tais como: a singularidade fraca, a singularidade forte, a
hiper singularidade, ou até as super singularidades. Em |Gao| (2005) é apresentado
um esquema que determina cada tipo dessas singularidades.

Essas técnicas de integracdo numérica podem ser classificadas conforme a sua
forma de resolver o problema, a depender, pode ser por meio da cldssica férmula da
quadratura ou modifica¢des desta (ISAMASPHYROS;, THEOTOKOGLOU, 2006);
por avaliagdo indireta por integragdo especial, (KUTT), 1975), (L, HUANG; ZENG,
2020) ou integrais analiticas, (RIZZO,1967), (BIN et al.|[2020); ou através de transfor-
magdes de regularizacdo de integrando, (TELLES, [1987), (GUIGGIANTI, [1991), dentre
outros. Nesta tese, ndo serdo detalhados nenhum desses métodos, para isso, uma
extensa revisdo sobre essas técnicas pode ser consultada em Tanaka, Sladek e Sladek
(1994).

Em especifico, as integrais singulares neste trabalho sdo representadas pelos
nicleos de deformagdo (singularidade fraca) e de tensdo (singularidade forte). Por-
tanto, utilizaremos para regularizacdo da singularidade fraca, a transformada de
Telles (TELLES, |1987), que desenvolve uma nova transformacdo para a quadratura
gaussiana tradicional. De tal forma que seja cancelada a singularidade logaritmica
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deixando o integrando regular. E para singularidade forte, serd utilizada uma técnica
que subtrai a singularidade do modelo numérico, chamada de técnica da subtragdo
de singularidade - SST, apresentado em Jaswon|(1963). Em geral, a SST permite a in-
tegragdo sobre elementos de contorno curvos de alta ordem, e essa ideia encaixa-se
perfeitamente com as curvas NURBS utilizadas nesse trabalho. Além disso, con-
forme Cordeiro e Leonel (2020), a SST parece ser um dos mais gerais, uma vez que
nao impde nenhuma restri¢do formal ao tipo de kernel a ser integrado.

Aolidar com as singularidades nos nticleos, a SST adiciona e subtrai expansdes de
Taylor truncada até a primeira ordem nos ntcleos originais. Para esse procedimento
de regularizacdo, é necessdrio fazer a expansdo da série de Taylor em torno do
ponto singular. A publicacdo de [Cordeiro e Leonel (2020), mostra de forma bem
didética o passo a passo da expansao da série de Taylor em torno do ponto singular,
e por conseguinte, como acontece a regularizacdo do termo fortemente singular. Os
autores neste trabalho utilizaram as fun¢ées de interpolagao polinomial de elementos
de contorno descontinuos. Também [Sahli, Mohamed e Sahli| (2018) demonstraram
essa metodologia da SST.

Alguns trabalhos em diferentes aplicagdes utilizaram de forma satisfatéria a téc-
nica de subtragdo de singularidade na regularizagdo de integrais fortemente singular,
como pode-se citar:

e Em |Aliabadi, Hall e Phemister (1985) foi apresentado a SST com expansdo
de Taylor de alta ordem, para tratar problemas potenciais cuja a integragao
de fungdes singulares surgem em formulag¢ées isoparamétricas das equagdes
integrais de contorno, mais especificamente no kernel fortemente singular 1/r.
Para tal, elementos curvos foram utilizados na simulagdo computacional dos
problemas. Numa extensdo deste trabalho, a SST foi novamente utilizada
por Aliabadi, Rooke e Cartwright (1987) em problemas de estruturas elasticas
lineares plana, ao avaliar os fatores de intensidade de tensdo para trincas de

diferentes formas.

e Um modelo numérico de malha livre foi utilizado em |Oliveira e Portelal (2019)
para resolver problemas 2D em mecanica de fratura eldstica linear. Os autores
usaram a SST para regularizar o campo eldstico do problema. No texto, os
resultados numéricos demonstraram claramente a precisdo da estratégia da
SST, apresentando boa concordancia com as solugdes analiticas disponiveis.
Concluiu-se que a implementagdo da SST, torna a formulagdo muito confidvel
e robusta para a andlise multi-fissuradas em geral. Outro trabalho na mesma
linha, que utilizaram a SST para problemas de fissuras é |Caicedo e Portela
(2015).

e Em Pérez-Arancibia (2018) foram apresentadas as expressdes para as equagdes
integrais para a solugdo de problemas de Helmholtz. Essas expressdes foram
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obtidas por meio da SST, que também foi utilizada para suavizar os integrantes
quase singulares que surgem da avaliagdo do problema. Com isso, resultados
acurados foram apresentados no trabalho.

A SST foi aplicada com sucesso em outros diversos trabalhos: em Marin et al.
(2002), que usaram o MEC aplicado a problemas singulares de Cauchy em elastici-
dade linear isotrépica; com o MEC IGA em problemas elasticos (DAI et al., 2021), e
em placas deformdveis por cisalhamento (ABDELMOETY; NAGA; RASHED, 2019);
na mecanica da fratura, em Xie e Zhou! (2020), entre outros.

Finalmente, em toda pesquisa que foi realizada na literatura, ndo foi possivel
encontrar nenhum trabalho que tivesse tratado em qualquer aplica¢do, a associagado
IGA, FMM e MEC para materiais eldsticos anisotrépicos em 2D, com a técnica de
subtracdo de singularidades. Diversos trabalhos com a IGA e FMM, outros com a
IGA e MEC anisotrépico, outros ainda com o FMM e MEC anisotrépico, como foi

mostrado ao longos das se¢des e
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Capitulo 3

Teoria da elasticidade para materiais
compd@sitos anisotrépicos

Na classificagdo dos materiais compdsitos, destaca-se o material estrutural, na
qual encontram-se os materiais laminados. Convém destacar que, uma lamina é
uma camada plana ou curva de fibras unidirecionalmente dispostas. A lamina é
um material ortotrépico com os eixos principais na diregdo das fibras (longitudinal),
normal as fibras no plano da lamina (transversal) e normal ao plano da lamina. Pode-
se dizer que estas ldminas ao serem colocadas umas sobre as outras, podendo ser
em diferentes orienta¢des, da-se entdo o conceito de laminado, em uma sequéncia
determinada, de forma a se obter alto desempenho estrutural. Exemplos desse
tipo de material, sdo: os laminados com matrizes poliméricas, os bimetais, metais
folheados, madeira compensada, férmica, dentre outros.

A orientacdo de uma ldmina é dada pelo dngulo entre o eixo de referéncia fixo na
coordenada x e a diregdo das fibras no sentindo x; da lamina em questdo, conforme
mostrado na Figura 3.1, medido no plano (x, y) de referéncia no sentido anti-horério.

o

"

"~

Figura 3.1: Sistemas de coordenadas da lamina (x1, y1) e do laminado (x, v).

1

Dada diferentes orienta¢des que a ldmina pode estar, entdo é possivel definir
algumas propriedades para o laminado final. Conforme Jr e Rethwisch/(2016), essas
propriedades podem classificar o compésitos laminados em 4 classes: unidirecional,
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cruzados, com camadas em angulo e multidirecional. Nos unidirecionais, a orienta-
¢do da direcdo de alta resisténcia para todas as laminas é a mesma Figura [3.2a); os
laminados cruzados possuem orienta¢des da camada de alta resisténcia alternadas
em angulos de 0° e 90° Figura [3.2(b); e nos laminados com camadas em angulo,
as camadas sucessivas alternam entre orientacdes de alta resisténcia de +6 e —0
(por exemplo, +45°) Figura [3.2(c). Os laminados multidirecionais possuem varias
orientagdes de alta resisténcia Figura [3.2(d).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.2: compositos laminados, (a) unidirecional; (b) cruzado; (c) camadas em

angulo; e (d) multidirecional, (JR; RETHWISCH, 2016).

Os materiais compdsitos, principalmente os laminados, possui um certo grau
de anisotropia devido as diferentes propriedades dos seus constituintes e as suas
orientacdes imersas na matriz. Neste caso, eles necessitam de um ntmero maior de
constantes eldsticas para caracterizar seu comportamento, o que acarreta em uma
andlise estrutural de maneira bem mais complexa para se projetar componentes com
esses materiais. As relagcdes do tensor tensdo x tensor deformacdo para materiais
anisotrépicos fazem parte do escopo da préxima secéo.
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3.1 Fundamentos da elasticidade anisotrépica

No estudo da teoria da elasticidade anisotrépica, discute-se os conceitos para o
estado de tensdo, deformacéo e as relacdes constitutivas. Nesta secdo é feita uma
breve descri¢do dessas teorias e suas equagdes constituintes.

3.1.1 Estado de tensao

Seja considerado um laminado em n camadas de um material eldstico e ani-
sotrépico, conforme mostrado na Figura Presume-se que as camadas estdo
perfeitamente unidas dentro do dominio €, e o material em cada camada é homoggé-
neo. A espessura por lamina, a espessura total do laminado, o angulo de orientagao
da fibra e os coeficientes eldsticos da n-ésima camada sdo denotados por h;, H, 0 e

n .
C§j1<)1' respectivamente.
Orientacdo da fibra
“ A \\ \\ ~ \\
\Q'g?\\ \\ \\/(\\
~ ~ y
AS Y ~
\\ \\ 3
\\ \\\ ~
h 032
i, o
A
0 hy
A h
1
X3
X1

Figura 3.3: Sistema de coordenadas para um laminado.

Em um elemento infinitesimal dentro do dominio Q, o equilibrio das forgas é
expresso na forma da Eq. (3.1), conforme também utilizou Hwu| (2010):

Oijj + pbl =0, (31)

sendo que, os momentos sdo simétricos, ou seja, o tensor tensdo é escrito como
0ij = 0ji, b; € o vetor de forgas de corpo e p é a densidade do material. Assim, o vetor
de forca de superficie t; em um ponto qualquer do contorno do dominio Q é escrito
na forma:

t = az-]-n]-, (32)

onde 7; é o vetor normal ao contorno no ponto onde o vetor € calculado.
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3.1.2 Estado de deformacgao

Para relacionar a deformacdo com a tensdo, partimos da consideragdo dos tenso-
res de deformacdo Lagrangiana e Euleriana. Porém, com o vetor de deslocamentos
e suas derivadas assumidos como infinitesimais. Entdao, ambos os tensores de defor-
magcdo Lagrangiana e Euleriana reduzem-se ao tensor de deformacgao infinitesimal
de Cauchy, escrito na forma

1
—(ui,]' + l/l]',l'). (33)

61']':2

Conforme Hwu (2010), nem sempre é possivel encontrar um campo de desloca-
mento continuo de valor tnico pela integracdo da Eq. (3.3). Por esta razao, é preciso
ter as condi¢des de compatibilidade para os campos de deformacédo para garantir a
existéncia de um campo de deslocamento continuo de valor tnico para um corpo
continuo. Essa demanda é satisfeita pelo uso da equacdo de compatibilidade para
deformacdo infinitesimal que é dada por:

€ijx + €xiij — €ikji — €jLik = 0. (3.4)

Dada a simetria das deformacdes, se for considerado o caso de problemas bi-
dimensionais, apenas trés componentes de deformacao e duas fungdes de desloca-
mento sdo necessarias. Assim, apenas uma equagdo de compatibilidade indepen-
dente deve ser satisfeita, e a Eq. é reduzida para o caso bidimensional da
seguinte equagao:

2e1212 = €122 + €211 (3.5)

3.1.3 Relagdes constitutivas

As relagdes constituintes para o material eldstico linear para o estado de tensao e
de deformagdo, em um elemento infinitesimal, estdo relacionados pela lei de Hooke

generalizada, escrita como:

oM = ¢t
1] C1]kl Kl 7/ (366)
(n) () ;)

= 5", (3.6b)

onde o sobrescrito (1) representa a n-ésima camada. Os termos o;; e €;; sd0 0s
tensores de segunda ordem de tensdo e de deformacdo, respectivamente. Cada

tensor é representado por nove componentes, cujos indices sdo i,j = 1,2,3. Na Eq.
(ﬂ)

3.6a), o coeficiente de linearidade C é um tensor de quarta ordem, possuindo

3* = 81 elementos, chamado de tensor de constantes eldsticas, que, segundo [Liu et
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al.| (1990) satisfaz as condi¢des de simetria de Green.

) _ ~n) _ ~) _ ~)
Cijkl - Cklij - Cijlk - Cjikl : (3.7)

Para que a Eq. (3.7) possa existir, Hwul (2010) explica que, como os componentes
da tensdo sdo simétricos, uma troca dos indices i e jna Eq. (3.6a) ndo altera a férmula,

de modo que C” = C" . Assim é possivel dizer que a Eq. (3.6a) reduz o ntimero
ijkl jikl

de constantes elasticas independentes para 3 X 3 X 6 = 54. Além disso, por meio da

simetria do tensor de deformagdo, uma outra reducdo das constantes eldsticas pode

(m) _ () (n) _ ~m) () _ ~n) () _ ~n) (1)
i =€ & portanto, CHEES Ci].klekl = Cl.].klelk = Cl.].lkekl , 0 que

~C"Y = 0. Uma vez que esta igualdade deve ser mantida para
ijlk

ser feita. Ou seja, €

pode levar a e,((';)(Cg;?,()l

valores arbitrarios de el(:ll) )

De maneira semelhante, Sgyk)l na Eq. (3.6b)) é um tensor de quarta ordem, chamado

de tensor de flexibilidade, que segue as mesmas caracteristicas do tensor de cons-
tantes eldsticas. Tais considera¢des reduz o ntimero de constante elasticas de 81 para
21. Como a direcao das tensdes principais ndo coincidem necessariamente com a
direcdo das deformagdes principais, apenas 18, das 21 constantes sdo independentes
(LEKHNITSKIL 1963). Sendo assim, ambas Egs. e podem ser escritas
na forma matricial, numa notacao contraida, como apresentado em e .

011 = 01 Cii Cio Ci3 Cuu Ci5 Cy €11 = €1
02 = 03 Ca Cp Cp Cy Gy Cy €n =6
0 =03 _| G Can Caz Cas Gos5 Gas || €3 =63 (3.8)
023 = 04 Cu Cp Cp Cy Cg5 Cy 2e03 = €4 ' ‘
013 = 05 Csi Cso Cs3 GCsy GCss G 2€13 = €5
012 = 06 | Co1 Coo Ces Coa Cos Ces | (2612 = €6
e — -

€11 =€ Si1 S12 S13 S S5 Sie 011 = 01

€n =6 Sa1 S22 S3 Sz Sxs So 02 = 03

€33 = €3 _ S31 Sz Sz Sas S35 Sz 033 = 03 (3.9)
2€23 = €4 Sy Suo Si3 Sus Sis Sue 023 =04 .
2€13 = €5 Ss1 Ss» Ss3 Ssu Sss Sse 013 = 05

2ep=6€6] | Se1 Se2 Ses Ses Ses Ses | (012 =06

Os termos do tensor de flexibilidade da matriz em (3.9), podem ser escritos como
constantes que levam os coeficientes eldsticos, conforme|Lekhnitskii|(1963) apresenta
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S =1/E; S12 =vi2/E1 = v /E;
S13 = —v31/E1 = —v13/E;3 S1a = N231/E1 = 01,23/ Gos
Si5 = 7732,1/E1 = 771,32/G23 Si6 = T]lz,l/El

S»n =1/E; So3 = v /Ey = —vp3/E;3
Sos = 7123,1/ E, = V23,3/ G Sos = 7731,2/ E, = T]2,31/ Gi3
Sa6 = N22/E2 = 212/ G12 Ss3 =1/E3 (3.10)

Sy = 1723,3/E3 = 773,23/G23 S35 = 1731,1/E3 = 173,31/G13
S36 = N123/E3 = M3,12/G12 Su=1/Go3

Si5 = C3223/Go3 = 02331/G13 Sae = C1223/Goz = C2312/G12
Ss5 = 1/Gus Ss6 = C1231/G13 = C31,12/ G2
Ses = 1/G12.

Essas constantes, em , sdo medidas em testes relativamente simples, como
tensdo uniaxial ou testes de cisalhamento puro. Elas sdo definidas no contexto
da teoria da elasticidade anisotrépica, conforme Hwu (2010), como: E;, E;, E5 0s
modulos de Young, ou mdédulos de elasticidade longitudinais, que ocorrem nas
dire¢des x1,x, e x3, respectivamente. Essas dire¢des podem ser vistas na Figura
v;; € o coeficiente de Poisson para deformacao transversal na direcdo x; quando
tensionada na diregdo x;, isto €, v;; = —€;/¢; para 0; = 0 e todas as outras tensdes sdo
zero; Gj; sdo os modulos de elasticidade transversais, ou médulo de Coulomb, para
os planos definidos pelos eixos x;x;; 1;;; sd0 os coeficientes de influéncia mutua do
primeiro tipo que caracteriza o alongamento na direcao x; causado pelo cisalhamento
no plano x;xj; 1;;; € o coeficiente de influéncia mutua do segundo tipo, que caracteriza
o cisalhamento no plano x;x; causado pela tensdo normal na direcdo x;. Finalmente,
Cij € o coeficiente de Chentsov que caracteriza a deformacéao de cisalhamento no
plano x;x; devido a tensdo de cisalhamento no plano x.x;.

Devido a simetria dos tensores de rigidez e de flexibilidade, é possivel definir
a quantidade de constantes independentes para diferentes tipos de materiais. A
Tabela |3.1)mostra cinco dos materiais mais comuns, conforme Christensen (2012) .

Modelo do material Constantes independentes
Anisotrépico 21
Monoclinico 13

Ortotrépico 09
Transversalmente isotrépico 05
Isotrépico 02

Tabela 3.1: Tipo do material e constantes independentes.

Para o caso particular do estado plano de tensdo em (3.8), ocorre quando a
tensdo normal & uma superficie particular é zero, assim como, para o estado plano
de deformagdo em (3.9), ocorre quando a deformagdo normal a uma superficie
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particular é zero. Isso faz com que esses modelos sejam restringidos a problemas
bidimensionais, Egs. e (3.12). No entanto, em um material com anisotropia, a
deformagéo plana geralmente ndo é possivel, exceto para algumas formas especiais,
porque geralmente ndo é possivel satisfazer as equagdes de equilibrio de um corpo
elastico, conforme Lekhnitskii (1963). O que é possivel apenas afirmar, é que todos os
componentes de tensdes e deslocamentos ndo dependerdo de uma superficie. Sendo
assim, se for considerado x; = 0 na Figura entdo, para o estado plano de tensao
(03 = 04 = 05 = 0), 0 material passa a ser representado apenas com seis constantes
elasticas independentes. Assim, a Eq. pode ser escrita como:

€1 Sii Sz Sie 01
€¢=| S12 S Sz |{02¢, (3.11)
€s Si6 Sz Ses O6

e para a configuracdo do estado plano de deformacdo (03 = —1/a33(a1301 + 42302 +

13606),04 = 05 = €3 = 0), a Eq. (3.9) pode ser escrita como

€1 ,311 ,312 516 01
€2¢0=| P12 P2 P |{02¢ (3.12)
€6 Bie P2 Pes | |06

onde os f;; sdo escritos em termos dos coeficientes da compliance (a;;), conforme
Lekhnitskii (1968), na forma:

Bij = a;j, para estado plano de tensao, (3.13)
a3z .
Bij = aij — . para estado plano de deformacao, (3.14)
33

sendoi, j=1,2,6.

3.2 Deformacao plana pelo formalismo de Lekhnitskii

Como visto na segdo as equagdes bdsicas para elasticidade anisotrépica con-
sistem nas equagdes de equilibrio para condigdes de carregamento estatico, dada
pela Eq. quando considerado o somatério de forcas igual a zero, e que ndo
haja presenca da forga de corpo. As relagdes entre deformacéo e deslocamento para
pequenas deformagdes sdao dadas pela Eq. (3.3), e a relagao linear entre tensédo e
deformagao para sélidos elasticos anisotrépicos é dada pela Eq. (3.6a). Apoés esta
etapa, podemos entdo partir para o formalismo que da base para a metodologia
de solugdo das equagdes diferencias dos problemas anisotrépicos, o formalismo de
Lekhnitskii.
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Na formulagao de Lekhnistkii é usada a equagdo constitutiva em termos do tensor
flexibilidade. Assim, ao reescrever a Eq. (3.11)), o tensor de tensao que é considerado
dependente apenas das coordenadas x; e x,, é posto em termos de (x; + ux;)¢p, que
sdo chamadas de fungdes de Airy.

lok lok lok

€1 = 511—&x§ + 512&—9% - Sl68x18x2’ (3.15a)
o¢? o¢? o¢?

€ = S1 o2 + 52 o2 — 52 o310, (3.15b)
o¢? 9¢? o¢?

€6 = S16 o2 + 52 o2 BT (8.15¢)

Usando o conjunto das Egs. (3.15), e substituindo-as nas restri¢des de compati-
bilidade, Eq. (3.5)), e com algumas manipulagdes matemaéticas é possivel chegar na

Eq. (3.16),

a4¢ 84(P 8qb4 a4¢ a4¢ a4¢
Si— +Sp|l——|-Si———+S S -5 =
" ox; o ((9x§o7x%) 10 9x10x; o Ix30x? o oxy % Ix30x;
P P P P P P
S +S —S¢6——= +S11— +25;,—— — 25—+ 3.16
" 9, ox; % 9x20x3 o6 0x20x; " ox; 2 Ix30x3 10 9x30x; (3.16)
P P P
Spo— —2§ ——— =0 L;0=0.
B T2 e T e T L T e

Sendo L, o operador diferencial de quarta ordem, escrito como:

J* J* J* J* o
— =25 + (2512 + Se6) === — 25 + S11=—, 3.17
ot T 030, (2512 66)ax§ax§ Coxad T T oxd 3.17)

Ly=5»

e sua solucdo pode ser encontrada pelo método das caracteristicas (HWU, 2010),

escrita como:

511[,14 - 2516[-13 + (2512 + 566)(‘12 - 2526# + 55 = 0. (318)

Os termos da Eq. (3.18) podem ser decompostos em 4 operadores lineares de primeira

ordem, escritos como:

D1D;D3Dsp =0, onde: Dy = 32 — pig (3.19)

Conforme |Lekhnitskii (1968), as raizes da Eq. (3.18), sdo sempre complexas ou
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imagindrias puras, ocorrendo aos pares, por isso, as raizes podem ser dadas através

de dois casos particulares:

Casol: i =ay+if1, po=ax+ify, Uz =0, Ws= [,

; . (3.20)
Caso2: = =a+if, Uz = us= (.

Entretanto, o segundo caso raramente ocorre, e pode ser mostrado que se reduzird
a uma formulacdo isotrépica. Portanto, é descartado o caso 2, uma vez que ndo é o
foco de pesquisa deste trabalho. Logo, se utilizado as raizes do caso 1, e substituidas
na Eq. apos ser decomposta, resulta em

Di¢p1 =0,

DyD3Dy¢pr = ¢, (3.21)
D3Dyp3 = ¢y,

Dypy = ¢3,

é possivel chegar na solucdo geral escrita em varidvel complexa, conforme Eq. (3.22)

$(z1,22) = 2Re[@1(z1) + Pa(z2)],  z1 =1+ mxs, 22 =21 + rava. (322)

Para expressar as equagdes de elasticidade em termos de fung¢des potenciais
complexas, adotaremos a notagao

doi(zi)
d—Zl- = (DZ'(ZZ'). (323)

Por fim, substituindo as Eqgs. (3.23) e (3.22) na Eq. (3.15), podemos extrair as
componentes de tensao, Eq. (3.24),

o, = 2Re[‘u%®§1)(zl) + ‘uicb(zl)(zz)],

Tensdo = { 0, = 2Re[®(z1) + O (2,)] (3.24)

O¢ = —ZRe[qu);l)(Zl) + ,Uzq)(zl)(zz)],

sendo @V a primeira derivada de ®,. As componentes do deslocamento sdo dadas
r aP p

por:
Uy = ZRe[q11®1(Zl) + 0]12®2(Zz)],
Deslocamento (3.25)

Uy = 2Re[q21q)l(zl) + ¢722q)2(22)]

onde g;x é a matriz de parametro complexo, escrita como:
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gk = M%SH + S12 — tkS16

= . (3.26)
pxS12 — Sa6 + (S22/ k)

3.3 Relacgoes elasticas para lamina ortotropica

As relagOes eldsticas para lamina ortotrépica, podem ser expressas conforme
a direcao do material de reforco imerso na matriz. Nesta secdo, serd tratada o
alinhamento das situagdes. Primeiro, aquele quando o alinhamento encontra-se de
maneira unidirecional, como, por exemplo, a analogia apresentada na Figura [3.2(a).
Nestas condicOes, se as laminas forem consideradas sob uma condi¢do de tensdo
plana, com todos os componentes de tensdo na dire¢do x; iguais a zero,

033 = 03 = O, (327a)
023 = 04 = 0, (327b)
013 =05 =0, (3.27¢)

a relagdo tensdo deformagdo pode ser escrita como:

01 — Ciu Cpp Ciz O 0 0 €1
02 Cy Cpn Cyn O 0 0 €2
0 _ Cy1 Cypp Gz O 0 0 €3 . (3.28)
0 0 0 0 Cu O 0 €4
0 0O 0 0 0 GCs 0 €5
o) |0 0 0 0 0 Ce|les

Conforme Agarwal, Broutman e Chandrashekharal (2017), quando os termos de
(3.28) sdo expandidos, e eliminado os elementos em funcdo de €3, entdo (3.28) é

rescrita como
01 Qu Q» 0 €

o= Qu Qn 0 [Jexr, (3.29)
O¢ 0 0 C66 €

sendo Q;; em (3.29) os componentes do tensor rigidez, que podem ser escritos em
termos de constantes de engenharia, como:

Qu =E1/(1 —vipva1) Qu2 = vieEa/(1 —viovar) = var1 E1 /(1 — viovar)

3.30
Q2 = E)/(1 =viova1) Qs = Gro. (3.30)

A outra situacdo é quando as dire¢des principais da lamina ndo coincidem com as
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dire¢des das coordenadas de referéncia, situacdo apresentada na Figura Nesta
situacdo, os componentes de tensdo e deformacdo referidos aos principais eixos
de material podem ser expressos em termos dos eixos de carregamento, ao serem
multiplicados pela matriz transformacao, dadas pela Eq. (3.31), ou seja:

’

0, 01 6’1 €1
a,0=T{a, e et =Teexp, (3.31)
(0} ,6 Og 6’6 €
onde T é a matriz de transformacado dada por:
cos? 0 sin® O 2sin 0 cos O
T= sin” 0 cos?@  —-2sin*Ocos? 6 |, (3.32)

—sinBcosB sinBcosO cos?H —sin®6

e 0 é o angulo entre o eixo de referéncia global x; e o eixo de referéncia local x;.

E possivel destacar que a matriz T representa a rotagio em torno do eixo das co-
ordenadas, e sua matriz inversa T™!, pode ser obtida diretamente de T, substituindo
o angulo 60 por —0. Assim, a rela¢do entre a rigidez transformada Q" e a rigidez Q

pode ser escrita como as Eqs. (3.33) e (3.34)

0,1 €1
oyt =TT Jeay, (3.33)
0/6 €g

0y Qu Qn Qe 1

o0 = Qi @ Qi [{€2¢- (3.34)
P Qe Qs e 6

sendo, os elementos de Q;; dado por ,

Q:, = Qu cos* 6 + 2(Q12 + 2Q4s) sin® 6 cos? 6 + Qn sin* 6
Q;, = Qu sin® @ + 2(Q1p + 2Qes) 5in” O cos? O + Qn cos* O
Q:, = (Qu1 + Qa2 — 4Q46) sin” 6 cos? 6 + Qra(sin” O + cos? 0)
(3.35)
Qi = (Qu1 + Q2 — 2Q12 — 2Qgs) sin” 6 cos? O + Qgs(sin® O + cos* 6)

Qs = (Qu — Q12 — 2Q66) sin 6 cos® 0 + (Q12 — Qa + 2Qss)(sin’ O cos 0)

Q26 = (Qll - QlZ - 2Q66) sin 0 cos® 6 + (Q]z — sz + 2Q66)(sin 0 cos? 6)
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Agora, diz-se que a ldmina é geralmente ortotrépica, pois a matriz Q* esta total-
mente preenchida, e é semelhante em aparéncia a matriz Q dos materiais totalmente
anisotrépicos (Qis # 0, Q26 # 0). No entanto, como a lamina tem caracteristicas orto-
tropicas nas diregdes principais do material, pois, Q7 e Q5. sdo combinagdes lineares
das outras quatro, entdo o seu comportamento mecanico ainda é governado por
apenas quatro constantes eldsticas independentes, e ndo por seis constantes eldsticas
totalmente preenchidas em Q*. Por fim, se Qi = Qz = 0 0 material é chamado de

especialmente ortotrépico.

3.3.1 Analise eldstica para laminado simétrico

Os laminado simétricos possuem simetrias em suas geometrias e em suas pro-
priedades em relacdo a um plano médio. Com isso, pode-se dizer que, devido essa
simetria geométrica, as laminas sdo agrupadas de tal forma que suas orientagdes
devem ser idénticas na parte superior e inferior em relagdo ao plano médio. Ou
seja, para cada lamina de um lado deste plano, existe uma outra, idéntica em pro-
priedade, espessura e orientagdo, localizada a mesma distancia no outro lado deste
plano médio. A Figura (3.4 mostra um modelo de um laminado simétrico. Nele é
possivel perceber as orientagdes do laminado em relagdo a cada lado, sendo (0, o, w)
os angulos de orienta¢des do laminado.

Camada 06 2] ) he )
Camada 05 a ‘ he Plano médio ,,
Camada 04 w A iy , ,
X3 " Camada 03 @ Tha — e = = = —— -
Camada 02 o h,
Xy Camada 01 (4] i,

Figura 3.4: Modelo de laminado simétrico com diferentes orienta¢des de laminas.

Observe que, na Figura as espessuras das laminas obedecem as seguintes
restri¢des: hy = hg, hy = hs e h3 = hy. Outro fato importante que deve-se notar é que,
no laminado simétrico pode haver um nimero par ou {mpar de camadas. Considere
por exemplo, que um laminado par possui propriedades e espessura idénticas e
sua orientacgdo seja [90°/45°/45°/90°], e para um niimero impar tenha [90°/45°/90°].
Pode-se dizer que hd uma maior facilidade para analisar os laminados simétricos,
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pelo fato que, Bi 0, pois ndo ha acoplamento entre carregamentos no plano e
deformacdes (curvaturas) fora deste.

Conforme /Albuquerque| (2001), a ndo existéncia de um plano médio implica num
laminado no qual ndo é possivel uma analise bidimensional, pois, mesmo que o
carregamento seja constante em relagdo ao eixo x3, ao longo de toda a espessura
do laminado, além das deformagdes no plano x;x;, haveria também uma flexdo em
torno do eixo x;, aparecendo deformagdes nos trés eixos.

Ao analisar o comportamento do laminado simétrico, partimos da hipétese que,
as deformagdes em qualquer reta perpendicular ao plano x;x, sejam as mesmas em
toda a espessura do laminado. Isto equivale dizer que as laminas encontram-se
perfeitamente coladas (ndo hé escorregamentos entre uma lamina e outra). Além
disso, o tensor de deformagdes ¢;; serd, por hip6tese, 0 mesmo em todas as laminas.
Assim, para obter as componentes do tensor de tensdes atuantes em um laminado,
integra-se as componentes atuantes em cada ldmina, ao longo de toda a espessura
H do laminado, ou seja

1 H/2

0,‘]' = —
H -H/2

G;jdX3 (336)

sendo que, na Eq. (3.36) o termo a;.j é o tensor de tensdo atuante em uma lamina

individual, e o ;; 0 tensor de tensdo média no laminado.

Considerando que o laminado possua N ldminas genericamente ortotrdpicas,
conforme mostrado na Figura 3.4} as forgas atuantes no plano médio deste laminado
podem ser obtidas pela substituicdo da integral continua pela soma das integrais,
representando a contribui¢do de cada lamina

01 1 N n |0
0 :EZ fh % dxs, (3.37)
06 I=1 -1 o

61
que, substituindo a Eq. (3.34) na Eq. (3.37), e algumas manipula¢des matematicas, é
possivel obter

01 1| & Qi Qn Qi €1
=g L] Qe Qo Qo | (i=hiy) fiert. (3:38)
O6 B QL Qs Qe ! €6

Sendo que Qj ¢ a matriz rigidez e €; é o vetor deformacdo constante ao longo
da espessura da lamina (#; — h_1). Entdo, da Eq. (3.38) é possivel escrever a matriz

rigidez média

!Bjj é a matriz de acoplamento do laminado, que relaciona carregamento no plano as curvaturas
e momentos as deformagdes no plano.
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01 Qu Qu Qi €1
o2p=| Quz Qn Q% €0, (3.39)
O6 Qe Q2 Qss L €6

em que

N
1
Q.= [E;thl —hH)] (3.40)
Com base na Eq. (3.40), o tensor de flexibilidade para o laminado pode ser escrito

como o inverso do tensor de rigidez, ou seja:

Sy = Q' (3.41)

Por fim, conforme |Albuquerque| (2001), em diversas situagdes sera necessario ainda
escrever o tensor de rigidez Q;; e de flexibilidade S;; do laminado em relagdo a
um outro referencial. Neste caso, por um procedimento similar ao realizado para
encontrar os termos da Eq. (3.10), em que:

S\, = S11cos* O + (2515 + Sg) sin® O cos? 6 + Sy sin® O + (S16 cos? O + Sye sin” 6) sin 20,
5'22 = S118in* O + (2515 + Seg) sin? O cos? O + Sy, cos* O — (S16 cos? O + Syg sin® O) sin 20,
3/12 =S+ (511 + Sy — 2515 — S66) Sil’l2 6 cos? 0 + %(526 — 516) sin 26 cos 20,

5/66 = 566 + 4(511 + 522 - 2512 - 566) sin2 6 COS2 0+ 2(526 - 516) sin 26 cos 26,

Sis = (S2 sin® O — S11 cos? 0 + 1(251, + Sgs) €0 20) sin 26 + Sy cos? O(cos® O — 3sin” 6)
+S,6 sin” O(3 cos? O — sin® 0),

S, = (S» cos? O — Sy1sin” 6 + 1(251, + Ses) cos 20) sin 26 + S16 5in” O(3 cos? 6 — sin® )
+S,6 cos? B(cos? O — 3sin* ),

(3.42)

sendo, em (3.42), S;.]. a matriz de constantes eldsticas do laminado escrita no sistema

(x'l, x’z) enquanto que S;; representa esta mesma matriz escrita no sistema (x, x2). E
assim, as raizes da equacdo caracteristica podem ser escritas num novo sistema de
coordenadas, conforme mostrado por Lekhnitskii (1968) como:

, HrcosO —sin0O
e =

= 3.43
cos 0 + i sin O (3.43)

33



onde 1, representa as raizes da equagdo caracteristica no referencial (x/,x,) e y as

raizes da mesma equacdo no referencial (x1, x7).
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Capitulo 4

B-spline e NURBS

As representagdes da computacdo grafica e tecnologia (Computer Aided Design) -
CAD utilizadas para modelar formas simples ou complexas utilizadas nas engenha-
rias, partem dos principios bdsicos das curvas e superficies. Os polindmios de grau
elevado podem assumir um comportamento oscilatério, o que, pode refletir em uma
ndo descri¢do perfeita da fungdo pretendida, como é o caso do efeito Runge. Sendo
assim, o caminho é interpolar os dados em subgrupos de pontos, obtendo-se polind-
mios de graus menores, no caso das NURBS, razdes de polindmios que fornecem
uma melhor interpolagdo, e condi¢des de continuidade e derivadas continuas até
uma certa ordem. Para isso, este capitulo apresenta as splines: B-splines e NURBS,
que caracterizam-se por apresentarem um comportamento estavel.

4.1 Curvas B-Spline

Por possuirem caracteristicas comuns, pode-se dizer que as curvas B-Spline sao
consideradas uma generalizacdo das curvas de Bézier. Entretanto possuem algumas
propriedades adicionais, como por exemplo o grau da curva e um vetor de ng, e com
isso, fornecendo mais controle e flexibilidade da curva em relagdo a curva de Bézier.

As curvas B-Splines fazem uso de fung¢des de base em regides do espago para-
métrico. Conforme Piegl e Tiller| (2012) estas regides sdo denominadas de knot spans,
que é o vetor com os valores do né. Sendo assim, uma curva B-Spline é escrita na
forma da Eq. , com uso dos pontos de controle P; e as fun¢des de base N;(t),
sendo a ordem ke o grauda curvap = k- 1.

n+1

C(t) = Z PN, (). (4.1)
i=1
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4.1.1 Algoritmo de Boor

Uma maneira mais natural para construir a fun¢do de base para as curvas B-
splines é utilizar a recorréncia de Cox-de Boor (BOOR| [1972; COX| 1972), contendo
o vetor de nés u = (uy, Uy, ..., Uyp), €Scrita matematicamente como a Eq. 1i

1 se uw;<t<u
Nio(t) = (4.2)

0 se caso contrario,

sendoi=1,2,...,n, para fungdes p = 1,2, ..., m, escritas na forma da Eq. (¢.3)

u; Ujrps1 — t

t —
Nip(t) = ———N;,1(t) +

———— Nit1-1(). 4.3
Uipp — U; Uipp+1 — Uin e 1) (4.3)

O ntmero de seguimentos da B-spline, Eq. (4.3), depende do intervalo do vetor u
e cada seguimento é influenciado pelos pontos de controle. Este vetor é escrito com
um conjunto de valores reais ndo decrescentes e possui propriedades que caracteri-
zam a curva B-spline. Ao passo que o parametro u; da Eq. muda de segmento,
outro ponto de controle torna-se ativo ao mesmo tempo que o antigo é descartado.
Verifica-se também que existe uma dependéncia entre a quantidade de elementos no
vetor de nds e a quantidade de fungdes de base através da relagdo (niimero de nés
m, grau da curva p e o nimero de pontos de controle 1), escrito como

m=p+n+1. (4.4)

Para mostrar o comportamento das curvas B-Spline, construidas como combi-
nacdo linear das fungdes de base B-spline, vamos aqui nos ater a andlise de dois
modelos de curvas B-spline: a ctibica e a quadrética.

Demonstragio: para construgdo de curva ciibica, considere a utilizagdo do vetor uni-
forme u; = (0,0,0,0,1,3,2,1,1,1,1) e para quddrica u, = (0,0,0,%,3,%,%,1,1,1). Ob-
serve que, ao utilizar a Eq. (4.4), para a forma ciibica, teremos p = 11 -3 -1 = 7 e para
quddricap =10 -2 -1 =7, ou seja, serdo necessdrios 7 pontos de controle para a construgio

de ambas as curvas B-Splines.

A Figura 4.1lmostra o comportamento dos resultados apresentados para ambos
vetores. Uma caracteristica importante que é necessdrio destacar, e que pode ser
visto entre as Figuras e é que as curvas B-spline sdo curvas por partes,
em que, cada parte possui um grau p com m pontos de controle. Ou seja, para uma
dada quantidade de pontos de controle de uma curva, teremos a mesma quantidade
de fung¢des de base. Observa-se por exemplo, a constru¢do do polindmio em azul
continuo na Figura foi construido através da combinacao linear das funcoes de
base em azul continuo do intervalo [0; 0, 25] como é mostrado ao lado.
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Figura 4.1: (a) Fungdes de base ctibica usando o vetor u; e a curva ctbica B-spline.
(b) Fungdes de base quddrica usando o vetor u, e a curva quddrica B-spline.
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As curvas B-spline possuem algumas caracteristicas proprias e muito importan-
tes, que seguem das propriedades da base das funcdes, Eq. (4.3). Aqui listaremos
algumas delas.

e Se, ao definir uma curva B-spline, k = p na Eq. (4.4), para um vetor uniforme
escrito como u = {0,...,0,1,...,1}. Entdo, dizemos que a Eq. (4.1) passa a ser
também uma curva de Bézier.

e A geometria da curva B-spline ndo é afetada quando aplicada uma transfor-
magdo afim, pois é aplicada nos pontos de controle.

e Cada ponto da curva é calculado como uma soma ponderada de parte dos
pontos de controle. Por isso, ao mover de posigdo o ponto de controle P;, a
curva B-spline sofre alteracdo apenas localmente dentro de um intervalo.

e A continuidade e diferenciabilidade da Eq. depende da funcdo de base
N;,(t), pois, como falado C(t) € apenas uma combinagéo linear de Nj ,(t). Assim,
C(t) é infinitamente diferencidvel no interior de intervalos de noés, e é pelo
menos p — k vezes continuamente diferencidvel em um né de multiplicidade k.

Entretanto, as curvas B-splines possuem uma limitacdo essencial, pois ndo con-
seguem reproduzir exatamente entidades geométricas complexas, como circulos,
elipses, conicas, dentre outros, uma vez que ndo ha uma geometria definida por
polindmios para estas entidades. A Figura [4.2| mostra, através da curva preta, um

circulo perfeito, e uma tentativa de reproducio para este circulo através de curvas

B-splines, usando o vetoru=(0,0,0,1,1,1,3,3,3,1,1,1).

) P, P,

Figura 4.2: Curva quddrica B-spline parau =(0,0,0,1,3,%,1,3,3,1,1,1).

/4/4/ 2/2/4/ 4/
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E possivel perceber que a geometria da curva em B-spline ainda nao é uma
boa aproximacgdo para o circulo. Visto isso, dada essa limitagdo das curvas B-
splines, buscamos solucionar essa dificuldade com as B-Splines ndo uniformes de
base racional, a Non-Uniform Rational B-Splines - NURBS.

4.2 Curvas NURBS

As curvas apresentadas até aqui, produzem boa parte de geometrias necesséria
para quem trabalha com desenho assistido. Entretanto como mostrado na segao
anterior, algumas formas geométricas ndo sdo possiveis de obter de maneira exata
através da utilizacdo de polindmios. Tendo isso em vista, vamos avangar nesse
conceito e apresentar as bases de funcdes racionais por partes, conhecidas como
base NURBS. Com essas bases, podemos dizer que conseguimos alcangar uma maior
variedade das formas geométricas, das mais simples as mais complexas, inclusive

os circulos, elipses, conicas, dentre outros.

O conteddo das NURBS sdo semelhantes as da B-splines, entretanto, nas fung¢des
base NURBS, além do vetor de n6s e do grau, necessérios para a B-spline, agora é
introduzido mais um conceito, um vetor de pesos w. Assim, semelhantemente as
B-splines, as bases NURBS sao definidas através de uma média ponderada entre
as fungdes base B-splines, e podem possuir um peso diferente para cada curva.
Vale salientar que, se esses pesos forem todos unitarios, a curva NURBS volta a ser
também uma curva B-spline.

Uma forma mais usual de representar curva NURBS, é com base no ponto de
vista geométrico utilizando coordenadas homogeéneas, na qual, na coordena (P, P,)
é adicionada o peso w como um ponto de controle, ficando P" = (Pw, P,w,w).
Entdo, é aplicada da mesma forma que na B-spline, Eq. (.1)), resultando em uma
B-spline que encontra-se no sistema de coordenadas homogéneas. Assim, para obter
a NURBS, é realizada uma proje¢do dessa curva no plano w = 1, Cottrell, Hughes e
Bazilevs|(2009).

Por outro lado, do ponto de vista algébrico, uma curva NURBS de grau p é

definida como:
n+1

S(t) = ) PR, (1), (4.5)
i=1

sendo que, na Eq. (4.5) o termo P; representa os pontos de controle, e o conjunto
R;,(t) é a base racional escrita como:

wiNi,p(t) . wiNi,p (t)

il ZU]'N]‘,p(t) W(t)
j=

Riy(t) = (4.6)
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onde Nj,(t) é a base de fungdo B-spline de grau p para o vetor de nés nao uniforme
escrito como u = {0,0...,,0,1, ..., 1} e W(t) é a funcdo peso. Por fim, a Eq. (4.6) pode
ser reescrita na forma de matriz como,

w1
R() = ——WN(t W= w2 47
()—w (t)  para = (4.7)
w3

e N(t) é o vetor coluna de fun¢des de base B-spline. Pelas caracteristicas de seme-
lhanca, as curvas NURBS possuem basicamente as mesmas caracteristicas das curvas
B-splines, sendo que, alguns destes foram mostrados na se¢do

No contexto de problemas de larga escala, as estruturas NURBS possuem um alto
custo computacional, devido ao processo recursivo de seus cdlculos. Esse fato pode-
ria representar uma desvantagem na concepgao da anélise isogeométrica. Tendo isso
em vista, vamos adotar uma metodologia que diminui esse custo computacional,
por meio da transformagdo das NURBS em curvas de Bézier através do processo da
decomposicdo de Bézier e do operador de extracdo de Bézier.

4.2.1 Curva de Bézier e polindmio de Bernstein

Vamos apresentar o operador de extragdo de Bézier para NURBS, que decompde
um conjunto de fun¢des de base NURBS para o polindmio de Bernstein. Isso permi-
tird a geracdo de elementos de Bézier continuos C%, conforme Beer e Duenser|(2019),
dando representagdo local das fung¢des de base, além de estabelecer um elemento
bem definido a partir do qual os pontos de colocacdo serdo definidos. Trabalhos
como Scott et al.[(2011)), Borden et al.|(2011), D’ Angella et al.| (2018), Miao et al. (2018)
apresentaram essa metodologia de forma satisfatéria. Por isso, a teoria, e os pas-
sos para os algoritmos computacionais que foram desenvolvidos para a construgdo
dessa segdo foram escrita com base nestes trabalhos.

A curva de Bézier que foi determinada através da Eq. (4.8), é uma combinagao
linear do polindmio de Bernstein B ,(t) e pontos de controles P;. A sua equagao é
escrita de maneria muito préxima da Eq. (4.5).

n+1

C(t) = Z PB,, (). (4.8)
i=1

Aqui, é considerado que o polindmio de Bernstein é definido no intervalo
t = [-1,1], e para tal sdo usados os pesos da quadratura de Gauss-Legendre para
construcdo do polindmio de Bernstein escrito na forma da Eq. (#.9).
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Bip(6) = 51~ DBiya(§) + 5(1+ DBisa(0). (49)

E mostrado na Figura os polindmios de Bernstein para ordemp =1,2,3 e 4.

10+ 104
0.8 4 0.8
0.6 0.6
0.4 4 0.4 4
0.2 0.2 1
0.0 0.0
-1.00 —=0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 -1.00 -0.75 —=0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
(@ p=1 (b) p=2
104 104
0.8 q 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4 4
0.2 1 0.2 1
0.0 1 0.0 1
-1.00 —-0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
(@p=3 (d)p=4

Figura 4.3: Polindmio de Bernstein.

4.2.1.1 Inser¢ao de nés

O processo de refinamento é realizado ao inserir um n6é em um vetor de nés ja
existente, sendo que este n6 é adicionado no ponto médio entre os dois nés antigos.
E importante ressaltar que, nas NURBS ao inserir nés no vetor de nés existente, ndo
ha mudanca das propriedades geométricas ou paramétricas da curva.

Para cada né inserido no vetor de nds existente, um novo ponto de controle deve
ser adicionado, isso é feito através da Eq. (4.10):

Py se i=1,
Pi={aPi+(1-a)P;i.; se 1<i<m, (4.10)
P, se i=m,
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sendo

1 se 1<i<k-p,

;= g k—-p+1<i<k, (4.11)

ti+p_ti
0 se i>k+1.

Oartigo de Borden et al.|(2011) chama atenc¢do para uma caracteristica importante,
pois, os valores nodais podem ser inseridos diversas vezes, porém, a continuidade
das fun¢des de base é reduzida por um a cada repeticdo de inser¢do de né. Contudo,
ao definir o novo ponto de controle, conforme as Egs. e Eq. (£.11), a continui-
dade da curva é mantida. E possivel também remover um né, aumentar e diminuir
o grau das fungdes, como mostrado em Piegl e Tiller| (2012).

4.2.2 Decomposicao de Bézier

Para mostrar como é realizada a decomposigdo de Bézier, vamos primeiro consi-
derar uma curva ctibica mostrada através da Figura 4.4 e seu vetor de n6 associado
u=(0,0,0,0,1,23,4,4,4,4).

Figura 4.4: a) Curva cabica NURBS, pontos de controle da NURBS em azul e em
preto sdo os pontos de controle das curvas de Bézier. b) fun¢des de base para a curva,
sendo que o vetor de n6s é dado poru =1[0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4].

O processo da decomposicdo da curva Bézier é realizado através da inser¢do de
nos repetidos em todos os nds internos, comecando da esquerda, até que tenhamos
uma multiplicidade igual ao grau da curva. Assim, por exemplo, como nossa curva
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na Figura 4.4 é uma ctbica, entdo vamos realizar o refinamento do vetor de nés
uz; =[0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4], inserindo os nés [1,1,2,2,3, 3].

Na Figura é mostrada a curva NURBS para a sequéncia de nds inseridos,
conforme as Eqs. e (4.T1). Nela sao especificados, ainda, os pontos de controle
da NURBS P; em azul, e os pontos de controle da curva de Bézier em preto. Algumas
observagdes sdo possiveis destacar:

1. Nas Figuras - é possivel perceber que mesmo inserindo nés, o com-
portamento da curva Bézier permanece inalterado.

2. Ao plotar a curva cibica de Bézier, foi usado o vetor de nos
[0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4], por isso, o refinamento é realizado ao inserimos nés
multiplos, até que seja atingido o grau p da curva, ou seja, um conjunto de
noés [1,1,2,2,3,3]. Isso é mostrado em cada Figura as multiplicidades
[1,1,...,2,..,3] na Figura [1,1,1,...,2,..,3] na Figura e assim por di-

ante.

3. Na teoria, os nés internos deveriam ter multiplicidade (p + 1) para formar
elementos de Bézier. No entanto, a multiplicidade de p é suficiente para repre-
sentar os polindmios de Bernstein, que neste contexto também sdo chamados
de fungdes de base de Bézier.

4. A cada né6 que é inserido, a continuidade das fungdes de base é reduzida em
um, no local do né. Percebe-se na Figura 0s nos internos ao elemento,
t =1,2, e 3, os valores desses nds aparecem apenas uma vez no vetor doné e,
portanto, temos o nivel mdximo de continuidade possivel, isto ¢, C"! = C?, com
excegdo dos extremos, pois, nesse caso, ndo se consegue definir a continuidade,
uma vez que, quando a multiplicidade é p + 1, a base se torna descontinua, e
por isso sdo de classe C™!. As redugdes das continuidades podem ser vistas
na Figura Perceba por exemplo, na Figura o primeiro limite interno
do elemento, em t = 1. Os valores dos nés aparecem duas vezes [1,1] no
vetor do noé e, portanto, temos uma reducdo no nivel da classe para C! e assim
sucessivamente até atingir a classe C° com a inser¢éo de outro f = 1. Esse fato é
de extrema importancia, pois esta transformacao torna possivel usar elementos
C? Bézier por partes como a representacdo de elemento de contorno de uma
NURBS.

5. Ao fim do processo da decomposicao de Bezier, Figura[d.5, é possivel perceber
que os pontos de controle de Bézier calculados pelo algoritmo, sdo 0os mesmo
pontos de controle dado para a construgdo da curva.

6. Note a validade da relacdo apresentada na Eq. (#.4), ou seja, a quantidade de
pontos de controle e a quantidade de curvas sdo iguais. Perceba na Figura
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0,0,0,0 1.1 2 3 4444 0,0,0,0 1,11 2 3 4,444

0,0,0,0 1,11 22 3 4444 0,0,0,0 1,11 222 3 4,444

0,0,'0,0 1,1I,1 Z,é,Z 3,'3 4,4:4,4 0,0,'0,0 1,1I,1 2,2,2 3,5,3 4,4:4,4
(e) ()

Figura 4.5: Sequéncias de func¢oes de base criadas pela inser¢do dos nés para o vetor
de n6 ndo uniforme da Figura O conjunto final de fung¢des de base em (f) sdo
cubicas por partes das fungdes base de Bézier. Os C', i = —1,0,1,2, denotam as
classes de cada elemento de Bézier.
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(12 nos, é é igual a 8 numero de pontos de controle mais 3 grau da curva
mais 1). E nessa mesma analogia segue as outras figuras (para cada ponto de
controle inserido, é construida uma nova curva).

4.2.3 Operador de extracao Bézier

Foi mostrado na secdo que a decomposicdo de Bézier é uma operagdo de
insercdo de multiplos n6s em um vetor de nos existente. Agora, podemos mostrar
que o operador de extracdo Bézier para uma curva NURBS pode ser calculado para
representa-lo em termos de um conjunto de elementos Bézier. Este calculo é usado
para a determinagdo de novos pontos de controle, através das Eqgs. e [4.11),
com base nos pontos de controles iniciais dado para construcio da curva. E vélido
salientar que, por usar as Egs. e ([.11), a continuidade da curva permanece
inalterada.

O operador de extragdo de Bézier C é realizado considerando os 1 pontos de con-
trole e os m nds necessdrios para realizar a decomposicdo do vetor u = (i, iy, - - - , i)
e a; conforme Eq. (.11). Entdo a matriz, Eq. (4.12), que relaciona os novos pontos
de controle aos antigos, é escrita como:

—0(1 1 — 0 0
0 oy 1-—as 0 0
Cc/=|0 0 az l—-ay O - 0 ) (4.12)
| 0 0 Qptjrl 1- Qpj]

Assim a Eq. (4.10) pode ser rescrita em forma matricial para representar a sequén-
cia de varidveis de controle criadas por insergdo de nés, como:

P/t = (C)'Pl. (4.13)

Ao repetir a forma da Eq. (4.13) m vezes, o conjunto final de pontos de controle
P! = P é definido para C como a Eq. (4.14)

C' = (C™)H(C" Y - (CLY. (4.14)

Dessa forma, os elementos de Bézier sao obtidos através da forma final da de-
composicdo, e a relacdo entre os novos pontos de controle da curva de Bézier e os
pontos de controle inicial da NURBS é escrita conforme a Eq. (4.15):

P’ = C'P. (4.15)
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Conforme j& afirmado, a inser¢do de nés ndo causa altera¢des geométricas ou
paramétricas na curva, como foi mostrado na segdo Entdo, da Eq. e dado
o conjunto de fung¢des de base de Bernstein definidas pelo vetor de né B;(t) para
i=1,2,--- ,n+m—1, obtém-se:

(P')'B(t) = (C'P)'B(t) = P'CB(t) = P'N(¢). (4.16)

Assim uma nova base e um operador linear é construido de modo que a Eq.

(4.16) é escrita como:

CB(t) = N(t), (4.17)

em que C é chamado de operador de extracdo de Bézier e depende apenas do vetor
de nos. Note que B é representado como classe C°, e C mapeia a base polinomial
de Bernstein por partes na NURBS, realizando a combinacao linear das fungdes de
base de Bézier. Assim, ao escrever CB, este termo volta a possuir a continuidade da
NURBS original.

Quanto a velocidade e o custo computacional, note também que, o termo CB
é mais rdpido e menos custoso em relacdo a N(f). Isso é facilmente observado, ao
verificar a Eq. (4.8), que representa B, ela é construida de forma direta pelo polindmio
de Bernstein, enquanto a Eq. (.6), que representa N, é um polindmio construido de
maneira recursiva através da férmula de Cox-de Boor.

Portanto, substituindo a Eq. (#.17) na Eq. (£.7), as fungdes de base da NURBS
utilizando o operador de extracdo Bézier torna-se:

R(t) = ﬁWCB(t). (4.18)

Agora, a Eq. (4.18) estd pronta pra ser utilizada como funcdo de forma, na
discretiza¢do dos elementos de contorno isogeométrico.
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Capitulo 5

Formulacao MEC isogeométrico para
elasticidade anisotropica

A equagdo integral de contorno para problemas de elasticidade pode ser obtida
de diferentes maneiras. Para este processo, iremos considerar os critérios do teorema

reciproco de Betti e a identidade de Somigliana.

5.1 Teorema de reciprocidade de Betti

Conforme Wrobel e Aliabadi| (2002), a obtengdo das equagdes integrais de con-
torno para problemas elastostaticos pode ser derivada do teorema reciproco de Betti.
Assim, considere primeiro que dois estados estejam em equilibrio, um no dominio
do problema, (u;, t;, b;), e o outro no chamado espaco fundamental, (1}, ¢}, I}). Entéo,
é possivel integrar a Eq. (3.1), considerando u; sobre um dominio Q, como sendo

uma fungao peso residual:

f(jij,]'lxl;dQ-Ffpbiu:dQ:O. (51)
Q Q

E possivel destacar na Eq. 1i que ojj,;u; foi obtido a partir de

(O‘i]'M:)]‘ = o*,-]-,]-ul*- + aﬁuzj. (52)

Vale salientar que a derivada do deslocamento u; ; € escrito como a soma do tensor
simétrico e anti-simétrico.

1 1
* * * * *
u;. = —(u . +u, + —(u; . —u). 5.3
i,j 2( i,j ],1) 2( i,j ],1) ( )
———— | ——
tensor simétrico de deformacao e;], tensor anti-simétrico de deformacao wlfj
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Como o produto do tensor simétrico pelo seu tensor anti-simétrico é nulo, entao
é possivel escrever

0ijju; = (031L;) j = Oji€;;- (5.4)

Assim, quando substituida a Eq. (5.4) na Eq. (5.1), resulta em:

_foijejde+f(oiju;‘),de+fpbiude—fpaiu:.dQ:0, (5.5)
0 Q 0 Q

e utilizando o teorema da divergéncia, resulta em:

f(Glju:),]dQ = f(cz]uj)n]dr = ftil/l;dr, (56)
Q T r

onde t; = g;n;. E assim, a Eq. (5.5) é formalizada como:

faije;‘de:ftiujdf+fpbiujdﬂ—fpiiiu:dQ. (57)
Q r Q Q

Se partirmos da Eq. (3.1) como sendo a correspondente ao estado u; e a fungado
de interpolagao da Eq. como sendo u;, segundo Albuquerque| (2001), obtém-se
de forma analoga a Eq. (5.7):

fa;fjeide:ft;*uidl“+fpb;uidﬂ—fpil’{uid(). (58)
Q r Q Q

Também, Gaul, Kogl e Wagner (2013) reforcam que o teorema da reciprocidade
de Betti combina dois estados elastodindmicos diferentes nos dominios Q) e %,
descritos pelas varidveis do estado (0, €;;) e (o;f]., elfj), sendo que, o dominio €)* contém
o dominio Q). Assim, o trabalho realizado no dominio Q) pela aplicagdo das tensdes
07; ao estado de deformagao e;; € igual ao trabalho realizado pelas tensGes 0y no
estado de deformacdo reciproco €;;, que € escrito como:

fﬁijé‘;jdﬂzfo':jé‘ijdg. (59)
Q Q

Por isso, é possivel escrever a reciprocidade da Eq. (5.7) e Eq. (5.8). A prova da
Eq. (5.9) é simples de ser mostrada, se for utilizada a lei de Hooke, Eq. (3.6a), como
um tensor de elasticidade simétrico e relagdes de contra¢do da &dlgebra linear:

48



aij€;; = Cijuene;;
= Cuij€;j€u

= GZlé’kl (5.10)

Finalmente, o teorema reciproco de dois estados de um mesmo material pode ser

obtido igualando as Egs. e Eq.

f tacdT + f pu(b; — ii;)dQ = f £u,dT + f pui(b; — ii})dQ. (5.11)
r Q r Q

Portanto a Eq. (5.11) é conhecida como teorema reciproco de Betti, e fornece uma
relagdo entre dois estados elastostaticos diferentes. O passo agora, é determinar a
equacdo integral de contorno, com base neste teorema.

5.2 Equacdo integral de contorno

Entre os dois estados diferentes na Eq. (5.11)), vamos considerar que um é desco-
nhecido, o estado (u;, t;, b;) que é o estado que deseja-se analisar, e o outro conhecido, é
chamado de estado fundamental, (1}, t, b}), que, de acordo com|Albuquerque (2001),
corresponde a resposta de um corpo infinito a uma carga concentrada unitaria,
representada por uma funcdo delta de Dirac.

Assim, comegamos a considerar que, a forca de corpo pode ser representada por
um operador, chamado de delta de Dirac, b; & b} = 6(x — x )e;, sendo a componente
do vetor unitario e; corresponde a uma carga de médulo unitario na dire¢do positiva
x; aplicada em x . Assim, as seguintes propriedades sdo definidas:

S(x —x) = o0 se X=x,
S(x—x)=0 se X#X, (5.12)
[ ox—=x)d=1.

Conforme explica |Albuquerque| (2001), uma das consequéncias de se escolher
a forca de corpo como fungao delta de Dirac, Eq. (5.12), é redugdo do niimero de
integrais de dominio do problema. Isso é possivel por causa da propriedade de
filtragem de funcao

fQ F005(x — X )dQ = £(x). 5.13)

49



Os campos de deslocamento e forga de superficie correspondentes a solugdo de
forca do ponto, sdo escritos utilizando as solu¢des fundamentais de deslocamento
U;i(x, x) e forgas de superficie T;;(x , x), na forma:

u; = Ui]-(x',x)éi]-e]-, (5.14a)
i’: = Tl‘]'(X,,X)éi]'e]’. (514b)

sendo 6;; o delta de Kronecker. Assim, substituindo as Egs. de (5.14) na Eq. (5.11), e
desconsiderando as forcas de corpo:

ui(x’)+jr‘Ti]-(x,x’)u]-(x)dF(x) = j;ui]-(x,x')t]-(x)df(x). (5.15)

A equacdo Eq. é conhecida como a Identidade da Somigliana para deslo-
camentos. Relaciona o valor dos deslocamentos em um ponto interno x aos valores
do contorno dos deslocamentos e tragdes. Porém, ela é vélida apenas para qual-
quer ponto fonte dentro do dominio. Para que haja uma solugado para os pontos no
contorno, é necessdrio algumas considerag¢des, conforme Wrobel e Aliabadi (2002)
apresenta. 1. é importante usar uma extensdo simétrica, uma vez que esta se relaci-
ona ao conceito do valor principal de Cauchy; 2. deve-se observar o comportamento
nao singular, quando (x — X # 0) para as integrais da Eq. (5.15); 3. é necessario
analisar o limite de transi¢do do ponto campo para o contorno (x — x = 0).

Considerando entdo a Figura 5.1} o contorno I' é modificado pela introdugéo de

uma regido semicircular I'c e raio €, sendo que, 0 novo contorno agora é dado por:

F=limI" com T =T-T +T.). (5.16)

e—0

Dada as informagdes mostradas na Figura a identidade de Somigliana, Eq.
(5.15), pode ser reescrita como:

ui(x) = lim Tii(x, x')uj(x)dF(x) + lim f Tii(x, x')uj(x)dF(x)
0 e—0 I,

=0 Jrr:
= lin(} U;;(x, x')t]-(x)t;ll“(x) + lirr(}f U;(x, x/)tj(x)dr(x). (5.17)
v ir-: e~V Jr.

Quando o ponto fonte x tende ao ponto campo x, a Eq. (5.17) apresenta duas
integrais singulares. No caso de Uj; é dito que possui singularidade fraca log(r), e é
integravel como uma integral imprépria, enquanto que T;; tem-se uma singularidade

forte 1, e é integrével como uma integral que ¢ calculada no sentido do valor principal
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Figura5.1: Representacdo esquemadtica do ponto x' localizado na regido semicircular.

de Cauchy. E assim, a Eq. (5.17) resulta em

cij(x')ui(x) + JgTij(x',x)uj(x)dF(x) = fllij(x',x)tj(x)df(x), (5.18)

r

sendo que, f representa a integral no sentido do valor principal de Cauchy, e ¢;;
é o termo de coeficiente livre, que generaliza as trés possibilidades que podem
ocorrer para equagdo integral de contorno, com respeito a localizacdo do ponto
fonte, conforme (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1994).

1 se X €aodominio,

Cij = % se X € ao contorno, (5.19)

0 se x ¢ ao dominio ou ao contorno.

Nas proximas se¢des serd mostrado como sdo as solu¢des fundamentais aniso-
tropicas e quais técnicas serdo adotadas para resolver as singularidades.

5.3 Soluc¢des fundamentais para problemas anisotrépi-

COS

As solugdes fundamentais para a elasticidade anisotrépica plana utilizadas aqui,
sdo com base na fungdo de tensdo de Airy proposta por|Lekhnitskii (1963), Lekhnits-
kii (1968). Portanto, para problemas 2D (plano-deformacgéo), a solu¢do fundamental
do deslocamento U;; e a solugdo fundamental de tragdo T;;, que representam o des-
locamento e a forca de superficie no ponto campo z, na dire¢do j, quando a forca
concentrada estd atuando na diregdo i no ponto fonte z,, sdo dadas através de um
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mapeamento em um plano complexo, tal que,

Z, = {201} = {xol TH 1x02} , ponto fonte (5.20a)
Zp2 Xo1 + HU2Xo2
Z1 X1+ H1X2

z = = , onto campo. 5.20b
{22} {x1 N Wz} p p ( )

lembrando que, pq e y, sdo as raizes da equagdo caracteristica, mostrada na Eq
(3.18). Conforme [Cruse e Swedlow|(1971), as forcas de superficie fechada arbitraria
considerando carregamentos concentrados, podem ser escritas como:

9§ bdT = 2Re[ i1 @1 + 1D, (5.21a)
r

95 todl = —2ReI[CD1 + (1)2]], (5.21b)

r

assim, para que a Eq (5.21)) satisfaca qualquer contorno fechado I' em torno de z,,
deve-se considerar:

q)]'k = A]'k log(zk - Zok)- (522)
Entdo, para determinar a solu¢do fundamental de deslocamento U;;, basta subs-
tituir a Eq (5.22) na Eq (3.25), e é obtido:

Uij(z, z,) = 2Re[gi1Aj110g(z01 — z1) + gAplog(ze — 22)], (5.23)

e a partir da derivada de Eq (5.22) com respeito a z, substituida Eq (3.24), chega-se
na solugdo fundamental para forca de superficie T;;,

1 1
Tij(Z; Zo) = 2Re[mgﬂ(#1n1 - nz)Ail + mgjz(mnl - nl)AiZ]/ (524)

em que Re[ ] indica a parte real da expressdo, e mais detalhes podem ser consultados
em Junior| (2019). Os termos i - Eq (3.18), e gi, gji € Ajx sdo escritos como

2 _
gix = |ﬂ11Hk T alwk] , (5.25)
A1k + A2/ Uk — A6
gji = [f . i] (5.26)
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1 -1 1 -1](4; 572/ (2mi)

Ay = H1 —5_11 Ha —flz _Ajl _ —0,1/(2mi) . (5.27)
qui1 —q11 912 —q12 Ajz 0
gn —Gu g —qn||-A i 0

Nas solu¢des fundamentais dada pelas Egs. e (5.24), teremos um problema
de singularidades, quando o ponto fonte e o ponto campo se aproximam. A andlise
dessas singularidades é um ponto crucial para que se possa conseguir resolver a
equacdo integral de contorno. Por isso, na préxima secdo, esse tema sera discutido.

54 Método dos Elementos de contorno isogeométrico

Ap6s obter a equacdo integral de contorno, Eq. (5.18), o passo agora é a discre-
tizagdo desta equacdo, de maneira que, as integrais ao longo de um dado contorno
sejam escritas como a soma das partes deste contorno. Na discretizacdo convencio-
nal do MEC, é utilizado o conjunto de fung¢des de base polinomiais, que podem ser
dados por elementos constantes, lineares ou quadraticos. Entretanto, o foco deste
trabalho concentra-se em utilizar as fun¢des de bases NURBS nesta discretizagao.

E preciso considerar que, no MEC isogeométrico, a definicdo de curvas baseadas
em NURBS (ou patch como também é chamado) ndo é tdo direta como na formulacdo
convencional. Portanto, primeiro iremos impor uma condi¢do de mapeamento para
o elemento, conforme Beer, Marussig e Duenser| (2020) orienta. Considere a Figura
que mostra um exemplo de patch.

: 2
o

0o——> 1 -1 1

X1
Mo Mp+n+1 $o é1
3

X2

modelo de patch Forma adimensional: geral Forma adimensional: Gauss

Figura 5.2: Modelo de um patch, com pontos de controle e normal externa. E a mu-
danca da coordenada global [x;, x;], para o sistema de coordenadas adimensionais
de Gauss.

Assim, um ponto x em um patch é dado por

I
x() = ) R, (5.28)
i=1
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sendo (-) um espaco reservado para as coordenadas locais do objeto, R; sdo fung¢des
de base NURBS apresentadas na Eq. (4.18), e x; referem-se as coordenadas dos
pontos de controle correspondentes. O indice i é o indice global dentro do patch
classificado na direcdo &, e [ é o namero total de fun¢des de base dentro da base.

Observe que, com base na Figura é mostrado o mapeamento para um ele-
mento de pardmetro 7, para o sistema de coordenadas global x. Note que, 1 é escrito
em [0, 1], ou seja, 1 € [no, Np+ns1], sSendo p + n + 1 a mesma relagdo da Eq. . En-
tretanto, para fins de integracdo numérica usando a quadratura de Gauss-Legendre,
que sdo comumente mais utilizadas, é feita uma transformacao linear, que mapeia
o elemento de parametro 7, para um elemento & € [-1,1]. Para que isso acontega, é
necessdrio que exista um jacobiano da transformagao do espaco fisico para o espaco
paramétrico, (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1994). Isto é,

2 2
d
jl_l,; - %% = (&), (5.30)

Agora, precisamos estabelecer o termo de conectividade entre os elementos. Isto
é, ao desativar um elemento e ativar um outro, ambos devem ter um ponto de
conectividade entre eles. Essa fungdo de conectividade pode ser vista em Simpson
et al.| (2013), na qual, um conjunto de fung¢des de base locais se relacionam com as
fungdes globais da forma:

N; = R,,,(8), (5.31)

onde o niimero da fungdo de base local ¢, nimero do elemento e e niimero da fungao
de base global sdo relacionados pela fungdo de conectividade, escrita como,

n = conn(e,c), (5.32)

A partir da conectividade entre os elementos, Egs. (5.31)) e (5.32)), agora é possivel
estabelecer as aproximagdes isogeométricas para a geometria, ea Eq. (5.28) é reescrita
como:

p+1

x(8) = ) NLEX, (5.33)
c=1

e para o deslocamento e forca de superficie:
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p+1

w(®) = Y N, (5.34)
c=1
p+1

6(E) = ) NUOE, (5.35)
c=1

sendo x¢, u¢ e t& os vetores das coordenadas geométricas, coeficientes de desloca-
mento e coeficientes de tragdo, associados ao ponto de controle correspondente a
funcao de base c para a curva de Bézier e. E importante notar que é usado o termo
coeficiente, uma vez que as func¢des de base NURBS ndo obedecem necessariamente
a propriedade delta de Kronecker. Portanto, uf e t ndo representam necessariamente
deslocamentos e as forcas de superficies reais (SIMPSON et al., 2013).

Por fim, agora, é possivel utilizar a equagao do Jacobiano (5.30), e as Eqgs. (5.34)
e (5.39), e substitui-as na equacdo integral de contorno Eq. (5.18). Isto resulta na
equacdo discretizada para o MEC isogeométrico:

p+1 N, p+1 - 1

Cz'j(x’) Z N,E(E’)ui? + Z Z fl Ti]-(x',x(é))Nf(é)](é)d,g]u;e
=1 e=1 [=1 LvY~

N, p+l

1
-2 I : Uij(X',X(é))Ni(E)I(E)dE]t?, (5.36)

e=1 I=1 L

onde uﬂ? e t;e representam as componentes dos vetores u! e t’. No MEC convencional,
a propriedade do delta de Kronecker das fun¢des de base garante que no préprio
ponto de colocagdo, as fung¢des de base sejam interpoladores. J& a formulacio MEC
isogeométrico, ndo pode garantir que isso seja verdade, e o deslocamento deve ser
interpolado como u;(x) = 27:11 Nf(é’)u?, sendo, x' 0 elemento que contém o ponto
de colocacdo, e & a coordenada local do ponto de colocagdo no elemento e.

O operador extracdo de Bézier, desenvolvido na segdo promove a constru-
¢do de elementos muito similar a de elemento no MEC convencional. Cada patch
do espago paramétrico, corresponde a um elemento independente dos elementos
adjacentes, que por sua vez sdo correspondentes aos subintervalos paramétricos ad-
jacentes ao inicial. Assim, Eq. deve ser aplicada a cada ponto de controle,
escolhidas conforme os pontos de colocagdo de Greville modificada, que, por fim,
gerard um sistema algébrico de matriz cheia e ndo simétrica, do tipo

Hyi Hpp ... Hin| | Gun Gio ... Giv|[t
Hu— Gt o I_I.Zl Hy, H.ZN M.z _ G.Zl Gy ... G.ZN lT.z
Hyxi Hn2 ... Hyn| \un Gnt G2 ... Gan| (v

(5.37)
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sendo as matrizes H e G obtidas pelos termos do lado esquerdo e direito da Eq.
(5.37), respectivamente. Os vetores t e u correspondem as forcas de superficie e des-
locamentos, sendo 1@; e t; os termos conhecidos, e os demais, desconhecidos. Assim,
realocando os termos conhecidos e ndo conhecidos, juntamente com as condicdes de
contorno, chega-se a um sistema de equagdo linear do tipo:

An A ... Al [x by
A A oA X b

Ax=b & R P Al S Rl (5.38)
Ani Anz ... Ann| lxn bn

sendo x o vetor de solucdo das forcas de superficie e deslocamentos.

5.5 Organizac¢ao dos pontos de colocacao

Como visto na secdo {4, os pontos de controles ndo estdo necessariamente na
curva e sim no poligono de controle. Essa forma de colocagdo faz com que esta ndo
seja a melhor escolha para os pontos de colocagdo do MEC. Em |Li e Qian| (2011),
foram testadas diferentes formas de distribuigdo para os pontos de coloca¢do. Por
seus resultados, as coordenadas de Greville demonstrou uma melhor eficiéncia,
com resultados estdveis e precisos para o método isogeométrico. Portanto, dentre
as opgdes, provavelmente a abscissa de Greville é a mais utilizada como visto em
Simpson et al.| (2012), Scott et al.| (2013).

Nessa ideia, optamos por utilizar as abscissas de Greville, na qual o ponto de
controle tem influéncia maxima (FARIN) 2014) e é definida como a média do nés:

’
i

. Ei+1 + £i+2 +-- £i+p

5.39
; (5.39)

Quando a curva é suave, as coordenadas de Greville sdo perfeitas para serem
usadas como pontos de colocagdo. Do contrario quando existem quinas, especial-
mente para problemas tridimensionais, torna-se um problema calcular os termos
diagonais uma vez que os pontos de colocagdo estardo nas quinas. Para contornar
esse problema, neste trabalho é proposto a mudanca nas posi¢des do primeiro e do
altimo ponto de colocagéo, ficando:

&=8+p(&-&), (5.40)

E=&-plE-&) (5.41)
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sendo B o coeficiente que define o quanto o ponto de coloca¢do se move. Conforme
mostrado por Wang e Benson|(2015) um valor 6timo é g = 0, 5.

5.6 Condi¢oes de contorno na NURBS

Na formulagdo isogeométrica, a equagdo de equilibrio escrita pelo MEC isogeo-
métrico é formulada em termos dos pontos de controle, ou seja:

Hu = Gt (5.42)

Porém, como foi visto, os pontos de controle, salvo a exce¢do de geometrias
retilineas, ndo pertencem a curva NURBS. E por isso as condi¢des de contorno nao
podem ser aplicadas diretamente na Eq. (5.42). Para resolver esse problema, em
Cabral, Wrobel e Brebbia/ (1990) os autores propuseram uma matriz de transformacao
E para B-splines. Essa matriz usa as fun¢des de base para relacionar os valores nos
pontos de controle com os valores nos pontos de colocagao.

u = Eu,, (5.43)

t = Et., (5.44)

sendo u e t os vetores que contém os valores nos pontos de colocagdo e u. e t. os
vetores que contém os valores nos pontos de controle. Agora, portanto as Egs. (5.43)

e (5.44) podem ser aplicadas na Eq. (5.42), que resulta em

HE 'u = GE™'t. (5.45)

Note que a Eq. agora pode ser utilizada normalmente no MEC. Porém, o
esfor¢o computacional para resolver a inversas de E, além de utilizar as matrizes He
G ndo esparsas, torna a solugdo numérica para problema grandes, um tanto custoso
computacionalmente. Portanto, a ideia é definir pequenos sistemas de equagdes
lineares, para cada NURBS com tipos de condigdes de contorno diferentes.

Como mencionado na segao a formulagdo proposta pelo MEC apresenta
integrais de fung¢des singulares, ou seja, fungdes que tendem ao infinito. Na matriz
G, da Eq. existem elementos de singularidade fraca, na forma log(r). J4 na
matriz H, existem elementos de singularidade de forte, na forma 1. A regularizacio
destes termos singulares é um fator obrigatério para que possa ser construido o
sistema linear da Eq. (5.38). Portanto, na préxima segdo sdo feitos os comentarios

necessarios para essa regularizacao.
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5.7 Integrais singulares

E possivel notar que nas solu¢des fundamentais de deslocamentos e forcas de
superficie, apresentadas pelas Egs. e (5.24), serdo singulares quando o ponto
fonte pertencer ao intervalo de integragdo, sendo a solugdo fundamental U de sin-
gularidade fraca e a T de singularidade forte. Essa denominacao de singularidade
fraca e forte refere-se a velocidade de crescimento em dire¢do ao infinito, e podem
ser mostradas. Usando por exemplo a mesma curva NURBS vista na Figura na
qual aqui é adicionada com um ponto fonte pertencente a curva, como mostrado na
Figura Ao plotar os gréficos verifica-se as singularidades para ambos os casos,
exatamente no ponto fonte pertencente a NURBS.
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—+- Curva B-Spline
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Figura 5.3: Singularidades forte e fraca no ponto singular em verde na curva NURBS.
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Devido esse fato, tratamentos devem ser utilizados para a regularizagdo das
singularidades. Ao utilizar as NURBS, as fun¢des de base ndo tem as mesmas ca-
racteristica que as fungdes polinomiais, uma vez que, no MEC convencional para as
fungdes polinomiais, em cada ponto de colocagido e o elemento singular correspon-
dente, somente uma funcdo de base associada aquele elemento é ndo nula. Portanto
sO existe uma integral singular em cada elemento. Enquanto que nas NURBS, as
fungdes de base ndo tem essa caracteristica, varias delas sdo ndo nulas nos pontos de
colocacdo. Para cada ponto de colocagdo se tem k integrais singulares que precisam
de tratamento especial (CAMPOS, 2016).

5.7.1 Integral fracamente singular

Existem diversas formas para ser resolvida as integrais fracamente singulares, da
ordem log(r). Aqui, utilizaremos a transformada de Telles (TELLES, [1987), que usa
uma nova transformacdo para a quadratura gaussiana tradicional. Desta forma, a
concentragdo de pontos de integra¢do préxima a singularidade é aumentada. Por-
tanto, considere a integral Eq. (5.46),

1
= d .
I Il f(&)de, (5.46)

em que, f(£) é singular no ponto &.

O que se faz, ¢ uma transformacdo de coordenadas com base em um polindmio
de varidveis ctibica, Eq. (5.47). Isso permite que seja cancelada a singularidade
logaritmica, deixando o integrando regular.

y-yP+y*+3)

&= 1+3y7? ’

(5.47)

sendo,

y = i/é'(é'z ~1)+ €2 -1+ i/é’(é'z -1 -1E&2-1+¢&, (5.48)

em que & é a localizagdo da singularidade no espaco original, y representa a nova
varidvel de integragdo. Assim, um jacobiano que faz a transformacdo do espaco
£ € [-1,1] para y é dado por:

3(y-y% .
1+3y? Vs

E finalmente, ao substituir as Eqs. (5.47) e (5.49) na Eq. (5.46), chega-se na

expressdo final que representa a transformacdo da integracdo, dada por (IELLES,

dé = (5.49)
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1987).

e (A=Y YO+ -vD)
= féé= | f( T )1+3y'2 ay, (550

5.7.2 Integral fortemente singular

O método da subtragdo de singularidade (MSS), foi apresentado por (ALIABADI;
HALL; PHEMISTER, 1985), e é baseado na expansdo do nucleo (integrando), em
série, para o tratamento da singularidades. Em geral, essa técnica é formulada
com base na substitui¢do da integral singular, criando dois novos termos: um novo
nicleo regular e uma nova integral singular, de tal forma que esta dltima possa ser
integrada analiticamente de forma mais simples. Isso por ser visto na Eq. (5.51),

1 1 1
dé = F(&)-F d F(&)dé, 5.51
Lf(é) ¢ L[ (&)~ F(©)] <5>+L (e (5.51)

termo singular termo regular termo singular

sendo que F(&) e F/(&) possuem a mesma singularidade, entretanto, esta tltima é
o termo que se apresenta de uma forma mais simples e é integrada de maneira

analitica.

Para tratar a integral fortemente singular apresentada na Eq. (5.24), serdo con-
siderados os passos, utilizando as expansdes, conforme |Cordeiro e Leonel (2020)
apresentaram. Primeiro, considerar a expansdo de z;, em série de Taylor, em torno
do termo singular &,. Vale lembrar que, zx, ¢ 0 mapeamento complexo mostrado na

Eq. (6.20), assim:

0z;
56 =2l + (E-&)E| +OE- &) (5:52)
&=&
Expandindo a derivada na Eq. (0.52), tem-se:
0z _ 0z dxy o"zl Jxy
%, omoE|_, omok|, (5:53)

Agora, substituida a Eq. (5.53) na Eq. (5.52), resulta em:

0z; 8x1 + 821 x>
ox; 9 ¢

z;(&) = zi(&o) + (€ - 50)( ) O(& - &) (5.54)

Vale lembrar que, o vetor unitdrio n, que é normal ao contorno I, e suas com-

ponentes na dire¢do x; e na direcdo x,, escritas como 1,1 e n,, respectivamente, sdo:
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n(éo)_(aax; 07;1 )/](50) - ny(&) = axz/]((fo) e np(&) = (9x1/](€0)
(5.55)
que resulta em:
= e e D2 = (Ena(c) (5.56)

Entdo, quando substituida a Eq. (5.56) na Eq. (5.54), é possivel encontrar a
equacdo na forma:

z;(&) = zi(&o) + (& — 50)](50)( %% 1x1(&0) — an((EO)) +O(& — &) (5.57)

em que,
821 )
= 3 —— |+ ] =1, (5.58)
8zi _

Por fim, ao substituir as Egs. e na Eq. (5.57), chega-se na expressao
final para a expansao z; em torno de &, escrita na forma da Eq. (5.60). A expansao
escrita nesta forma, como apresentado por/Cordeiro e Leonel (2020) é a base principal,
que ao ser substituida na integral fortemente singular, sera resolvida pelo MSS.

Z:(&) = zi(&o) + (& — E0)(Eo) (it (Eo) — 1x2(&0)) + O(E — &p). (5.60)

Agora, para o processo de regularizacdo do termo fortemente singular mostrado
na Eq. (5.18), serd utilizada a ideia mostrada na Eq. (5.51)), ao adicionar e subtrair nd-
cleos auxiliares expandidos para o contorno [-1,1] = I';. Assim, o termo fortemente
singular é escrito como:

1

1 1
| T oot = [ ko - K@ olter [ Ko ode 6oy
-1 -1

-1

Note que, na integral do lado esquerdo da Eq. (5.61), ¢«(&) € a funcdo de forma
que aproxima o termo u;(x) e J(£) é o parametro que transforma a coordenada
adimensional para coordenadas reais. J4 os termos das integrais do lado direito,
K7(&o, &), sdo os proprios nucleos originais da integral, isto é:

Kr(So, &) = Tij(So, E)Pi(E)](E) (5.62)
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e K7(&o, &) € escrito na forma da expansdo da série de Taylor em torno de & = &,
obtido por meio do termo linear da expanséao da Eq. (5.60). Sendo escrito como:

1]1(‘50)

K7 (&0, &) = 2Re [(5—]@ AT (&), (5.63)

sendo Tiji(&o) = gi(tmna (o) — 1x2(&0))Air-

Ao analisar a Eq. apoés a substitui¢do das Egs. e (5.63), nota-se a
singularidade forte 1/(z;(&) — zi(&o)). Para regularizagdo da integral entre colchetes
da Eq. (5.61), Marczak e Creus (2002) utilizaram até o termo de primeira ordem da
expansdo da fungdo de forma. Por outro lado, [Cordeiro e Leonel (2020) considerou
apenas o termo constante da expansao de ¢;(&) = Pr(&o). As andlises desse trabalho
mostraram que a a utilizacdo de um termo de primeira ordem ndo nos evidenciou
nenhum ganho substancial, e por isso serd utilizado apenas o termo constante da
expansdo, e com isso a integral entre colchetes da Eq. passa a ser regularizada, e
pode ser resolvida numericamente pela quadratura de Gauss. Por outrolado, a outra
integral do lado direito ainda continua singular, e deve ser resolvida analiticamente
no sentindo do valor principal de Cauchy, chamada aqui VPC, através de uma anélise
limite & — &,. Sendo assim, o integral de K%.(&o, &) € escrito como:

. L ! Tij(&o)
f_lKT(Eo, &)dE = 911_{1% I1 ZRelm]%(é)](é)dé

! 1
= ¢k(50)](50)2Re{gjn(Hlnx1(50) 1x2(&0))Ain hm |f

L7 l(é)—zl(éwdél}‘ (5.6

Da série, Eq. (5.60), ao realizar algumas manipulagdes matematicas, é possivel

reescrever na forma,

1 _ uiny(&o) — nx(&o)
E-&)](&)  z(&)—zi(&)

(5.65)

Assim, ao retirar o termo que é substituido na Eq. (5.64), essa passa a ser escrita
como:

1 1"Ex é X. é
[ K (o, E)dE = c/>k(£o)f<éo>2Re{gmAm hm[ f i ”1( 0) Z’(Zéz() O)dél}

= (Pk(éo)](go)zRe{g]nAm hm l ., md&l}

- qsk(éo)zRe[gjnAinVPc = 50)] (5.66)
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sendo que, ao avaliar o limite da Eq. (5.66) resulta: VPC[1/(& — &)] = log(1 — &) —
log(1 + &o).

Portanto, com a Eq. é possivel calcular a integral singular de maneira
regular. Apd6s o desenvolvimento de todas as equacdes desta etapa, é necessario
chamar atenc¢do a um fato importante no trabalho do (Cordeiro e Leonel (2020). A
sua equacdo final para regularizar o termo fortemente singular, semelhante a nossa
Eq. (5.66), possui um Jacobiano J(&y) no lado direito da equagéo. Entretanto quando
utilizado a Eq. na Eq. essa Jacobiano é cancelado, e por isso nossa
equacao difere da deles.

5.8 Calculo de tensdGes no contorno

Para se calcular o tensor de tensdes em um dado n6é do contorno, considere a

Figura

X3

X1

/Contorno

Figura 5.4: Representacdo das tensdes no contorno.

O n6 do contorno na Figura5.4{possui as dire¢des dos vetores tangente e normal
ao contorno nao coincidentes com as dire¢des dos eixos geométricos. Neste n6 é
criado um novo sistema de referéncia x| x; possuindo dire¢des que coincidam com
os vetores tangente e normal ao contorno neste né. Escrevendo os deslocamentos e

as forcas de superficies neste sistema local como:

i = by (5.67)
ti =Lt

onde [;; sdo os cossenos diretores. Assim, em um sistema local, a seguinte relagdo é
véalida:

OI — tl
=2 (5.68)
o =H

A deformacdo ¢}, pode ser calculada, sabendo que
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’ 1 ’ 4 I3
=75 (”1,1 + ”1,1) =y,
duf  duj d& (5.69)
R

1

Assim, da relagao tensdo deformacao tem-se:

o Qn Qn Qi €
0 ¢=| Qn Qn Q% €5 (5.70)
Ol Qs Qe 2Q% €

onde Q}; sdo as componentes do tensor de rigidez escritas no referencial local. Na
A s 2 : ’ ’ / 3
Eq. (6.70) tem-se trés incognitas 07,, €),, €1,, que agora podem entao ser calculadas.

Por altimo, as tensdes tem que ser escritas no referencial global x;x,, ou seja

’

011 011
o p=T7'¢ a), (5.71)
012 o’

12

onde T é a matriz de transformacao de coordenadas.

5.9 Tratamento da forca de corpo

A fim de aplicar eficientemente o método dos elementos de contorno sem inte-
gragdo de volume para problemas envolvendo forcas do corpo, como gravidade e
forca centrifuga, aqui serd usado o método de condigdes de contorno modificado no
contexto da elasticidade plana anisotrépica. Este método foi utilizado por Caicedo
e Portelal (2015) e por Oliveira e Portelal (2019) para regularizar campos de tensdes
singulares na ponta de fissuras em aplicagdes do método dos elementos finitos e
métodos sem malha, respectivamente. No caso deste trabalho, o método é o mesmo,
mas o objetivo é diferente do que apresenta na literatura. As solugdes particula-
res usadas para integrais de dominio sdo aquelas apresentadas por |Deb e Banerjee
(1990). No trabalho desses autores, uma integral extra foi gerada na equagdo da in-
tegral de contorno, o que levou a um novo vetor na equagao da matriz. No entanto,
neste trabalho, nenhuma integral extra foi gerada, apenas as condi¢des de contorno
sdo modificadas.

Ao decompor o campo eldstico em uma parte homogénea H e uma parte parti-
cular P, as tensdes e deslocamentos podem ser escritas como:

_ . _ =P P _ _H P
Gij - (GZ] Gi]') + Gij - Gij + (71']‘/ (572)

64



ui:(ui—uf)+uf:uf{+uf, (5.73)

H_ - _ P
onde, 0, = 0ij =0

os campos de tensdo e o deslocamento, isto é, desconsiderando as forcas de corpo do

e ul! = u;—ul sdo, respectivamente, as solugdes homogéneas para

problema original. Enquanto que, UZ. e u} sdo respectivamente as componentes de
tensdo e o deslocamento da solugdo particular do problema original, representando o
campo eléstico com as forcas do corpo, sem, entretanto, levar em conta as condigdes

de contorno.

5.9.1 Forca de corpo centrifuga

Considerando que as forgas do corpo sdo devidas a rotacdo do corpo (carga
centrifuga), a equacdo do movimento é dada por:

Oijj + pa)le' =0. (574)

As solugdes particulares para esta equacdo podem ser encontradas em [Deb e
Banerjee| (1990). Sendo que, para deslocamentos, temos:

1 1
”F{ = 3 {(b11 + b12) c1 + bricy} xi’ + §b16C2x%x2 +{(b11 + bip) ¢y + blZCZ}xlxé
1 1

+3 {(bw + bog) €1 + Eb%cz}xg, (5.75)

p_1 1 3 2 1 2

U, = 3 (b1 + bag) €1 + Ebzacz x] +{(bx + b1z) c1 + biaco} x7x2 + §b26c2x1x2

1
+ 5 {(bzz + blz) 1+ bzzCz} Xg. (576)
e para as tensdes, temos:

ah =0 (x% + x%) + 03, (5.77)
ah, =01 (x% + xg) + 03, (5.78)
01172 = CrX1X>. (579)

As componentes c; e ¢, sdo representadas na forma das Eqgs. (5.80) e (5.81), para
o estado plano de tensdo e para o estado plano de deformacdo, conforme as Egs.
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(3.13) e (8.14).

_ 4b1y — be 2
2 (3b11 + 2[712 + 3b22 + b66)p !

1 (5.80)

_ b11 + 2b12 + b22 a)z
3[911 + Zblz + 3b22 + b66p

onde p é a densidade do material e w é a velocidade angular.

Cr = (581)

5.9.2 Cargamento gravitacional

Considerando uma problema de carregamento gravitacional, as solu¢des parti-
culares para deslocamentos sdo escritas como:

1 1
ub = —Eylbnxf — y2bipxaxs + E(Vlblz — y2bx)x;, (5.82)

1 1
MZ = 5(7/2512 - 7/1513)9% — y1bipx1x; — §V2b22x§- (5.83)

e para as tensoes, temos:

Urljl = —V1X1, (584)
ahy = =2, (5.85)
o’ =0. (5.86)

sendoy; =0e )y, = —pG.
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Capitulo 6

Resultados numéricos para o MEC
isogeométrico

Nessa secdo sdo iniciados os primeiros resultados numéricos para demonstrar a
eficiéncia e robustez da formulagdo do MEC isogeométrico em problemas elésticos
quase-isotropicos, anisotrépicos e ortotrépicos. Problemas para avaliar os contor-
nos construidos pelas curvas NURBS na forma de extracdo de Bézier com diferentes
refinamentos de malha e ordem de curva, também sdo avaliados. A regulariza-
cdo da singularidade forte que aparece na formulagdo da solugdo fundamental é
devidamente mostrada no Apéndice

6.1 Cilindro vazado e pressurizado

Considere um problema de comum interesse para simulagdo computacional na
inddstria mecanica, que trata-se de um cilindro vazado eléstico, conforme um Figura
O cilindro que encontra-se pressurizado e tem espessura constante em suas
paredes. Ele possuiraio internoigual a 7, e raio externo igual a r4, conforme mostrado
na Figura Este problema pode ser modelados de diversas formas, conforme a
sua aplicabilidade. Aqui sdo consideradas as seguintes simplificagdes e informagdes
geométricas:

1. Considere um problema 2D e simétrico por qualquer que seja o eixo que passe
pelo centro de origem (x, y) da Figura[6.1a] Entao, diz-se que o problema é axis-
simétrico. Neste formato, a simula¢do numérica é feita em apenas um quarto
do problema original, como mostra a Figura construida com NURBS de
graup = 2 e a Figura construida com NURBS de grau p = 4.

2. Ocilindro pode estar sujeito a uma pressdo interna, e ou, externa. O que leva o
problema a ter que impor condigdes de contornos em ambas paredes. No caso
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deste trabalho, é considerado que a influéncia externa ao cilindro, Figura
ou em (NURBS;(N,)), é nula, e por isso, sdo necessdrias apenas condi¢des
de contorno na parede interna (NURBS4(Ny)).

. Na Figura ou é possivel verificar que na parcela simulada do cilin-
dro, ndo hd deslocamento no sentido y da NURBS;(N;) nem no sentido x da
NURBS;5(N3). Além disso, é assumido que a pressdo (p) é uniforme e atuante
em toda extensdo da superficie interna, com deslocamento na dire¢do radial
igual a u,, e por isso, as condi¢des de contorno para este tipo de problema
devem ser t, = —p para o raio da parede interna (r,).

Por fim, as condi¢des de contorno, para um regime permanente, sdo apresentadas

naEq. (6.1), sendo t, a forga de superficie na diregdo normal e ¢,,,,; a forca de superficie

na diregao tangencial.

y @ Pontos Fontes
e Pontos de Controle

—— Curvas NURBS @ Pontos Fontes

e Pontos de Controle
= Curvas NURBS

r=Ty

x

(a) (b)

@ Pontos Fontes
e Pontos de Controle
Curvas NURBS

()

Figura 6.1: Em (a) Representacdo do cilindro, em (b) 1/4 do cilindro construido por
NURBS de ordem p = 2, e (c) 1/4 do cilindro construido por NURBS de ordem p = 4.
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Condigoes de contorno =

ty=u, =0, (x,y) € Ny,
ty=1t,=0, (x,v) € N,
(6.1)
uy=t,=0, (x,y) € N3,
t, = =100 tine =0, (x,v) € Ny.

Este problema possui solucdo analitica para materiais eldsticos isotrépicos. Por-

tanto, para a tensdo radial (o,) e circunferencial (o), e para o deslocamento radial é

apresentada conforme (Chandrasekharaiah e Debnath/ (2014):

2
(1 +v)pr?
) Plal (1 = 2vpr + 2,
2 ZE
(T’b—i’a)
5 2.2
el
r 2 _ 2 2 _ 2.0
il FE e A
2 2.2
o pi o e
= el
ri—rﬁ ri—rgrz'

6.2)

(6.3)

(6.4)

sendo as constantes elasticas: coeficiente de Poisson v e médulo de Young E.

Como as solugdes analiticas para este modelo sdo para materiais isotrépicos, é

necessdrio fazer uma pequena modificagdo para o problema ser modelado na forma

quase-isotropica. Nesse sentido o mdédulo de Young E agora precisa ter suas com-

ponentes varidveis nas dire¢des longitudinais e transversais, portanto sao utilizados

o modulo de elasticidade longitudinal E; e médulo de elasticidade transversal Er.

A Tabela|6.1|apresenta as propriedades do material utilizadas na simulagao do pro-

blema.
Varidveis do problema Valores Varidveis do problema Valores
Raio interno 7, = 0,05 m Moédulo de Cisalhamento G = 384,61 GPa
Raio externo r,=0,1m Coeficiente de Poisson v=0,3
Moédulo de elasticidade E; = 1000 GPa Grau da NURBS p=2
longitudinal
Moédulo de elasticidade E; =1000,1 GPa Pressdo interna P =100 N

transversal

Tabela 6.1: Propriedade mecanicas, pressdo interna e informacgdes geométricas: ci-

lindro vazado.
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Esta simulagao é com base na parcela do cilindro mostrado na Figura Cons-
truida com um total de 52 pontos fontes. Nesta, foi utilizado um refinamento no
qual foram utilizados 13 pontos fontes por NURBS. Além disso, foi utilizado um
total de 16 pontos de integracdo. Com os resultado obtidos para o deslocamento
radial, é entdo mostrado o deslocamento que acontece no cilindro. Isso é visto na

Figura em que mostra-se o cilindro original em preto e o deslocado em verde.

@ Pontos Fontes —@— Cilindro Original
e Pontos de Controle 0.10 —@— Cilindro Deformado
Curvas NURBS

0.10 A

0.08 -

0.06 A

0.04 -

0.04 -

0.02 A

0.02 A

0.00 A

0.00 002 004 006 008 010 0.00 002 004 006 008 0.10
(a) (b)

Figura 6.2: Em (a) 1/4 docilindro, e em (b) 1/4 do cilindro original e seu deslocamento.

Ao utilizar a Eq. (6.2), é possivel mostrar o deslocamento radial elemento a
elemento, como pode ser visto na Figura

0,010 —_— —
Analitica
o MEC isogeométrico

90,009—

c

£

G 0,008+

S

7]

(O]

0 0,007 -

0,006

005 006 007 008 009 010
Raio

Figura 6.3: Deslocamento na NURBS (N;).
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Por outro lado, para os resultados numéricos para tensdo radial, Eq. (6.3), e a ten-
sdo circunferencial, Eq. (6.4), sdéo mostrados nas Figuras[6.4]e[6.5] respectivamente.

0+
-20 1 i
®
® -40- 7
(@)
;
@ -60- :
(O]
|_
-804 ]
Analitica
o MEC isogeométrico'
10—
0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10
Raio
Figura 6.4: Tensdo radial na NURBS (N,).
180 . : . .
Analitica |
_(__U o MEC isogeométrico_
0 150-
o
Q |
€ 120-
o
5 i
S 90
n
C -
(0]
F 60-

005 006 0,07 008 009 010
Raio

Figura 6.5: Tensdo circunferencial na NURBS (NN;).

Em todos casos, os resultados numéricos obtidos pelo MEC isogeométrico foram
satisfatérios quando comparado a solucdo analitica. Outros testes para o deslo-
camento e as tensdes, variando a grau p da NURBS e a quantidade de pontos de
integracdo foram realizados, mostrando resultados numéricos semelhantes, ou seja,
ndo houve erros de grandezas considerdveis que precisassem ser aqui mostrados.

71



Para medir a magnitude dos erros entre a solugdo analitica S, e a numérica S,,, é
feito o estudo da convergéncia usando a norma Euclidiana, com o refinamento da
malha e insercdo de diferentes quantidades de Pontos de Integragdo (PI). Na Figura
e[6.7 mostra-se a evolugdo do erro do deslocamento e tensdo, para a Eq. (6.5),

1/2

5~}
L,

”erronormHZ = = = (65)

Vn Vi’

sendo 1 o total de pontos fontes.

10_4 E . T L T ] T L3 T
n/u ]
S
1054
£ ] ]
2
(@] (o]
LE /o/ -
10°6{ o—°
] A _
/A/ —n—P|:2
A ammm— - | —0—Pl=4 ||
@-——&"' —A—Pl=8
-O- Pl=16] .
10_7 X Pl=32
4,5x1073 9x107% 1,35x1072
1/n
Figura 6.6: Erronom: deslocamento.
107" ' ' X
1 - o
| X/f:(/
u/n Tensio )
Circunferenciall
€ R Tnl%
5 P —A—PI=32
0 10729 o X7 X
fan i _._—X"'— P .° (:n?:o |
w X TPl =08
X -X--Pl=16 1
P A L[ -X-Pl=32 o
/X”/A/
Q/A
1073 +— . .
4,5x1073 9x107° 1,35x1072
1/n

Figura 6.7: Erropom: tensoes.
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Na Figura 6.6/ hd uma boa convergéncia ao passo que a malha é refinada e ndo
sdo notadas mais evidentes melhorias de erros para uma quantidade maior que 32
pontos fontes. Ja na Figura [6.7] é possivel notar também uma andlise de erro boa,
porém ao aumentar quantidade de pontos de integracao ainda é possivel melhorar

OS erros.

Outro fato importante a ser destacado é que fica mostrado que a técnica de
extragdo de singularidade apresentado na se¢do para Tjj(x,y), da Eq. de
singularidade forte, foi desenvolvida de forma correta, uma vez que os resultados
numéricos das tensdes foram convergentes para a solucdo analitica.

6.2 Disco rotativo de velocidade angular constante

Considere a simulagdo de um disco rotativo de material anisotrépico (ortotré-
pico), de raio R, conforme apresentado na Figura O disco em estado plano de
tensdo, encontra-se girando a uma velocidade angular constante w, em torno do
centro de origem (x, ). O sentido da constante elastica longitudinal E; e transversal
E, também podem ser visto na Figura

y

Figura 6.8: Representacdo do disco rotativo ortotrépico.

As equag0es que representam as componentes do tensor de tensdes correspon-
dentes ao disco rotativo ortotrépico no plano (x, y) sao dadas pela Eq. (6.6), conforme
Chang| (1974).
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01 = 3p* K(x? +3y* — R?) + (R? — (x* + 7))},
02 = 2pa* KBx* + y* — R?) + (R? — (x* + 7))},

6.6
06 = —pw?Kxy, (66)

(74205:0.

sendo K escrito em termos dos coeficientes da matriz de flexibilidade (inversa da
matriz de rigidez), na forma:

2B12 + P11 + P

K = . 6.7
3 (B11 + B22) + (2B12 + Pes) ©7)
Se considerado estado plano de deformacdo, tem-se:
1
O3 = — , 6.8
’ a33(a1301 + a302) (©8)
ou, se considerado estado plano de tensdo, tem-se:
o3 =0. (6.9)

Por outrolado, caso os resultados precisem ser avaliados em coordenadas polares,
as componentes do tensor de tensdes sdo transformados para:

o, = 3pw*(1 = K)(R* - 1?),
o = %,OC(JZ(K(?)T2 — R?) + (R? - 1?)), (6.10)

Oy = 0/

sendo o, a componente radial, 0; a componente tangencial e 0,; a componente de

cisalhamento, ambas do tensor de tensdes.

Por fim, as equagdes para as componentes do vetor de deslocamento, sao:

2 2 2 2 2
U = a11p2a) x{K(%+3y2—R2)+(R2—(%+y2))}+%{K(x2+y2—R2)+(R2—(%+y2))},

(6.11)
2 2 2 2 2
wy = 207 K(x*+y*-R*)+|R*- P | I el B Y PN ) M E e | 1
2 3 2 3 3
(6.12)
sendo o deslocamento radial dado por:
U, = u% + u%. (6.13)

Com base na simetria que o disco da Figura[6.8apresenta, o problema entido pode
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ser simulado considerando um quarto do disco, como mostrado na Figura A
geometria do modelo foi construida com trés curvas NURBS (N3, N, e N3), conforme
mostra a Figura Nela também é apresentada como as condigdes de contorno sao
estabelecidas, sendo que no eixo x, ou seja, Nj, ndo ha deslocamento no sentido vy e

no eixo y, ou seja, N3, ndo ha deslocamento no sentido x.

b x @ Fontos Fontes
»®  Pontos de Bézier

# Pontos de Controle
Curvas NURBS

Figura 6.9: Representacdo de um quarto do disco rotativo ortotrépico.

Portanto, dadas estas informacdes, para esta aplicacdo vamos considerar as con-
di¢des de contorno conforme mostra a Eq. (6.14).

ty=u, =0, (x,v) € Ny,

Condigdes de contorno =4 t, =t, =0, (x,v) € Ny, (6.14)

uy=t, =0, (x,v) € Ns.

Note que este problema envolve forcas do corpo, como a forca centrifuga, por-
tanto as condi¢des de contorno apresentadas na Eq. (6.14), devem ser corrigidas
conforme a se¢do 5.9

A Tabela|6.2|apresenta as propriedades do material para simulagdo do problema.

Os resultados numéricos para os deslocamentos sao apresentados para dire¢do x,
seguimento 1 NURBS (N;), na Figura e para a direcdo y, seguimento 3 NURBS
(N3), J& a tensdo circunferencial é mostrada na Figura e a tensdo radial na
Figura Nestes resultados, foram utilizados diferentes quantidades de pontos
fonte e pontos de integracdo, como mostram as especificagdes em cada Figura [6.10]

Em todos casos, tanto para o deslocamento quanto para as tensdes, os resulta-
dos numéricos obtidos pelo MEC isogeométrico resultaram em erros satisfatérios
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Varidveis do problema Valores Variaveis do problema Valores

Moédulo de elasticidade E; =17.24GPa Velocidade angular w = 20 rad/s
longitudinal

Moédulo de elasticidade E; =48.26 GPa Densidade p=1kg/m?
transversal

Coeficiente de Poisson 112 =0,29 Ordem da NURBS p=2
Moédulo de Cisalhamento G, = 6.89 GPa Raio R=1m

Tabela 6.2: Propriedade mecanicas, velocidade angular e informagoes geométricas:
disco rotativo.

5 . . . . 0,301

X 4. | >0,251

5 5

0]

o) o 0,20
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2 £ 0,15

321 1 o010

= 20, 4

% Solugéo analitica [ —— Solugéo analitica

[m)] 1 O MEC isogeométrico 04PF e 08P1 [ o 0 05 i O MEC isogeométrico 04PF e 08PI |

+ MEC isogeométrico 08PF e 12PI ’ + MEC isogeométrico 08PF e 12PI
0 O MEC isogeométrico 13PF e 16PI 0 00 O MEC isogeométrico 13PF e 16PI
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Raio Raio

(b)

2 —— Solugao analitica 50+ —— Solugéo analitica
() 60 O MEC isogeométrico 04PF e 08PI ] O MEC isogeométrico 04PF e 08PI
= 71+ MEC isogeométrico 08PF e 12PI 25 1 + MEC isogeométrico 08PF e 12PI

40 O MEC isogeométrico 13PF e 16PI 0 O MEC isogeométrico 13PF e 16PI

T T T T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Raio Raio
(©) (d)

Figura 6.10: (a) deslocamento no contorno (N;), direcdo x, (b) deslocamento no
contorno (Nj3), dire¢do y, (c) tensdo radial o; e (d) tensao circunferencial o,.

quando comparados a solugao analitica.

A préxima andlise foi realizada para identificar o erro numérico a passo que que
a malha é refinada. Neste problema, o estudo da convergéncia da malha pelo MEC
isogeométrico para o deslocamento e tensdes foram realizados pela Eq. (6.5). Os
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resultados sdo mostrados nas Figuras para o deslocamento dire¢cdo x, NURBS
(N7) e deslocamento direcdo y, NURBS (N3), enquanto que, na Figura mostram
os erros para as tensdes circunferenciais e radiais. Através dos erros mostrados
nestas Figuras é possivel notar que os mesmos caem rapidamente com o aumento
da discretizagdo, mostrando assim que as solu¢des numéricas convergem com boa

precisdo para a solugdo analitica ao passo que a malha é refinada.

10-3 T T T T B T T
D/
D/ - |
£ 107 D/ . i *
é D/ D >|</ i
L 1 0-5_5 ;/% >K Deslocamento em x
] e —0—PI =16 -
—%—Pl =32 I
x Deslocamento em y
e -~ Pl=16
10°4 »~ - Pl = 32
107 107 10
1/n

Figura 6.11: Erronem: deslocamentos.

1 0-3 i / Tenséo circunferencial
: -3 —0—Pl=16 -
3 / —%—Pl =32

x L

Tensao radial

%/ O Pl =16

104 -
107 1072 107"

1/n

Figura 6.12: Erronom: tensdo radial e circunferencial.
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6.3 Fator de concentracao de tensao em um furo circular

em uma placa de dimensdes infinitas

Nesta secdo é mostrado o processo de célculo de tensdes em dois diferentes
topicos. Sendo eles: 1. calculo do fator de concentracdo de tensdo e 2. distribuigdo
de tensdes ao longo da dire¢do principal em que se aplica a forga.

6.3.1 Fator de concentracdo de tensao

Considere uma placa homogeénea anisotrépica com furo circular sob tensdo uni-
forme na dire¢do y, conforme mostrado na Figura E assumido que a placa
possui contornos suficientemente distantes da regido do furo, portanto, sdo descon-
sideradas os efeitos dos seus contornos externos. Conforme (LEKHNITSKII, 1968),
o efeito de um furo em uma placa, que ndo é preenchido, causa um aumento de
tensdes em determinados locais préximos ao furo em comparagdo com uma placa
sem furo. Esse efeito é conhecido como concentracdo de tensao.

IIItIEIﬂIIH
. &
L

RN

Figura 6.13: Representacdo de um dominio infinito com uma placa contendo um
furo circular com trag¢do uniforme na diregdo y.

Por se tratar de um problema de dominio infinito, na analise computacional, é
considero neste que as dimensdes da placa finita sdo muito maiores que o didmetro
do furo. Desse modo, os efeitos dos limites finitos da placa ndo sdo significativos.
Este problema, é um bom exemplo para ilustrar a eficiéncia do MEC isogeométrico
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de ordem superior, principalmente para modelar o contorno do furo em torno do
qual as tensdes variam rapidamente. Para isso, conforme [Lekhnitskii (1968), o fator
de concentracdo de tensdo ortotrépico para uma placa de largura infinita é dada por

K VALAR - A , Anfdn - Ay = (6.15)
TMAX — A22 114122 12 DA , X=71, .

onde A;; sdo os termos da matriz rigidez do laminado no plano, determinada pela
teoria das placas laminadas. Ja para o fator de concentragdo de tensdo anisotrépico,
conforme mostrado por Sollero (1994), é escrita como:

o0
KTMAX =g Re

1+ 1(l + l)] xX=t, (6.16)
U2

sendo p; as raizes da equagdo caracteristica para um material anisotrépico. Por outro
lado, é possivel escrever a equagdo para as tensdes minimas conforme Sollero| (1994):

Ky = 0Re[upe], y=r. (6.17)

Aplicacdo 01: a primeira aplicacdo é em um laminado simétrico de Grafite /
Epo6xi com propriedades elésticas dadas na Tabela A modelagem é realizada
sob a geometria mostrada na Figura com as devidas dimensdes especificadas,
sendo esta, a representacdo de um quarto do modelo mostrado na Figura A
geometria foi construida com NURBS de grau p = 2, com laminas unidirecionais
variando em angulos 0 = (0°,45°,90°).

Na Figura sdo mostrados os pontos A onde concentra-se a tensdo maxima,
e o ponto B, onde concentra-se a tensdo minima. Por fim, para obter a solugdo
numérica, sdo consideradas as condigdes de contorno mostradas na Eq. (6.18).

Variaveis do Valores

problema ty=1uy, =0, (x,y) € Ny,
Eq 181 GPa
E, 10,3 GPa ty=1ty =0, (x,y) € Ny,
G12 7, 17 GPa
V12 0,28 Cc=1q t, =0, ty =0, (x,v) € N3, (6.18)
o 1 MPa
Tabela 6.3: Propriedades =ty =0, (my) €Ny
elasticas e tensdo para o gra-
fite epoxi (WANG; QIN; LEI, te=ty=0, (%Y ENs
2017).

Na Tabela é mostrado o fator de concentragdo méaximo (ponto A da Figura
6.14) e o fator de concentragdo minima (ponto B da Figura|6.14). Na andlise das trés
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orienta¢des do laminado, todos obtiveram resultados aproximados com uma boa
concordancia quando comparados com as solugdes analiticas, como pode ser visto
pelo erro percentual mostrado na Tabela[6.4] Além disso, os resultados calculados
pelo MEC isogeométrico também pode ser comparados com o MEC tradicional de
interpolagdes quadraticas descontinuas. Cujas solugdes aproximadas ndo foram tao
boas quanto o MEC isogeométrico.

20.0 q D N3

17.5 1
15.0 A

12.5 A

10.0 - b N, N,

0.0 WAAS N,
AN
0% 5

r=1

10

Figura 6.14: Ilustracdo de um quarto da placa com furo, tracionada no sentido y.

FCT maximo e minimo (IGABEM) FCT maximo e minimo (MEC Lagrangeano)
6=0° 0=45° 0=90° 0=0° 0=45° 0=90°
Total pontos 85 120 315 Total pontos 100 140 1000
fontes fontes
Erro 001%  026%  0,18% Frro 016%  031%  4,08%
percentual percentual
IGABEM 2,37144  2,37409 6,73794 MEC 2,37557  2,37918  6,47457
Lagrangeano

Total pontos Total pontos

200 100 140 1000 140 160
fontes fontes
Erro 012%  091%  0,03% Erro 154%  096%  0,07%
percentual percentual
IGABEM -4,19743 -0,52409 -0,23863 L WAIES -4,12714 -0,52380 -0,23873
agrangeano

Tabela 6.4: FCT maximo (ponto A) e minimo (ponto B) mostrados na Figuram
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Note que neste tipo de problema, a curva na regido do furo nado é suave, e isso
gera um problema, pois os pontos de colocagado estdo nas quinas. O algoritmo com-
putacional na forma como construido, utiliza as abscissas de Greville modificadas,
sendo que, o primeiro e tltimo n6é na NURBS nunca estdo nas quinas. Portanto,
para realizar o célculo das tensdes nas quinas foi necessdrio uma nova rotina com-
putacional, onde os valores das tensdes nos cantos sdo calculados por interpolagdo,
usando as fun¢oes de forma.

Aplicagdo 02: o préximo resultado para o célculo da concentragdo de tensdo
¢é apresentado na Figura sob a mesma geometria da Figura porém com
propriedades eldsticas do Boro-epoxi ((B4)/5505) (ISAL; HAHN, 2018). Entretanto,
agora, sdo avaliados diferentes rota¢cdes do laminado simétrico, para dois didametros
de furos, r/l = 0,1 e 0,5, sendo r o raio e [ a largura da placa, respectivamente. E
também para dois tipos de geometrias, uma construida com NURBS de grau p = 2
e outra com NURBS de grau p = 4.

Os resultados da andlise mostram uma boa concordancia para os dois casos
analisados. Observe que, como esperado, a geometria construida com grau maior da
NURBS p(4) teve necessidade menor de pontos fontes para um resultado satisfatorio
em comparacdo com a geometria de grau menor p(2). Isso é mostrado nos dois
exemplos comparativo na Figura[6.15em 6 = 0° e 6 = 75°.

12,0 ' T T 1 T ] T T
o 1/ - -- Analitica o
% 10,54 o |, o Numérica: NURBS p(4) i
o) 1l X , X Numérica: NURBS p(2) / -
P 9,01 /
/
© ] /
o 754 X
( ’ _
lg : p(2) = 85 PF /'F{ ,
5 6,0 p@4)=50PF 7 7 ]
5 el L
O -
£ 454 s __ o
(] T = B < _ -H---g Pl y 7 )
g 3,04 %\\ - X
- 1 - = - 7]
) TTER---®T
= 1,5-@ o, X r/l =05
L 1.p(4) = 100 PF o, X r/1=0/1
0,0

I i I ! I ! I ! I ! I - 1 = 1 r+ T - 71
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Orientacao de fibra, (+6) em graus

Figura 6.15: Fator de concentracdo de tensdo em um quarto da placa com furo,
tracionada no sentido y.
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6.3.2 Distribuicao de tensdes ao longo da direcao principal

A equagdo analitica para a distribuigdo de tensdes ao longo da diregdo principal
da placa com furo circular foi apresentada por [Lekhnitskii| (1968). Por outro lado,
Nuismer e Whitney| (1975) apresentaram um polindmio de regressdo, que faz uso
do valor do fator de concentracdo maximo, Eq. para o caso ortotopico ou Eq.
para o caso anisotrépico. Portanto, considere uma tensdo uniforme, G, ver
Figura aplicada paralelamente ao eixo y a uma distancia considerada distante
da borda da regido do furo circular. Entdo a tensdo normal, oy, ao longo do eixo x é
dada conforme Nuismer e Whitney| (1975), como:

o,(x,0) = % {2 ; (%)2 +3 (£)4 ~ (K — 3) [5(96 - 7(£)8]} x>1  (6.19)

Aplicagdo 03: seja considerado a geometria computacional semelhante a Figura
m com didmetro de furos, r/l = 0,1 e tensdo uniforme G = 1. Para solu¢do numé-
rica calculada pelo MEC isogeométrico, sdo consideradas as mesmas condigdes de
contorno apresentadas na Eq. (6.18). Por fim, nesta aplicagao o laminado conside-
rado é um material cruzado, formado por laminas em diferentes d&ngulos, como sera
mostrado. As propriedades eldsticas sdo apresentadas na Tabela

Thornel 300 / Narmco 5208 Boro/Epéxi (B(4)/5505) T300/Narmco 5208 grafite/epoxi
Propriedades Valores Propriedades Valores Propriedades Valores
Eléasticas Elasticas Elésticas
E: 21.4 Ksi E: 204 GPa E: 141 GN m™2
E, 1.6 Ksi E, 18,8 GPa E, 9,44 GN'm™
G 0,77 Ksi Gz 5,59 GPa G 5,18 GN m™2
V12 0, 29 V12 O, 23 V12 0, 31

Tabela 6.5: Propriedades elasticas (TSAL; HAHN,2018), (KONISH; WHITNEY)(1975),
(NUISMER; WHITNEY/ [1975).

Nas Figuras a sdo mostrados os resultados para ay(x, 0), sendo nas
Figuras e para o material formado por laminas de (0°/90°)s e para Figura
laminas de (+45°)s. Nas trés situagdes foram utilizadas um total de 80 pontos
fontes por NURBS. Na plotagem dos graficos, ¢ mostrado os valores em o,(1,0) onde

estd localizado o fator de concentragdo de tensado, para os casos das Figuras e
e os demais o,(x,0), paral < x < 2,5.

Note que, no caso de laminados contendo 0° nas camadas, Figuras e
embora ndo haja uma sobreposicdo das duas curvas, a solugao do MEC isogeométrico
possui uma boa concordancia em relagao a solugéo proposta pela Eq. (6.19), sendo
que os erros relativos percentuais ndo excederam os 6%. Por fim, foi possivel perceber
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que em diversos casos analisados, a solu¢do numérica mostra um comportamento

muito préximo da solugdo analitica.

Boro / Epéxi (B(4) / 5505) - (0°/90°)s
Krmax = 5.67886
Mec isogeométrico = 5.67495

6 T T T T
Analitica
5 —0— MEC isogeométrico
—
<
X
631
2
1 i T T
1,0 1,5 2,0
x/r

Figura 6.16: Tensdo em o,(x, 0): Boro / Epoxi (B(4)/5505) laminado (0°/90°)s.

Thornel 300/Narmco 5208 - (0°/90°)s
Krmax =5,11393
Mec isogeométrico = 5,11479

51 Analitica
—0— MEC isogeométrico i
4
)
X 31
b>-
2 _
1 _
1,0 1,5 2,0
x/r

Figura 6.17: Tensdo em o,(x, 0): Thornel 300/Narmco 5208 laminado (0°/90°)s.
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Como visto nas Figuras e o fator de concentracdo de tensdo é calculado
através da razdo entre a tensdo no canto, o(1,0), e a tensdo remotamente aplicada.
Entretanto, conforme Nuismer e Whitney (1975), a maior tensdo ndo ocorre no
canto, como acontece em materiais isotrépicos, e sim em uma regido adjacente. Isso
é constatado através da Figura[6.18] na qual as laminas estdo a (+45°)s. Observe que
a solucgdo analitica e 0 MEC isogeométrico possuem curvas semelhantes, embora
as duas curvas atinjam picos em locais diferentes, mostrando que a concentragdo
méxima de tensdo, para este caso encontra-se numa regido adjacente ao limite do
turo.

Thornel 300/Narmco 5208 - (+45°)s
Krmax =1,98427
Mec isogeométrico = 1,98389

2,21

—~~ 1’8_ 4
o
X 1,6-
o}

1,4 -

1,2+
1,0

Analitica
—O0— MEC isogeométrico

1,0 1,5 20
x/r

Figura 6.18: Tensdo em o,(x, 0) para Thornel 300/Narmco 5208 num laminado (+45°)s.

No geral, os trés resultados numéricos mostram uma boa concordancia para os
materiais. Entretanto, Konish e Whitney| (1975) salientam que mesmo o polindmio
da Eq. sendo um bom guia para uma solugdo aproximada, ha suas restri¢des,
e deve-se ter cuidado, principalmente porque ela estd restrita a geometrias onde as
dimensdes da placa sdo muito maiores em relacdo ao tamanho do furo.

Por fim, na Figura sdo apresentados os deslocamentos para as placas para
os trés casos analisados. A placa em linha preta é a placa original e em azul é
a placa deformada. Para uma melhor visualizacdo da dimensdo da deformacao,
a placa deformada em azul foi gerada com um aumento de visualiza¢do 3x maior.
Visivelmente fica claro que a placa com laminado (+45°)s obteve a maior deformacao
quando recebido a forga aplicada.

84



20
20.0 -
17.5 -
15 1 15.0
12.5
10 A 10.0 -
7.5
5 - 5.0
2.5
0 - \ 0.0 A \
00 25 50 75 100 00 25 50 75 100
(a) (b)
20
15
10
5 -
0 A \
T T T
0 5 10

()

Figura 6.19: Placa original (preto) e deformada (verde), sendo: (a) deformacdo da
Figura (b) deformacao da Figura e (c) deformacdo da Figura m
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6.4 Vigas

O estudo de tensdes e deslocamento em vigas podem ser a analisadas em dife-
rentes aspectos, considerando que podem estar sujeita a diferentes tipos de carre-
gamento, bem como, apoios méveis ou fixos. Nas se¢Oes a seguir, sdo estudadas
diferentes vigas.

6.4.1 Viga engastada em um extremo e livre na outra

Na aplicacdo realizada aqui, é considerada uma viga de comprimento [ e altura
b, que esta sujeita a uma carga g uniformemente distribuida em uma viga que
encontra-se engastada em um extremo e livre no outro, conforme mostrado na

Figura

AT THTHHhHhHiw

=

Figura 6.20: Viga engastada em um extremo sujeita a carga distribuida uniforme-
mente.

A viga mostrada na Figura é feita com material ortotrépico, cujo compri-
mento é de [ = 100m, e a altura e largura da segdo transversal retangular sdo b = 5m
e h = 1m, respectivamente. A carga uniformemente distribuida aplicada na borda
superior da viga é calculada com base na equagdo g = —Gpb, sendo p = 1,534 kg/m?
e a gravidade G = 9,81 m/s?>. O modelo computacional foi feito com NURBS (N;)
de grau p = 2 como é mostrado na Figura com propriedades do material nas
dire¢des principais dadas na Tabela enquanto que a Eq. mostram as
condicdes de contorno para este problema.
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Figura 6.21: Representacdo da viga, construida com NURBS de grau p = 2.

Propriedades  Valores

elasticas tx =1, =0, (x,y) € N1,
E 1,31 x E°
E, 0,13 X E° h=ty=0 oy ey
’ = 2
G2 0,064 x E° Ce (6.20)
V12 0,038 te=t, =0, (x,y) € N3,
Tabela 6.6:  Propriedades uy =uy =0, (x,y) € Ny.

elasticas do material.

Com base na teoria da elasticidade plana, as solu¢des analiticas para as tensdes
em uma viga ortotrépica, que a direcdo do eixo x coincide com uma das dire¢des
principais, sdo dadas conforme [Lekhnitskii (1968). Além disso, é possivel também
apresentar a equacdo da deflexdo méxima, escrita como:

qanlt  qb*P ( 8”%6). 621)

Omax = v

8] 80

sendo que, o primeiro termo da equagdo é devido a teoria elementar, e o segundo

é a corregdo obtida com base na teoria mais exata da elasticidade plana. E possivel
também determinar a curvatura da deflexdo que a viga sofre, através da equagéo:

2
u(x) = % (6 - ax + ). (6.22)
O primeiro resultado é investigar a convergéncia do IGABEM e do MEC conven-
cional. Para este propdsito, os resultados numéricos no ponto de deflexdo méxima,
sdo listados na Tabela E possivel constatar que os resultados em ambos os méto-
dos se aproximam da soluc¢do exata a medida que o nimero de elementos aumentam.
Entretanto, é visivel que a utilizagdo do IGABEM é muito mais eficiente que o MEC
com elementos constantes. No IGABEM foi possivel chegar a um erro 0,0016% com
824 DOFs, enquanto que no MEC convencional com 12600 graus de liberdade, foi
alcancado um erro de 0,45%. Nédo conseguimos aumentar a quantidade de DOFs no
MEC convencional por falta de memoéria RAM do computador.
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OMAX OMAX

DOFs IGABEM  Erro % DOFs MEC (constante) Erro %
104 0,00058194 15,56 2100 0,00060872 11,6
184 0,00063694 7,58 3360 0,00064172 6,89
264 0,00065779 4,56 5040 0,00066136 4,04
504 0,00067998 1,34 6720 0,00067153 2,57
744 0,00068767 0,22 9240 0,00068001 1,34
824 0,00068923 0,0016 12600 0,00068614 0,45

Tabela 6.7: Deflexdo maxima pelo IGABEM e MEC com elementos constantes.

Em seguida, com os deslocamentos calculados, é possivel mostrar a curva da de-
flexao sofrida em cada ponto da extensdo da viga. Estes resultados sdo apresentados
na Figura na qual é comparada a IGABEM com 824 DOFs e a solucdo analitica.

7,0E-4 1
6,0E-4 -
5,0E-4

o IGABEM] |
Analitica

0O 20 40 60 80 100
comprimento da viga

Figura 6.22: Curva do deslocamento da viga.

Finalmente, a Figura[6.23 mostra a viga deformada em verde, em relagao a viga
nao deformada, em preto.

Figura 6.23: Viga ndo deformada em preto e deformada em verde.
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6.4.2 Viga engastada em ambos extremos

Agora, na aplicacdo realizada aqui, é considerada uma viga engastada em ambos
os lados, conforme apresentado na Figura Sendo o comprimento [ = 100mm e
altura b = 1mm. Os demais dados, sdo iguais ao utilizado no problema anterior.

2 7%

/ /

% é

y o /
7 %
. l %

" é é

Figura 6.24: Viga engastada em ambos extremos com carga distribuida uniforme-
mente.

As condigdes de contorno para este problema sdo escritas na forma:

ty=t,=0, (x,y) € Ny,

uy =uy =0, (x,v) € Na.
Cc= (6.23)

uy =uy =0, (x,v) € Ny.
A equacdo da deflexdo maxima para viga engastada em ambos os lados é escrita

como:

qaul4
384]

Omax = (6.24)

Ao calcular os resultado numérico pelo IGABEM, foi possivel chegar no resultado
conforme abaixo:

Analitica IGABEM  Erro %
0,00035898 0,00035866  0.089

Além disso, a curva da deflexdo que a viga sofre, é escrita na forma:
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qx*
24E,]

u(x) = (1 —x)* (6.25)

Com os deslocamentos calculados, é possivel mostrar a curva da deflexdo sofrida
em cada ponto da extensdo da viga. Estes resultados sdo apresentados na Figura
novamente mostrando um 6timo resultado numérico, quando comparado ao

analitico.

0,004 —mMM

0,00031
50,0002 -
>< 4

0,0001 -

Defle

0,0000-

0o |IGABEM

Analitica
0,000l —r—+rr——F———mmmm
0 20 40 60 80 100

Comprimento da vida

Figura 6.25: Curva do deslocamento da viga.

Finalmente, a Figura mostra a viga deformada em verde, em relagdo a viga
ndo deformada, em preto.

Figura 6.26: Viga ndo deformada em preto e deformada em verde.
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Capitulo 7

MEC isogeométrico acelerado pelo
método dos multipolos

O FMM parte da ideia de Barnes e Hut (1986) em que o dominio é discretizado em
elementos para construir uma estrutura de drvore, como mostra a Figura Nesta
estrutura, sdo separados em relagdo a cada ponto fonte, os ditos pontos préximos
(que sdo trabalhados com 0 IGABEM a partir de integracdes diretas) e os ditos pontos
distantes (que sdo trabalhados com o IGABEM-FMM).

Etapas

. [ . L] 0
. .
S I R AP i
[ ™ E
. . !
a) * b) ¢
i
3 " g
[ ] . : [ ] . : i
° .
3

[ B o |

C) [ ] d} L ]

Figura 7.1: Modelo de subdivisdo de células proporcionando uma estrutura de
arvore hierdrquica quaterndria para uma malha 2D.

Para construcdo dessa drvore hierdrquica, primeiro obtém-se a discretizacdo do
dominio interno a um quadrado, que é determinada de etapa zero, chamada nessa
etapa de célula pai, como mostrado na Figura [7.Ta. Em seguida, é dividido o
quadrado da etapa zero, em quatro partes iguais, determinando assim a etapa um,
e as células denominadas de filhas, Figura . Assim, é continuado o processo
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de divisdes de cada célula em quatro novas, Figura [7.If, respeitando o critério de
quantidade desejada de elementos por cada célula (estd célula agora passa a ser
chamada de célula folha). Quando isso acontece, o processo de divisdo da célula é
finalizado, e chega-se na etapa final do nosso processo recursivo, Figura , com a

arvore hierdrquica montada.

Apés a construcdo da arvore, é feita a separacdo das células em trés grupos,
sendo, células adjacentes, bem separadas e distantes, conforme mostrado por [Liu
(2009). A Figura é a mesma apresentada na Figura [7.1d, porém trazida aqui
para que melhor possamos mostrar como déa-se a relacdo entre as células. Entdo,
podemos dizer que, na etapa [ as células sao adjacentes se elas tem pelo menos um
vértice comum, ver “! na Figura Existe ainda outra situagdo de adjacéncia, que
é quando duas células folhas forem de etapas diferentes, elas serdo adjacentes se
o pai de uma das células folhas tiver pelo menos um vértice comum com a outra
célula folha, ver *» na Figura Ja, para que duas células sejam consideradas bem
separadas em uma mesma etapa, | por exemplo, elas ndo podem ser adjacentes na
etapa [, mas suas células pais tem que ser adjacentes na etapa anterior [ — 1, ver 3
na Figura Por fim, uma célula é chamada distante de outra célula se a sua célula
pai ndo for adjacente a célula pai da célula da outra comparada, ver ¥ na Figura

Ap6s a finalizagdo da subdivisdo dos elementos, passamos entdo a realizar as
operacdes do IGABEM-FMM. Esse processo é realizado através de cinco etapas,
sendo eles: duas expansodes (expansdo multipolar e expansdo local) e trés translagdes:
translagdo momento para momento - M2M, translagdo momento para local - M2L e
a translagao local para local - L2L.

Células bem separadas na

tapa /— 1 9
ey)a .

5

. ’ \
I’ N .
L] Etapa /- ] Etapa/
Células distantes comrelagiioa. - |- - - - - - |- ----=-|--=---" " .
} - . - .
folha da etapa /- / eafolhada™ -} R o . . 2 Células adjacentes na etapa/ D
etapa/ 4 - . . |
® T - Células adjacentes com relagdo a

_--7  etapaleetapal—] €D

Figura 7.2: Relagdes entre as células da arvore.

Agora podemos direcionar a solu¢do numérica final do problema em dois grupos,
que ao final, se somam. O primeiro grupo sdo as células adjacentes, as células
proximas do ponto fonte. Estas serdo resolvidas utilizando o IGABEM. O segundo
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grupo sdo as células consideradas bem separadas e as distantes. Estas tultimas
serdo resolvidas com a aplicagdo do IGABEM-FMM. O principal objetivo do uso do
IGABEM-FMM para os pontos bem separados e distantes esta em acelerar o produto
matriz/vetor Ax, em cadaiteracdo do método GMRES. Ao utilizar o FMM, essa matriz
A ndo é formada de maneira explicita durante a multiplicagdo da matriz/vetor. Isso

é 0 que permite acelerar a solu¢gdo numérica.

7.1 IGABEM-FMM para problemas 2D anisotrépicos

Como foi visto, as Egs. e possuem singularidades e sdo tratadas
agora com as fun¢des de Green. Conforme Liu/ (2009), um dos motivos para redugdo
das operagdes no IGABEM-FMM ¢ devido ao fato de que as fungdes de Green ou
os nucleos nos BIEs podem ser expandidos em forma de séries. Por conveniéncia,
continuamos usando o plano complexo para o par cartesiano, onde x representa o
ponto fonte, de coordenadas (x;, x;) e y representa o ponto campo, de coordenadas
(1, y2), escrito na forma:

X — Zp = X1 + Uxy, (7.1a)

y—=z=Wn+ Uy, (7.1b)

em que u sdo as raizes do polindmio caracteristico. As Egs. e repre-
sentam o respectivo ntcleo, e sdo sucessivamente a coordenada do ponto fonte z,
e a coordenada do ponto campo z. Elas sdo utilizadas nas expansdes das solugdes
fundamentais anisotrépicas U e T, na qual, primeiro utilizamos o operador de Green.

G(ZO/ Z) = log(ZO - Z)/ (72)
e sua derivada ,

G'(zo,2) = -2

(7.3)

Substituindo o operador de Green nas solu¢des fundamentais U e T, tem-se:

Uij(z, Zo) = 2Re[qi1Aj1G(zo, Zl) + qizAsz(Zo, Zz)], (74)

Tii(z,z,) = ZRQ[G,(ZO/ z1)8j1(pm — n2)An + G'(z0, 22)g jp(p2my — nl)AiZ]/ (7.5)

Agora, o passo é expandir a funcdo do ntcleo, e, para isso, é introduzido um
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ponto de expansdo z. que é considerado préximo ao ponto campo z, como mostrado
na Figura[7.3] Ou seja,

_ (ZO - Zc) B (Z + Zc)
G(zo,2) = log((zo — zc) = (z + zc)) b4Q+%) Z+2) ;o (76
a Eq. pode ser escrita numa forma mais compacta como:
G(z0,2) = log((zo —z) +log(1~ &),  para &= (j —= ) (7.7)
0™ 4c

Aplicando a Eq. em série de Taylor e realizando os passos algébricos de Reis
e Albuquerque|(2013), chega-se a expressao final do termo de Green na forma da Eq.
(7.8), e da sua derivada na forma da Eq.

L(z)=%, k=0
QMQZEIQQWQMQ—QL ~log(z), k=0 (7.8)
k=0 Ox(2)
ED k>

zk s

- I(z)=0, k=1
G'(0,2) = Y Oz - 2z - 2),  [ka(@) (7.9)
k=1

Iz =% §>1

Dependendo da quantidade de termos utilizados na série de Taylor, a aproxima-
¢do pode ndo ser tdo boa quanto esperado, ou até mesmo ndo convergente.

Quando o operador de Green, Eq. (7.8), é expandido em diferentes ntimeros de
termos da série e 0 mesmo mostra-se convergente, podemos dizer entdo que, esses
resultados sdo satisfatérios, com o ponto de expansdo préximo do ponto campo. E
portanto, o termo de Green inserido nas solugdes fundamentais U e T também serdo.
Estes resultados também demonstram importancia para as fases subsequentes do
IGABEM-FMM, uma vez que partem dessa primeira etapa, e em seguida realizam-se
as expansdes das solu¢des fundamentais.

7.1.1 Etapas do IGABEM-FMM para os ntcleos Ue T

Apbs obter uma forma de aproximacdo para os termos singulares das solugdes
fundamentais, U e T, através da expansdo em séries, utilizando o operador de Green,
vamos agora mostrar as equagdes para cada etapa do IGABEM-FMM, conforme a
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insercdo das solugdes fundamentais, reescritas com o operador de Green, Egs. (7.4)

e (7.5) na BIE Eq. (5.18), que fica escrita como:

cij(z)ui(z) + fZRe[G'(Zo, z1)gj1(p1m —n2)An + G’ (20, 22) g j2 (U211 — nl)Aiz]uj(z)dF(z) =
r

sze[QilAﬂG(Zo, z1) + qinA pG(zo, 22)]t]-(z)dl"(z). (7.10)
r
As equacgdes que definem as etapas do IGABEM-FMM seguem a notagdo por

pontos complexos. Assim, é considerado dois fragmentos do contorno I', um que
contém o ponto fonte e outro que contém o ponto campo, como mostra a Figura

X ¥/ ----> Expansdo multipolar

7 Ponto Campo

7 ----> Translagdo momento para momento

----> Translagcdo momento para local

——> Contorno T

L Zr! ----> Translacao local para local
Z : B
L ! ----> Expansao local
V.
Contorno I« J/ZO

Ponto Fonte

Figura 7.3: Notagdo complexa e os pontos relacionados para o processo IGABEM-
FMM.

7.1.2 Expansdes em multipélos (momentos)

Para inicio do processo, seja considerado a Figura na qual, chamamos de
ponto intermedidrio z. o ponto préximo do ponto campo z. Essa é a primeira etapa
do FMM, chamada de expansdo multipolar. Considerando que |z — z.| << |zg — 2],
e assim, usando as expansdes das Egs. e e substituindo nas solugdes
fundamentais de U e T, Egs. e (7.5), e integrando-as conforme os termos da Eq.
(5.18), chega-se na expansao multipolar para ambos os casos, escrito na forma das

Egs. (711) e (712)

2Re f[qimAij(ZO/ Zm)]tj(z) = 2Re Z Ok(zom - Zcm) f tjq:'mAijk(Zm - Zcm)dr/ (711)
r k=0 Te

ntcleo U- My (z¢p):momento
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2Re fr (G0, 20) gttt = 1) Auu|12) =

2Re Z Ok(zom - Zcm) f ujgim([’lmnl - HZ)Aijk—l(Zm - Zcm)dr/ (712)
I

k=0

ntcleo T— My (z¢):momento

parak>0em=1,2.

7.1.3 Translacdes momento para momento - M2M

Considere agora que, o ponto z, seja deslocado para outra posigdo, o qual cha-
mamos aqui de localizacdo z,. Portanto, um novo momento pode ser calculados. E
assim, a translacdo M2M para a integral da solugdo fundamental U e T sdo escritas

como:

k
Mk(zém) = Z Ik—l(zcm - Zém)f thimAijl(Zm - Zcm)dr/ (713)
1=0 Te

ntcleo U—>M12 (zem)

k
Mk(zém) = Z Ik—l(zcm - Zém) f Z’ljgirrz([vlmnl - n2)A]'mIl(Zm - Zcm)dr/ (714)
1=0 Ie

nucleo T—>Z\7I;2 (Zem)

parak>0em=1,2.

7.1.4 Translac6es momento para local - M2L

Ap6s as duas etapas, expansdo multipolar e translagio do momento para mo-
mento, relacionadas ao ponto campo, vamos agora realizar a translacdo no ponto
fonte. Considere entdo um ponto z; préximo do ponto fonte z,, como pode ser visto
em uma analogia na Figura Assim, considerando que |z, — zpi| << |z1; — z|, as
equagdes para as translagdes M2L sdo escritas como:

ZReftjqimAij(Zom,Zm)dr:
T.

ZRQ[ Z (—1)k[ Z Okm+lm(sz - Zcm)Mkm(Zcm)l Ilm(zom - Zcm)l; (715)
1=0 k=0

nucleo U— Ly, (z1,):M2L
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2Ref Ui im(UmM — 12)A G’ (Zom, zm)dl =
Ic

[0e]

ZRe[ Z (_1)k[ Z Okm+lm(ZLm - Zcm)Mkm(Zcm)l Ilm(zom - Zcm)l- (716)
k=0

1=0

ntcleo T— Ly, (z1,,):M2L

As Egs. (7.15) e (7.16) sdo denominadas expansdes locais, e sdo validas para
m = 1,2. e k > 0. Note que apenas o termo em destaque em cada equagdo é
considerado na translagdo M2L.

7.1.5 Expansoes local para local - L2L

Por fim, é realizada a segunda translacdo. Ou seja, considerando a translagdo do
ponto z; para um ponto ponto z;, é possivel escrever as equagdes dessa etapa como:
4

2Re f ] 9inA G (2o, 2) |dT = 2Re[ Y

FC 0

p—I1
1=0 k=

Im(Z,Lm - ZL)Ll+k(zlm) Ipm(zmo - Z,Lm)l (717)
k=0

nicleo U—Ly,(z;,):L2L

p-I1

2Re£uj[gim(ymnl—nzAij’(Zo,Zm)]df = 2Re[Zp:

Im(zlim — Z1)Lisk(Zim) Ipm(zmo_Z’Lm)]
1=0 k=0

ntcleo T—Ly,(z, ):L2L

Lm

(7.18)

As Egs. e demonstram a dltima etapa para o processo do IGABEM-
FMM. Demais detalhes das equagdes apresentadas nesta se¢do, podem ser consul-
tados em Junior, Albuquerque e Reis| (2016), toda teoria do IGABEM-FMM pode
ser vista em |Liu| (2009). Algoritmos para as etapas do IGABEM-FMM podem ser
consultados ainda em Pfalzner e Gibbon| (2005) e em |Anisimov e Stewart (2019).

7.1.6 Passos para construcao do algoritmo IGABEM-FMM

Apo6s a apresentagdo das equagdes para cada etapa do IGABEM-FMM, vamos
entdo mostrar como se dé a construgdo do algoritmo com base numa representagao
de um modelo discretizado. Sendo assim, para apresentar o passo a passo das etapas
do algoritmo, seguiremos o dominio discretizado para um plano 2D em elementos
de contorno, como mostrado de uma forma esquemadtica na Figura
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1,

X2

Figura 7.4: Dominio discretizado em elementos de contorno.

Primeiro passo: a inicializacdo do algoritmo comega a partir da discretizagao
através do IGABEM. Essa discretizacdo é dada pela NURBS, que sdo construidas
por elementos de Bézier. Diante dos nés alocados, sdo definidos os niveis e como
cada né estard agrupado por cada célula. Assim, com essas informacdes, pode ser
realizada a criacdo da estrutura da arvore hierarquica.

Entdo, seja considerada a Figura A primeira etapa na construc¢do do
algoritmo, chamaremos de nivel 0, que pode ser visto na Figura Nesta fase, é
construido o retdngulo de referéncia que mapeia todo o dominio discretizado. Em
seguida, o retangulo da nivel 0 é subdividido em 4 retangulos de proporgdes iguais,
como mostrado na Figura Este novos retangulos, serdo entdo chamados de
células do nivel 1, caso exista né em seu interior. Dando continuidade ao processo
de refinamento, novamente dividi-se cada célula do nivel 1 em 4 novos retangulos
iguais, e aqueles que possuem né no seu interior sdo denominados de células do
nivel 2. Assim, é repetido a divisdo dos retangulos de cada nivel até se alcancar a
quantidade minima de nés por célula, como mostram os niveis 3 e 4, representado
pelas Figuras e respectivamente. E por fim, as células que ndo podem ser
mais divididas, por existir apenas um né em seu interior, sio chamadas de células
folhas, como as em azul na Figura Para o exemplo adotado na Figura
tem-se entdo, uma estrutura de células que pode ser representada na forma de uma
arvore hierdrquica quaterndria, igualmente aquela vista na Figura
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Figura 7.5: Passos para discretizacdo do dominio até formar a arvore hierdrquica

Segundo passo: é construida a sequéncia upward, que trata-se de agrupar os
pontos campos, considerados distantes do ponto fonte, e também a fase em que
sdo determinados os calculos dos momentos multipolares. Esta etapa precisa ser
calculada a cada nova iteragdo da solugdo, porque esses momentos envolvem a
integracdo dos ntcleos U e T. Assim, a partir da Figura que foram obtidas
todas as celular folhas e pais, sdo entdo determinados os locais das expansdes dos
momentos, que sdo os pontos z, isto é, o centro de cada célula folha, e os locais de
translagdes do M2M, dado pelos pontos z'c, que é o centro de cada célula pai, isso
pode ser visto na Figura E assim, ap0ds a definicdo destes locais, comecam os
célculos.

Para uma explicacdo um pouco mais didética, é destacado a célula pai onde
contém os noés 16 e 17, na regido superior direita da Figura Entdo, primeiro
sdo calculadas as expansdes multipolares para cada célula folha, no ponto z., através

das Egs. (7.11) e (7.12), como mostrado na Figura Em seguida, a partir do

centréide das células folhas, as transla¢des multipolares sdo calculadas somando os
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—> Expansédo multipolar
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4 ® Nos/elementos
& ~
i A Centro da célula filha / folha
B Centro da célula pai
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Figura 7.6: Mostragem geral das expansdes e transla¢gdes multipolares.

momentos multipolos das suas células filhas, ou seja, a translagdio M2M é calculada
no centréide de cada célula pai, sob o ponto z, através das Eqs. (7.13) e (7.14).

° N6/elemento

@ nNo/elemento A Centro da célula filha

A centro da célula filha B Centro da célula pai

—> Expansdo multipolar

—> Expansdo multipolar

= =>Translagdo M2M

(a) Momentos (b) M2M

Figura 7.7: Etapas do upward: (a) expansdo multipolar e em (b) translacdo M2M.

Terceiro passo: é construida a sequéncia downward. Para iniciar essa etapa, sdo
enviadas as informagdes dos pontos das células pais onde contém os pontos campos,
para o ponto da célula pai onde contém o ponto fonte. Isso é representado no maneira
geral através da Figura na qual, em modo de exemplo, é destacado o ponto 1,
Figura como o ponto fonte.

Note que, nesta etapa é preciso definir o grupo, na qual cada célula encontra-se
em relacdo a célula que contém o ponto fonte. Sendo, as células adjacentes (se elas
tém pelo menos um vértice comum), as bem separadas (se na mesma etapa elas
ndo forem adjacentes), e as distantes (se a célula pai ndo for adjacente na mesma
etapa). Isso é bem mostrado na Figura perceba que para o exemplo escolhido,
sdo necessarios dois niveis de M2L, o nivel 2 que sdo todas as células bem separadas
e distantes, e o nivel 3, pois existem duas células pais adjacentes ao pai da célula do
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ponto fonte, e por isso 0 M2L ja faz a transla¢do direto para o centro da célula folha
onde hé o ponto fonte.

/
/r/ y; }l
pd
L/ ’ A
/ 4 e
/ R

e / / Ve .

/ / / e /'/
- / 7 o e
: . /] e

*! / ./ /. / /. \
et 77 - - Nivel 2
. / e 7~ /'/ ~
}1 ./ S, - /_/' \ — . > Translagao M2L

: / . ya 7~ "
¥ VSR

\ 11/, ,//./,-’ Nivel 3

/A e
-5_ Sl - \_.__/./ Translagao M2L
T v Célula de referéncia,
| = .1 N DI S contém o ponto fonte

Figura 7.8: Esquema das transla¢des M2L dos pontos campos para o ponto fonte.

De maneira semelhantes a Figura para uma melhor diddtica de explicagdo
das etapas M2L do nivel 3, L2L e a expans&o local, vamos destacar apenas as células
pais onde contém os pontos campos e ponto fonte, como mostrado na Figura

Célula que contém os

pontos campos (2)

[ ] Né/elemento
A Centro da célula filha

Célula que contém

M Centro da célula pai

o ponto fonte (Z,) -~

’ —> Expansdo multipolar
;

.
"

zL v ’./ A Centro da célula filha
4 n

- - > Translagdo M2M

/ Centro da célula pai
zﬂ - — .- Translagdo M2L

— — Translagdo L2L

...... > Expansdo local

Figura 7.9: Etapas M2M, L2L e L2L. A célula em cinza contém o ponto fonte.

Assim, ap0s as defini¢des dos grupos de cada célula, e dando continuidade na
Figura é entdo realizada a etapa M2L do nivel 3. Esta etapa é considerada
a unido do processo upward com a etapa downward, sendo a downward a segunda
parte da estrutura hierdrquica das arvores. Portanto, na etapa M2L do nivel 3, os
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momentos serdo transladados do centro da célula pai dos pontos campos, para o
centro da célula pai onde contém o ponto fonte. Isso é feito através das Eqgs. (7.15)
e (7.16). E em seguida inicia-se a tltima translagao, através da operagdo L2L, que
ird transladar as informagdes no centro da célula pai para o centro da célula filha,
até que se alcance o centro da folha. Isso é feito, ativando as Egs. e (7.13).
Uma vez calculadas as informagdes no centro da célula folha, em cinza na Figura[7.9}
agora é preciso apenas realizar a expansao local para o né do elemento de contorno.

Quarto passo: Por fim, nessa estrutura, as células sdo separadas em relacdo a
cada ponto fonte que a contém, os ditos pontos proximos (que sdo trabalhados com o
IGABEM a partir de integracoes diretas) e os ditos pontos bem separadas e distantes
(que sdo trabalhados com o IGABEM-FMM), como serd mostrado adiante. Portanto,
as integrais da Eq. devem ser resolvidas conforme os grupos das células,
sendo perto ou longe. Por isso as integrais devem ser reescritas na forma:

2Ref G'(z0,z1)g 1 (u1m1 — np)Apnu;dl + 2Ref G'(z0, 22)g jp(p2m1 — 11)Appu;dl .

rpertu r"””s‘-’
IGABEM IGABEM-FMM
(7.19)
2Re f ql‘lA]“l G(Zo, zl)tde’ + 2Re f QiZAjZG(ZO/ Zz)t]dr . (720)
Fperto I‘long['

IGABEM IGABEM-FMM

No apéndice [B| é apresentado o Método dos Minimos Residuos Generalizados -
GMRES, que ¢ utilizado na solugdo iterativa do problema.
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Capitulo 8

Resultados numéricos para o MEC
isogeométricos acelerado

Ap6s a verificagao da robustez dos resultados numéricos apresentados na segaol6}
através da formulacdo do IGABEM. Nesta sessdo, sdo entdao mostrados os resultados
numéricos para a formulagdo final, que foi o objetivo principal desta tese, que
trata-se da unido do IGABEM com o FMM. Assim como na secao [p| aqui também
é analisada a eficiéncia e robustez da formulagdo com aplicagdes em problemas
elasticos quase-isotrépicos, anisotrépicos e ortotrépicos. Problemas para avaliar a
velocidade da formulagdo, bem como a capacidade de armazenamento de dados, ao
utilizar modelos discretizados em milhares de grau de liberdade.

8.1 Cavidade circular em meio infinito

Em geral, problema de dominio infinito e semi infinito sdéo bem modelados pelo
MEC quando se é conhecida a solugdo fundamental para a equagdo que modela
o problema. Na actstica, em andlise de ruidos, em problemas de fluidos, como
escoamento em reservatério de petrdleo, sdo alguns exemplos. Para o problema a
ser simulado nessa secdo, considera-se uma cavidade circular em um meio elastico
infinito com pressurizagdo interna P, que encontra-se submetida a uma forca de
superficie t,, na dire¢do radial, em todo dominio circular, como mostra a Figura

Neste problema sdo consideradas as seguintes simplifica¢des e informagdes geo-
métricas:

1. E considerado um problema 2D, cuja cavidade circular possui raio interno , e
raio externo r., conforme mostrado na Figura

2. E assumido que a pressdo P é uniforme e atuante em toda extensdo interna
a cavidade circular, com deslocamento na direcdo radial u,, e por isso, as
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Figura 8.1: Representagdo da cavidade circular pressurizada em meio infinito.

condi¢des de contorno para este tipo de problema devem ser t, = —p para o
raio da parede interna 7,.

3. A geometria do modelo foi construida com uma NURBS(N;), sendo N; a
circunferéncia geométrica, cujo raio r parte do centro de origem em (0, 0),
como pode ser visto um modelo representado pela Figura

@® Pontos Fontes
X Pontos de Bézier
[ ]

Pontos de Controle
Curvas NURBS

Figura 8.2: Discretizacdo da cavidade circular da Figura

Este exemplo representa um problema de estado plano de deformacao, e, para
aplicagdo numérica, é considerada a condigdo de contorno apresentada na Eq. (8.1),
sendo t, a forca de superficie na diregdo normal e t,,,, a forca de superficie na direcao
tangencial.
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Condig¢des de contorno = { t, = =100 tye =0, (x,v) € Ny. (8.1)

A simulacdo é realizada com base nas informacoes apresentadas na Tabela

Varidveis do problema Valores Varidveis do problema Valores

Elasticidade longitudinal E; =2.07 GPa Moddulo de Cisalhamento Gy, = 94499,9 GPa
Elasticidade transversal E; =1,01 GPa Pressao interna P=100N

Coeficiente de Poisson 112 =0,1

Tabela 8.1: Propriedade mecanicas do material e pressdo interna: cavidade circular.

Os resultados para o deslocamento radial sio comparados com a solugdo analitica
deste problema, conforme apresentado por Chandrasekharaiah e Debnath/ (2014):

(1 + v)pr?
U, = Tp (82)

8.1.1 Validacao MEC isogeométrico FMM

Nesta segdo sdo apresentados os primeiros resultados como forma de validacado
da formulagdo do IGABEM-FMM. Nesta investigagdo é avaliado o efeito do niimero
de termos na expansdo multipolar, a influéncia da quantidade de elementos de
contorno por folha, bem como a convergéncia da solu¢do numérica, ao passo que a
malha é refinada.

Para inicio dos resultado numéricos do IGABEM-FMM, primeiro é realizada toda
etapa conforme mostrada na segdo Portanto, dada as informagdes geométricas
para o dominio a ser modelado, é construida a estrutura da drvore hierdrquica que
contém os dados necessdrios para serem enviados para o algoritmo do FMM. No
Apéndice [C| ¢ mostrado em detalhes 0s parametros de saida para um exemplo de
uma arvore hierarquica. Neste contexto, é importante apresentar alguns termos
escritos no algoritmo computacional, que sdo utilizados na analise numérica para os

diferentes problemas simulados. Sdo eles:

e maxEf - E a quantidade de elementos de contorno que a folha agrega;
e nivA - E a quantidade de niveis permitidos na &rvore;
e ExpM - E a quantidade de termos utilizada na expansao multipolar;

e ExpL - E a quantidade de termos utilizada na expansao local.
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Portanto, com as informagdes de refinamento da malha, grau da NURBS, quanti-
dade de niveis da drvore e quantidade de elementos de contorno por folha, é possivel
criar a drvore hierarquica como mostrado na Figura[8.3]
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\ /
e N s

\Lﬁr’/k \#Q/H’
(a) (b)

Figura 8.3: Estrutura em arvore para uma cavidade circular, construida com NURBS
de grau p = 4 e 20 pontos fontes, (a) numerac¢do dos nds e (b) numeracédo das células.

Note que a Figura [8.3] possui um elemento de contorno por célula, que, desta
forma, assemelha-se com o MEC convencional, onde cada ponto fonte interage
diretamente com um ponto campo. Obviamente que a ideia ao utilizar o FMM néo é
essa, mas sim, que uma dada quantidade de elementos de contorno dentro de uma
célula seja realocados através da expansdao multipolar, e esse grupo possa interagir
com um ponto fonte. Isso pode ser verificado na Figura[8.4nas células em destaques,

como se relacionam os seis pontos campos dentro de uma célula com o ponto fonte.

TN

14 16 \17
a4

15

8 11

N e

\....,._.-'

Figura 8.4: Estrutura de drvore com multiplos elementos por folha.
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Na Figura [8.5 mostra-se o erro normalizado, Eq. (6.5), entre a solugio analitica
para o deslocamento radial Eq. (8.2), e as solugdes numéricas pelos IGABEM e
IGABEM-FMM, calculados no contorno da cavidade circular. Foi utilizada uma
geometria circular de raio 7, = 3, com um total de 10 pontos de integragdo. Além
disso, para o IGABEM-FMM foi utilizado 1 elemento de contorno por folha, e as
expansoes ExpM = ExpL = 8.

Por ser um problema ndo muito complexo para ser resolvido, este tem uma
convergéncia muito rdpida para ambos os métodos. Note por exemplo, que a norma
do erro é baixa, por volta de 107*, mesmo com poucos pontos fontes. Por fim, é
possivel verificar que os dois métodos, nestas configuragdes, sdo semelhantes.

6x 10 |
- 4x10‘4—; -
LE J
2x10™ o IGABEM ||
] --o-- |GABEM-FMM
0,00 0,05 0,10

1/n

Figura 8.5: Erro normalizado para o problema de cavidade circular.

Por se tratar de um problema em meio infinito, agora é analisado a eficiéncia das
metodologias no célculo dos deslocamentos em pontos externos a cavidade circular.
Na Figura[8.6/é mostrado de forma esquemadtica a representacdo do modelo, na qual
foi selecionado alguns pontos de forma aleatdria para calcular o deslocamento. Os
resultados agora levam em consideragao a anédlise do efeito da variagdo da quan-
tidade de termos utilizado na expansdo multipolar - ExpM e na expansao local -
ExpL. Na Tabela sdo apresentados estes resultados. Nesta, é mostrada quando o
raio da cavidade é r, = 3, com a geometria possuindo 39 pontos fontes, nos quais,
cada célula da drvore possui no maximo, até 4 elementos por folha. E possivel ob-
servar a influéncia da quantidade de termos nestas expansdes, o quanto melhora os
resultados numéricos no IGABEM-FMM comparando-se com a solugdo analitica.
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Figura 8.6: Pontos de cdlculo em nés externos a cavidade circular.

=3 Anadlise de deslocamentos em elementos externo a cavidade
IGABEM-FMM noé noé noé noé noé
1/1 1.930x 107 2.253x107™* 4.105x107* 3.704x107* 2.667 x 1074
2/2 1916 x 107 2.239x107* 4.098x107* 3.679x107* 2.653 x 107*
4/4 1.906 x 107 2228 x 107* 4.083x107* 3.667 x 107* 2.644 x 1074
8/8 1.906 x 107 2227 x107* 4.082x107* 3.667 x107* 2.643 x 1074

IGABEM 1.905x 107% 2227 x10™* 4.081x10™* 3.666x107* 2.642x 1074

Tabela 8.2: Deslocamentos em pontos externos para o problema de cavidade circular.

Com os resultados desta secdo é possivel verificar a eficiéncia da metodologia
proposta do IGABEM-FMM, com resultados acurados e convergentes ao passo que
refina-se a malha e aumenta-se a quantidade de termos das expansdes. Com respeito
aos resultados numéricos variando a quantidade de elementos por folha da arvore,
nao foi verificado valores com grandes diferengas, e portanto, ndo sdo mostrados.

8.2 Distribuicdo de tensoes tangenciais ao longo da cir-

cunferéncia do furo

Considere uma placa de dimensdes infinitas com um furo circular, submetida a
uma forca ¢ no sentido principal em x, como mostrado na Figura Perceba que
nesta aplicacdo, como mostra a figura, é considerado um angulo ¢, que descreve o
sentido da fibra no laminado, ou seja, é a representacdo de um modelo anisotrépico,
sendo que, quando ¢ = 0° ou 90° passa a ser também ortotrépico. Nestas condicdes,
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a direcdo x é o plano formado por (x’, ') que sdo as coordenadas da lamina, enquanto
que o plano (x, y) representa as coordenadas do laminado.
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Figura 8.7: Placa com furo em plano infinito com tensdo uniforme na direcdo x,
sendo (x’, y’) as coordenadas da lamina e (x, y) do laminado.

Conforme [Lekhnitskii| (1968)), a equagdo que representa analiticamente a tensdo

tangencial no furo, o na Figura[8.7, é dada por:

0o :6%{ [— cos” ¢ + (k + n) sin® (p] kcos® 0 + [(1 + 1) cos® ¢ — ksin’ (p] sin” 6
' (8.3)
—n(1 + k + n) sin @ cos ¢ sin O cos 6},

sendo 0 o angulo polar medido a partir do eixo x e Ey é o médulo de Young na
diregdo tangente ao contorno da abertura que esta relacionado as constantes elasticas

na direcdo principal, escrito na forma:

sinf0 (1 201\ ., ,, cost6
— — _ 20 ) g ) 4
Eg { E + (G E )sm 0 cos” 0 + L (8.4)

Por fim, as constantes k e n também sdo dependentes das contantes do material,

escritos como:

|E . E E
k:—ulyzz E—l, n:—z(y1+y2): \/Z(E—l—vlz)'i'c—llz. (85)

Ou podem ainda ser escritas na forma dos parametros complexos ;, que sdo as

raizes da equacgado
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4
K, (l _ @)Hz s Lo (8.6)

Para simulagdo computacional deste problema, considere a geometria mostrada
na Figura criada com curvas NURBS N;. As suas respectivas condi¢gdes de
contorno, sdo apresentadas na Eq. (8.7).

10 ~ ®' N3

2 4 6 8 10
1

Figura 8.8: Ilustracdo de um quarto da placa com furo, tracionada no sentido x.

ty=uy, =0, (x,y) € Ny,
tyr=0, ty,=0, (x,v) € Na
Condic¢des de contorno = { £, =t, =0, (x,y) € N3, (8.7)

uy=t, =0, (x,v) € Ny,

ty=1ty =0, (x,y) € Ns.

Aplicacao: Nesta secdo, é realizada a simulacdo computacional, considerando
trés diferentes tipos de materiais anisotropicos. Portanto, considere agora, a ge-
ometria computacional, Figura de raio = 1m, largura = 10m e altura = 10m,
construida com NURBS de grau p = 4, condi¢des de contorno como apresentadas
na Eq. e tracdo uniaxial 6 = 1. Além disso, foram utilizados um total de 150
pontos fontes, igualmente distribuidos, sendo 30 por NURBS N;, com propriedades
elasticas apresentadas na Tabela conforme pode ser consultadas em Daniels e
I[shail (2006).
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Boro / Aluminio (B4/6061-Al) Tecido de carbono / Fenélico Carboneto de silicio/ Al

Propriedades Valores Propriedades Valores Propriedades Valores
Elasticas Elasticas Elasticas

E; 235 GPa E; 20 GPa E 204 GPa
E, 137 GPa E, 19 GPa E, 118 GPa
Glz 47 GPa G12 6, 8 GPa G12 41 GPa
V12 0, 30 V12 0, 23 V12 0, 27

Tabela 8.3: Propriedades eldsticas para aplicagdo das tensdes tangenciais.

Com base no material de Carbono / Fendlico, sdo apresentados os resultados na
Figuras|8.9|e A primeira avalia¢do, tem como objetivo o efeito da quantidade
de termos das expansdes multipolar e local, utilizados no IGABEM-FMM. Para tal,
foi gerada uma arvore hierarquica com no maximo cinco elementos por célula, como
mostrado na Figura Nas Figuras e sdo mostrados os resultados nu-
méricos para as tensdes tangenciais 0y, em torno da circunferéncia do furo circular
para o caso ortotrépico, com ¢ = 0. E possivel verificar que na Figura quando
utilizados apenas 1 ou 2 termos da expansao, os resultados ndo sao bons, porém,
comega a melhorar a partir da utiliza¢do de 4 termos. Na Figura sdo compa-
rados o IGABEM-FMM com 8 termos da expansdo, IGABEM e a solugdo analitica.
Neste, os valores foram muito bons comparado ao analiticos. E na Figura sdo
mostrados os erros para cada caso analisado, calculados através da equagéo:

)

MAX|S,|

1/2
(/S = Su

erro = (8.8)

sendo S, e S, as solugdes analiticas e numéricas, respectivamente.

4- —o— IGABEM-FMM (E)I(pM/ExpL ='4) ' ¢
—A— |GABEM-FMM (ExpM / ExpL = 2) \
_ —0— IGABEM-FMM (ExpM / ExpL = 1 i
8 34 B
(&)
@
o 2 .
C
!
@] 1_ i
(D
2o
< 0
|_ .
14
k 0,0 0,5 1,0 1,5
% Circunferéncia N

(a) (b)

Figura 8.9: Tecido de carbono/Fendlico: (a) Arvore hierdrquica, (b) tensdo tangencial
em Og.
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: Tecido de carbono / Fendlico: (a) tensdo tangencial em og e (b) erros.

Vale comentar que, nas regides préximas dos limites da circunferéncia, os resulta-
dos numéricos apresentaram sempre um pouco mais de dificuldade em acompanhar

o analitico, isso pode ser justificado por que préximos dos limites ocorrem varia¢des
bruscas dos valores das tensodes.

Nas Figuras e sdo apresentados os resultados para og para os outros
dois materiais anisotropicos mostrados na Tabela 8.3l Ambos os resultados numé-
ricos, como pode ser visto, também apresentaram 6timos comportamentos quando

comparados com os resultados analiticos, e além disso, os erros calculados né a né

mostrado nas Figuras e confirmam a qualidade dos resultados.
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Circunferéncia N,
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Figura 8.11: Boro / Aluminio: (a) tensdo tangencial em oy e (b) erro.

E possivel também mostrar as deformagdes em cada laminado, causado pela apli-

cagdo da forga. Na Figura[8.13] sdao mostrados os 3 diferentes materiais anisotrépicos
apresentados na Tabela [8.3]
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Figura 8.13: Deslocamento das placas: (a) Carboneto de silicio (b) Boro / Aluminio e
(c) Tecido de carbono.
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8.2.1 Custo computacional

A partir deste problema, sdo iniciandas as andlises de custo computacional do
IGABEM-FMM comparando-o com o IGABEM. Para estas andlises, foi utilizado a
fungdo Timeroutput() da linguagem computacional julia, na época destas andlises, na
versdo 1.7.2, em um notebook de configuragdes: processador: AMD Ryzen 3 PRO
4450U com Radeon Graphics 2.50 GHz; memoéria RAM: 8,00 GB; com um sistema
operacional de 64 bits, na edicdo do Windons 10 Pro.

Portanto, considere o material de tecido de carbono, como apresentado na Tabela

Os parametros de entrada para o GMRES foram utilizados conforme documen-
tagécﬂ Sendo estes, listados no algoritmo abaixo.
x, flag = GMRES(A,b,

restart=true,

atol=le—6, #tolerancia absoluta de parada baseada na norma residual

rtol=le-6, #tolerancia de parada relativa com base na norma residual

memory=20,

Merwork, # matriz de pre—condicionamento

ldiv=true,

history=true #retorna as normas residuais de cada iteracao)

Sendo a saida da funcdo GMRES, o vetor x contido da solugdo do problema e
o flag que retorna dados estatisticos, como: quantidade de itera¢cdes do problema,
os residuos, bem como informag¢des da operagdo, se conseguiu ser resolvida, se
houve inconsisténcias como a ndo convergéncia do problema. Como parametro de
entrada, tém a A, que é o operador linear que modela a matriz de dimensédo n; b é
um vetor de comprimento 7, 0o GMRES(m) reinicia com a quantidade padrdo para
m = 20. A tolerancia do GMRES foi mantida em 107%, uma vez que os resultados
numéricos apresentados na Figura foi de boa qualidade, Idiv utiliza a matriz
de pré-condicionamento M = rwork, sendo rwork o parametro de saida do FMM. E
por fim, history representa as normas residuais.

Na Figura sdo apresentados os resultados para o tempo de execugdo para o
IGABEM e o IGABEM-FMM, variando a quantidade de graus de liberdade. Como
este ¢ um problema relativamente pequeno, ndo houve a preocupacdo em analisar
um alto nimero de graus de liberdade, a intensdo nesse exemplo é mostrar que o
velocidade de processamento do IGABEM-FMM é melhor, a partir de uma certa
quantidade de DOFs. Isso é claramente mostrado na Figura através da incli-
nagdo da curva de ambos os métodos. No IGABEM-FMM a inclinagdo faz com que
o método, apesar de mais demorado para uma quantidade menor de DOFs, fica
mais rdpido quando superado aproximadamente os 1600 DOFs. Essa certificacao,
fortalece a ideia da teoria do FMM, uma vez que este método é fortemente indicado

L<https://juliasmoothoptimizers.github.io/Krylov.jl/stable/solvers/unsymmetric/#Krylov.gmres>.
Acessado 13/03/2023.
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para problemas com milhares de graus de liberdade, ndo fazendo sentido seu uso
em problemas com poucos DOFs.
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Figura 8.14: Tempo de processamento entre IGABEM e IGABEM-FMM no problema
da placa com furo na quina.

Finalmente, a Tabela 8.4/ mostra quantas itera¢gdes foram necessdrias para o GM-
RES(m) com base em cada quantidade de DOFs. E além disso, é mostrado também
o residuo da dltima iteracéo.

DOFs Iteracoes Residuo

100 15 94x10™*
200 29 2.7x107*
400 27 33x 107
800 22 2.6x10™*

1600 26 3.7x107*
3200 25 1.8x 10

Tabela 8.4: Céalculo do nimero de iteragdes e residuos.

Todos os resultados do IGABEM-FMM convergiram com no méximo 30 iteragdes
usando o reinicio e a matriz de pré-condicionamento. Contudo, é preciso chamar
atencdo a este fato. O GMRES pode consumir uma quantidade de meméria e tempo
de processamento bastante elevados, por isso a ideia do reinicio m do GMRES(m),
conforme mostrou Saad e Schultz| (1986). Assim, quando o GMRES é reiniciado, as
informagdes acumuladas sdo eliminadas e os resultados mais recentes sdo usados
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como valores iniciais para as proximas itera¢des. Contudo, ao reiniciar o GMRES(m)
ele perde a garantia de convergéncia, o que ndo ocorre com o GMRES, que mesmo
sendo mais custoso computacionalmente, garante a convergéncia. Assim, para
contornar o problema do GMRES(m), usa-se a matriz de pré-condicionamento. Esse
é um fato importante porque pode existir situagdes na qual a solugdo sé converge
depois de centenas de iteragdes, usando o GMRES, ou por outro lado, convergir
rapidamente, usando o GMRES(m) com a matriz de pré-condicionamento. Isso foi
visto na prética para esta aplicagdo. Por exemplo, no cdlculo em 200 DOFs, quando
foi usado o GMRES sem reinicio e sem a matriz de pré-condicionamento, foram
necessdrias 61 iteragdes para o método convergir, com um total de 35 segundos. J4,
ao utilizar o GMRES(m) com a matriz de pré-condicionamento, foram necessarias
29 iteracoes (Tabela em um total de 2 segundos (Figura 8.14).

8.3 Placa com multiplos furos circulares

Dando continuidade na avaliagdo de precisdo numérica e custo computacional
do IGABEM-FMM, agora, nesta aplicacdo, é estudada uma placa quadrada de di-
mensdo a X a que encontra-se perfurada com multiplos furos circulares distribuidos
de maneira uniforme. Nesta placa é imposta uma aresta fixa, enquanto que a outra é
submetida a uma tensdo uniforme 6 na dire¢do x, conforme pode ser visto na Figura
Os furos podem ser adicionados de tal forma que sempre a razdo entre a drea
dos furos e a drea da placa seja constante e igual a 12,47%.
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Figura 8.15: Representacdo de uma placa com multifuros circulares.
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Para a simula¢do numérica deste problema, sdo usadas as constantes eldsticas
conforme a Tabela E as condi¢des de contorno, com base na Figura sdo
apresentadas na Eq. (8.9).

Propriedades  Valores
elasticas
E; 20 GPa ty=uy =0, (x,y) € Ny,
E, 19 GPa
G12 6,8 GPa txy =0, ty =0, (x, y) €Ny,
V12 0,23 Cc= (8.9)
G 1 MPa te =1, =0, (x,y) € N3,
Tabela 8.5:  Propriedades we=t, =0, (x, ) € Ny

elasticas para o tecido de car-

bono / Fendlico (DANIELS;

ISHAI, 2006).

Para relagdo das informagdes do IGABEM-FMM, sdo utilizados um total de 08
termos para expansdo multipolar e local, o0 niimero maximo de elementos em uma
folha pode chegar até 50, e a tolerancia para convergéncia do GMRES(m) de 107°.

Com base na representagdo mostrada na Figura[8.15] é possivel construir o modelo
com as curvas NURBS, como pode ser visto na Figura com NURBS de grau
p = 2. Enquanto que na Figura ¢ mostrado a arvore hierdrquica, onde mostra
cada elemento nas células enumeradas.

i 40 42| 46 49
1 A 17 20
AW 3 3 1| s N a
v
™ PR 14 15 18
'
36 7 3| 44
x x ", {-\
27 L/ 3t
b u o o 9 12
¢ ) h
* * 2 6| )30 3B
: :cmtus ‘:0”;2,5. &b U i 10 155)
ontos de Bézier
e Pontos de Controle 22 25 29 31
- Curvas NURBS

(a)

(b)

Figura 8.16: Em (a) modelo construido com NURBS e (b) representacdo da arvere
hierarquica.

Na Figura[8.17]é mostrada a placa original com furos, em preto, e o deslocamento
calculado pelo IGABEM-FMM, em verde, para diferentes configuragdes. Na Figura
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é utilizada 2 X 2 furos, sendo usados 32 pontos fontes no quadrado e em cada
turo, totalizando 160 pontos fontes ou 320 DOFs. Na Figura foi utilizada 3 x 3
furos, sendo usados 40 pontos fontes no quadrado e em cada furo, totalizando 400
pontos fontes ou 800 DOFs. Na Figura foi utilizada 4 x 4 furos, sendo usados
52 pontos fontes no quadrado e em cada furo, totalizando 884 pontos fontes ou 1768
DOFs. Por fim, na Figura foi utilizada 8 x 8 furos, sendo usados 100 pontos
fontes no quadrado e em cada furo, totalizando 6500 pontos fontes ou 13000 DOFs.

O Q O O O
O O O

O O o O O

(a) (b)

O O O Ofldccooaaaa
O O O Ollooooooaa
O O O Ofldccoaaaa
O O O Ollcaooossa

() (d)

Figura 8.17: Placa com furos, sendo em preto a placa original e em verde a placa
deformada.

Este problema da placa com multi furos ndo possui solugdo analitica conhecida.
Portanto, foi buscado na literatura uma maneira de validar os resultados calculados
para o deslocamento através do IGABEM-FMM. Uma forma conhecida, é calcular o
modulo efetivo E,. Para tal, é usado o deslocamento médio da placa, desl,,, calculado
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a partir da solugdo de deslocamento no contorno do quadrado, u, em x = g, e, em
seguida, usa-se para estimar o médulo efetivo, (LIU, 2006), escrito na forma:

_ oa
7 desl,

(8.10)

Com o moédulo efetivo calculado, é entdo feita a divisdo pelo médulo de elas-
ticidade E;, de tal forma que convirja para uma constante que se aproxime da
estimativa que usa a teoria de homogeneizagdo baseada em distribuigdo de defeito
diluido, como mostra Gross e Seelig (2017). A Tabela mostra os resultados para
o moédulo efetivo calculados pelo IGABEM e IGABEM-FMM para placas com quan-
tidades crescentes de furos e diferentes DOFs. Foi estabelecida uma discretizacao
homogeénea, de tal forma que, a discretizacdo do contorno da placa possuisse a
mesma quantidade de elementos de cada furo. Por exemplo, na placa com 6 X 6, tem
72 elementos no contorno da placa e 72 no contorno de cada furo, como sdo 36 furos,
entdo o total de elementos fica 5328 DOFs.

Moédulo efetivo calculado para placa perfurada

Nimero IGABEM IGABEM-FMM (LIU, 2006)
de furos DOFs E.f/Eq E,f/E;  Iteragdbes DOFs E,/E;  Iteragdes
2%2 320 0,716681 0,718512 15 3680 0,697892 25

4x4 1768  0,715825 0,715448 28 13120 0,711998 31
6X6 5328  0,716178 0,716124 19 28320 0,715846 29
8X8 13000 0,716255 0,716911 20 48280 0,717643 28

Tabela 8.6: Comparacdo do célculo do moédulo efetivo obtido pelo IGABEM,
IGABEM-FMM e comparacdo com a literatura.

Como é possivel verificar na Tabela todos os resultados para o IGABEM-
FMM convergiram até um maximo de 28 iteracdes. Além disso, com o aumento
do tamanho de cada modelo, o médulo efetivo avaliado aproxima-se do valor da
constante proposta na estimativa analitica em (Gross e Seelig) (2017).

Ao comparar os resultados obtidos por |[Liul (2006) aos calculados com as for-
mulag¢des do IGABEM e do IGABEM-FMM, é preciso justificar que eles utilizaram
elementos de contorno constantes. Embora sejam menos precisos em comparagao
com os elementos desta tese, que é de ordem superior, ha razdes l6gicas para terem
utilizado. Pois, ao usar elementos constantes, todas as integrais podem ser avaliadas
analiticamente, inclusive os momentos multipolares, assim como as integracdes di-
retas dos nticleos do campo préximo. Porém, para resolver modelos de larga escala,
em problemas com contornos curvos, o uso de elementos constantes para os campos
de deslocamento ndo é tdo eficiente e pode ser necessario um grande nimero de
elementos, isso pode ser verificado claramente na Tabela A diferencas de DOFs,
chega a ser numa escala de milhares de elementos.
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Por fim, é preciso frisar que, ao utilizar as NURBS é necessario usar integragdes
numéricas ou outros esquemas para as avaliacdes diretas das integrais singulares.
Por um lado, isso demanda um custo computacional alto, se necessario utilizar uma
grande quantidade de DOFs. Porém, por outro lado, asintegrais podem ser avaliadas
com mais precisdo em contornos curvos com estes elementos de ordem superior, se
comparado aos elementos constantes. Assim, a precisdo numérica pode ser atingida
rapidamente, e essa grande quantidade de DOFs pode ndo ser necessaria. Isso é o
que fica claro neste problema.

8.3.1 Custo computacional

A primeira investigacdo a ser realizada para o custo computacional do IGABEM-
FMM neste exemplo, é a andlise de tempo para a construgdo da drvore hierdrquica.
Para tal, é usado como referéncia uma placa com 5x5 furos, contendo um total de 624
DOFs. A Figura[8.18/mostra estes resultados. Fica claro que, o tempo da construgao
da arvore diminui ao passo que aumenta-se o niimero de elementos por célula. Isso
ja era esperado, uma vez que, quando se tem um elemento por célula, a drvore é
construida com o méaximo de niveis possivel. E assim, ao passo que é aumentado a
quantidade de elementos por célula, o nimero de niveis da drvore diminui até o nivel
minimo. Essa andlise é importante, pois o custo computacional do IGABEM-FMM
é alterado pela quantidade de operac¢des executadas nas expansdes e translagdes.

1 0 T T T T
8 Tempo dg exec_ugéo da
'g 8 arvore hierarquica
=)
(o))
(V]
2 5 | Elementos
g por folha Tempo
£ 41 T 1 115 segundos
()
é_ 5. | 2 96,9 segundos
G 3 72,9 segundos
0 T T T T T
3 1 5 5 10 4 70,1 segundos
Elementos por folha
Tabela 8.7: Tempo da IGABEM-
Figura 8.18: Tempo de execucdo da FMM com diferentes elementos
arvore para 624 DOFs. por folha.

Note que, quanto maior a quantidade de elementos por folha, menor serd as
operacdo M2M, por exemplo. Porque, como visto na Figura quanto mais
elementos em uma folha, menos niveis da 4rvore teremos e consequentemente a
etapa downward serd menos custosa. Isso é possivel ver claramente na Tabela (8.7, em
que aIGABEM-FMM tende a diminuir o tempo de execu¢do na medida que o niimero
de elementos por folha aumenta. Entretanto deve-se notar que a maior quantidade
de elementos por folha ndo serd sempre a op¢do mais rdpida na IGABEM-FMM. Pois,
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dependendo da geometria, ao aumentar a quantidade de elementos por nés, pode
ser diminuida as quantidades de expansdes multipolares e translagdes M2M, porém
dar-se-a um aumento dos elementos que devera ser resolvido de forma direta, o que
acarretard num processo mais demorado na IGABBEM-FMM.

Na Figura[8.19)é apresentada o tempo de execugio para a placa, com a quantidade
de furos, indo de 2 X 2 a 50 x 50 furos, resultando na variacao de 120 a 60.024 mil
DOFs. Perceba que o IGABEM ndo consegue alcancar a mesma quantidade de
DOFs, uma vez que a memoria RAM é totalmente consumida, entdo paramos em
21624 DOFs. Enquanto que o IGABEM-FMM conseguimos alcangar 60024 DOFs

sem utilizar totalmente a memoéria RAM.

Finalmente, na Figura é possivel constatar que o IGABEM-FMM é uma
formulacdo indicada para problemas com milhares de DOFs. Neste exemplo, a
formulagdo passa a ser melhor quando se aproxima dos 9000 DOFs. Ainda com
relacdo aos valores calculados, foi feita uma anélise do ajuste por regressao linear nos
dados em ambos os métodos, sendo 0 IGABEM resultando em 2,012541, provando
que este possui complexidade de O(N?), enquanto que o IGABEM-FMM resultou
em 1,044919, possuindo ordem de complexidade préxima do O(N) no tempo de
processamento. Assim, diante dos resultado em mais essa se¢do, conclui-se que a
formulacdo desenvolvida é precisa e é mais eficiente em custo computacional do que
IGABEM ao passo que a quantidade de DOFs aumenta.
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Figura 8.19: Tempo de processamento entre o IGABEM e o IGABEM-FMM no pro-
blema de placa com multifuros.
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Capitulo 9
Conclusoes

Esta tese apresentou duas formulagdes numéricas, IGABEM e IGABEM-FMM,
aplicadas a problemas da elasticidade plana anisotrépica. Nestas aplica¢cdes a solu-
¢do fundamental anisotrépica de Lekhnitskii foi utilizada, e nela as singularidades
foram regularizadas de forma bem sucedida. A do tipo fraca, do ntcleo de des-
locamento, foi tratada com o método da transformada de Telles, enquanto que a
singularidade forte do ntcleo da forca de superficie, foi tratada pelo método da
subtragao de singularidade.

As fungdes de forma utilizadas neste trabalho foram as NURBS. E assim, foi
possivel utilizar a mesma representacdo matemadtica do CAD na anélise estrutural,
evitando a geragdo de malhas e fornecendo representagdo exata para maioria das
geometrias complexas utilizadas na andlise de engenharia. As NURBS escritas de
maneira convencional pelo processo de Cox-de-Boor pode ser custosas computaci-
onalmente. Por causa do processo recursivo que utiliza, por isso, neste trabalho foi
utilizada um processo direto, que possui menor custoso computacional, que é a de-
composicdo de Bézier. Ao utilizar essa forma direta ndo obtivemos nenhuma perda
das propriedades de continuidade. Esse procedimento tornou, a IGABEM similar
ao método dos elementos de contorno convencional. Assim, ao utilizar a IGABEM
com a soluc¢do fundamental anisotrépica, com a regularizacdo das singularidades
fortes pela SST, e utilizando as NURBS escritas na forma da decomposigdo de Bézier,
foi possivel construir a primeira contribuicdo deste trabalho, uma vez que, foram
constatadas, se¢aolf] solugdes numéricas em excelente concordancia com as solugdes
analiticas disponiveis na literatura, além de precisdo superior quando comparada a
coédigos que utilizam o MEC convencional, mesmo com poucos graus de liberdade.

Como foi visto, no MEC, dada a sua forma de interacdo elemento a elemento,
gera uma matriz algébrica cheia e ndo simétrica. Solucionadores diretos ou iterativos
podem ndo ser compensatorios, pois, dependo do método, podemos ter complexida-
des que variam de O(N?) ou até O(N?), e isso pode levar até anos para ser resolvido,
a depender do tamanho do problema a ser modelado. Para contornar essa difi-
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culdade, esta tese propds a segunda contribui¢do deste trabalho, a formulagdo do
IGABEM-FMM. Como foi visto neste método, a ideia é sair da interacdo elemento
a elemento e ter a interacdo elemento com um grupo de elemento, permitido, atra-
vés das expansOes e translacdes multipolares. Neste caso, como as matrizes do
sistema algébrico ndo sdo explicitamente montadas, utilizamos um método muito
indicado para estes tipos de problemas, 0 GMRES(m), de acordo com sua eficacia
notada largamente na literatura. Foi mostrado que o GMRES pode demandar uma
quantidade grande de itera¢des para resolver o sistema linear, podendo chegar em n
iteragdes, sendo 1 o tamanho do sistema linear. Entretanto, quando utilizado a ma-
triz de pré-condicionamento, que é baseada no sistema HE'u = GE™'t, uma clara
eficiéncia na redugdo do ntmero de itera¢des nas solucdes do IGABEM-FMM foi
constatada, embora isso exija maior tamanho de memoria se os pré-condicionadores
forem armazenados na memoria para reduzir o tempo de CPU.

Assim como na IGABEM, também foi avaliado a acuracia da IGABEM-FMM,
secdo 8, através de diferentes exemplos numéricos aplicados para materiais aniso-
tropicos e ortotropicos. Pdde-se constatar que a versdo acelerada também possui
excelente precisdo numérica. Além disso, a IGABEM-FMM também foi aplicada a
problema de larga escala, provando que é mais rdpida que o IGABEM, e portanto,
é uma formulagdo muito indicada para problemas eldsticos em larga escala. Isso se
deu, pois utilizamos os elementos de ordem superior, que aplicadas em problemas
com contornos curvos ou geometrias complexas, as integrais puderam ser avaliadas
com mais precisdo, até mesmo quando utilizada poucos graus de liberdade.

9.1 Propostas para trabalhos futuros

A proposta de trabalho para essa drea pode ser um leque com diversas opg¢des
que variam desde a diversificagdo da formulacdo da IGABEM-FMM até as 4reas de
aplica¢des ainda ndo encontradas na literatura.

e A extensdo do cédigo eldstico do IGABEM-FMM bidimensional para uma
versdo tridimensional deve ser o primeiro ponto a ser almejado. Entretanto,
como foi discutido no texto, a necessidade de utilizar integrais numéricas
pode ser custoso computacionalmente pra problemas 3D. Além disso, avaliar
a quantidade 6tima de reinicio do GMRES(m) e estudar outras técnicas para
montar a matriz de pré-condicionamento, pode ser uma 6tima solucdo para
melhorar o custo computacional do IGABEM-FMM .

¢ Ainda com respeito a uma versdo 3D, as integrais numéricas singulares podem
ser investigadas mais a fundo com outras técnicas numéricas, de modo que
sejam melhoradas. Existe na literatura diferentes formas de splines. Nestas
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novas splines, o operador de extracdo Bézier para curva NURBS pdde ser
calculado para representa-lo em termos de um conjunto de elementos Bézier.
Assim também pode ser utilizada outros tipos de splines, como: T-splines,
U-spline, PHT-splines.

A necessidade em modelar problemas em larga escala, com milhares de DOFs,
é constante na engenharia. Por isso as linhas de pesquisas que podem ser
inseridas a formulacdo do IGABEM-FMM pode ser bem extensa. A nivel
de exemplo, pode-se citar: problemas semi-infinitos e infinitos nas areas da
actstica, escoamento de fluidos laminar, turbulento, em dutos. Problema de
trincas, placas em grandes deformacdes, dentre outros.
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Apéndice A

Teste de regularizacdao do termo
fortemente singular

Neste apéndice é demonstrado que foi conseguido com sucesso, realizar a re-
gularizacdo do termo fortemente singular através do uso da técnica de extragdo de
singularidade. Vale ressaltar que as aplicagdes foram consideradas usando elemen-
tos de contorno criadas via NURBS, para avaliar a eficiéncia do método no contexto
da andlise isogeométrica.

O primeiro passo para construgdo da demonstragdo da regularizacdo, parte da
definicdo de uma geometria criada pelas curvas NURBS. Na Figura sd0 mos-
tradas duas geometrias bidimensionais, contendo elementos retilineos e curvos. A
geometria foi criada utilizando 5 NURBS, da (NURBS;, ..., NURBSs). Na Figura
foram utilizados 15 pontos fontes, (PF, ..., PF;5) com ordem da curva NURBS
p = 2, enquanto Figura foram utilizados 25 pontos fontes, (PF;, ..., PFys) com
grau da curva NURBS p = 4.
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Figura A.1: Geometrias NURBS. (a) 15 pontos fontes, (b) 25 pontos fontes.

137



O tamanho da solu¢do numérica para o ntcleo da equagdo integral, Kr(&y, &), ver
Eq. (5.62), depende da localizagéo do ponto fonte que estd sendo avaliado e do grau
da curva NURBS. Sendo assim, K7(&, &) é uma matriz de dim M[2, 2(p + 1))], escrita
na forma:

Kray Kraz -+ Kraazpe)

Kr(&o, &) = (A1)

Kreny Krea -+ Kreppeny|
Na matriz (A.1), a linha 1 representa os valores na dire¢do da coordenada x,
enquanto a linha 2 os valores da coordenada y. Portanto, por exemplo, a solu¢do nu-

mérica para Kr(&o, £) na NURBS; da Figura[A.Ta|terd tamanho dim M][2, 6], enquanto
que a NURBS; da Figura terd tamanho dim M][2, 10].

Algumas das principais informagdes para gerar a geometria da Figura é
apresentada na Tabela

NURBS; NURBS; NURBS; NURBS; NURBSs
Ponto de con- [(0, 0); (2, 0); | [(4, 0); (4, 1); | [(4, 2); (1414, | [(2,4);(1,4);(0, | [(0, 4); (0, 2);
trole (4, 0)] 4,2)] 1414);(2,49)] | 9] (0,0)]

Ponto fonte [(0,50.0); (2,0 | [(40 0,25); | [(3,636 2,033); | [(1,75 4,0); (1,0 | [(0,03,5); (0,0
0.0); (3,50.0] | (4,0 1,0); (4,0 | (2,585 2,585); | 4,0); (0,254,0)] | 2,0);(0,00,5)]

1,75)] (2,033 3,636)]
Grau da 2 2 2 2 2
NURBS
Peso W da [(1,1,1)] [(Q,1,1)] [(1,0,70, 1)] [(1Q,1,1)] (1,1, D]]
NURBS
Curva NURBS [0,0 0,0; | [4,0 0,0; | [4,0 2,0; 1 [2,0 4,0; | [0,0 4,0;

0,2105 0,0; | 40 0,1052; | 3,8490 2,0057; | 1,8947 4,0; | 0,0 3,7894;
04210 0,0; | 40 0,2105; | 3,6946 2,0234; | 1,7894 4,0, | 0,0 3,5789;
06315 0,0; | 40 0,3157; | 3,5380 2,0540; | 1,6842 4,0; | 0,0 3,3684;
0,8421 0,0; | 40 0,4210; | 3,3809 2,0982; | 1,5789 4,0, | 0,0 3,1578;
1,0526 0,0; | 40 0,5263; | 3,2250 2,1562; | 1,4736 4,0, | 0,0 29473;
1,2631 0,0; | 40 0,6315; | 3,0719 2,2283; | 1,3684 4,0; | 0,0 2,7368;
1,4736 0,0; | 40 0,7368; | 2,9236 2,3143; | 1,2631 4,0, | 0,0 2,5263;
1,6842 0,0; | 40 0,8421; | 2,7820 2,4136; | 1,1578 4,0; | 0,0 2,3157;
1,8947 0,0; | 40 0,9473; | 2,6487 2,5254; | 1,0526 4,0, | 0,0 2,1052;
2,1052 0,0; | 40 1,0526; | 2,5254 2,6487; | 0,9473 4,0, | 0,0 1,8947;
2,3157 0,0; | 40 1,1578; | 2,4136 2,7820; | 0,8421 4,0, | 0,0 1,6841;
2,5263 0,0; | 40 1,2631; | 2,3143 2,9236; | 0,7368 4,0, | 0,0 1,4736;
2,7368 0,0; | 40 1,3684; | 2,2283 3,0719; | 0,6315 4,0, | 0,0 1,2631;
29473 0,0; | 40 14736; | 2,1562 3,2250; | 0,52631  4,0; | 0,0 1,0526;
3,1578 0,0; | 40 1,5789; | 2,0982 3,3809; | 0,4210 4,0, | 0,0 0,8421;
3,3684 0,0, | 40 1,6842; | 2,0540 3,5380; | 0,3157 4,0, | 0,0 0,6315;
3,5789 0,0, | 40 1,7894; | 2,0234 3,6946; | 0,2105 4,0; | 0,0 0,4210;
3,7894 0,0; | 40 1,8947; | 2,0057 3,8490; | 0,1052 4,0; | 0,0 0,2105;
4,00,0] 4,02,0] 2,0 3,9999] 0,04,0] 0,00,0]

Tabela A.1: Dados para criacdo das NURBS da Figura
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Com base nas Figuras[A.Tale[A.ID] é possivel perceber que existem para a geome-
tria apresentada, 15 e 25 pontos fontes, respectivamente, que sdo os pontos singulares
e precisardo ser regularizados. Por causa da quantidade dos resultados numéricos,
e visando que ndo fique algo amplo e cansativo para o leitor, foram feitas todas as
andlises numéricas e plotagens de gréficos, entretanto, serdo apresentadas aqui a
extracdo da singularidade apenas em alguns pontos fontes especificos, contidas na
NURBS retilinea e curva, em ambas as Figuras[A.Iale[A.Tb| Apresentar essa extragao
da singularidade em elementos curvos, é importante, pois, o grau de dificuldade é
um pouco maior, quando comparado a elementos retilineos, uma vez que, a normal
no elemento curvo e consequentemente o seu jacobiano ndo é constante ao longo da
NURBS, enquanto que na NURBS retilinea sempre é a mesma normal. Além disso,

na NURBS curva, o ponto de controle ndo esta exatamente sobre a curva, como pode
ser visualizado nas Figuras e e isso acarreta em uma dificuldade a mais.

Na Figuraséo apresentados os comportamentos dos ntcleos para as posi¢oes
Kr(,2) PF3, para Krq 4y PFqp, para Krq o) PFg e para Ky 4) PFg, enquanto que na Figura
sdo apresentados para as posi¢des Krq 2 PF19, para Kr( ) PFo4, para Ky 4y PFi4 €
para Krq 6 PFis.
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Figura A.2: Extracdo da singularidade forte para NURBS de ordem p = 2, em (a)
KT(l,Z) PF3, em (b) KT(1,4) PF12, em (C) KT(],Z) PFg e em (d) KT(1/4) PFg
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Nas Figuras m A.3| sdo mostrados o ntcleo original Kr(&o, &) e a sua referida
expansdo em série K (50, &). E possivel ver claramente que ambas figuras possuem
graficos com picos, que tendem ao infinito com a mesma intensidade, ou seja, mesma
velocidade. Representando assim, singularidades fortes para cada um dos termos.
Ap6s aplicagdo do método proposto, é possivel verificar através da curva em azul,
que as singularidades fortes sdo extraidas, tornando-se agora uma funcéo regular, e,
estdo prontas para serem avaliadas numericamente na solu¢ao fundamental.
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Figura A.3: Extracdo da singularidade forte para NURBS de ordem p = 4, em (a)
Kr(1,2) PF19, em (b) Kr(1,6) PF24, em (c) Kr(,4) PF14 € em (d) Kz 6 PFys5.
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Apéndice B
Método iterativo do GMRES

Ao resolver as Egs. e através dos passos do IGABEM-FMM, um
sistema linear do tipo Ax =b serd formado. Com isso, é preciso algum método
numérico para solugdo. Todo método numérico, seja ele direto ou iterativo, possui
suas vantagens e desvantagens. Como mencionado no inicio desse capitulo, para
a solucdo do sistema linear formado por matrizes densas (ndo esparsas), se for
utilizado um solucionador iterativo, é necessario O(N?) operagdes, ou caso se opte
por um solucionador direto, sdo necessérios O(N°) operagdes. Nao entraremos aqui
no mérito de caracterizar métodos numéricos, uma vez que isso pode ser consultado
na maioria das referéncias que tratam do assunto. O importante é afirmar que a
escolha de tal método é um fator importante na andlise para solucdo numérica das
equacdes diferenciais.

z

Ao saber que a matriz A gerada é ndo esparsa e ndo simétrica, entdo nesta
tese foi utilizado um solucionador iterativo baseado no espaco de Krylov Kelley
(1995), (LIESEN; STRAKOS, [2013), que estd alocado no grupo dos métodos ndo
estacionarios, conhecido como método dos Minimos Residuos Generalizados, do
inglés Generalized Minimal Residual Method - GMRES. Este método foi apresentado
por Saad e Schultz| (1986), e trata-se de uma técnica que aproxima a solugdo por um
vetor no subespaco de Krylov encontrado pelo processo de Arnoldi, ao minimizar
no decorrer do processo iterativo uma determinada medida de erro, chamada de
minimo residuo.

As técnicas baseadas nos métodos de Krylov chama atencdo pelo seu critério do
custo computacional, uma vez que, ndo hd necessidade de armazenamento da matriz
A no decorrer do processo iterativo, necessitando apenas do produto matriz/vetor
- Ax, conforme pontua Kelley| (1995). Essa ideia choca perfeitamente com o uso do
IGABEM-FMM para os pontos bem separados e distantes para acelerar o produto
matriz/vetor, em cada iteracdo do método GMRES. Pois aos utilizar o FMM, a matriz
A ndo é formada de maneira explicita durante a multiplica¢do da matriz/vetor, e isso
permite acelerar a solugdo numérica.
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B.0.1 Meétodo dos Minimos Residuos Generalizados - GMRES

Primeiro devemos lembrar que, de modo geral, os métodos iterativos para reso-
lugdo Ax = b, sendo A ndo singular, representa uma sequéncia finita de solugdes
aproximadas Xq,X,,...,Xn a partir de uma estimativa inicial xo. Por isso, a nao
singularidade de A garante a unicidade da solugéo.

Definigao 01: Dados A € R™", b € R" e k € N, é possivel definir o espaco por:

K.(A,b) = span(A, Ab, A%D, .. .), (B.1)

chamado de espago de Krylov de ordem 7, associado a matriz A e vetor b. E por
conseguinte, o T-ésimo espago de Krylov gerado pela matriz A e vetor b, como sendo
o subespago vetorial

K.(A,b) = span(A, Ab, A%, ..., A"'b), (B.2)

Portanto, quando considerado xo uma estimativa inicial para a solu¢do do pro-
blema Ax = b, entdo encontra-se um residuo ry = b — Axy na forma:

A(xo+x;)=b (B.3)
Axo+Ax; =b

Ax; = b — Axg

Ax; = 1.

Com os residuos, o GMRES, formam explicitamente uma base ortogonal para o
subespaco de Krylov, escrita como:

K.(A, 1) = span(ro, Arg, A’ry, ..., A" 'ry), (B.4)

e assim, uma sequéncia iterativa para aproximacoes é dada por:
Xi = Xo + z;, (BS)

sendo z; € K;(A, 1y) que minimiza a norma do residuo r; = b — Ax; sobre o espago.

Aplicada a sequéncia de Krylov {Ar,}, essa ortogonalizacdo é chamada de mé-
todo de Arnoldi (ARNOLDI, 1951). Do método de Arnoldi obtém-se uma matriz
Hessenberg superior a partir de uma matriz densa, A, conforme mostra Saad|(2003).
Ou seja, da Eq. é possivel encontrar:

\'4

i+1

AV;V] x; = V] 1, (B.6)
N——
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em que V! AV! = H é matriz de Hessenberg e V representa uma matriz coluna

formada por vetores ortonormais, ambas escritas na forma:

h]l hlZ “ee hll

| |
hyr hy ... hy
VH= |v; v -+ Ui .21 ” . 2 . (B.7)

hnl hnZ oo hi+1,i

Portanto sey = ViTxi, é possivel reescrever o sistema linear na forma:

Hy = V.T+1r0, (B.8)

1

de modo que, o problema passa a ser encontrar um y pelo GMRES, que minimize:

Il ri [l =l V~T+11'0 - Hiziy |, (B.9)

1

ou, conforme Saad e Schultz (1986),

miny | roer,,, —Hizill — b —Ax, (B.10)

j+1,1

com i + 1 equagdes e i varidveis. Segundo Saad (2003), é possivel demonstrar que
os autovalores da matriz de Hessenberg sdo aproximagdes precisas para alguns
autovalores da matriz transformada, e por isso, ser mais eficiente para aproximar os
autovalores de matrizes que sdo grandes e esparsas.

Com a minimizagao escrita na forma da Eq. (B.10), o problema apresentado na
defini¢do 1, a matriz que era A € R™" passa a ser definida pelo problema equivalente
com a matriz de Hessenberg H € R"*D)*". Em geral o método do GMRES apresenta
um bom desempenho, porém, também apresenta algumas desvantagens quando
aplicado a problemas que exigem uma grande quantidade de itera¢des para encon-
trar a solugéo do problema. E possivel verificar que, quando o nimero i de iteragdes
aumentam, o tamanho de V e H na Eq. também aumentam, e isso implica
diretamente no custo computacional requerido para solucdo do problema. Além
disso, na matriz coluna, os elementos de v; deixam de ser exatamente ortogonais

devido a erros aritméticos que vao se acumulando durante o processo iterativo.

Para enfrentar essas desvantagens apresentadas, existe uma possibilidade no mé-
todo GMRES, que faz com que, este seja reiniciado aps um ntmero m de iteragdes,
onde m é um parametro inteiro fixo, conforme mostrou Saad e Schultz|(1986). Assim,
ao reiniciar o método, as informagdes acumuladas sdo eliminadas e os resultados
mais recentes sdo usados como valores iniciais para as proximas itera¢des. Esta
versdo reiniciada do GMRES é denotada por GMRES(m).

Contudo, o GMRES(m) mesmo com seus beneficios, também pode apresentar
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algumas desvantagens. Primeiro, que, a escolha de um valor correto para m, de
modo que, otimize o niimero de itera¢des e custo computacional, ndo é algo trivial,
e inclusive tem sido foco de discussdes em diversos trabalhos, como pode-se citar
Vorst e Vuik| (1993), Joubert| (1994), Baker, Jessup e Kolev| (2009). Além disso, o
GMRES(m) pode trazer problemas, como por exemplo, falhar na apresentacdo das
solugdes aproximadas, uma vez que, ao adotar a técnica do recomeco perde-se a
garantia de convergéncia para solugdo do problema. Isso estd ligado a matriz A
ndo ser definida positiva, o que pode impactar na distribuigdo de autovalores, e nas
condi¢des dos autovetores. Por outro lado, como mostra [Liu e Nishimural (2006),
Liu/(2006), a utilizacdo de uma boa matriz de pré-condicionamento, escrita em bloco
diagonal, para o FMMBEM é crucial para sua convergéncia e eficiéncia computaci-
onal. Em Liul (2008), os autores analisaram duas formas diferentes de matrizes de
pré-condicionamento, mostrando que o nimeros de itera¢des variaram na casa de
dezenas. Este ainda é um tema em pesquisa na comunidade académica, uma vez
que, através da matriz de pré-condicionamento, o FMMBEM pode melhorar cada
vez mais o desempenho computacional. Recentemente, Amlani, Chaillat e Loseille
(2019) mostraram que um pré-condicionador, obtido pela decomposi¢do da matriz
do MEC convencional através do método das matrizes hierarquicas, acelerou a con-
vergéncia de problemas de propagacdo de ondas em trés dimensdes. Em algumas
situagdes, obtiveram 80% mais rdpida que a solugédo fornecida pelo FMMBEM com
o pré-condicionador convencional.

A implementagdo do IGABEM-FMM ¢ mais complexo que a implementagao
do IGABEM devido a estrutura em arvore das células e construgdo das diferen-
tes expansdes e translagdes. Por ser uma parte fundamental, no apéndice [C]
apresentamos um exemplo com mais detalhe, com todas as saidas dessa fungdo
que cria a arvore. O algoritmo computacional completo, pode ser acessado em
<https://github.com/jailsongithub>.
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Apéndice C

Construcao de uma estrutura em
arvore hierarquica

Neste apéndice é discutido uma das estruturas principais de um cédigo com-
putacional do IGABEM-FMM para resolver problemas gerais bidimensionais. O
cédigo completo, escrito em Julia, que resolve problemas da elasticidade linear bi-
dimensional, pode ser acessado em https://github.com/jailsongithub.

Em posse da discretizacdo do contorno do problema a ser modelado, utiliza-se
a técnica da construcdo da drvore hierdrquica. Esta arvore possibilita relacionar
quais sdo os pontos campos que estdo perto ou distante do ponto fonte, criando
assim, uma estrutura de dados. Sendo assim, considerando uma parcela do cédigo
computacional escrito em linguagem julia, como mostrado abaixo.
HHHHHFHHH A H AR HHHHHHHAH A A AR HHHHHHHH A A A A AR AR B H SRS A SRR HH S
# Program: computational routine to build the hierarchical tree structure
# Editor: Jailson Franca dos Santos

# Modified: 2023
HERHHAHHHHEHHBHHHHHHHHHH R R R R R R R R R R R R R

p = 2 # NURBS degree
h =1 # NURBS refinement

dad = format_dad_iga(PlacacomFuro(h, p))

maxl = 1 # Maximum number of elements on a leaves
levmx = 10 # Maximum number of levels allowed in the tree

itree , loct, numt, ifath, level, ielem, iwork, lowlev, xlmax, xlmin,
x2max, x2min, limcel = tree(dad.NOS, maxl, levmx)

A primeira fun¢do, na linha 12 format_dad_iga recebe como pardmetro as infor-
magdes de refinamento e grau da curva NURBS, e como consequéncia, retorna em
dad uma estrutura de dados, que contém informacoes da NURBS, tais como: coorde-
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nadas dos nds, pontos de controle e pontos internos a geometria, tipos e valores das
condigdes e contorno. Em seguida, é chamada a segunda funcédo, que cria a arvore
hierdrquica, tree. Para criagdo da drvore, sdo necessdrias as informagdes das coor-
denadas dos nés, da quantidade maxima de elementos por folha e da quantidade
méxima de niveis permitidos na drvore. Como consequéncia, retorna um conjuntos
de dados que serdo enviado para o cédigo do FMM. Esses dados sdo mostrados
abaixo, para um exemplo de uma cavidade circular, como mostrado na Figura
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Figura C.1: Estrutura em arvore para uma cavidade circular, construida com NURBS
de grau p = 2, (a) numeragdo dos nés e (b) numeragdo das células.
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e O array ielem(k) informa a numeragdo dos nés no tltimo nivel da arvore. Esse
reagrupamento dos nés em cada nivel até obter o ielem(k) é visto na Tabela[C.1]

Nivel0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Nivel1 10 11 12 7 8 9 1 2 3 4 5 6
ielem(k) 11 10 12 9 8 7 1 2 3 6 4 5

Tabela C.1: Reagrupamento dos nds para o modelo da Figura m

e O array numt(i) informa a quantidade de nés que estdo inseridos em cada
célula i. Por exemplo, perceba na Figura que na célula 1 = 12 nés; na
célula 2 = 3 nbs, na célula 17 = 1 né. O array numt(i) completo é mostrado na

Tabela

célula@i) 1

345 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
numt(i) 12 3331111

11 1 1 1 1 1 1

Tabela C.2: O array numt(i) determina a quantidade de nés por célula.

e O array ifath(i) representa o nimero da célula mde no qual estd alocado o
i-ésimo né. Por exemplo, perceba na Figura que ifath(2 ou 5) = 1, ifath(9
ou 11) = 3 ou ifath(15 ou 16) = 5. O array ifath(i) completo é mostrado na
Tabela[C.3|

10 11 12 13 14 15 16 17

célulaG) 1 2 3 4 5 8 9
1 1 1 1 1 2 3 3 3 4 4 4 5 5 5

ifath(i)

Tabela C.3: O array ifath(i) determina o niimero da célula méae de cada célula filha.

e O array loct(i) mostra o ponto inicial do né incluido na i-ésima célula do array
ielem(k). Por exemplo, perceba na Figura que loct(8) = 3 ou loct(10) = 5.
Nesta modelo ha também alguns locts iguais, sdo eles: loct(2 ou 6) = 1, loct(3
ou 9) = 4, loct(4 ou 12) = 7 e loct(5 ou 15) = 10. O array loct(i) completo é

mostrado na Tabela
célula) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
loct(i) 114 7 101 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Tabela C.4: O array loct(i) mostra o ponto inicial do né incluido no array ielem(k).
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e O array itree(i) mostra a localiza¢do da i-ésima célula em seu nivel da arvore.

A numeragdo comeca no canto inferior esquerdo com os ntiimeros 0,1, 2,3, . . .

, e assim por diante, primeiro na dire¢do x, depois na diregdo y. Por exemplo,
perceba na Figura que no nivel 0, o itree(1) = 0, no nivel 1 tém-se itree(2)
= 0, itree(3) = 1, itree(4) = 2 e itree(5) = 3. Para o nivel 2, tém-se itree(6) =
0, itree(10) = 3, itree(11) = 7 e assim por diante. O array itree(i) completo é

mostrado na Tabela [C.5
célulai) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
itreeG) 0 0 1 2 3 01 4 2 3 7 8 12 13 11 14 15

Tabela C.5: O array itree(i) mostra a posi¢do da i-ésima célula em seu nivel da arvore.

e O array level(l) informa o niimero inicial da célula em que inicia-se cada nivel
na estrutura da drvore. Conforme a Figura é possivel, por exemplo,
perceber que, no nivel 0 a primeira célula é 1, no nivel 2 a primeira célula é a

2,no nivel 3 a primeira célula é a 6.

level() 1 2 6 18 18 18

e O array limcel(i) mostra as informagdes dos limites de cada célula, sendo estes
mostrados na Tabela

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0
6.0
7.0
8.0
9.0
10.0
11.0
12.0
13.0
14.0
15.0
16.0
17.0

-2.06494
-2.06494
0.0
-2.06494
0.0
-2.06494
-1.03247
-2.06494
0.0
1.03247
1.03247
-2.06494
-2.06494
-1.03247
1.03247
0.0
1.03247

2.06494
0.0
2.06494
0.0
2.06494
-1.03247
0.0
-1.03247
1.03247
2.06494
2.06494
-1.03247
-1.03247
0.0
2.06494
1.03247
2.06494

-2.06494
-2.06494
-2.06494
0.0
0.0
-2.06494
-2.06494
-1.03247
-2.06494
-2.06494
-1.03247
0.0
1.03247
1.03247
0.0
1.03247
1.03247

2.06494
0.0
0.0

2.06494

2.06494

-1.03247

-1.03247
0.0

-1.03247

-1.03247
0.0

1.03247

2.06494

2.06494

1.03247

2.06494

2.06494

Tabela C.6: O array limcel(i) mostra as informagdes dos limites de cada célula.
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