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Resumo

Equacoes de difusao sao largamente utilizadas na obtencao de propriedades
de séries temporais estocasticas. O objetivo principal deste trabalho é deter-
minar os processos pelos quais uma equacgao de difusao deve ser modelada
por uma expansao de Kramers-Moyal ou por uma equacao de Fokker-Planck.
Este estudo sera feito através da utilizacao de fungoes caracteristicas em sua
forma canonica e da chamada funcao de Lévy, introduzida pelo matematico
francés Paul Lévy para medir a distancia de distribuigoes para uma gaussiana.
Verificaremos como a convergéncia de distribuicoes de variaveis aleatérias in-
fluencia a escolha do tipo de equagao difusiva a ser adotada. Veremos que os
conceitos de auto-similiridade e continuidade em distribuicao na anélise de
variaveis aleatérias sao determinantes na obtencao das propriedades difusivas
de um sistema estocastico. Em particular, estudaremos o movimento Brow-
niano modelado por mapas lineares com ruido aleatério. Daremos bastante
énfase ao papel do ruido ao mostrar, analiticamente e computacionalmente,
que sua forma influi no tipo de difusao apresentado pelo sistema. Como per-
spectiva de trabalho, enfocaremos a possibilidade de utilizacao de equagoes

difusivas na modelagem de séries financeiras.
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Abstract

Diffusion equations are widely used to obtain properties of stochastic time
series. The main goal of this work is to determine the processes by which
a diffusion equation can be modeled by a Kramers-Moyal expansion or by a
Fokker-Planck equation. This study will be done through the use of char-
acteristic functions in its canonical form and the so-called Lévy function,
introduced by French mathematician Paul Lévy to measure the distance
of distributions from the Gaussian. We will show how the convergence of
random variables distributions affects the choice of diffusive equation to be
adopted. We will see how the concepts of self-similarity and continuity in dis-
tribution in the random variables’ analysis are crucial to obtain the diffusive
properties of a stochastic system. In particular, we will study the Brownian
motion modeled by linear maps with random noise. We will rather focus
on the role of noise to show, analytically and computationally, that its form
affects the type of diffusion presented by the system. As work perspective,

we will focus the use of diffusive equations for modeling financial series.



Capitulo 1

Introducao

Flutuagoes sao propriedades muito comuns em um grande nimero de sis-
temas. Tais flutuagoes surgem de influéncias externas ou internas a um sis-
tema e seu comportamento nao é completamente conhecido. As equagoes de
difusao lidam com estas flutuagoes que sao resultado de muitos e pequenos
disturbios, cada um dos quais geram mudancas nas variaveis do sistema de
forma imprevisivel. Por isso, tais varidveis sao tidas como aleatérias e o
sistema ¢é descrito por um processo estocastico.

Uma equacao de difusao foi pela primeira vez utilizada na descricao
do movimento Browniano, sistema no qual uma particula pequena, mas
macroscopica esta imersa em um fluido. Os choques sucessivos da particula
com as moléculas do fluido levam-na a descrever um movimento flutuativo
imprevisivel. Devido a tais flutuagoes, nao conhecemos nem a posicao, nem
a velocidade exata da particula ao longo do tempo. A maxima informacao
que pode ser obtida é a probabilidade de encontrar a particula em uma de-
terminada regiao e com certa velocidade. Com a utilizagao de uma equagao
de difusao tal probabilidade pode ser determinada.

Equacoes de difusao tem sido tradicionalmente foco de extensas pesquisas

em diversos ramos das ciéncias naturais como, por exemplo: fisica do estado
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solido, éptica quantica, quimica, biologia tedrica e teoria de circuitos. Sua
aplicabilidade estende-se ainda a problemas relacionados a economia em estu-
dos voltados para a teoria de especulacoes e flutuacoes no mercado financeiro.
Apesar de varios aspectos destas equagoes serem compreendidos, ainda hoje,
muitas questoes persistem em aberto.

A equacao de difusao associada a um processo estocastico é dada por
uma equacao diferencial exata para uma densidade de probabilidade. Esta
equacao ¢ de primeira ordem com relagao ao tempo e envolve uma ex-
pansao em todas as ordens das derivadas parciais com relacao as variaveis
estocasticas, esta expansao conhecida como expansao de Kramers-Moyal.

A literatura sobre o assunto utiliza predominantemente uma forma trun-
cada da expansao de Kramers-Moyal que é uma equacao diferencial de se-
gunda ordem, denominada equacgao de Fokker-Planck. No entanto, o prob-
lema desta escolha concentra-se no fato de que, na maioria dos casos, este
truncamento ¢é feito sem uma justificativa plausivel.

O objetivo central desta dissertagao é esclarecer esta questao, mostrando
de maneira definitiva as condigoes sob as quais podemos descrever uma
equagao difusiva através de uma equacao de Fokker-Planck ou através de
uma expansao de Kramers-Moyal.

A partir destes resultados, podemos definir um conjunto de medidas
estatisticas interessantes para caracterizacao de processos estocasticos em
séries temporais reais, aplicadas ao estudo de séries financeiras. Métodos es-
tocasticos mostram-se poderosos meios de anélise de mercados cambiais. O
estudo sobre o assunto mostra que o comportamento dos retornos de taxas
de cambio em diferentes intervalos de tempo pode ser descrito em termos de
equagoes de difusdo. O capitulo [7] tratard com detalhes sobre este assunto.

A seguir, indicamos como esta dissertacao foi organizada.
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O capitulo (2)) recapitula alguns dos conceitos basicos da teoria de prob-
abilidade, necessarios para o perfeito entendimento dos demais capitulos.

A segao ([2.1) é dedicada a defini¢ao do conceito de processo estocastico
e do significado de densidade de probabilidade.

Na secao , apresentamos a relagao de compatibilidade de Chapman-
Kolmogorov, que define os chamados processos de marginalizacao. Na secao
, utilizamos tais processos de maneira adequada, chegando a relacao de
compatibilidade para a malha de dois tempos, relacao esta, pilar central na
obtencao de uma equacao de difusao.

As secoes e definem os conceitos de momentos probabilisticos e
fungoes caracteristicas, respectivamente. A segao (2.6) reapresenta a fungao
caracteristica, agora no formalismo canonico de Lévy. E a partir dela que
obtemos a funcao de Lévy, que pode ser utilizada como uma poderosa fer-
ramenta no estudo de convergéncia de variaveis aleatérias para regimes nao-
gaussianos.

O capitulo 3| é destinado a obtencao da equagao de Difusao. Na secao (3.1
discutimos brevemente sobre processos estocasticos.

Na segao obtemos a equacao de difusao através da utilizacao de
funcoes caracteristicas, e a classificamos em trés diferentes tipos. Por fim,
demonstramos o lema de Pawula, 1itil, mas nao completo, na determinacao
da forma especifica que a equacao de Difusao apresentara.

Na secao , obtemos a equacao de difusao através da utilizacao de
funcoes caracteristicas canonicas de Lévy. Este novo formalismo permite-
nos enxergar claramente se o processo estocastico analisado sera descrito
por uma equacgao de Fokker-Planck ou uma expansao de Kramers-Moyal.
Concluiremos que uma simples andlise da fung¢ao de Lévy nos fornecera tal

resposta.
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O capitulo apresenta os conceitos de auto-similaridade e continuidade
de varidveis aleatoérias em termos de suas distribuicoes de probabilidade.
Neste capitulo, mostramos uma série de propriedades estatisticas interes-
santes relacionadas que estabelecem uma forma especifica para equagoes di-
fusivas (Fokker-Planck ou Kramers-Moyal).

A secao apresenta o conceito de auto-similaridade e suas implicagoes.
A secao define variaveis aleatdérias continuas e descontinuas, funcoes
caracteristicas e equacgao de difusao a elas relacionadas.

O capitulo (5)) refere-se a um estudo tedrico e computacional do movi-
mento Browniano. Na secao apresentamos a equacao de Langevin,
equagao diferencial ordindria contendo uma parte deterministica e um termo
adicional contendo um ruido aleatério. Tal equagao nao apresenta solucao
unica devido as varias maneiras de definir uma integral estocastica. Por isso,
estabelecemos métodos para podermos considerar a equagao de Langevin
como um mapa linear com ruido, eliminando tal problema.

Na secao discutimos o movimento Browniano de particulas em sua
forma mais simples, suficiente para elucidacao de nossas hipoteses sobre
equagoes difusivas. Estabelecemos aqui as propriedades fisicas e proba-
bilisticas gerais relacionadas a este movimento.

Na secao simulamos computacionalmente o movimento Browniano
em sua forma tradicional, utilizando um ruido gaussiano continuo. Ja na
secao , consideramos o ruido como uma variavel aleatoria descontinua.
Analisamos as novas propriedades obtidas com esta nova hipdtese e simu-
lamos computacionalmente o mesmo.

A segao refere-se a obtencao dos coeficientes de Kramers-Moyal rela-
cionados aos tipos especificos de movimentos Brownianos apresentados, teori-

camente e computacionalmente. Coeficientes estes que determinam a forma
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especifica que a equagao de difusao possuirda. A partir dos resultados obtidos,
teremos mais uma vez a confirmacao das hipdteses estabelecidas.

O capitulo @ faz uma analise criteriosa do processo de convergéncia de
soma de variaveis aleatorias, caracterizando de modo preciso sua convergéncia
ou afastamento de uma distribuicao gaussiana. Isto pode ser feito através da
andlise de teoremas limite.

A secao apresenta o famoso e de importancia impar em estatistica
teorema do limite central em sua forma classica, de acordo com a versao de
Lindeberg. A secao apresenta a versao de Lévy para o mesmo teorema.
A vantagem da versao de Lévy é podermos utilizar a sua forma canonica
para uma funcao caracteristica no estudo da convergéncia de um processo de
soma de variaveis aleatérias.

Na secao utilizamos o conceito de soma de varidveis aleatérias a
partir da utilizacao de equacgoes iterativas oriundas de mapas lineares com
ruido. Na secao designamos quais tipos de processos estocasticos es-
tarao associados a tais mapas lineares para a obtencao de suas propriedades
estatisticas.

Na secao fazemos andlises de convergéncia associadas a processos
estocasticos que satisfacam a hipotese de infinitesimalidade, o que constitui
um caso mais simples de analise. Na secao partimos para a analise de
processos estocasticos mais gerais e, desta forma, a hipdtese de infinitesimal-
idade nao é mais assegurada.

A secao apresenta uma discussao geral sobre os resultados obti-
dos durante toda a dissertacao, estabelecendo ligagoes entre processos es-
tocasticos, continuidade em distribuicao, convergéncia de variaveis aleatérias
e tipos especificos da equagao de difusao.

O capitulo apresenta conclusoes e perspectivas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Processos Estocasticos

2.1 Variaveis Aleatorias e Probabilidade

Processo Estocastico é definido como uma colecao indexada de variaveis
aleatérias { X (t), t € T}. O parametro ¢, interpretado como o tempo, pode
ser discreto ou continuo. O conjunto de indices 7" indica se o processo é
continuo ou discreto.

Consideremos, entao, um sistema cujas propriedades possam ser descritas
em termos da variavel estocastica X. A seguinte notacao sera utilizada para

a densidade de probabilidade da variavel X:

f (z1,t1) = densidade de probabilidade da varidvel
estocastica X assumir o valor z; no tempo t;;  (2.1)
f (x1,t1; 9, t2) = densidade de probabilidade conjunta da
variavel estocastica X assumir o valor x;

no tempo t; e x5 no tempo ts. (2.2)

De maneira anédloga, podemos definir f(x1,t1;...;2,,t,) como sendo a
densidade de probabilidade conjunta da variavel estocastica X assumir o

valor x; no tempo tq, ..., x, no tempo t,, onde t; < ty < ... < t,. Esta
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colegao de varios instantes de tempo t, na qual a varidvel X assume diferentes
valores, é denominado de malha temporal.

Para desfazer certas confusoes terminoldgicas, muito presentes na liter-
atura sobre o assunto, vamos analisar como tais densidades podem ser obti-
das. Dado os numeros reais z,...,z, que podem assumir valores de —oo
a 00, definimos como funcao distribuicao acumulada de uma varidvel es-

tocastica continua X, a seguinte fungao:

Desta forma, F'(xy,t1;...;x,,t,) é igual a probabilidade de X < z1 no tempo
t1, ..., X < x, no tempo t,. Uma funcao distribuicao acumulada possui as
seguintes propriedades: (i) é nao-decrescente; (ii) é continua a direita; (iii)
F(—o0,ty;...,—00,t,) = 0; (iv) F(oo,tq;...;00,t,) = 1.

Assumindo que F(x1,ty;...;x,,t,) é uma fungao continua de X e possui

derivadas parciais até a ordem n, a quantidade

8”F (Il,tl,,l'n,tn)
Uy Ty tn) =
f @t o ) oxy...0xy,

(2.4)

¢ denominada de densidade de probabilidade conjunta.
E importante ressaltar que a densidade de probabilidade conjunta é sem-

pre positiva (f > 0), e de (2.4)) segue a seguinte condi¢do de normalizagao:

/ / fzy,ty . s x, ty) dey .. day,
= F(o0o,ty;...;00,t,) — F (—00,t1;...,—00,t,) =1 (2.5)

onde usamos propriedades (iii) e (iv), definidas acima, da funcao distribuigao

acumulada. Podemos ainda concluir que:

F(xl,tl;...;xn,tn):/ / F@t b)) de,da (2.6)
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2.2 Condicao de Compatibilidade

As densidades de probabilidade f devem satisfazer a condicao de compatibil-

idade de Chapman-Kolmogorov [2], expressa por integrais, valida para i < n

f(xl,tl;---;ffi;ti):/ / fo by mn,ty) deigy oo dey, (2.7)

Desta forma, a integracao de f(xq,t1;...;x,,t,) com respeito a certas
variaveis, implica na densidade conjunta das varidveis remanescentes. A
nova densidade obtida é denominada densidade de probabilidade marginal.
Da mesma forma, se em F(zy,t1;...;x,,t,) substituirmos certas variaveis
por oo, também obteremos a funcao distribuicao acumulada conjunta das
variaveis remanescentes.

Esta condigao de compatibilidade garante-nos que se acrescentarmos mais
tempos na nossa malha temporal, entao as novas probabilidades de realizacao
devem ser compativeis com a malha anterior ao acréscimo.

Podemos agora definir a densidade de probabilidade condicional conjunta

f@pat, tees -5 @n, ty|xy, th; ... Tk, tg) da varidvel estocdstica X assumir o
valor xx,1 no tempo tgy1, ..., x, no tempo z, dado que a varidvel assumiu
os valores x; no tempo tq, ..., Ty no tempo t, onde t; < to < ... < tp <

tgr1 < ... <t,. Elaé definida através da seguinte identidade:

F(@rs1, thgns - T, tol@, trs s T, )
_ @t @ e T tn)

fxy,ty; . xg, ty) (2.8)

Vamos discutir agora a regra para remover certas variaveis da densidade
condicional [3]. Para remover um determinado nimero de varidveis a es-

querda da linha condicional (]), integramos a densidade de probabilidade
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condicional com respeito a estas variaveis

l’k+1,tk+1|$1,t1,.. xk,tk)

/ / F(@rat, toat; - Ty tplay, by oo ok, ty) dTgge - . day,
(2.9)

Para remover um determinado nimero de variaveis a direita da linha
condicional (|), multiplicamos por uma densidade condicional das varidveis

a serem eliminadas condicionadas as variaveis a serem mantidas e integra-se

J(@pg1, togts - -5 T by e, )
:/ / J (@, togrs s Tny tnlon, by ooy 2, L)
—00 — o
X f (l’l,tl; . ;%kfl,tkflll'k, tk) dl‘l c dxk,l (210)

A prova destas regras segue da identidade em (2.8)) e da relacao entre

densidades marginais e conjuntas.

2.3 Processo Markoviano Marginal

Com as regras estabelecidas em ([2.9)) e (2.10]), embasados pela condic¢ao de
compatibilidade de Chapman, e utilizando a identidade (2.8)), podemos re-
alizar reducoes em probabilidades condicionais até encontrarmos a seguinte

densidade de probabilidade condicional marginal:

I (@, te; Tgr, tis)

[ (2, )

Utilizando processos de marginalizagao em ([2.11)), obtemos a condigao de

f(@rg1, tega|zn, t) = (2.11)

Chapman-Kolmogorov para malha de dois tempos, que estabelece a seguinte

relacao entre densidades de probabilidade:

[ (@pg1,tes) :/ I @rgrs tea |ons te) f (g, te)day, (2.12)
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Xk +1

tk tk +1

Figura 2.1: Tlustracao de um processo markoviano marginal

Isto é, as densidades de probabilidades marginais de z,,.1 e x; estao rela-
cionados por uma probabilidade de transicao marginal.

A ﬁgura fornece uma ilustracao grafica das equagoes e . O
processo de marginalizacao que define a densidade f(zgi1, tgr1|zk, tg) resulta
na soma de todos os possiveis caminhos que levam a um certo par xy e xx1
nos tempos t, e t;,1, respectivamente, dividido pelo niimero de caminhos que
levam até x; no tempo t;. De fato, esta é uma probabilidade que pode ser
interpretada como uma probabilidade de transicao associada ao ensemble de
trajetorias possiveis.

As equagoes markovianas[2.11]e[2.12] permite-nos concluir que a densidade

de probabilidade condicional marginal f(zx41, tks1|Tk, tr) dependerd do valor
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de z no tempo t; e do intervalo de tempo At =t — tg, ou seja:

[ (@hgr, b |Th, t) = p (@, ti, Aty) (2.13)

A diferenca tyy1 — t; da probabilidade condicional f(zgi1,txr1|Tk,tr) é
definido arbitrariamente. Em geral, se a diferenca é grande, a dependéncia
de f em x serd pequena, ou seja, tera pouca correlacao com esta varidvel
aleatoria. Por outro lado, se a diferenca ¢ infinitesimalmente pequena, a
probabilidade condicional possuirda um valor de pico xy, i.e.,

lim (l‘k+1, tk+1|ZBk, tk) =9 (Zbk_H — :Ek) . (2.14)
tier1—tk

Na verdade, esta equacao expressa que a variavel estocastica nao pode ter

saltos instantaneos [2].

2.4 Valor Esperado e Momentos

O valor esperado, também denominado de média ou esperanca, de uma

fungao arbitréria ¢(Xy,...,X,), onde X; = X(t;), é dado por:

(gp(Xl,...,Xn)}:/.../cp(xl,...,mn)dF(xl,tl;...;xn,tn) (2.15)

A integral dada em (22.15]) é compreendida como sendo do tipo Riemann-
Stieltjes. Nao entraremos em detalhes sobre este tipo de integracao. Para
maiores detalhes, consulte a referéncia [4]. Estamos interessados nos casos

em que a variavel X possui densidade.E] Assim, podemos definir

(go(Xl,...,Xn)):/ / o1, xn) f ot X, ty) doy . dxy,
(2.16)

IEste sempre serd o caso se utilizamos adequadamente densidades de probabilidade
descritas por uma delta de Dirac para lidarmos com as descontinuidades da distribuigao
de probabilidade.
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e o valor esperado assume sua forma usual como uma integral de Riemann
de uma densidade de probabilidade. Isto ocorre pois dF' pode ser enxergado
como a probabilidade de encontrarmos a variavel estocédstica continua X no

intervalo z; < X < z; +dx;, no tempo t; (i = 1,...,n) e podemos dizer que:

dF (xq1,ty;.. .52, ty)

=P({r < X <zy+dei},ty;. . {x, < X <z, +da, ), ty)
. 8”F($1,t1,,:cn,tn)

0r .. 0z, dry...dx,
= f(xy,t1;.. . xp, ty) day .. doy, (2.17)
O valor
<[X (tk) — b]n> = / (l’k — b)n f (l‘k, tk) d$k (2.18)

¢ definido como n-ésimo momento da varidavel X (¢;) em torno de b, para b
real e k inteiro ndo-negativo. Se b = 0, entdo (X" (tx)) é chamado simples-
mente de n-ésimo momento de X (tx). Se o valor esperado pp = (X (t))
existe, entdo o n-ésimo momento em torno da média (X (¢;) — ux) chama-se
n-ésimo momento central de X (¢x), que obviamente é igual a zero. O segundo
momento central [(X2(t)) — (X (t))?] é denominado de variéncia e sua raiz
quadrada é chamada de desvio-padrao oy.

De grande importancia também, temos o momento da variavel estocéstica

X em diversos tempos, definido por [5]

<X1Xk>:/ / xlxkf(xl,th,xk,tk)d:clda:k (219)

que nos fornece a correlacao entre os valores da varidvel estocédstica X em

diferentes tempos. Caso as varidveis, em diferentes tempos, sejam indepen-
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dentes entre si entao

(X1...X,) = (X1) ... (X,)
= / x1f(z1,t1)dxy .. / zf (xk, ) doy (2.20)

2.5 Funcao Caracteristica

O valor esperado pode ser utilizado para caracterizar, parcialmente ou com-
pletamente, uma determinada varidavel aleatéria. A funcgao caracteristica
é um tipo de valor esperado que sempre existe e sempre caracteriza uma
distribuicao de probabilidade de forma completa e univoca. Ela é uma fer-
ramenta de grande utilidade para o estudo do conceito de convergéncia em
distribuicoes de variaveis aleatérias e na demonstracao de alguns teoremas
de extrema relevancia.

Considerando a varidvel estocédstica X (t), a fungao caracteristica associ-

ada é dada por:

Yx (2,t) = <eIZX(t)> = (cos [z X (t)]) + I (sin [z X (1)]) = /elzmdF(m,t)
(2.21)
Somente no caso de X possuir densidade a funcao caracteristica torna-se
a usual transformada de Fourier [6] da densidade de probabilidade:

Yx (2,t) = /_OO e f (x,t) dw (2.22)

o0
Desta forma, mesmo que uma densidade nao esteja definida, ainda assim é
possivel definir a fungao caracteristica de uma variavel estocastica. A funcao

caracteristica possui importantes propriedades [4]:

1. A fungao caracteristica é limitada por um: |[¢x(z,t)| < 1;

2. A fungao caracteristica assume o valor um no ponto zero: ¥x(0,t) = 1;
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3. ¥x(z,t) = x(—2,t), onde ¢ é o complexo conjugado de ¢;

4. Se X(t) e X(t') sdo independentes, entdo a funcdo caracteristica da
soma das varidveis X (t) e X (¢') é igual ao produto das fungoes carac-

teristicas de cada uma delas;

5. A variavel aleatoria X tem distribuigao simétrica em torno de zero se

e somente se ¥y (z,t) é real para todo z;

6. Se X = aY + b, onde a e b sao reais e Y é uma variavel estocéstica,

entao ¢x(z,t) = ey (az, t);

7. Se a funcao caracteristica associada a X ¢ analitica, todos os momentos
estatisticos de X serao finitos, ou seja, (| X (t)|") < oo, Vn € N. Entao,
¥x(z,t) possui infinitas derivadas continuas e

7

g—z/zx(z,t):/(Im)”eI”dF(x,t), n=12...,00 (223)
zn

A partir da propriedade 7 da funcao caracteristica, obtemos:

1 9"px(2,1)

T r = (X"()) (2.24)

z=0

Deste modo, a funcgao caracteristica pode ser vista como uma espécie de
funcao geradora de momentos. Podemos ainda expandir a funcao carac-
teristica em termo dos momentos da varidvel estocéstica:
=1
Ux(z,t) = 1+Zﬁ(h>n (X"(t)) (2.25)
n=1 "
Se conhecemos todos os momentos, entao obtemos a funcao caracteristica.
Assumindo a existéncia da densidade de probabilidade, a fungao carac-

teristica é a transformada de Fourier da densidade de probabilidade. Logo,
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a densidade de probabilidade ¢ a transformada inversa de Fourier da funcao

caracteristica

flz,t) = (2m)™" /OO ey (2, t)dz (2.26)

—00
Distribuicao Gaussiana
Por ser de grande interesse para nossos propositos, vamos definir a funcao

caracteristica especifica associada a uma variavel aleatéria X (t), cuja densi-

dade de probabilidade ¢é descrita por uma distribui¢ao gaussiana, dada por:

1w
e 5 (2.27)

f(l‘,t) =

2mo

onde 1 e o sao respectivamente a média e o desvio-padrao de x.
Utilizando a equagao (2.22), a fungao caracteristica associada a esta

variavel com distribuicao gaussiana sera dada por:

o222

wgauss(za t) = eI,u,z— 2 (228)

Considerando ¢ = 0 e 0 = 1, a densidade na equagao (2.27)) torna-se

22

f(a,t) = N(0,1) = \/12_7?@—2, (2.29)

denominada de distribuicao normal-padrao. E a funcgao caracteristica asso-

ciada a distribui¢ao normal-padrao, sera dada por:
Vx(z,t) =e 2, (2.30)

Podemos escrever, de um modo geral, a fungao caracteristica associada
a uma variavel aleatoria com uma distribuicao qualquer, sem a utilizacao
de integrais. Este método ¢é realizado com a utilizacao da funcao de Lévy,

apresentada na secao a seguir.
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2.6 Funcao de Lévy

A funcao de Lévy foi utilizada na literatura [I], [7] para analisar o processo de
convergencia de soma de variaveis aleatorias em séries temporais estocasticas.
Ela pode ser utilizada para medir distribuigoes assintéticas e caracterizar de
modo preciso seus afastamentos em relacao a distribuicao normal. Isto é
feito através da utilizacao de uma forma canodnica da fungao caracteristica
proposta originalmente por Paul Lévy []].
Primeiramente, sera util definir o conceito de variavel aleatéria reduzida,
dada por:
X(t)=———— (2.31)

onde p e o sdo, respectivamente, a média e o desvio-padrao de X (¢). Este tipo
de varidvel é também denominada de padronizacao de X (t), pois expressa
tal variavel em unidades de desvio-padrao. Ela possui sempre média igual a
zero e variancia igual a um.

Lévy demonstrou [8,[9] que, para qualquer variavel aleatéria com variancia
finita, a funcao caracteristica associada a sua varidavel reduzida pode ser

escrita como

Yrg(z,8) = e~ IHle) (2.32)

A funcdo w(z) é denominada de funcao de Lévy. Ela é uma funcao com-
plexa e continua em um intervalo real aberto —e < z < €, podendo ser escrita
da seguinte forma:

w(z) = wr(z) + Twy(z) (2.33)

A definigao acima é dada de tal modo que a fungao wg(z) seja uma fungao
par e wr(z) seja uma fungao fmpar e w(0) = 0.
A funcao de Lévy pode ser calculada a partir da funcao caracteristica

x(z,t). De acordo com a definigao dada em (2.21) para funcdo carac-
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teristica, podemos reescreve-la como:

Ux(z,t) = VYr(z,t) + 1 (2, 1) (2.34)
onde:
Yr(z,t) = (cos [2X(1)])
bir(z,t) = (sin[2X (£)]) (2.35)
Com isso, obtemos a parte real de w(z) através da formula:

22+ 2 1In (/Y34(2,t) +12(2,1)
wr(z) = — < = ) (2.36)

e sua parte imaginaria:

_ 1 arctan Yulz:)
wr(z) = = t [¢R(Z,t)] (2.37)

onde a funcao arco-tangente computa o valor principal do argumento 6 do
ntimero complexo x + iy = r(cosf + i sinf), o que significa que —7 < 0 < 7.

Note que a forma especifica da funcao de Lévy defini o quanto a dis-
tribuicao de probabilidade relacionada a uma variavel aleatéria se aproxima
ou se afasta da distribuicdo normal. Somente quando w(z) = 0, a fungao

caracteristica associada sera

Ug(z,t) =e 7, (2.38)
que é a funcao caracteristica associada a distribui¢cao normal-padrao.
Comentarios sobre notacoes

Designaremos a variavel estocastica por X enquanto sua realizagao sera dada
por x. Isto é feito pois é costume da literatura de teoria da probabilidade a
utilizacao de diferentes simbolos para diferenciar a variavel estocastica em si

e a correspondente variavel em distribuigoes de probabilidade.
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E costume da literatura usar indistintamente o termo distribuicao de
probabilidade para designar o que tecnicamente é a densidade de probabili-
dade associada a funcao de distribuicao. Sendo este o costume da literatura,
usaremos a expressao indistintamente, pois ficara claro, ao longo desta dis-
sertacao, que em todas as aplicagoes trataremos sempre da densidade e nao

da distribuicao em si.



Capitulo 3

Equacao de Difusao

3.1 Processos Estocasticos

Toda nossa derivagao gira em torno da relagao de integracao fundamental

st + Al = /OO £t + Atz ) f (o, £)da (3.1)

onde f(a', t+At|x,t) é a densidade de probabilidade de obtermos z’ no tempo
t+ At condicionado em x no tempo t, que é o caso para malha de dois tempos
da relacao de consisténcia de Chapmam-Kolmogorov ((2.7)).

A equagao permite-nos que possamos definir processos estocasticos

markovianos através da seguinte relagao [2]:
x(t + At) — z(t) = 0(x, t, At) (3.2)

De um ponto de vista probabilistico, a equacao descreve uma trans-
formagao probabilista que relaciona a variavel X do tempo t a varidavel X no
tempo t + At. Esta transformacao é feita através da variavel aleatéria 6 que
possui dF'[f(z,t, At)] como probabilidade associada, condicionada ao valor
de X no tempo t e ao intervalo de tempo At. Esta variavel 6 serd chamada

de variavel de retorno.

19
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As equagoes (3.1)) e (3.2]) permitem-nos inferir a seguinte relagao proba-

bilistica:

f0,t+ Atlz,t) = f({X =2} — x,t + At]z, 1).
= f(a',t + At|x, 1) (3.3)

Esta relagao pode ser entendida da seguinte maneira: em um tempo ¢ obte-
mos que a variavel estocastica X assume um valor z. Em um tempo ¢ + At,
a variavel x nao possuira mais uma probablidade associada, pois o seu valor
ja foi anteriormente obtido. Assim, a probabilidade associada a 6 sera a
probabilidade associada a x’, satisfazendo a relacao (3.3)).

Apesar de expressar um processo estocdstico em termos da equagao (j3.2))
possa ser suficiente em determinados casos, isto pode mostrar-se ineficiente
para a obtenc¢ao da totalidade de suas propriedades estatisticas. Na grande
maioria dos casos, o mais plausivel é formular equacoes em termos de suas
densidades de probabilidade: as denominadas equacoes de difusao. O método
que sera desenvolvido na secao seguinte é baseado na obtencao da equacao
de difusao em termos dos momentos estatisticos da variavel de retorno 6,

equacao esta obtida a partir do uso de funcoes caracteristicas.

3.2 Equacao de Difusao

Nesta secao, vamos derivar formalmente a Equacao de Difusao, equacao difer-
encial parcial que é construida para densidades de probabilidades. Este tipo
de equacao ¢é utilizada para expressar leis de movimento de varios sistemas
fisicos.

Como primeiro passo, obteremos a relagao entre as fungoes caracteristicas

associadas as varidveis aleatérias X (¢ + At) e X (), respectivamente. Para
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X(t), temos:

Ux(z,t) = <eIZX(t)> = /elzmdF(x,t) (3.4)
onde dF(z,t) representa a probabilidade de encontrar varidvel X no intervalo
(z,x + dx) em um tempo t.

A partir da definicao dada para a varidvel 6 na equacao (3.2)), a funcao

caracteristica associada a variavel X (¢ + At) é dada por:

V(2,4 Af) = (/X089
_ <€IZ[X(t)+9(x7t,At)]> (3.5)

A distribui¢ao de probabilidade dF'(0,t + At; x,t) pode ser escrita como:

dF(0,t + At;x,t) = dF (z,t)dF [0(x, t, At)] (3.6)

Desta forma, a equacao (3.5 sera dada por:
(2.t + AF) = / AP (3, 1) / eI [0(z,t, A (3.7)

A segunda integral é a funcao caracteristica no ponto z, associada a prob-

abilidade condicional de 0, i.e.
Yoz, t, At) = /eIZBdF [0(x,t, At)] (3.8)

Supondo que as densidades de probabilidade f(x,t) existem, podemos

escrever dF(x,t) = f(z,t)dx e reescrever a equagao (3.7) como:

[e.e]

V(2. t+ AF) = / €T (2) f (2, ) (3.9)

—00

Assumiremos que a funcao caracteristica da variavel # é analitica para
qualquer intervalo de tempo At. Isto implica que todos os seus momentos es-
tatisticos sao finitos. Desta forma, podemos expandir a funcao caracteristica

em séries de Taylor:

n!

Yoz, t, At) =1+ i (") (I2)" (3.10)
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onde (") é o enésimo momento da varidvel 6.
Caso a funcao caracteristica fosse nao-analitica deveriamos expandi-la
também em termos de potenciais fracionarios de z. No entanto, este tipo de

fungao caracteristica nao entra no ambito desta dissertacao.

Substituindo (3.10) em (3.9)), obtemos:
OO Izx = (]Z)n OO 12T /on
Ux(zt+AH) = [ e f(:c,t)derZT (0™ f(x, t)dx (3.11)
) n=1 : —00

Note que a primeira integral é a funcao caracteristica da variavel es-

tocastica X no tempo t. Assim:

Ux(z,t+ At) —Yx(z,t) = Z (Inﬁ /00 e O™ f(x,t)dw (3.12)

Aplicando a transformada de Fourier inversa L™! na equacao (3.12)), obte-

mos:
X 1\n on
Flat 4 A1) - flay =3 CS 0

n=1

[(67) f (2, 1)] (3.13)

Dividindo ambos os lados da equagao (3.13]) por At, obtemos a seguinte

equacao de diferencas finitas:

flz,t+ At) —
At

Mg

L Sren] e

n=1

Quando At — 0, obtemos a seguinte equacao diferencial parcial:

Z D) 1) (3.15)

onde D,, sao denominados de coeficientes de Kramers-Moyal, dados por:

") [T f o+ At (3.16)

D t) = li —
n(2,1) = AEDo At = Ao At

A equagao (3.15) é a forma geral da Equacao de Difusao. A forma es-
pecifica desta equagao depende essencialmente do comportamento dos coefi-

cientes D,,’s quando At tende a zero. Podemos classifica-la em trés classes:
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Sistemas deterministicos, Equacao de Fokker-Planck e Expansao de Kramers-
Moyal, cada uma correspondendo a uma diferente forma da equacao de di-

fusdo.

3.2.1 Sistemas Deterministicos

Os sistemas deterministicos sdo definidos para variaveis de retorno 6(z, t, At)

para as quais os seguintes limites na equagao ([3.15]) sao satisfeitos:

) 0
Dy(z,t) = Alir—I}O % =Gq(z,t) #0
67’1
Dy (x,t) = Alir_r}o <At> =0, para n > 2. (3.17)

Neste caso, a equacao de difusao (3.15)) torna-se:

af 0o

%= o2 (G1(z,t) f(z,1)] (3.18)

Esta equacao nao é verdadeiramente uma equacao de difusao, porque ela

possui apenas termos de desvio.

3.2.2 Equacao de Fokker-Planck

A equagao de Fokker-Planck [10], [I1] é obtida quando os seguintes limites

sdo satisfeitos:

~ o O
Dy (z,t) = Al}tIEO A Gi(z,t) #0
Dy(z,t) = lim @ = Gy(x,t) #0
’ At—0 At ’
L (07)
= = >
D, (X,t) Al}:rilo A 0, para n > 3. (3.19)

Neste caso, escrevemos a equagao de difusao (3.15)) como:

of 0 1 2

E - _% [Gl(xa t)f(l’,t)] + 5@ [GQ(SL’,t)f(CL’, t)] (320)
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3.2.3 Expansao de Kramers-Moyal

A expansao de Kramers-Moyal [2], [12] é obtida da seguinte maneira: se

en
Dy (z,t) = Al%r_r}o <At> = Gp(x,t) #0 para algum n > 3 e par, (3.21)

entao pode-se mostrar que todos os coeficientes D,, pares sao diferentes de
zero e a equacao [3.15| sera dada por uma expansao de infinitos termos, do

seguinte modo:

% _ 21 (_71_1!)71% Dy, 8)f (2, )] (3.22)

Neste caso, a equacao assume sua forma exata.

Na segao a seguir, nds apresentamos o lema de Pawula que garante a
existéncia da expansao de Kramers-Moyal quando as condigoes acima esta-
belecidas sao satisfeitas e as condigoes necessarias para a obtencao de uma

equagao de Fokker-Planck.

3.2.4 Lema de Pawula

Geralmente, o coeficiente de Kramers-Moyal D,, é diferente de zero para
qualquer valor de n. Entretanto, o lema de Pawula [13], que é construido
para transicoes de probabilidade positivas, mostra-nos que se D, = 0 para
algum n par, entao todos os coeficientes D,,, para n > 3, serao iguais a zero.
Desta forma, a expansao de Kramers-Moyal deve parar depois do primeiro
ou do segundo termo. Caso D,, # 0, para algum n par e maior que dois, a
expansao possuira infinitos termos.

Para derivarmos o lema de Pawula, necessitamos da desigualdade de

Schwartz generalizada [14]:

{ / a(z)b(z) f(x)dxr < / a2 (z) f(z)dw / b (2) f (x)da (3.23)
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onde f(x) é uma fungao nao-negativa e a(x) e b(x) sdo fungoes arbitrarias.
Se fizermos as seguintes consideragoes (n,m > 0):
a(x) = (6)"
b(x) = (6)""
f(x) = f(2' t + At|z,t) (3.24)
Substituindo (3.24) em (3.23) para o limite de —oo a oo, obtemos a

seguinte relacao:

(gnmy? < (g2nY . (gen+am) (3.25)

Para m = 0, temos que (#2")* < (2")? que é obviamente satisfeito para
qualquer valor de n. J4 para n = 0, temos <9m>2 < (#*™), que relacionado

com os coeficientes de Kramers-Moyal D,, fica:
D2, - (At)? < Dy, - At (3.26)

Como At — 0, nada podemos dizer, a partir da relacao acima, para os
coeficientes de Kramers-Moyal. Por isso, consideramos (3.25) paran > 1 e
m > 1, obtendo:

D3 < Dan - Danyom (3.27)
Se Do, é igual a zero, Dy, ,, também deve ser, i.e.,
Dy, =0= Dopr1 = Dopio=...=0, paran > 1 (3.28)
Se Doy iom é igual a zero, Dy, ,, também deve ser, i.e.,

Dy, =0= D,,,, =0, paran=1,...,r—1

Doy y=...=Dyp1 =0 (3.29)

Utilizando (3.28)) e o repetido uso de (3.29), concluimos que se Dy, = 0

para r > 1, todos os coeficientes D,, com n > 3 desaparecem, i.e.,

Dy, =0=D3=D,=...=0, para r > 1 (3.30)
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O lema de Pawula segue imediatamente desta ultima conclusao. Devemos
lembrar que o valor de n deve ser par. Caso encontremos algum coeficiente
D,, = 0 para n impar, nada poderemos concluir a respeito dos demais coefi-
cientes.

Note que o lema acima nao garante que a equagao de Fokker-Planck é uma
boa aproximagcao para a equacao de Difusao. O lema unicamente nos leva a
conclusao de que a densidade de probabilidade de um processo estocastico
nao pode ser descrito corretamente por um nimero finito, maior do que dois,
de termos da expansao de Kramers-Moyal.

A utilidade do lema estd quando calculamos os coeficientes D,, a partir
de séries temporais reais. Primeiramente, calculamos D; e Dy. Entao cal-
culamos um coeficiente D,, com n par e maior que trés e se este coeficiente
for nulo, entao nao havera a necessidade de calcular os outros coeficientes.
Evitamos assim gastos experimentais ou computacionais.

Para encontrar sob quais condigoes obtemos Fokker-Planck ou Kramers-
Moyal, devemos utilizar as ferramentas estatisticas propostas por Paul Lévy.

A secao a seguir fala exatamente disso.

3.3 Forma Canonica de Lévy

Nesta secao, vamos utilizar a forma canonica de Lévy para a funcao carac-
teristica da varidvel estocdstica 6 para a obtencao da equagao de difusao. Este
formalismo, por nés desenvolvido, para a equacao de Difusao ¢é inédito na lit-
eratura sobre o assunto e abre a possibilidade de caracterizacao de processos
difusivos através do estudo de convergéncia de distribuigoes associadas séries
temporais estocésticas. Com isso, podemos estabelecer condicoes gerais para
a resolucao da questao proposta no final da secao anterior.

O primeiro passo consiste em centralizar e normalizar a variavel de retorno
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0:
g bh (3.31)
o
onde:
po = (. t, At) = (0)
of = o’ (z,t,At) = (6*) — (0)? (3.32)

Como visto no capitulo anterior, a forma canonica de Lévy para funcao

caracteristica associada & varidvel reduzida 6, é dada por:
22
Yg(z,t, At) = e~ 7 1Hean)] (3.33)

De acordo com as propriedades de fungoes caracteristicas, podemos escr-

ever:

=090 + g = Vo(z,t, At) = el"0%g(agz, t, At) (3.34)

A partir de (3.34)), obtemos:

(092)?
Yoz, t, At) = elHoze= 5 IHwar(o2)] (3.35)

De (3.9), obtemos a seguinte equacao de diferengas:

At) — At) -
@DX(Z,t+ Ati 'QDX(Z?t) — /elzxf(l‘,t) |:,¢}9(Z7t7Att) 1:| dx (336)

Como At — 0, a equagao (3.36)) se torna:

0 b o . AL — 1
% = /eI f(z,t) AI%IEO [¢9(Z A7 ) }dx (3.37)

Analisando a equacao acima, notamos que toda a questao se resume em

poder avaliar o limite

At) —1
g P01
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Reescrevendo a funcgao caracteristica como:

Vo(z,t, At) = eFat) (3.39)
onde:
0p2)? 0p2)?
Ga(z) :JW—< "2) ! 92 ) war(0g2) (3.40)
Podemos expandir a equagao (3.39) em séries de Taylor, obtendo:
Yoz, t, At) =1 Ga(2) = 1 G%,(2)
= — 41
At At Z:; nl At (3.41)

O limite (3.38) existe se e somente se as seguintes condigdes forem obe-

decidas:
. Moo
A ag =1
2
im 20 — 52
Aar =
Alirno wai(ogz) = Alimo war(o(z, t)VALz) = w(z; x,t) (3.42)

Condicoes essas necessarias e suficientes para a existéncia do limite.
Aplicando o limite e as condigoes (3.42) a expansao (3.41]), obtemos:
z,t, At) — 1 Gai(z

At—0 At Aglo At

2 t 2 2 t 2
= Ip(x,t)z — @)z o)z w(z; x,t)

2 2
(3.43)

Substituindo (3.43)) na equagao (3.37]), obtemos:

0Yx(z,t)
ot

o%(x, 1)z o*(x,t)2?

:/elz’”f(x,t) {I,u(x,t)z— SR w(z;x,t)} dx
(3.44)

Calculando a transformada inversa de Fourier L~! desta equacao:

of (z,t) 9] 1 92

o = o e O (@) + 5 5 [0 (@, ) f (1)

+ L7t {/elmf(x,t)ch(x,t) [—gw(z;x,t)] dm} (3.45)
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A equacao acima é a equacao de difusao expressa através do formalismo de
Lévy. Escrita desta forma, a caracterizacao do processo difusivo associada a
variavel de retorno 6 dependera exclusivamente da forma especifica da funcao
de Lévy w(z; z,t). Vemos claramente que se w(z;x,t) = 0 para qualquer valor
de z, obtemos a equacgao de Fokker-Planck; caso contrario, com w(z;xz,t) # 0,
0 que obtemos é a expansao de Kramers-Moyal.

A grande vantagem de escrever a equagao de difusao neste formalismo ¢ a
facilidade da implementagao nimerica, e consequentemente computacional,
da fungao de Lévy w(z; z, t), como recentemente feito por Annibal Figueiredo
e coloboradores [11 [7].

Pode-se mostrar que a funcao de Lévy, utilizada para medir distribui¢oes
assintoticas e caracterizar de modo preciso seus afastamentos com relacao
a uma distribuicao gaussiana, pode ser obtida diretamente dos dados de
séries temporais estocasticas reais, independentemente dos conhecimentos
dos momentos estatisticos da distribuicao. Podemos, entao, utilizar a funcao
de Lévy para caracterizar de modo tnico, preciso e direto a distribuicao

associada a variavel de retorno 6.

3.3.1 Interpretacao do resultado

Vamos agora retomar um importante resultado obtido no segundo capitulo
desta dissertacao. Vimos através da equagao que a diferenca At =
tr+1 —t da probabilidade condicional f(xyy1, txi1|Tk, tx) poderia ser definida
arbitrariamente e quando essa diferenca fosse infinitesimalmente pequena, a

probabilidade condicional possuiria um valor de pico xy, i.e.,

lim f(xk+1,tk+1‘xk,tk> = 5<xk+1 — .I'k) (346)

tpr1—Tk
O que a equagao (3.46|) nos diz é que a distribuicao de probabilidade

da variavel # sempre convergira para uma delta de dirac centrada em zero,
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conforme At for tendendo a zero. Assim, como esta convergéncia é pelo

menos da ordem de At, como visto na relacao (3.43), podemos dizer que:
=0 (3.47)

Podemos ainda dizer que independente de w(z) ser nulo ou ndo, a dis-
tribuicao de 6 convergird para uma delta de Dirac. No entanto, a forma
especifica da funcao de Lévy determinara que tipo de distribui¢ao de proba-
bilidade a variavel 6 possuira.

Como ja visto, a funcao caracteristica de uma distribuicao gaussiana é
dada por:

Uz(ac,t)Atzz
2

Ygauss (2, 1, At) = /HoDAE= (3.48)

A equagao (3.48) nada mais é que a fungao caracteristica associada a uma
varidvel aleatdria cuja fungdo w(z) é nula. Desta forma, quando At — 0,
teremos uma distribuicao gaussiana que converge para uma delta de Dirac.

Entretanto, quando w(z) associado a varidvel aleatéria é diferente de zero,
temos um comportamento diferente para a sua distribuicao de probabilidades.
Utilizando (3.43)), vamos tomar a funcao caracteristica da variavel de retorno,
comparando-a a fungao caracteristica de uma gaussiana, e analisemos sua

convergéncia quando At — 0 através da seguinte relacao:

. ¢9<Z, t, At) - wgauss(z7 l At) _ o’ 2
Alg}o N =57 w(z) (3.49)

Aplicando a transformada inversa de Fourier na relacao acima, obtemos:

. f(0) — Gauss(d) 1 e | o(mt)
Al}tglo Y =5 /e 0 {—Tz w(z)} dz (3.50)

Podemos entao concluir que para w(z) # 0, a distribui¢do de probabili-

dade da varidvel aleatéria nao sera descrito por uma gaussiana. De qualquer
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forma, esta distribuicao também converge para uma delta de Dirac quando
At — 0.

Com estes resultados obtidos, chegamos a seguinte conclusao: o tipo de
distribuicao de probabilidade associada a variavel 6 determinard o tipo de

equacao difusiva que melhor descreve o processo estocastico a ela associada:

e Quando w(z) = 0, sua distribuicao serd descrita por uma gaussiana que
converge para um delta de Dirac quando At tende a zero. Neste caso,
a equacao de difusao é melhor descrita por uma equacao de Fokker-

Planck;

e Quando w(z) # 0, sua distribuigdo serd ndo-gaussiana e da mesma
forma convergira para um delta de Dirac quando At tende a zero. En-
tretanto, a equagao de difusao serd melhor descrita por uma expansao

de Kramers-Moyal.

Até o presente momento, ainda nao descrevemos qual seria a distribuigao
de 6 que nos levaria a cada um desses dois resultados. No préximo capitulo,
procuramos estabelecer formas especificas para a distribuicao de probabil-
idade de 6 que nos leve a conclusoes universais no estudo de equagoes de

difusao.



Capitulo 4

Processos continuos e
descontinuos

4.1 Variaveis de retorno auto-similares

Antes de falarmos sobre processos continuos e descontinuos, vamos falar so-
bre uma classe de sistemas que possuem uma interessante propriedade que
pode estar associada a varidvel de retorno 0(x,t, At): a auto-similaridade
assintética desta varidavel em relacao ao intervalo de tempo At.

Uma varidavel aleatéria é dita auto-similar com respeito a At, se e so-
mente se suas propriedades estatisticas sao as mesmas qualquer que seja o
valor de At. Em outras palavras, isto significa que esta variavel aleatéria re-
duzida é independente do intervalo de tempo At. Ela serd assintoticamente
auto-similar se estas propriedades sao satisfeitas considerando At como sufi-
cientemente pequeno.

Vamos entao utilizar esta propriedade no estudo de processos difusivos.
Consideremos um processo estocastico descrito pela equagao , assumindo
que a variavel de retorno 6 é assintoticamente auto-similar com respeito ao
intervalo de tempo At, assumido como sendo muito pequeno. A variavel de

retorno ser auto-similar significa que a varidvel reduzida 0 = (0 — pg)/og é

32
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independente de At, onde pg = (A) e 02 = (82) — (A)? sdo respectivamente a
média e a variancia de 6.

Para que possamos obter uma equacao de difusao, a partir do processo
estocastico definido por , devemos satisfazer as condigoes estabelecidas
em . Vamos entao supor as seguintes condicoes, feitas para At muito

pequeno:

po = plx, t)At

op = oz, t)VAL (4.1)

A escolha da forma que o desvio-padrao oy apresentara, é de vital na
determinagao do comportamento e das propriedades que a densidade f(6)
possuira. Isto porque o desvio-padrao pode ser utilizado como medida de
largura de uma distribuicao. Além disso, a escolha apropriada de oy pode
determinar a convergéncia da densidade f(f) para uma determinada dis-
tribuicao com o aumento ou diminuigao do seu valor.

O desvio-padrao também é a medida mais comum de dispersao estatistica.
Se o desvio-padrao de uma variavel aleatéria € igual a zero, entao o valor desta
variavel nao muda com o passar do tempo. A delta de Dirac é utilizada para
representar tal variavel, pois é uma distribuicao nula em todo o seu dominio
exceto em ponto no qual sera infinito.

Assim, podemos concluir que assumir gy — 0 implicard na convergéncia
da densidade f (9)|I| a uma delta de Dirac. Em nossos estudos sobre processos
estocasticos, analisamos densidades condicionais tais que a escolha de um
intervalo de tempo At suficientemente pequeno implica na convergéncia de
tais densidades para a delta de Dirac.

Como sabemos, a funcao caracteristica associada a variavel reduzida 0, é

LA partir deste capitulo, omitiremos a dependéncia em t e At das distribuicdes e funcdes
caracteristicas associadas a varidvel 0, sendo retomada quando se fizer necessario.
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dada por:
Yglz) = T rwmte) (1.2)

O indice At designa que a fun¢ao wa(z), em geral, possui dependéncia
em At. Como a variavel reduzida 6 é assumida como assintoticamente auto-
similar, ent@o a fungao caracteristica 15(z) deve ser independente de At. Isto

implica que a fungao de Lévy wa.(2) também néo dependera de At, ou seja:

war(z) = w(z2), (4.3)

Assim, ao aplicarmos as condigoes (3.42)), obteremos:

. Moo

Jim 25 = u(#,t)
2

. 0p 9

a0

im w(o(z,t)VALz) = w(0) = 0 (4.4)

et )= i elo) = i,

Este resultado indica-nos que a funcao de Lévy, associada a uma variavel
aleatoria cuja distribuicao de probabilidade é assintoticamente auto-similar
e que satisfaz as condigoes acima descritas, é sempre nula. Desta forma,
a auto-similaridade assintética é condicao suficiente para obtencao de uma
equagao de Fokker-Planck.

Se a variavel de retorno nao possuir a propriedade de auto-similaridade
assintética, entdo a fungao de Lévy was(z) depende de At. No entanto,
s0 poderemos dizer que tipo de equacgao difusiva estara associada a esta
variavel, quando o limite Aliglo wat(ogz) for analisado. Assim, a quebra da
auto-similaridade assintética é condigao necessaria, mas nao suficiente, na

obten¢ao de uma expansao de Kramers-Moyal.
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4.2 Continuidade em distribuigao

Na teoria de processos estocasticos, existem muitas maneiras de um processo
ser considerado como continuo. Utilizaremos aqui o conceito de continuidade
em distribui¢ao [3]: uma variavel aleatéria serd continua, se sua fungao dis-
tribuicao acumulada for continua.

Enquanto que uma distribuicao de probabilidade é continua se sua fungao
distribuicao acumulada for continua, ela sera descontinua caso a sua funcao
distribuicao acumulada apresente descontinuidade. Nesse caso, dizemos que

a variavel aleatoria, associada a esta distribuicao é descontinua.

4.2.1 Exemplo de processo continuo

Um caso particular muito importante de distribuigoes continuas é a densidade

gaussiana, dada por:
1 _-n?

e % (4.5)

f(0) =
oV 2T

A figura mostra a densidade f(#) para varios valores de At. Note
que conforme o valor de At vai ficando menor, a largura da distribuigao vai
ficando cada vez menor e em contrapartida, o seu valor de pico aumenta.

Na verdade, o processo de convergéncia da figura [4.1] sugere que a densi-
dade f(0) tende a uma delta de Dirac, quando At — 0. Isto porque obtere-
mos uma func¢ao nula em todo o seu dominio exceto em 6 = 0, ponto no qual
serd infinito.

A funcao distribuicdo acumulada de 6 sera dada por:

6 —
F() = / F(0)do' = % +% orf (906 f; > (4.6)

onde erf(#) é a fungdo erro, continua em todo seu dominio, encontrada

integrando-se a fun¢ao normal-padrao:

erf(9) = % /0 9 e de. (4.7)
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Ela possui as propriedades: erf(—|0|/og) — —1 e erf(|0|/os) — 1, para
0] >> 1. Como esta funcao é inversamente proporcional a VAL, quanto
menor o valor de At mais rapidamente estas propriedades serao satisfeitas.
Logo, quando At — 0, obtemos a fungao Degrau.

A figura representa a funcao distribuicao de uma variavel cuja densi-
dade de probabilidade é descrita por distribuicao gaussiana. Note que ela nao
apresenta nenhuma descontinuidade e que ela tende a uma funcao Degrau
conforme At vai ficando menor.

Para distribuigoes gaussianas com média e desvio-padrao dados por ,
a funcdo de Lévy wai(z) = 0. Logo, estas distribuigdes gaussianas sdo auto-
similares em relacao a At. Desta forma, a equacao de Fokker-Planck deve ser

a utilizada na descricao de variaveis de retorno gaussianamente distribuidas.

1 _(H—.rr_m2

0.84

0.4

0.2+

Figura 4.1: Convergéncia de uma distribuicao gaussiana, para varios valores
de At. Assumimos pyp = 0 e g9 = VAt. A distribuigao aproxima-se cada vez
mais de uma delta de Dirac conforme o valor de At vai diminuindo.
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Figura 4.2: Funcoes distribuicao acumuladas de uma variavel com densidade
gaussiana para vérios valores de At. Assumimos pg = 0 e 0y = vV At. Note
que a distribuicao aproxima-se cada vez mais de uma funcao degrau conforme
o valor de At vai ficando menor.

4.2.2 Exemplo de processo descontinuo

Agora, devemos buscar uma densidade de probabilidade para uma varidvel
aleatoria descontinua que tenda para uma delta de Dirac quando At torna-
se suficientemente pequeno. Um tipo interessante de funcao descontinua,
que obedece tal propriedade, é a densidade de probabilidade utilizada para
descrever processos colisionais [15].

Considere uma molécula com velocidade x. Considerando o tempo inicial
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to = 0, definimos

P(t) = Probabilidade que a molécula nao

sofra uma colisao em um tempo t. (4.8)

Naturalmente, P(0) = 1. Entretanto, P(t) decresce conforme o tempo ¢
aumenta, ja que uma molécula é constantemente exposta ao risco de sofrer
uma colisdo. Quando ¢ — oo, temos que P(t) — 0.

Para descrever as colisoes, definimos

adt = Probabilidade da molécula sofrer uma colisdo

dentro do intervalo de tempo ¢ e ¢t 4 dt, (4.9)

onde dt é um intervalo de tempo infinitesimal. A quantidade a é a probabil-
idade por unidade de tempo de a molécula sofrer uma colisao, ou seja, uma
taxa de colisao. Assumimos ainda que a taxa a é independente da historia
da molécula, ou seja, nao importa quando a molécula sofreu a tltima colisao.
Em geral, a depende da velocidade x da molécula em consideracao.

Com estes resultados, podemos calcular a probabilidade P(t). A prob-
abilidade P(t 4 dt) de uma molécula nao sofrer colisdo em um intervalo de
tempo t + dt deve ser igual [a probabilidade que tal molécula nao sofra uma
colisao em um tempo t| multiplicada pela [probabilidade da molécula nao

sofrer uma colisao dentro do intervalo de tempo t e t 4 dt], ou seja:
P(t+dt) = P(t)(1 — adt) (4.10)

ou
dP  P(t+dt) — P(t)

dt dt
A equagao (4.11]) é uma equacao diferencial. A sua solugao é dada por:

— —aP(t)dt. (4.11)

Pt)=Ce =" (4.12)
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onde C' = 1, devido a condigao inicial P(0) = 1.
No entanto, estamos interessados no comportamento da molécula em um

intervalo de tempo [t,t + At]. Assim, a equacao (4.12)) torna-se:
P(At) = e A (4.13)

Como tratamos de um intervalo de tempo At << 1, entao podemos

utilizar a seguinte aproximacao para esta probabilidade:
P(At) = 1 —aAt (4.14)

Os resultados acima descritos estabelecem apenas a probabilidade de
ocorréncia (colisdo) ou nao-ocorréncia de um evento. No entanto, nada falam
sobre qual distribuicao de probabilidade estara associada em cada um dos
casos.

Sabemos que 6 é uma variavel que relaciona a transicao probabilistica
da varidvel estocastica X de um tempo t para um tempo t + At. Vamos
entao considerar que a ocorréncia de um evento tenha como significado uma
mudanca de valor da varidvel estocastica X segundo uma densidade de prob-
abilidade especifica g(#). Assim, a densidade de probabilidade relacionada a
uma transicao de estados de um tempo t para um tempo t + At, serda dado
pela relacao (aAt)g(6).

A funcao delta de Dirac pode ser utilizado como uma densidade de prob-
abilidade que especifica uma nao-transicao probabilistica. Multiplicando
pela probabilidade P(At) encontramos entdo a densidade de probabilidade
(1 —aAt)o(0) que nenhuma transigao ocorra apds um intervalo de tempo At.

Como a ocorréncia e a nao-ocorréncia da transicao sao eventos mutua-
mente exclusivos, a densidade de probabilidade da varidvel de retorno 6 sera

dada por:
f(0) = (1 —aAt)o(0) + (aAt)g(0) (4.15)
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onde §(#) é a fungao delta de Dirac e g(6) é uma densidade de probabilidade
continua qualquer.

Vamos agora considerar uma variavel aleatéria, diferente de 6, associ-
ada somente a densidade ¢g(f). Consideramos entao que esta nova varigvel
possui média pu(z,t) e desvio-padrao o(z,t). Com esta definicdo obtemos
as propriedades estatisticas relacionadas a variavel 6 (funcao caracteristica,
momentos, etc), que sdo compostas pela andlise individual de cada uma das

densidades que compdem a distribuicao f(6).
Funcao Caracteristica

A partir da densidade de probabilidade f(6), podemos definir a funcao car-

acteristica associada a 6, dada por:

o0

Wo(z) = /_ T (0)d0 = (1 — alt) + (aAt) /_ g()d0 (4.16)

o0 [e.9]

onde utilizamos a seguinte propriedade da funcao delta de dirac:

/ " 5(0)do =1 (4.17)

[e.9]

A funcao caracteristica associada a variavel aleatéria reduzida cuja den-

sidade de probabilidade é dada por g(#), é igual a:
¢~ 1w, (4.18)

Vamos assumir o desvio-padrao desta variavel, relacionada unicamente a
g(0), como sendo igual a o(z,t) e sua média igual a zero. Assim, poderemos
inferir que:

OO 126 —MZQ[I—F”LU(O'(I t)z)]
e®g(0)do = e 2 ’ (4.19)

o0

Como consequéncia da definicao |D temos que oy = o(z,t)VaAt e
iy = 0. Utilizando a relacao (4.19), a equacao (4.16)) e (3.34)), obtemos:

o2 (z,t)

Po(2) = (1 — alt) + (aAt)e= "2 IHw(e(@n2) (4.20)
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A funcao caracteristica associada a variavel reduzida 6 sera, por fim, dada

por:

o(2) = (%) = (/") = w"(m>

— (1= alt) + alte 7 11 ( Vi) (4.21)

Funcgao canoénica de Lévy

Vamos agora encontrar a conexao entre a fungao wa.(z) com w(z). Nao
confunda uma com a outra. A primeira é a fungao de Lévy associada a
variavel reduzida de 0, enquanto a segunda é a funcao de Lévy da variavel
reduzida associada a variavel aleatoria cuja densidade de probabilidade é
dada por g(0).

Como sabemos, a funcao caracteristica da variavel reduzida #, é dada por:

22
Yg(z) = e~ T lIHeal) (4.22)

Podemos entao aplicar o logaritmo natural em ambos os lados da equagao

(4.22), obtendo:

22

In[ig(2)] = =5 [+ wau()] (4.23)

Por fim, a fungdo candnica de Lévy wa,(z) associada a funcdo carac-

teristica da variavel reduzida, ¢é igual a:

wa(2) = 2l [%z(;)] te (4.24)

Substituindo (4.21]) na equagao (4.24]), obtemos:

2 ln{(l — alAt) 4+ aAt exp{—ﬁz2 [1 +w <\/:Tt>i|}} + 22

war(z) = — =

(4.25)
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Note que a funcao de Lévy wa.(z), associada a uma varidvel de retorno
reduzida cuja distribuicao de probabilidade é descontinua, nao ¢é indepen-
dente de At. Concluimos entao que processos descontinuos nao possuem a

propriedade da auto-similaridade em relagao a At.

Aplicando a condigao (3.42)), obtemos:

w(z;z, t) = Alirilo wat(o2)

o2 T,
2 In {(1 — aAt) + aAte= =5 z2[1+w<a<x,t>z>1}
= lim —

At-0 o%(z,t)aAtz?

—1 (4.26)

Como o limite acima ¢é indeterminado, aplicamos a regra de L’Hospital,
obtendo desta forma:

2 {1 o 6—%22[1+w(0z)]}

2

w(z;x,t) = —1 (4.27)

2

o“Z

Como w(z;x,t) # 0, a equagao difusiva associada a varidvel de retorno

sera descrita por uma expansao de Kramers-Moyal.

Distribuicao Gaussiana Descontinua

Para efeitos de ilustracdo, vamos considerar que a densidade g(6) é uma

densidade gaussiana. Desta forma, a densidade f(#) serd igual a:

£(6) = (1 — aAt)5(0) + (aAt) \/217r_06 (4.28)

onde consideramos para a variavel u(z,t) = 0 e o(x,t) = o constante.

A figura mostra a densidade f(6) para vérios valores de At. Note que
conforme o valor de At vai ficando menor, a distribuicao vai espalhando-se.
Temos ainda uma descontinuidade em # = 0, onde a funcao assume um valor
infinito.

Na verdade, a figura sugere um processo de convergéncia na qual a

densidade f(f) tende a uma delta de Dirac, quando At — 0. Isto porque
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f(6) = (1 — aAt)8(8) + (aAt)

0.31

0.251

0.21

f(6) 0151

0.11

0.051

Figura 4.3: Processo de convergéncia de uma distribuicao gaussiana de-
scontinua, assumindo vérios valores para At. Aqui, pg = 0 e o9 = VAt
e a = 1.0. Note que a distribuicao aproxima-se cada vez mais de uma delta
de Dirac conforme o valor de At vai ficando menor. O trago vertical indica
que f(0) é infinito quando # = 0 para a distribuigao dada, qualquer que seja
o valor de At.

obteremos uma funcao nula em todo o seu dominio exceto em 6 = 0, ponto
no qual serd infinito.

Para mostrar que a variavel 6 é associada a uma distribui¢ao descontinua,

vamos calcular a funcao distribuicao acumulada de 6:

F(9) = / 6 F(0)d0 = (1 — aAt)O() + gm erf (gﬁ) + “TN (4.29)
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onde ©(0) ¢ a fungao degrau definida como:

1, 6>0
@(9):{0 00 (4.30)

Note que, neste caso, F'(f) é uma fungao descontinua. Vemos claramente que
F(0) converge para uma fun¢ao Degrau quando At — 0.

A figura representa a funcao distribuicao acumulada da variavel 6.
Note que ela apresenta descontinuidade para 8 = 0 e tende a uma fungao

Degrau conforme At vai ficando menor.

1 1 /
= 8| [Ar=0,4
06 B
F(9) F(O)
04 s
02 .
: D—/
3 5 T ] i 3 3 t - . . : .
¢ [
1 1
.
0B 06
F(f) F(6)
04 04
02 02
n;/'/ 0

Figura 4.4: Fungoes distribuicao acumuladas de uma varidvel com dis-
tribuicao gaussiana descontinua analisada para varios valores de At. Aqui,
o =0e oy =+Atea=1,0. Note que a distribuicdo aproxima-se cada vez
mais de uma funcao degrau conforme o valor de At vai ficando menor.

Vamos agora obter a fun¢ao wa,(z) para uma distribuigao gaussiana de-

scontinua. Neste caso, a fun¢ao w(z) serd igual a zero e a funcao caracteristica
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associada a variavel 6 sera dada por:
e(2z) = (1 — aAt) + alte mast®’

Temos que:

Z2

5 1+ wae(2)]

In [(1 — alt) + aAte_TlAtzﬂ —

Por fim, a funcao de Lévy wa; sera dada por:

In [(1 —alt) + aAte’ﬁzz] + 22

war(z) = —

45

(4.31)

(4.32)

(4.33)

Figura 4.5: Funcao de Lévy wa; relacionada a uma distribuicao gaussiana
descontinua, calculada para varios valores de At. Aqui, ug =0, 09 = VAt e

a=1,0.

A figura ilustra a funcao (4.33) em funcao de z para vérios valores

de At. Podemos ver claramente que a varidvel § nao é assintoticamente

auto-similar.



Capitulo 5

Movimento Browniano

5.1 Equacao Diferencial Estocastica

Como foi visto, qualquer processo estocastico pode ser descrito em termos

de uma equagao em um intervalo [¢,t + At] por:
x(t+ At) — z(t) = 0(x, t, At) (5.1)

A literatura sobre o assunto prefere descrever processos estocasticos em
termos de Equagoes Diferenciais Estocasticas (EDE), que sao equagoes difer-
enciais em que pelo menos um de seus termos é um processo estocastico.
Obtemos uma EDE facilmente dividindo a equacao por At para o lim-

ite At — 0, ou seja:

w(t+At) —x(t) dv . 0(x,t, At)
A TTar Ta AT A >

Em fisica, EDE’s normalmente usadas sao as equacgoes de Langevin, dadas

por:
dz
- = F(x,t) + D(z,t)e(t) (5.3)
onde F(x,t) e D(z,t) sdo fungoes diferenciaveis e €(t) é um ruido aleatério.

Para resolver a equagao (|5.3)) precisamos integré-la e o principal problema

estd no fato de que este sistema diferencial nao é bem definido. O classico

46
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teorema de existéncia e unicidade de solugoes nao se aplica a tal caso, pois
o ruido €(t) nado é uma fungdo continua. Reescrevendo a equacdo (5.3) no

formato integral, obtemos:
t+At t+At
x(t+ At) —z(t) = / F(x,t"dt' +/ D(m,t')e(t’)dt' (5.4)
t t

Podemos até inferir uma boa definicao para resolver a equagao ,
o problema é que sua solugao nao é univoca. A literatura sobre o as-
sunto fornece duas diferentes maneiras de definir integrais estocasticas: a)
a definicdo de Ito-Dobb; e b) a definicdo de Stratanovich. Para uma dis-
cussao mais detalhada, veja a referéncia [14]. A anédlise desenvolvida nessa
dissertacao, conforme descrito a seguir, é compativel com a definicao de Ito.

O presente trabalho centra-se em um método de andlise de processos
estocasticos sem a utilizacao de equacgoes diferenciais, de tal forma que nao é
necessario inferir qualquer definicao que remeta a integrais estocasticas. Na
verdade, acreditamos que a utilizagao de EDE’s tem seu grau de importancia
em determinados casos, mas a simples utilizagao de mapas lineares como
o da equagao , pode ser mais plausivel na obtencao de propriedades
estatisticas de processos estocdsticos, como visto nos capitulos anteriores.
Vamos entao utilizar um método no qual possamos considerar a equacao de
Langevin como um mapa linear.

A fungao €(t) é tida como um ruido continuo. Para adequé-la a utilizacao
de mapas, consideramos que o ruido €(¢) é continuo e constante dentro de

um intervalo de tempo [t;,t;11), de tal forma que:
€(t) = €i11; para t; <t <t;4 i=12,... (5.5)

com € € R.
Para facilitar a discussao, vamos considerar que os intervalos sao igual-

mente espagados, ou seja, t;11 —t; = At para todo i € N. Como o valor de
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€(t) é mantido constante dentro do intervalo [t;,%;11), a equacao possui
solucao unica dentro deste intervalo.

O intervalo At deve ser considerado como suficientemente pequeno, de
modo que possamos simplificar a equacao de Langevin (5.3)) na seguinte

equagao linear com respeito a At:
x(t+ At) — x(t) = F(x,t)At + D(z, t)e[At]. (5.6)

Para termos uma maior ilustratividade sobre a utilizacao da equagao de
Langevin, nas préximas secoes vamos fazer diversas analises sobre as pro-

priedades estatisticas do movimento Browniano.

5.2 Movimento Browniano

O Movimento Browniano recebeu esse nome gragas ao botanico inglés Robert
Brown, que descobriu e caracterizou o movimento irregular de graos de pélen
imersos num fluido [I6], em 1827. Inicialmente, Brown acreditou que se
tratava de uma nova forma de vida, pois ainda nao se tinha completa ciéncia
da existéncia de moléculas, e as particulas pareciam descrever movimentos
por vontade préopria. Investigacoes experimentais subseqiientes, apoiadas
no desenvolvimento de técnicas de microscopia, revelaram que o fenomeno
¢ bem mais geral, ocorrendo em suspensoes de diversos tipos de particulas
microscopicas em fluidos nao muito viscosos.

Em 1900, Bachelier [17] mostrou a conexao entre o movimento Browniano
e a equacao de difusao, na proposta de um modelo referente a ativos finan-
ceiros. Entretanto, o cientista que explicou corretamente esse movimento foi
Albert Einstein [18] (1905), utilizando-o como uma evidéncia direta da na-
tureza atomica da matéria. Ainda em 1923, uma rigorosa teoria matematica

a respeito do movimento foi construida por Wiener [19], razao pela qual o



CAPITULO 5. MOVIMENTO BROWNIANO 49

movimento Browniano também é conhecido como processo de Wiener.
Se uma pequena particula de massa m e velocidade x é imersa em um
fluido, entao uma forca de friccao age na particula. A expressao mais simples

para descrever tal forca é dada pela lei de Stokes
F. = —ax. (5.7)

Na auséncia de forgas adicionais, a equacao de movimento da particula é

dada por:
d
md—f +ar=0 (5.8)
ou
dx
— =0 5.9
o T2 (5.9)
onde:
o
— 5.10
v=— (5.10)

Note que aqui estamos diante de uma equagao diferencial deterministica
de fécil resolucao. A fisica por tras desse processo de fricgao esta ligada
as colisoes das moléculas do fluido com a particula, onde o momento da
particula é transferido para as moléculas do fluido e a velocidade inicial da
particula v(0) decresce exponencialmente até zero com tempo de dissipagao
caracteristico t, = 1/7.

No entanto, esta equagao deterministica sé ¢ valida para particulas cuja
massa € grande se comparada a massa das moléculas do fluido. Neste caso, a
velocidade da particula, devido a flutuagoes térmicas, pode ser negligenciada
e vale aproximadamente.

Para particulas de massa menores devemos realizar uma modificagao na
equagcao , de modo a satisfazer a lei da equiparticao, que fornece a energia

média da particula (caso unidimensional):

1 1
3™m (z%) = kT, (5.11)
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onde k é a constante de Boltzmann e T é a temperatura. A modificacao a ser
realizada consiste em adicionar uma forca de flutuacdo F(t) no lado direito
de , ou seja, o total de forcas agindo na particula é composta de uma
forca de friccao F.(t) e uma forga de flutuacao Fy(t) [20], ou seja,

F(t) = Fu(t) + Fy(t) = —ax(t) + Fy(2). (5.12)

Dividindo a equagao (5.12)) pela massa m, encontramos o modo cléssico
como o movimento Browniano é apresentado na literatura:

Z—f + yz(t) = €(t) (5.13)

onde

e(t) = 210 (5.14)

m

¢ a forga de flutuagao por unidade de massa denominada forca de Langevin,
a qual é definida como um ruido continuo aleatério.
Podemos considerar a equacgao ((5.13)), que descreve o movimento Brown-

iano, como um mapa linear. Isto é feito da seguinte maneira:
z(t+ At) — z(t) = 0(x, t, At) = —(vA)x(t) + e[At], (5.15)

onde At << 1.
Tradicionalmente, o ruido € é tratado como um processo de Wiener, ap-

resentando as seguintes caracteristicas:

1. € é uma variavel aleatéria distribuida gaussianamente;

2. A média de € é zero:

(e[At]) = 0; (5.16)
3. A variancia de € é 0?At, onde o é uma constante:

{(elAt])?) — (e]At])? = o2AL. (5.17)
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Estas propriedades definidas para € sao coerentes fisicamente. Assumimos
que a média sobre este ensemble deve ser zero porque a equacao de movimento
relacionada velocidade média (x(t)) da particula deve ser dada pela equagao
. Assumimos que a variancia é proporcional a At porque desta forma a
energia média da particula serd finita, de acordo com o estabelecido pela lei
da equiparticao - veja secao (|6.7)).

Podemos entao enunciar as principais caracteristicas estatisticas do movi-
mento Browniano. Como consequéncia das definicoes dadas, a média da

variavel de retorno 6 sera:
O(x,t, At)) = —~yx(t)At, (5.18)
enquanto sua variancia sera dada por:
(0%(2,t, At)) — (0(x,t, At))” = o? At (5.19)

Nas secoes seguintes, vamos obter numericamente a solugao do movimento
Browniano. Na se¢ao o movimento Browniano é obtido em seu formal-
ismo tradicional. Na segao ([5.4]) apresentamos um novo formalismo no qual
o ruido € ao invés de ser definido com uma distribuicao continua é definido

como uma variavel aleatéria descontinua.

5.3 Processo Continuo

Nesta se¢ao, vamos considerar o formalismo tradicional do movimento Brow-
niano onde o descrevemos como uma equacao de Langevin ({5.3]) com ruido e

definido com uma distribuicao continua.
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5.3.1 Simulacao Computacional

Em nossa simulagao computacional, consideramos que a distribuigao de €[At]

é gaussiana, dada pela formula:

1 2
— = o %A 5.20
f(€) gy il (5.20)

O programa solicita como entrada a condicao inicial xy, o tempo inicial
to, o valor do intervalo de tempo At, o valor do parametro 7, o niimero total
de pontos a serem gerados e o intervalo no qual a distribuicao do ruido e
serd definido. Como saida, o programa fornece a série temporal estocastica
relacionada ao movimento browniano determinado pelos valores de entrada
fornecidos ao programa.

Com os dados de entrada fornecidos, o movimento Browniano é obtido

computacionalmente pela seguinte equacao iterativa:
Tig1 = Ty — Yo At + €01V AL (5.21)

Aqui adotamos o ruido €[At] = €, 1V/At. A varidvel ¢; ~ N(0,0?), ou
seja, € distribuida gaussianamente com média igual a zero e variancia igual a
o2, , valor esse constante e obtido a partir do intervalo no qual a distribuicao
do ruido ¢; foi definido. Para que ¢; seja gaussianamente distribuido uti-
lizamos a rotina gasdev() presente na referéncia [21].

A figura ilustra um processo estocastico gerado com a utilizacao do

nosso programa. Como o ruido é continuo, o comportamento apresentado

sera uma randon walk, oscilando erraticamente em torno de zero.

5.4 Processo Descontinuo

Nesta se¢ao, vamos apresentar a nova formulacao para a equacao de Langevin

(5.3), na qual o ruido € ao invés de ser definido com uma distribuigao continua
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Figura 5.1: Série temporal obtida a partir da simulagao do movimento Brow-
niano com ruido continuo gaussiano definido no intervalo [—0,125;0, 125].
Assumimos o tempo ty = 0, v = 1, o valor da condigao inicial o = 0 e valor
de At = 0,01. Para uma melhor visualizacdo do comportamento desta série
temporal, plotamos graficos para quatro escalas de tempo diferentes.

é definido como uma variavel aleatoria descontinua, com a seguinte densidade

de probabilidade:
fle) = (1 —aAt)o(e) + (aAt)g(e) (5.22)

O ruido € ser descontinuo significa que as flutuagoes da particula devido
a forga F(t) acontecem em tempos discretos e isto esté relacionado ao valor
dos parametro a e At. Para encontrarmos o significado do parametro a
devemos calcular a densidade de probabilidade associada a probabilidade

de ocorréncia da flutuagao térmica e isso é feito derivando (4.12)). Assim,
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obtemos:

p(t) =ae ™ (5.23)

Esta é a distribuicao de Poisson. Ela é uma distribuicao de probabilidade
descontinua que expressa a probabilidade de um certo niimero de eventos
ocorrerem num dado periodo tempo, caso estes ocorram com uma taxa média
conhecida e caso cada evento seja independente do tempo decorrido desde o
ultimo evento.

Vamos agora definir ¢, = (t) como sendo o tempo médio entre flutuagoes
e vamos chamaé-lo de tempo caracteristico de flutuacao. O valor ¢, é entao

dado pela seguinte relagao:

> 1 1
= / -y e Ydy = — (5.24)
0 @ a

Assim, notamos que o parametro a é o inverso do tempo caracteristico de

flutuacao.

5.4.1 Simulacao Computacional

Em nossa simulagao computacional, consideramos que a distribuigao de €[At]

é uma gaussiana descontinua, dada pela formula:

1 e

€ 202 5.25
\V2mo ( )

O programa solicita como entrada a condicao inicial xy, o tempo inicial

fle) = (1 —aAt)d(e) + (aAt)

to, o valor do intervalo de tempo At, o valor dos parametros v e a, o nimero
total de pontos a serem gerados e o intervalo no qual a distribuicao do ruido

e sera definido. Como saida, o programa fornece a série temporal estocastica
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relacionada ao movimento browniano determinado pelos valores de entrada
fornecidos ao programa.
Em nossa simulacao computacional, o processo descontinuo sera descrito

pela seguinte equacao iterativa:
Tir1 = X — ’)/ZL'ZAt + €i+1 (526)

A variavel ¢; apresentara uma distribuicao descontinua dada pela equacao
. Sua média é igual a zero e sua variancia igual a o, valor esse constante
e obtido a partir do intervalo no qual a distribuicao do ruido ¢; foi definido.

Vamos agora explicar como o ruido é definido computacionalmente para
que sua densidade de probabilidade seja descrita por . Aqui teremos
uma certa distribuicao probabilistica que determinara a ocorréncia ou a nao-
ocorréncia do ruido dentro de um intervalo At. A probabilidade de nao-

ocorréncia é dada pela equacao
P(At) =1—aAt (5.27)

Com um At fixo e assumindo um valor constante e adequado para a
variavel a, obteremos um determinado valor, que deve estar entre 0 e 1, que
determinard a probabilidade P(At) do evento nao-ocorrer, o que significa
€ = 0.

Utilizamos entao a rotina ran4(), também presente na referéncia [21], que
nos fornece uma distribui¢ao uniforme entre 0 e 1. Caso este valor seja maior
que o valor obtido para P(At), entdo o evento nao ocorrera. Do contrario,
o evento ocorre e ¢; assume um valor determinado por uma distribuicao
probabilistica. No nosso caso, esse valor sera obtido de acordo com uma
distribuigao gaussiana, mais uma vez dada pela rotina gasdev().

A figura ilustra um processo estocéstico gerado com a utilizacao do

nosso programa. Como o ruido é descontinuo, o valor de x decai expo-
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nencialmente enquanto a flutuacao nao ocorre. Quando a flutuacao ocorre,

observamos a presenca de saltos aleatérios.

04 -

034

T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t t

Figura 5.2: Série temporal estocastica obtida da simulacao do movi-
mento Browniano com ruido descontinuo gaussiano definido no intervalo
[—0,125;0,125]. Assumimos o tempo to = 0, v = 1, o valor da condicao
inicial o = 0 e valor de At = 0,01. Para uma melhor visualizacao do com-
portamento desta série temporal, plotamos graficos para quatro escalas de
tempo diferentes.

5.5 Coeficientes de Kramers-Moyal

Os coeficientes de Kramers-Moyal D,, podem ser obtidos a partir da seguinte

relagao:

— T <9n> _ 1 1 = n ! !
D,(x,t) = Al}glo N AIE}OE 700(27 — )" f(a' t + At|z, t)dx”  (5.28)
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Note que os coeficientes D,, sao calculados em termos dos momentos de 6.
Primeiro, vamos definir a densidade de probabilidade condicional relacionada

a 0. Ela pode ser dada através da seguinte relagao:

f@' t+ Atz t) = f((1 — vA)z + €[At], t + At|x, t)
= f(e[At], t + At|z,1) (5.29)

Desta forma, o n-ésimo momento (6") é definido a partir da relagao:

(") = /_ T = ) (A, £+ At t)da (5.30)

o0
Vamos entao calcular o valor dos coeficientes de Kramers-Moyal para cada

tipo de varidvel de retorno (continua ou descontinua).

5.5.1 Variavel Continua

Para uma variavel 6 com ruido gaussiano, temos que:

& 1 2
") = 2 — )" —————e 22arda’ 5.31
< > /—oo( ) avV 27TAt ( )

Substituindo 2’ por (1 —yAt)z + € na equacao (5.31)), obtemos:

> 1 2
0") = —yAlx + €)' ———=€" 207atd 9.32
) = | (adta e e (5:32

Como resultado para a equagao ((5.32) teremos a seguinte soma de inte-

grais, associada ao binomio de Newton:

o Xl n! 1 2
——(—yx At n—k € k—€7202Atd€ =
/_ Zk'(n — k)'( i ) oV 2T At

X k=0
n n! 25—1F k+1
= kl(n —k)! NZ3 2

) 1+ (=D (o) (—ya) H (A0S
(5.33)



CAPITULO 5. MOVIMENTO BROWNIANO o8

Se dividirmos a equagao (5.33) por At e tendermos este a zero, obtemos

o coeficiente de Kramers-Moyal D,,:

D,(x,t) =
251 (k41 2n1) -k

AIPEO; lc!(nni PIRGE ( 2 ) [+ GO () (e (A
(5.34)

A partir da equagao ([5.34) vemos que D,, s6 ndo serd nulo para o primeiro

e o segundo momento. Assim:

-V, n = 1
Dy, (x,t) = o?, n = 2 (5.35)
0, n > 3

Como ja esperado, este resultado mostra que para um ruido gaussiano
continuo, a equacao difusiva associada é descrita por uma equacao de Fokker-
Planck, dada por:

2 92

O ) = [af )] + 5 (1) (5.30)

ot 2 Ox2
5.5.2 Variavel Descontinua

Para uma variavel # com ruido descontinuo gaussiano, temos que:

00 o\ 2T

(om) = /Oo(m'—x)” ! {(1—am)5(e)+(am)e—§f] i (537)

Substituindo z’ por (1 — yAt)z + € na equacao (5.31)), obtemos:

0"y = /_oo (—yAtx + €)" ! {(1 — alAt)d(e) + (aAt)e_;;?} de (5.38)

0 o\ 2T
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Como resultado para a equacgao (5.38)) teremos

/OO (—yAtx + €)"(1 — aAt)d(e)de

€2

e 202 (e

+ [ et

o k=0

= (—yzAt)" — (—yzAt)"aAt

o 2T

" 95l (k41 RN nek n—k+1
LT (T) DT o) atan
(5.39)

Se dividirmos a equacao (5.39)) por At e tendermos este a zero, obtemos

o coeficiente de Kramers-Moyal D,,:

Dy(x,1) = lim (=y2)"(A)" " — a(—yzAt)"

R () b e s s

Desta forma, D,, sera dado por:

-, n=1
D, (z,t) = a%F (”T“) (o)™, n par (5.41)
0, n impar

Como esperado, este resultado mostra-nos que para um ruido gaussiano
descontinuo, a equacao difusiva associada é descrita por uma equagao de

Kramers-Moyal, dada por:

G0 =i e 4o 30 2 (250) e ()

n=1

S

5.5.3 Simulacao Computacional

Definimos os momentos estatisticos através da utilizacao de integrais. Mas
computacionalmente falando, a utilizagao destas integrais nao ¢ plausivel.

Devemos utilizar outro raciocinio valido para a obtencao dos coeficientes.
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Uma analise intuitiva para definir momentos, baseia-se na interpretacao
de probabilidade como limite de frequéncias relativas. Tomando o caso
discreto, interpretamos uma varidvel estocastica & como um caracteristico
numérico do resultado de um experimento aleatorio. Pensemos na realizacao
deste experimento n vezes (n grande), de tal maneira que as realizagoes sejam
independentes. A lei dos Grandes Numeros afirma que a média aritmética
dos n valores observados é aproximadamente igual a (£), quando n é grande;
de fato, ela afirma que esta média aritmética das observacoes converge para
o valor esperado (£), quando n — oo.

Tratemos agora de construir um modelo para o experimento repetido
que contemplamos acima. Em nossa simulagao computacional, geramos um
conjunto de valores para a variavel X em varios tempos diferentes. A varidvel
de retorno # é obtida a partir da diferenca da variavel X dada pela relacao
O(x,t, A) = x(t + At) — z(t).

Analisando o processo ([5.15)), vemos que 6 é um processo Markoviano,
com ruidos independentes temporalmente e identicamente distribuidos, seja
o ruido continuo ou descontinuo. Desta forma, a densidade de probabilidade
condicional relacionada a 6 sera descrita como um processo estacionario, ou
seja:

f' t+ Atlz,t) = f(2' t + At + 7|z, t + 7) (5.43)

onde 7 é arbitrario.

Consideremos entao que o valor x foi observado em algum tempo qual-
quer. Como estamos tratando de um mapa linear estocastico, este mesmo
valor serd observado um determinado nimero n de vezes em varios tempos
diferentes. Como o processo que descreve # é estacionario, entao para cal-

cular o k-ésimo momento de # condicionado a x, consideremos os n valores
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(01, ...,0,) condicionados ao mesmo valor x e calculamos:

(0°) _0F+. 40,

- (5.44)

Desta maneira, nao precisamos realizar nosso procedimento computa-
cional um numero incalculavel de vezes para que tenhamos uma boa aprox-
imacao para do k-ésimo momento de . Apenas um procedimento € suficiente,
o que reduz consideravelmente nossos gastos computacionais.

Para obtermos uma precisao maior no célculo dos momentos, além dos
valores de 6 condicionados a x, consideramos também os seus vizinhos mais
proximos. Por vizinhos mais proximos consideramos todos aqueles valores
que se localizam a uma distancia euclidiana menor que um determinado valor
0. Como estamos tratando de um problema unidimensional, os vizinhos mais

proximos x, de x serao aqueles que satisfazem a seguinte relacao:
|z, — x| <0 (5.45)

Este método gera uma boa aproximacao para o calculo dos momentos de
f e consequentemente no calculo dos coeficientes de Kramers-Moyal, como

serd visto a seguir. A obtencao destes coeficientes é simplesmente dada pela

relagao:
(0" (x,t, At))
D, (z,t) = Alir_r}o Az (5.46)
Para obter este limite, calcularemos os coeficientes C,,
0™ (x,t, At
Cu(z,t) = M (5.47)

At

para valores de At cada vez menores e analisaremos o processo de con-
vergéncia dos coeficientes C,, para os coeficientes de Kramers-Moyal D,,.

O nosso programa solicita como entrada o valor do intervalo de tempo
At, o valor de §, qual coeficiente D, (z,t) se deseja calcular, o nimero de
pontos nmax da série temporal estocdstica a ser analisada e os valores de x

para os quais se deseja calcular o coeficiente de Kramers-Moyal.
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Processo Continuo

As figura [5.3] e mostram a convergéncia dos coeficientes C),, para os
coeficientes de Kramers-Moyal D,, de um processo estocdstico descrito por
um ruido continuo gaussiano. Note que para At = 0.01 ja temos uma boa
aproximacao para os coeficientes D,,.

Note que os resultados obtidos computacionalmente vém corroborar com
os resultados obtidos em . Veja que os coeficientes Cy e Cy para At
suficientemente pequeno sao nulos. De acordo com o lema de Pawula, se
um coeficiente D,,, para n par e maior que trés, for nulo, entao todos os
D,, para n > 3 serao nulos. Desta forma, comprovamos que para um ruido

continuo gaussiano, a equacao difusiva a ela associada serda uma equacao de

Fokker-Planck.

Processo Descontinuo

A figura e mostram a corvergéncia dos coeficientes C, para os
coeficientes de Kramers-Moyal D,, de um processo estocéstico descrito por
um ruido descontinuo gaussiano. Note que para At = 0.01 ja temos uma boa
aproximacao para os coeficientes D,,.

Os resultados obtidos em nossa simulacao reafirmam a validade dos re-
sultados obtidos em . Os coeficientes C),, para n impar e maior que 1,
anulam-se, pois estamos tratando de uma distribuicao simétrica. Note que
os coeficientes Cy e (g sao nao-nulos e constantes. Assim, de acordo o lema
de Pawula, todos os outros coeficientes D,, para n par também nao serao
nulos. Desta forma, vemos que a equacao difusiva a associada a um ruido

descontinuo gaussiano serd uma expansao de Kramers-Moyal.



CAPITULO 5. MOVIMENTO BROWNIANO 63

0,20

0,15 AN

At=0.01

V4

0,10

0,05

O‘_ 0,00

-0,05 A
-0,10 A

-0,15

-0,20 A

-0,2 -0.1 0,0 0,1 02

0,036 —
0,032 - \ /
0,030 ] \ /
0,028 ] \\ /
SARNIE I [ [=0d
/)

0,024 N\ /o
\ /

4 \\\\ \\\ /
\\ //
4 N P = 0.
0,018 4 \\\ \ // % -

T~ Q\\\y/ /////
T - |At=0.01

0,014 : : , . , . , : |
0,2 0,1 00 01 02

X

0,022 |

0,016

Figura 5.3: Coeficientes de Kramers-Moyal C; e C5 para o movimento Brow-
inano com ruido continuo gaussiano, para varios valores de At. Assumimos
0 = 0,05, nimero de pontos nmax = 1.000.000. Calculamos os coeficientes
para valores de x = [—0,2;0,2]. Quando o valor de At vai ficando menor
notamos que o coeficiente C; comporta-se como uma reta e o coeficiente Cy
assume um valor constante diferente de zero.
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Figura 5.4: Coeficientes de Kramers-Moyal C3 e C'y para o movimento Brow-
inano com ruido continuo gaussiano, para varios valores de At. Assumimos
0 = 0,05, numero de pontos nmax = 1.000.000. Calculamos os coeficientes
para valores de x = [—0,2;0,2]. Quando o valor de At vai ficando menor
notamos que os coeficientes C5 e C; tornam-se nulos.
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Figura 5.5: Coeficientes de Kramers-Moyal C5 e Cg para o movimento Brow-
inano com ruido continuo gaussiano, para varios valores de At. Assumimos
0 = 0,05, numero de pontos nmax = 1.000.000. Calculamos os coeficientes
para valores de x = [—0,2;0,2]. Quando o valor de At vai ficando menor
notamos que os coeficientes C5 e Cg tornam-se nulos.
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Figura 5.6: Coeficientes de Kramers-Moyal C; e Cy para o movimento Brow-
inano com ruido descontinuo gaussiano, para varios valores de At. Assum-
imos 0 = 0,05, numero de pontos nmax = 1.000.000. Calculamos os coefi-
cientes para valores de x = [—0,2;0,2]. Quando o valor de At vai ficando
menor notamos que o coeficiente C; comporta-se como uma reta e o coefi-
ciente C; assume um valor constante diferente de zero.
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Figura 5.7: Coeficientes de Kramers-Moyal C5 e C, para o movimento Brow-
inano com ruido descontinuo gaussiano, para varios valores de At. Assum-
imos 0 = 0,05, nimero de pontos nmax = 1.000.000. Calculamos os coefi-
cientes para valores de x = [—0,2;0,2]. Quando o valor de At vai ficando
menor notamos que o coeficiente C5 torna-se nulo e o coeficiente Cy assume
um valor constante diferente de zero.
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Figura 5.8: Coeficientes de Kramers-Moyal C5 e Cg para o movimento Brow-
inano com ruido descontinuo gaussiano, para varios valores de At. Assum-
imos 0 = 0,05, nimero de pontos nmax = 1.000.000. Calculamos os coefi-
cientes para valores de x = [—0,2;0,2]. Quando o valor de At vai ficando
menor notamos que o coeficiente Cy torna-se nulo e o coeficiente Cg assume
um valor constante diferente de zero.



Capitulo 6

Teoremas Limite e Equacoes de
Difusao

6.1 Teorema do Limite Central

Todos os teoremas classicos de convergéncia de variaveis aleatérias sao basea-
dos na hipétese de infinitesimalidade, este conjunto de resultados, que ficou
conhecido como Teorema do Limite Central, é o mais fino acabamento do tra-
balho sucessivo dos mais brilhantes estatisticos e mateméaticos da primeira
metade do século vinte.

O Teorema do Limite Central classico (TLC), também conhecido como
segundo teorema fundamental de probabilidade (o primeiro é o teorema dos
grandes nimeros), é enunciado, segundo Lindeberg, do seguinte modo:

Vamos considerar uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes

T1,To, ..., Ty tais que

m? = (a2) — ()’
— 1

Z; 7

(6.1)

T =
m;

69
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onde (Vi=1,...,n) m; < oo e pelo menos um m; > 0. Seja
Sp=T1+ 20+ ... +1x, (6.2)
e
Ly, = (Sn)

M2={(S2) —(S,)> =m}+...+m?
T S, — L, _ miT1 + moTe + ... + m,x,,
" M, M, '
AF(x) = dF(2) =, (6.3)

Entao, podemos afirmar que a distribuicdo da varidvel reduzida S,, converge
para a distribui¢ao normal-padrao N(0,1) quando n — oo se e somente se a
sequinte condi¢ao, chamada condi¢ao de Lindeberg, seja satisfeita:

fm L3 / (x—1)2dF(@) =0  Ye>0.  (64)

2
n—oo Mn i—1 Y lz—li|>eMp,

Observagao: a notacao f| significa que a integracao é feita em

x—l;|>eMp
{z ]|z =1 >eM,} = (—o0,l; — eM,,) U (I; + €M, 00).
.~ . . . i—Li
A condicao de Lindeberg significa, basicamente, que as parcelas “”M—n da
soma S, sdo uniformemente pequenas para n grande. Assim, a condicdo de

Lindeberg, para n — oo implica que

;\2—7; — 0, (6.5)
onde:
fn, = maz{my, ma,...,my}, (6.6)

ou seja, para n grande, os desvios-padroes das parcelas sao uniformemente

pequenas em relagao ao desvio-padrao da soma. A relagao (6.5)) é conhecida
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como hipédtese de infinitesimalidade [22]. Esta versdo do teorema é a forma
mais utilizada do TLC pela literatura.

Em uma versao menos geral do Teorema do Limite Central, ao invés de
impormos a condi¢cao de Lindeberg, consideramos apenas que as varidveis
aleatérias devem ser, além de independentes, identicamente distribuidas. E
facil mostrar que neste caso a hipdtese de Lindeberg é satisfeita.

Paul Lévy também forneceu a sua versao sobre o Teorema do Limite
Central, onde ele utiliza funcoes caracteristicas para prova-lo. A secao a

seguir apresenta o formalismo desenvolvido por Lévy.

6.2 Teorema limite de Lévy

A partir dos anos sessenta até o presente tem se desenvolvido uma vasta lit-
eratura em teoremas limites sem a hipétese de infinitesimalidade, com amplo
destaque para os trabalhos do matematico russo Zolotarev. Estes trabalhos
tém se baseado na caracterizacao das diferentes possibilidades de decom-
posicao de uma variavel aleatéria em suas somas, em termos de funcoes
caracteristicas. Isto significa estudar as diferentes possibilidades de decom-
posicao de uma certa funcao caracteristica em um produto de outras fungoes
caracteristicas.

Nesta dissertacao, desenvolvemos trabalhos baseados na forma original
como Paul Lévy pensou o problema. Partimos de um ponto de vista, onde
procuramos caracterizar os processos estocasticos a partir da estrutura de
formagao dos desvios padroes das variaveis aleatorias envolvidas na soma.
Com isto, podemos demonstrar uma série de resultados sobre a convergéncia
de somas de variaveis aleatorias para distribuicoes nao gaussianas e que nao
definem leis estatisticas estaveis. Podemos, com isso, definir um conjunto de

medidas estatisticas que podem ser utilizadas na caracterizacao do processo
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de convergéncia em séries temporais reais.
Suponhamos a sequéncia de variaveis aleatorias independentes x1, ..., x,
associadas as respectivas fungdes caracteristicas 11(z),...,¥,(z). Entao, a

fungao caracteristica associada a soma S, possuira a seguinte forma:

P(z) = i(2) . Yn(2) (6.7)

como pode-se verificar facilmente.
Como ja dito anteriormente, Lévy demonstrou que a funcao caracteristica

associada a variavel reduzida z;, com m; < oo, pode ser escrita como:
z2 1 .
i(z) = e~ 7 1) (6.8)

Com estas definicoes estabelecidas, podemos enunciar o teorema funda-
mental de Lévy da seguinte maneira:

Vamos considerar uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes
X1, %9, ..., Ty tais que (Vi=1,...,n) m? sejam finitos e positivos e que estas

varidaveis constituam uma familia de distribuicao normal, ou seja,
lw;(2)] < h(z), Vi=1,...,n. (6.9)

onde h(z) designa uma funcao par de z, nula quando z = 0 e ndo-decrescente
para |z| <. Seja ainda p, o maior valor dentre as variancias my, ..., My,
i.e.,

fn, = maz{my, ma,..., my}. (6.10)
Caso a hipdtese de infinitesimalidade seja satisfeita, i.e:

Hn

T (6.11)

entao quando n — oo podemos afirmar que a distribuicao da varidvel S,

converge para a distribui¢cao normal-padrao N(0,1).
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A demonstracao do teorema de Lévy permite-nos inferir uma série de
resultados de vital importancia para o estudo convergéncia em distribuicao,
ou seja, a andlise de funcoes caracteristicas no estudo da convergéncia de
soma de varidveis aleatérias.

Da hipdtese de independéncia das variaveis aleatérias na equagao ,
podemos estabelecer a seguinte funcgao caracteristica associada a variavel

aleatéria reduzida S,,:

dn(2) = U (%z) Wy (E-?) b (E—Z% (6.12)

Utilizando a equacao acima, podemos definir a funcao caracteristica, em

sua forma candnica, para a variavel S,,:
z2
pn(2) = e~ 7 [IF M) (6.13)

onde:

m? my m?2 My,

n

Caso a hipotese de familia de distribuigao normal seja satisfeita, podemos

associar estes resultados a desigualdade dada em e podemos afirmar que:

0< 0,1 < () (6.15)
Se a hip6tese de infinitesimalidade (6.11)) é satisfeita, entao temos que
lim h{ 222 ) =0 (6.16)
n—oo Mn

e a funcdo [€2,(2)| em (6.15)) tenderd a zero. Logo, se as trés hipdteses do

teorema de Lévy sao satisfeitas, entao

¥

z

On(z) — €7, (6.17)

que ¢ a fungao caracteristica de uma distribuicao gaussiana.

Note que, com estes resultados, podemos estabelecer o seguinte corolario:
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22 ~ . . . ~
o Se ¢,(2) — e = Vz, entao S, converge em distribui¢ao para uma

varidvel aleatéria S que possui distribui¢ao normal-padrao N(0,1).

Aqui temos um importante resultado: a simples analise da fungao carac-
teristica para variaveis reduzidas de Lévy informa-nos sobre sua convergéncia
ou nao para uma gaussiana. Com isso, temos uma poderosa ferramenta de
estudo de convergéncia, que é valido mesmo quando a hipotese de infinitesi-
malidade é quebrada.

O tipo de convergéencia da fungao caracteristica canonica de Lévy é de
vital utilidade na andlise de qual equacao (Fokker-Planck ou Kramers-Moyal)
deve ser utilizada para descrever um processo estocastico associado a uma

equagao difusiva. As préximas secoes tratam desse assunto.

6.3 Mapas lineares com ruido

De acordo com o que foi visto até agora, podemos descrever processos es-
tocasticos através de equacgoes diferenciais estocasticas, normalmente escritas
como equacoes de Langevin. O método de resolucao para tais equagoes nao
é Unico e a literatura classica nos fornece dois métodos de integracao para
sua resolucao. Nesta dissertacao, seguimos um caminho diferente resolvendo
através do uso de mapas com ruido. Restrigimo-nos ao caso linear, represen-
tado por um modelo simples para o famoso movimento browniano, suficiente
para os objetivos deste trabalho.

De modo geral, podemos escrever um mapa linear com ruido €, em uma

versao iterativa, da seguinte maneira:

Tiy1 = )\Z’Z -+ €11 (618)
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Vamos, entao, supor as seguintes condigoes:

(€i1) =0
(e.,)=m" (6.19)

Assumimos ainda que o valor de m? < oo. Consideraremos ainda as seguintes

condicoes para o valor inicial z:

(x3) =mg (6.20)
Vamos agora iterar o mapa (6.18)) n vezes, obtendo:

I = /\l'() + €

To = )\1’1 + € = /\2.T0+)\€1 + €9

Tn = N"To 4+ N""te 4.+ Xepq + €5, (6.21)

Pode-se ver claramente que a variavel x,, representa a soma das variaveis
aleatérias independentes €; (Vi = 1,...,n) e mais a varidvel aleatéria z.

Com todas estas defini¢oes, a variancia M? de z,, é da seguinte forma:

Mz = <xi> = )\Q”mg + X2 Dm? 4 Nm? 4+ m?
= Am2 + m? [1 FAZ () () 4 (A2)”‘1}

(6.22)

O termo entre colchetes em ([6.22)) é uma progressao geométrica (PG).

Aplicando a propriedade de soma de termos de uma PG, obtemos:

1A%
1 a2

Ms = )\Q”mg + m?

(6.23)
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A fungdo caracteristica ¥(z) associada a varidvel reduzida

Tn
Ty = —o), 6.24
B =1 (6:21)
sera dada por:
22
Yn(z) = e~ 7 1HNE) (6.25)
onde:
A2y 2 \'m )\2(n71)m2 A1
D) =5 e < Mnoz) T ( I, Z) "
A2m? Am m? m

Vamos discutir agora um pouco sobre o significado do valor da variavel

A. Quando A = 1, podemos reescrever a equagao (6.18)) da seguinte maneira:

Tit1 — Lj = €1 (627)

e o valor de M,, atinge um limite indeterminado em ([6.23]). Aplica-se, desta

forma, a regra de L’Hospital e M,, assume o valor:
M? = mj +m*n (6.28)

Mostra-se entao que a hipotese de infinitesimalidade é assegurada.

Quando A # 1, temos uma quebra da inferéncia de infinitesimalidade e
resta-nos apenas utilizar a funcao caracteristica associada a variavel reduzida
T, em sua forma canonica para o estudo de processos de convergéncia,
segundo a versao do teorema do limite central proposta por Paul Lévy.

Vamos discutir, nas subsecoes a seguir, as consequéncias para as duas

diferentes possibilidades para A discutidos.
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6.3.1 Hipodtese de Infinitesimalidade

Para o caso classico do teorema do limite central, temos (A = 1) e desta

M, = \/m3+m3n (6.29)

A equagao (6.26) pode ser simplificada para:

m2 m m? m m? m

forma:

Substituindo (6.29)) em (6.30]), obtemos:

2 2
m mo m°n m
0,.(z) = L z | + w z
n(2) m3 + m?n (s/mg-l-m?n ) m3 + m?n VmZ +m2n

(6.31)
Definindo p = max{mgy, m}, considerando a existéncia de uma fungao
h(z) tal que |wo(2)| < h(2), |w(2)| < h(z) e utilizando a defini¢ao dada em

(6.15]), obtemos:

e L ] ey
m0+m2n m0+m2n 1/m3—|—m2n 1//rn%_+_7’nQ/n

(6.32)
Quando n — oo, vemos claramente que [€,(z)] — 0. Desta forma,
quando o numero de varidveis aleatorias independentes tende a ser muito

grande, a variavel reduzida x,, tende a distribuicao gaussiana.

6.3.2 Quebra da infinitesimalidade

Vamos agora analisar os casos em que A # 1, que tem como consequéncia a

quebra da hipétese de infinitesimalidade. Note que o valor de M,, permanece

o mesmo de ([6.23]).

Vamos considerar que as fungoes wy(2), w(z) e Q,(z) sdo analiticas e,
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desta forma, podem ser expandidas em série:
wo(z) = Z Wop2?
P
w(z) = Z W, 2P

Qn(2) =Y Qpp2” (6.33)

Vamos ent@o aplicar as expansoes (6.33)) em (6.26]), obtendo:

\2+pyn \2+p)n—1
an = (M2+27 m(2)+pW0p + ( M23—p m2+pr + ...
()\2+p) 1
+ M72L+p 2+pr + M72L+p m2+pr
2Py 24PV,
an :%(AQer)n + mM2+pp [1 4 (>\2+p) + .+ (/\2+p)n—1]

(6.34)

Como o termo entre colchetes em ([6.34) é uma progressao geométrica,

podemos aplicar a propriedade de soma de termos de uma PG a ela, obtendo:

me P Wo, m2PIW, 1 — (\2FP)"

_ 24p\n
Qp = N (AZP)n 4 W 1 () (6.35)
Substituindo M2 em (6.34)), obtemos:
mgﬂ)WOp 24pyn m2+pwp 1— ()\2+p)n
oo = 2n47)2 p1-a2n) 5P (X 214772 p1-a2n 28 1 — (A7)
(6.36)

Nao podemos ainda dizer se a fungao €2,(z) é ou nao nula para todo z.
Isto depende da forma especifica como o ruido é definido. Na se¢ao a seguir,
explicitaremos sobre os tipos de processos estocasticos e seus ruidos que serao

de interesse para nossos objetivos.
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6.4 Processos Estocasticos

Nesta secao, vamos discutir que tipos de processos estocasticos serao consid-
erados para analise. Um processo estocastico markoviano pode ser descrito

através do seguinte mapa:
x(t + At) = z(t) + 0[t, x(t), At] (6.37)

Lembrando que assumimos At — 0.

Nossa andlise sera restrita ao caso em que:

Ot, x(t), At] = —(yAt)x(t) + €[At] (6.38)
onde:
<€>At =0
(), = cAt (6.39)

Note mais uma vez que as consideragoes feitas acima sao as mesmas
definicoes utilizadas para descrever o movimento browniano do modo tradi-
cional como encontrado na literatura sobre o assunto.

O ruido €[At] pode ser continuo ou descontinuo. Para a mesma equacao
, podemos obter resultados completamente diferentes dependendo do
tipo de ruido utilizado (continuo ou descontinuo). Vamos definir entao estes

tipos de ruidos.

6.4.1 Variavel aleatoria continua

Para processos estocdsticos, descritos por equagoes do tipo (6.37)) e que possui
como ruido uma variavel aleatéria continua, a seguinte funcao caracteristica
é utilizada:

. 22
e(2) = (180 = o) (6.40)
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Consideraremos nesta dissertacao processos continuos tais que exista uma

funcao h(z) de tal forma que
lwae(z)| < h(2), (6.41)

para qualquer valor de At, ou seja, os ruidos aleatérios pertencem a familia

de distribuicao normal.

6.4.2 Variavel aleatoria descontinua

Vamos estudar variaveis aleatérias descontinuas que possuem a seguinte den-

sidade de probabilidade:
f(e[At]) = (1 — aAt)d(e) + (aAt)g(e) (6.42)

onde 6(€) ¢ a funcao delta de Dirac e g(e) ¢ a densidade de probabilidade da

variavel e.

Como ja obtido na segao (4.2)), a partir da densidade de probabilidade

f(e[At]), a fungao caracteristica associada a variavel reduzida e[At] serd dada

por:

Ye(z) = (1 — airt) + aAte 7= o (Zx)| (6.43)

A partir desta fungao caracteristica, podemos encontrar a fungao wa(2)

associada a varidvel reduzida e[At]:

2 ln{(l — alAt) + aAt exp{—ﬁz2 [1—1—11) (\/&ﬂ}} + 2

~2

wa(z) = —

6.5 Caso simples

Nesta secao e na préxima, analisaremos o comportamento da funcao canonica

de Lévy para processos estocasticos descritos por mapas lineares com ruido.
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Esta analise é de vital importancia para o estudo do comportamento da
equacao de difusao como equacao de Fokker-Planck ou como expansao de
Kramers-Moyal.
Aqui, vamos considerar o caso mais simples do mapa linear , no
qual v = 0:
x(t + At) — z(t) = €[At] (6.45)

Para facilitar nosso estudo, vamos utilizar as seguintes identificagoes:

z(t) = z;

Assim, o mapa linear sera dado por:
Tiv1 = X4 + €i+1[At] (647)

Podemos ver claramente que supor v = 0 para o mapa linear , leva-
nos ao caso em que A = 1 e, desta maneira, a hipotese de infinitesimalidade é
assegurada e o teorema do limite central classico no estudo de convergéncia
de soma de variaveis aleatorias é valido.

Vale a pena ressaltar que definimos o nosso mapa com ruido em incre-
mentos de tempo At. Definindo ty como sendo o tempo inicial, depois de

iterarmos o mapa n vezes, o tempo ¢ serda dado por:
t =t +nAt (6.48)
Desta forma:

t—to
—.

nAt =t —ty < At =

(6.49)

Com isso, chegamos a conclusao de que se At — 0, entdao n — oo. Este

resultado serd muito ttil logo a frente.
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Se iterarmos o mapa (|6.47)), obteremos o seguinte:
Tp =To+ € +e+...+€ 1+ €, (6.50)

Aqui temos que x,, representa o somatoério do ruido € em n tempos difer-
entes e mais a variavel zg. E importante deixar claro que o estudo de con-
vergéncia concentra-se apenas na analise do somatério do ruido. Por isso,
definiremos a funcao wy associada a variavel zy e a funcao wa,; associada aos
ruidos €;41. E somente a forma especifica da fungao wa; que vai determinar
a convergencia ou nao da distribuicao de 6 para a distribuicao gaussiana.

A fungao Q,(z) associada a varidvel x,, serd dada por:

2 2
m, m mn m
0 0
M(2) = — S—Wo > =2 | + 5w | e
mo—i-mn w/m0—|-mn mo—i-mn ,/m0—|-mn

(6.51)

onde relembramos o fato de que M? = m2 + m?n para o caso aqui estudado.
E importante ainda ressaltar que a funcao caracteristica n(z) associada a
variavel x,, relaciona-se com a funcao caracteristica 1(z) da varidvel reduzida

T, da seguinte forma:

2)2
Un(z) = Un(Myz) = €7 T IHs) (6:52)

Tanto para processos continuos como para descontinuos, temos m? =

(€%) 5, = cAt, onde ¢ ¢é constante. Utilizando este fato e o resultado (6.49),
obtemos:
M, = M(t; At) = y/mi + c(t — to) (6.53)
Aplicando ([6.53) na equacao (6.51)), obtemos:
m2 mo
Qt, z; At) = 0 w z
( ) mi + c(t — to) 0<\/m%+c(t—to) )

T ) ) At( VevAl z) (6.54)

5 w
myg + C(t — 1o m% + C(t — to)
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6.5.1 Processos Continuos

Vamos primeiramente fazer uma analise sobre processos continuos. Trabal-
hamos sempre com incrementos de tempo At suficientemente pequenos, de
forma que At — 0. Com este limite, a varidvel M?(t; At) apresenta a seguinte
caracteristica:

M?(t) = Jim, M?(t; At) = mg + c(t — to) (6.55)

Devemos aplicar este limite, no qual At — 0, a fungao (¢, z; At):

m2 mo
Q(t, 2) = lim Q(t, z; At) = 0
(t,2) = lim 2, 25 A1) m8+c(t—to)w0<\/mz>

b=to) {w ( VevAL z)} (6.56)
) At—0 At )

m3 + c(t — to VmE + c(t —to)

Toda a discussao concentra-se no estudo do limite na equacao (6.56), pois
quando At — 0, n — oo. Utilizamos entao a fungao majorante h(z) para

este caso, obtendo:

WAL ( \/E\/A_t z)‘ < lim A ( \/E\/Kt
)

lim
At—0

m3 + c(t — tg T A0\ /mE+ et -t

z| =0 (6.57
v an

Por fim, (¢, z) é dado por:

Qt, 2) = >w0 ( — z) (6.58)

m%—i—c(t—to mg+c(

O resultado da equagao (6.57)) é muito importante. Ele nos diz que para
os tipos de processos continuos aqui apresentados, as fungoes de Lévy rela-
cionadas a variavel # sao sempre nulas. Como consequéncia, a equacao de

difusao relacionada a estes processos continuos é sempre uma equacao de

Fokker-Planck.
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6.5.2 Processos Descontinuos

Para processos descontinuos, de acordo com (6.42)), temos que m? = (e?), =

cAt, onde ¢ = ac?. Aplicando o limite At — 0, obtemos para M?(t; At):

M?(t) = lim M?*(t; At) = m§ + ac®(t — to) (6.59)

At—0

Aplicando este mesmo limite a fungao Q(¢, z; At), obtemos:

Q(t, = )_Alirg Q(t, z; At)

:mg + ac?(t — to)wo <\/m(2) + ao?(t — t0)2>
ao”(t — to) lim {wAt ( oValt z) } (6.60)
)

mg + ac?(t — to) At—0 VM3 + ac?(t —tg

Utilizando a equacao ((6.44]), vemos que a funcdo wa,; pode ser escrita

Como:
2 In {(1 — alAt) + aAt exp { 221+ w(Az)]}}
war(AValAtz) = — TPaAL? -1
(6.61)
onde:
o
= 6.62
VmE + ac?(t —ty) (6.62)
Aplicando entao o limite At — 0 & equacad (6.61)), obtemos:
. 2{(1— exp{——z [1—|—w(Az)]}}
Al}fl_r)lo wal(AVaAtz) = Yo -1  (6.63)
Assim, a solucao de Q(t, z) para processos descontinuos é dada por:
2
_M0 42 o
0t 2) =0 A2 (i ( . A(t)z)
2{(1— exp{ () 21+ w(A(t )z)]}}
+ —1 (6.64)

A2(t)z2
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Analisando agora o limite no qual t — oo, temos que:

lim A(t) = lim L 0 (6.65)

t—o00 t—00 /a(t _ tO)

O resultado do limite (6.65)) tem como consequéncia:

lim Q(t,2) = 0 (6.66)

t—o0

O limite nos mostra que para estes processos descontinuos a con-
vergéncia da soma das varidveis aleatorias tende para distribuicao gaussiana

somente no comportamento assintético do sistema.

6.6 Caso Geral

Aqui, vamos considerar o caso mais geral do mapa linear (6.37]), no qual

~v # 0. Desta forma:
x(t 4+ At) — z(t) = —(yAt)x(t) + €[At] (6.67)

Para facilitar, vamos mais uma vez utilizar as identificagoes:

z(t) = z;
Com isso, teremos o mapa:
Tit+1 = )\l‘l + 6,‘+1[At] (669)
onde:
A=1-—7At (6.70)

Podemos ver claramente que supor v # 0 para o mapa linear ([6.37)), leva-

nos ao caso em que \ # 1. Desta vez, a hipotese de infinisitemalidade nao é
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assegurada e o teorema do limite central classico nao é mais satisfeito. Neste
caso, poderemos recorrer somente ao teorema limite na versao de Paul Lévy
para analisar convergéncia em distribuicoes.

Podemos entao aplicar as formula obtidas para A # 1 na segao . O
valor de x,, baseado na equagao , ¢ dado por:

Ty = )\n]?() + )\n_161 + )\n—2€2 + ...+ )\€n—1 + €, (671)

E importante ratificar que o estudo de convergéncia concentra-se apenas
na analise do somatoério do ruido. Por isso, definiremos a fungao wqy associada
a variavel xy e a fungao wa; associada aos ruidos €;,1. E somente a forma
especifica da funcao wa; que vai determinar a convergéncia ou nao de ¢ para
a distribuicao gaussiana.

Como jé vimos, §2,(z) é igual a:

A\2n A" )\Z(nfl) A\l
0, (2) =5=miwo (—moz> + m2way < mz)

M? M, M? M,
)\2(n—2) ) A2
+ Mﬁ M Way Mnmz +...
22 A m? m
e (ﬁmZ) BT (ﬁ) (6.72)

E o valor de M? ¢é dado por:

1— A2

M2:>\2n 2 2
n Mot TN

(6.73)

Mais uma vez, é importante ainda ressaltar a relacao entre a funcao car-
acteristica 1, (z) associada a variavel z,, com a fungao caracteristica ¥y (z)
da variavel reduzida x,:

(Mnz)?

Un(2) = Yn(Myz) = 2 [H0n(Mn2)] (6.74)

Aqui, relembramos que tanto para processos continuos e descontinuos

temos m? = (€%),, = c¢At. Lembramos, mais uma vez, que o incremento
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de tempo At — 0 e desta forma YAt ~ 0. Desta forma, podemos inferir a

seguinte aproximagao:
A=1— At~ e 78 (6.75)

Substituindo a aproximacao dada em ([6.75]) em (6.73]), obtemos:

1 — e—Q'ynAt

M2 t-At) = —2vnAt, 2 At
(7 ) € m0+C <1+)\><1_)\)

(6.76)

Como ja explicitado na se¢ao anterior, nAt = t —ty. Utilizando este fato,
obtemos:

1 — e~ 2¥(t=to)

(2 = yAl)(7AL)

M?(t; At) = e= 2 00)m2 4 At (6.77)

Aplicando (6.77) na equacao (6.72]), obtemos:

—29nAt —ynAt
Q,(2) :e—mng e—moz
" M2(t; At) O\ M(t; At)

n e—2'y(n—i)At \/Ee—v(n—i)At
A _— .
+c t; YEONN) WAL VEICND) 2 (6.78)

Aplicando o limite At — 0, obtemos:

M>(t) = Jim M>(t; At) = e~ 2=ty 2 4 % [1— e 2100} (6.79)

Vamos agora analisar os resultados obtidos para cada tipo de processo

(continuo e descontinuo).

6.6.1 Processos Continuos

Vamos primeiramente fazer uma analise do processo de convergéncia de pro-

cessos continuos. Para facilitar, escrevemos:

QO (Z) _ e—QWnAt m2w e—'ynAt . +W (6 80)
TR A O\ M A '
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Vamos entao utilizar a fungao h(z) que nos fornece um limitante superior

para o valor da funcao wa:

Wat (%@z) <h (%@z) . (6.81)

A validade da relagao ([6.81]) implica a seguinte relagao para a variavel W:

1+ 6—27At + . + e—Q’y(n—l)At \/E
W1 < cAt h| —— VAt 0.82
Wi<e ( A2 (E: A ) (M(t;m)” ) (6.82)

E, reescrevendo (6.82)), obtemos:

1+ 6—27At 4+ 6—27(n—1)At \/E
W < cAt h VAL 6.83
Wise M2(t; At) (M(t; At) Z) (6.83)

Podemos, por fim, aplicar o limite At — 0:

: : 14 e 2784 4 e DAl NG
< —_— pr——
A W1 Jimy = € M) o (5 VBt o
(6.84)

O resultado da equacao (6.84]) nos diz que para estes tipos de processos
continuos, ou seja, que petencem a familia de distribuicao normal, tanto no
caso geral (7 # 0) como no caso simples, as fungoes de Lévy relacionadas ao
ruido € sao sempre nulas para At — 0. Desta forma, a equacao de difusao
relacionada a estes processos continuos é sempre uma equacao de Fokker-
Planck.

Utilizando todos os resultados obtidos, encontramos que:

—2y(t—to)

. e_W(t_tO)
Qt,z) = AI}eIEoQ(t’Z; At) = Wm%wo (M—(t)moz) (6.85)
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6.6.2 Processos Descontinuos

Aqui, vamos supor que as fungoes wy(z), war(2) e (¢, z; At) sdo analiticas

e, desta forma, podemos expandi-las em séries de Taylor da seguinte forma:

wo(z) = Zwopzp
war(z) = pr(At)zp
Ot, 2 At) = Y Q,(t; At)2P (6.86)

Vamos relembrar as féormulas para o coeficiente €, obtidas na secao de

mapas lineares:

mg Pugp\EHPn ey (At
Mgﬂi + M,%er

mgﬂwop)\(%p)n m2Pw, (At) 1 — AZ+P)n
W TR 1 ()

Quando At — 0, podemos fazer as seguintes aproximagoes:

Qup =

A= e A
A\21P — o= (2+p)rAt
M, = M(t)
Q, = Q(t, z; At)
1 — e”FPVAL 5 (2 4 p)yAt (6.88)
Aplicando estas aproximacoes, obtemos:
mg+pw0p67(2+p)7(t7t0)
M2r(t)

(aAt)%Tp(f“pwp(At) 1 — e~ @+p)y(t—to)
M2+p(t) (2 +p)yAt

Q,(t; At) = +

(6.89)

onde:

MP(t) = ey + W(l — e (t=to)) (6.90)
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Para um processo descontinuo, sabemos que:

2 ln{(l — alAt) 4+ aAt exp{—ﬁz2 [1+w <\/;E>}}} + 22

war(z) = — =

(6.91)
Para ruidos analiticos, w(z) pode ser expandido em séries de poténcia

dadas por:
w(z) = przp (6.92)

p
onde:
1 dw

= —— 6.93
Wp p| dz o ( )

De maneira andloga, temos séries de poténcia para wa(z):

war(z) = pr(At)zp (6.94)

onde:
1 dWAt(Z)
At) = — 6.95
wp( ) p' dz o ( )
Todos os coeficientes w,(At) possuem a seguinte forma:
d, + e,(aAt)
wy(At) = L—F 2 6.96
p(a0) = 2 (6:90)
onde e,(aAt) possui o seguinte limite:
lim e,(aAt) =0 (6.97)

At—0
Limite para Q(t, z; At)
Vamos agora analisar o efeitos de At — 0 em (¢, z; At). Primeiramente

quando este limite é satisfeito, podemos inferir a seguinte aproximagao:

1

At) ~d -
(Up( ) p(aAt)i

(6.98)
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Desta forma, substituindo ((6.98) em (6.89)), obtemos:

2+4p —(24p)v(t—to
m2 Py e (HHEN(—to)

O, (t, At) =

Mze(t)
HE s2+ 1
((lAt) g P (dp (aAt)g> 1 _ 6—(2+p)»y(t_t0) 6 99
+ M2+p(t) 2+ p)AtL (6.99)
Aplicando por fim o limite que queremos calcular, obtemos:
Q(t) = lim Q(t, 2; At)
0, () = m(2)+pw0p6*(2+p)7(t7to) N d, a o5y, 1 — e~ (2+P(t—to)
P M2+p(t) (2 + p) ’y M2+p(t)

(6.100)

Formula assintética para t — oo

Vamos analisar o que acontece para tempos muito longos, ou seja, t — o0.

Aplicando este limite a funcao €(z,t), obtemos:

Quo(2) = lim Q(t, 2) = Z}E& Q, ()P (6.101)
p
A variavel M, para tempos muito longos é dada por:

M2 = lim M*(t) = ——0 (6.102)

Ou seja:

M, = (19)50 (6.103)

Aplicando ((6.103) na equacao (6.100) e aplicando o limite para tempos

muito longos:

[N4S]

22Tpdp v v
- Y =p, (2 104
i ) <2+p>(a> <) (6109
onde: .
272"d
D,=-"% (6.105)
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Por fim, encontramos que:

la
2 _ 10 5
g
Qu(z) = D, (%) o (6.106)

Note a importancia do resultado acima. Desta vez, a funcao 2 nao se
anula nem mesmo quando o tempo t — oo. Assim, a equacao de difusao
que modela tal processo descontinuo é descrita através de uma expansao de

Kramers-Moyal.

6.6.3 Solucao integral para ruidos descontinuos

Nesta secao, vamos obter a fungao caracteristica associada a um processo

descontinuo geral, sem considerar as expansoes em série de Taylor dadas

pela equagao (6.86]).
Na sec@o (6.6.2)), obtivemos a seguinte fungao caracteristica associada a

um processo descontinuo geral para um dado intervalo de tempo At:
D(z, 1) = e~ POSE M (002 (6.107)

O valor de Q(t, z, At) é dado pela relagao:

Q A e~2lt=to) | e (t=to) - A 6.108
t t) = ————— _— t t 1
(t, 2, At) M2(t, At) moWo <M2(t,At) moz) + W (t, z, At) ( )
onde:
n o —2y(n—i)At O.e—”/(n—i)At
At) = ac?At S E Vah 1
W(t,z, At) = ao t; YEICN) WAL ( YEONN) a tz> (6.109)

O valor jAt = t; — ty, para j = 0,1,...,n — 1. Esta relacao pode
ser claramente visualizada na figura [6.1, Desta forma, podemos escrever

W (t, z, At) da seguinte forma:

n 6_27(tj_t0) O'e_v(tj_t())
W(t,z,At) = a02AtZ e At)wm (MQ(t A7) \/aAtz) (6.110)
]:1 Y )
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e Bl

Figura 6.1: Tlustragao para entendimento do significado da varidvel jAt

De acordo com o obtido na segao em ((6.91)), a funcao wa.(z) é dada por:

2 ln{(l — alAt) + aAt exp{—2a1At22 [1+w (J:Tt)}}} + 22

war(z) = — =
(6.111)
Lembramos ainda da validade da seguinte relagao,
2 {1 _ 6—%2z2[1+w(Az)]} — A222
Al%rilo wat(AVaAtz) = w(Az) = 1. (6.112)
Entao, obtemos:
Wit z) = AI%I_I}O W (t,z, At)
n —27(tj—to) —7(tj—to)
2 . e oe
=ac” lim (tjr1 —t;) w < z) (6.113)
At — 0 ; MR M2(t)
n — oo

Como n — oo entao podemos substituir o somatério em ((6.113)) por uma

integral, da seguinte forma:

ac? t , oe(t'—to)
Wit z) = BRaAGnL VB — 6.114
(t,2) M2<t>/t0€ e (6.114)

Processos Gaussianos Descontinuos

Para um processo gaussiano descontinuo, temos que w(z) = 0, entao:

2 {1 — 6_@22} — A2%(t)2?
w(A(t)z) = (02 (6.115)
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onde:
Ue_y(t/_to)

Entéao, a integral que define W (¢, z) pode ser calculada como:

o? 1 o222 0 o PYVEIO)
Wt z2)= -t — In( ——— ———dt'| (6.117
(42) = —spmm Taz 9T 10 (2M2(t)> +/1 7 (6.117)
onde:
1
M?(t) = e” 27 t0m2 4 590 [1— em2v(=to)] (6.118)
f)/

e g é a constante de Euler.

Para t — oo, temos que:

1 o} 522
We(z) = lim W(t,z) = =14+ — lg + In(8z%) —I—/ c dt'} (6.119)
1

t—00 022 t

A funcao caracteristica que corresponde a este W (z) é:

oo €XP(—t'622)
1 +/

1
¢35 / dt’

Pogz) = e 7 HW=Gl = | (6.120)

onde:

K=¢ %0 % (6.121)

6.7 Analise das solucoes

As formulas para funcoes caracteristicas obtidas para processos descontinuos
sao translicidas. Vamos relembrar os resultados obtidos para processos de-

scontinuos:

1. Funcao caracteristica para a variavel estocdstica x,,:

W(z,t) = e M e e)) (6.122)
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2. Funcao Q(t, 2):

Q(t, z) = AntrEOZQp(t; At)2P (6.123)
p
onde:

Q <t> o mg—"—pwope_(z"l‘p)')/(t_tO) + dp 90-2+p ]_ — 6_(2+p)7(t_t0)
’ Mo (t) 2+p)y Mo (t) (6.124)

1

3. Variancia M?(t):
2 ~@ipnli—te), 2 A0” —(2+p)¥(t—to)

M?(t) =e mg + > [1—e | (6.125)

Qual é a universalidade aqui? Qual é a independéncia das propriedades
de um ruido? Certamente, existem trés fatos que caracterizam um ruido
descontinuo: 1) o parametro a; 2) o parametro 7; e 3) a densidade de proba-
bilidade g(e). A natureza especifica da densidade g(€) aparece nas férmulas
acima através dos valores de o e d,.

Vamos analisar com mais cuidado este conceito de universalidade. A
primeira propriedade geral, satisfeita para qualquer processo descontinuo, é
o fato que M?(t) satura para um valor finito quando ¢ — co. Em sistemas
fisicos, associamos este com o conceito de energia térmica, assumindo a tem-

peratura do sistema como igual a T', através da seguinte relagao:
M2 = kT = ~——0® = §kT (6.126)

onde k ¢ a constante de Boltzmann.

Aqui, é importante enfatizar que podemos associar o comportamento
assintético de um dado processo estocastico com o equilibrio do sistema. Para
avaliar o significado de temperatura em termos de parametros estocésticos,

devemos estar cientes que a relacao (6.126)) nao fixa qualquer valor especifico
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para os parametros a, v e 0. Certamente, uma dada temperatura fixa apenas
implica que parametros relacionados nao podem ser escolhidos livremente,
devendo satisfazer a relagao .

Seguindo com nossa analise assintética (equilibrio térmico), vamos definir

um parametro 6 = y/a. Assim, a formula assintética para Q(t, z) torna-se:

Qoo(2) = > Dyo22" (6.127)
p
onde: .
27"d
D, = P 6.128

Da equagao (6.127)), vemos claramente que se 6 — 0 entdao Q..(z) = 0.
Desta forma, a fungdo caracteristica 1., (2) serd escrita aproximadamente

COImMo:

02)? 1 _1 2%
T S folo) & N 2 Mg (6.129)

onde fo(z) é a densidade de probabilidade assintética de z.

Voo(2) = e

Nas relagoes acima temos outra propriedade universal: para qualquer
processo estocastico tal que § é muito pequeno, a densidade de probabil-
idade assintética (densidade de probabilidade de equilibrio) da varidvel x
serd proxima a gaussiana, nao importando os detalhes do ruido. Novamente
lembramos que detalhes do ruido sao as propriedades que dependem da densi-
dade g(e) (matematicamente estes detalhes aparecem através das constantes
d, na equacao .

Qual o significado do parametro 67 Vamos relembrar as expressoes basicas

que definem um processo estocastico descontinuo
z(t+ At) = (1 — yAt)z(t) + €| At] (6.130)
onde a densidade de probabilidade do ruido €[At] é dada por:

F(e[Al]) = (1 — aAB)S(e) + (aArt)g(e) (6.131)
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Para At << 1, podemos escrever as aproximagoes
(1 —yAt) = e 78
(1 — alt) = e A (6.132)

e, desta forma, podemos interpretar v e a como inversos de tempos carac-

teristicos. Entao, definimos o tempo de dissipagao caracteristico ¢.:

1
N (6.133)
Ty

1
t, = —, 6.134
- (6.134)
e, por fim, J serd redefinido como:
la
0= —, (6.135)
ty

Entao, a situacao onde v ¢ muito pequeno implica que ¢, >> t,, ou seja, o
tempo caracteristico de dissipacao é muito maior que o tempo caracteristico
de flutuacao. Em uma linguagem fisica: o tempo caracteristico do sistema
de dissipagao da energia a ele acrescido, essencialmente feito por forcas es-
tocasticas que agem no sistema, é muito maior que o tempo caracteristico
desta forca aleatéria. Neste caso a distribuicao gaussiana pode ser uma boa
aproximacao para descrever o estado de equilibrio.

Para valores pequenos de 9, devemos esperar pequenos desvios da dis-
tribuicao do sistema em relacao a distribuicao gaussiana, entretanto tais
desvios podem ser tao diminutos que podem ser imperceptiveis a qualquer
verificacao experimental. Para processos em que o parametro o nao é tao
pequeno, estes desvios gaussianos podem ser entao medidos.

Até o presente momento, analisamos apenas propriedades universais do

estado assintotico do sistema, ou em outras palavras, suas propriedades em
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um estado de equilibrio térmico. O que dizer sobre o estado transiente do
processo? A primeira vista parece que apenas a analise dos tempos car-
acteristicos nao é suficiente, porque o parametro o também aparece nas
formulas que descrevem o tempo de evolugao transiente do sistema. En-
tretanto, mostraremos que o mesmo tipo de raciocinio feito para o estado
de equilibrio pode ser utilizado para o regime transiente. Primeiramente,
substituimos o valor de ¢ nas férmulas que obtivemos, usando a relagao:

262 = kT & o = VETS. (6.136)
v

Entdo, as expressoes para M?(t) e ,(t) tornam-se:

1
M?(t) =e~ 10 m2 + kT [1 — e 21700
(t) =e mg + 5 [1—e ]

2+p —(2+p)v(t—to
mg Pwope (t=to)

Qp(t) = i
[efzv(tfto)mg + %kT (1-— e*QV(t*to))} 2

d Y 1 — e~ (2+P)y(t—to)
+ —L2 52 o (6.137)
(2+p) [e=2/(t~to)y 4 (1 — e=2t—t0))] 2"
onde:
2
My
r= T (6.138)
kT

Desta forma, podemos ver que o comportamento transiente de M?(t) é
universal para qualquer processo descontinuo. Em outras palavras, o com-
portamento de 2,(¢) torna-se mais e mais independente dos detalhes do ruido
se e somente se § << 1. Neste caso, 2,(f) pode ser escrito aproximadamente
como:

2+p —(2+p)v(t—to
mg wop(i( ) )

Q,(t) ~ (6.139)

2+p

[e=(—to)mZ 4+ LET (1 — e-2(t-10))] =

Esta aproximagao junto com a evolugao temporal para M?(t) mostra que
esta solucao universal é exatamente a mesma obtida para um ruido continuo

(veja as segOes anteriores), no qual a solugdo possui a seguinte equacao de



CAPITULO 6. TEOREMAS LIMITE E EQUACOES DE DIFUSAO 99

Fokker-Planck:

9] 9] ac? 9?

E importante frisar que a equacao de Fokker-Planck tem uma carac-
teristica universal no sentido de descrever um processo no qual os detalhes
do ruido nao importam. Certamente, como mostrado acima, existe uma
condicao especifica para a validade de uma equagao de Fokker-Planck para
descrever o equilibrio e o regime transiente: esta condicao é que § << 1.

Finalmente, concluimos que as equacoes de difusao para qualquer processo
descontinuo, nao importa quao grandes ou pequenos sejam os parametros 0 e
T, devem ser descritos por uma expansao de Kramers-Moyal. Esta equacao

¢é escrita como:

2 92 n n
%f(x,t) = V%xf(:v,t) + a%% (z,t) + a; %Dnainf(x,t)
"~ (6.141)

A equagao acima é correta apenas para ruidos descontinuos analiticos,
que sao ruidos para os quais todos os momentos estatisticos sao finitos. Se
nao for o caso, a equacao acima deve ser substituida por uma expansao
de Kramers-Moyal fracionaria. Também, neste caso, todos os raciocinios
baseados nos parametros 6 e T permanecem vélidos. Certamente, o aparec-

imento de derivadas fracionarias na expansao de Kramers-Moyal é apenas

consequéncia de um detalhe associado ao ruido: ele nao é analitico.



Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

Ao longo deste trabalho fizemos uma analise que nos possibilitou uma melhor
compreensao de equacoes difusivas para processos estocasticos, assim como
das técnicas necessarias para sua aplicagao.

Como primeiro grande resultado, estabelecemos as condi¢oes necessarias
para a determinacgao do tipo especifico de equacao difusiva que descrevera o
processo estocastico em analise. Isto esta ligado a forma como a distribuicao
de probabilidade de uma varidvel estocéstica de retorno # converge para a
funcao delta de Dirac quando o intervalo de tempo At tende a zero. A funcao
de Lévy w, analisada no limite em que At — 0, mostrou-se como ferramenta
indispensavel para esta analise, pois a sua forma especifica determina o tipo
de distribuicao especifica que estd associada a variavel 6. Os resultados
obtidos mostram que para w = 0, teremos uma distribuicao gaussiana que
converge para uma delta de Dirac quando At — 0 e a equacao de Fokker-
Planck serd a adequada na descricao de #. Em contrapartida, para w # 0,
temos uma distribuicao nao-gaussiana a convergir para a delta de Dirac e a
expansao de Kramers-Moyal é o modelo descritivo a ser adotado para 6.

Em seguida, demonstramos quais sao as propriedades de 6 que deter-

minam a forma especifica que a funcao w tera. Utilizando o conceito de

100
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continuidade em distribuicao, definimos dois tipos de varidveis: continuas e
descontinuas. Vimos que a auto-similaridade assintética é condicao suficiente
para obtencao de uma equacao de Fokker-Planck e condicao necessaria na
obtencao de uma expansao de Kramers-Moyal. As varidveis continuas assin-
toticamente auto-similares sao descritas por uma funcao de Lévy nula. Como
as variaveis descontinuas geram uma quebra da auto-similaridade elas sao de-
scritas por uma fungao w # 0.

Mostramos ainda que uma equacao de Langevin pode ser descrita através
da utilizacao de mapas com ruido aleatério. A grande vantagem deste método
reside no fato de que este modo de tratar o problema elimina problemas
com integracoes estocasticas. Além disso, podemos gerar solugoes numéricas
através destes mapas que podem ser utilizados na resolucao de processos
estocasticos onde a solugao analitica nao é possivel, o que de fato ocorre na
maioria dos casos.

As propriedades do ruido sao importantes na determinacao das carac-
teristicas de um movimento Browniano descrito por mapas lineares com
ruido. No caso do movimento Browniano classico, governado por um ruido
gaussiano continuo, os resultados tedricos e computacionais confirmaram que
as distribuigoes associadas a tal sistema sao descritas por equacgoes de Fokker-
Planck. No estudo do movimento Browniano, governado por um ruido gaus-
siano descontinuo, demonstramos que a equacao difusiva relacionada a este
sistema ¢é descrita por uma expansao de Kramers-Moyal.

Como uma tultima analise, estudamos processos de convergéncia em dis-
tribuicao de soma de variaveis aleatérias, através do estudo de teoremas
limite. Desenvolvemos o famoso teorema do limite central classico, mas um
enfoque maior foi dado ao teorema limite de Paul Lévy. Mais uma vez, uti-

lizamos a funcao de Lévy no estudo de convergéncia de soma de varidveis
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aleatérias, obtidas a partir de mapas lineares com ruido aleatério. Os re-
sultados obtidos vieram mais uma vez ratificar a validade de todos os re-
sultados acima descritos: processos continuos, que pertecem a uma familia
de distribui¢ao normal, possuem uma distribui¢ao gaussiana associada a sua
variavel de retorno e serao descritos por uma Equacao de Fokker-Planck; pro-
cessos descontinuos sempre serao descritos por Expansoes de Kramers-Moyal
com uma distribuicao nao-gaussiana associada.

A modelagem apresentada neste trabalho serve de base para o tratamento
de problemas que vao além da analise do movimento Browniano. Problemas
relacionados a equacoes de difusao surgem também em economia: em um
pioneiro trabalho, o matematico Bachelier mostrou que a probabilidade de
ativos financeiros pode ser determinada em termos da equacao de Chapman-
Kolmogorov e de processos de Wiener. Tendo derivado uma equacao de
difusao para processos estocasticos, ele mostrou que probabilidade pode di-
fundir de maneira semelhante ao calor.

Durante as duas tltimas décadas [23], muitos estudos em teoria de espec-
ulacoes e flutuagoes no mercado financeiro tem sido desenvolvidos em uma in-
teressante combinacao de esforcos e treinamentos distintos entre economistas
e fisicos, criando uma nova subarea da ciéncia: a econofisica. Econofisica é o
neologismo utilizado para se referir ao ramo da fisica dos sistemas complexos
que vem procurando fazer um levantamento completo das propriedades es-
tatisticas dos mercados financeiros, usando o imenso volume de dados agora
disponiveis e a metodologia de trabalho da fisica. Tudo isto pode levar a um
progresso genuino em nosso entendimento dos mercados financeiros.

A pesquisa em econofisica mostra que mercados financeiros apresentam
diversas das propriedades que caracterizam sistemas complexos. Esses mer-

cados sao sistemas onde muitas subunidades interagem de forma nao-linear
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na presenca de feedback e regras estaveis. Embora nao se possa descartar
dinamicas cadticas em mercados financeiros, a econofisica toma como ponto
de partida a hipotese de que a dinamica dos precos de ativos é um processo
estocéstico.

O termo econofisica foi introduzido pelos pesquisadores Rosario Mantega
e Gene Stanley [24], que observaram leis de escala no comportamento do
indice Standard & Poor’s 500. O uso de leis de escala na analise de flutuagoes
de ativos financeiros tem levado muitos fisicos a encontrar analogias destes
a fendmenos fisicos. Para muitos autores [25, 26, 27] a determinacao do
comportamento de mercados cambiais é descrita através da utilizacao da

equacao de Fokker-Planck,

0 0 1 9?

a <I7t) = %[M(x,t)f(l’,t)] + 5@[0(1’775)]0(%7”] (71)

onde x representa a taxa de cambio.

O modelo padrao utilizado para descrever o movimento de taxas cam-
biais, que satisfaz a equacao de Fokker-Planck, é o movimento Browniano
geométrico. Este modelo é descrito pela seguinte equacao diferencial es-
tocéstica:

d
?‘” = pdt + odW. (7.2)

Assim, esta equacgao descreve um processo de difusao de I1t6 homogeneo no
tempo, com os parametros dados por u(x,t) = px e o(x,t) = ox, e dW é
um processo de Wiener. Mais sucintamente, diW = pvdt e ¢ ~ N(0,1).
Neste contexto mais aplicado a financas, podemos interpretar da
seguinte maneira: o retorno incremental d?x é composto por duas partes: uma
deterministica, pudt (onde p é uma medida da taxa média de crescimento do
prego do ativo em um pequeno intervalo de tempo dt), e uma aleatéria, odW

( sendo o a volatilidade, que mede o desvio-padrao dos retornos). Esta parte
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aleatoria pode ser identificada como efeitos externos que mudam o valor da
taxa cambial.

A justificativa tedrica para a adocao deste modelo é a consideracao da
hipétese dos mercados eficientes, que nos diz que toda historia esta total-
mente refletida no valor atual da taxa de cambio que se adéqua perfeitamente
a equacao .

A justificativa empirica esta no fato de que o modelo representa as séries
temporais da taxa cambial bastante satisfatoriamente. A figura [7.1] ilustra
a similaridade entre uma série temporal de taxas cambais e uma simulacao

computacional do movimento Browniano geométrico.

28 ‘ Movimento Browniano Geométrico

287 INTRA DIA (ANO 2002) 26 4

Taxa Real/Dolar

T T T T T T T 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Tempo

Figura 7.1: Comparacao entre uma série temporal real da taxa cambial
Real/Dolar (Intra-dia, 2002) [I] e uma série temporal simulada pelo nosso
programa do movimento Browniano geométrico

As principais caracteristicas do movimento Browniano geométrico sao:

1. satisfaz a propriedade de Markov, ou seja, z(t + dt) depende apenas do

valor de x(t).
2. (dz) = padt < (%) = pdt

3. ((dz)?) — (dz)? = o222dt = <(dz)2> - <(%)>2 = o?dt

xT
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4. a trajetéria de x pode ser descrita por uma randon walk lognormal.
Isto significa que os logaritmos dos retornos possuem uma distribuigao

gaussiana. Entao, x possuird uma distribuicao log-normal.

Desta forma, a nossa analise concentra-se no estudo do logaritmo da den-
sidade de probabilidade associada a varidavel de retorno dx. Adotando a
concepcao de mapas lineares com ruido, ao invés de analisarmos dx, nossa

variavel de retorno sera dada pela relagao:
Zac(t) = x(t + At) — z(t) (7.3)

Uma das propriedades marcantes de tais sistemas estocdsticos sao as
chamadas “leis de escala’observadas em situacoes tao distintas como prob-
lemas vindos da biologia e comportamento das bolsas de valores. Ela nos
diz que as distribuicbes de probabilidade associadas a varidvel Za;, para
varios valores de At, sao aproximadamente iguais. Isto significa que o re-
torno Za; é auto-similar assintoticamente. Observando as variagoes diarias
e comparando-as com as variagoes mensais, nota-se que elas correspondem
perfeitamente.

A figura apresenta os logaritmos das densidades de probabilidade das
varidveis de retorno reduzidas Za, para alguns paifses selecionados. Apesar
de muitas das distribuicoes seguirem a lei de escala, na grande maioria dos
casos as leis de escala nao sao as mais adequadas para a analise do problema.
Quando observamos, por exemplo, a Rupia indiana, vemos uma figura que
nao se ajusta a distribuicao normal ou gaussiana. A curva se alonga em vez
de cair rapidamente. Em outras palavras, a curva apresenta fat tails.

A figura [7.3] apresenta a funcao de Lévy relacionada ao retorno Za; da
taxa cambial Rupia/Dolar, para varios valores de At. O comportamento

da funcao de Lévy w(z) apresentada é muito similar ao comportamento
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Figura 7.2: Comparacao entre densidades de probabilidade do retornos re-
duzidos Za, de taxas cambiais [I] de Austrdlia, Gra-Bretanha, Candda,
Bélgica, India e Brasil, observados em intervalos de tempo At entre 1 e
240 dias.

da funcao de Lévy , utilizada na descricao de processos descontinuos.
Desta forma, este comportamento sugere que a variavel Zy nao é assintoti-
camente auto-similar e sua distribuicao possa ser descrita como um processo
descontinuo.

A figura mostra o comportamento da taxa cambial Rupia/Dolar em
funcao do tempo. A forma ascendente apresentada neste grafico sugere o
movimento Browniano geométrico na modelagem do comportamento desta
taxa cambial. Ao olharmos mais de perto, observamos a existéncia de varios
platos. Este comportamento reforca a idéia de que podemos descrever esta
taxa cambial por um movimento Browniano geométrico, considerando, no

entanto, o ruido como descontinuo com distribuicao dada por (4.15]).
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Figura 7.3: Fungao de Lévy para a taxa cambial Rupia/Dolar [I]

O comportamento apresentado pela taxa de cambio da moeda indiana
é geralmente observada em regimes cambiais fixos, onde as escalas de in-
tervencao do estado na fixacdo das taxas cambiais sao grandes. Assim,
as variacoes de preco serao mais controladas. Desta forma, considerar o
ruido aleatoério como descontinuo parece-nos mais plausivel para estes casos.
Acreditamos ainda que o tempo caracteristico de flutuacao t,, pode ser um
importante parametro na obtencao do tempo médio em que essas flutuagoes
ocorrem.

De posse dos resultados acima obtidos, vemos que uma expansao de
Kramers-Moyal seria mais apropriada para descrever este tipo de compor-
tamento. Isto porque, como ja demonstramos, a quebra da auto-similaridade
assintética aliada a descontinuidade do ruido leva-nos a obtencao de uma
expansao de Kramers-Moyal.

Desta forma, uma equacao difusiva que pode descrever o comportamento
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Figura 7.4: Comportamento da taxa cambial Rupia/Dolar (diaria, 2002) [I]

da taxa de cambio Rupia/Dolar, seria dada por:

0
a (.T},t)

a 2 _1\n
= —M(%[xf(x,t)] + 502%[332]“(%0] + CLZ ( 1‘> D, o" 0

n! "
n>3 a

m

[z" f (2, 1)]
(7.4)

Concluimos entao que a anélise empirica das distribuicoes e do compor-
tamento de séries financeiras pode nos fornecer a melhor equagao difusiva
a elas associadas, seja Fokker-Planck ou Kramers-Moyal. Uma vez que a
evolucao no tempo de muitas variaveis financeiras passou a ser monitorada
continuamente, torna-se possivel testar o poder preditivo dos modelos usando
os dados disponiveis. A equivaléncia dos comportamentos das propriedades

de séries financeiras com os resultados obtidos ao longo dessa dissertacao
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abre caminho para um tratamento de séries temporais reais a partir de um

formalismo semelhante ao considerado nessa dissertacao.
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