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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo de hipersuperficies conformemente planas
baseado em um trabalho de Hertrich-Jeromin, onde sao obtidas condi¢oes necessarias
e suficientes para que tenhamos uma hipersuperficie conformemente plana em uma
forma espacial de dimensao quatro. Como consequéncia temos a relacao entre essas
hipersuperficies e um sistema triplamente ortogonal de superficies de R? chamado rede
de Guichard.

Palavras-chave: hipersuperficies conformemente planas, teorema de Weyl-Schouten,

redes de Guichard

v



Abstract

In this work we present a study on conformally flat hypersurfaces which is based on a
Hertrich-Jeromin’s article, where a characterization for conformally flat hypersurfaces
in a four dimensional space form is obtained. As a consequence we have a relationship
between these hypersurfaces and a triply orthogonal system of surfaces in R?, called
Guichard Net.

Keywords: conformally flat hypersurfaces, Weyl-Schouten theorem, Guichard Nets
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Introducao

Classificar hipersuperficies conformemente planas tem sido um tépico de interesse
em geometria diferencial hé algum tempo. Assim como vemos em outros problemas de
geometria, o problema em questao é fortemente influenciado pela dimensao da hiper-
superficie.

Quando temos uma superficie regular, isto é, uma hipersuperficie de dimensao n = 2
em R?, o problema estd resolvido. A solucao esté relacionada ao fato de que sempre é
possivel obter coordenadas isotérmicas para superficies. Dessa forma, hipersuperficies
de dimensao n = 2 sempre sao conformemente planas.

Para dimensoes maiores, a primeira soluc¢ao obtida foi dada em [4] por E. Cartan, em
1917. Neste trabalho Cartan deu uma classificacdo completa para as hipersuperficies
conformemente planas em formas espaciais de dimensao n + 1 > 5, caracterizando-as
por aquelas quasi-umbilicas, ou seja, onde uma das curvaturas principais tem multi-
plicidade pelo menos n — 1. No mesmo trabalho, Cartan deu uma caracterizacao para
hipersuperficies em formas espaciais de dimensao 4:

Uma hipersuperficie com trés curvaturas principais distintas em uma forma espa-
cial de dimensao 4 € conformemente plana se, e somente se, suas seis “distribuicoes
umbilicas”  (ou seja, os planos onde a sequnda forma fundamental é mailtipla da
primeira forma fundamental) sao integrdveis.

Porém, diferentemente do caso anterior, nao foi possivel uma classificacao precisa
a partir desta caracterizacao, ja que tais distribuicoes nao eram tao simples quanto
pareciam.

Em 1994, Hertrich-Jeromin em seu trabalho [7], estudou o artigo de Cartan e ten-
tou dar uma resposta mais satisfatoria a questao envolvendo a dimensao da forma

espacial igual a 4. Neste trabalho, o autor conseguiu uma correspondéncia entre as



hipersuperficies conformemente planas de dimensao 3 e as redes de Guichard, uma
espécie de sistema triplamente ortogonal de superficies consideradas inicialmente por
C. Guichard em 1905 [6] onde ele se referiu a esses sistemas como um andlogo as coorde-
nadas isotérmicas. Dessa forma, Hertrich-Jeromin transferiu o problema de classificar
as hipersuperficies conformemente planas para o problema de classificacao das redes
de Guichard. Outro trabalho que temos em 1994, ¢ o trabalho de O. J. Garay [5] onde
¢ obtida uma classificacdo para hipersuperficies conformemente planas de R* onde a
curvatura média é um autovetor do seu operador Laplaciano.

Ainda tentando compreender o resultado de Cartan sobre o problema quando a
dimensao da forma espacial é 4, Suyama em 2000 e em 2005, com os trabalhos [13] e
[14], apresentou uma abordagem diferente daquela descrita por Hertrich-Jeromin. A
estratégia de Suyama foi estudar hipersuperficies onde a primeira forma fundamental
fosse de um determinado tipo. E assim, usando a caracterizacao dada por Cartan,
obteve uma representacao da primeira e segunda formas fundamentais de uma classe
de hipersuperficies que sao conformemente planas.

Em 2007, temos em [9] um trabalho em conjunto de Hertrich-Jeromin e Suyama.
Neste trabalho temos uma classificacao de hipersuperficies conformemente planas de
dimensao 3 em termos das redes Guichard com uma caracteristica especial, chamadas
rede de Guichard ciclicas. Continuando o que foi feito em [7] a idéia agora foi considerar
certas redes de Guichard e ver quais eram as hipersuperficies conformemente planas
associadas a elas.

O presente trabalho baseia-se principalmente em [7] e [8], este tdltimo um livro
onde Hertrich-Jeromin apresenta uma introducao a Geometria de Mobius, abordando
como aplicacao do modelo desenvolvido, as hipersuperficies conformemente planas.

Dividimos o nosso trabalho em trés capitulos e dois apéndices, a saber:

e Capitulo 1: Preliminares. Neste capitulo apresentamos as defini¢oes e re-
sultados basicos sobre geometria Riemanniana que usaremos durante o trabalho.
Além de relembrar alguns conceitos a idéia aqui é também estabelecer as notagoes

usadas. As referéncias usadas neste capitulo, sao os livros [2], [10] e [12].

e Capitulo 2: O teorema de Weyl-Schouten. Neste capitulo apresentamos os



conceitos basicos para estabelecer um teorema fundamental no estudo de hiper-
superficies conformemente planas, o teorema de Weyl-Schouten. Neste teorema
vemos claramente como a dimensao influi na classificacao das hipersuperficies e
o motivo pelo qual o caso das hipersuperficies tridimensional é mais complicado.

O capitulo baseia-se essencialmente em [8].

Capitulo 3: Hipersuperficies Conformemente planas e Redes de Gui-
chard. Neste capitulo, apresentamos um estudo detalhado do que foi feito em
[7]. Consideramos imersoes de variedades riemannianas de dimensao 3 no cone de
luz dentro do espaco de Minkowski e vemos como esse artificio pode nos ajudar
a obter condigcoes para que hipersuperficies em formas espaciais sejam conforme-
mente planas. Veremos como ¢é possivel obter uma correspondéncia entre tais

hipersuperficies e as Redes de Guichard.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Variedades Riemannianas

Neste capitulo apresentaremos as definigoes e resultados bésicos sobre geometria Rie-
manniana que usaremos durante o trabalho. Além de relembrar alguns conceitos a idéia
aqui é também estabelecer as notacoes usadas. As referéncias usadas neste capitulo,

sao os livros [2], [10] e [12].

Definicao 1.1 Uma wariedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e uma

familia de aplicacoes biunivocas X, : U, C R®" — M de abertos U, de R" tais que:
L | JXa(Us) = M.

2. Para todo par «, 3, com X, (U,) N X3(Uz) = W # 0, os conjuntos X' (W) e

X, '(W) sao abertos em R™ e as aplicagoes X' o X, sio diferencidveis,

3. A familia {U,, X,} ¢ maxima relativamente as condigoes 1 e 2.

O par (U,, X,) (ou aaplicagao X,,) com p € X, (U,) é chamado uma parametriza¢ao
(ou sistema de coordenadas) de M em p ; X,(U,) é entdo chamada uma vizinhanga
coordenada em p. Uma familia {U,, X, } satisfazendo 1 e 2 é chamada uma estrutura

diferencidvel em M.

Observagao 1.1 Uma estrutura diferenciavel em um conjunto M induz de uma maneira

natural uma topologia em M. Basta definir que A C M é um aberto de M se
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X;"(AN X,(U,)) é um aberto de R” para todo a. E imediato verificar que M e
o vazio sao abertos, que a uniao de abertos é aberto e que a interseccao finita de

abertos é aberto. Dessa forma M torna-se um espago topoldgico.

A seguir, estendemos a nogao de diferenciabilidade as aplicagoes entre variedades e

a nocao de vetor tangente:

Definigao 1.2 Sejam M7 e MJ" variedades diferencidveis. Uma aplicagao ¢ : M; —
M, é diferencidvel em p € My se dada uma parametrizacao Y : V C R™ — M, em
¢(p) existe uma parametrizacao X : V'.C R" — M) em p tal que o(X(U)) C Y(V) e
a aplicacao

Y lopoX:UCR"—R™ (1.1)

é diferencidvel em X ~!(p). ¢ ¢ diferencidvel em um aberto de M, se é diferencidvel em
todos os pontos deste aberto.

Decorre da condicao 2 da Definicao 1.1 que a definicao dada é independente da
escolha das parametrizacgoes. A aplicagao (1.1) é chamada ezpressao de ¢ nas parama-

trizacoes X e Y.

Definigao 1.3 Seja M uma variedade diferencidavel. Uma aplicagao diferenciavel « :
(—€,€) — M é chamada uma curva (diferencidvel) em M. Suponha que a(0) = p € M,
e seja D(M) o conjunto das fungoes de M diferencidveis em p. O vetor tangente a curva
aemt =0 éa fungao o/(0) : D(M) — R dada por

o/(O)f:W . feD. (1.2)
t=0

Um vetor tangente a M em p é o vetor tangente em ¢t = 0 de alguma curva « :

(—€,€) = M com a(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado

por T, M.

Se escolhemos uma parametrizacao X : U — M™ em p = X (0), podemos exprimir

a funcao f e a curva «a nesta parametrizacao por

foX(q) = fluy,...,un), q=(us,...,u,) €U,



respectivamente. Portanto, restringindo f a «, obteremos

d(foa)

SO = =G| = %f(ul(t),---,un(t)) .

- S (3)- (S (3),)

i=1 =1

Assim, o vetor o/(0) pode ser expresso na parametrizacao X por

a/(0) = iu;m) (ai)o' (1.3)

i=1

Decorre da expressao acima que o conjunto 7,,M, com as operacoes usuais de fungoes,

forma um espago vetorial de dimensao n, e que a escolha de uma parametrizacao

a n
X : U — W determina uma base associada {(8 > } em T,M.
Ui/ o) i=1

Observagao 1.2 Algumas vezes, serd conveniente usar a notacao J; para denotar o

vetor

8u,~ ’

Com estes conceitos estabelecidos passemos a seguinte definicao:

Definicao 1.4 Um campo de vetores x em uma variedade diferenciavel M ¢é uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor z(p) € T,M.

Considerando uma parametrizacao X : U — M é possivel escrever
= 0

X - a; ;

(p) = alp) 9a

=1

onde cada a; : U — R é uma funcao em U. Dizemos que x ¢é diferenciavel se as
fungoes a; sao diferencidveis para alguma (e, portanto, para qualquer) parametrizagao.

Indicaremos por X(M) o conjunto de todos os campos de vetores diferencidveis em M.

Podemos pensar em um campo de vetores como uma aplicagdo = : D(M) — D(M),

definida do seguinte modo

=)0 = a5 o),

uma espécie de derivada direcional. Dessa forma, se x e y sao campos de vetores

diferenciaveis em M e f : M — R é uma funcao diferenciavel, podemos considerar



as fungoes z(yf) e y(zf) e entdo definir o colchete, indicado por [z, y|, pelo campo de
vetores xy — yx onde

(zy —yx)f = z(yf) —y(xf).

Podemos verificar que o campo vetorial colchete possui as seguintes propriedades:
L [z,y] = —ly, ],

2. lax + by, z] = alz, y] + bly, 2],

3. [z, v], 2] + [y, 2], x] + [[2, 2], y] = O (identidade de Jacobi),

4. [fx, gyl = fglz,y] + fx(9)y — gy(f)x,

Onde z é um campo diferenciavel de vetores, a, b sao nimeros reais e f, g sao funcoes
diferenciaveis.

Dando seqiiéncia as nossas defini¢oes, o préximo passo serd definir uma métrica
Riemanniana em uma variedade diferenciavel. Assim, fara sentido falar em imersoes

isométricas, um conceito que serd bastante usado e que sera definido logo em seguida.

Definicao 1.5 Uma Métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno <, >, (isto é,
uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaco tangente 7,M, que varia

diferencialmente no seguinte sentido: Se X : U C R" — M é uma sistema de coor-

a n
denadas locais em torno de p com base associada {(8 )} e q=X(up,...,uy)
Wi/ )i=1
0
(q), —(q)> = ¢;j(u1,...,u,) é uma funcado diferenciavel em U.
U; 6’&]'

q
As funcoes g;; sao chamadas expressio da métrica Riemanniana no sistema de coor-

entao a funcao <

denadas X : U C R" — M. Uma variedade diferenciavel com uma dada métrica
Riemanniana chama-se uma Variedade Riemanniana e denotaremos essa métrica por

(,) e, em alguns casos, por ¢ (,) ou simplesmente g.

Definicao 1.6 Sejam M e N variedades diferenciaveis. Uma aplicagao diferenciavel
¢ : M — N ¢é uma imersao se dp, : T,M :— T, N ¢é injetiva para todo p € M.
Se N tem uma métrica Riemanniana, f induz uma métrica Riemanniana em M por
(u,v), = (dfyp(u),dfp(v)) ;> wv € T,M. A métrica de M ¢é chamada entdo uma

métrica induzida por f, e f é uma imersao isométrica.



1.2 Conexao Riemanniana e Curvatura

Um conceito que sera fundamental em nossos estudos serd o de curvatura, em verdade,
procuraremos variedades com uma curvatura especifica. Assim, é importante deixar

registrado neste capitulo preliminar esta definicao. Definiremos inicialmente conexao.

Definigao 1.7 Uma conezao afim V em uma variedade diferenciavel M é uma aplicagao

V: X(M)x X(M) — X(M)
(z,9) — V.Y

que satisfaz as seguintes propriedades:
1. V(targnz = fVaz 4+ gVyz,
2. Vo(y+2)=Vuy+ V.z,
3. Vaolfy) = [Vay +2(f)y,
onde x,y,z € X(M) e f,g(D). Dizemos que V é simétrica se
Voy — Vyx =[x,y (1.4)

Quando estamos em uma variedade Riemanniana M dizemos que V é compativel com

a métrica se

z(y,2) = (Vay, 2) +(y, Va2) . (1.5)

O seguinte teorema é um resultado fundamental sobre conexdes Riemannianas que

sera util mais adiante.

Teorema 1.1 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tnica

conexao Riemanniana V univocamente determinada pela métrica através da exrpressao

(5 Vy0) = 3ol +uine) -2 (o)

— ([, 2], y) = [y, 2l 2) = ([z, 4, 2)}-

Assim, como a conexao dada pelo teorema de Levi-Civita é tinica, essa conexao sera

(1.6)

chamada a conexao Riemanniana de M ou conexao de Levi-Civita.



0
8Ui

uma base associada a uma parametrizacao X, introduzimos as funcoes Ffj chamadas

de

Observagao 1.3 Quando nos restringimos aos vetores coordenados 0; =

stmbolos de Christoffel, definidas da seguinte forma:
Vo, 0j = Z I}k
Definimos agora a curvatura em uma variedade Riemanniana.

Definigao 1.8 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia

que associa a cada par z,y € X(M) uma aplicacao R(x,y) : (M) — X(M) dada por
R(z,y)z = Vy Vo2 =V, V2 4+ Vi 2. (1.7)
onde z € X(M) e V é a conexdo Riemanniana de M.

Passemos agora as propriedades de R. Dados x1, 2, y1,92,2,w € X(M) e f,g €
D(M) temos que:

1. R é bilinear em X(M) x X(M), isto é

R(fx1+ gxa,y1) = fR(x1, 1) + gR(x2, 1),
R(zy, fyr +gy2) = [R(x1,y1) + gR(x1, 1)

2. Para todo par x,y € X(M), o operador curvatura R(x,y) : X(M) — X(M) é

linear, isto é,

R(z,y)(z +w) = R(x,y)z + R(z,y)w

3. R(z,y)z+ R(y,2)x + R(z,z)y = 0, (Primeira Identidade de Bianchi).

E conveniente escrever o que foi visto acima em um sistema de coordenadas (U, X)

em torno de p € M". Escrevendo
R(8;,0;) Z R0,

as fungoes Rﬁjk sao chamadas as componentes da curvatura R em (U, X) e podemos

exprimir tais fungoes em termos dos simbolos de Christoffel da seguinte forma:

;jk_Zrl I — Zr 5+ 0;(T5) — 0:(T%).



Considere agora a seguinte aplicagao

ri X(M) x X(M) x X(M) x £(M) — D(M)
(z,y,2,w) = (R(7,y)z,w)

¢ imediato verificar que r é linear em cada uma das entradas, além disso, temos as

seguintes propriedades:
1. r(z,y,z,w) = —r(y,x, z,w),
2. r(z,y,z,w) = —r(x,y,w, 2),
3. r(z,y,z,w) =r(z,w,z,vy).

A aplicacao r sera chamada o tensor curvatura de M.
No que se segue convém usar a seguinte notagao. Dado um espaco vetorial V, = e

y vetores em V| indicaremos por |z A y| a expressao

VIRl = (z,y)?

e assim podemos estabelecer a seguinte definicao.

Definicao 1.9 Dado um ponto p € M e um subespaco bidimensional o C T,M
gerado por z e y, o nimero real

/r‘(x7 y’ x7 y)
K(z,y) = Al

Y

que depende apenas da escolha de o, serd chamado curvatura seccional de o em p.

Definicao 1.10 As variedades completas com curvatura seccional constante sao cha-

madas formas espaciais.

Podemos mostrar que, com um ajuste na métrica, podemos assumir que uma vari-
edade M de curvatura seccional constante possui curvatura seccional 0, 1 ou -1. Além
disso, quando M ¢ simplesmente conexa, podemos mostrar que M ¢é isométrica a R",

quando K = 0; a esfera unitaria S”, quando K = 1 e ao espago hiperbdlico, quando

10



Nos proximos capitulos, lidaremos com outras aplicacoes multilineares definidas so-
bre os campos de vetores, assim como o tensor curvatura. Tais aplicacoes sao chamadas

tensores, definidas da seguinte maneira:

Definicao 1.11 Um tensor de grau s ou simplesmente um tensor-(s,0) em uma vari-

edade Riemanniana M é uma aplicacao multilinear

X(M) x...xX%X(M)— D(M).

(. i
-~

S

Similarmente um campo tensor de grau s ou um tensor-(s, 1) é uma aplicacdo multi-
linear

X(M) x ... x X(M) — X(M).

S

~\~
S

Temos como imagem fungoes diferencidveis no caso de tensor-(s,0) e campos de
vetores diferencidaveis no caso de tensor-(s, 1), podemos entdo pensar na derivada de

um tensor, mais precisamente, temos a seguinte definicao:

Definicao 1.12 Sejam A um tensor-(s,0) e z € X(M) um campo fixado. Definimos

a derivada covariante de A na dire¢ao de x como um tensor-(s + 1,0) dado por

(va)(yl, B 7ys) = x<A(y17 s ays))

: (1.8)
- ZA(Z/l, CRCIS 73/2’717 V:Eyh s Jys)'
i=1

Analogamente, se A é um tensor-(s, 1) a derivada convariante de A é um tensor-(s+1, 1)

dada por
(vl‘A)<y17 cee 7y5) = VCC(A(yh s 7ys)>

: (1.9)
- ZAQ/l; CRCIS 7y’ifla vxyh s 7y3)'
i=1

Observacao 1.4 Temos alguns casos especiais a considerar:

1. Para uma fungao f : U C M — R (isto é, para um tensor-(0,0) a derivada
covariante nada mais é do que a diferencial de f e assim V,f = df(z) = z(f).
O gradiente de f com respeito a uma métrica g, indicado por gradf é o vetor

determinado pela relagao g(gradf,z) = df (z).

11



2. A derivada covariante segunda de f é dada por V2f = VV f. Usando o que vimos

anteriormente,

(V2f)(x,y) = (Vo.V) = 2(Vf(y) - VI(Vay)
= xy(f) — (Vay)(f)
= z(df(y)) — df (V.y).

Para conexao Riemanniana, xy — yx = [z,y] = V,y — V,z, entdo

(V2N x) = ya(f) — (Vya)(f)
= ay(f) = [z, 9l(f) = (Vay) () + [2,4](f)
= (V2f)(z,y).

E assim, (V2f)(z,y) é um tensor-(2,0) simétrico chamado de hessiano de f

indicado também por hess f(x,y). Note agora que

z(g(gradf,y)) = g(Vgradf,y) + g(gradf, V,y)
— ~—
xdf (y) df (Vay)

e entdo obtemos a relacao g(V, gradf,y) = hess f(x,y), veremos que essa relagao

sera muito tutil no préximo capitulo:
hess f(x,y) = zdf (y) — df (Vay)

3. Decorre da definicao da conexao Riemanniana ser compativel com a métrica que

(Vzg) = 0.

4. Para o tensor curvatura r temos a Sequnda Identidade de Bianchi:

(Vor)(x,y, 2, w) + (Vor)(z,y,w,v) + (Vor)(z,y,v,2) = 0.

Dado p € M sempre podemos encontrar uma base ortonormal de vetores em 7, M.
Considere agora n campos de vetores de forma que, em cada p, {e1(p),...en(p)} seja
uma base ortonormal. Em geral, pode nao ser possivel definir tais campos em todos
os pontos de M, mas localmente sempre é possivel, e isso sera suficiente para nossos
propésitos. Tal conjunto de campos de vetores serd chamado um referencial ortonor-

mal. Estabelecido esse conceito, temos a seguinte defini¢ao:
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Defini¢ao 1.13 O divergente de um tensor-(2,0) simétrico A em M é dado por:

n

(divA)(z) =) (Ve A)(z,e).

i=1
onde {ey,...,e,} é um referencial ortonormal e x € X(M).
Definimos agora outro tensor importante, chamado tensor de Ricci, intimamente

relacionado com o tensor curvatura. Com ele, temos também a curvatura escalar:

Definicao 1.14 Seja {ey,...,e,} um referencial ortonormal definido em U C M o

tensor de Ricci, um tensor-(2,0) simétrico é dado por:

n

Ric(z,y) = Zr(m,ei,y,ei), (1.10)

=1

e a seguinte soma

k= Z Ric(e;, e;), (1.11)
i=1
serd chamada curvatura escalar.

Dado um ponto p € M podemos mostrar que, sempre existe um referencial ortonor-
mal definido em uma vizinhanga U C M de p tal que V.e;(p) = 0. Tal referencial
serd chamado um referencial geodésico. As vezes, serd conveniente trabalhar em um

n
referencial geodésico, visto que, ao escrever r = g g(z,e;)e; teremos V,e;(p) = 0.
—

7
Como exemplo de aplicacao de um referencial geodésico, temos o seguinte lema, que

serd importante no préximo capitulo e é interessante em si mesmo.

1
Lema 1.1 (divRic)(x) = §dk(x)

Demonstracao: Seja {ej,...,e,} um referencial geodésico definido em uma vizi-
nhanga U de um ponto p € M entao a diferencial de & no ponto p, na direcao de

x € X(M) é dada por:

dk(z) =z (Z Ric(ei,ei)) =z (ZZT(@, e;, €, ej)) )

i=1 j=1
O fato de estarmos em um referencial geodésico nos permite aplicar a definigao de
derivada covariante e obter a seguinte expressao equivalente:

dk(z) = Z Z(er)(ei, e;,€i,€;) em p. (1.12)

i=1 j=1
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Calculamos agora o divergente do tensor de Ricci no ponto p:

(divRic)(z) = Z(VaiRiC)(l', e;) = Z[eiRic(x, e;) — Ric(V.,x,e;) — Ric(z, V,e;)]
i=1 i=1
= Z[ei <Z r(a:,ej,ei,ej)) - ZT(Veix,ej,ei,ej)]
i=1 j=1 j=1

n o
= ZZ[eir(x, ej, e e;) —1(Ve,x, €5, €, €5)],
i=1 j=1

onde usamos que V. e;(p) = 0 na segunda igualdade. Da mesma forma como fizemos

anteriormente, aplicamos a derivada covariante de r na dire¢ao e; e obtemos em p:
(diVRiC)(I) = Z Z[(veir) (xv €js iy ej)] = Z Z[(veir) (eiv €jr Ly ej)]' (1'13)
i=1 j=1 i=1 j=1
Pela segunda identidade de Bianchi, temos:
Z Z[(Vair)(ei, ej,x,e5) + (Var)(ei, e, e5,€) + (Ve, 1) (€, 5, €, )] = 0.
i=1 j=1
Usando (1.12) e (1.13) reescrevemos a expressao acima como:
(divRic)(z) — dk(z) + > Y (Ve,r)(ei, €5, ¢1,2)] = 0.
i=1 j=1
Os somatérios que restaram sdo exatamente a expressao de (divRic)(x) ja que,

usando as propriedades dos tensor curvatura e permutando os somatoérios, obtemos no

ponto p:

D> (Ver)eneena)] =Y > (Ver)(e, e a,e)l,

=1 j=1 j=1 i=1
que é uma expressao analoga a (1.13). Verificado este fato, e como p é um ponto

arbitrario de M, obtemos entao:

(divRic)(z) %dk(a:).
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Capitulo 2

O Teorema de Weyl-Schouten

O teorema de Weyl-Schouten é o principal teorema sobre classificacao de variedades
conformemente planas. Veremos que quando a dimensao ¢ maior que 3, uma condigao
necessaria e suficiente para que a variedade seja conformemente plana é que o tensor
de Weyl seja nulo, o que é equivalente a uma equacao diferencial de segunda ordem.
Quando temos a dimensao 3, o teorema estabelece que uma condicao necessaria e
suficiente é que o tensor de Schouten seja um tensor de Codazzi, o que é equivalente a
uma equacao diferencial de terceira ordem, mostrando assim porque o caso em que a
dimensao ¢ 3 merece um estudo a parte.

Comecaremos o capitulo com algumas nogoes bésicas de geometria conforme rela-
cionadas com o0s conceitos de geometria Riemanniana que apresentamos previamente
no Capitulo 1. Dessa forma, iremos introduzir a nocao de aplicagao conforme e quais
as mudancgas geradas por essa aplicagao em elementos como métrica, conexao e tensor
curvatura. Neste contexto, apresentaremos a definicao de variedade conformemente
plana e em seguida o Teorema de Weyl-Schouten, que da condigoes necessarias e sufi-
cientes para que uma variedade Riemanniana seja conformemente plana. Finalizaremos
o capitulo com duas aplicacoes desse teorema, mostrando que as formas espaciais sao
conformemente planas e que variedades produtos de dimensao 3 do tipo M? x I sao

conformemente planas se, e somente se, M? tem curvatura gaussiana constante.
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2.1 Aplicacoes Conformes

Inicialmente, veremos a nocao de aplicagao conforme e a nocao de equivaléncia conforme
entre métricas. Denotaremos por (M, ¢g) a variedade Riemanniana M munida com uma

métrica Riemanniana g, entao:

Defini¢ao 2.1 Uma aplicacio f : (M,g) — (M, §) entre variedades Riemannianas é
chamada aplicagdo conforme se a métrica induzida f*g = g(df, df) = e*“g para alguma
funcao u : M — R diferenciavel.

Duas métricas g e g em M sao ditas conformemente equivalentes, ou conformes,

quando a aplicacao f =1id: (M,g) — (M, g) é conforme.
Observacao 2.1 Note que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:
1. f:(M,g)— (M,§) é uma aplicacio conforme;
2. f preserva angulos;
3. f preserva ortogonalidade;

Claramente, 1 implica em 2 e 2 implica 3. Falta mostrar entao que 3 implica em 1
e obtemos o resultado desejado. Nesse sentido, seja {eq, ..., e,} uma base ortonormal

em T, M, assim para i # j,
glei +ej,ei — e5) = glei ei) — glei €5) + glei, e5) — glej e5) = 0.
Se f preserva ortogonalidade,

0 = gleit+eje—e) = gldf(ei+ej),df(e; —¢;))
= g(df(e:), df (e;)) — g(df (), df (e;))
+9(df (e:), df (e;)) — g(df (e;), df (¢;))
= g(df (&), df (e:)) — g(df (e;), df (e;)),

mostrando que os vetores df (e;) sdo ortogonais e tem o mesmo comprimento. Portanto,

se escrevemos §(df (e;), df (e;)) = e** = e?g(e;, e;), temos que f é conforme.
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Exemplo 2.1 As inversas das projecoes estereograficas o, definidas por

o' R* — S"CR"™W =RxR"
p = e (F(—=pl*),2p),
+lp|
sao conformes, onde a métrica na esfera é a métrica induzida pelo R™. Basta notar que,
de acordo com a observagao anterior, as aplica¢oes inversas das projecoes estereograficas

preservam ortogonalidade. De fato, tomemos por exemplo 0~' = f entdose {e1,...,e,}

é a base canonica do R" e p = (py, ..., p,) temos que:

f) = e (L=1pP),2p),
implica em
dfy(e;) = e (L= 1pP), 2p) + 1op (—21i, 2¢:)
= W (—2pi, —2pp; + es(1 + [pl?)) .

Entao, denotando por (,) o produto interno usual do R™*! e para i # j, temos que:

(df(e:). df(e;)) = ey (pips + 4pI*pip; — 2pip; (1 + [pI?) — 2p;pi(1 + [p[*))
- 0

assim, a aplicacao f preserva ortogonalidade, sendo portanto, uma aplicagao conforme.

2.2 Férmulas de Transformacao

Vimos nas Preliminares que dada uma métrica g em uma variedade Riemanniana M
temos associado uma unica conexao afim V simétrica e compativel com ¢, chamada
conexao Riemanniana, ou conexao de Levi-Civita. Com a conexao Riemanniana, de-
finimos a curvatura R e entao o tensor curvatura r. Agora, dada uma métrica ¢ con-
formemente equivalente a g, queremos encontrar as expressoes correspondentes para

esses elementos em M. O primeiro passo ¢ dado pelo lema a seguir:

Lema 2.1 Se j = e, entio V = V+ B, onde V e V sio as conexées de Levi-Civita

para g e g, respectivamente, e B € um tensor-(2,1) simétrico, dado por

B(z,y) = du(z)y + du(y)z — g(z, y)gradu.
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Demonstracgao: Pelo que vimos no Capitulo 1, no teorema de Levi-Civita, dados os

campos x,y e z € X(M) a conexao Riemanniana V associada a § satisfaz:

9= V,0) = L {0, 2) + iz w) — 23(r.9)
~ (i, 9) ~ 1.2 ) — . )

como § = e*g, temos

e?g(z,Vyx) = % {x(€®)g(y, z) + e xg(y, z) + y(*)g(z, x) + > yg(z, x)
—2(e*)g(x,y) — e*zg(x,y) — * [g([z, 2], y) + 9([y, 2], ©)
Jgg([% yl, 2)]}

= S {2du(x)gly. 2) + 2du(y)g (. 2) — 2du()g(x,y)
+x9(y, 2) +yg(z,7) — zg(x,y) — g([z, 2], ) — 9([y, 2], v)

—g([z,y],2)}-

Aplicando novamente o teorema de Levi-Civita nas duas ultimas linhas e o fato de que

du(z) = g(gradu, z) segue que:
e*g(z,V,z) = e g(du(z)y + du(y)r — g(z,y)gradu, 2) + e*g(V,, 2).

Que é equivalente a

9(Vyz,2) = g(B(z,y) + Vyz, 2).

Como os campos sao arbitrarios, a tltima equacao nos da que @y:n =V,z + B(z,y).
O

A proxima definicao é de natureza um pouco técnica, mas permitird simplificar

bastante o calculo para o tensor curvatura na métrica g.

Definicao 2.2 Sejam by,b, : V x V' — R duas formas bilineares simétricas em um

espago vetorial. O produto de Kulkarni-Nomizu de by por by é definido como

(b1 A bo)(z,y, 2, w) = + (2.1)
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E imediato que o produto Kulkarni-Nomizu é simétrico, ou seja, by A by = by A by
e, aplicando o determinante, vemos que by A (by + b3) = by A by + by A by onde bz é
outra forma bilinear simétrica definida em V x V. Outras propriedades que decorrem
diretamente da definicao sao as seguintes, parecidas com as propriedades do tensor

curvatura:
L (b Abo)(x,y, z,w) = —(by A be)(z,y,w, 2),
2. (by Abo)(z,y, z,w) = —(by ANbo)(y,x, z,w) ,
3. (b ANbo)(,y,z,w) = (by Abo)(z,w,x,y),
4. (by ANbo)(z,y, z,w) + (by A b2)(y, z,x,w) + (by A b2)(2,2,y,w) = 0.
Temos entao o seguinte lema:

Lema 2.2 Se g = e*g entdo o tensor curvatura de § é dado por
F=e"(r—>b,Ag), (22)
onde r € o tensor curvatura de g e b, € uma forma bilinear simétrica dada por
by(z,y) := hessu(z,y) — du(z)du(y) + %g(gradu, gradu)g(z,y). (2.3)

Demonstragao: Escrevendo B(zx,y) = V,z — V,z, temos

R(xz,y)z — R(x,y)z =

= @y@xz — @x@yz + @[xjy]z - VyVoz +V,Vy2 = V2

= V,V.z—V,V,2 =V, V.24 V.V,2 + B(z, [z,y])

= V,(B(x,2) + V,2) — V,V,2 — Vu(B(y, 2) + V,2) + V. V,2 + B(z,[r,9])

= V,B(z,2) + (V,Vez — V,V,2) = V.B(y, 2) — (V,V,2 — V. V,2)
+B([z,y], 2)

= V,B(z,2) + B(V.z,y) — V.B(y, 2) — B(V,z,z) + B([z,y], 2)

= B(y,B(z,z2)) +VyB(x,2) + B(V,z,y) — B(z, B(y, 2)) — V. B(y, 2)
—B(2,Vy2) + B(V,y,2) — B(Vyz,2)

= B(y,B(z,z)) — B(z,B(y,2)) +{V,B(z,z) — B(Vyz,z) — B(x,V,z)}
—{VeB(y,2) = B(Vay, 2) — By, Va2)}
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Mas, o que temos dentro das chaves, é exatamente a derivada covariante do tensor B.

Assim, podemos escrever

R(ZE,y)Z-R((L‘,y)Z = B(y,B([E,Z))—B(ZL‘,B(y,Z))

(2.4)
+(VyB)(z, 2) = (Vo B)(y, 2).

Vamos calcular agora separadamente cada parcela do lado direito da equagao (2.4),

usando a expressao de B dada pelo Lema (2.1):

B(x,B(y,z)) = B(z,du(y)z + du(z)y — g(y, z)gradu)
(y)B(z,2) + du(z)B(x,y) — 9(y, z) B(z, gradu)
d

)
(y)

+du(z)[du(x)y + du(y)z — g(z,y)gradu]

du
du(y)[du(z)z + du(z)x — g(z, z)gradu]
—9g(y, z)[du(x)gradu + du(gradu)z — g(z, gradu)gradu]

= [2du(y)du(z) — g(y, 2)g(gradu, gradu)]z + du(z)du(z)y
+du(y)du(z)z — [du(y)g(x, z) + du(z)g(z,y)|gradu.

Analogamente,

B(y,B(x,2)) = [2du(x)du(z) — g(z, z)g(gradu, gradu)|y + du(z)du(y)z
+du(z)du(y)z — [du(z)g(y, z) + du(z)g(y, z)|gradu.

Agora, calculamos as derivadas covariantes,

(VaB)(y,2) = VuB(y,2) = B(Vay,2) = By, V2)
= Va(du(y)z + du(2)y — g(y, z)gradu) — [du(V.y)z + du(z)Vey
—9(Vy, z)gradu] — [du(y)V,z + du(V,2)y — g(y, Viz)gradu|
= x(du(y))z + du(y)V.z + z(du(2))y + du(z)V,y — 2(g(y, 2))gradu
—9(y, 2)Vegradu — du(Vay)z — du(2)Voy + g(Vay, 2)gradu
—du(y)V,z — du(V,2)y + g(y, V.z)gradu
= x(du(y))z + z(du(2))y — du(V,y)z — du(V.2)y — g(y, 2)Vgradu.

Lembrando que hessu(x,y) = x(du(y)) — du(V,y), temos

(V.B)(y, z) = hessu(z,y)z + hessu(x, 2)y — g(y, z) V.gradu.

20



Analogamente,
(VyB)(x,z) = hessu(y, z)z + hessu(y, 2)zr — g(z, 2) V gradu.

Com essas informagoes calculamos agora o tensor curvatura 7 da seguinte forma. Segue

de (2.4) que

9(R(z,y)z = R(z,y)z,w) =

= 9(B(y, B(x,2)),w) — g(B(z, By, 2)), w) + 9g((VyB)(z, 2), w) — g((VaB)(y, 2), w)

= 2du(z)du(z)g(y, w) — gy, w)g(z, z)g(gradu, gradu) + du(z)du(y)g(z, w)
+du(x)du(y)g(z, w) — du(z)du(w)g(y, z) — du(z)du(w)g(y, ) + du(y)du(z)g(z, w)
—2du(y)du(z)g(x, w) + g(y, 2)g(x, w)g(gradu, gradu) — du(z)du(x)g(y, w)
—du(y)du(x)g(z, w) + du(y)du(w)g(z, 2) + du(z)du(w)g(z, y) — du(x)du(y)g(z, w)
+hess u(y, z)g(z,w) + hessu(y, z)g(z, w) — g(x, z)hess u(y, w)

—hessu(z,y)g(z, w) — hessu(z, 2)g(y, w) + g(y, z)hess u(x, w)

= —[hessu(z, 2)g(y, w) — hessu(x,w)g(y, z)] — [g(x, 2)hess u(y, w) — g(z,w)hess u(y, z)]
Fldu(z)du(z)g(y, w) — du(z)du(w)g(y, 2)] + [g(x, 2)du(y)du(w) — g(z, w)du(y)du(z)]

(

—lg9(z, 2)g(y, w) — g(y, 2)g(z, w)]g(gradu, gradu).

Perceba que, na ultima igualdade, temos um produto de Kulkarni-Nomizu em cada

uma das linhas (ver em (2.1)), o que nos da:

g(R(x7y>Z - R<x7y)sz) - - (bu /\g) (QZ,y,Z,’LU), (25)

com

1
bu(z,y) = hessu(w, y) — du(z)du(y) + Sg(gradu, gradu)g(z,y).

Mas, lembrando que § = e*¢ temos que

5 T
g(R(i’,y)Z - R(l‘,y)Z,U)) = eﬂ(xvywzaw) - T(x,y,z,w).

Voltando em (2.5) obtemos

@—T:—bu/\ga

o que ¢é equivalente a (2.2).
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Vamos agora definir o conceito de variedades conformemente planas.

Defini¢ao 2.3 Uma variedade Riemanniana (M, g) é chamada conformemente plana
se, para todo p € M, existe uma vizinhanca U de p e alguma funcao v : U — R
tal que a métrica § = e**g é plana em U, isto é, o tensor 7 definido a partir de § é

identicamente nulo.

O que faremos na préoxima secao ¢ dar condigoes necessarias e suficientes para que

uma variedade Riemanniana seja conformemente plana.

2.3 O teorema de Weyl-Schouten

Na se¢ao anterior, introduzimos o conceito de variedades conformemente planas. Quando
estamos em dimensao 2, obtemos que superficies regulares sao sempre conformemente
planas. Isto decorre do fato que localmente uma superficie regular admite uma pa-
rametrizagao isotérmica, ou seja, os coeficientes da primeira forma fundamental sao
dados por:

E=G=¢e"eF=0,

e entdo a métrica obtida satisfaz § = €?*I onde I é a métrica euclidiana, que sabe-
mos que é plana. Em dimensoes superiores, isso nem sempre acontece, como vimos na
discussao feita na Introducao. Portanto, o que teremos é um teorema que caracteriza
as variedades conformemente planas de dimensao n > 3 em termos de determinados
tensores que apresentaremos logo no inicio da se¢ao. Em seguida, teremos alguns resul-
tados estabelecidos e entao finalizaremos esta se¢ao com o enunciado e a demonstragao

do teorema de Weyl-Schouten.

Defini¢ao 2.4 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n. Definimos o

tensor de Schouten por

1

$i= [Rz'c - ﬁg} : (2.6)

onde k é a curvatura escalar, e o tensor de Weyl por
wi=r—5Ag. (2.7)
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Veremos agora que o tensor de Weyl tem a seguinte propriedade: Dado um referen-
n

cial ortonormal {ey,...e,} temos Z w(zx,e;,y,e;) = 0. De fato,

n

Zw('xaehyaei) = ir ili' y€iy Y, € ZS/\g x elayvez)
=1

= Ric(z,y) —ns(z,y) + s(z,y) — iq@_yz)) [ - 2(:5 1)] + s(x,y)
- R~ (0 At~ ey <”n‘_2)1’§
= {Ric(m, y) — 1) } (n—2)s(z,y)

= 0.
Essa propriedade permite-nos uma importante decomposi¢ao tinica do tensor curvatura

r, que registraremos no seguinte lema:

Lema 2.3 Se escrevemos r =a+ b A g onde a € um tensor-(4,0) que satisfaz

n

Z a(x,e;y,e;) =0,

=1

entdo temos que a € o tensor de Weyl e que b € o tensor de Schouten.

Demonstragao:

n

RlC(l’7y) Z ZL’ €Y, 61 - Za(x, €Y, ei)—f—zb/\g(xvezﬁyvei)

=1 i=1

= nb(x,y) —b(x,y) + g(z,y) Z b(ei, e;) — b(w,y)

=1

= (n—=2)b(z,y) + g(z,y) Y bles, e:).

i=1
(2.8)

Entao,

k= Z Ric(e;,e;) = (n — 2) Z ble;, e;) + nz bei,e;) =2(n—1) Zb(ei, €;).
i=1 i=1 i=1
Portanto, voltando em (2.8)
: k
Ric(z,y) = (n —2)b(z,y) + mﬂ%?ﬂ-

Isolando b,




Entaoa=r —s A g=w.

Portanto, obtemos que a é o tensor de Weyl e b é o tensor de Schouten.

O

E importante ter em mente esse resultado visto que, uma vez apresentado o ten-
sor curvatura na forma acima, conseguimos indentificar quais sao os tensores que o
compoe, veremos isso explicitamente na demonstracao do teorema de Weyl-Schouten e
nas aplicagoes que apresentaremos.

Os préximos lemas nos mostram como a dimensao da variedade influencia nos

tensores de Weyl e Schouten.

Lema 2.4 Considere uma variedade Riemanniana (M™,g), se n = 3 entao o tensor

de Weyl w € identicamente nulo.

Demonstracao: De fato, lembrando da expressao para o tensor de Schouten s dada
em (2.6) e considerando {ey, €2, e3} um referencial ortonormal, temos, para i # j
S(€i;€)  S\€, € g\€i, €;) g\€i, €;
(57 0)enesenes) = (ei,e1)  s(ei e5) N (ei,ei)  gleise))
g(ejaei) g(ejvej) S(ejaei) S(ejvej)
= s(e;,e;) + s(ej, e))
. k , k
= |Ric(e;,e;) — 1 + | Ric(ej, e;) — 1
= Ric(e;, e;) + Ric(e;, ej) — 5

3
Lembrando que k = Z Ric(ey, e;) obtemos que
=1

1 1 1
(s Ng)(eiej, e, ej) = §Ric(ei, e;) + §Ric(ej, e;) — iRic(ek, ek),
onde k # i e k # j. Dessa forma, sendo n = 3, considerando os trés indices distintos
1,7 e k, temos

(S A g)(6i7 €4, €4, ej) = %[T(eiv €5, €4, ej) + T(eiv €k, €i, ek) + 7’(67;7 €i, €, ez)]
+%[T(€j7 €j, ej, ej) + 7"(6]‘, €L, €j, €k> + T(ej, €, ej, €Z>]
_%[T(Gk, €5, €k, ej) + T(eka €k, €k, 6k> + r<6k‘7 €i, €k, ez)]

= r(e; e, e €5).
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E assim, de (2.7) concluimos que w(e;, €j, €;,¢e;) = 0.

Ainda com os indices i, j e k distintos, temos que:

w(eiaejaekaej) = T(€i,€5,€k, € (S/\g)<€i7€jaek>€j>

( ) -

= (e ej, e e5) — s(e;, ex)
( €j) =
( ) —

= r(e;,ej, ex,e;) — Ric(e;, ex)
= T\€; €4, €L, €5 r(ewejaekaej)
= 0,
onde usamos o fato de que n = 3 para concluir, por exemplo, que Ric(e;, e;) =
r(e;, €, ek, ;). Da mesma forma,
w<€i7€ja€k7€i) = T(ei,ej,ek,ei) - (S/\g)(eiaejaekaei)

= —T(Gj, €;, €k, ei) + (8 A g)(ej, €;, €L, 62‘)
= —w(ej, e €k, €)

= 0.

Os demais casos decorrem destes acima e das propriedades do tensor curvatura e do
produto Kulkarni-Nomizu.
Portanto, concluimos que, aplicando em quaisquer vetores do referencial, o tensor

de Weyl se anula, e entao temos que w = 0.

O

Lema 2.5 Se em uma dada variedade Riemanniana (M™,g), com n > 3, tivermos
o tensor de Weyl w identicamente nulo, entao o tensor de Schouten é um tensor de

Codazzi, isto €

(Vas)(y, 2) = (Vys) (@, 2).

Demonstragao: Para provar isso, a primeira observacao que devemos fazer é que,
neste caso, r = s A g e portanto (V,r)(y, z,v,w) = (Va(s A ¢9))(y, z,v,w). Desenvol-

vendo esta ultima derivada covariante temos:
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(Va(s Ag))(y, z,0,w) =
= {L'[(S /\g)(y7zav7w)] - (S /\g)(vmyazvvaw) - (S /\g)(yv sz,v,w)
—(s AN g)(y, z, Viu,w) — (s A g)(y, z,v, Vyw)

= w[s(y,v)g9(z,w) — s(y,w)g(z,v) + g(y, v)s(z, w) — g(y, w)s(z,v)]
—[s(Vay, v)g(z,w) — s(Vay,w)g(z,v) + g(Vay, v)s(z,w) — g(Vay, w)s(z,v)]
—[s(y,v)9(Vaz,w) = s(y,w)g(Vaz,v) + g(y, v)s(Vez, w) — g(y, w)s(Vy v)]
—[s(y, Vav)g(z,w) — s(y, ) (2, Vav) + g(y, Vov)s(z,w) — g(y, w)s(z, Vo)
—[s(y,v)g9(z, Vow) — sy, Vaw)g(z,v) + g(y, v)s(z, Vow) — g(y, Vaw)s(z,v)]

Podemos agora agrupar as parcelas da iltima igualdade de forma que podemos

escreve-la em termos das derivadas covariantes de s e g:

(Va(s A gy, 2,0,w) =
= [(Vas)(y,v)g(2,w) = (Vas)(y, w)g(z,v) + (Vas)(2,w)g(y,v) — (Ves)(z,0)g9(y, w)]
+[5(y,v)(Vag) (2, w) — s(y, w)(Vag) (2, v) + s(z,w)(Vag) (y, v) — s(2,0)(Veg)(y, w)].

Lembrando que a derivada covariante da métrica g é sempre zero, temos simples-

mente:

(Var)(y, z,0,w) = (Vals A g))(y, 2, v,w) = ((Vas) Ag)(y, z,0,w). (2.9)

Pelas propriedades que listamos anteriormente do tensor curvatura, é imediato que

(Vor)(y, z,v,w) = (Vor)(v,w,y,z). E assim, pela segunda identidade de Bianchi e
por (2.9) obtemos:

0= ((Vus) A g)(y,z,v,w) + ((Vys) A g)(z,z,v,w) + (V8) A g)(z,y,v,w) (2.10)

Obtemos (2.10) com campos de vetores arbitrarios, dessa forma dado um referencial

geodésico {ey, ..., e,} podemos escrever

n

0 = Z[((vezs) A g)(yv <, 0, ei) + ((Vys) A g)(zv €, U, ei) + ((vzs) A g)(ei7ya v, 61)]

= Z [(Veis)(yv U)g(Z, 62‘) - (Vt?is) (ya ei)g(za U) + (veis)(z7 ei)g(yv U)

(Va8 =09y, )+ (V,5) (2 v)glen ) — (Vy5)(z: e)glensv)
(2 0)(Ty5) (00 e0) — 9(200)(Ty5) (e0rv) + (Vo5 (eor v)g(ys )

—(V.s)(ei ei)g(y,v) + glei, v)(V.s)(y, e:) — glei, €)(V2s)(y,v)]

(Vy
(
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Como o referencial geodésico é uma base ortonormal do espaco tangente em cada

n

ponto, podemos escrever um campo x da forma x = E g(x,e;)e;. Usando este fato e
i=1

lembrando que a derivada covariante é um tensor (isto é, uma aplicagdo multilinear),

obtemos:

0 = (V.s)(y,v) — g(z,v)(divs)(y) + g(y, v)(divs)(z) — (Vys)(2,v)

n

+1(Vy8)(2,0) = (Vy8)(2,0) +9(2,0) D_(Vy8)(es, &) = (Vy5)(2,0)

i=1
n

+(V.s)(y,v) — gy, v) Z(st)(ei, e;) + (V.5)(y,v) — n(V.s)(y,v)

n

= g(zv) [Z(Vys)(ei, e;) — (divs)(y)

i=1

+(n = 3)[(Vys)(z,0) = (V.5)(y, v)].

+9(y,v) [(diVS)(Z) =Y (Vas)(es, ei)]
i=1
(2.11)
Usamos agora o Lema 1.1 para mostrar que as expressoes entre colchetes nas

primeiras parcelas sao nulas. De fato, inicialmente temos que

1 dk(z)

(Ves)(o) = g | (TRl o) = 5ot

Entao

n

(divs)(z) = > (V.s)(es ;) =

i=1
n

= - i 5 ; [(VeiRic)(z, e;) — 2?:(_61')1)9(,2, e;) — (V. Ric)(e; e;) + Q(d:—f)l)g(ei, €i)]
I dk(z) o~ dk(z)

= — (divRic)(z) — =1 ; z(Ric(e;, e;)) + 2 — 1)n

- - ! 5 |(divRic)(2) - 25:(_2)1) _ k() + 2(65:(_2)”4
1 o 1

= - _(lech)(z) — §dk(z)]

— ()7

onde usamos o lema na ultima igualdade.

Dessa forma, voltando a (2.11) concluimos que

0= (n=3)[(Vys)(z,v) = (Vzs)(y, v)].
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Sendo n > 3 obtemos

(Vys)(z,0) = (V25)(y, v).

Podemos agora passar ao teorema de Weyl-Schouten:

Teorema 2.1 (Weyl-Schouten) : Uma variedade Riemanniana (M", g) de dimensao

n > 3 € conformemente plana se, e somente se,

o O tensor de Schouten é um tensor de Codazzi, isto €, (V;5)(y,z) = (Vys)(z, 2),

no caso n = 3.

e O tensor de Weyl é identicamente nulo, no caso n > 3.

Demonstragao: Vimos no Lema 2.2 que, ao passar de uma métrica g para g = e*g
obtemos o tensor curvatura 7 = e**(r — b, A g). Assim, (M™, g) é conformemente plana

se, e somente se, 7 = 0, entao
e(r—b,ANg)=0 1istoé r=>b,Ag.

Assim, M é conformemente plana se, e somente se, o tensor curvatura r admitir uma
decomposi¢ao r = 0+ b, A\ g e entao, pelo Lema 2.3, devemos ter o tensor de Weyl
indenticamente nulo, w = 0, e o tensor de Schouten dado por s = b,. Ou seja, deve
existir uma fun¢ao u tal que o tensor de Schouten seja escrito da forma,

1
s =b, = hessu(z,y) — du(x)du(y) + §g(gradu, gradu)g(x,y). (2.12)

Vimos no Lema 2.4 que quando n = 3 o tensor de Weyl ¢ identicamente nulo e no
Lema 2.5 vimos que, no caso n > 3, o tensor de Weyl ser identicamente nulo implica

no tensor de Schouten ser um tensor de Codazzi. Assim basta mostrar que a expressao
(Vys)(z,0) = (Vas)(y, v), (2.13)

é a condigao de integrabilidade para a equagao diferencial parcial (2.12) e assim, re-

solvemos o nosso problema em ambos os casos:

28



e Para n = 3, (2.13) aparece como hipdtese;
e Para n > 3, (2.13) aparece como consequéncia de w = 0.

Suponha entao que u seja uma solucao para o problema. Introduzindo o tensor-
(1,1) S dado por s(z,y) = g(z,S(y)) e denotando v = gradu temos que a equagao
by

= s é equivalente ao sistema:

du = g(v,.)
1
Vo = S+g(v,.)v— ég(v,v)id.
Vamos verificar esta equivaléncia. A primeira linha segue da defini¢ao de gradiente.

Aplicando as defini¢bes de s, hessu e gradu, a expressao
1
s(x,y) = b, = hessu(z,y) — du(z)du(y) + ég(gradu, gradu)g(z,y),
é equivalente a

1
9(z, 5(y)) = g(x, Vygradu) — g(z, gradu)g(y, gradu) + S g(gradu, gradu)g(z, ).
Se v = gradu, podemos reescrever a equacao acima como

9(z,S(y) = g(z,Vyv) —g(z,g(y,v)v) + %g(gradu, gradu)g(z,y)
= g(z,Vyv —g(y,v)v + %g(vy v)y).

Como os campos aplicados sao arbitrarios, a ultima linha é equivalente a

1
Vo =Sy +g(y,v)v— 59(% v)y

e obtemos a segunda linha do sistema.
Note agora que o operador A := S + g(v,.)v — %g(?},v)id é um operador auto-
adjunto:
9(z, Aly)) = g(z,5(y) +g(y,v)v - %g(v,'v)y)
= s(z,y) +9(v,y)g(z,v) - %g(v, v)g(@,y)
= 9(y, A(x))

Dessa forma, sendo A(z) = V,v concluimos que

(Vov,y) = g(z, Vyv). (2.14)
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Trabalhando agora em coordenadas locais, seja Y : V C R” — M um sistema de

coordenadas onde 0; representam os vetores coordenados. Por (2.14) temos que:
9(Va,v,0;) = g(0;, Va,v).
Como V,0; — Vy,0; = [0;,0;] = 0, a equagao acima ¢é equivalente a
9(Va,v,0;) + g(v, Vs,0;) = g(0;, Va,v) + g(v, V,0;).
Assim, em coordenadas locais, (2.14) equivale a:
9i9(v, 0;) = 9;9(v, 6y). (2.15)

Expressando u em coordenadas locais uoY : V' — R temos que (2.15) é equivalente

8z-8j (u) = @@(u),

e pelo teorema de Frobenius (ver apéndice B) temos que qualquer solugao v da segunda

equacao do sistema é localmente um gradiente.
n

Escrevendo v = Z v e AD;) = Z A9y, temos:
k=1

j=1

A(@Z) = Vai (Zvj8j> = Z[@i(vj)ﬁjﬁijVai@j]

j=1

I
<.
M s
L

B0 + 07> r;g.ak]
L k=1

.
3|
—

— 0i (V") + Z Ffjvj] Ok,
j=1

>
Il
—_

n
e entdo, AF = 9;(v*) + g Ffjv].
j=1
Dessa forma, obtemos, em coordenadas locais, um expressao equivalente a segunda

equagao do sistema:

0i(v) = Af = T, (2.16)
m=1
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Usando (2.16) e o Teorema de Frobenius podemos obter uma condicao de integra-

bilidade, procedendo da seguinte forma:

m=1 n m=1 n
m=1

(&@ — ajai)’l)k =

D

= D- ) [9(Tk " +T%.0 +Z 0; (T ™ + T, 0;(v™)]
m=1

- D-— {r;?m AP =Tt | 4T, (AT — Zrﬂz}”
m=1 =1 =1

n

[0:(T5,,) — 9;(T3, )] o™
(AFY — 9;(AF) +Z{rfmAgn rfmA:“

jm
=1
k
]
m=1

Dessa forma, 9;0;(v¥) = 9;0;(v¥) é equivalente &

I
97

9;(TF )
O k

(2.17)

o
im* g jm* g zgm

0= 8;(Ah) —aj<Af)+Z [Tk Am Tk A™ 4 R

onde usamos a expressao das componentes de curvatura me
Podemos agora usar a condicao que obtivemos para coordenadas locais e obter um

resultado geral, ou seja, para campos de vetores quaisquer. Basta observar que:

(Vo, A)(0;) — (Vo, A)(0:) + R(3;,0;)v =
= Vo, A(9)) = A(V,0) = Vo, A(0:) + A(V5,0) + R(:,0;) Y | v" O

= Vo, (O Ak0) — Vo, ) Afor) + Z 0™ R(8;, 0;) O,
k=1 k=1

= > [0i(AN) + AV 5,06] =D [0;(AN)O) + ALV, 01 + Z Z RE. 0,
k=1

k=1 m=1 k=1

m=1

= 0i(AF) — 9;(AF) + ZRW O+ > (AT — AfTT) 0.

k=1 k=1 m=1
como a variacao em k e em m ¢é a mesma, podemos troca-los na segunda parcela acima

€ reescrever:
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(Va, A)(9;) = (Vo A)(8i) + R(D;, 9;)v =

n

= Y [aAh) —o,ah + Y R;;mvm] O+ > (A7TS, — ATTY,) 0,
m=1

k=1 m=1

NE

Oy (AL) — 9;(Af) + Z (RE ™ + AITE — A;"rfm)] O
m=1

ja que, por (2.17), cada coeficiente acima é nulo. Dessa forma, concluimos que
(Yo, A)(D;) — (Vo, A)(D,) + R(s, ;)0 = 0,
e assim, por linearidade, obtemos a seguinte condicao de integrabilidade:
0= (VaA)(y) = (VyA)(2) + R(z, y)v. (2.18)

O que faremos agora ¢ mostrar que, quando o tensor de Weyl é identicamente nulo,
a condigao (2.18) é equivalente ao tensor de Schouten ser um tensor de Codazzi e assim
finalizamos a demonstracao do teorema.

Lembrando que o tensor A é dado por A(y) = V, v = S(y) + g(v,y)v — %g(v,v)y,

temos entao que:

(Vo A)(y) = V, _S(y) +g(v,y)v — %g(v, v)y] — S(Vey) — g(v, Vay)v + %g(v, v)Vay

= (V.50 — S(Va)] + 9(0,9) Vv + 2 [g(0, )] 0 = S9(0,0) Ty

1 1
—z ég(v, v)} y—g(v, Voy)v + 59(0, v)Vyy

— (VaS))+ 9(0) () + g(v,)o -
+9(v, Vay)v — g(Vav, v)y — g(v, Vay)v

= (V.5)(9) + 9(0.9)S(@) + (0, 9)g(v, 2)0 — 59(v,9)g(v. )

g<v,v>x] T g(Vavsy)o

g(S(x),y)v + g(v,x)g(v,y)v — %g(v, v)g(z,y)v
—g(S(x),v)y — g(v,x)g(v,v)y + %g(v, v)g(x,v)y.
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Usando agora que o operador S é auto-adjunto, obtemos que:

(VeA)(y) = (VyA) () + R(z,y)v = (Vo) (y) + g(v,9)S(x) — g(S(x), v)y
—(VyS)(z) — g(v, 2)S(y) + 9(S(y), v)x
+R(x,y)v.
Como vimos, existe solugao se, e somente se, o lado esquerdo da igualdade acima

se anula. Portanto, aplicando a métrica g com um campo arbitrario z obtemos,

0 = g(g(v,y)S(x) — 9(S(x),v)y — g(v,2)S(y) + 9(S(y),v)z, z)
+9(R(z,y)v, 2) + g((Va5)(y) — (Vy5)(), 2)
= g(v,y)s(z,2) = s(z,v)g(y, z) — g(v,2)s(y, 2) + s(y,v)g(x, 2)
+r(z,y,v,2) + g((VaS)(y) — (Vy5)(2), 2)
= w(z,y,v,2) + 9((Va9)(y) — (V) (2), 2).

E entao, quando temos w = 0 a condicao de integrabilidade do sistema se reduz a
9((Va5)(y) — (Vy5)(2), 2) =0,

que ¢é equivalente a:

9((V25)(y), 2) = 9((V5)(2), 2). (2.19)
Para concluir, basta notar que:
(Vas)(y,2) = @s(y,2) = 8(Vay, 2) = s(y, Va2)
= 29(S(y), 2) = 9(5(Vay), 2) = 9(S(y), Va2)
= 9(VaS(y), 2) +9(S(y), Vaz) = 9(S(Vay), 2) — 9(5(y), Va2)
= 9(VaS(y) = 5(Vay), 2)
(

= 9((V29)(y), 2).
Dessa forma, (2.19) é equivalente a:
(Vas)(y, 2) = (Vys)(, 2).

O

Veremos agora dois exemplos como aplicagoes do teorema de Weyl-Schouten. Neste
ponto é importante relembrar que quando temos r =a —bA g e Z a(x,e;,y,e;) =0,

i=1
onde {ey,...,e,} é um referencial ortonormal, entdao devemos ter a = w e b = s.
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Exemplo 2.2 As formas espaciais, ou seja, os espacos de curvatura seccional constante

K = ¢, sao conformemente planas: De fato, lembramos que nesse caso,

r(z,y,z,w) = clg(z,2)g(y,w) — g(y, 2)g(z, w)],

ou seja,

¢ A
r=— .
59N

c
Entaow =0e s = 59 Calculando a derivada covariante de s temos

c

(Vas)(9.2) = 5(Vag) 0, 2) = 5
=

Vys)(z, z).

[29(y,2) — 9(Vay, 2) — g(y, Vo2)] = 0
e assim (V,s)(y, 2)

Exemplo 2.3 Considere uma variedade produto 3-dimensional M3 = M? x I com
uma métrica § = g + dt?, onde I é um intervalo de parametro t. Seja K a curvatura
Gaussiana de M?, entao (M? x I, g+ dt?) é conformemente plana se, e somente se, K
¢é constante.

De fato, considere os campos em M, t=x+1,0,ey=y+1,0, onde x,y € X(M),
lp,ly: I — R
. . : » 0 < . .
sao fungoes reais da variavel t e 0y = g Entao a métrica produto g é dada por:

9(2,9) = (g + dt*)(&,9) = g(z,y) + luly.
Como
[, 9] = [z, 9] + (Ll — 1L1,) 0 e £4(7,2) = 2g(y, ) + L(L,1.)",

onde I/, = ==, segue de (1.6) que a conexao Riemanniana produto Vi é dada por

Al
Vig = Voy + L0,

Dessa forma,

A

R(#,9)2 = V3Va2—ViVyi+ Vg
= V[ Vez + 110 — Vi [Vyz + 1ILO] + V
= V,Vor+ 1, L1+ 110 — V,V,2

—ly (L1 + L) O 4 Vg2 + Ll — 11,] 1.0,
= V, Vo2 =V, V 2+ V2
= R(z,y)z,

[ )+ [Lally~ 141,00 ©
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o que implica 7(z,9, 2,w) = r(z,y, z,w). Como em dimensao 2 a curvatura seccional

e a curvatura gaussiana coincidem teremos:

r(x’ y? x’ y)

K= @09, y) - 9w
isto é
1
r= §Kg Ag

Porém, note que, pela defini¢ao do produto Kulkarni-Nomizu dada por (2.1) e para
(g - dt2)(‘%7 g) = g(l’,y) - lxl;w

temos:

(g —dt*) A (g +dt>) (2,9, 2,w) =
= (g —dt?)(&,2)(g + dt*)(y,w) — (g — dt*)(&,w)(g + dt*)(y, 2)
+(g + dtZ)(fc 2)(g — dt*)(§,w) — (g + dt*)(z,w)(g — dt*) (9, 2)

= [9(z,2) = LL][g(y, w) + l,l] — [9(z, w) = Ll,] [9(y, 2) + 1,L]
[9(z, 2) + L] [9(y, w) — lylw] = [9(z, w) + Llw] [9(y, 2) — 1,L.]
= g(z,2)g(y, w) —g(x,w)g(y, z) + g(r, 2)g(y, w) — g(z,w)g(y, 2)
= gAg(r,y, z,w).
Assim

AAAAA 1 1 AP
r(x,y,a:,y):r(x,y,az,y):§K($,y)g/\g(az,y,az,y)=§K(g—dt2)/\g+dt2(x,y,x,y)
g

Portanto, w = 0 (o que ja era esperado, ja que n = 3) e

LK (e,y)(g — d?)(@.9).

5(2,9) = 5

Dessa forma,

>
—_

~

NP |1 . . 1 . )
(V:8)(9,2) = & QK(g—dtQ)(y,Z) - -K(g— dt?)(me,Z)—QK(g—dtQ)(y,Vi-Z)

_ %dK(:p)(g—dtQ)(yj,ﬁ) SK(Valg — d?)(3, 2),

onde a segunda igualdade segue do fato que K nao depende de t. Calculando agora a

»-xw

\)

derivada covariante de g — dt?, obtemos:
(Valg = d?)(@.2) = (x+10)[9(y. 2) = L] — 9(Vay, 2) + Ll — g(y, Va2) + Ll 1L
= (Vag9)(y, 2) = L0y (1y1.) + L(L 1. + 1,l)
= 0,
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e entao

~

N 1 .
(V28)(9,2) = 5dK () (g — di*)(5, 2).
Dessa forma, quando K é constante, temos
A 1 o\ 1 o\ NP
(Vas)(9,2) = 5dK (2)(g — dt*)(5, 2) = 0 = 5dK(y)(g — dt*)(&, 2) = (V48)(&, 2),

e assim M ¢é conformemente plana, ja que o tensor de Schouten ¢, trivialmente, um
tensor de Codazzi.

Reciprocamente, suponha que M é conformemente plana, entao vale:

A~

0 = (V0,8) (2, 0) — (V23)(01, 0)) = %dK(x)

o que implica em K constante.
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Capitulo 3

Hipersuperficies conformemente

planas e Redes de Guichard

Apresentaremos neste capitulo um estudo detalhado do trabalho de Hertrich-Jeromin
[7]. Veremos como imersoes isométricas de variedades riemannianas de dimensao 3 no
cone de luz do espaco Minkowski nos ajudam a obter condi¢oes para que tenhamos
hipersuperficies de formas espaciais conformemente planas. Para isso, comecaremos o
capitulo estudando tais espagos. Uma vez estabelecidas as formas espaciais, estudare-
mos as imersoes no cone de luz definindo o referencial mével e a equacao de Maurer-
Cartan, com isso, recorreremos ao teorema de Weyl-Schouten e obteremos uma versao
equivalente envolvendo determinadas formas de conexao. Finalmente, introduziremos
as redes de Guichard e veremos como estao relacionadas com as hipersuperficies con-

formemente planas.

3.1 Definicao do espaco ambiente

Definiremos a seguir o espaco em que iremos trabalhar de agora em diante. Veremos
que, nao teremos agora, no espaco ambiente, uma métrica positiva definida, mas o
que é usualmente chamada de métrica semi-riemanniana. O leitor interessado podera

consultar [12] onde terd a disposigao uma boa abordagem sobre o assunto.

Definigao 3.1 Considere o espaco vetorial R® e a forma bilinear simétrica, nao-

37



degenerada (,) dada por:
() +: RxRY — R

5
(v,w) >  —vgwp + Z V;W;.
i=1

Dessa forma, R® munido com o produto escalar {,) ¢ chamado espago Minkowski e

denotado por RS.

Observacao 3.1 Dizer que a forma bilinear simétrica é nao-degenerada significa que

se (v, w) = 0 para todo w em R entao v = 0.

Observacao 3.2 Lembramos que quando temos uma transformacao linear em R
que preserva o produto interno usual, chamamos essa transformacao de transformagao
ortogonal. No caso do espago Minkowski RY, as transformacoes lineares que preservam
o produto escalar definido acima sao chamadas transformacgoes de Lorentz e o conjunto
de todas as transformacoes de Lorentz formam um grupo, chamado grupo de Lorentz

e denotado por O;(6).

O conjunto de todos os vetores y tais que (y,y) = 0 serd chamado cone de luz e

denotado por L5. Assim,
L* = {y € R{|{y,y) = 0}. (3.1)
Trabalhando no cone de luz, vamos estudar subconjuntos que identificaremos com

as formas espaciais. Especificamente, considere os vetores
m; = (1,0,0,0,0,0), mg=(1,0,0,0,0,—1), m_, =(0,1,0,0,0,0). (3.2)
Vamos mostrar que os conjuntos
My ={y € L°| (y,mg) = —1}, (3.3)

onde K = 1,0 ou —1, com a métrica induzida por R} sdo variedades riemannianas de
curvatura seccional constante 1, 0 e -1, de acordo com K.

Comegando com my, considere o conjunto dado por E¢ = {y € RY| (y,m;) = —1}.
Em coordenadas, escrevendo y = (yo,...,ys) concluimos que E? = {y € RS|y, = 1}.

Assim, E¢ é um hiperplano passando por m;.
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Identificando m; como a origem 0 do espago vetorial E¥ podemos associar, para

cada y € E% um vetor y =y — my = (0,91,...,95). Com essa identificacdo, olhamos
5

para EY como o conjunto dos vetores ¥ satisfazendo (7,7) = E y?, que a métrica
i=1
euclidiana usual. Dessa forma, EY torna-se um espago euclidiano de dimensao 5.

Segue da definigao de E¢ e de M} que M = EY N L5 e entdo se y € M temos

5
0=(y,y) =—1+> v,
=1

o que implica
5
2 _ 5o\ —
> vl =@y =1
i=1
Assim, obtemos que M é a esfera padrao unitdria dentro de um espago euclidiano de
dimenséo 5. Logo, M} é uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante

igual a 1.

Para o caso m_; temos uma situacao bastante parecida. A saber,

Egl - {y € R?’ (y,m_q1) = —1} = {y c ]R‘f’yl — _1}.
E entdo, identificando a origem de E®, com —m_;, E®, é visto como o conjunto dos

5

vetores ¥ =y — (—m_1) = (Y0, 0, ¥ya, - . ., y5) satisfazendo (y,7) = —y2 + Z y?. Dessa
i=2

forma, E°, torna-se um espago Minkowski de dimensao 5.

Como M*, = E®, N L%, temos que, se y € M*,,

5
0={yy)=—w0+> v +1,
=2
o que nos da
5
~ys Y v =@y =1L
i=2
Esta é a equacao de um hiperboldide de duas folhas em um espaco Minkowski de
dimensao 5, variedade que sabemos ser Riemanniana e ter curvatura seccional constante
igual a -1.
Considere agora o vetor mg. Nesse caso, se y € M entao (y,mg) = —1 portanto,
(y,mo) = —yo —ys = —1, isto é
Yo +ys = 1. (3.4)
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4
Como y € L® temos que (y,y) = 0 e entao —y3 + Z y? +y2 = 0 o que é equivalente a

=1

4
> yP = (yo +s) (w0 — vs).
=1

Seja # € R* tal que © = (y1,...,%4) e entdo, denotando por z - x o produto interno

usual de R* e usando (3.4) podemos reescrever a equacao acima como
T-T =Yy — Y5 (3.5)

E assim, as equagoes (3.4) e (3.5) nos dao o seguinte sistema

Yoty = 1
Yo—Ys = T,
o que implica em
l4z-z l-z-z
Yo = B Ys = 5

Considere entao a aplicacao

f: R* — L[PCRS

l4+z-x l—xz-x
T = , T, )
2 2

Temos que f é claramente uma bijecdo entre R* e M. Além disso, f é uma imersao

isométrica. De fato, dados p,v € R* temos que df,(v) = (p-v,v, —p - v) e entdo

{dfy(v), dfp(w)) = —(p-v)(p-w)+v-w+(p-v)(p-w)

= UV-W.

Como a curvatura seccional é preservada por isometrias obtemos que M{ é uma

variedade Riemanniana de curvatura seccional 0.

Observacao 3.3 Para que tenhamos uma forma espacial conexa de curvatura sec-
cional -1 usaremos somente a parte do cone de luz onde yy > 0, e assim, M*, terd

somente uma componente conexa.

Observagao 3.4 Inicialmente, notamos que se y € L5 entdao Ay € L5. Pelo que vimos

acima, conseguimos uma relacio biunivoca entre R* e M,

1+ |z/?
x
2 b)

1 — 2
R49x<—>< : 2|x’)€MéCL5.
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Note agora que, se A\ = ——— temos
sorad 1+ |2

\ 1+]:E\27x’1—|x|2 _ (1 2z 71—\96]2 c 5.
2 2 1+ |z|2" 1+ |z|?

Mas vimos que, o conjunto dos pontos em L° tais que yo = 1 é exatamente M. Dessa

forma, passamos de M para M} através de uma simples multiplicacio por uma fungao
escalar. Perceba ainda que a expressao que obtivemos ¢ exatamente aquela da projecao

estereografica estudada no Capitulo 2, j& que podemos fazer a identificagao
R*> S35 p«s (1,p) € M} C L.

Lembramos que a projecao estereografica é uma aplicagao conforme entre a esfera

e o espago euclidiano. Note que, podemos usar este artificio de maneira mais geral. A

primeira coisa a observar é que se y € L, entdao, dado A € R, \y € L®, assim, podemos
d fi ial My t impl Itiplicaca

passar de uma forma espacial My para a outra por uma simples multiplicagao por

uma fungio escalar. Além disso, como a métrica nesses conjuntos é a induzida por RS,

temos que, se g e g sao as métricas em duas dessas formas espaciais,

9w y) =wy) e Gy y) = Oy Ay = N (yy) = Na(y,y),

e entao, tal aplicagao, obtida através de uma multiplicagao por uma funcao escalar,
nos da uma transformagao conforme entre as formas espaciais.

Essa idéia serd importante para motivar o que faremos a seguir.

3.2 Imersoes isométricas em L°

O objetivo desta segao ¢ estudar imersoes isométricas de variedades riemannianas de
dimensao 3 no cone de luz L°. A idéia é obter informacoes sobre essas aplicacoes e
introduzir alguns conceitos importantes. Como as imersoes serao sempre isométricas,
as trataremos somente por imersoes.

Iniciaremos com imersoes de variedades tridimensionais nas formas espaciais de cur-

t tante M. E b 0 a0 1 tant is, localment d

vatura constante M. Essas observagoes serao importantes pois, localmente, podemos
ver a imersao como uma subvariedade de M. Tais subvariedades serao hipersuperficies,

ja que a codimensao ¢ 1.
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Considere entao uma imersao Riemanniana f : M? — M3 C L5 com um campo
normal unitério n, ou seja, (df,n) = 0. Além disso, o campo n satisfaz (n,mg) = 0
e (n, f) = 0, onde os my sao dados por (3.2). De fato, para todo p € M3, n(p) €
TrpyMp, e entao se a : (—e,€) — My é tal que a(0) = f(p) e &/(0) = n(p), temos

(a(t),mg) =—1 e (a(t),a(t)) =0, t€(—¢€e¢),
o que implica, derivando em ¢t = 0,

(@(0),mk) =0 e (a(0),f(p)) = 0.

Motivados com o que vimos acima considere agora uma imersao f : M3 — L°
(ndo necessariamente em M7 ) com um campo normal unitdrio satisfazendo (f,n) = 0.
Como (f, f) = 0 temos que (df,(v), f) = 0, assim seja v uma fun¢do diferenciavel em
M3, se f = e“f entao

df,(v) = e“duy,(v) f + e“df,(v).

Entao a métrica induzida por f é tal que

(afy (). dfy(0)) = e [duy )2 (£, 1) + 262 (F.dfy (o)) + € (dfy (0). df, ()
= e (df,(v),df,(v))
ou seja, ¢ uma métrica conforme a métrica induzida por f.
Assim, dada uma imersao f : M3 — L% podemos obter, através de uma simples
multiplicacao por fungao escalar, uma outra imersao f cuja métrica induzida é conforme
a induzida por f.

Dada uma funcao diferencidvel a em M3, se i = n + af, temos que

(fintaf) = (fin)+alf.f) =0
({df.n+af) = (df,n)+aldf.f) = 0
e assim, 12 ainda é um campo normal a f e a df. Além disso,
(n.f) = Guep) = 0
<ﬁ,df> = (i, eu(duf +df)) = 0

(n,n)y = (n,n) = 1
Tais observagoes nos conduzem a seguinte definicao:
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Definigao 3.2 Seja f : M? — L5 uma imersio tal que a métrica induzida (f, f) é
positiva definida, seja n um campo normal unitario de f tal que (f,n) = 0 e sejam
u e a fungoes diferencidveis em M?. Entao o par (f,n) é denominado uma faiza e a
mudanca

f=e"'f , n=n+af

é chamada uma deformagao conforme da faixa (f,n).

Observacio 3.5 Como vimos, considerando a mudanca f = e“f, continuamos com
uma imersao em L® mas agora com uma métrica induzida conforme & métrica induzida
por f. Assim, a idéia é obter uma imersao f : M3 — L° através de uma deformacao
conforme e obter condicoes para que a imersao f tenha métrica induzida plana, e
portanto condigoes para que f seja conformemente plana. Dessa forma, obtida uma
imersao com esta propriedade no cone de luz L, basta fazer uma deformacao conforme
para que tenhamos f : M3 — M} conformemente plana e portanto hipersuperficies
conformemente planas nas formas espaciais. A mudanca n = n + af serd conveniente

em alguns casos, e ficard mais clara com o que faremos mais adiante.

3.3 Referencial adaptado e equacoes de compatibi-

lidade

Para estudar as imersoes em L° definiremos agora o referencial adaptado com que
iremos trabalhar. Antes, considere uma base pseudo-ortonormal de RS, isto é, um

conjunto {ey,...,es} € RY onde

€A7€B> = 5AB; para 1 S A7B S 47

es,eq) = (eg,€4) =0, ara 1 < A <4,
5,€4) = (€6,€a) p (3.6)

{

{

(es,e5) = (es, €6) = 0,
(e5,e6) = (eq, €5) = 1.
Defini¢ao 3.3 Um referencial adaptado para uma faixa (f,n) é uma aplicacao que
associa a cada p € M?, uma base pseudo-ortonormal {n;(p),...,ns(p)} satisfazendo,
de acordo com os indices, as relagoes (3.6) acima, de forma que {n;(p), na2(p),n3(p)} é

uma base ortonormal de df,(T,M), ng =n e ns = f.
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Dessa forma, os vetores ni, ny e ng sao tangentes a M e nyg, ns € ng sao normais a

M. Por isso, é importante neste ponto, estabelecer a seguinte convencao de indices:

e as letras maitsculas A, B, C, ... serao usadas para variar os indices de 1 a 6;
e as letras minusculas 7, 7, k, ... serao usadas para variar os indices de 1 a 3;

e as letras gregas «, (3, 7, ... serao usadas para variar os indices de 4 a 6.

Introduzimos agora as 1-formas diferenciais w4 e wap definidas por:

6
df = Z wana,
A=1

6
dTLA = E wacngc.
C=1

Como df estd sempre no espaco tangente, concluimos que, wy, ws € wg sao iden-

(3.7)

ticamente nulas. Se z; € X(M) sdo tais que dfy(z;(p)) = ni(p), entdo temos que
wi(z;) = ;5. O conjunto {wy,ws,ws} é chamado co-referencial adaptado e as formas
wap sao as formas de conexrao.

Note que, a partir de (3.7), podemos obter informagoes importantes com relagao as

formas de conexdo wap. Inicialmente, se ny = f, obtemos de (3.7) que:

Wsi = Wi,
(3.8)
Wsa — 0.
Por (3.6) temos que (na,np) é constante, o que implica (dna,ng) + (na,dng) =0
e entdo, por (3.7) obtemos que

6 6
<Z WACnCanB> + <7”LA, ZWBCnC> =0, (3.9)
c=1

c=1
que reduz-se aos seguintes casos:

WAB+WBA:07 1§A;B§4

wag +wsa =0, 1<A<A

was+wga =0, 1<A<4

] was T s (3.10)
2ws6 = 0,

2wes = 07

wss + wee = 0,
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obtidos considerando em (3.9) B = 5 (respectivamente B = 6) para obter a 2* relagao
(respectivamente 3* relacao), A = B = 5 (respectivamente A = B = 6) para obter a
4* relacao (respectivamente 5* relagao) e A =5, B = 6 para a tltima relacao.

Se ws, = 0, temos que (3.10) implica em:

v = e = 0 (3.11)
wee = —wss = 0.
Assim, a partir de (3.8), (3.10) e (3.11) concluimos que:
(w5z~:wi, 1<1<3
wapt+wpa=0, 1<A B<A4
wae +wsa =0, 1<AL
was +wea =0, 1<AL (3.12)
waa =0, 1<A<
Wse = 0, 4<a<
wes = wye = 0.

\

Valem ainda as seguinte relagoes, chamadas equagoes de estrutura:
6
dwy = 5 wp N\ wpa4,
dwap = g wac N\ wes,

que s@o obtidas considerando a diferencial de (3.7).
Como cada ng é um vetor de R%, podemos escrevé-lo como combinacao linear da

base B = {ey,...,es}. Para isso, introduzimos as fungoes nap de forma que

6
np = E NABEA.
A=1

6
Derivando a expressao acima, obtemos dng = E dnapea. Por outro lado, pelo que
A=1
vimos em (3.7) podemos escrever:

6 6
dnp = E Wpene = E waC E naces = E ( WBCnAC> ea
A=1 c—1

C=1
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e entao obtemos que
6

dnAB = ZnAchC. (313)
C=1

Seja F' a matriz das fungdes nap, ou seja (F)ap = nap e ® a matriz transposta da
matriz das formas de conexao tal que (®)ap = wpa, entdo a equacdo (3.13) nos diz
que:

dF = Fd. (3.14)

Como F é uma matriz de mudanca de base, F' possui uma inversa F~! o que nos
possibilita escrever:

® = F'dF.

Queremos agora encontrar relacoes envolvendo a derivada exterior de . Voltando
a equacao (3.13) e lembrando que (®)sp = wpa temos:

6

0=d(dnap) = d()_nac(®)cs) = (dnac A (®)cp + nacd(®)cp).
C=1 (&

=1
Entao podemos escrever

0=dF A® + Fdd,

onde o simbolo A acima representa multiplicacao de matrizes de 1-formas diferenciais,
sendo que procedemos de forma analoga ao produto de matrizes reais, com a diferenca
que trocamos o produto usual de nimeros pelo produto exterior de formas. Como
dF" = F'® temos entao que

F(®AN®+dP) =0.

Como F admite uma inversa, temos simplesmente
OPAND+dd =0. (3.15)

A equagao acima é conhecida por equacao de Maurer-Cartan e nos dard as equagoes
de compatibilidade para a nossa imersao. Para obter detalhes dessa equacao, é inte-
ressante obter mais informacgoes a respeito da matriz ®.

Para organizar nossos cdlculos, vamos dividir a matriz & em quatro blocos:

Q

o = (3.16)

n
I
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Lembrando que (®)ap = wpa, € em (3.12) vimos que, para 1 < A, B < 4, wap = —wpa

entao a matriz € é dada por:

0 —wip —wis
Q= wpy 0 —was |- (3.17)
Wiz w23 0
Passemos agora a matriz 7. Por (3.8), ws; = w;. Escrevendo wy; = —1; e wgi = X,
temos a matriz n da forma
-1 w1 X1
n= —y wWa X2 . (3.18)
—13 w3 X3

A matriz 77 é obtida facilmente a partir de n usando o que vimos em (3.12). Portanto

temos
V1 e s
=1 —x1 —x2 —Xx3
—Ww; —Ws —Wws
Finalmente, para a matriz g usamos (3.12) e denotamos v = wgy = —wys para obter
0 0 v
u=\1 —v 0 0 |. (3.19)
0 00

Escrevendo agora a equagao de Maurer-Cartan envolvendo os blocos da matriz @,

temos:

d) dn N QAQ+n AT QAN+ A L 00
dn du TAQ+UAT TAN+pALp 0 0

onde cada 0 na matriz do lado direito representa uma matriz nula 3 x 3. Analisando

cada identidade diretamente com as componentes das matrizes, temos:

o Apartirdedn+QAn+nAp=0,
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—dy; dw; dx; 0 —Wi12 —Wi3 -1
0 = —dy  dwy  dxo + —W21 0 —W23 N — 19
—dys  dws dxs —w31 —wszp 0 —13
- w1 X1 0 0 v
-+ —77/)2 wWa X2 A\ ' 2 0 O
-3 w3 X3 0 00
o que nos da as equacoes de Codazzi:
( 3
0 = d@/}i—Zwij/\i/}j—i—wi/\y,
j=1
3
0 = dwi—Zwij/\wj,
j=1
3
0 = dXi—Zwij/\Xj—wi/\V.
\ J=1
o Apartirdedp +nAn+pAp=0,
0 0 dv 1 Py 3 - wi
0 = —dv 0 0 =+ —X1 —X2 —X3 N —thy wo
0 0 0 —W1 —Wy —Wsj —@Dg w3
0 0 v 0 0 v
+ v 00 |AN] —v 0 0 [,
0 00 0O 0 0

de onde obtemos as equacgoes de Ricci:

( 3
0 = Z@Z)j/\w]‘,
7j=1
3
0 = ij/\wj,
j=1
3
j=1
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e ApartirdedQ2+QAQ+nAn=0,

0 —dwis —dwis
0 = —dwy; 0 —dwos
—dws; —dwssg 0
0 —wpip —wis 0 —wip —w
+ —Wa1 0 —waz | N | —woy 0 —Wa3
—Ws31 —Ws2 0 —Ws31 —Ws2 0
—t1 w1 X1 1 () Y3
+ —thy wa x2 [A] X1 X2 —Xx3 |
—3 w3 X3 —Wwp —Ww2 —Ws

o que nos da somente um tipo de equacgao, chamada equac¢dao de Gauss:

3

—dwij —i—Zwik/\wkj 21/12'/\%' —|—wz~/\xj+xi. /\Wj. (322)
k=1

Observacao 3.6 Pelo teorema fundamental das subvariedades, que também vale para
o espaco Minkowski, a condicao necessaria e suficiente para que exista uma imersao
f: M™ — R"™ & que, definido um referencial adaptado, o co-referencial e as formas de
conexao satisfacam as equagoes de Codazzi, Ricci e Gauss, dai entao o nome equacoes
de compatibilidade. O enunciado e a prova completa do teorema fundamental das

subvariedades, para o caso euclidiano, podem ser encontrados em [16].

Defina as 1-formas diferenciais, chamadas formas de curvatura p;; por

3

Pij ‘= —dwij + Zwik N Wrj- (323)
k=1

Vamos mostrar que tais formas nos diao a curvatura de M? segundo a métrica

induzida por f. Denotando por g = (df, df) a métrica induzida, temos entao que

g= Zw?. (3.24)

E a conexao Riemanniana V associada a métrica induzida g é dada por
3
Vot =Y wiy(y)z (3.25)
j=1
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onde, como anteriormente, n;(p) = df,(z;(p)).

Calculando entao a curvatura:

R(z,y)x; = V,Vor; = V,Vyx, + Vi 2,
3 3 3
Zwij(l’)%‘] -V [sz‘j(y)% + Zwij([%y])%
[yw;j(x)z; + wij(2)Vyz;] — Z rw;;(y)z; + wij(y)Vaz,]
7=1

Yl

J=1

I
M- A

+

I
EN

[ywij(z) — 2w (y) + wij([z, y])] z;

Z wik(y)zk — wii(y) Z lec<17)$k:]

3 3
[—dw;j(z,y)] z; + ZZ wij (T)wjr(y) — wii(y)wik ()] T8

.
Il

_|_
Mw

I
M%

j=1 7=1 k=1
3 3

= Z [ dw”(a: Y +szk/\wm(i€ Z/)] Ty,
j=1 k=1

onde na pentltima igualdade, usamos a relagao dw(zx,y) = zw(y) — yw(x) — w([z,y])
(ver apéndice A) e na ultima, trocamos na segunda parcela k por j ji que possuem a
mesma variacao de indices.

Do que vimos acima, concluimos entao que

)i = sz’j(%y)l’j- (3.26)

O tensor curvatura, fica entao determinado, ja que

pij<x7y) = g(R(ﬂS,y),xi,:Bj) = r(zay7$i7$j) = T(flfi,l’j,l',y)-

Como consequéncia de (3.22) e (3.23), conseguimos expressar a curvatura em fungao
das formas v;, w; e x;, fato que serd importante mais adiante. Outro fato importante
envolvendo a forma 1; é o que descrevemos a seguir. Como vimos w, = 0 (lembre-se
que as letras gregas representam os indices de 4 a 6). Para a = 4 temos ny = n, o

vetor normal unitario que compoe a faixa (f,n). Portanto:

6 3 6 3
dws = E WA A\wag = E wi/\wi4+§ Wa N\ Waq = E Wi N\ Wid.
A=1 i=1 a=4 i=1
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Pelo lema de Cartan (ver apéndice A), existem fungoes hfj tais que
3
wia = hlw;,  hl=h, (3.27)
j=1

Como consequéncia, para cada p € M a forma bilinear definida em T,M x T,M

dada por

3 3 3
Hn = Zwiwﬂ = Z Z h?jwiwj, (328)
=1

i=1 j=1

¢ uma forma bilinear simétrica. E assim, podemos associar a H,, uma forma quadratica
I1,(x) = H,(z,x),

chamada sequnda forma quadrdtica. Decorre do que vimos acima que,

3 6 3 3
— <df, dn> = — <Z w;ny, ZW4ATLA> = — Zwin = Zwin = Hn, (329)
i=1 A=1 =1 i=1

relacao que serd 1til em alguns casos.

Sabemos que a toda forma bilinear simétrica definida em um espaco vetorial esta
associada uma aplicacao linear auto-adjunta. Assim, definimos o tensor de Weingarten
A, que a cada p € M associa uma aplicacao linear auto-adjunta A, : T,M — T,M tal
que:

H,(z,y) = —g9(An(7),y), (3.30)

onde g é a métrica induzida.
Dessa forma, usando (3.28) e (3.30) podemos obter facilmente a matriz de A,, na

base {z1,xq, 3} ja que

3 3
(Aw)ie = g(An(@r), a) = —Ha(z, o) = =YY hiwi(z)w;(zx)
S5 (3.31)
= =) hl6udu = —hij.
i=1 j=1

Sendo A, uma matriz auto-adjunta, admite entao uma base ortonormal de auto-

vetores onde, nesta base, a matriz de A,, é dada por

—aq 0 0
0 —as 0 9
0 0 —as



nesse caso, hj; = a; e hj; = 0 para i # j.

Assim, as fungoes a; sao as curvaturas principais e os auto-vetores que constituem
essa base sao as diregbes principais associados a faixa (f,n). Quando o referencial
adaptado for definido de forma que a parte tangencial seja dada por n; = df (z;) com
x; uma direcao principal, chamaremos esse referencial de um referencial adaptado de
direcoes principais.

Vamos agora relacionar o que introduzimos acima com as formas diferenciais definidas
com o referencial adaptado. Lembramos que introduzimos as formas 1; por ¥; = —wy;

e entdo, por (3.27):

3
Vi = —wy = wiy = Z h?j%" (3.32)
j=1

Portanto por (3.28), H,, fica da forma:

3
H, = Zwﬂﬂi- (3.33)
i=1

Trabalhando com um referencial adaptado de direcoes principais, as equacoes ante-
riores se reduzem a:

%’ = Q;Ws,

3

2
H, = E a;w; .

=1

3.4 Imersoes conformemente planas

O objetivo desta secao é encontrar condigdes necessarias e suficientes para que uma
imersdao f : M?® — L% seja conformemente plana. Embora estejamos procurando
imersdes conformemente planas nas formas espaciais My C L°, é suficiente encontra-
las simplesmente em L® j& que, por uma deformacao conforme, podemos obter uma

imersao f em M} cuja métrica induzida é conforme a métrica induzida por f e entao,
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se f for uma imersao conformemente plana em L7, f serd uma imersdo conformemente
plana em Mj.. Dessa forma, o que faremos é obter o referencial adaptado e as formas
de conexao de uma faixa (f,7) resultante de uma deformacao conforme da faixa (f,n).
A idéia é obter ambos em funcao do referencial e das formas de (f,n) e assim, exigindo
que a imersao f seja plana, obteremos f conformemente plana.

O que teremos a seguir é uma sequéncia de proposigoes relacionadas as deformagoes
conformes. A primeira nos mostra como mudam direcoes principais e curvaturas prin-
cipais ao efetuarmos uma deformacao conforme. As seguintes nos dao um referencial
adaptado e as respectivas formas de conexao para a faixa ( f , ), obtida através de uma

deformacgao conforme da faixa (f,n).

Proposicao 3.1 Sejam z; as dire¢oes principais e a; as curvaturas principais de uma

faiza (f,n). Seja (f, n) uma deformagdao conforme dada por

f=¢e'f e n=n+af.

Entao as diregoes principais sao preservadas pela deformagcdo conforme e as curvaturas

principais a; associadas a (f, n) sao dadas por:
a; =e “(a; — a). (3.34)

Demonstracao: Como {1, x2, 23} € X(M) é uma base ortonormal, podemos escre-

ver, para x € X(M)

T = Zg(a:, r)x; e Ay(r) = Z g(A,(x), x;)x;. (3.35)

Considerando agora a faixa (f,7) e escrevendo Az (z) = Z Ai(x)x; obtemos
i=1
3(An(2), 2;) = e®™N\i(2). (3.36)

Lembramos agora que, por (3.30) e (3.29) temos

9(An(2), ;) = (df (x), dn(z;)) .
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Entéao, por (3.36), temos:

eNi(w) = (df (), difes)) = (e*du(w)f + eudf (x),dn(z;) + da(w))f + adf (z:))
= " (df(x), dn(x;) + adf (x,)
= " [{df (x), dn(,)) +a {df (x), df (z,))]
= e [g(An(x), @) + agle, )],

portanto \;(z) = e " [g(A,(x), x;) + ag(z,z;)]. Podemos agora obter uma expressao

para Az ja que

- Z e "g(An(x), x;) + ag(x, ;)| x;

i=1
= e “[A,(x) + ax],
onde na ultima igualdade, usamos as identidades obtidas em (3.35). Assim, quando z

¢ uma direcao principal x; temos que A, (z;) = —a;z; e entao,
Aj(x) = e [Ap(x) +axy) = e (—a; + a) z; = —e " (a; — a) ;.

Portanto, x; continua sendo direcao principal, agora com curvatura principal

Vamos agora & construgao de um referencial adaptado para a faixa ( 1, n).

Proposicao 3.2 Dado um referencial adaptado para uma faiza (f,n) como definido

na Definicao 3.3, um referencial adaptado para a deformagdao conforme (f, n), onde

f=e"fen=n+af, édado por:

(
nig = n;tuf

n = n+af
o f (3.37)

3 3
- 1
ng = Gu{ —§<E U?—FCZQ) f+n6}
\ J=1 j=1

onde u; = du(z;).

h
|

(—uj)n; —an+
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Demonstragao: Como a métrica g induzida por f é conforme a induzida por f é

natural definir 7; por

= df(%)
|| f ()|
j4 que, a principio, df (x;) nao é unitario. Definindo w; := du(zx;) temos entao que
tdu(z; tdf (z; “(uy i
o Cdu(e)f @) )

\/<df(xi), df~<l’1>> Ve (df(z), df (x:)

J& sabemos que ny = n = n+af e que ny5 = f = e"f. Para determinar ng

escrevernos 5

ne = Z it 4+ Agn 4+ As f 4 Agne.
i=1
Como {nq,nq,n3,n, f,ng} é uma base pseudo-ortonormal obtemos diretamente que

Ai = <ﬁ6, nz> )
Ay = <ﬁ67 n> )
Ae = (g, f) .

~_

Como queremos <f, ne ) = 1 segue que (e"f,ng) = 1 e portanto

X = (g, f) = e ™.
Fato que nos ajuda a calcular os \;, j& que devemos ter (ng, n;) = 0. Entéo
0= (g, uif +ny) = uze” " + N,
o que implica \; = —u;e”". Analogamente,
0= (6, n) = (g, n+af) = Ay +ae™ ™,

e assim Ay = —ae™*. Para calcular A5 procedemos da seguinte forma: umas vez

calculados os coeficientes restantes e sabendo que (7g, ) = 0 temos

3 3
0= <’fl6,ﬁ6> = Z /\12 + )\Z + 2)‘5/\6 = 6_2u (Z U? + (12> + 2)\56_u7
i=1

=1

3
1 .
o que nos da A5 = —56*“ E u? + a* |. Dessa forma, obtemos a seguinte expressio
R i=1
Ng:

3
g = Z (—uie_“) n; —ae 'n+ f+e “ng.
i=1

3
1 —u 2 2
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Obtido o referencial, vamos calcular as correspondentes formas de conexao e as

formas de curvatura.

Proposicao 3.3 Dada a matriz de formas de conexao ® em (3.16) de um referencial
adaptado para a faiza (f,n), com componentes w;j, w;, Vi, Xi, v dadas em (3.17), (3.18) e
(3.19). Entdo, as componentes da matriz ® correspondente a faiza (f, n), onde f=e“f

en=n+af sao dadas por:

(:)i = e“wi,
wij = uiwj — ijl‘ + wij,
i = ¥ —aw;,

. (3.38)
Xi = e* <X¢ + ay; — 502% - Ti> )

3
v o= U (—Zujijradu—l—u—da)

=1
Além disso, se p;; sao as formas de curvatura da faiza (f,n), entdo as formas de

curvatura correspondentes a faiza (f,n) sao dadas por:

Pij = pij — (Wi AT + T Aw;), (3.39)

3 13
onde T; = du; — E Ujwi; — uidu + 3 E u?wl
j=1

j=1
3

Demonstragao: Como df = Zc&iﬁi, temos
i=1

;= <df, n> = (e"duf + e"df, n; + u; f) = " (df, n;) = e"w;.

6
Analogamente, se dn; = E w;aN 4 entao
A=1

UNJZ']' = <d’ﬁl, ﬁ]> = <du,f + Uldf + d’fbi, U]‘f + 7’Lj> = inj — iji + wij,
Wy = (dn, ;) = (dn + daf + adf,n; + w; f) = (dn,n;) + a (n;, df) = wy; + aw;.

Como v; = —wy; obtemos

P = wi — aw;.
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Procedendo com este raciocinio,
Wis = <dni7 n6>

3
— eu <du1f + w;df + dn;, Z (_uj) nj —an+

j=1

A
—= (Zuf —|—a2> f—l—n6>

3 3
= e ¢ {dui (f,ne) +u; Z( ) (df,n;) + Z ) (dn;,n;) — a(dn;, n)
7j=1

j=1
L[S
2, 2
b (Z uj +a
j=1
3 3 A
= e {dui +uiz —uj)w; + Z —uj)wij — ay; + 3 (Zu? + a2> wj +wi5} )
j=1
ja que — (dn;, f) = (n;,df) = w;. Como x; = wg; = —w;5 chegamos a:
Wi — XZ} )

j=1
3 3 A
—)Zi = eiu {dul —+ U; Z (—Uj) w]' -+ Z (—Uj) wij — awi -+ 5 (Z u? + a2>
j=1 j=1
que é equivalente a expressao

j=1
13
Xi + ay; — a w; — (du, Z UjWi; — Uj Z ujw; + 3 Z ufw,)] . (3.40)
j=1

Como du é uma forma, temos que

3 3
du = Z du(z;)w; = Zujwj(x)
j=1 j=1

Dessa forma, (3.40) pode ser reescrita como:

(dni, f) + <dnian6>}

Xi =

1
Xi=¢e" (Xi + a; — §a2wi - Ti) )

onde 7; := du; — g Ujw;j — udu + — E u? Wi
7j=1
Prosseguindo com nossa tarefa, o prox1mo passo é obter v que é dada por

5 = (g, di)
3 1 3
= ¢ <Z<_Uj)nj —an+ | -5 <Z“§ +a2) f+”6ad"+daf+adf>
j=1 Jj=1
[ 3

= e > (—uy) (ny,dn) +a > (—uy) (ny, df) + (ng, dn) + da (ng, f>]

_] 1 Jj=1

= e Zujwj—i—az —u;)wj — v+ da

Lj=1

J
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entao

3
v=e" (—Zujwj—l—adu—i—u—da).

Jj=1

Passemos agora as formas de curvatura correspondentes p; :
Pis = Vi A+ AN+ X Ay
= (i — aw;) A (V) — aw;) + (e"w;) A [e‘“ <Xj + ay; — %aij - Tj>:|
+ [e‘“ (Xi + ar); — %a%ui — TZ>} A (e'w;)
= P A — ath; Aw; — aw; Ay + aPw; Aw; + wi A xj + awi A ;
—§a2wz-/\u)j —w AT+ Xi Awj + a); AN wj — %a%)i/\wj — T; \wj

= pij—(wi/\Tj+Ti/\w]~).
]

Acabamos de obter informagdes importantes sobre a faixa (f,n). O que faremos
agora ¢ ver como podemos usa-las para obter condicoes necessarias e suficientes para
que a imersao f seja conformemente plana.

Para isso, definimos as formas de Schouten por
o; = 8(37@', )
onde s é o tensor de Schouten, e entao temos o seguinte lema:

Lema 3.1 As formas de curvaturas p;; dadas na equagao de Gauss (3.22), quando a

dimensao da variedade é n = 3, podem ser expressas por
Pij :wiA0j+0iij, (341)
onde o; sao as formas de Schouten.

Demonstragao: Lembramos que o tensor de Schouten, para o caso n = 3 é dado por

k
S ic g,

onde k é a curvatura escalar. Assim, temos que o; serda dada por

— Wi,

, k
0; = Ric(z;,.) — Zg(xi, ) =pi— 1

o8



onde
3

3
pi = Ric(x;,.) = Zr(azi,xj, LX) = Zpij(-,%’)
j=1

j=1
3
e entao k = Z pi(x;).
i=1
Agora, lembramos que o tensor de Weyl é dado por
w=r—sANg,

onde na identidade acima, o simbolo A representa o produto Kulkarni-Nomizu. Intro-

duzindo as formas (;;(z,y) := w(x;, x;,,y), entao

Cij<$’y) - T(xiamijay)_S/\g(xhxﬁxay)

o 5(1)7;,33) S(x’iay) g<xlax) g(l'z,y)
= pij(z,y) —
g(l'j,l') g<xj>y) S(.Tj,.fb') S('rj?y)

= pij(2,y) = [oi(@)w;(y) — oi(y)w; ()] = [wiz)o;(y) — wily)o;(2)]
= pij(r,y) — oi Awi(,y) — wi Aoz, y).
Portanto (;; = pij — (0; Awj + w; A o). Vimos no capitulo anterior que para n = 3 o

tensor de Weyl é identicamente nulo, o que implica em (3.41).

Podemos agora estabelecer o seguinte teorema:

Teorema 3.1 Uma imersdo Riemanniana f: M3 — L5 é conformemente plana se, e

somente se, existir uma func¢ao u tal que
3 13
o; = du; — Zujwij — u;du + 3 Z u?wi, (3.42)
j=1 j=1
onde o; sao as formas de Schouten.

Demonstragao: Por (3.39), temos que a imersao f serd conformemente plana se, e

somente se, 0 = p;; = pi; — (w; A 7j + 7; Aw;) ou equivalentemente,
pij = wi NT; +T; Awj. (3.43)
Portanto, por (3.43) e (3.41), devemos ter
wi Noj+o; Nwj =w; N7 + 7 A\ wj,
o que implica em o; = 7;. Portanto, por (3.38), devemos ter (3.42) satisfeita.
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Observagao 3.7 No capitulo anterior, quando estudamos o teorema de Weyl-Schouten,
para que a variedade fosse conformemente plana, vimos em (2.12), que procuramos uma

funcao u tal que
1
s = hessu(z,y) — du(x)du(y) + §g(gradu, gradu)g(x,y)
De fato, com a nossa notagao, vamos mostrar que essa equacao é equivalente a (3.42),

oi(y) = s(x;,y) = hessu(z;, y) — du(z;)du(y) + %g(gradu, gradu)g(z;, y). (3.44)

3
Como gradu = g ujz; temos que
=1

3 3
hessu(y,z;) = g¢(Vygradu,z;) = <Zde(y)xj+ZUijxj,xi>
3
= duz <Z ijk xk7mz>
= du(y —I—Zu]wﬂ

podemos entao reescrever (3.44) da forma

oi(y) = du;(y Z wwii (y) — widu(y Z wiw;(y

que ¢ exatamente (3.42).

Podemos entao, estabelecer aqui uma versao do teorema de Weyl-Schouten envol-

vendo as formas diferenciais que estabelecemos neste capitulo.

Teorema 3.2 Afim de que uma imersao riemanniana f : M3 — L5 seja conforme-

mente plana € necessdrio e suficiente que
3
0= dO'Z‘ - E Wij A 0y, (345)
Jj=1
onde o; sao as formas de Schouten e w;; as formas de conexdo de um referencial

adaptado.
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Demonstracao: Relembramos que, no caso n = 3 a condicao de existéncia da funcao

u era que o tensor de Schouten fosse um tensor de Codazzi, ou seja:

(Vas)(y, 2) = (Vys) (@, 2).

Como a derivada covariante é um tensor, e entao uma aplicagao multilinear em cada

uma das suas variaveis, basta verificar a seguinte expressao:

(st)(y, l’z) = (Vys)(x, zi)?
que é equivalente a

0 = (Vus)(y,zi) = (Vys)(@, ) = sy, i) — s(Vay, z;) — s(y, Vi)
—ys(z, ;) + s(Vyx, ;) + s(z, Vya,),

Portanto,

0 = wz0oy(y) — yoi(r) — o[z, y]) — s(y, sz’j(ﬂf)%') + s(, sz’j(y)xj)

WE

= doi(z,y) = ) |wij(x)o;(y) —wii(y)o;(z)]
le
= daj(x,y) - Zwij A Uj(xvy)'
j=1
OJ
Introduzindo as formas de Cartan
Bi i= 0i — Xis (3.46)

temos o seguinte teorema:

Teorema 3.3 (Cartan) Uma imersao riemanniana f : M® — L° é conformemente

plana se, e somente se,

3
j=1

onde 3; sao as formas de Cartan, w;; e v; sao formas de conexao de um referencial

adaptado.
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Demonstracao: Usando a terceira das equagoes de Codazzi dadas em (3.20) temos

que

3
0 = dyi— Y wiiAx;— Ui Av

j=1

3
= dUi—dﬁi—szj/\(O’j—ﬁj)—wz‘/\l/
7=1

3 3
= do‘i—dﬁi—zwij/\()’j—i‘zwij/\ﬁj—wi/\lj.

j=1 j=1

Segue do teorema anterior, que (3.47) se verifica.

O

Observacao 3.8 Quando trabalhamos com um referencial adaptado de direc¢oes prin-
cipais, podemos calcular as formas de Cartan ;. Neste caso, temos v; = a;w; € a

equagao de Gauss (3.22) reduz-se a:
Pij = a;a;w; A wj +w; A X5+ Xi N\ wj.
Como vimos em (3.41), quando n = 3, p;; = w; A 0; + 0; A w;. Portanto
w; AN oj+ 0; ANwj = a;a;w; Nwj + w; A X5+ Xi A\ wj,

que é equivalente a

;A 5W; VAN Wy — W N ﬁj — ﬁz A Wy = 0, (348)

ja que B; = 0; — x;. Se escrevemos

3
Bi = g birwr,
=1

(3.48) é equivalente a

3 3
a;ajw; N\ wj — g bjrwi A\ wi, — E buw; Aw; = 0.
k=1 =1

Aplicando a identidade acima em cada par dos vetores da base {xi, z2, x5}, obtemos,

para todo i e j

CLiCLj — bjj — b“ = O,

by = 0, i#j.

(3.49)
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Da primeira equacao, para obter cada b;;, basta observar que:

de onde obtemos
2b13

2bgy

Portanto,

b=
By =
By =

ajag —bip — by = 0,

asaz — by — b3z = 0,

ajas — by —bzz = 0,
= a162 + a1a3 — axas,

= aia2 + azaz — aias,

= Q903 + @103 — a10s.

Para provar o principal teorema desta secao, precisamos de alguns lemas.

Lema 3.2 Vale a sequinte identidade:

(VoA (y) +

5 (a1a2 + ara3 — azas) wy,
% (a1az + azaz — araz) wy, (3.50)
% (asas + ajas — ajas) ws.
V(@)y = (T, A0)(z) + v(y)e. (3.51)

Demonstragao: Lembramos que, como {x1, z9, 3} é uma base ortonormal na métrica

induzida g, podemos escrever

mas, por (3.30) e (3.33)

g(An(z), 7)) = —H,

Entao podemos escrever

(2, 2:) = = Z by (w)w; (i) = =i(@),
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Calculando a derivada do tensor A, usando a expressao que obtemos acima segue que
(VLA (y) = ViAu(y) — An(Vay)
3 3
= V. <— > wz-(y)xi) + Y i(Voy)z
i=1 i=1

= > [—atily)ri — P(y)Var; + 6i(Vay)zi]

i=1
> ily)wis(z

3
1 j=1

= D [—ati(y) + iV
@/Jg(y)wji(x)] L,

Mw

i=1
3

= Z [—I%(y) + i(Vay) —

=1

.
Il w
—_- ~.

onde na ultima igualdade rearranjamos os indices trocando 7 por j. Analogamente,

temos
3 3
Z [ Wz +wz V iL’ Z w]z y)] e
=1 7j=1
Portanto

3

(Vydn) () = (Vadi)(y) = Z [20i(y) — yibi(z) — [z, y])] @

i=1

2 [Z Vily)ws(@) - wj(f)wji(y)] i

21 7j=1
= Zdwlxya:l—i—z Zwﬂ/\wjxy]
J=1

=1

3

= Z[d¢zxy ZWU/\'@D]‘T:U)] Xy

i=1 j=1
Aplicando a primeira das equagoes de Codazzi descritas em (3.20) obtemos que:

(Vydn)(@) = (Vaodn)y) = D —wiAv(z,g)z;
= 3 W@wily) — v(y)wi(@)] o

i=1
= Zg y,:m i )Zg(x,xl)x,

= V(fﬂ)y —v(y)z.

De onde segue (3.51).
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Para o proximo lema, sera interessante lembrarmos alguns conceitos de Algebra
Linear.

Dada uma aplicacao linear A: F — F, onde E e F sao espacos vetoriais, o ntcleo
de A, denotado por N(A), é o conjunto dos v vetores em E tais que A(v) = 0. O
conjunto imagem de A, denotado por Z(A) é o conjunto dos vetores em F' tais que
w = A(v) onde v € E. Com estes conceitos, temos o Teorema do Niicleo e da Imagem,

estabelecendo que, nestas condigoes,
dimE = dimN (A) + dimZ(A), (3.52)

onde, dimFE é a dimensao do espaco vetorial E.
Como em cada ponto p, A,, é uma transformacao linear de T,M em T,M e dn, ¢

outra transformagao linear, de T, M em dn,(1,M), podemos enunciar o seguinte lema:
Lema 3.3 Para cada p € M, se dimZ(A,) <1 entao N'(A,) C N(dn).

Demonstracgao: Pela definicao das formas de conexao

3

dn(y) =Y wiana =Y _[~i(y)lni —v(y)f,

i=1
Jé que Wyq = Wy = Oe Wy =— — V.
Pelo teorema do nticleo e da imagem, dimN (A) > 2 entdao seja {x,y} um par

ortonormal de vetores em N (A,). Dessa forma, temos que

3
0=Au(y) == vily)z,
i=1
o que implica 1;(y) = 0. Consequentemente,

dn(y) = —v(y)f = —v(y)g(z, =) f = g(—v(y)z, v)[.
Aplicando o lema anterior, podemos escrever

dn(y) = g((VyAn)(2) = (Vodn)(y) — v(x)y, x) f
= g9(VyAn(z) = An(Vyz) = Vo An(y) + An(Vay) — v(@)y, 2) f.
Mas A,(z) = An(y) =0 e g(z,y) =0, entdo

dn(y) = g(An(lz,y]),2)f



onde na pentltima igualdade, usamos que A,, é auto-adjunta. Assim y € N (dn) logo
N(A,) C N(dn).
O

Antes de passar ao teorema, vamos estabelecer uma convencao envolvendo as cur-
vaturas principais. De agora em diante, sempre que falarmos das funcoes aq, as e as,

elas estarao satisfazendo a seguinte ordem:
ap < ap < as
Com isso, temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 3.4 Definimos as formas fundamentais conformes da faixa (f,n) como

sendo as formas «a; dadas por:

oy = \/a3—a1\/a2—a1<ﬂ1,
Qg = \/ag — a“/ag — Q9 W2, (353)
az = y/az — az\/az — a;ws.

Uma observacao interessante é que as formas «; sao invariantes por deformagcoes
conformes. Como vimos em (3.34),com uma deformagao conforme, passando da faixa
(f,n) para a faixa (f,n) as curvaturas principais passam de a; para a; = ¢ “(a; —a) e

entao, calculando a;, por exemplo, temos

ar = Vaz— a1y — o, = \/e—“(ag —a—a;+a) \/e—“(ag +a—a; —a)etw
= \/e*QU(ag —ay)(az — ay) etw;

= \/CLS - Gl\/a2 — a1 W

= .

Definidas as formas que iremos trabalhar, temos o seguinte teorema

Teorema 3.4 Uma imersdo riemanniana f : M3 — L® € conformemente plana se, e

somente se, as formas fundamentais conformes (3.53) sao fechadas, isto é, da; = 0.

Demonstracao: 1° Caso: As trés curvaturas principais sao distintas.
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Trabalhando com um referencial adaptado de diregoes principais, considere inicial-
mente o aberto onde (f,n) tem as trés curvaturas principais distintas. Pela Observagao
3.8, as equagoes (3.50) nos dao as formas de Cartan em um referencial adaptado de

direcoes principais. A saber,

Bi = biw;,
onde
1
by = s3(aiay — azas + azay),
_ 1
b2 = 5(@1@2 + o203 — agal),
1
b3 = 5(—(11@2 -+ ao03 + CL3CL1).

Para i # j, as equagbes acima sao equivalentes a
bi + bj — ;a5 = 0. (354)

Como estamos em um referencial adaptado, ¥; = a;w; e o teorema de Cartan diz que

f é conformemente plana se, e somente se, vale a equagao (3.47):

3
0 = dﬁi—zwij/\ﬁjﬂbi/\v,
(3.55)
= d(bjw;) Z wij A (bjw;) + a;i(w; Av).
Pela primeira das equagoes de Codazzi (3.20), temos
w; Nv = Zwu (a;w;) — d(aw;).
Substituindo a expressao acima em (3.55) temos

0 = d(bw) wa (bjw;) + a; wa (a;w;j) — d(a;w;)

= db; N\ w; + b;dw; — Z bjwij N wj + Z a;aj)wij \wj — a;da; \ w; — a; 2dw;

7j=1 7j=1
3
= (dbl — aidai) N Wi + (bl — a?)dwi — Z(bj — aiaj)wz-j A\ qu.
7j=1
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3
Mas como dw; = E wij A\ wj temos
j=1

3
0 = (dbl — aidai) A\ Wi + Z(bl — CL? — bj + aiaj)wij AN wj
j=1

3
= (dbZ — aidai) N w; + Z(QbZ — CL? — bz — bj + a,-aj)wij A Wy

j=1
= (dbl — aidai) N wj; + (2[?1 — a?)dwi,

onde a ultima igualdade decorre de (3.54). Entdo, f é conformemente plana se, e

somente se, as funcoes a; e b; satisfazem a relagao
Mas, observe que

( 20, —a? = ajay — azaz + aza; — a2
= (a3 — ar)(a1 — a)

20y — a3 = ajay + asaz — aza; — a’
= (a3 — az)(az — a1)

203 —a? = —ajas + azaz + aza; — a3

L = (a3 —ay)(az — a3)

Portanto, analisando (3.56) em cada caso, temos:

e Parai =1, (3.56) é equivalente a:
0 = (aiday —dby) Aw;y + (a2 — 2by)dw,

day — db
— Ja@ — 2, | BT 4 a2 — 2bdw
1 1[\/m 1 1 1 1

\/a% —2byd <\/a% — 2b; w1>
= Vlas—an(a —a) d (/las —an)az —a) wi)

e Para ¢ = 2, basta fazer
0 = (dbg — CLQdCLQ) N wo + (2b2 — a%)dwg

= 2()2 - CL% [M VAN Wy + 1/ 2b2 - (l%dWQ]

2b2 — CL%

= /(as —a1)(ag —az) d <\/(a2 —a1)(as — az) W2) :
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e Para ¢ = 3 procedemos de forma andloga ao caso i = 1 e obtemos que (3.56) é

equivalente a

0= /(a3 — as)(as —a1) d (\/(a3 ~ ) (as — ) w3)

Como as trés curvaturas principais sao distintas, entao devemos ter

d(\/ag—al\/ag—al wl) = 0,
d(\/ag—al\/ag—ag u)g) = 0,
d(vaz — ag\/azg —ay wy) = 0,

que, por (3.53), é equivalente a

ou seja, equivalente as formas fundamentais conformes serem fechadas. E assim, no
aberto onde as curvaturas principais sao distintas, vale o teorema.

2° Caso: Considere agora o interior do complementar desse conjunto, ou seja, o
interior do conjunto onde (f,n) possui duas curvaturas principais iguais. A primeira
coisa que devemos observar é que podemos trabalhar com um campo normal apropriado
de forma que podemos assumir que a; = ay = 0. De fato, basta lembrar que, por (3.34),
ao mudarmos da faixa (f,n) para a faixa (f,n + af) a métrica induzida se mantém,
mas as curvaturas principais mudam de a; para a; — a.

Suponha entao que a; = as = A considerando o campo normal n+ \f, as curvaturas
principais serao

a1:a2:0 (§ &3:a3—)\.

Vamos entao continuar trabalhando no referencial adaptado de diregoes principais

e considerar a; = a, = 0. Como ; = a;w;, temos

77/}1 - Oa
¢2 = Oa
g = azws.

Portanto, ¥; Av; =0 e ¥; Av =0 ja que

ANv(x;,x;) = asws AV(T;, T,
w3 ( ]) 3wW3 ( J) (3.57)

= ag[ws(wi)v(z;) — walz;)v(e)].
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Se a3 = ay = 0 temos A, (x1) = A,(z3) = 0 e entdo, pelo Lema 3.3,

0 = dn(x) = —v(ry)f,
0 = dn(ze) = —v(xa)f,

onde usamos a definicao das formas de conexao, ou seja,

6 3
dn = 5 Wiang = — E vin; —vf,
A=1 =1

ja que wy = —1;,was = was = 0 € wys = —.
Portanto v(z;) = v(z9) = 0. Como sabemos que ws(x;) = wsz(zg) = 0 concluimos

de (3.57) que, ¢3 A v(z;, ;) = 0, consequentemente,
Yi Av = 0. (3.58)
Se ; Ap; =0, a equacao de Gauss (3.22) reduz-se a
Pij = Wi N X5+ Xi N\ wj.

Assim, lembrando que p;(x;) = Ric(z;, x;) = Zﬂij($iy z;), temos
=1

3

pi(xi) = Z [wi A xG(i, 5) + Xi A w3, 25)]

J=1
3

= > Ix(ay) — wila)xg (@) + xila:) — wj(@)xi(;)]

J=1

= Z {Xj + Xz(xl) — 52‘3‘ [Xj(xi) + Xz(xjﬂ}

3
= ZXJ(% + 3xi(zi) Z(SU X5(i) + xi(2;5)]
Jj=1

J=1
3

= Z X;(@;) + xi(@s),

J=1

o que nos da a curvatura escalar, ja que

k=D pilws) =3 oalw) +33 xi(ws) =43 x5(a;).
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Agora, para | # 1

pil@) = D lwi A xg(en ) + xi Awj (@, o))

.
[y

= Z wi@)x;(@5) — wilz;)x; (@) + xi(@)w;(@;) — Xi(@;)w; (@)]

= [=dix; () + xi(z1) — duxi ()]

= 3xi(x) — xi(1) — xi(1)

Sendo assim, calculamos as formas de Schouten, o; = p; — —w;, aplicando nos vetores

4
da base "
oi(w;) = pi(x;) — sz‘(l’z’)
= :cz +ZXJ :cj ZXJ a:j
e para [ # 1,

) = pila) = enl) = pien) = xata),

de onde concluimos que 0; = x;. Portanto segue de (3.58) que a terceira das equagoes

de Codazzi (3.20) reduz-se a

3 3
O:dXi—Zwij/\Xj—wi/\V:dO'i—Zwij/\O'j.

j=1 j=1

Concluimos, pelo Teorema 3.2, que temos uma imersao conformemente plana. Por-
tanto, para provar o teorema neste caso, basta provar que as formas «; sao fechadas,
Mas neste caso, temos:

;. = 0,

Qg = 0,

3 = \/a_§ ws.
E entao, a; e as sao trivialmente fechadas. Podemos supor, sem perda de generalidade,

que az > 0, o que nos possibilita escrever:
a3 = azws = 3.
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Novamente, usando as equagoes de Codazzi (3.20). Temos

3
dwg = ngj A (ajwj) — W3 ANV
j=1

= W31 A\ ((1,1(,()1> -+ W32 A (CLQWQ) — Wy A%
= —w3AU.
Como ja vimos, v(x1) = v(x9) = 0, portanto w3 Av = 0 e entdo concluimos que a forma
a3 ¢ fechada.
Desta forma, como vale o teorema em ambos os abertos, onde as trés curvaturas
principais sao distintas e no interior do conjunto onde duas coincidem, por continuidade,

obtemos a equivaléncia em toda a imersao.
O

Uma vez que a imersao f : M3 — L? é conformemente plana, basta uma deformacao
conforme para que tenhamos uma imersao conformemente plana em uma forma espa-
cial. Para ilustrar, vamos para obter uma imersao f com campo normal n na forma

M. Devemos ter
<euf7 ml) = _]-7
onde m; = (1,0,...,0). Vimos que, por conexidade, estamos usando somente a parte

do cone de luz composta pelos vetores com a primeira coordenada estritamente positiva.

Assim para f = (fo,...,fs) € L°, temos fo > 0. Entao, (e“f,m;) = —1, isto &,
—e" fy = —1, ou seja
u 1
e = —.
Jo
Para n =n + af devemos ter (n + af,m;) =0, isto é, —ng — afy = 0, ou seja,
1o
a=——.
Jo

Como vimos, passamos de M, para M ou M*, através de deformagoes conformes e
que as formas fundamentais conformes sao invariantes, por estas transformacoes. Dessa

forma, podemos concluir que:

Corolario 3.1 Afim de que uma hipersuperficie em uma forma espacial de dimensdo
4 seja conformemente plana e necessdario e suficiente que as formas o; dadas em (3.53)

sejam fechadas.
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3.5 Redes de Guichard

Dizemos que uma k-forma diferencial w é exata se existe uma (k-1) forma [ tal que
df = w. Pelo lema de Poincaré (ver apéndice A) temos que toda forma fechada é
localmente exata.

Vimos que, as imersoes f : M3 — L5 sao conformemente planas se, e somente se,

as formas «;,

a; = \/a3—a1\/a2—a1 Wi,
Qg = \/GQ—G1\/G3—CZ2 Wy,
3 = \/a3 - CLQ\/CL3 — a1 Ws.

sao fechadas.
Assim, usando o lema de Poincaré, obtemos um sistema de coordenadas Y, através

das funcoes y; definidas em um aberto U C M? tal que
Y = (91792793) U C M3 - RS)

com dy; = «;. Considerando as fungoes g¢;:

( 1
q = )
! \/Clg — &11\/612 — a
\ = \/(13—&2\/@3—@17
1 ) g o0 0 .
temos dy; = ~w;. Seja ¢ —, —, — ¢ a base de vetores tangentes as curvas coorde-
B Oyr Oya Oys
nadas, entao,
0 1 0 1 0
e ()b 8 (52
’ dy;) @ \9y; 4 0y,
Portanto
10

sao as diregoes principais, temos portanto uma parametrizagao por linhas de curvatura
e consequentemente, um sistema de coordenadas triplamente ortogonal, ou seja, as
superficies coordenadas y; constantes intersectam-se ortogonalmente.

Dado este sistema de coordenadas, definimos as funcoes de Lamé, l; por

SIarO)
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Uma consequéncia do que vimos acima é que

= () i ()Y = Vil @) ) = (362)
\/< <3yz> (3yz)>

Portanto as fungoes de Lamé satisfazem:

1 1 1
l2—l2 l2: 2_ 2 2: o :O
It T TR T T Y a, — ) (a2 — an)(as — a2) | (a5 — a2)(as — a1)

A relacao

Z—15+15=0, (3.63)

serda chamada condicao de Guichard.

o 0 0
oy’ Oyy’ Oys
que as superficies coordenadas y; = const dividem a variedade Riemanniana (M3, g)

Como os vetores { } sao ortogonais, geometricamente, (3.63) significa
em infinitesimais paralelepipedos tais que dois dos seus seis retangulos diagonais sao
quadrados.

Definiremos entao este tipo de sistema de coordenadas:

Definicao 3.5 Um sistema de coordenadas triplamente ortogonal em uma variedade

Riemanniana de dimensao 3

Y = (y17y27y3) : (Mvg) - Rs?

9 9
dyi” Oy
(3.63) serd chamada uma Rede de Guichard.

onde suas funcgoes de Lamé [; = g( ) satisfazem a condi¢cao de Guichard

Teorema 3.5 Se uma imersio f : M? — L° é conformemente plana entdo podemos

parametrizar M? por uma rede de Guichard.

Demonstragao: Decorre da discussao que fizemos antes de definir uma rede de

Guichard.

Com esta definicao e o teorema acima, seguem os seguintes corolarios:

Corolario 3.2 A cada hipersuperficie M conformemente plana em uma forma espacial

de dimensao 4 podemos associar uma Rede de Guichard como definida acima.
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Corolério 3.3 Dada uma hipersuperficie (M3, g) conformemente plana em uma forma
espacial de dimensao 4, existe uma parametriza¢ao por linhas de curvaturaY = (y1, Y2, y3) :

M3 — R3 tal que g € dada nesta parametrizacao, por:
g ='W {cos*0(y) (dyr)* + (dy2)? + sen®0(y)(dys)* } (3.64)

ou

g = "W Lsenh®o(y)(dyr)* + cosh’p(y)(dy2)* + (dys)* } (3.65)

com respectivas sequndas formas quadrdticas:

{a1 cos*0(y) (dyr)* + as(y)(dya)* + az(y)sen®0(y)(dys)* } (3.66)
ou

{al )senh®p(y)(dy:)? + as(y)cosh?(dys)* + az(y)(dys)* } (3.67)
onde y = (y1,Y2,y3), a1(y), az(y) e as(y) sao as curvaturas principais.

Demonstracao: Pelo corolario anterior, temos uma parametrizacao por linhas de

curvatura para a nossa hipersuperficie dada por uma rede de Guichard Y = (y1, 42, y3) :
o o0 0 o 0

(M3, g) — R3. Como os vetores {—, _—, —} sdo ortogonais e l; = 4 [ ¢ (—, —)
dy1 Oy2 Oys dy; Oy

temos que a métrica g induzida pela imersao, ¢ dada por:

= (1)*(dy1)* + (I2)*(dy2)* + (I3)*(dys)*.

Considere 12 = ¢?’W) entdo g é expressa por:

o= L)+ () + )|

Como (3 = [ + [2 temos que

n_ K

‘<ETEin

<1,

[
0 que ¢ equivalente a 0 < 1o Portanto, existe uma funcao diferenciavel tal que

2

cosf(y) = —. Como
2
BB BB
GG ’
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temos que

L senf(y).
ly

E obtemos (3.64). Para a equacio (3.65), basta considerar 12 = >’ para obter

2 12

g= eQP(y) {l_z(dyl)2 + l%<dy2)2 + (dyg)Z}.
3 3

Agora vemos que
5 13+105

- = > 1.
ERN

[
Dessa forma, tomamos uma funcao diferenciavel tal que coshp(y) = l_2 Como
3

BB BB

CE

temos que

l
L = senho(y).
I3

E obtemos (3.65).
Para obter (3.66) e (3.67), basta notar que, quando temos uma parametrizagao por

linhas de curvatura, ao escrevermos uma métrica g da forma:
9 = gu(dy1)” + goa(dy2)® + gss(dys)?,
a segunda forma fica dada por:
IT = ax(y)gu(dyr)* + az(y)gaa(dy2)* + a3 (y) gss(dys)*.

Pelo que fizemos acima e pela expressao anterior, segue diretamente que as segundas

formas fundamentais, relacionadas as métricas sao dadas respectivamente por

1T = *"W L a,(y)cos®0(y) (dy1)? + as(y) (dy2)? + az(y)sen®0(y)(dys)?},

11 = &2PW) Lay (y)senh?p(y) (dyr)? + as(y)cosh?(dys)? + as(y)(dys)?} .

O

Observacao 3.9 O Corolério 3.3 é o ponto de partida para o trabalho desenvolvido

por Suyama em [14].
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O proximo passo serd obter uma reciproca desse fato e entao, uma correspondéncia
entre hipersuperficies conformemente planas e redes de Guichard, para isso, precisamos

do seguinte lema:

Lema 3.4 Dada uma imersao f : M® — L5 com métrica induzida plana g e curvaturas
principais distintas aq, as € az, associadas ao campo normal n e seja’Y = (y1,ya,y3)
(M3, g) — R? sua rede de Guichard correspondente dada pelo Teorema 3.5. Considere

o referencial adaptado de direcoes principais

nzzdf(xl)a n4:n+a3fa n5:f7 Ng,

10 o 0
onde x; = — eli=14/g9| =—,=|. Entao, podemos escrever o co-referencial e as
li Oy Ay Oy

formas de conexao do referencial adaptado dado em termos da rede de Guichard, da

sequinte forma:

1 ||gradys|| ||gradys||?
W = —dyl ¢1 - _—d 1 = T a1 yl
||grady || ||gradys,|| 2||grady, |2|
vy = 1 dyy by — _ |lgradys| Ay Xy = _ |lgradys|| "
IIgraldyzll ||grady,|| | 2||gdlf6w|1|y2l|
grady
w3 = T————dys Y3 = 0 X3 o= dys
||gradys|| 2
aji @ij
Wy = —dy— —— gy (3.68
I = Tlaradgl] ™ ™ Tlaradg,]| ¥ )
||gradys|| ||gradys|| ||gradys||®
V=137 7 74Y1 — 23—d3/2 + (CL31 - CL32) 3,
||gradyys|| ||grady,|| ||grady: ||||gradys,||
||grady;|| 0
= du:l.
com a’] ngadyjl‘ ayznga y]”

Demonstracao: Considere a superficie y; constante. Vimos em (3.60) e (3.62) que

_1 0
_liayi7

€y

e que este campo define um campo normal a essa superficie. Se V é a conexao Rie-

manniana em M3, pelo teorema de Levi-Civita, temos que, para i < j

(V 0 8> 1[8 <8 8)+8 (8 8) 0 (8 8)1
0 S5y =3 a a9 a a a9 - 5 a o
g ay; 0y, Oy, 2 3yig y;j  Oyy, Oy;” \ Oy Oy 8ykg dy;” y;
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oAl Rl
WAy oy |~ Lowe 0wy ) ~ Lows e

Quando k£ =1

o 0
g <v ayJ 33/@ ayz

Analogamente quando k = j

Sek‘%iek%j,temosg(vfa a,i>:0.

Portanto, considerando

—1 Y
temos que
o 0
Mli=g(V
i 9( o7 Dy, 8yk>
e entao

v, 0 10,0 1ok o oy o
oy Qi 10y 0y, 1 0y; 0y Oy 0 Dy,

Z;.

Dessa forma, temos

10 1 10l 0 1 0
Vor= Vg (o) =4, (CFo o "1 % 3

e usando o que obtivemos acima, temos:

PR L S K LK
Y ale Oy; Oy; -~ 1:1;9y; Oy; 17 Oy; Oy (3.69)
_ 1o
lzljgyzx]

Como y; constante é uma superficie de M? e x; é seu campo normal, temos que

T o 1 (9[1
— (Vo) = - (lilj 8yi> zj, (3.70)

onde (v)T é a componente tangente & superficie do vetor v. Entao as curvaturas

principais da superficie y; constante sao dadas por

1 0l;
ll oy;’

CLZ‘j = —

(3.71)

com as diregoes principais dadas por x;, j # 7. Usaremos essas funcoes para encontrar

as formas de conexao w;;.
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Antes, vamos obter as expressoes para o co-referencial w;. Se escrevemos grady; =
3

Z g(grady;, x;)z; temos que

=1
g(grady;, z;) = dy;(z;) = f“’j(%’) 0
j j
tio grad L 9 Dessa t
e entao grady; = +~T; = 5 >—. Dessa lorma,
I lj J l]2 ay]
1 1
lgrady;|| = 5l = ;- (3.72)
J J
Entao
dy;
W = ——7.
||lgrady;||

Calculando entao a derivada de ||grady,|| na diregdo x; obtemos:

1 B
deradyllie) = Jdleradyl] (5
1 (—1> dl; 1 < 1 8lj>
= (== = |- = ||grady;]|a;;.
Portanto,
d||grady;||(x;)  ||grady| (0) ||grady;|| O
= = dilgrady;|| | =— | = 7—1 grady;||.
1= " lgrady, | [lerady, |19 By ) = (lgrady, || oy B0

Para as formas de conexao w;;, lembramos que

3
Vot = ) wy(y)a;.
j=1

Por (3.69) e (3.71) ;
—Qip T = V:pkﬂii = Zwij<xk)xj7
j=1
o que implica
wir(zr) = —wrilzr) = —aq,
wij(Ty) = 0 j#k.

Dessa forma, se x é um campo tangente a M?3,
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temos

entao

Wij = QjWi — AWy,

isto é,
aji @i

wij = g dy; — T dy;.
T [lgrady| [lgrady; ||

Agora, como [; = ¢; dadas em (3.59), segue que:

1 I3

lily = = ,
(\/a3—a1\/a2 —61)(\/% — ajy/az — az) Az — a1
isto é,
l3
a9 — A1 = ——.
l1ls
Analogamente,
l l
as — adgy = —— a3 —ay = ——.
lyls’ I3l
Considerando o campo normal
n=mn-+ Cl3f,
as curvaturas principais passam a ser
a; = ap —as,
az = az—as,
C~L3 - O,

e com um referencial adaptado de diregoes principais, temos

~ l2 rad

Y1 = awr = (@1 —az)hdy, = —l?—llhdyl = _Hierzszyl’
~ 1 rad

Yo = Gowy = (a2 —az)ladys = _EZQdyQ = _Hiradz?H Y2,

3 = azws = 0.

Para determinar a forma v precisamos das seguintes equagoes de Codazzi:
3
0 = dwi—Zwij/\wj—i—wi/\y,
j=1
3
0 = dwi — Zwij /\wj.
j=1
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E entao, quando trabalhamos em um referencial adaptado de diregoes principais para

a faixa (f,n):

3
0 = d(aiwi) - Zwij VAN (ajwj) +w; AV
j=1

3

= dai N w; + aidwi — Z&j(wij N w]‘) +w; AV
=1
" 3

= (da; —v) Aw; —I—aiZwij Awj — Zajwij A wj
j=1 j=1

3
= (daz — V) VAN Wi + Z(CLZ — aj)(ajiwi — aijwj) N Wi
7=1

3
= (dCLZ — V) N wj + Zaﬂ(ai — aj)wi N Wy
j=1

3
= [daz — UV — Z ajl-(ai — aj)wj] A Wi,
j=1
implicando que
3
dai — UV — Z CLji<CLZ' — CLj)UJj = Triw;, (373)
j=1
para alguma funcao r;. Como a forma «s é fechada, temos

0 = d <\/(a2 —ay)(az — ag)wg)

= 2\/(a2—a11)(a3—a2) [(d(lg — dal)(ag - (12) + (CL2 - al)(dag - dag)] N Wo

+\/(a2 — a1)(ag — ag)dw,.

Multiplicando por 2\/(a2 — ay)(asz — ay) obtemos
0= [(dCZQ - dal)(ag - CZQ) + (&2 — al)(dag — dag)] /\w2 +2(a2 —al)(ag —Clg)de. (374)

Pela expressao que obtemos em (3.73) segue que
3
dag — da1 = ToWo — T w1 + Z [CL]Q(CLQ — (Zj) — ajl(al — CL]‘)] u)j
j=1
= [aa(ag — ay) — rijwy + [ra — agi(a; — az)|wo
+ [asz(as — as) — az1(ag — az)| ws
3
dag — d(lg = T3W3 — T'aWwy —|— Z [aj3<a3 — aj) — (ljg(al — CL]‘)] wj
j=1
= [a13(a3 - al) - a12(612 - (11)] w1 + [a23(a3 - (12) - 7“2] %)

—+ [Tg — CL32(CL2 — a3] ws3.
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Voltando em (3.74)

0 = {(a3 - CLQ) [a12(a2 - a1) - 7“1] + (az - al) [CL13(CL3 - a1) - G12(02 - a1)]}w1 A wo

{(as - Clz) [a32(a2 - a3) - asl(al - 03)] + (az - al) [7“3 - a32(a2 - 03)]} w3 A\ wa

—|—2(a2 — a1)<a3 — CLQ) Z(anWQ — CLij]') A Wj
j=1

= [(ag — az)arz(az — a1) — r1(az — az) + (az — a1)aiz(as — aq)
—(ag — aq)(ag — a1)aie] wy Aws + [(as — az)ass(as — az) + (ag — az)asi (a1 — as)
+ (ag — ay)rs3 + (az — a1)ass(az — az)] we A ws
+2(ay — ay)(az — ag)(—ajaws A we + agsws A ws)
= [—ri(az — az) + (ag — a1)(ag — ay)(a13 — a12)] wi A we
+ [—(ag — ay)rs + (ag — as)(az — a1)(ases — azi)] we A ws,
(az — as)(as — a1)(as: — 031)‘

Az — ap
Quando mudamos de (f,n) para (f,n + agf), vimos em (3.38) que w; e w;; ficam

o que implica em r3 =

invariantes, consequentemente os a;; sao invariantes, uma vez que as direcoes principais
sao conservadas. Ja as formas correspondentes  passam a ser v — daz. Assim, por

(3.73), temos que

3
17 = — Z CLj3((l3 — aj)wj — I'sWs
j=1
a3 — ag)laz —ay)lass —a
= —a13(a3 - a1)w1 - Cl23(613 - az)w2 - ( 2 2)( ; ;)( 2 31)0)3
2 — a1
{ l i Iy Ll
= —a13—2l1dy1 - a23—1l2dy2 - —1—22(032 - a31)l3dy3
lgll lQl3 lglg llllzg lg
= —a13l—2dy1 - 0231—16@2 + (az — a32)%dfy3
3 3 3
||gradys|| ||gradys]| ||gradys||”

—a13 dys + (as; — asz)

Y1 — Qo3 3.
||gradys|| ||grady || |lgrady: [|[|gradys||

Para calcular as formas yx; lembramos que, se a métrica induzida por f é plana

entao as formas de Schouten, o; sao nulas. Portanto x; = —f3;. Neste caso,
1 T, 1
pr = §b1W1 = §(a1a2 + G103 — Go03)w = §(a1 — ag)(az — az)wi,
e entao
1 1l Iy L ||gradys]|”
=——(ay — —az)hdyy = ———F—— =——dy = ———dy;.
X1 2(a1 as)(az — az)lidys 2 Isl; Lol 10Y1 20 Y1 2||grady]| 1
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De forma anéloga, obtemos
b |leradyy]?

2= o 2| |gradys||

1 ngady3||
= —dys; = —————d
X3 2s Y3 5 Y3

O

Observagao 3.10 Observamos que as formas dadas em (3.68) no Lema 3.4 podem

ser escritas em termos das fungoes de Lamé [;.

1
||grady;|| = T

De fato, como

2

Podemos ver imediatamente que as formas w;, w;j, ¥;, x; sao dadas por:

w; = lLidy,,
10l
vy = —— gy,
’ L; Oy,
ly
P = —l—dyh X1
3
l
hy = —l—ld?Jz, X2
3
Py = 0 X3

Para escrever v devemos considerar:

2
l3 l3

1 Oly 1 1 0ly
_ sy 1 0sh, (

Lls Oyl '

1 Ol

[y
—ay3-dy; — a23—d3/2 + (az1 — as2)

1 0l

.7
1, Oy Wi

Iy
= 2[2 dyh
lz
= 2[2 dy27
1
— 55225(1 X

[y
12
1 8[1
l3l1 8y3

dys

1 812 l1l2
— 22 (22) 4
+ l3l2 0y3> < l% ) Ys

813 [, Oly ) Iy Oly
= l2—d + 12 —dy, — 12 (——d +02( ==—=d .
1112 [ 8Z/l o 1392 V2 2 I3 Oys3 v ! I3 Oys vs

Usando (3.78), temos

- gl
PO
- zlzlglg [Z%(glid‘yl ggl/zdy?’ dys
— 1111215 (zfdzg +12 gli dyy — 1 lag—;dyza
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O préximo lema nos mostra que as funcoes de Lamé de uma rede de Guichard
associada a uma imersao com métrica induzida plana satisfazem um sistema de seis
equacoes diferenciais parciais. Tais equagoes serao 1teis na demonstracao do proximo

teorema.

Lema 3.5 Seja f : M? — L5 uma imersao com métrica induzida plana g e seja
Y = (y1,v2,y3) : (M3, {df,df)) — R3 sua rede de Guichard. Entdo as suas fungdes de

Lamé dadas por (3.61) satisfazem o sequinte sistema de equagdes diferenciais parciais:

o _ 1oh o 10k L
0y20ys 1y Oys 0 I3 Oys Oyy’
0y30y, ls 0 3522/1 l1313%/3’
Ools 1 0ls 0h | 10l Oly
0Y10Ys l1 0y Oy lza?ﬁaﬁh’
o= (R (L) oo (3.75)
dys \ 2 Oys Oy1 \ 1 Oy 13 Oys Oy’

0 (1Y 0 (1ol 1ah
Oys \ I3 Oys Oya \ Iz Oys l% oy ay17
D (1ahY | 9 (1an, 1dkah
Oy1 \1 Oy Oys \ U3 Oys l% 0ys 3312’

chamadas equacgoes de Lamé.

Demonstracao: Como a métrica induzida ¢ plana, temos p;; = 0 e entdo, pela

equagao de Gauss (3.22),
3

0= dwij — Zwil A Wiy -

1=1
Portanto, para ¢, 5 e k indices distintos,

O = d(aﬂwi — aijwj) — (@kiwi — aikwk) AN (ajkwk — akjwj)
= daﬂ A\ W + ajidwi — daij A w]' — aijdwj
— (ki @pw; N\ Wi — QriQriw; A\ W) + GigQpiwi, A W;).

3

Antes de prosseguir, note que como dw; = Zwﬂ A wy, temos para i, j, k distintos
1=1

du)j = Wik /\(,c)]C + Wy A w;
= (akjwj — (Ijk&)k) AN Wi + (Clijw]' — ajl-wi) A Wi

= QkjW; N wr + QW5 N\ wj.
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Entao
0 = daji A\ Wi —+ Clji(&]ﬂ'wi A Wi -+ ajiwi A w]') — daij A w]- — aij (akjwj A\ Wi —+ aijwj A wi)
—(agiajpwi A wg — Qgiagw; A w; + Ggagwi A wj)
= daj \w; —da; \wj + agi(aj; — ajp)w; A wy + (a + a F agag;)w; A wj
+Cij ((Zij — aik)wk N Wy .

Temos ainda

daj; = Z aaﬂdyz Zlm ag)dy = Zmz aji)w

=1

Usando entao este fato, temos
0 = [awi(az — ajn) — wp(a)] wi Awg + (a3, + a; + apiar; — x5(az;) — zi(a;))ws A w;
lar;(aij — ax) — or(ag;)] wi A w;,

o que nos da, percorrendo os indices 1, 2 e 3:

$1(a23) = alS(a23 - Gzl), 1’1(%2) = G12(@32 - a31),
ro(as1) = agi(asi — asz), ro(a13) = ags(aiz — aiz),
!103(@12) = G32(a12 - a13), 953(@21) = CL31(CL21 - a23),
r1(a2) + w2(ay) = aiy + a3 + azasz,
To(ass) + w3(azy) = a; + aiy, + ajpass,
r3(asr) + z1(az) = a?ﬂ + a%g + ag3a21.
Usando que a;; = %g—l e que r; = ll 8_ através de substituicao e cédlculo direto,

podemos reduzir facﬂmente o sistema acima para o sistema (3.75).

O

Assumindo que a imersao f é plana nés podemos pensar em M3 como um sub-
conjunto de R? com a métrica usual e f como uma imersao isométrica. Assim, temos
uma rede de Guichard em R3. E entao, podemos pensar na reciproca do coroldrio,
ou seja, dada uma rede de Guichard em R?® queremos saber se é possivel obter uma
imersao plana f : M3 — L e por consequéncia, uma imersao conformemente plana
nas variedades de curvatura constante M. Assim, motivados pela Observacao 3.10.

Podemos entao estabelecer o seguinte teorema:
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Teorema 3.6 A cada imersao conformemente plana f : M> — Mj com trés curvatu-
ras principais distintas podemos associar de uma rede de Guichard Y : U C R® — R3,
cujas fungoes de Lamé (3.61) satisfazem as equagoes diferenciais (3.75).

Reciprocamente, seja Y = (y1,%2,y3) : U C R? — R3, uma rede de Guichard com
0

dy;” yi
euclidiana em U. Suponha que o sistema de equagoes de Lamé (3.75) € satisfeito e

suas funcoes de Lamé nao nulas, definidas por l; = /g ( ), onde g a métrica

considere as formas w;, 1 <i <3 ewyp, 1 <A, B <6, dadas por

wi = lidy
va,, 10l

i l; Oy; Y l; Oy;

dy;

wy = ——dy o —Q—@d?h

wWgg = ——dys We2 = _2_l§dy2

wgz = 0 wes = =5dys (3.76)

W, = Wy

Wsaq — 0, 4§Oé§6

1 Ols Oly
= —— | Pdly + 2 =—=dy; — lils—d
We4 2(1 3+ 30 Y1 138y3 y3),

e pelas relacoes
wap+twpa=0, 1<A B<A4
wae +wsa =0, 1<A<A4
was +wea =0, 1<A<A4 (3.77)
wss + wee = 0,
wes = wse = 0.
Entao, existe uma imersdo f:V C U — L5 C R® com metrica induzida plana e cur-
vaturas principais distintas, e consequentemente, uma imersao conformemente plana

com curvaturas principais distintas em uma forma espacial M;l(.
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Demonstracao: A primeira parte ja é dada pelo Teorema 3.5 e Corolario 3.2.
Para a segunda parte, precisamos verificar se as formas diferenciais dadas em (3.76)
e pelas relagoes (3.77) satisfazem as equagoes de Maurer-Cartan.

Como fizemos anteriormente, introduziremos a notacao:

1/12' = W4,
Xi = Wei,
Vv = We4,

com 1 < i < 3. Entao, pelas hipdteses (3.76) e (3.77), as equagoes de Maurer-Cartan

reduzem-se a:

e Equacoes de Codazzi

3
O = d@/}i—Zwij/\iﬂthwi/\y,

J=1

3
0 = dwi - Zwij /\wj,
j=1

3
0 = dXi—Zwij/\Xj—wi/\V.
j=1

e Equagoes de Ricci

3

0 = qubj/\wja
j=1
3

0 = ZX]-/\wj,
j=1

3
dv = ) x; A
j=1

e Equacao de Gauss

3
—dwij + Zwik N Wgj = v A %’ + wi A X5+ Xi-
k=1

Para verificar as equagoes de Maurer-Cartan, utilizaremos algumas expressoes, que

serao bastante uteis nos calculos que faremos:
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Aplicando derivadas parciais na expressao
=05+

obtemos que
% Iy 0ly 13 0l3

%%21 ll 8y1 ll 8 17

I 6[1 l3 Ol

B R + = (3.78)
0 l 8y
ol pol PO

Vamos entao verificar as equacoes de Codazzi. Para a equacgao envolvendo dw;,

observamos inicialmente que

dw; = dl; N\ dy; = gl dy; N dy;.
Mas,
3 3
1 0l; 10l
> wiAw; = §:<la% laﬂm>A@%
=1 =1
li
J 1 Y
ol;
= —dy; N\ dy;
3 Yi
= dwl
Portanto,

3
dwz = E Wiy /\wj.
Jj=1

Vamos agora verificar a equagao de Codazzi para v;

3
—Zu)lj/\w]’—Fu)i/\V:O,
j=1

analisando cada valor de ¢ separadamente:
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3
e Para i = 1, temos d@/}l—Zwlj/\wj+w1/\l/:d1/)1—wlz/\¢2+w1/\y:El.

7=1
Portanto,
ly 10l 1 0l Iy
B = d|=2)Ady — | —==Ldy; + ——2dys | A [ —2d
' ( 13) ” ( Iy Oy s Iy Oy y2> ( I3 y2)
1 3 1

l1d —— | Bdls + 2=—dy, — l1l5—d

+(l yl)Ahlgl% <1 3+ 365/; Y1 138y3 12?43
lodls — 13dl l
{1 Ol

——1—1dyl A dys
lol3 Oys
l2 l% 1 ll

= IR ET) dl3 VAN dyl - —dlg VAN dyl + —dll VAN dyl

i 1 l
= | =dly— =dly + —dl; | Ady,
ly I3 ol
l _
_ 3dlz — ladly + lydly A dyy
lol3

= 0,

onde a ultima igualdade decorre de 7 — I3 + 13 = 0.

3
e Para i = 2, temos d'po_szjij+W2AV:d'po_WQl/\'l/fl“FWQ/\V: Es.
j=1
Portanto,

I 1 0l, 1 0l Iy
Ey = d|l—— | ANdy, — | ——=—=d ——d A —=d
? ( 13) v < b 391 vt ly 392 yl) ( I3 y1>

1 ol ol

Ldls — 1 clﬁbl% l aayzl aygz
= (5 ) Adyn — - dys Ay + 5 dys Adls

101 c 1 azlllg o s

+——3dy2 Ady, — ——ldyz A dys

hon T N 1 ol
— ——di, Nd 2B 2 T2 s Adyy — — Ldyy A d

113 1A aye + gllalayl L3 ay1>1 2 A @ l3 Oys Y2 s
— —dl Ndyy — ——Edys Ay, — —Ldys A d

s 1 Y2 ls 0y1 Y2 Y1 ls 8y3 Y2 Y3

1 1
== ——dll A dyQ + —dll A dyg
I3 3

= 0.
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3
e Parai = 3, temos d@/}g—ngj /\Q/Jj—i—w;;/\l/ = —W31 /\@Dl — W32 /\’QZJQ—FW;),/\V = E3.
j=1

Portanto,
1 0l3 1 0l ly
E; = — —§%—%dy3 + §%—%§dy1 A —éd%
- —ga—yﬂyf 10y, ™ . 5, y
3 1

+ (lljdg(;gll A L0 <l%dlz—i—all§38—%dy1 — lllg@dy;g) .
= —@%—gdyg A dy, — @%_gd% A dys + %dyg Adls + Edyg A diyy
= _@8_3/10@3 A dy, — @a—deyg A dys + Edys A dl3
= 0.

Procedendo da mesma forma, faremos a verificagao para a a equacao de Codazzi:
3
dXz_ § wz'j/\Xj—i/Ji/\l/:O.
Jj=1

3
e Parai =1, temos Xm—Z Wi AXG; =AY = dx1—wig AXa—wisAX3— U1 Av = F.
j=1

Portanto,
Iy 1 90l 1 0l Iy
F, = d|—— ) ANdyy — | ———=—d ——d A | —=d
' ( 2l§) . l> 9y> y1+ll oy yz) ( 213 y2)
1 0l 1 0l5 1
— | ——=d ——=d A —d
53 ys it Iy Oy y3> <(921l3 Y3 51
2 1 3 1
— | —=d A —— | Bdls + 2=—"=dy;, — l1l3—d
zlg’dzyl zlzlljzl§ (1 - gaybzyl " ou yg)az
1 (13dly — 2013dl3 1 al 1 ol
= —= dy, — ———d d ——d d
5 < i ) N ayy 22 Dy Y1 N\ ays + 22 Dy y1 N\ dys
1 0l
—;dﬁ/l Adl3 — —Qﬁdyl A dys
5 By 1 ol 1 ol
= ——dly Ny, + =dls ANdy, — — =—dyy A dys — — —dy; A d
l2l§ 1 Y1+ E 3 Y1 22 Dy Y1 Yo 22 Dy Y1 Y3
+—:1)’dy1 A dlg
ls
1 ll 1 ll
= __lel A\ dy1 + —gdlg A dy1 + _lel N dyl — —3dl3 N dyl
213 l3 213 I3
= 0.
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3
e Parai = 2, temos dXQ—Z Wo i AX; =Y AV = dxo—wa1 AX1—wWazAX3— V2 AV = F.

7=1
Portanto,

l 10l 10l [
B, = d (——2) A dy — (———2dy2 - ——1dy1) A (——%lyl)
Ly Oy l2 Oy

10l 10l 1
— (= dys + —ngy?,) N <—dy3

l3 8y3 lg 8 2 2[3
Iy 1 Ols ol
— | —=d A —— | Bdls + 12=—dy; — l1l3—d
llé”dzyz zlzlljzl‘% o 3aylazy1 o yg)az
1 [ l5dly — 215lsdls L iy 1 0ly
= —= dyy — — —d d ——=d d
2 ( I ) N ays 22 9, Y2 N\ ay; + 22 Dy Y2 N\ dys3
12 1 0ls I, 0l
—dys Ndls + ——dy, Ndy; — —=—dys N\ d
lzl;% Y2 3+ Iols 91 Y2 U1 %llg Dys Y2 Ys3 N
1 1 2 1 2
= ———dlbNd —dls ANdys — ——=dys N d ——Zdys N d
2[:)2) 82l Yz + lglg :Z Y2 2[% 8y1 Y2 % + 2[% 8y3 Y2 Ys
1 0l 1 0l
———dys N d dys A d
l21l3 8y1 y2 yll lgl% (9 3 y2 1 g;
= ——dly Adys + —dls A\ dyy — — —2dys A d
21% 82 Yo + ol 3a Y2 2@ oy Y2 ) U1 ,
1 0ly 1 0l, I3 I, o,
———dys N d ——Zdys Nd ———dys Ndy; — ——dy, N d
2{?2) s Y2 3/31+ 2 dys Y2 1y3 + ks D1 y21 , Y1 ZZQZ%?% Yo N\ ays
= ———dly Adys + ——dls A dys + —=dls A d =2 L )y Ad
20 2 A\ ays + Il 3 A\ ays + 20 2 A\ ays + (l§ Oys b2 8y3> Yo N\ dys3
1 0ls
o —dy: N dy
faka Ot ) 1 ol
= —dls Adys + — —dys A dys + — —>dys A d
12113 3\ dys + ks D75 Yo N\ ays + A Yo N\ ayy
= —dlg VAN dyQ — —dlg A dy2
lol3 lol3
= 0.

3
° Paraz':Btemosdxg—ngj/\Xj—1/J3/\V:dxg—w31/\X1—w32/\X2=F3-

7=1
Portanto,

1 1l 1l l
By = d (—) A dys — (———3d - dyl) A <——1dy1>

2131 ol 1 élz ZONRT %
_ <_ l2 8_g/zdy3 L 3_yzdy2 A 2% dy,
= —%d 3 A\ dys 2{5 3;? dys A dy; 2_l§8_zdy3 A dys
— _Q—@dlg A dys + Q—%dlg N dys
= 0.
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As equacoes de Ricci

3
ij/\wj = O,
j=1
3
ZX]'/\UJ]' = O,
j=1

sao trivialmente satisfeitas. Para a proxima
3
dl/ = Z Xj A\ ¢j,
j=1

devemos ter dv = 0. Pela linearidade de dv, basta verificar aplicando nos vetores

coordenados Ev Lembrando que
Yi
1 0l3 oly
Vv = I ZQZQ (Zleg) + l28 dyl — lllga—dyg)
Temos,
AN
B
1 Ol3
v i—) = —=—, 3.79
ys l2132, 0ya ( )
S0y _ bon ,on
(93/3 - lng ayg lal3 83/3 '

Usando a férmula dv(z,y) = zv(y) — yv(z) — v([x,y]), temos que:

dy<i i) _ 9 ,,(i)_iy< 9)
dy;’ y; dy;  \ Oy, dy; \0y; )’

ja que o colchete se anula. Portanto

0 (i i) _ 9 (i) 9 (i)
5’3/2’ o 0yo oy oy 0yo

_ O (kO b Ol O (L0l b O
B Y2 lll2 oy l1l2 Oy20y1 Oy lzl§ Ya lzl§ 0y10ya )
ly 8[ Ols Ols ly I 0°l3
= 112 — 1, l2 2151 — IR T
HE {3 Y (8 Y2 "oy, 2) Iy (lll§ 2) Oy20y:
oly oly , 0l 0l
— l l2 l l + 215l —_—
2 {a yi (a i 20y, ] dyo
. D%l 1 0l3 0l 1 0l3 0l
Usando a equacao de Lamé = ——— 4+ — temos
A 0y10Y2 L1 0y1 Oya 1y 8y2 391
() oo b e 00 20
ys ’ oy lll§ 0ya Oy l%lg 0ya Oy lll?s, 0ya Oy

1 (1 Ol Ol; 1 0ls 8l2) 1 0l 0l I, 9l Ol

t+— 7t =+ 55
Lily \ 11 Oy1 Oys ly Oyo Oy l2l§ 0y1 0y l l ayl ayz

20, Ol Ol
lzlg o 3y2'
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Aplicando (3.78),

d (i i)
692’ oy

O que implica dv (

R
lll§ lz (?yg 12 8y2 8y1 l%lg ayg ayl lll 0y2 8y1
Ot ool (10 Lol O
l%lz Oy1 Oya lll% Oy2 Oy l2l§ ly0yr 11 0y1 ) Oy
L0l ol 20 0l
1313 0y1 Oya  1ol3 Oy1 Oy
oly dly (1 B lo n 1 L9l Olz Ol 2 2l n 2[4
@yg 8y1 lglg l%l% l%lg E)yg ayl lllglg lllg) lglg
Dol (1 1 h
83/2 ayl lll% lll?% l2l2
aly 0Ol ( 12 z2+z2> Hazg ol ( l§+z%>
0y Oy l2l2 3 0y Oy l1l2l§’
+8l3 0ly — I3+
83/2 ayl lllglg
0.

0 8)_0
3?/2 oy '

Analogamente, por (3.79) temos que

0y (i i)
(91/1’ 0y

1 0ly Ol
— Is+1 - _
e (a " Qayl)

9, (i) 9 (i)
Oy \ Oys dys  \ Oy

i l_1 0l I, %l 0 ol 1
o l2l§
0

1
0ys3 lols 3y18y3

_+ -
0ys l2l 591893 891
Lo (b b o
Y3 lll:? Iy l113 0y30y

1 [0 (62 Ols > 0l l

— | =112 - 12 + 20.1 — 4+ —

131} {ayl 2 P 2 By, J Ays  1ol2 0y, 0ys
o, 1 0%

ol Y Ovs - Lls gzy 103

1 2 1 3

~7m [ L2 — 1, (a 2 +253118y2]
311 az3 Lol az3 21, 9l

lgl 63/1 8y3 1212 8y1 a’y;g lQl 8y1 8y3
1 0l3 0ly 1 Oly 0l l2 oly 0lg

l2l3 dyr Dys 25153 dys 8y12 l113 dys Oy

=
loly
D213

A b o

Oy1 113 Qys0y
1 82 8

l l3 31/1 81/3
2l2 Ol 0l

L 13 Bys Oy,

- e + Iy
lll2l3(1aylay3 * Y30
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Ph o 10, dl, Ol Ol
Qys0y1 13 0ys Oyr " Oyy Oy

0?13 l 0%l Oly Oly  0Oly Oly  0l3 0Ol I 0?1y

Segue de (3.78) e da equagao de Lamé

I e Nt S E i N A B

_l’_
AysOy1 | Oyrdys By Bys Oy Oys Oy Oys  Oysdy,
(e ol o o O oo
Oys  Oy1 0ys O

b a?/1 L 8y1
1 0ly 0l; 1 0l 0l

| —2223 , ~ 2271

l3 893 ayl L 8y1 893
Oly Oly 2 0l3 Ol

Ay, Dy 1113 dy1 Oys

Com isso, temos que:

v (i i) 1 (lz 0ly _lj%) 0l [ Oly 0l3 . 2 0ly Ol
oy1’ Oy lzl 0y l212 Oy1 Oys  lilyls Dy Dys

Ea_yl llayl
1 9ly 81+ 1 0l3 0l 1 0ly 0ls ly Ol 0ls

l2l3 6y1 8y3 lgl 8y1 8y3 l l3 ayg 3y1 l%l% (9y3 8y1
1 (8l2 Olsy I3 0l3 Ol

Lilols 1115 Oyy Oys

+
Oy1 0y lil3 Oy1 Oy

(L L0k (T2 )k dly
B 11532, lZl 0ys Oy Lilyls Lilsls ayl 8y3
S b U obon 1 ol ok 1 0k dly
lLilyls Oy, Oys 5513 0y1 0y l2l?2, Oy1 0y l1l§ 0ys Oy ’

aplicando novamente (3.78) obtemos

(a a) 1(12312 11811)8l2 1 0ls (10l zlazl)
e I (e e

Oy1 Oys lll% I3 Oys I3 0ys ) Oy Lilsls Oy Ea_ya_ga_y?»

o, oo L Y
Liols Oy Oys 1313 0y1 Qys  1al3 Oyr Oys 1413 Oys O
= 0.

Portanto, dv <i, i) = 0. Restando mostrar agora que dv (i, i) = 0. De
Oy1’ Oys ya Oys
forma anéloga,

0 <i i) _ 9, (i) _ 9, <i)
Jyz” Oy Jy2 \ 0y Jys  \ Oy

I3 (91/3 I3 (91/3

_2(£)%+hah O (L) Lo
Oy l2l§ 0y 5253 020y Oys \lals ) Oys lols 0y20ys3
0 I 0l Iy, 0%l

S Oys \ L2 ) By 1,12 3y33y2

Lo,y (O
= + 2
13l {6 2l2[ -h (3 Yo l2l3 )J

+L(al2; lazg)%_i ol
l§l§ Yo 23@2 8y3 l2l33y28y3

1 (9l1 8[2 8l3 8[3
- l l2 1 —l2 2051
133 [8 g 0 ( y 2 Dys )} Dy’

94



°l I, Ol I, ol
Usando a equagao de Lamé L 0L 9l 9L Ol

T =57 5 tims 5 temos
Oy20ys  20ys Ays 3 Dys yo
O e T8 S Y
392’ 0y l2l§ 0ys 0y

- - - + - - =

l§l§ 0ys 0y l%l?) 0ya 0y l2l§ 0y Oy3
1 (l%% n l%%) 1 0hdly L Ol Ol
lols \ 1y Oys Oys l3 Oys Oya lz@ 0ys 0y l%l§ Oys 8?/2.
Aplicando (3.78), obtemos

ly a?h

w(Z ) o [ (b Loky] (1L oL)
3?/27 0ys l2l§ 0y l%l§ ly Oy I3 0ys3 I3 0ys3
1, Ol I3 %) oly 1 0l 0l

(L0l a0l ol 1o ol 1 9l Jly
l§l3 ly 6?42 ly 6’?/2 0y3 lgls 592 893 12l§ 8y3 33/2
b o, Oy
1313 Oys Dys

T aNoh L (b L\ ool
lg’ l%l% 5553 0y 0ys3 12@ lgl% lgls 0ya 0y
I I Ols 0ly l% 1 1

Jls 0l

B2 TR ) ooy T\BETE T LE) ay, 0y
BB B\ oh ol (~I3+ B+, "9h ol
B 1213 Ay Oys 1313 " Oys Oy
(z% + 12— zg) Ol Ol

0

l§ l;’ 3_92 Y3

Vamos agora verificar a equacao de Gauss:

3
Pij :—dwij—i-Zwis/\wsj :wi/\@lzj+wi/\xj+xi/\wj.

s=1

Comecaremos pelo lado direito. Imediatamente, se ¢ = j temos que

wi/\wj%—wi/\xj—l—xi/\wj:().

Considerando indices distintos:

e Parat=1¢e j =2 temos 1 Ay +wi A x2 + x1 Aws = G e entao

l l l l
G1 ——Qdyl A ——1dy2 + (lldyl) N ——22dy2 + ——12dy1 VAN (lgdyg)
ls s 212 212
lyls

dyi A d
2o 21§) Y ai
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e Parai=1¢e j =3 temos wi A x3+ x1 A ws = G5. Portanto,

l
Gy = (hdy) A —dy3 + [ —adyn ) A (ladys)

= 0.

e Parai=2e j =3 temos ws A X3+ X2 A wg = G3. Portanto,

[
Gg = (lgdyg) A —dyg ——22dy2 A (lgdyg)
= 0.
Como mudamos apenas o sinal ao trocar ¢ por j segue que

1/12-/\¢j—|—wi/\xj+xi/\wj:0.

Para todo 7 e 5. Dessa forma, basta mostrar agora que

3
—dw;; + Zwis Nwg; =0, V 4,7
s=1

Que ¢é equivalente a
3
(3.80)

dwij - E Wis /\wsj = O, A ’i, j
s=1
Imediatamente temos que, quando ¢ = j a expressao vale. Considere entao os indices

distintos i, j e k. Entao,
1 0l 1 0l
dwy;; = d| — dy; +d dy;
o ( ljﬁy)A v (lzayz)/\ %
0 1 0l; 0 1 0l;
= dy; A dy; + ——— | dyp A dy;
( ) b Gyk( L 5%‘) e

0 lj 0
— dy; N\ d —— L ) dy, Nd
+8yi li Oy v u 8yk li Oy U Ui )
o (10l o (10l 1 0% 1 9l; 0l
= Y —+ — ]>:|dl/\d+|:— ’ J : dz/\d
[8% (lj ;) " oy, (z@- dy: ) | TG gdy; T B oy o) T
la% _lali%d A du.
L Oydy: 12 i oy ]
Por outro lado, ainda considerando os indices distintos 7, j e k, temos que
3
Zwis/\wsj = Wik N\ Wy
1 0l; 1 01y, 1 0l 1 0l;
( I, Oy, Y +liayi yk) ( li dy; yk+lk8 y])
1 0l; 0l; 1 0l; Ol 1 Oly, 0l
= —= —dy; Ndy; + — —dy; Nd —dyi N\ dy;.
12 Oy Oyp, vi e Ikl; Oyr, Oy Yi Nt Lilk Oy; Oy, Ye 1 Ui
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Portanto, para que (3.80) seja satisfeita, devemos ter:

i<1az>+a<lazj)+lazi% .
dy; \l 33/] dy; \1; Oy; 12 Oy, Dy, ’
P 1oy ol 1 dkok
1; Oydy; 120y Qy;  ilj Oy Oy ’
L 1O6o, Lokl
L Oypdy; 120y, Oy Lily Oy Oy

Variando os indices, temos exatamente as equagoes de Lamé (3.75):

9%l
0Y20ys3

Lok Ol 10k Ol
ly Oy Oys 13 Oys Oy
Lol 0l | 1l Oy
I3 Oys Oy 1 Oy1 Oys
Lol Oy 19l ol
11 Oy1 Oys ly Oys Oy
0 (1LY 10h ol
Oy1 \lhL Oy 13 Oys Dy
LAY ANS Y
0ya \ 12 Oys l 591 8?J1
L0 (Lo, Lol o
Oys \ I3 Oys l% 0Yya 0y

E dessa forma, verifica-se que Maurer-Cartan ¢é satisfeita.

Portanto, pelo teorema fundamental das subvariedades, existe uma imersao f :

M3 — RS e uma aplicagao F : M3 — O1(6), o grupo das transformagoes ortogonais

de R% | que para cada p € M? associa uma base pseudo-ortonormal {ny, ...,

vetores em RY de forma que

ne} de

[ (na,n5) = 05, 1< A B<A4
) (na,ns) = <nA,n6> 0, 1<A<4
(ns,ng) =
{ (ns,ns) = (n6,n6> 0.

Além disso, {n1,n9,n3} formam uma base para o espago tangente de f e {n4,ns,ng}

formam uma base para o espago normal ao espago tangente de f. Temos ainda que as

formas w; e wyp estao relacionadas aos vetores n4 pelas relagoes:

df

dnA

3
g winyi,
i=1

6

E waBNnpB.
B=1
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Como ws; = w; € ws, = 0 temos que

6 3
dn5 = E WspNp = E w;n; = df
B=1 i=1

Portanto, dns = df o que implica
ns = f + v,

onde v € RS é um vetor contante. Fixado py € M3, podemos escolher nossa condigao

inicial de forma que f(py) = n5(po) o que implica em v = 0. Entao

f(p) = ns(p),

para todo p € M?3. Como ns é normal ao espaco tangente de f, concluimos que

{df, f) =0,

implicando que (f, f) é constante. Escolhendo a condi¢ao inicial tal que (f(po), f(po)) =

0 concluimos que
flp) e L,

para todo p € M3. Portanto, f: M3 — L° C RS.
Denotando n = ny temos que (f,n) = (df,n) = 0. Portanto, (f,n) constituem uma
faixa para a imersao f. Por (3.76), temos que:

ly ly

= ——d — PR
wq1 s hn l}l?’wla
Wy = —Z—ld = ——w
42 s Y2 ol 2,
Wya3 = 0.

Entao as curvaturas principais associadas a faixa (f,n) sao dadas por

o - 2
A
b
Iyls

a3:O.

gy =

Afirmamos que as curvaturas principais sao distintas. De fato, como as fungoes [; sao

nao nulas, temos inicialmente que

CL37£CL1 e CLQ#CLL
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Suponha por contradicao que a; = as, entao

b

Lils Il
o que implica

3 _ B

hilsls — lilols

Portanto, 13 = 2, o que é um absurdo j& que, pela condi¢ao de Guichard

B —1+1;=0,

implicando em I3 = 0.

Lembramos que, se f é uma imersao com métrica induzida plana, efetuando uma
deformacao conforme (f,7), onde f = e“f e i = n + af, obtemos uma imersio
fM - M3 conformemente plana. Como vimos em (3.34), com a deformacio

conforme, as curvaturas principais passam a ser

Entao, se as curvaturas principais a; sao distintas, a; também sao.
Dessa forma, obtemos uma imersao conformemente plana em My com curvaturas

principais distintas, o que prova a reciproca do teorema.
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Conclusao

Concluimos que o trabalho de Hertrich-Jeromin, [7] nos d4 uma alternativa para o
problema da classificacao das hipersuperficies conformemente planas em formas espa-
ciais de dimensao 4. Mostrando que esse problema é equivalente a classificar as redes
de Guichard em R? associadas a tais hipersuperficies. Uma rede de Guichard nessas

condigoes é determinada por trés fungoes reais positivas [;(y1,y2,y3), ¢ = 1,2,3 que

satisfazem a condigao algébrica

5 —15+103=0,

e o sistema de equacgoes diferenciais

82[1

0Y20ys3
oo

9150
g

3913 2
0 (1o

8_92 E 8y2
1o
I3 0ys3
1o
Ly Oy

Q

ys

Q

ay

Lo Oy 10 Ol

lo Oys O I3 0y O

I3 Oys O Iy Oy, O

b 391 392 528592391
0 (LabY 1on o,
Oyr \lL Oy

L0 (1l

Oya \ Iz Oyo

L0 (Lo

Oys \ I3 Oys

100

12 9y Oys
1l 0l
l% Oy1 Oy
1 a1, o1
130y Oy



Apeéendice A
Formas Diferenciais

O objetivo deste apéndice é apresentar algumas definicoes e resultados bésicos sobre
formas diferenciais para que o leitor, sempre que necessario, possa consulta-lo durante

a leitura do texto.

A.1 Formas Diferenciais em R"

Sejam p € R" e R} o espago tangente de R" em p e (R;})* o seu espaco dual. Uma
base para (R7)* é obtida tomando (dz;),, onde z; : R® — R é a projecio na i-ésima
coordenada. Uma forma diferencial de grau 1 é uma aplicacao w que a cada p € R”

associa w(p) € (R})* que pode ser escrita na forma

n

w = Z a;dx;

i=1
onde cada a; é uma funcao diferencidvel.
Seja Ak(RZ)* o conjunto das funcgoes k-lineares alternadas:
p:Ryx ... xR —R
—_——

kvezes

Com as operacoes usuais Ak(]RZ)* é um espago vetorial. Se ¢i,..., ¢, sao formas

diferenciais podemos obter um elemento p; A g A ... A ¢y de Ak(RZ)* definindo

(1 Ao Ao AN i) (v, ..., v) = det(pi(v;))

Desta forma, podemos mostrar que o conjunto {(dz; A...A (dz;),)}, com i3 <

iy < ... < i constitue uma base para A*(R?)*. Portanto,
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Definicao A.1 Uma k-forma diferencial em R™ é uma aplicacao w que a cada p € R"

associa w(p) € A*(R?)* onde w pode ser escrito por

w = g ardr;
I

onde I indica a k-upla (i1, ...,79) com i; € {1,...,n}.

Convenciona-se que uma O-forma diferencial em R™ é uma funcao diferenciavel
f:R* - R Seja f : R" — R™ uma funcao diferenciavel. A aplicacao linear
dfp : R — ]R?(p) induz uma transformagao linear

fo N(RY)" — AMRY)",
que para cada ¢ € A’“(R?(p))* associa f; (), definida da seguinte maneira:

(o (@) (v, yoe) = p(dfyp(v1), ..o dfyp(vg)), v1,. .. 0, €RY.

Fazendo o ponto p variar, obteremos uma aplicacao f* que leva k-formas de R™ em

k-formas de R”. Convenciona-se que

quando g é uma 0O-forma.

Definicao A.2 Seja w uma k-forma, w = Z ardr; e ¢ uma s-forma, ¢ = Z aydxy,
I J
entao o produto exterior w A ¢ é uma (k+s)-forma definida por

w/\g0:ZaIdex1/\de.

1,J

Definicao A.3 Se w = Zaldxl é uma k-forma, definimos a diferencial exterior de

I
w como sendo a (k+1)-forma

dw = Zdal A dxg.
I
Valem as seguintes propriedades:
1. d(fw) =df Nw+ fdw, quando f:R"™ — R, uma funcao diferenciavel;
2. d(dw) = d*w = 0;

3. d(f*w) = f*(dw), onde w é uma k-forma em R™ e f : R" — R™ uma aplicacdo

diferencidvel.
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A.2 Formas diferenciais em variedades diferenciaveis

Definicao A.4 Seja M uma variedade de dimensao n. Uma k-forma diferencial w em
M é a escolha, para cada sistema de coordenadas X, : U, C R" — M de uma k-forma
wy, em U, de tal forma que se wy, e wy, sao duas tais escolhas e f,(Ua) N f3(Us) # 0,

entao

wo, = (fy ' o f1)wy,

A seguinte proposicao também pode ser vista como uma definicao para formas

diferenciais em uma variedade diferencidvel:

Proposicao A.1 Uma k-forma diferencial w em uma variedade diferencidvel M € a
escolha, para cada p € M, de um elemento w(p) do espaco das formas k-lineares alter-
nadas, A*(T,M)*, do espago tangente, de modo que a expressio w, de w em qualquer

parametrizacao seja diferencidvel.

Demonstragao: Com efeito, dada uma tal escolha, teremos para qualquer parame-

trizacao X, : U, — M, uma k-forma diferencial w, definida por
Walvi, - vp) = w(dfa(v1), .- dfa(vr), vi,...,u €RY, g€ U, (A.1)

E imediato verificar que w, = (X5 "o X,)*ws. Reciprocamente, dada uma k-forma
pela definigao anterior, a condi¢ao w, = (X 5 1o X,)*wp garante que a escolha de um

elemento w(p) € A¥(T,M)* dada pela expressao (A.1) nao depende da parametrizagao.
O

Existe uma relacao interessante entre a derivacao exterior de formas de grau um e

o colchete de campos de vetores:

Proposicao A.2 Se w é uma 1-forma diferencidvel em uma variedade diferencidvel

M e x, y sao campos de vetores diferencidveis em M, tem-se

dw(z,y) = rw(y) — yw(z) — w([z, y])
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Uma demonstragao da proposi¢ao anterior pode ser encontrada em [1].

Note que, para cada p € M, w(p)(z(p)) é uma funcao diferencidvel de M em R
portanto faz sentido escrever yw(x).

Seja M uma variedade diferenciavel. Uma k-forma diferencial w em M é chamada
exata se existe uma (k-1)-forma  em M tal que df = w; w é dita fechada se dw = 0.
Como d? = 0, é claro que se w é exata, entdo w é fechada.

A reciproca deste fato, globalmente, nao é, em geral, verdadeira. Porém, a condicao
dw = 0 é suficiente para que w seja localmente exata. Antes precisamos de uma

defini¢ao:

Definicao A.5 Uma variedade diferencidvel M é contrdtil (a um ponto py € M) se

existir uma aplicagdo diferencidvel H : M x [0,1] — M tal que:
H(p,1) =p, H(p,0)=po, paratodo pe M

E claro que R™ é contratil (a um ponto arbitrario py € R™); basta definir H :
R™x [0,1] — R™ por H(p,t) = po+(p—po)t. O mesmo argumento mostra que a bola de
raior, B, = {p € R™;||p|| < r} é contratil. Decorre daif que toda variedade é localmente

contratil (basta estabelecer um difeomorfismo através de uma parametrizagao).

Teorema A.1 (Lema de Poincaré) Seja M uma variedade diferencidvel M contrdtil
e w uma k-forma diferencial em M, com dw = 0. Entao existe uma (k-1)-forma o em

M tal que da = w.

Uma demonstragao para o Lema de Poincaré pode ser encontrada em [1].
Como todo espaco vetorial V' de dimensao n é linearmente isomorfo a R™ podemos
falar em formas lineares pertencentes ao espago dual V* de um espaco vetorial V. Dessa

forma, temos o seguinte teorema:

Teorema A.2 (Lema de Cartan) Seja v um espaco vetorial de dimensdo n. Se-

jam wi,...,w, V. — R, r < n, formas lineares de V linearmente independentes.
Suponhamos que existam formas lineares 01,...,0, : V — R satisfazendo a sequinte
condicao:

i=1
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Entao

r
91': E AWy, i,jzl,...,r, Qi = Aj;
j=1

Podemos encontrar uma demonstragdo para o Lema de Cartan [3].
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Apeéendice B
Teorema de Frobenius

O Teorema de Frobenius é um resultado bésico de integrabilidade de um sistema de
equagoes diferenciais parciais. A versao classica deste teorema pode ser enunciada da

seguinte forma:

Teorema B.1 Sejam U eV abertos de R™ e R™, respectivamente. Denotemos por u =
(U1, ..., Up) 08 pontos deU ev = (vy,...,v,) 0s pontos de V. Consideremos aplicagoes
diferencidveis (C*), f7 : U xV — R" 1 < v < m, cujas fungoes coordenadas
denotamos por f;, 1 <i < n. Entdo,

B Y n B Y

OOy (%f;—%fﬁ) ~0,

g 8 = J J
em U XV, para todo1 <i<n, 1<~,08<m se eso se firadouyg € U, para todo
v € V existe vizinhanca Uy de ug em U e uma aplicacao diferenciavel F': Uy — V tal

que
F(up) = v,
oF

du,

O enunciado acima e sua demonstracao podem ser encontrados em [15].

= fl(u,F(u)), uely 1<vy<m.

No caso particular em que n = 1 o teorema acima afirma que um sistema de

equagoes diferenciais
oF
— =Aug, ... uy) 1 <1< m,
O

admite solucao com condicoes iniciais dadas se, e somente se,
0?F B 0*F
ou,0ug  Ougdu,,
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De fato, nessas condigoes, temos A7(u) = f7(u, F'(u)) e entdo, o sistema adimite

solugao se, e somente se,

afﬂ of" afﬂ . of” 5
— — = B.1
ou., 8u5+(8vf c%f 0 (B-1)
onde v € V =1 C R. Calculando as derivadas parciais de F' obtemos:
0*F ofr
= —(u, F
du,dug ou (u, F(u))
afP L 01 OF
N 8u% ov du,
Ao
N Ou + v /
Entao,
O?F 0’F aft off afr af?
Ou,Oug  Ougdu, Ou,  Ov Oug ~ Ov

Dessa forma, pela condigao (B.1) o sistema admite solucao se, e somente se, o lado
direito da igualdade acima é nulo, o que é equivalente a:

PF PF
Ou,0us — Ougdu,,’
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