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de qualificação até chegar a esta dissertação. Agradeço a todos que de alguma forma
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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo de hipersuperf́ıcies conformemente planas

baseado em um trabalho de Hertrich-Jeromin, onde são obtidas condições necessárias

e suficientes para que tenhamos uma hipersuperf́ıcie conformemente plana em uma

forma espacial de dimensão quatro. Como consequência temos a relação entre essas

hipersuperf́ıcies e um sistema triplamente ortogonal de superf́ıcies de R3 chamado rede

de Guichard.

Palavras-chave: hipersuperf́ıcies conformemente planas, teorema de Weyl-Schouten,

redes de Guichard
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Abstract

In this work we present a study on conformally flat hypersurfaces which is based on a

Hertrich-Jeromin’s article, where a characterization for conformally flat hypersurfaces

in a four dimensional space form is obtained. As a consequence we have a relationship

between these hypersurfaces and a triply orthogonal system of surfaces in R3, called

Guichard Net.

Keywords: conformally flat hypersurfaces, Weyl-Schouten theorem, Guichard Nets
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2.2 Fórmulas de Transformação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3 O teorema de Weyl-Schouten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3 Hipersuperf́ıcies conformemente planas e Redes de Guichard 37

3.1 Definição do espaço ambiente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.2 Imersões isométricas em L5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.3 Referencial adaptado e equações de compatibilidade . . . . . . . . . . . 43

3.4 Imersões conformemente planas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.5 Redes de Guichard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

A Formas Diferenciais 101

A.1 Formas Diferenciais em Rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

A.2 Formas diferenciais em variedades diferenciáveis . . . . . . . . . . . . . 103
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Introdução

Classificar hipersuperf́ıcies conformemente planas tem sido um tópico de interesse

em geometria diferencial há algum tempo. Assim como vemos em outros problemas de

geometria, o problema em questão é fortemente influenciado pela dimensão da hiper-

superf́ıcie.

Quando temos uma superf́ıcie regular, isto é, uma hipersuperf́ıcie de dimensão n = 2

em R3, o problema está resolvido. A solução está relacionada ao fato de que sempre é

posśıvel obter coordenadas isotérmicas para superficies. Dessa forma, hipersuperf́ıcies

de dimensão n = 2 sempre são conformemente planas.

Para dimensões maiores, a primeira solução obtida foi dada em [4] por E. Cartan, em

1917. Neste trabalho Cartan deu uma classificação completa para as hipersuperf́ıcies

conformemente planas em formas espaciais de dimensão n + 1 ≥ 5, caracterizando-as

por aquelas quasi-umb́ılicas, ou seja, onde uma das curvaturas principais tem multi-

plicidade pelo menos n− 1. No mesmo trabalho, Cartan deu uma caracterização para

hipersuperf́ıcies em formas espaciais de dimensão 4:

Uma hipersuperf́ıcie com três curvaturas principais distintas em uma forma espa-

cial de dimensão 4 é conformemente plana se, e somente se, suas seis ”distribuições

umb́ılicas” (ou seja, os planos onde a segunda forma fundamental é múltipla da

primeira forma fundamental) são integráveis.

Porém, diferentemente do caso anterior, não foi posśıvel uma classificação precisa

a partir desta caracterização, já que tais distribuições não eram tão simples quanto

pareciam.

Em 1994, Hertrich-Jeromin em seu trabalho [7], estudou o artigo de Cartan e ten-

tou dar uma resposta mais satisfatória à questão envolvendo a dimensão da forma

espacial igual a 4. Neste trabalho, o autor conseguiu uma correspondência entre as
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hipersuperf́ıcies conformemente planas de dimensão 3 e as redes de Guichard, uma

espécie de sistema triplamente ortogonal de superf́ıcies consideradas inicialmente por

C. Guichard em 1905 [6] onde ele se referiu a esses sistemas como um análogo às coorde-

nadas isotérmicas. Dessa forma, Hertrich-Jeromin transferiu o problema de classificar

as hipersuperf́ıcies conformemente planas para o problema de classificação das redes

de Guichard. Outro trabalho que temos em 1994, é o trabalho de O. J. Garay [5] onde

é obtida uma classificação para hipersuperf́ıcies conformemente planas de R4 onde a

curvatura média é um autovetor do seu operador Laplaciano.

Ainda tentando compreender o resultado de Cartan sobre o problema quando a

dimensão da forma espacial é 4, Suyama em 2000 e em 2005, com os trabalhos [13] e

[14], apresentou uma abordagem diferente daquela descrita por Hertrich-Jeromin. A

estratégia de Suyama foi estudar hipersuperf́ıcies onde a primeira forma fundamental

fosse de um determinado tipo. E assim, usando a caracterização dada por Cartan,

obteve uma representação da primeira e segunda formas fundamentais de uma classe

de hipersuperf́ıcies que são conformemente planas.

Em 2007, temos em [9] um trabalho em conjunto de Hertrich-Jeromin e Suyama.

Neste trabalho temos uma classificação de hipersuperf́ıcies conformemente planas de

dimensão 3 em termos das redes Guichard com uma caracteŕıstica especial, chamadas

rede de Guichard ćıclicas. Continuando o que foi feito em [7] a idéia agora foi considerar

certas redes de Guichard e ver quais eram as hipersuperf́ıcies conformemente planas

associadas a elas.

O presente trabalho baseia-se principalmente em [7] e [8], este último um livro

onde Hertrich-Jeromin apresenta uma introdução à Geometria de Möbius, abordando

como aplicação do modelo desenvolvido, as hipersuperf́ıcies conformemente planas.

Dividimos o nosso trabalho em três caṕıtulos e dois apêndices, a saber:

• Caṕıtulo 1: Preliminares. Neste caṕıtulo apresentamos as definições e re-

sultados básicos sobre geometria Riemanniana que usaremos durante o trabalho.

Além de relembrar alguns conceitos a idéia aqui é também estabelecer as notações

usadas. As referências usadas neste caṕıtulo, são os livros [2], [10] e [12].

• Caṕıtulo 2: O teorema de Weyl-Schouten. Neste caṕıtulo apresentamos os
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conceitos básicos para estabelecer um teorema fundamental no estudo de hiper-

superf́ıcies conformemente planas, o teorema de Weyl-Schouten. Neste teorema

vemos claramente como a dimensão influi na classificação das hipersuperf́ıcies e

o motivo pelo qual o caso das hipersuperf́ıcies tridimensional é mais complicado.

O caṕıtulo baseia-se essencialmente em [8].

• Caṕıtulo 3: Hipersuperf́ıcies Conformemente planas e Redes de Gui-

chard. Neste caṕıtulo, apresentamos um estudo detalhado do que foi feito em

[7]. Consideramos imersões de variedades riemannianas de dimensão 3 no cone de

luz dentro do espaço de Minkowski e vemos como esse artif́ıcio pode nos ajudar

a obter condições para que hipersuperf́ıcies em formas espaciais sejam conforme-

mente planas. Veremos como é posśıvel obter uma correspondência entre tais

hipersuperf́ıcies e as Redes de Guichard.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Variedades Riemannianas

Neste caṕıtulo apresentaremos as definições e resultados básicos sobre geometria Rie-

manniana que usaremos durante o trabalho. Além de relembrar alguns conceitos a idéia

aqui é também estabelecer as notações usadas. As referências usadas neste caṕıtulo,

são os livros [2], [10] e [12].

Definição 1.1 Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M e uma

famı́lia de aplicações biuńıvocas Xα : Uα ⊂ Rn →M de abertos Uα de Rn tais que:

1.
⋃
α

Xα(Uα) = M.

2. Para todo par α, β, com Xα(Uα) ∩ Xβ(Uβ) = W 6= ∅, os conjuntos X−1
α (W ) e

X−1
α (W ) são abertos em Rn e as aplicações X−1

β ◦Xα são diferenciáveis.

3. A famı́lia {Uα, Xα} é máxima relativamente as condições 1 e 2.

O par (Uα, Xα) (ou a aplicaçãoXα) com p ∈ Xα(Uα) é chamado uma parametrização

(ou sistema de coordenadas) de M em p ; Xα(Uα) é então chamada uma vizinhança

coordenada em p. Uma famı́lia {Uα, Xα} satisfazendo 1 e 2 é chamada uma estrutura

diferenciável em M .

Observação 1.1 Uma estrutura diferenciável em um conjuntoM induz de uma maneira

natural uma topologia em M . Basta definir que A ⊂ M é um aberto de M se
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X−1
α (A ∩ Xα(Uα)) é um aberto de Rn para todo α. É imediato verificar que M e

o vazio são abertos, que a união de abertos é aberto e que a intersecção finita de

abertos é aberto. Dessa forma M torna-se um espaço topológico.

A seguir, estendemos a noção de diferenciabilidade às aplicações entre variedades e

a noção de vetor tangente:

Definição 1.2 Sejam Mn
1 e Mm

2 variedades diferenciáveis. Uma aplicação ϕ : M1 →

M2 é diferenciável em p ∈ M1 se dada uma parametrização Y : V ⊂ Rm → M2 em

ϕ(p) existe uma parametrização X : V ⊂ Rn → M1 em p tal que ϕ(X(U)) ⊂ Y(V ) e

a aplicação

Y−1 ◦ ϕ ◦X : U ⊂ Rn → Rm (1.1)

é diferenciável em X−1(p). ϕ é diferenciável em um aberto de M1 se é diferenciável em

todos os pontos deste aberto.

Decorre da condição 2 da Definição 1.1 que a definição dada é independente da

escolha das parametrizações. A aplicação (1.1) é chamada expressão de ϕ nas parama-

trizações X e Y.

Definição 1.3 Seja M uma variedade diferenciável. Uma aplicação diferenciável α :

(−ε, ε)→M é chamada uma curva (diferenciável) em M . Suponha que α(0) = p ∈M ,

e seja D(M) o conjunto das funções de M diferenciáveis em p. O vetor tangente à curva

α em t = 0 é a função α′(0) : D(M)→ R dada por

α′(0)f =
d(f ◦ α)

dt

∣∣∣∣
t=0

, f ∈ D. (1.2)

Um vetor tangente a M em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva α :

(−ε, ε)→M com α(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p será indicado

por TpM .

Se escolhemos uma parametrização X : U → Mn em p = X(0), podemos exprimir

a função f e a curva α nesta parametrização por

f ◦X(q) = f(u1, . . . , un), q = (u1, . . . , un) ∈ U,

e

X−1 ◦ α(t) = (u1(t), . . . , un(t)),
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respectivamente. Portanto, restringindo f a α, obteremos

α′(0)f =
d(f ◦ α)

dt

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f(u1(t), . . . , un(t))

∣∣∣∣
t=0

=
n∑
i=1

u′i(0)

(
∂f

∂ui

)
=

(
n∑
i=1

u′i(0)

(
∂

∂ui

)
0

)
f.

Assim, o vetor α′(0) pode ser expresso na parametrização X por

α′(0) =
n∑
i=1

u′i(0)

(
∂

∂ui

)
0

. (1.3)

Decorre da expressão acima que o conjunto TpM , com as operações usuais de funções,

forma um espaço vetorial de dimensão n, e que a escolha de uma parametrização

X : U → W determina uma base associada

{(
∂

∂ui

)
0

}n
i=1

em TpM .

Observação 1.2 Algumas vezes, será conveniente usar a notação ∂i para denotar o

vetor
∂

∂ui
.

Com estes conceitos estabelecidos passemos à seguinte definição:

Definição 1.4 Um campo de vetores x em uma variedade diferenciável M é uma

correspondência que a cada ponto p ∈M associa um vetor x(p) ∈ TpM .

Considerando uma parametrização X : U →M é posśıvel escrever

x(p) =
n∑
i=1

ai(p)
∂

∂ui
,

onde cada ai : U → R é uma função em U. Dizemos que x é diferenciável se as

funções ai são diferenciáveis para alguma (e, portanto, para qualquer) parametrização.

Indicaremos por X(M) o conjunto de todos os campos de vetores diferenciáveis em M .

Podemos pensar em um campo de vetores como uma aplicação x : D(M)→ D(M),

definida do seguinte modo

(xf)(p) =
n∑
i=1

ai(p)
∂f

∂ui
(p),

uma espécie de derivada direcional. Dessa forma, se x e y são campos de vetores

diferenciáveis em M e f : M → R é uma função diferenciável, podemos considerar
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as funções x(yf) e y(xf) e então definir o colchete, indicado por [x, y], pelo campo de

vetores xy − yx onde

(xy − yx)f = x(yf)− y(xf).

Podemos verificar que o campo vetorial colchete possui as seguintes propriedades:

1. [x, y] = −[y, x],

2. [ax+ by, z] = a[x, y] + b[y, z],

3. [[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0 (identidade de Jacobi),

4. [fx, gy] = fg[x, y] + fx(g)y − gy(f)x,

Onde z é um campo diferenciável de vetores, a, b são números reais e f , g são funções

diferenciáveis.

Dando seqüência às nossas definições, o próximo passo será definir uma métrica

Riemanniana em uma variedade diferenciável. Assim, fará sentido falar em imersões

isométricas, um conceito que será bastante usado e que será definido logo em seguida.

Definição 1.5 Uma Métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M é uma

correspondência que associa a cada ponto p de M um produto interno <,>p (isto é,

uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaço tangente TpM , que varia

diferencialmente no seguinte sentido: Se X : U ⊂ Rn → M é uma sistema de coor-

denadas locais em torno de p com base associada

{(
∂

∂ui

)}n
i=1

e q = X(u1, . . . , un)

então a função

〈
∂

∂ui
(q),

∂

∂uj
(q)

〉
q

= gij(u1, . . . , un) é uma função diferenciável em U .

As funções gij são chamadas expressão da métrica Riemanniana no sistema de coor-

denadas X : U ⊂ Rn → M . Uma variedade diferenciável com uma dada métrica

Riemanniana chama-se uma Variedade Riemanniana e denotaremos essa métrica por

〈, 〉 e, em alguns casos, por g (, ) ou simplesmente g.

Definição 1.6 Sejam M e N variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável

ϕ : M → N é uma imersão se dϕp : TpM :→ Tϕ(p)N é injetiva para todo p ∈ M .

Se N tem uma métrica Riemanniana, f induz uma métrica Riemanniana em M por

〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p), u, v ∈ TpM . A métrica de M é chamada então uma

métrica induzida por f , e f é uma imersão isométrica.
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1.2 Conexão Riemanniana e Curvatura

Um conceito que será fundamental em nossos estudos será o de curvatura, em verdade,

procuraremos variedades com uma curvatura espećıfica. Assim, é importante deixar

registrado neste caṕıtulo preliminar esta definição. Definiremos inicialmente conexão.

Definição 1.7 Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciávelM é uma aplicação

∇ : X(M)× X(M) → X(M)

(x, y) 7→ ∇xy

que satisfaz as seguintes propriedades:

1. ∇(fx+gy)z = f∇xz + g∇yz,

2. ∇x(y + z) = ∇xy +∇xz,

3. ∇x(fy) = f∇xy + x(f)y,

onde x, y, z ∈ X(M) e f, g(D). Dizemos que ∇ é simétrica se

∇xy −∇yx = [x, y]. (1.4)

Quando estamos em uma variedade Riemanniana M dizemos que ∇ é compat́ıvel com

a métrica se

x 〈y, z〉 = 〈∇xy, z〉+ 〈y,∇xz〉 . (1.5)

O seguinte teorema é um resultado fundamental sobre conexões Riemannianas que

será útil mais adiante.

Teorema 1.1 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M , existe uma única

conexão Riemanniana ∇ univocamente determinada pela métrica através da expressão

〈z,∇yx〉 =
1

2
{x 〈y, z〉+ y 〈z, x〉 − z 〈x, y〉

− 〈[x, z], y〉 − 〈[y, z], x〉 − 〈[x, y], z〉} .
(1.6)

Assim, como a conexão dada pelo teorema de Levi-Civita é única, essa conexão será

chamada a conexão Riemanniana de M ou conexão de Levi-Civita.
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Observação 1.3 Quando nos restringimos aos vetores coordenados ∂i =
∂

∂ui
de

uma base associada à uma parametrização X, introduzimos as funções Γkij chamadas

śımbolos de Christoffel, definidas da seguinte forma:

∇∂i∂j =
n∑
k=1

Γkij∂k.

Definimos agora a curvatura em uma variedade Riemanniana.

Definição 1.8 A curvatura R de uma variedade RiemannianaM é uma correspondência

que associa a cada par x, y ∈ X(M) uma aplicação R(x, y) : X(M)→ X(M) dada por

R(x, y)z = ∇y∇xz −∇x∇yz +∇[x,y]z. (1.7)

onde z ∈ X(M) e ∇ é a conexão Riemanniana de M .

Passemos agora as propriedades de R. Dados x1, x2, y1, y2, z, w ∈ X(M) e f, g ∈

D(M) temos que:

1. R é bilinear em X(M)× X(M), isto é

R(fx1 + gx2, y1) = fR(x1, y1) + gR(x2, y1),

R(x1, fy1 + gy2) = fR(x1, y1) + gR(x1, y2).

2. Para todo par x, y ∈ X(M), o operador curvatura R(x, y) : X(M) → X(M) é

linear, isto é,

R(x, y)(z + w) = R(x, y)z +R(x, y)w,

R(x, y)fz = fR(x, y)z.

3. R(x, y)z +R(y, z)x+R(z, x)y = 0, (Primeira Identidade de Bianchi).

É conveniente escrever o que foi visto acima em um sistema de coordenadas (U,X)

em torno de p ∈Mn. Escrevendo

R(∂i, ∂j)∂k =
n∑
l=1

Rl
ijk∂l,

as funções Rl
ijk são chamadas as componentes da curvatura R em (U,X) e podemos

exprimir tais funções em termos dos śımbolos de Christoffel da seguinte forma:

Rs
ijk =

n∑
l=1

ΓlikΓ
s
jl −

n∑
l=1

ΓljkΓ
s
il + ∂j(Γ

s
ik)− ∂i(Γsjk).
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Considere agora a seguinte aplicação

r : X(M)× X(M)× X(M)× X(M) → D(M)

(x, y, z, w) 7→ 〈R(x, y)z, w〉

é imediato verificar que r é linear em cada uma das entradas, além disso, temos as

seguintes propriedades:

1. r(x, y, z, w) = −r(y, x, z, w),

2. r(x, y, z, w) = −r(x, y, w, z),

3. r(x, y, z, w) = r(z, w, x, y).

A aplicação r será chamada o tensor curvatura de M .

No que se segue convém usar a seguinte notação. Dado um espaço vetorial V, x e

y vetores em V , indicaremos por |x ∧ y| a expressão√
|x|2|y|2 − 〈x, y〉2

e assim podemos estabelecer a seguinte definição.

Definição 1.9 Dado um ponto p ∈ M e um subespaço bidimensional σ ⊂ TpM

gerado por x e y, o número real

K(x, y) =
r(x, y, x, y)

|x ∧ y|2
,

que depende apenas da escolha de σ, será chamado curvatura seccional de σ em p.

Definição 1.10 As variedades completas com curvatura seccional constante são cha-

madas formas espaciais.

Podemos mostrar que, com um ajuste na métrica, podemos assumir que uma vari-

edade M de curvatura seccional constante possui curvatura seccional 0, 1 ou -1. Além

disso, quando M é simplesmente conexa, podemos mostrar que M é isométrica a Rn,

quando K = 0; a esfera unitária Sn, quando K = 1 e ao espaço hiperbólico, quando
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K = −1.

Nos próximos caṕıtulos, lidaremos com outras aplicações multilineares definidas so-

bre os campos de vetores, assim como o tensor curvatura. Tais aplicações são chamadas

tensores, definidas da seguinte maneira:

Definição 1.11 Um tensor de grau s ou simplesmente um tensor-(s, 0) em uma vari-

edade Riemanniana M é uma aplicação multilinear

X(M)× . . .× X(M)︸ ︷︷ ︸
s

→ D(M).

Similarmente um campo tensor de grau s ou um tensor-(s, 1) é uma aplicação multi-

linear

X(M)× . . .× X(M)︸ ︷︷ ︸
s

→ X(M).

Temos como imagem funções diferenciáveis no caso de tensor-(s, 0) e campos de

vetores diferenciáveis no caso de tensor-(s, 1), podemos então pensar na derivada de

um tensor, mais precisamente, temos a seguinte definição:

Definição 1.12 Sejam A um tensor-(s, 0) e x ∈ X(M) um campo fixado. Definimos

a derivada covariante de A na direção de x como um tensor-(s+ 1, 0) dado por

(∇xA)(y1, . . . , ys) := x(A(y1, . . . , ys))

−
s∑
i=1

A(y1, . . . , yi−1,∇xyi, . . . , ys).
(1.8)

Analogamente, se A é um tensor-(s, 1) a derivada convariante de A é um tensor-(s+1, 1)

dada por

(∇xA)(y1, . . . , ys) := ∇x(A(y1, . . . , ys))

−
s∑
i=1

A(y1, . . . , yi−1,∇xyi, . . . , ys).
(1.9)

Observação 1.4 Temos alguns casos especiais a considerar:

1. Para uma função f : U ⊂ M → R (isto é, para um tensor-(0, 0) a derivada

covariante nada mais é do que a diferencial de f e assim ∇xf = df(x) = x(f).

O gradiente de f com respeito a uma métrica g, indicado por gradf é o vetor

determinado pela relação g(gradf, x) = df(x).
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2. A derivada covariante segunda de f é dada por ∇2f = ∇∇f . Usando o que vimos

anteriormente,

(∇2f)(x, y) := (∇x∇f)(y) = x(∇f(y))−∇f(∇xy)

= xy(f)− (∇xy)(f)

= x(df(y))− df(∇xy).

Para conexão Riemanniana, xy − yx = [x, y] = ∇xy −∇yx, então

(∇2f)(y, x) = yx(f)− (∇yx)(f)

= xy(f)− [x, y](f)− (∇xy)(f) + [x, y](f)

= (∇2f)(x, y).

E assim, (∇2f)(x, y) é um tensor-(2, 0) simétrico chamado de hessiano de f

indicado também por hess f(x, y). Note agora que

x(g(gradf, y))︸ ︷︷ ︸
xdf(y)

= g(∇xgradf, y) + g(gradf,∇xy)︸ ︷︷ ︸
df(∇xy)

e então obtemos a relação g(∇xgradf, y) = hess f(x, y), veremos que essa relação

será muito útil no próximo caṕıtulo:

hess f(x, y) = xdf(y)− df(∇xy)

3. Decorre da definição da conexão Riemanniana ser compat́ıvel com a métrica que

(∇xg) = 0.

4. Para o tensor curvatura r temos a Segunda Identidade de Bianchi:

(∇vr)(x, y, z, w) + (∇zr)(x, y, w, v) + (∇wr)(x, y, v, z) = 0.

Dado p ∈M sempre podemos encontrar uma base ortonormal de vetores em TpM .

Considere agora n campos de vetores de forma que, em cada p, {e1(p), . . . en(p)} seja

uma base ortonormal. Em geral, pode não ser posśıvel definir tais campos em todos

os pontos de M , mas localmente sempre é posśıvel, e isso será suficiente para nossos

propósitos. Tal conjunto de campos de vetores será chamado um referencial ortonor-

mal. Estabelecido esse conceito, temos a seguinte definição:
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Definição 1.13 O divergente de um tensor-(2, 0) simétrico A em M é dado por:

(divA)(x) =
n∑
i=1

(∇eiA)(x, ei).

onde {e1, . . . , en} é um referencial ortonormal e x ∈ X(M).

Definimos agora outro tensor importante, chamado tensor de Ricci, intimamente

relacionado com o tensor curvatura. Com ele, temos também a curvatura escalar:

Definição 1.14 Seja {e1, . . . , en} um referencial ortonormal definido em U ⊂ M o

tensor de Ricci, um tensor-(2, 0) simétrico é dado por:

Ric(x, y) =
n∑
i=1

r(x, ei, y, ei), (1.10)

e a seguinte soma

k =
n∑
i=1

Ric(ei, ei), (1.11)

será chamada curvatura escalar.

Dado um ponto p ∈M podemos mostrar que, sempre existe um referencial ortonor-

mal definido em uma vizinhança U ⊂ M de p tal que ∇eiej(p) = 0. Tal referencial

será chamado um referencial geodésico. Às vezes, será conveniente trabalhar em um

referencial geodésico, visto que, ao escrever x =
n∑
i=1

g(x, ei)ei teremos ∇xej(p) = 0.

Como exemplo de aplicação de um referencial geodésico, temos o seguinte lema, que

será importante no próximo caṕıtulo e é interessante em si mesmo.

Lema 1.1 (divRic)(x) =
1

2
dk(x)

Demonstração: Seja {e1, . . . , en} um referencial geodésico definido em uma vizi-

nhança U de um ponto p ∈ M então a diferencial de k no ponto p, na direção de

x ∈ X(M) é dada por:

dk(x) = x

(
n∑
i=1

Ric(ei, ei)

)
= x

(
n∑
i=1

n∑
j=1

r(ei, ej, ei, ej)

)
.

O fato de estarmos em um referencial geodésico nos permite aplicar a definição de

derivada covariante e obter a seguinte expressão equivalente:

dk(x) =
n∑
i=1

n∑
j=1

(∇xr)(ei, ej, ei, ej) em p. (1.12)
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Calculamos agora o divergente do tensor de Ricci no ponto p:

(divRic)(x) =
n∑
i=1

(∇eiRic)(x, ei) =
n∑
i=1

[eiRic(x, ei)−Ric(∇eix, ei)−Ric(x,∇eiei)]

=
n∑
i=1

[ei

(
n∑
j=1

r(x, ej, ei, ej)

)
−

n∑
j=1

r(∇eix, ej, ei, ej)]

=
n∑
i=1

n∑
j=1

[eir(x, ej, ei, ej)− r(∇eix, ej, ei, ej)],

onde usamos que ∇eiei(p) = 0 na segunda igualdade. Da mesma forma como fizemos

anteriormente, aplicamos a derivada covariante de r na direção ei e obtemos em p:

(divRic)(x) =
n∑
i=1

n∑
j=1

[(∇eir)(x, ej, ei, ej)] =
n∑
i=1

n∑
j=1

[(∇eir)(ei, ej, x, ej)]. (1.13)

Pela segunda identidade de Bianchi, temos:

n∑
i=1

n∑
j=1

[(∇eir)(ei, ej, x, ej) + (∇xr)(ei, ej, ej, ei) + (∇ejr)(ei, ej, ei, x)] = 0.

Usando (1.12) e (1.13) reescrevemos a expressão acima como:

(divRic)(x)− dk(x) +
n∑
i=1

n∑
j=1

(∇ejr)(ei, ej, ei, x)] = 0.

Os somatórios que restaram são exatamente a expressão de (divRic)(x) já que,

usando as propriedades dos tensor curvatura e permutando os somatórios, obtemos no

ponto p:
n∑
i=1

n∑
j=1

(∇ejr)(ei, ej, ei, x)] =
n∑
j=1

n∑
i=1

(∇ejr)(ej, ei, x, ei)],

que é uma expressão análoga a (1.13). Verificado este fato, e como p é um ponto

arbitrário de M , obtemos então:

(divRic)(x) =
1

2
dk(x).

�

14



Caṕıtulo 2

O Teorema de Weyl-Schouten

O teorema de Weyl-Schouten é o principal teorema sobre classificação de variedades

conformemente planas. Veremos que quando a dimensão é maior que 3, uma condição

necessária e suficiente para que a variedade seja conformemente plana é que o tensor

de Weyl seja nulo, o que é equivalente a uma equação diferencial de segunda ordem.

Quando temos a dimensão 3, o teorema estabelece que uma condição necessária e

suficiente é que o tensor de Schouten seja um tensor de Codazzi, o que é equivalente a

uma equação diferencial de terceira ordem, mostrando assim porque o caso em que a

dimensão é 3 merece um estudo a parte.

Começaremos o caṕıtulo com algumas noções básicas de geometria conforme rela-

cionadas com os conceitos de geometria Riemanniana que apresentamos previamente

no Caṕıtulo 1. Dessa forma, iremos introduzir a noção de aplicação conforme e quais

as mudanças geradas por essa aplicação em elementos como métrica, conexão e tensor

curvatura. Neste contexto, apresentaremos a definição de variedade conformemente

plana e em seguida o Teorema de Weyl-Schouten, que dá condições necessárias e sufi-

cientes para que uma variedade Riemanniana seja conformemente plana. Finalizaremos

o caṕıtulo com duas aplicações desse teorema, mostrando que as formas espaciais são

conformemente planas e que variedades produtos de dimensão 3 do tipo M2 × I são

conformemente planas se, e somente se, M2 tem curvatura gaussiana constante.
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2.1 Aplicações Conformes

Inicialmente, veremos a noção de aplicação conforme e a noção de equivalência conforme

entre métricas. Denotaremos por (M, g) a variedade Riemanniana M munida com uma

métrica Riemanniana g, então:

Definição 2.1 Uma aplicação f : (M, g) → (M̃, g̃) entre variedades Riemannianas é

chamada aplicação conforme se a métrica induzida f ∗g̃ = g̃(df, df) = e2ug para alguma

função u : M → R diferenciável.

Duas métricas g e g̃ em M são ditas conformemente equivalentes, ou conformes,

quando a aplicação f = id : (M, g)→ (M, g̃) é conforme.

Observação 2.1 Note que as seguintes afirmações são equivalentes:

1. f : (M, g)→ (M̃, g̃) é uma aplicação conforme;

2. f preserva ângulos;

3. f preserva ortogonalidade;

Claramente, 1 implica em 2 e 2 implica 3. Falta mostrar então que 3 implica em 1

e obtemos o resultado desejado. Nesse sentido, seja {e1, . . . , en} uma base ortonormal

em TpM , assim para i 6= j,

g(ei + ej, ei − ej) = g(ei, ei)− g(ei, ej) + g(ei, ej)− g(ej, ej) = 0.

Se f preserva ortogonalidade,

0 = g(ei + ej, ei − ej) = g̃(df(ei + ej), df(ei − ej))

= g̃(df(ei), df(ei))− g̃(df(ei), df(ej))

+g̃(df(ei), df(ej))− g̃(df(ej), df(ej))

= g̃(df(ei), df(ei))− g̃(df(ej), df(ej)),

mostrando que os vetores df(ei) são ortogonais e tem o mesmo comprimento. Portanto,

se escrevemos g̃(df(ei), df(ei)) = e2u = e2ug(ei, ei), temos que f é conforme.
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Exemplo 2.1 As inversas das projeções estereográficas σ±, definidas por

σ−1
± : Rn → Sn ⊂ Rn+1 = R× Rn

p 7→ 1
1+|p|2 (∓(1− |p|2), 2p) ,

são conformes, onde a métrica na esfera é a métrica induzida pelo Rn. Basta notar que,

de acordo com a observação anterior, as aplicações inversas das projeções estereográficas

preservam ortogonalidade. De fato, tomemos por exemplo σ−1
− = f então se {e1, . . . , en}

é a base canônica do Rn e p = (p1, . . . , pn) temos que:

f(p) = 1
1+|p|2 ((1− |p|2), 2p) ,

implica em

dfp(ei) = −2pi
(1+|p|2)2

((1− |p|2), 2p) + 1
1+|p|2 (−2pi, 2ei)

= 2
(1+|p|2)2

(−2pi,−2ppi + ei(1 + |p|2)) .

Então, denotando por 〈, 〉 o produto interno usual do Rn+1 e para i 6= j, temos que:

〈df(ei), df(ej)〉 = 4
(1+|p|p2)4

(4pipj + 4|p|2pipj − 2pipj(1 + |p|2)− 2pjpi(1 + |p|2))

= 0.

assim, a aplicação f preserva ortogonalidade, sendo portanto, uma aplicação conforme.

2.2 Fórmulas de Transformação

Vimos nas Preliminares que dada uma métrica g em uma variedade Riemanniana M

temos associado uma única conexão afim ∇ simétrica e compat́ıvel com g, chamada

conexão Riemanniana, ou conexão de Levi-Civita. Com a conexão Riemanniana, de-

finimos a curvatura R e então o tensor curvatura r. Agora, dada uma métrica g̃ con-

formemente equivalente à g, queremos encontrar as expressões correspondentes para

esses elementos em M . O primeiro passo é dado pelo lema a seguir:

Lema 2.1 Se g̃ = e2ug, então ∇̃ = ∇+B, onde ∇ e ∇̃ são as conexões de Levi-Civita

para g e g̃, respectivamente, e B é um tensor-(2,1) simétrico, dado por

B(x, y) = du(x)y + du(y)x− g(x, y)gradu.
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Demonstração: Pelo que vimos no Caṕıtulo 1, no teorema de Levi-Civita, dados os

campos x, y e z ∈ X(M) a conexão Riemanniana ∇̃ associada a g̃ satisfaz:

g̃(z, ∇̃yx) =
1

2
{xg̃(y, z) + yg̃(z, x)− zg̃(x, y)

− g̃([x, z], y)− g̃([y, z], x)− g̃([x, y], z)} .

como g̃ = e2ug, temos

e2ug(z, ∇̃yx) =
1

2

{
x(e2u)g(y, z) + e2uxg(y, z) + y(e2u)g(z, x) + e2uyg(z, x)

−z(e2u)g(x, y)− e2uzg(x, y)− e2u [g([x, z], y) + g([y, z], x)

+g([x, y], z)]}

=
e2u

2
{2du(x)g(y, z) + 2du(y)g(x, z)− 2du(z)g(x, y)

+xg(y, z) + yg(z, x)− zg(x, y)− g([x, z], y)− g([y, z], x)

−g([x, y], z)} .

Aplicando novamente o teorema de Levi-Civita nas duas últimas linhas e o fato de que

du(z) = g(gradu, z) segue que:

e2ug(z, ∇̃yx) = e2ug(du(x)y + du(y)x− g(x, y)gradu, z) + e2ug(∇yx, z).

Que é equivalente a

g(∇̃yx, z) = g(B(x, y) +∇yx, z).

Como os campos são arbitrários, a última equação nos dá que ∇̃yx = ∇yx+B(x, y).

�

A próxima definição é de natureza um pouco técnica, mas permitirá simplificar

bastante o calculo para o tensor curvatura na métrica g̃.

Definição 2.2 Sejam b1, b2 : V × V → R duas formas bilineares simétricas em um

espaço vetorial. O produto de Kulkarni-Nomizu de b1 por b2 é definido como

(b1 ∧ b2)(x, y, z, w) :=

∣∣∣∣∣∣ b1(x, z) b1(x,w)

b2(y, z) b2(y, w)

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣ b2(x, z) b2(x,w)

b1(y, z) b1(y, w)

∣∣∣∣∣∣ (2.1)
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É imediato que o produto Kulkarni-Nomizu é simétrico, ou seja, b1 ∧ b2 = b2 ∧ b1
e, aplicando o determinante, vemos que b1 ∧ (b2 + b3) = b1 ∧ b2 + b1 ∧ b3 onde b3 é

outra forma bilinear simétrica definida em V × V . Outras propriedades que decorrem

diretamente da definição são as seguintes, parecidas com as propriedades do tensor

curvatura:

1. (b1 ∧ b2)(x, y, z, w) = −(b1 ∧ b2)(x, y, w, z),

2. (b1 ∧ b2)(x, y, z, w) = −(b1 ∧ b2)(y, x, z, w) ,

3. (b1 ∧ b2)(x, y, z, w) = (b1 ∧ b2)(z, w, x, y),

4. (b1 ∧ b2)(x, y, z, w) + (b1 ∧ b2)(y, z, x, w) + (b1 ∧ b2)(z, x, y, w) = 0.

Temos então o seguinte lema:

Lema 2.2 Se g̃ = e2ug então o tensor curvatura de g̃ é dado por

r̃ = e2u(r − bu ∧ g), (2.2)

onde r é o tensor curvatura de g e bu é uma forma bilinear simétrica dada por

bu(x, y) := hessu(x, y)− du(x)du(y) +
1

2
g(gradu, gradu)g(x, y). (2.3)

Demonstração: Escrevendo B(x, y) = ∇̃yx−∇yx, temos

R̃(x, y)z −R(x, y)z =

= ∇̃y∇̃xz − ∇̃x∇̃yz + ∇̃[x,y]z −∇y∇xz +∇x∇yz −∇[x,y]z

= ∇̃y∇̃xz − ∇̃x∇̃yz −∇y∇xz +∇x∇yz +B(z, [x, y])

= ∇̃y(B(x, z) +∇xz)−∇y∇xz − ∇̃x(B(y, z) +∇yz) +∇x∇yz +B(z, [x, y])

= ∇̃yB(x, z) + (∇̃y∇xz −∇y∇xz)− ∇̃xB(y, z)− (∇̃x∇yz −∇x∇yz)

+B([x, y], z)

= ∇̃yB(x, z) +B(∇xz, y)− ∇̃xB(y, z)−B(∇yz, x) +B([x, y], z)

= B(y,B(x, z)) +∇yB(x, z) +B(∇xz, y)−B(x,B(y, z))−∇xB(y, z)

−B(x,∇yz) +B(∇xy, z)−B(∇yx, z)

= B(y,B(x, z))−B(x,B(y, z)) + {∇yB(x, z)−B(∇yx, z)−B(x,∇yz)}

−{∇xB(y, z)−B(∇xy, z)−B(y,∇xz)}

.
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Mas, o que temos dentro das chaves, é exatamente a derivada covariante do tensor B.

Assim, podemos escrever

R̃(x, y)z −R(x, y)z = B(y,B(x, z))−B(x,B(y, z))

+(∇yB)(x, z)− (∇xB)(y, z).
(2.4)

Vamos calcular agora separadamente cada parcela do lado direito da equação (2.4),

usando a expressão de B dada pelo Lema (2.1):

B(x,B(y, z)) = B(x, du(y)z + du(z)y − g(y, z)gradu)

= du(y)B(x, z) + du(z)B(x, y)− g(y, z)B(x, gradu)

= du(y)[du(x)z + du(z)x− g(x, z)gradu]

+du(z)[du(x)y + du(y)x− g(x, y)gradu]

−g(y, z)[du(x)gradu+ du(gradu)x− g(x, gradu)gradu]

= [2du(y)du(z)− g(y, z)g(gradu, gradu)]x+ du(z)du(x)y

+du(y)du(x)z − [du(y)g(x, z) + du(z)g(x, y)]gradu.

Analogamente,

B(y,B(x, z)) = [2du(x)du(z)− g(x, z)g(gradu, gradu)]y + du(z)du(y)x

+du(x)du(y)z − [du(x)g(y, z) + du(z)g(y, x)]gradu.

Agora, calculamos as derivadas covariantes,

(∇xB)(y, z) = ∇xB(y, z)−B(∇xy, z)−B(y,∇xz)

= ∇x(du(y)z + du(z)y − g(y, z)gradu)− [du(∇xy)z + du(z)∇xy

−g(∇xy, z)gradu]− [du(y)∇xz + du(∇xz)y − g(y,∇xz)gradu]

= x(du(y))z + du(y)∇xz + x(du(z))y + du(z)∇xy − x(g(y, z))gradu

−g(y, z)∇xgradu− du(∇xy)z − du(z)∇xy + g(∇xy, z)gradu

−du(y)∇xz − du(∇xz)y + g(y,∇xz)gradu

= x(du(y))z + x(du(z))y − du(∇xy)z − du(∇xz)y − g(y, z)∇xgradu.

Lembrando que hessu(x, y) = x(du(y))− du(∇xy), temos

(∇xB)(y, z) = hessu(x, y)z + hessu(x, z)y − g(y, z)∇xgradu.
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Analogamente,

(∇yB)(x, z) = hessu(y, x)z + hessu(y, z)x− g(x, z)∇ygradu.

Com essas informações calculamos agora o tensor curvatura r̃ da seguinte forma. Segue

de (2.4) que

g(R̃(x, y)z −R(x, y)z, w) =

= g(B(y,B(x, z)), w)− g(B(x,B(y, z)), w) + g((∇yB)(x, z), w)− g((∇xB)(y, z), w)

= 2du(x)du(z)g(y, w)− g(y, w)g(x, z)g(gradu, gradu) + du(z)du(y)g(x,w)

+du(x)du(y)g(z, w)− du(x)du(w)g(y, z)− du(z)du(w)g(y, x) + du(y)du(x)g(z, w)

−2du(y)du(z)g(x,w) + g(y, z)g(x,w)g(gradu, gradu)− du(z)du(x)g(y, w)

−du(y)du(x)g(z, w) + du(y)du(w)g(x, z) + du(z)du(w)g(x, y)− du(x)du(y)g(z, w)

+hessu(y, x)g(z, w) + hessu(y, z)g(x,w)− g(x, z)hessu(y, w)

−hessu(x, y)g(z, w)− hessu(x, z)g(y, w) + g(y, z)hessu(x,w)

= −[hessu(x, z)g(y, w)− hessu(x,w)g(y, z)]− [g(x, z)hessu(y, w)− g(x,w)hessu(y, z)]

+[du(x)du(z)g(y, w)− du(x)du(w)g(y, z)] + [g(x, z)du(y)du(w)− g(x,w)du(y)du(z)]

−[g(x, z)g(y, w)− g(y, z)g(x,w)]g(gradu, gradu).

Perceba que, na última igualdade, temos um produto de Kulkarni-Nomizu em cada

uma das linhas (ver em (2.1)), o que nos dá:

g(R̃(x, y)z −R(x, y)z, w) = − (bu ∧ g) (x, y, z, w), (2.5)

com

bu(x, y) = hessu(x, y)− du(x)du(y) +
1

2
g(gradu, gradu)g(x, y).

Mas, lembrando que g̃ = e2ug temos que

g(R̃(x, y)z −R(x, y)z, w) =
r̃

e2u
(x, y, z, w)− r(x, y, z, w).

Voltando em (2.5) obtemos
r̃

e2u
− r = −bu ∧ g,

o que é equivalente a (2.2).

�
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Vamos agora definir o conceito de variedades conformemente planas.

Definição 2.3 Uma variedade Riemanniana (M, g) é chamada conformemente plana

se, para todo p ∈ M , existe uma vizinhança U de p e alguma função u : U → R

tal que a métrica g̃ = e2ug é plana em U , isto é, o tensor r̃ definido a partir de g̃ é

identicamente nulo.

O que faremos na próxima seção é dar condições necessárias e suficientes para que

uma variedade Riemanniana seja conformemente plana.

2.3 O teorema de Weyl-Schouten

Na seção anterior, introduzimos o conceito de variedades conformemente planas. Quando

estamos em dimensão 2, obtemos que superf́ıcies regulares são sempre conformemente

planas. Isto decorre do fato que localmente uma superf́ıcie regular admite uma pa-

rametrização isotérmica, ou seja, os coeficientes da primeira forma fundamental são

dados por:

E = G = e2u e F = 0,

e então a métrica obtida satisfaz g̃ = e2uI onde I é a métrica euclidiana, que sabe-

mos que é plana. Em dimensões superiores, isso nem sempre acontece, como vimos na

discussão feita na Introdução. Portanto, o que teremos é um teorema que caracteriza

as variedades conformemente planas de dimensão n ≥ 3 em termos de determinados

tensores que apresentaremos logo no ińıcio da seção. Em seguida, teremos alguns resul-

tados estabelecidos e então finalizaremos esta seção com o enunciado e a demonstração

do teorema de Weyl-Schouten.

Definição 2.4 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensão n. Definimos o

tensor de Schouten por

s :=
1

n− 2

[
Ric− k

2(n− 1)
g

]
, (2.6)

onde k é a curvatura escalar, e o tensor de Weyl por

w := r − s ∧ g. (2.7)
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Veremos agora que o tensor de Weyl tem a seguinte propriedade: Dado um referen-

cial ortonormal {e1, . . . en} temos
n∑
i=1

w(x, ei, y, ei) = 0. De fato,

n∑
i=1

w(x, ei, y, ei) =
n∑
i=1

r(x, ei, y, ei)−
n∑
i=1

s ∧ g(x, ei, y, ei)

= Ric(x, y)− ns(x, y) + s(x, y)− g(x, y)

(n− 2)

[
k − nk

2(n− 1)

]
+ s(x, y)

= Ric(x, y)− (n− 2)s(x, y)− g(x, y)

(n− 2)

(n− 2)k

2(n− 1)

=

[
Ric(x, y)− k

2(n− 1)
g(x, y)

]
− (n− 2)s(x, y)

= 0.

Essa propriedade permite-nos uma importante decomposição única do tensor curvatura

r, que registraremos no seguinte lema:

Lema 2.3 Se escrevemos r = a+ b ∧ g onde a é um tensor-(4, 0) que satisfaz

n∑
i=1

a(x, ei, y, ei) = 0,

então temos que a é o tensor de Weyl e que b é o tensor de Schouten.

Demonstração:

Ric(x, y) =
n∑
i=1

r(x, ei, y, ei) =
n∑
i=1

a(x, ei, y, ei) +
n∑
i=1

b ∧ g(x, ei, y, ei)

= nb(x, y)− b(x, y) + g(x, y)
n∑
i=1

b(ei, ei)− b(x, y)

= (n− 2)b(x, y) + g(x, y)
n∑
i=1

b(ei, ei).

(2.8)

Então,

k =
n∑
i=1

Ric(ei, ei) = (n− 2)
n∑
i=1

b(ei, ei) + n

n∑
i=1

b(ei, ei) = 2(n− 1)
n∑
i=1

b(ei, ei).

Portanto, voltando em (2.8)

Ric(x, y) = (n− 2)b(x, y) +
k

2(n− 1)
g(x, y).

Isolando b,

b(x, y) =
1

(n− 2)

[
Ric(x, y)− k

2(n− 1)
g(x, y)

]
= s(x, y).
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Então a = r − s ∧ g = w.

Portanto, obtemos que a é o tensor de Weyl e b é o tensor de Schouten.

�

É importante ter em mente esse resultado visto que, uma vez apresentado o ten-

sor curvatura na forma acima, conseguimos indentificar quais são os tensores que o

compõe, veremos isso explicitamente na demonstração do teorema de Weyl-Schouten e

nas aplicações que apresentaremos.

Os próximos lemas nos mostram como a dimensão da variedade influencia nos

tensores de Weyl e Schouten.

Lema 2.4 Considere uma variedade Riemanniana (Mn, g), se n = 3 então o tensor

de Weyl w é identicamente nulo.

Demonstração: De fato, lembrando da expressão para o tensor de Schouten s dada

em (2.6) e considerando {e1, e2, e3} um referencial ortonormal, temos, para i 6= j

(s ∧ g)(ei, ej, ei, ej) =

∣∣∣∣∣∣ s(ei, ei) s(ei, ej)

g(ej, ei) g(ej, ej)

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣ g(ei, ei) g(ei, ej)

s(ej, ei) s(ej, ej)

∣∣∣∣∣∣
= s(ei, ei) + s(ej, ej)

=

[
Ric(ei, ei)−

k

4

]
+

[
Ric(ej, ej)−

k

4

]
= Ric(ei, ei) +Ric(ej, ej)−

k

2
.

Lembrando que k =
3∑
l=1

Ric(el, el) obtemos que

(s ∧ g)(ei, ej, ei, ej) =
1

2
Ric(ei, ei) +

1

2
Ric(ej, ej)−

1

2
Ric(ek, ek),

onde k 6= i e k 6= j. Dessa forma, sendo n = 3, considerando os três ı́ndices distintos

i, j e k, temos

(s ∧ g)(ei, ej, ei, ej) = 1
2
[r(ei, ej, ei, ej) + r(ei, ek, ei, ek) + r(ei, ei, ei, ei)]

+1
2
[r(ej, ej, ej, ej) + r(ej, ek, ej, ek) + r(ej, ei, ej, ei)]

−1
2
[r(ek, ej, ek, ej) + r(ek, ek, ek, ek) + r(ek, ei, ek, ei)]

= r(ei, ej, ei, ej).
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E assim, de (2.7) concluimos que w(ei, ej, ei, ej) = 0.

Ainda com os ı́ndices i, j e k distintos, temos que:

w(ei, ej, ek, ej) = r(ei, ej, ek, ej)− (s ∧ g)(ei, ej, ek, ej)

= r(ei, ej, ek, ej)− s(ei, ek)

= r(ei, ej, ek, ej)−Ric(ei, ek)

= r(ei, ej, ek, ej)− r(ei, ej, ek, ej)

= 0,

onde usamos o fato de que n = 3 para concluir, por exemplo, que Ric(ei, ek) =

r(ei, ej, ek, ej). Da mesma forma,

w(ei, ej, ek, ei) = r(ei, ej, ek, ei)− (s ∧ g)(ei, ej, ek, ei)

= −r(ej, ei, ek, ei) + (s ∧ g)(ej, ei, ek, ei)

= −w(ej, ei, ek, ei)

= 0.

Os demais casos decorrem destes acima e das propriedades do tensor curvatura e do

produto Kulkarni-Nomizu.

Portanto, conclúımos que, aplicando em quaisquer vetores do referencial, o tensor

de Weyl se anula, e então temos que w ≡ 0.

�

Lema 2.5 Se em uma dada variedade Riemanniana (Mn, g), com n > 3, tivermos

o tensor de Weyl w identicamente nulo, então o tensor de Schouten é um tensor de

Codazzi, isto é

(∇xs)(y, z) = (∇ys)(x, z).

Demonstração: Para provar isso, a primeira observação que devemos fazer é que,

neste caso, r = s ∧ g e portanto (∇xr)(y, z, v, w) = (∇x(s ∧ g))(y, z, v, w). Desenvol-

vendo esta última derivada covariante temos:
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(∇x(s ∧ g))(y, z, v, w) =

= x[(s ∧ g)(y, z, v, w)]− (s ∧ g)(∇xy, z, v, w)− (s ∧ g)(y,∇xz, v, w)

−(s ∧ g)(y, z,∇xv, w)− (s ∧ g)(y, z, v,∇xw)

= x[s(y, v)g(z, w)− s(y, w)g(z, v) + g(y, v)s(z, w)− g(y, w)s(z, v)]

−[s(∇xy, v)g(z, w)− s(∇xy, w)g(z, v) + g(∇xy, v)s(z, w)− g(∇xy, w)s(z, v)]

−[s(y, v)g(∇xz, w)− s(y, w)g(∇xz, v) + g(y, v)s(∇xz, w)− g(y, w)s(∇xz, v)]

−[s(y,∇xv)g(z, w)− s(y, w)g(z,∇xv) + g(y,∇xv)s(z, w)− g(y, w)s(z,∇xv)]

−[s(y, v)g(z,∇xw)− s(y,∇xw)g(z, v) + g(y, v)s(z,∇xw)− g(y,∇xw)s(z, v)].

Podemos agora agrupar as parcelas da última igualdade de forma que podemos

escrevê-la em termos das derivadas covariantes de s e g:

(∇x(s ∧ g))(y, z, v, w) =

= [(∇xs)(y, v)g(z, w)− (∇xs)(y, w)g(z, v) + (∇xs)(z, w)g(y, v)− (∇xs)(z, v)g(y, w)]

+[s(y, v)(∇xg)(z, w)− s(y, w)(∇xg)(z, v) + s(z, w)(∇xg)(y, v)− s(z, v)(∇xg)(y, w)].

Lembrando que a derivada covariante da métrica g é sempre zero, temos simples-

mente:

(∇xr)(y, z, v, w) = (∇x(s ∧ g))(y, z, v, w) = ((∇xs) ∧ g)(y, z, v, w). (2.9)

Pelas propriedades que listamos anteriormente do tensor curvatura, é imediato que

(∇xr)(y, z, v, w) = (∇xr)(v, w, y, z). E assim, pela segunda identidade de Bianchi e

por (2.9) obtemos:

0 = ((∇xs) ∧ g)(y, z, v, w) + ((∇ys) ∧ g)(z, x, v, w) + ((∇zs) ∧ g)(x, y, v, w) (2.10)

Obtemos (2.10) com campos de vetores arbitrários, dessa forma dado um referencial

geodésico {e1, . . . , en} podemos escrever

0 =
n∑
i=1

[((∇eis) ∧ g)(y, z, v, ei) + ((∇ys) ∧ g)(z, ei, v, ei) + ((∇zs) ∧ g)(ei, y, v, ei)]

=
n∑
i=1

[(∇eis)(y, v)g(z, ei)− (∇eis)(y, ei)g(z, v) + (∇eis)(z, ei)g(y, v)

−(∇eis)(z, v)g(y, ei) + (∇ys)(z, v)g(ei, ei)− (∇ys)(z, ei)g(ei, v)

+g(z, v)(∇ys)(ei, ei)− g(z, ei)(∇ys)(ei, v) + (∇zs)(ei, v)g(y, ei)

−(∇zs)(ei, ei)g(y, v) + g(ei, v)(∇zs)(y, ei)− g(ei, ei)(∇zs)(y, v)]
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Como o referencial geodésico é uma base ortonormal do espaço tangente em cada

ponto, podemos escrever um campo x da forma x =
n∑
i=1

g(x, ei)ei. Usando este fato e

lembrando que a derivada covariante é um tensor (isto é, uma aplicação multilinear),

obtemos:

0 = (∇zs)(y, v)− g(z, v)(divs)(y) + g(y, v)(divs)(z)− (∇ys)(z, v)

+n(∇ys)(z, v)− (∇ys)(z, v) + g(z, v)
n∑
i=1

(∇ys)(ei, ei)− (∇ys)(z, v)

+(∇zs)(y, v)− g(y, v)
n∑
i=1

(∇zs)(ei, ei) + (∇zs)(y, v)− n(∇zs)(y, v)

= g(z, v)

[
n∑
i=1

(∇ys)(ei, ei)− (divs)(y)

]
+ g(y, v)

[
(divs)(z)−

n∑
i=1

(∇zs)(ei, ei)

]
+(n− 3)[(∇ys)(z, v)− (∇zs)(y, v)].

(2.11)

Usamos agora o Lema 1.1 para mostrar que as expressões entre colchetes nas

primeiras parcelas são nulas. De fato, inicialmente temos que

(∇zs)(x, y) =
1

n− 2

[
(∇zRic)(x, y)− dk(z)

2(n− 1)
g(x, y)

]
.

Então

(divs)(z)−
n∑
i=1

(∇zs)(ei, ei) =

=
1

n− 2

n∑
i=1

[
(∇eiRic)(z, ei)−

dk(ei)

2(n− 1)
g(z, ei)− (∇zRic)(ei, ei) +

dk(z)

2(n− 1)
g(ei, ei)

]
=

1

n− 2

[
(divRic)(z)− dk(z)

2(n− 1)
−

n∑
i=1

z(Ric(ei, ei)) +
dk(z)

2(n− 1)
n

]
=

1

n− 2

[
(divRic)(z)− dk(z)

2(n− 1)
− dk(z) +

dk(z)

2(n− 1)
n

]
=

1

n− 2

[
(divRic)(z)− 1

2
dk(z)

]
= 0,

onde usamos o lema na última igualdade.

Dessa forma, voltando a (2.11) conclúımos que

0 = (n− 3)[(∇ys)(z, v)− (∇zs)(y, v)].
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Sendo n > 3 obtemos

(∇ys)(z, v) = (∇zs)(y, v).

�

Podemos agora passar ao teorema de Weyl-Schouten:

Teorema 2.1 (Weyl-Schouten) : Uma variedade Riemanniana (Mn, g) de dimensão

n ≥ 3 é conformemente plana se, e somente se,

• O tensor de Schouten é um tensor de Codazzi, isto é, (∇xs)(y, z) = (∇ys)(x, z),

no caso n = 3.

• O tensor de Weyl é identicamente nulo, no caso n > 3.

Demonstração: Vimos no Lema 2.2 que, ao passar de uma métrica g para g̃ = e2ug

obtemos o tensor curvatura r̃ = e2u(r− bu∧ g). Assim, (Mn, g) é conformemente plana

se, e somente se, r̃ = 0, então

e2u(r − bu ∧ g) = 0 isto é r = bu ∧ g.

Assim, M é conformemente plana se, e somente se, o tensor curvatura r admitir uma

decomposição r = 0 + bu ∧ g e então, pelo Lema 2.3, devemos ter o tensor de Weyl

indenticamente nulo, w ≡ 0, e o tensor de Schouten dado por s = bu. Ou seja, deve

existir uma função u tal que o tensor de Schouten seja escrito da forma,

s = bu = hessu(x, y)− du(x)du(y) +
1

2
g(gradu, gradu)g(x, y). (2.12)

Vimos no Lema 2.4 que quando n = 3 o tensor de Weyl é identicamente nulo e no

Lema 2.5 vimos que, no caso n > 3, o tensor de Weyl ser identicamente nulo implica

no tensor de Schouten ser um tensor de Codazzi. Assim basta mostrar que a expressão

(∇ys)(z, v) = (∇zs)(y, v), (2.13)

é a condição de integrabilidade para a equação diferencial parcial (2.12) e assim, re-

solvemos o nosso problema em ambos os casos:
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• Para n = 3, (2.13) aparece como hipótese;

• Para n > 3, (2.13) aparece como consequência de w ≡ 0.

Suponha então que u seja uma solução para o problema. Introduzindo o tensor-

(1, 1) S dado por s(x, y) = g(x, S(y)) e denotando v = gradu temos que a equação

bu = s é equivalente ao sistema:

 du = g(v, .)

∇v = S + g(v, .)v − 1

2
g(v, v)id.

Vamos verificar esta equivalência. A primeira linha segue da definição de gradiente.

Aplicando as definições de s, hessu e gradu, a expressão

s(x, y) = bu = hessu(x, y)− du(x)du(y) +
1

2
g(gradu, gradu)g(x, y),

é equivalente a

g(x, S(y)) = g(x,∇ygradu)− g(x, gradu)g(y, gradu) +
1

2
g(gradu, gradu)g(x, y).

Se v = gradu, podemos reescrever a equação acima como

g(x, S(y)) = g(x,∇yv)− g(x, g(y, v)v) +
1

2
g(gradu, gradu)g(x, y)

= g(x,∇yv − g(y, v)v +
1

2
g(v, v)y).

Como os campos aplicados são arbitrários, a última linha é equivalente a

∇yv = S(y) + g(y, v)v − 1

2
g(v, v)y

e obtemos a segunda linha do sistema.

Note agora que o operador A := S + g(v, .)v − 1

2
g(v, v)id é um operador auto-

adjunto:

g(x,A(y)) = g(x, S(y) + g(y, v)v − 1

2
g(v, v)y)

= s(x, y) + g(v, y)g(x, v)− 1

2
g(v, v)g(x, y)

= g(y, A(x))

Dessa forma, sendo A(x) = ∇xv conclúımos que

(∇xv, y) = g(x,∇yv). (2.14)
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Trabalhando agora em coordenadas locais, seja Y : V ⊂ Rn → M um sistema de

coordenadas onde ∂i representam os vetores coordenados. Por (2.14) temos que:

g(∇∂iv, ∂j) = g(∂i,∇∂jv).

Como ∇∂i∂j −∇∂j∂i = [∂i, ∂j] = 0, a equação acima é equivalente a

g(∇∂iv, ∂j) + g(v,∇∂i∂j) = g(∂i,∇∂jv) + g(v,∇∂j∂i).

Assim, em coordenadas locais, (2.14) equivale a:

∂ig(v, ∂j) = ∂jg(v, ∂i). (2.15)

Expressando u em coordenadas locais u◦Y : V → R temos que (2.15) é equivalente

a:

∂i∂j(u) = ∂j∂i(u),

e pelo teorema de Frobenius (ver apêndice B) temos que qualquer solução v da segunda

equação do sistema é localmente um gradiente.

Escrevendo v =
n∑
j=1

vj∂j e A(∂i) =
n∑
k=1

Aki ∂k temos:

A(∂i) = ∇∂i

(
n∑
j=1

vj∂j

)
=

n∑
j=1

[
∂i(v

j)∂j + vj∇∂i∂j
]

=
n∑
j=1

[
∂i(v

j)∂j + vj
n∑
k=1

Γkij∂k

]

=
n∑
k=1

[
∂i(v

k) +
n∑
j=1

Γkijv
j

]
∂k,

e então, Aki = ∂i(v
k) +

n∑
j=1

Γkijv
j.

Dessa forma, obtemos, em coordenadas locais, um expressão equivalente à segunda

equação do sistema:

∂i(v
k) = Aki −

n∑
m=1

Γmijv
j. (2.16)
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Usando (2.16) e o Teorema de Frobenius podemos obter uma condição de integra-

bilidade, procedendo da seguinte forma:

(∂i∂j − ∂j∂i)vk = ∂i

[
Akj −

n∑
m=1

Γkjmv
m

]
− ∂j

[
Aki −

n∑
m=1

Γkimv
m

]
= ∂i(A

k
j )− ∂j(Aki )︸ ︷︷ ︸

D

−∂i(
n∑

m=1

Γkjmv
m) + ∂j(

n∑
m=1

Γkimv
m)

= D −
n∑

m=1

[
∂i(Γ

k
jm)vm + Γkjm∂i(v

m)
]

+
n∑

m=1

[
∂j(Γ

k
im)vm + Γkim∂j(v

m)
]

= D −
n∑

m=1

{
Γkjm

[
Ami −

n∑
l=1

Γmil v
l

]
+ Γkim

[
Amj −

n∑
l=1

Γmjlv
l

]}
−

n∑
m=1

[
∂i(Γ

k
jm)− ∂j(Γkim)

]
vm

= ∂i(A
k
j )− ∂j(Aki ) +

n∑
m=1

{
ΓkimA

m
j − ΓkjmA

m
i

}
n∑

m=1

{[
∂j(Γ

k
im)− ∂i(Γkjm) +

n∑
l=1

ΓkjlΓ
l
im −

n∑
l=1

ΓkilΓ
l
jm

]
vm

}
.

Dessa forma, ∂i∂j(v
k) = ∂j∂i(v

k) é equivalente à

0 = ∂i(A
k
j )− ∂j(Aki ) +

n∑
m=1

[
ΓkimA

m
j − ΓkjmA

m
i +Rk

ijmv
m
]
, (2.17)

onde usamos a expressão das componentes de curvatura Rk
ijm.

Podemos agora usar a condição que obtivemos para coordenadas locais e obter um

resultado geral, ou seja, para campos de vetores quaisquer. Basta observar que:

(∇∂iA)(∂j)− (∇∂jA)(∂i) +R(∂i, ∂j)v =

= ∇∂iA(∂j)− A(∇∂i∂j)−∇∂jA(∂i) + A(∇∂j∂i) +R(∂i, ∂j)
n∑

m=1

vm∂m

= ∇∂i(
n∑
k=1

Akj∂k)−∇∂j(
n∑
k=1

Aki ∂k) +
n∑

m=1

vmR(∂i, ∂j)∂m

=
n∑
k=1

[
∂i(A

k
j )∂k + Akj∇∂i∂k

]
−

n∑
k=1

[
∂j(A

k
i )∂k + Aki∇∂j∂k

]
+

n∑
m=1

vm
n∑
k=1

Rk
ijm∂k

=
n∑
k=1

[
∂i(A

k
j )− ∂j(Aki ) +

n∑
m=1

Rk
ijmv

m

]
∂k +

n∑
k=1

n∑
m=1

(
AkjΓ

m
ik − Aki Γmjk

)
∂l.

como a variação em k e em m é a mesma, podemos trocá-los na segunda parcela acima

e reescrever:
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(∇∂iA)(∂j)− (∇∂jA)(∂i) +R(∂i, ∂j)v =

=
n∑
k=1

[
∂i(A

k
j )− ∂j(Aki ) +

n∑
m=1

Rk
ijmv

m

]
∂k +

n∑
k=1

n∑
m=1

(
Amj Γkim − Ami Γkjm

)
∂k

=
n∑
k=1

[
∂i(A

k
j )− ∂j(Aki ) +

n∑
m=1

(
Rk
ijmv

m + Amj Γkim − Ami Γkjm
)]
∂k

= 0,

já que, por (2.17), cada coeficiente acima é nulo. Dessa forma, conclúımos que

(∇∂iA)(∂j)− (∇∂jA)(∂i) +R(∂i, ∂j)v = 0,

e assim, por linearidade, obtemos a seguinte condição de integrabilidade:

0 = (∇xA)(y)− (∇yA)(x) +R(x, y)v. (2.18)

O que faremos agora é mostrar que, quando o tensor de Weyl é identicamente nulo,

a condição (2.18) é equivalente ao tensor de Schouten ser um tensor de Codazzi e assim

finalizamos a demonstração do teorema.

Lembrando que o tensor A é dado por A(y) = ∇yv = S(y) + g(v, y)v − 1

2
g(v, v)y,

temos então que:

(∇xA)(y) = ∇x

[
S(y) + g(v, y)v − 1

2
g(v, v)y

]
− S(∇xy)− g(v,∇xy)v +

1

2
g(v, v)∇xy

= [∇xS(y)− S(∇xy)] + g(v, y)∇xv + x [g(v, y)] v − 1

2
g(v, v)∇xy

−x
[

1

2
g(v, v)

]
y − g(v,∇xy)v +

1

2
g(v, v)∇xy

= (∇xS)(y) + g(v, y)

[
S(x) + g(v, x)v − 1

2
g(v, v)x

]
+ g(∇xv, y)v

+g(v,∇xy)v − g(∇xv, v)y − g(v,∇xy)v

= (∇xS)(y) + g(v, y)S(x) + g(v, y)g(v, x)v − 1

2
g(v, y)g(v, v)x

g(S(x), y)v + g(v, x)g(v, y)v − 1

2
g(v, v)g(x, y)v

−g(S(x), v)y − g(v, x)g(v, v)y +
1

2
g(v, v)g(x, v)y.
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Usando agora que o operador S é auto-adjunto, obtemos que:

(∇xA)(y)− (∇yA)(x) +R(x, y)v = (∇xS)(y) + g(v, y)S(x)− g(S(x), v)y

−(∇yS)(x)− g(v, x)S(y) + g(S(y), v)x

+R(x, y)v.

Como vimos, existe solução se, e somente se, o lado esquerdo da igualdade acima

se anula. Portanto, aplicando a métrica g com um campo arbitrário z obtemos,

0 = g(g(v, y)S(x)− g(S(x), v)y − g(v, x)S(y) + g(S(y), v)x, z)

+g(R(x, y)v, z) + g((∇xS)(y)− (∇yS)(x), z)

= g(v, y)s(x, z)− s(x, v)g(y, z)− g(v, x)s(y, z) + s(y, v)g(x, z)

+r(x, y, v, z) + g((∇xS)(y)− (∇yS)(x), z)

= w(x, y, v, z) + g((∇xS)(y)− (∇yS)(x), z).

E então, quando temos w ≡ 0 a condição de integrabilidade do sistema se reduz a

g((∇xS)(y)− (∇yS)(x), z) = 0,

que é equivalente a:

g((∇xS)(y), z) = g((∇yS)(x), z). (2.19)

Para concluir, basta notar que:

(∇xs)(y, z) = xs(y, z)− s(∇xy, z)− s(y,∇xz)

= xg(S(y), z)− g(S(∇xy), z)− g(S(y),∇xz)

= g(∇xS(y), z) + g(S(y),∇xz)− g(S(∇xy), z)− g(S(y),∇xz)

= g(∇xS(y)− S(∇xy), z)

= g((∇xS)(y), z).

Dessa forma, (2.19) é equivalente a:

(∇xs)(y, z) = (∇ys)(x, z).

�

Veremos agora dois exemplos como aplicações do teorema de Weyl-Schouten. Neste

ponto é importante relembrar que quando temos r = a− b ∧ g e
n∑
i=1

a(x, ei, y, ei) = 0,

onde {e1, . . . , en} é um referencial ortonormal, então devemos ter a = w e b = s.
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Exemplo 2.2 As formas espaciais, ou seja, os espaços de curvatura seccional constante

K = c, são conformemente planas: De fato, lembramos que nesse caso,

r(x, y, z, w) = c [g(x, z)g(y, w)− g(y, z)g(x,w)] ,

ou seja,

r =
c

2
g ∧ g.

Então w ≡ 0 e s =
c

2
g. Calculando a derivada covariante de s temos

(∇xs)(y, z) =
c

2
(∇xg)(y, z) =

c

2
[xg(y, z)− g(∇xy, z)− g(y,∇xz)] = 0

e assim (∇xs)(y, z) = (∇ys)(x, z).

Exemplo 2.3 Considere uma variedade produto 3-dimensional M̂3 = M2 × I com

uma métrica ĝ = g + dt2, onde I é um intervalo de parâmetro t. Seja K a curvatura

Gaussiana de M2, então (M2 × I, g + dt2) é conformemente plana se, e somente se, K

é constante.

De fato, considere os campos em M̂ , x̂ = x+ lx∂t e ŷ = y+ ly∂t, onde x, y ∈ X(M),

lx, ly : I → R

são funções reais da variável t e ∂t =
∂

∂t
. Então a métrica produto ĝ é dada por:

ĝ(x̂, ŷ) = (g + dt2)(x̂, ŷ) = g(x, y) + lxly.

Como

[x̂, ŷ] = [x, y] +
(
lxl
′
y − l′xly

)
∂t e x̂ĝ(ŷ, ẑ) = xg(y, z) + lx(lylz)

′,

onde l′x =
∂lx
∂ly

, segue de (1.6) que a conexão Riemanniana produto ∇̂x̂ŷ é dada por

∇̂x̂ŷ = ∇xy + lxl
′
y∂t

Dessa forma,

R̂(x̂, ŷ)ẑ = ∇̂ŷ∇̂x̂ẑ − ∇̂x̂∇̂ŷẑ + ∇̂[x̂,ŷ]ẑ

= ∇̂ŷ [∇xz + lxl
′
z∂t]− ∇̂x̂ [∇yz + lyl

′
z∂t] + ∇̂[x,y]+[lxl′y−l′xly]∂t ẑ

= ∇y∇xz + ly [lxl
′′
z + l′xl

′
z] ∂t −∇x∇yz

−lx
[
lyl
′′
z + l′yl

′
z

]
∂t +∇[x,y]z +

[
lxl
′
y − l′xly

]
l′z∂t

= ∇y∇xz −∇x∇yz +∇[x,y]z

= R(x, y)z,
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o que implica r̂(x̂, ŷ, ẑ, ŵ) = r(x, y, z, w). Como em dimensão 2 a curvatura seccional

e a curvatura gaussiana coincidem teremos:

K =
r(x, y, x, y)

g(x, x)g(y, y)− g(x, y)2
,

isto é

r =
1

2
Kg ∧ g

Porém, note que, pela definição do produto Kulkarni-Nomizu dada por (2.1) e para

(g − dt2)(x̂, ŷ) := g(x, y)− lxly,

temos:

(g − dt2) ∧ (g + dt2)(x̂, ŷ, ẑ, ŵ) =

= (g − dt2)(x̂, ẑ)(g + dt2)(ŷ, ŵ)− (g − dt2)(x̂, ŵ)(g + dt2)(ŷ, ẑ)

+(g + dt2)(x̂, ẑ)(g − dt2)(ŷ, ŵ)− (g + dt2)(x̂, ŵ)(g − dt2)(ŷ, ẑ)

= [g(x, z)− lxlz] [g(y, w) + lylw]− [g(x,w)− lxlw] [g(y, z) + lylz]

[g(x, z) + lxlz] [g(y, w)− lylw]− [g(x,w) + lxlw] [g(y, z)− lylz]

= g(x, z)g(y, w)− g(x,w)g(y, z) + g(x, z)g(y, w)− g(x,w)g(y, z)

= g ∧ g(x, y, z, w).

Assim

r̂(x̂, ŷ, x̂, ŷ) = r(x, y, x, y) =
1

2
K(x, y)g∧ g(x, y, x, y) =

1

2
K(g− dt2)∧ g + dt2︸ ︷︷ ︸

ĝ

(x̂, ŷ, x̂, ŷ)

Portanto, w ≡ 0 (o que já era esperado, já que n = 3) e

ŝ(x̂, ŷ) =
1

2
K(x, y)(g − dt2)(x̂, ŷ).

Dessa forma,

(∇̂x̂ŝ)(ŷ, ẑ) = x̂

[
1

2
K(g − dt2)(ŷ, ẑ)

]
− 1

2
K(g − dt2)(∇̂x̂ŷ, ẑ)− 1

2
K(g − dt2)(ŷ, ∇̂x̂ẑ)

=
1

2
dK(x)(g − dt2)(ŷ, ẑ)− 1

2
K(∇x̂(g − dt2))(ŷ, ẑ),

onde a segunda igualdade segue do fato que K não depende de t. Calculando agora a

derivada covariante de g − dt2, obtemos:

(∇̂x̂(g − dt2))(ŷ, ẑ) = (x+ lx∂t) [g(y, z)− lylz]− g(∇xy, z) + lxl
′
ylz − g(y,∇xz) + lxlyl

′
z

= (∇xg)(y, z)− lx∂t(lylz) + lx(l
′
ylz + lyl

′
z)

= 0,
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e então

(∇̂x̂ŝ)(ŷ, ẑ) =
1

2
dK(x)(g − dt2)(ŷ, ẑ).

Dessa forma, quando K é constante, temos

(∇̂x̂ŝ)(ŷ, ẑ) =
1

2
dK(x)(g − dt2)(ŷ, ẑ) = 0 =

1

2
dK(y)(g − dt2)(x̂, ẑ) = (∇̂ŷŝ)(x̂, ẑ),

e assim M̂ é conformemente plana, já que o tensor de Schouten é, trivialmente, um

tensor de Codazzi.

Reciprocamente, suponha que M̂ é conformemente plana, então vale:

0 = (∇̂∂t ŝ)(x, ∂t)− (∇̂xŝ)(∂t, ∂t) =
1

2
dK(x)

o que implica em K constante.
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Caṕıtulo 3

Hipersuperf́ıcies conformemente

planas e Redes de Guichard

Apresentaremos neste caṕıtulo um estudo detalhado do trabalho de Hertrich-Jeromin

[7]. Veremos como imersões isométricas de variedades riemannianas de dimensão 3 no

cone de luz do espaço Minkowski nos ajudam a obter condições para que tenhamos

hipersuperf́ıcies de formas espaciais conformemente planas. Para isso, começaremos o

caṕıtulo estudando tais espaços. Uma vez estabelecidas as formas espaciais, estudare-

mos as imersões no cone de luz definindo o referencial móvel e a equação de Maurer-

Cartan, com isso, recorreremos ao teorema de Weyl-Schouten e obteremos uma versão

equivalente envolvendo determinadas formas de conexão. Finalmente, introduziremos

as redes de Guichard e veremos como estão relacionadas com as hipersuperf́ıcies con-

formemente planas.

3.1 Definição do espaço ambiente

Definiremos a seguir o espaço em que iremos trabalhar de agora em diante. Veremos

que, não teremos agora, no espaço ambiente, uma métrica positiva definida, mas o

que é usualmente chamada de métrica semi-riemanniana. O leitor interessado poderá

consultar [12] onde terá à disposição uma boa abordagem sobre o assunto.

Definição 3.1 Considere o espaço vetorial R6 e a forma bilinear simétrica, não-
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degenerada 〈, 〉 dada por:

〈, 〉 : R6 × R6 −→ R

(v, w) 7→ −v0w0 +
5∑
i=1

viwi.

Dessa forma, R6 munido com o produto escalar 〈, 〉 é chamado espaço Minkowski e

denotado por R6
1.

Observação 3.1 Dizer que a forma bilinear simétrica é não-degenerada significa que

se 〈v, w〉 = 0 para todo w em R6 então v = 0.

Observação 3.2 Lembramos que quando temos uma transformação linear em R6

que preserva o produto interno usual, chamamos essa transformação de transformação

ortogonal. No caso do espaço Minkowski R6
1, as transformações lineares que preservam

o produto escalar definido acima são chamadas transformações de Lorentz e o conjunto

de todas as transformações de Lorentz formam um grupo, chamado grupo de Lorentz

e denotado por O1(6).

O conjunto de todos os vetores y tais que 〈y, y〉 = 0 será chamado cone de luz e

denotado por L5. Assim,

L5 =
{
y ∈ R6

1| 〈y, y〉 = 0
}
. (3.1)

Trabalhando no cone de luz, vamos estudar subconjuntos que identificaremos com

as formas espaciais. Especificamente, considere os vetores

m1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0), m0 = (1, 0, 0, 0, 0,−1), m−1 = (0, 1, 0, 0, 0, 0). (3.2)

Vamos mostrar que os conjuntos

M4
K =

{
y ∈ L5| 〈y,mK〉 = −1

}
, (3.3)

onde K = 1, 0 ou −1, com a métrica induzida por R6
1 são variedades riemannianas de

curvatura seccional constante 1, 0 e -1, de acordo com K.

Começando com m1, considere o conjunto dado por E6
1 = {y ∈ R6

1| 〈y,m1〉 = −1}.

Em coordenadas, escrevendo y = (y0, . . . , y5) conclúımos que E6
1 = {y ∈ R6

1|y0 = 1}.

Assim, E6
1 é um hiperplano passando por m1.
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Identificando m1 como a origem 0 do espaço vetorial E6
1 podemos associar, para

cada y ∈ E6
1 um vetor y = y −m1 = (0, y1, . . . , y5). Com essa identificação, olhamos

para E6
1 como o conjunto dos vetores y satisfazendo 〈y, y〉 =

5∑
i=1

y2
i , que a métrica

euclidiana usual. Dessa forma, E6
1 torna-se um espaço euclidiano de dimensão 5.

Segue da definição de E6
1 e de M4

1 que M4
1 = E6

1 ∩ L5 e então se y ∈M4
1 temos

0 = 〈y, y〉 = −1 +
5∑
i=1

y2
i ,

o que implica
5∑
i=1

y2
i = 〈y, y〉 = 1.

Assim, obtemos queM4
1 é a esfera padrão unitária dentro de um espaço euclidiano de

dimensão 5. Logo, M4
1 é uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante

igual a 1.

Para o caso m−1 temos uma situação bastante parecida. A saber,

E6
−1 =

{
y ∈ R6

1| 〈y,m−1〉 = −1
}

=
{
y ∈ R6

1|y1 = −1
}
.

E então, identificando a origem de E6
−1 com −m−1, E

6
−1 é visto como o conjunto dos

vetores y = y − (−m−1) = (y0, 0, y2, . . . , y5) satisfazendo 〈y, y〉 = −y2
0 +

5∑
i=2

y2
i . Dessa

forma, E6
−1 torna-se um espaço Minkowski de dimensão 5.

Como M4
−1 = E6

−1 ∩ L5, temos que, se y ∈M4
−1,

0 = 〈y, y〉 = −y2
0 +

5∑
i=2

y2
i + 1,

o que nos dá

−y2
0 +

5∑
i=2

y2
i = 〈y, y〉 = −1.

Esta é a equação de um hiperbolóide de duas folhas em um espaço Minkowski de

dimensão 5, variedade que sabemos ser Riemanniana e ter curvatura seccional constante

igual à -1.

Considere agora o vetor m0. Nesse caso, se y ∈ M4
0 então 〈y,m0〉 = −1 portanto,

〈y,m0〉 = −y0 − y5 = −1, isto é

y0 + y5 = 1. (3.4)
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Como y ∈ L5 temos que 〈y, y〉 = 0 e então −y2
0 +

4∑
i=1

y2
i + y2

5 = 0 o que é equivalente a

4∑
i=1

y2
i = (y0 + y5)(y0 − y5).

Seja x ∈ R4 tal que x = (y1, . . . , y4) e então, denotando por x · x o produto interno

usual de R4 e usando (3.4) podemos reescrever a equação acima como

x · x = y0 − y5. (3.5)

E assim, as equações (3.4) e (3.5) nos dão o seguinte sistema y0 + y5 = 1

y0 − y5 = x · x,

o que implica em

y0 =
1 + x · x

2
e y5 =

1− x · x
2

.

Considere então a aplicação

f : R4 −→ L5 ⊂ R6
1

x 7→
(

1 + x · x
2

, x,
1− x · x

2

)
.

Temos que f é claramente uma bijeção entre R4 e M4
0 . Além disso, f é uma imersão

isométrica. De fato, dados p, v ∈ R4 temos que dfp(v) = (p · v, v,−p · v) e então

〈dfp(v), dfp(w)〉 = −(p · v)(p · w) + v · w + (p · v)(p · w)

= v · w.

Como a curvatura seccional é preservada por isometrias obtemos que M4
0 é uma

variedade Riemanniana de curvatura seccional 0.

Observação 3.3 Para que tenhamos uma forma espacial conexa de curvatura sec-

cional -1 usaremos somente a parte do cone de luz onde y0 > 0, e assim, M4
−1 terá

somente uma componente conexa.

Observação 3.4 Inicialmente, notamos que se y ∈ L5 então λy ∈ L5. Pelo que vimos

acima, conseguimos uma relação biuńıvoca entre R4 e M4
0 ,

R4 3 x↔
(

1 + |x|2

2
, x,

1− |x|2

2

)
∈M4

0 ⊂ L5.
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Note agora que, se λ =
2

1 + |x|2
temos

λ

(
1 + |x|2

2
, x,

1− |x|2

2

)
=

(
1,

2x

1 + |x|2
,
1− |x|2

1 + |x|2

)
∈ L5.

Mas vimos que, o conjunto dos pontos em L5 tais que y0 = 1 é exatamente M4
1 . Dessa

forma, passamos de M4
0 para M4

1 através de uma simples multiplicação por uma função

escalar. Perceba ainda que a expressão que obtivemos é exatamente aquela da projeção

estereográfica estudada no Caṕıtulo 2, já que podemos fazer a identificação

R4 ⊃ S3 3 p↔ (1, p) ∈M4
1 ⊂ L5.

Lembramos que a projeção estereográfica é uma aplicação conforme entre a esfera

e o espaço euclidiano. Note que, podemos usar este artif́ıcio de maneira mais geral. A

primeira coisa a observar é que se y ∈ L5, então, dado λ ∈ R, λy ∈ L5, assim, podemos

passar de uma forma espacial M4
K para a outra por uma simples multiplicação por

uma função escalar. Além disso, como a métrica nesses conjuntos é a induzida por R6
1,

temos que, se g e g̃ são as métricas em duas dessas formas espaciais,

g(y, y) = 〈y, y〉 e g̃(λy, λy) = 〈λy, λy〉 = λ2 〈y, y〉 = λ2g(y, y),

e então, tal aplicação, obtida através de uma multiplicação por uma função escalar,

nos dá uma transformação conforme entre as formas espaciais.

Essa idéia será importante para motivar o que faremos a seguir.

3.2 Imersões isométricas em L5

O objetivo desta seção é estudar imersões isométricas de variedades riemannianas de

dimensão 3 no cone de luz L5. A idéia é obter informações sobre essas aplicações e

introduzir alguns conceitos importantes. Como as imersões serão sempre isométricas,

as trataremos somente por imersões.

Iniciaremos com imersões de variedades tridimensionais nas formas espaciais de cur-

vatura constante M4
K . Essas observações serão importantes pois, localmente, podemos

ver a imersão como uma subvariedade de M4
K .Tais subvariedades serão hipersuperf́ıcies,

já que a codimensão é 1.
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Considere então uma imersão Riemanniana f : M3 → M4
K ⊂ L5 com um campo

normal unitário n, ou seja, 〈df, n〉 ≡ 0. Além disso, o campo n satisfaz 〈n,mK〉 = 0

e 〈n, f〉 = 0, onde os mK são dados por (3.2). De fato, para todo p ∈ M3, n(p) ∈

Tf(p)M
4
K , e então se α : (−ε, ε)→M4

K é tal que α(0) = f(p) e α′(0) = n(p), temos

〈α(t),mK〉 = −1 e 〈α(t), α(t)〉 = 0, t ∈ (−ε, ε),

o que implica, derivando em t = 0,

〈α′(0),mK〉 = 0 e 〈α′(0), f(p)〉 = 0.

Motivados com o que vimos acima considere agora uma imersão f : M3 → L5

(não necessariamente em M4
K) com um campo normal unitário satisfazendo 〈f, n〉 = 0.

Como 〈f, f〉 = 0 temos que 〈dfp(v), f〉 = 0, assim seja u uma função diferenciável em

M3, se f̃ = euf então

df̃p(v) = eudup(v)f + eudfp(v).

Então a métrica induzida por f̃ é tal que〈
df̃p(v), df̃p(v)

〉
= e2u[dup(v)]2 〈f, f〉+ 2e2u 〈f, dfp(v)〉+ e2u 〈dfp(v), dfp(v)〉

= e2u 〈dfp(v), dfp(v)〉

ou seja, é uma métrica conforme à métrica induzida por f .

Assim, dada uma imersão f : M3 → L5 podemos obter, através de uma simples

multiplicação por função escalar, uma outra imersão f̃ cuja métrica induzida é conforme

à induzida por f .

Dada uma função diferenciável a em M3, se ñ = n+ af , temos que

〈f, n+ af〉 = 〈f, n〉+ a 〈f, f〉 = 0

〈df, n+ af〉 = 〈df, n〉+ a 〈df, f〉 = 0

e assim, ñ ainda é um campo normal a f e a df . Além disso,〈
ñ, f̃

〉
= 〈ñ, euf〉 = 0〈

ñ, df̃
〉

= 〈ñ, eu(duf + df)〉 = 0

〈ñ, ñ〉 = 〈n, n〉 = 1

Tais observações nos conduzem à seguinte definição:
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Definição 3.2 Seja f : M3 → L5 uma imersão tal que a métrica induzida 〈f, f〉 é

positiva definida, seja n um campo normal unitário de f tal que 〈f, n〉 = 0 e sejam

u e a funções diferenciáveis em M3. Então o par (f, n) é denominado uma faixa e a

mudança

f̃ = euf , ñ = n+ af

é chamada uma deformação conforme da faixa (f, n).

Observação 3.5 Como vimos, considerando a mudança f̃ = euf , continuamos com

uma imersão em L5 mas agora com uma métrica induzida conforme à métrica induzida

por f . Assim, a idéia é obter uma imersão f : M3 → L5 através de uma deformação

conforme e obter condições para que a imersão f̃ tenha métrica induzida plana, e

portanto condições para que f seja conformemente plana. Dessa forma, obtida uma

imersão com esta propriedade no cone de luz L5, basta fazer uma deformação conforme

para que tenhamos f : M3 → M4
K conformemente plana e portanto hipersuperf́ıcies

conformemente planas nas formas espaciais. A mudança ñ = n + af será conveniente

em alguns casos, e ficará mais clara com o que faremos mais adiante.

3.3 Referencial adaptado e equações de compatibi-

lidade

Para estudar as imersões em L5 definiremos agora o referencial adaptado com que

iremos trabalhar. Antes, considere uma base pseudo-ortonormal de R6
1, isto é, um

conjunto {e1, . . . , e6} ∈ R6
1 onde

〈eA, eB〉 = δAB, para 1 ≤ A,B ≤ 4,

〈e5, eA〉 = 〈e6, eA〉 = 0, para 1 ≤ A ≤ 4,

〈e5, e5〉 = 〈e6, e6〉 = 0,

〈e5, e6〉 = 〈e6, e5〉 = 1.

(3.6)

Definição 3.3 Um referencial adaptado para uma faixa (f, n) é uma aplicação que

associa a cada p ∈ M3, uma base pseudo-ortonormal {n1(p), . . . , n6(p)} satisfazendo,

de acordo com os ı́ndices, as relações (3.6) acima, de forma que {n1(p), n2(p), n3(p)} é

uma base ortonormal de dfp(TpM), n4 = n e n5 = f .
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Dessa forma, os vetores n1, n2 e n3 são tangentes a M e n4, n5 e n6 são normais a

M. Por isso, é importante neste ponto, estabelecer a seguinte convenção de ı́ndices:

• as letras maiúsculas A, B, C, ... serão usadas para variar os ı́ndices de 1 a 6;

• as letras minúsculas i, j, k, ... serão usadas para variar os ı́ndices de 1 a 3;

• as letras gregas α, β, γ, ... serão usadas para variar os ı́ndices de 4 a 6.

Introduzimos agora as 1-formas diferenciais ωA e ωAB definidas por:

df =
6∑

A=1

ωAnA,

dnA =
6∑

C=1

ωACnC .

(3.7)

Como df está sempre no espaço tangente, conclúımos que, ω4, ω5 e ω6 são iden-

ticamente nulas. Se xi ∈ X(M) são tais que dfp(xi(p)) = ni(p), então temos que

ωi(xj) = δij. O conjunto {ω1, ω2, ω3} é chamado co-referencial adaptado e as formas

ωAB são as formas de conexão.

Note que, a partir de (3.7), podemos obter informações importantes com relação às

formas de conexão ωAB. Inicialmente, se n5 = f , obtemos de (3.7) que:

ω5i = ωi,

ω5α = 0.
(3.8)

Por (3.6) temos que 〈nA, nB〉 é constante, o que implica 〈dnA, nB〉+ 〈nA, dnB〉 = 0

e então, por (3.7) obtemos que〈
6∑

C=1

ωACnC , nB

〉
+

〈
nA,

6∑
C=1

ωBCnC

〉
= 0, (3.9)

que reduz-se aos seguintes casos:



ωAB + ωBA = 0, 1 ≤ A,B ≤ 4

ωA6 + ω5A = 0, 1 ≤ A ≤ 4

ωA5 + ω6A = 0, 1 ≤ A ≤ 4

2ω56 = 0,

2ω65 = 0,

ω55 + ω66 = 0,

(3.10)
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obtidos considerando em (3.9) B = 5 (respectivamente B = 6) para obter a 2a relação

(respectivamente 3a relação), A = B = 5 (respectivamente A = B = 6) para obter a

4a relação (respectivamente 5a relação) e A = 5, B = 6 para a última relação.

Se ω5α = 0, temos que (3.10) implica em:

ω46 = −ω54 = 0,

ω66 = −ω55 = 0.
(3.11)

Assim, a partir de (3.8), (3.10) e (3.11) conclúımos que:



ω5i = ωi, 1 ≤ i ≤ 3

ωAB + ωBA = 0, 1 ≤ A,B ≤ 4

ωA6 + ω5A = 0, 1 ≤ A ≤ 4

ωA5 + ω6A = 0, 1 ≤ A ≤ 4

ωAA = 0, 1 ≤ A ≤ 6

ω5α = 0, 4 ≤ α ≤ 6

ω65 = ω46 = 0.

(3.12)

Valem ainda as seguinte relações, chamadas equações de estrutura:
dωA =

6∑
B=1

ωB ∧ ωBA,

dωAB =
6∑

C=1

ωAC ∧ ωCB,

que são obtidas considerando a diferencial de (3.7).

Como cada nB é um vetor de R6
1, podemos escrevê-lo como combinação linear da

base B = {e1, . . . , e6}. Para isso, introduzimos as funções nAB de forma que

nB =
6∑

A=1

nABeA.

Derivando a expressão acima, obtemos dnB =
6∑

A=1

dnABeA. Por outro lado, pelo que

vimos em (3.7) podemos escrever:

dnB =
6∑

C=1

ωBCnC =
6∑

C=1

ωBC

6∑
A=1

nACeA =
6∑

A=1

(
6∑

C=1

ωBCnAC

)
eA,
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e então obtemos que

dnAB =
6∑

C=1

nACωBC . (3.13)

Seja F a matriz das funções nAB, ou seja (F )AB = nAB e Φ a matriz transposta da

matriz das formas de conexão tal que (Φ)AB = ωBA, então a equação (3.13) nos diz

que:

dF = FΦ. (3.14)

Como F é uma matriz de mudança de base, F possui uma inversa F−1 o que nos

possibilita escrever:

Φ = F−1dF.

Queremos agora encontrar relações envolvendo a derivada exterior de Φ. Voltando

à equação (3.13) e lembrando que (Φ)AB = ωBA temos:

0 = d(dnAB) = d(
6∑

C=1

nAC(Φ)CB) =
6∑

C=1

(dnAC ∧ (Φ)CB + nACd(Φ)CB).

Então podemos escrever

0 = dF ∧ Φ + FdΦ,

onde o śımbolo ∧ acima representa multiplicação de matrizes de 1-formas diferenciais,

sendo que procedemos de forma análoga ao produto de matrizes reais, com a diferença

que trocamos o produto usual de números pelo produto exterior de formas. Como

dF = FΦ temos então que

F (Φ ∧ Φ + dΦ) = 0.

Como F admite uma inversa, temos simplesmente

Φ ∧ Φ + dΦ = 0. (3.15)

A equação acima é conhecida por equação de Maurer-Cartan e nos dará as equações

de compatibilidade para a nossa imersão. Para obter detalhes dessa equação, é inte-

ressante obter mais informações a respeito da matriz Φ.

Para organizar nossos cálculos, vamos dividir a matriz Φ em quatro blocos:

Φ =

 Ω η

η µ

 . (3.16)
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Lembrando que (Φ)AB = ωBA, e em (3.12) vimos que, para 1 ≤ A,B ≤ 4, ωAB = −ωBA
então a matriz Ω é dada por:

Ω =


0 −ω12 −ω13

ω12 0 −ω23

ω13 ω23 0

 . (3.17)

Passemos agora à matriz η. Por (3.8), ω5i = ωi. Escrevendo ω4i = −ψi e ω6i = χi,

temos a matriz η da forma

η =


−ψ1 ω1 χ1

−ψ2 ω2 χ2

−ψ3 ω3 χ3

 . (3.18)

A matriz η é obtida facilmente a partir de η usando o que vimos em (3.12). Portanto

temos

η =


ψ1 ψ2 ψ3

−χ1 −χ2 −χ3

−ω1 −ω2 −ω3

 .

Finalmente, para a matriz µ usamos (3.12) e denotamos ν = ω64 = −ω45 para obter

µ =


0 0 ν

−ν 0 0

0 0 0

 . (3.19)

Escrevendo agora a equação de Maurer-Cartan envolvendo os blocos da matriz Φ,

temos:  dΩ dη

dη dµ

+

 Ω ∧ Ω + η ∧ η Ω ∧ η + η ∧ µ

η ∧ Ω + µ ∧ η η ∧ η + µ ∧ µ

 =

 0 0

0 0

 ,

onde cada 0 na matriz do lado direito representa uma matriz nula 3 × 3. Analisando

cada identidade diretamente com as componentes das matrizes, temos:

• A partir de dη + Ω ∧ η + η ∧ µ = 0,
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0 =


−dψ1 dω1 dχ1

−dψ2 dω2 dχ2

−dψ3 dω3 dχ3

+


0 −ω12 −ω13

−ω21 0 −ω23

−ω31 −ω32 0

 ∧

−ψ1 ω1 χ1

−ψ2 ω2 χ2

−ψ3 ω3 χ3



+


−ψ1 ω1 χ1

−ψ2 ω2 χ2

−ψ3 ω3 χ3

 ∧


0 0 ν

−ν 0 0

0 0 0


o que nos dá as equações de Codazzi :

0 = dψi −
3∑
j=1

ωij ∧ ψj + ωi ∧ ν,

0 = dωi −
3∑
j=1

ωij ∧ ωj,

0 = dχi −
3∑
j=1

ωij ∧ χj − ψi ∧ ν.

(3.20)

• A partir de dµ+ η ∧ η + µ ∧ µ = 0,

0 =


0 0 dν

−dν 0 0

0 0 0

+


ψ1 ψ2 ψ3

−χ1 −χ2 −χ3

−ω1 −ω2 −ω3

 ∧

−ψ1 ω1 χ1

−ψ2 ω2 χ2

−ψ3 ω3 χ3



+


0 0 ν

−ν 0 0

0 0 0

 ∧


0 0 ν

−ν 0 0

0 0 0

 ,

de onde obtemos as equações de Ricci :

0 =
3∑
j=1

ψj ∧ ωj,

0 =
3∑
j=1

χj ∧ ωj,

dν =
3∑
j=1

χj ∧ ψj.

(3.21)
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• A partir de dΩ + Ω ∧ Ω + η ∧ η = 0,

0 =


0 −dω12 −dω13

−dω21 0 −dω23

−dω31 −dω32 0



+


0 −ω12 −ω13

−ω21 0 −ω23

−ω31 −ω32 0

 ∧


0 −ω12 −ω13

−ω21 0 −ω23

−ω31 −ω32 0



+


−ψ1 ω1 χ1

−ψ2 ω2 χ2

−ψ3 ω3 χ3

 ∧


ψ1 ψ2 ψ3

−χ1 −χ2 −χ3

−ω1 −ω2 −ω3

 ,

o que nos dá somente um tipo de equação, chamada equação de Gauss :

−dωij +
3∑

k=1

ωik ∧ ωkj = ψi ∧ ψj + ωi ∧ χj + χi. ∧ ωj. (3.22)

Observação 3.6 Pelo teorema fundamental das subvariedades, que também vale para

o espaço Minkowski, a condição necessária e suficiente para que exista uma imersão

f : Mn → Rn+k
1 é que, definido um referencial adaptado, o co-referencial e as formas de

conexão satisfaçam as equações de Codazzi, Ricci e Gauss, dáı então o nome equações

de compatibilidade. O enunciado e a prova completa do teorema fundamental das

subvariedades, para o caso euclidiano, podem ser encontrados em [16].

Defina as 1-formas diferenciais, chamadas formas de curvatura ρij por

ρij := −dωij +
3∑

k=1

ωik ∧ ωkj. (3.23)

Vamos mostrar que tais formas nos dão a curvatura de M3 segundo a métrica

induzida por f . Denotando por g = 〈df, df〉 a métrica induzida, temos então que

g =
3∑
i=1

ω2
i . (3.24)

E a conexão Riemanniana ∇ associada à métrica induzida g é dada por

∇yxi =
3∑
j=1

ωij(y)xj (3.25)
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onde, como anteriormente, ni(p) = dfp(xi(p)).

Calculando então a curvatura:

R(x, y)xi = ∇y∇xxi −∇x∇yxi +∇[x,y]xi

= ∇y

[
3∑
j=1

ωij(x)xj

]
−∇x

[
3∑
j=1

ωij(y)xj

]
+

3∑
j=1

ωij([x, y])xj

=
3∑
j=1

[yωij(x)xj + ωij(x)∇yxj]−
3∑
j=1

[xωij(y)xj + ωij(y)∇xxj]

+
∑
j=1

ωij([x, y])xj

=
3∑
j=1

[yωij(x)− xωij(y) + ωij([x, y])]xj

+
3∑
j=1

[
ωij(x)

3∑
k=1

ωjk(y)xk − ωij(y)
3∑

k=1

ωjk(x)xk

]

=
3∑
j=1

[−dωij(x, y)]xj +
3∑
j=1

3∑
k=1

[ωij(x)wjk(y)− ωij(y)ωjk(x)]xk

=
3∑
j=1

[
−dωij(x, y) +

3∑
k=1

ωik ∧ ωkj(x, y)

]
xj,

onde na penúltima igualdade, usamos a relação dω(x, y) = xω(y) − yω(x) − ω([x, y])

(ver apêndice A) e na última, trocamos na segunda parcela k por j já que possuem a

mesma variação de ı́ndices.

Do que vimos acima, conclúımos então que

R(x, y)xi =
3∑
j=1

ρij(x, y)xj. (3.26)

O tensor curvatura, fica então determinado, já que

ρij(x, y) = g(R(x, y), xi, xj) = r(x, y, xi, xj) = r(xi, xj, x, y).

Como consequência de (3.22) e (3.23), conseguimos expressar a curvatura em função

das formas ψi, ωi e χi, fato que será importante mais adiante. Outro fato importante

envolvendo a forma ψi é o que descrevemos a seguir. Como vimos ωα = 0 (lembre-se

que as letras gregas representam os ı́ndices de 4 a 6). Para α = 4 temos n4 = n, o

vetor normal unitário que compõe a faixa (f, n). Portanto:

dω4 =
6∑

A=1

ωA ∧ ωA4 =
3∑
i=1

ωi ∧ ωi4 +
6∑

α=4

ωα ∧ ωα4 =
3∑
i=1

ωi ∧ ωi4.
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Pelo lema de Cartan (ver apêndice A), existem funções h4
ij tais que

ωi4 =
3∑
j=1

h4
ijωj, h4

ij = h4
ji. (3.27)

Como consequência, para cada p ∈ M a forma bilinear definida em TpM × TpM

dada por

Hn =
3∑
i=1

ωiωi4 =
3∑
i=1

3∑
j=1

h4
ijωiωj, (3.28)

é uma forma bilinear simétrica. E assim, podemos associar a Hn uma forma quadrática

IIn(x) = Hn(x, x),

chamada segunda forma quadrática. Decorre do que vimos acima que,

−〈df, dn〉 = −

〈
3∑
i=1

ωini,
6∑

A=1

ω4AnA

〉
= −

3∑
i=1

ωiω4i =
3∑
i=1

ωiωi4 = Hn, (3.29)

relação que será útil em alguns casos.

Sabemos que a toda forma bilinear simétrica definida em um espaço vetorial está

associada uma aplicação linear auto-adjunta. Assim, definimos o tensor de Weingarten

An que a cada p ∈M associa uma aplicação linear auto-adjunta An : TpM → TpM tal

que:

Hn(x, y) = −g(An(x), y), (3.30)

onde g é a métrica induzida.

Dessa forma, usando (3.28) e (3.30) podemos obter facilmente a matriz de An na

base {x1, x2, x3} já que

(An)lk = g(An(xl), xk) = −Hn(xl, xk) = −
3∑
i=1

3∑
j=1

h4
ijωi(xl)ωj(xk)

= −
3∑
i=1

3∑
j=1

h4
ijδilδjk = −h4

lk.

(3.31)

Sendo An uma matriz auto-adjunta, admite então uma base ortonormal de auto-

vetores onde, nesta base, a matriz de An é dada por
−a1 0 0

0 −a2 0

0 0 −a3

 ,
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nesse caso, h4
ii = ai e h4

ij = 0 para i 6= j.

Assim, as funções ai são as curvaturas principais e os auto-vetores que constituem

essa base são as direções principais associados a faixa (f, n). Quando o referencial

adaptado for definido de forma que a parte tangencial seja dada por ni = df(xi) com

xi uma direção principal, chamaremos esse referencial de um referencial adaptado de

direções principais.

Vamos agora relacionar o que introduzimos acima com as formas diferenciais definidas

com o referencial adaptado. Lembramos que introduzimos as formas ψi por ψi = −ω4i

e então, por (3.27):

ψi = −ω4i = ωi4 =
3∑
j=1

h4
ijωj. (3.32)

Portanto por (3.28), Hn fica da forma:

Hn =
3∑
i=1

ωiψi. (3.33)

Trabalhando com um referencial adaptado de direções principais, as equações ante-

riores se reduzem à:

ψi = aiωi,

e

Hn =
3∑
i=1

aiω
2
i .

3.4 Imersões conformemente planas

O objetivo desta seção é encontrar condições necessárias e suficientes para que uma

imersão f : M3 → L5 seja conformemente plana. Embora estejamos procurando

imersões conformemente planas nas formas espaciais M4
K ⊂ L5, é suficiente encontrá-

las simplesmente em L5 já que, por uma deformação conforme, podemos obter uma

imersão f̃ em M4
K cuja métrica induzida é conforme a métrica induzida por f e então,
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se f for uma imersão conformemente plana em L5, f̃ será uma imersão conformemente

plana em M4
K . Dessa forma, o que faremos é obter o referencial adaptado e as formas

de conexão de uma faixa (f̃ , ñ) resultante de uma deformação conforme da faixa (f, n).

A idéia é obter ambos em função do referencial e das formas de (f, n) e assim, exigindo

que a imersão f̃ seja plana, obteremos f conformemente plana.

O que teremos a seguir é uma sequência de proposições relacionadas as deformações

conformes. A primeira nos mostra como mudam direções principais e curvaturas prin-

cipais ao efetuarmos uma deformação conforme. As seguintes nos dão um referencial

adaptado e as respectivas formas de conexão para a faixa (f̃ , ñ), obtida através de uma

deformação conforme da faixa (f, n).

Proposição 3.1 Sejam xi as direções principais e ai as curvaturas principais de uma

faixa (f, n). Seja (f̃ , ñ) uma deformação conforme dada por

f̃ = euf e ñ = n+ af.

Então as direções principais são preservadas pela deformação conforme e as curvaturas

principais ãi associadas a (f̃ , ñ) são dadas por:

ãi = e−u(ai − a). (3.34)

Demonstração: Como {x1, x2, x3} ∈ X(M) é uma base ortonormal, podemos escre-

ver, para x ∈ X(M)

x =
3∑
i=1

g(x, xi)xi e An(x) =
3∑
i=1

g(An(x), xi)xi. (3.35)

Considerando agora a faixa (f̃ , ñ) e escrevendo Añ(x) =
3∑
i=1

λi(x)xi obtemos

g̃(Añ(x), xi) = e2uλi(x). (3.36)

Lembramos agora que, por (3.30) e (3.29) temos

g(An(x), xi) = 〈df(x), dn(xi)〉 .
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Então, por (3.36), temos:

e2uλi(x) =
〈
df̃(x), dñ(xi)

〉
= 〈eudu(x)f + eudf(x), dn(xi) + da(xi)f + adf(xi)〉

= eu 〈df(x), dn(xi) + adf(xi)〉

= eu [〈df(x), dn(xi)〉+ a 〈df(x), df(xi)〉]

= eu [g(An(x), xi) + ag(x, xi)] ,

portanto λi(x) = e−u [g(An(x), xi) + ag(x, xi)]. Podemos agora obter uma expressão

para Añ já que

Añ(x) =
3∑
i=1

λi(x)xi

=
3∑
i=1

e−u [g(An(x), xi) + ag(x, xi)]xi

= e−u [An(x) + ax] ,

onde na última igualdade, usamos as identidades obtidas em (3.35). Assim, quando x

é uma direção principal xi temos que An(xi) = −aixi e então,

Añ(xi) = e−u [An(xi) + axi] = e−u (−ai + a)xi = −e−u (ai − a)xi.

Portanto, xi continua sendo direção principal, agora com curvatura principal

ãi = e−u(ai − a).

�

Vamos agora à construção de um referencial adaptado para a faixa (f̃ , ñ).

Proposição 3.2 Dado um referencial adaptado para uma faixa (f, n) como definido

na Definição 3.3, um referencial adaptado para a deformação conforme (f̃ , ñ), onde

f̃ = euf e ñ = n+ af , é dado por:

ñi = ni + uif

ñ = n+ af

f̃ = e−uf

ñ6 = e−u

{
3∑
j=1

(−uj)nj − an+

[
−1

2

(
3∑
j=1

u2
j + a2

)]
f + n6

}
.

(3.37)

onde ui = du(xi).

54



Demonstração: Como a métrica g̃ induzida por f̃ é conforme à induzida por f é

natural definir ñi por

ñi =
df̃(xi)

||df̃(xi)||
,

já que, a prinćıpio, df̃(xi) não é unitário. Definindo ui := du(xi) temos então que

ñi =
eudu(xi)f + eudf(xi)√〈

df̃(xi), df̃(xi)
〉 =

eu(uif + ni)√
e2u 〈df(xi), df(xi)〉

= uif + ni.

Já sabemos que ñ4 = ñ = n + af e que ñ5 = f̃ = euf . Para determinar ñ6

escrevemos

ñ6 =
3∑
i=1

λini + λ4n+ λ5f + λ6n6.

Como {n1, n2, n3, n, f, n6} é uma base pseudo-ortonormal obtemos diretamente que
λi = 〈ñ6, ni〉 ,

λ4 = 〈ñ6, n〉 ,

λ6 = 〈ñ6, f〉 .

Como queremos
〈
f̃ , ñ6

〉
= 1 segue que 〈euf, ñ6〉 = 1 e portanto

λ6 = 〈ñ6, f〉 = e−u.

Fato que nos ajuda a calcular os λi, já que devemos ter 〈ñ6, ñi〉 = 0. Então

0 = 〈ñ6, uif + ni〉 = uie
−u + λi,

o que implica λi = −uie−u. Analogamente,

0 = 〈ñ6, ñ〉 = 〈ñ6, n+ af〉 = λ4 + ae−u,

e assim λ4 = −ae−u. Para calcular λ5 procedemos da seguinte forma: umas vez

calculados os coeficientes restantes e sabendo que 〈ñ6, ñ6〉 = 0 temos

0 = 〈ñ6, ñ6〉 =
3∑
i=1

λ2
i + λ2

4 + 2λ5λ6 = e−2u

(
3∑
i=1

u2
i + a2

)
+ 2λ5e

−u,

o que nos dá λ5 = −1

2
e−u

(
3∑
i=1

u2
i + a2

)
. Dessa forma, obtemos a seguinte expressão

ñ6:

ñ6 =
3∑
i=1

(
−uie−u

)
ni − ae−un+

[
−1

2
e−u

(
3∑
i=1

u2
i + a2

)]
f + e−un6.
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Obtido o referencial, vamos calcular as correspondentes formas de conexão e as

formas de curvatura.

Proposição 3.3 Dada a matriz de formas de conexão Φ em (3.16) de um referencial

adaptado para a faixa (f, n), com componentes ωij, ωi, ψi, χi, ν dadas em (3.17), (3.18) e

(3.19). Então, as componentes da matriz Φ̃ correspondente a faixa (f̃ , ñ), onde f̃ = euf

e ñ = n+ af são dadas por:

ω̃i = euωi,

ω̃ij = uiωj − ujωi + ωij,

ψ̃i = ψi − aωi,

χ̃i = e−u
(
χi + aψi −

1

2
a2ωi − τi

)
,

ν̃ = e−u

(
−

3∑
j=1

ujψj + adu+ ν − da

)
.

(3.38)

Além disso, se ρij são as formas de curvatura da faixa (f, n), então as formas de

curvatura correspondentes à faixa (f̃ , ñ) são dadas por:

ρ̃ij = ρij − (ωi ∧ τj + τi ∧ ωj) , (3.39)

onde τi = dui −
3∑
j=1

ujωij − uidu+
1

2

3∑
j=1

u2
jωi.

Demonstração: Como df̃ =
3∑
i=1

ω̃iñi, temos

ω̃i =
〈
df̃ , ñi

〉
= 〈euduf + eudf, ni + uif〉 = eu 〈df, ni〉 = euωi.

Analogamente, se dñi =
6∑

A=1

ω̃iAñA então

ω̃ij = 〈dñi, ñj〉 = 〈duif + uidf + dni, ujf + nj〉 = uiωj − ujωi + ωij,

ω̃4i = 〈dñ, ñi〉 = 〈dn+ daf + adf, ni + uif〉 = 〈dn, ni〉+ a 〈ni, df〉 = ω4i + aωi.

Como ψi = −ω4i obtemos

ψ̃i = ψi − aωi.

56



Procedendo com este racioćınio,

ω̃i5 = 〈dñi, ñ6〉

= e−u

〈
duif + uidf + dni,

3∑
j=1

(−uj)nj − an+

[
−1

2

(
3∑
j=1

u2
j + a2

)]
f + n6

〉

= e−u

{
dui 〈f, n6〉+ ui

3∑
j=1

(−uj) 〈df, nj〉+
3∑
j=1

(−uj) 〈dni, nj〉 − a 〈dni, n〉

+

[
−1

2

(
3∑
j=1

u2
j + a2

)]
〈dni, f〉+ 〈dni, n6〉

}

= e−u

{
dui + ui

3∑
j=1

(−uj)ωj +
3∑
j=1

(−uj)ωij − aψi +

[
1

2

(
3∑
j=1

u2
j + a2

)]
ωi + ωi5

}
,

já que −〈dni, f〉 = 〈ni, df〉 = ωi. Como χi = ω6i = −ωi5 chegamos a:

−χ̃i = e−u

{
dui + ui

3∑
j=1

(−uj)ωj +
3∑
j=1

(−uj)ωij − aψi +

[
1

2

(
3∑
j=1

u2
j + a2

)]
ωi − χi

}
,

que é equivalente a expressão

χ̃i = e−u

[
χi + aψi −

1

2
a2ωi −

(
dui −

3∑
j=1

ujωij − ui
3∑
j=1

ujωj +
1

2

3∑
j=1

u2
jωi

)]
. (3.40)

Como du é uma forma, temos que

du =
3∑
j=1

du(xi)ωi =
3∑
j=1

ujωj(x).

Dessa forma, (3.40) pode ser reescrita como:

χ̃i = e−u
(
χi + aψi −

1

2
a2ωi − τi

)
,

onde τi := dui −
3∑
j=1

ujωij − uidu+
1

2

3∑
j=1

u2
jωi.

Prosseguindo com nossa tarefa, o próximo passo é obter ν̃ que é dada por

−ν̃ = 〈ñ6, dñ〉

= e−u

〈
3∑
j=1

(−uj)nj − an+

[
−1

2

(
3∑
j=1

u2
j + a2

)]
f + n6, dn+ daf + adf

〉

= e−u

[
3∑
j=1

(−uj) 〈nj, dn〉+ a

3∑
j=1

(−uj) 〈nj, df〉+ 〈n6, dn〉+ da 〈n6, f〉

]

= e−u

[
3∑
j=1

ujψj + a
3∑
j=1

(−uj)ωj − ν + da

]
,
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então

ν̃ = e−u

(
−

3∑
j=1

ujψj + adu+ ν − da

)
.

Passemos agora às formas de curvatura correspondentes ρ̃ij :

ρ̃ij = ψ̃i ∧ ψ̃j + ω̃i ∧ χ̃j + χ̃i ∧ ω̃j

= (ψi − aωi) ∧ (ψj − aωj) + (euωi) ∧
[
e−u

(
χj + aψj −

1

2
a2ωj − τj

)]
+

[
e−u

(
χi + aψi −

1

2
a2ωi − τi

)]
∧ (euωj)

= ψi ∧ ψj − aψi ∧ ωj − aωi ∧ ψj + a2ωi ∧ ωj + ωi ∧ χj + aωi ∧ ψj

−1

2
a2ωi ∧ ωj − ωi ∧ τj + χi ∧ ωj + aψi ∧ ωj −

1

2
a2ωi ∧ ωj − τi ∧ ωj

= ρij − (ωi ∧ τj + τi ∧ ωj) .

�

Acabamos de obter informações importantes sobre a faixa (f̃ , ñ). O que faremos

agora é ver como podemos usá-las para obter condições necessárias e suficientes para

que a imersão f seja conformemente plana.

Para isso, definimos as formas de Schouten por

σi = s(xi, .)

onde s é o tensor de Schouten, e então temos o seguinte lema:

Lema 3.1 As formas de curvaturas ρij dadas na equação de Gauss (3.22), quando a

dimensão da variedade é n = 3, podem ser expressas por

ρij = ωi ∧ σj + σi ∧ ωj, (3.41)

onde σi são as formas de Schouten.

Demonstração: Lembramos que o tensor de Schouten, para o caso n = 3 é dado por

s = Ric− k

4
g,

onde k é a curvatura escalar. Assim, temos que σi será dada por

σi = Ric(xi, .)−
k

4
g(xi, .) = ρi −

k

4
ωi,
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onde

ρi := Ric(xi, .) =
3∑
j=1

r(xi, xj, ., xj) =
3∑
j=1

ρij(., xj)

e então k =
3∑
i=1

ρi(xi).

Agora, lembramos que o tensor de Weyl é dado por

w = r − s ∧ g,

onde na identidade acima, o śımbolo ∧ representa o produto Kulkarni-Nomizu. Intro-

duzindo as formas ζij(x, y) := w(xi, xj, x, y), então

ζij(x, y) = r(xi, xj, x, y)− s ∧ g(xi, xj, x, y)

= ρij(x, y)−

∣∣∣∣∣∣ s(xi, x) s(xi, y)

g(xj, x) g(xj, y)

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣ g(xi, x) g(xi, y)

s(xj, x) s(xj, y)

∣∣∣∣∣∣
= ρij(x, y)− [σi(x)ωj(y)− σi(y)ωj(x)]− [ωi(x)σj(y)− ωi(y)σj(x)]

= ρij(x, y)− σi ∧ ωj(x, y)− ωi ∧ σj(x, y).

Portanto ζij = ρij − (σi ∧ ωj + ωi ∧ σj). Vimos no caṕıtulo anterior que para n = 3 o

tensor de Weyl é identicamente nulo, o que implica em (3.41).

�

Podemos agora estabelecer o seguinte teorema:

Teorema 3.1 Uma imersão Riemanniana f : M3 → L5 é conformemente plana se, e

somente se, existir uma função u tal que

σi = dui −
3∑
j=1

ujωij − uidu+
1

2

3∑
j=1

u2
jωi, (3.42)

onde σi são as formas de Schouten.

Demonstração: Por (3.39), temos que a imersão f será conformemente plana se, e

somente se, 0 = ρ̃ij = ρij − (ωi ∧ τj + τi ∧ ωj) ou equivalentemente,

ρij = ωi ∧ τj + τi ∧ ωj. (3.43)

Portanto, por (3.43) e (3.41), devemos ter

ωi ∧ σj + σi ∧ ωj = ωi ∧ τj + τi ∧ ωj,

o que implica em σi = τi. Portanto, por (3.38), devemos ter (3.42) satisfeita.
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Observação 3.7 No caṕıtulo anterior, quando estudamos o teorema de Weyl-Schouten,

para que a variedade fosse conformemente plana, vimos em (2.12), que procuramos uma

função u tal que

s = hessu(x, y)− du(x)du(y) +
1

2
g(gradu, gradu)g(x, y)

De fato, com a nossa notação, vamos mostrar que essa equação é equivalente a (3.42),

σi(y) = s(xi, y) = hessu(xi, y)− du(xi)du(y) +
1

2
g(gradu, gradu)g(xi, y). (3.44)

Como gradu =
3∑
j=1

ujxj temos que

hessu(y, xi) = g(∇ygradu, xi) =

〈
3∑
j=1

duj(y)xj +
3∑
j=1

uj∇yxj, xi

〉

= dui(y) +

〈
3∑
j=1

uj

3∑
k=1

ωjk(y)xk, xi

〉

= dui(y) +
3∑
j=1

ujωji(y),

podemos então reescrever (3.44) da forma

σi(y) = dui(y)−
3∑
j=1

ujωij(y)− uidu(y) +
1

2

3∑
j=1

u2
jωi(y),

que é exatamente (3.42).

Podemos então, estabelecer aqui uma versão do teorema de Weyl-Schouten envol-

vendo as formas diferenciais que estabelecemos neste caṕıtulo.

Teorema 3.2 Afim de que uma imersão riemanniana f : M3 → L5 seja conforme-

mente plana é necessário e suficiente que

0 = dσi −
3∑
j=1

ωij ∧ σj, (3.45)

onde σi são as formas de Schouten e ωij as formas de conexão de um referencial

adaptado.
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Demonstração: Relembramos que, no caso n = 3 a condição de existência da função

u era que o tensor de Schouten fosse um tensor de Codazzi, ou seja:

(∇xs)(y, z) = (∇ys)(x, z).

Como a derivada covariante é um tensor, e então uma aplicação multilinear em cada

uma das suas variáveis, basta verificar a seguinte expressão:

(∇xs)(y, xi) = (∇ys)(x, xi),

que é equivalente a

0 = (∇xs)(y, xi)− (∇ys)(x, xi) = xs(y, xi)− s(∇xy, xi)− s(y,∇xxi)

−ys(x, xi) + s(∇yx, xi) + s(x,∇yxi),

Portanto,

0 = xσi(y)− yσi(x)− σi([x, y])− s(y,
3∑
j=1

ωij(x)xj) + s(x,
3∑
j=1

ωij(y)xj)

= dσi(x, y)−
3∑
j=1

[ωij(x)σj(y)− ωij(y)σj(x)]

= dσj(x, y)−
3∑
j=1

ωij ∧ σj(x, y).

�

Introduzindo as formas de Cartan

βi := σi − χi, (3.46)

temos o seguinte teorema:

Teorema 3.3 (Cartan) Uma imersão riemanniana f : M3 → L5 é conformemente

plana se, e somente se,

0 = dβi −
3∑
j=1

ωij ∧ βj + ψi ∧ ν, (3.47)

onde βi são as formas de Cartan, ωij e ψi são formas de conexão de um referencial

adaptado.
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Demonstração: Usando a terceira das equações de Codazzi dadas em (3.20) temos

que

0 = dχi −
3∑
j=1

ωij ∧ χj − ψi ∧ ν

= dσi − dβi −
3∑
j=1

ωij ∧ (σj − βj)− ψi ∧ ν

= dσi − dβi −
3∑
j=1

ωij ∧ σj +
3∑
j=1

ωij ∧ βj − ψi ∧ ν.

Segue do teorema anterior, que (3.47) se verifica.

�

Observação 3.8 Quando trabalhamos com um referencial adaptado de direções prin-

cipais, podemos calcular as formas de Cartan βi. Neste caso, temos ψi = aiωi e a

equação de Gauss (3.22) reduz-se a:

ρij = aiajωi ∧ ωj + ωi ∧ χj + χi ∧ ωj.

Como vimos em (3.41), quando n = 3, ρij = ωi ∧ σj + σi ∧ ωj. Portanto

ωi ∧ σj + σi ∧ ωj = aiajωi ∧ ωj + ωi ∧ χj + χi ∧ ωj,

que é equivalente a

aiajωi ∧ ωj − ωi ∧ βj − βi ∧ ωj = 0, (3.48)

já que βi = σi − χi. Se escrevemos

βi =
3∑

k=1

bikωk,

(3.48) é equivalente a

aiajωi ∧ ωj −
3∑

k=1

bjkωi ∧ ωk −
3∑
l=1

bilωl ∧ ωj = 0.

Aplicando a identidade acima em cada par dos vetores da base {x1, x2, x3}, obtemos,

para todo i e j  aiaj − bjj − bii = 0,

bij = 0, i 6= j.
(3.49)
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Da primeira equação, para obter cada bii, basta observar que:
a1a2 − b11 − b22 = 0,

a2a3 − b22 − b33 = 0,

a1a3 − b11 − b33 = 0,

de onde obtemos

2b11 = a1a2 + a1a3 − a2a3,

2b22 = a1a2 + a2a3 − a1a3,

2b33 = a2a3 + a1a3 − a1a2.

Portanto, 
β1 = 1

2
(a1a2 + a1a3 − a2a3)ω1,

β2 = 1
2

(a1a2 + a2a3 − a1a3)ω2,

β3 = 1
2

(a2a3 + a1a3 − a1a2)ω3.

(3.50)

Para provar o principal teorema desta seção, precisamos de alguns lemas.

Lema 3.2 Vale a seguinte identidade:

(∇xAn)(y) + ν(x)y = (∇yAn)(x) + ν(y)x. (3.51)

Demonstração: Lembramos que, como {x1, x2, x3} é uma base ortonormal na métrica

induzida g, podemos escrever

An(x) =
3∑
i=1

g(An(x), xi)xi,

mas, por (3.30) e (3.33)

g(An(x), xi) = −Hn(x, xi) = −
3∑
j=1

ψj(x)ωj(xi) = −ψi(x).

Então podemos escrever

An(x) = −
3∑
i=1

ψi(x)xi.
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Calculando a derivada do tensor An usando a expressão que obtemos acima segue que

(∇xAn)(y) = ∇xAn(y)− An(∇xy)

= ∇x

(
−

3∑
i=1

ψi(y)xi

)
+

3∑
i=1

ψi(∇xy)xi

=
3∑
i=1

[−xψi(y)xi − ψ(y)∇xxi + ψi(∇xy)xi]

=
3∑
i=1

[−xψi(y) + ψi(∇xy)]xi −
3∑
i=1

3∑
j=1

ψi(y)ωij(x)xj

=
3∑
i=1

[
−xψi(y) + ψi(∇xy)−

3∑
j=1

ψj(y)ωji(x)

]
xi,

onde na última igualdade rearranjamos os ı́ndices trocando i por j. Analogamente,

temos

(∇yAn)(x) =
3∑
i=1

[
−yψi(x) + ψi(∇yx)−

3∑
j=1

ψj(x)ωji(y)

]
xi.

Portanto

(∇yAn)(x)− (∇xAn)(y) =
3∑
i=1

[xψi(y)− yψi(x)− ψi([x, y])]xi

3∑
i=1

[
3∑
j=1

ψj(y)ωji(x)− ψj(x)ωji(y)

]
xi

=
3∑
i=1

dψi(x, y)xi +
3∑
i=1

[
3∑
j=1

ωji ∧ ψj(x, y)

]
xi

=
3∑
i=1

[
dψi(x, y)−

3∑
j=1

ωij ∧ ψj(x, y)

]
xi.

Aplicando a primeira das equações de Codazzi descritas em (3.20) obtemos que:

(∇yAn)(x)− (∇xAn)(y) =
3∑
i=1

−ωi ∧ ν(x, y)xi

=
3∑
i=1

[ν(x)ωi(y)− ν(y)ωi(x)]xi

= ν(x)
3∑
i=1

g(y, xi)xi − ν(y)
3∑
i=1

g(x, xi)xi

= ν(x)y − ν(y)x.

De onde segue (3.51).

�
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Para o próximo lema, será interessante lembrarmos alguns conceitos de Álgebra

Linear.

Dada uma aplicação linear A : E → F , onde E e F são espaços vetoriais, o núcleo

de A, denotado por N (A), é o conjunto dos v vetores em E tais que A(v) = 0. O

conjunto imagem de A, denotado por I(A) é o conjunto dos vetores em F tais que

w = A(v) onde v ∈ E. Com estes conceitos, temos o Teorema do Núcleo e da Imagem,

estabelecendo que, nestas condições,

dimE = dimN (A) + dimI(A), (3.52)

onde, dimE é a dimensão do espaço vetorial E.

Como em cada ponto p, An é uma transformação linear de TpM em TpM e dnp é

outra transformação linear, de TpM em dnp(TpM), podemos enunciar o seguinte lema:

Lema 3.3 Para cada p ∈M , se dimI(An) ≤ 1 então N (An) ⊂ N (dn).

Demonstração: Pela definição das formas de conexão

dn(y) =
6∑

A=1

ω4AnA =
3∑
i=1

[−ψi(y)]ni − ν(y)f,

já que ω44 = ω46 = 0 e ω45 = −ν.

Pelo teorema do núcleo e da imagem, dimN (A) ≥ 2 então seja {x, y} um par

ortonormal de vetores em N (An). Dessa forma, temos que

0 = An(y) = −
3∑
i=1

ψi(y)xi,

o que implica ψi(y) = 0. Consequentemente,

dn(y) = −ν(y)f = −ν(y)g(x, x)f = g(−ν(y)x, x)f.

Aplicando o lema anterior, podemos escrever

dn(y) = g((∇yAn)(x)− (∇xAn)(y)− ν(x)y, x)f

= g(∇yAn(x)− An(∇yx)−∇xAn(y) + An(∇xy)− ν(x)y, x)f.

Mas An(x) = An(y) = 0 e g(x, y) = 0, então

dn(y) = g(An([x, y]), x)f

= g([x, y], An(x))f

= 0,
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onde na penúltima igualdade, usamos que An é auto-adjunta. Assim y ∈ N (dn) logo

N (An) ⊂ N (dn).

�

Antes de passar ao teorema, vamos estabelecer uma convenção envolvendo as cur-

vaturas principais. De agora em diante, sempre que falarmos das funções a1, a2 e a3,

elas estarão satisfazendo à seguinte ordem:

a1 ≤ a2 ≤ a3

Com isso, temos a seguinte definição:

Definição 3.4 Definimos as formas fundamentais conformes da faixa (f, n) como

sendo as formas αi dadas por:
α1 =

√
a3 − a1

√
a2 − a1 ω1,

α2 =
√
a2 − a1

√
a3 − a2 ω2,

α3 =
√
a3 − a2

√
a3 − a1 ω3.

(3.53)

Uma observação interessante é que as formas αi são invariantes por deformações

conformes. Como vimos em (3.34),com uma deformação conforme, passando da faixa

(f, n) para a faixa (f̃ , ñ) as curvaturas principais passam de ai para ãi = e−u(ai − a) e

então, calculando α̃1, por exemplo, temos

α̃1 =
√
ã3 − ã1

√
ã2 − ã1ω̃1 =

√
e−u(a3 − a− a1 + a)

√
e−u(a2 + a− a1 − a) euω1

=
√
e−2u(a3 − a1)(a2 − a1) e

uω1

=
√
a3 − a1

√
a2 − a1 ω1

= α1.

Definidas as formas que iremos trabalhar, temos o seguinte teorema

Teorema 3.4 Uma imersão riemanniana f : M3 → L5 é conformemente plana se, e

somente se, as formas fundamentais conformes (3.53) são fechadas, isto é, dαi = 0.

Demonstração: 1o Caso: As três curvaturas principais são distintas.
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Trabalhando com um referencial adaptado de direções principais, considere inicial-

mente o aberto onde (f, n) tem as três curvaturas principais distintas. Pela Observação

3.8, as equações (3.50) nos dão as formas de Cartan em um referencial adaptado de

direções principais. A saber,

βi = biωi,

onde 
b1 = 1

2
(a1a2 − a2a3 + a3a1),

b2 = 1
2
(a1a2 + a2a3 − a3a1),

b3 = 1
2
(−a1a2 + a2a3 + a3a1).

Para i 6= j, as equações acima são equivalentes a

bi + bj − aiaj = 0. (3.54)

Como estamos em um referencial adaptado, ψi = aiωi e o teorema de Cartan diz que

f é conformemente plana se, e somente se, vale a equação (3.47):

0 = dβi −
3∑
j=1

ωij ∧ βj + ψi ∧ ν,

= d(biωi)−
3∑
j=1

ωij ∧ (bjωj) + ai(ωi ∧ ν).

(3.55)

Pela primeira das equações de Codazzi (3.20), temos

ωi ∧ ν =
3∑
j=1

ωij ∧ (ajωj)− d(aiωi).

Substituindo a expressão acima em (3.55) temos

0 = d(biωi)−
3∑
j=1

ωij ∧ (bjωj) + ai

[
3∑
j=1

ωij ∧ (ajωj)− d(aiωi)

]

= dbi ∧ ωi + bidωi −
3∑
j=1

bjωij ∧ ωj +
3∑
j=1

(aiaj)ωij ∧ ωj − aidai ∧ ωi − a2
i dωi

= (dbi − aidai) ∧ ωi + (bi − a2
i )dωi −

3∑
j=1

(bj − aiaj)ωij ∧ ωj.
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Mas como dωi =
3∑
j=1

ωij ∧ ωj temos

0 = (dbi − aidai) ∧ ωi +
3∑
j=1

(bi − a2
i − bj + aiaj)ωij ∧ ωj

= (dbi − aidai) ∧ ωi +
3∑
j=1

(2bi − a2
i − bi − bj + aiaj)ωij ∧ ωj

= (dbi − aidai) ∧ ωi + (2bi − a2
i )dωi,

onde a última igualdade decorre de (3.54). Então, f é conformemente plana se, e

somente se, as funções ai e bi satisfazem a relação

(dbi − aidai) ∧ ωi + (2bi − a2
i )dωi = 0. (3.56)

Mas, observe que 

2b1 − a2
1 = a1a2 − a2a3 + a3a1 − a2

1

= (a3 − a1)(a1 − a2)

2b2 − a2
2 = a1a2 + a2a3 − a3a1 − a2

2

= (a3 − a2)(a2 − a1)

2b3 − a2
3 = −a1a2 + a2a3 + a3a1 − a2

3

= (a3 − a1)(a2 − a3)

Portanto, analisando (3.56) em cada caso, temos:

• Para i = 1, (3.56) é equivalente a:

0 = (a1da1 − db1) ∧ ω1 + (a2
1 − 2b1)dω1

=
√
a2

1 − 2b1

[
a1da1 − db1√
a2

1 − 2b1
∧ ω1 +

√
a2

1 − 2b1dω1

]
=

√
a2

1 − 2b1 d
(√

a2
1 − 2b1 ω1

)
=

√
(a3 − a1)(a2 − a1) d

(√
(a3 − a1)(a2 − a1) ω1

)
.

• Para i = 2, basta fazer

0 = (db2 − a2da2) ∧ ω2 + (2b2 − a2
2)dω2

=
√

2b2 − a2
2

[
db2 − a2da2√

2b2 − a2
2

∧ ω2 +
√

2b2 − a2
2dω2

]
=

√
(a2 − a1)(a3 − a2) d

(√
(a2 − a1)(a3 − a2) ω2

)
.
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• Para i = 3 procedemos de forma análoga ao caso i = 1 e obtemos que (3.56) é

equivalente a

0 =
√

(a3 − a2)(a3 − a1) d
(√

(a3 − a2)(a3 − a1) ω3

)
Como as três curvaturas principais são distintas, então devemos ter

d (
√
a3 − a1

√
a2 − a1 ω1) = 0,

d (
√
a2 − a1

√
a3 − a2 ω2) = 0,

d (
√
a3 − a2

√
a3 − a1 ω3) = 0,

que, por (3.53), é equivalente a

dαi = 0,

ou seja, equivalente às formas fundamentais conformes serem fechadas. E assim, no

aberto onde as curvaturas principais são distintas, vale o teorema.

2o Caso: Considere agora o interior do complementar desse conjunto, ou seja, o

interior do conjunto onde (f, n) possui duas curvaturas principais iguais. A primeira

coisa que devemos observar é que podemos trabalhar com um campo normal apropriado

de forma que podemos assumir que a1 = a2 = 0. De fato, basta lembrar que, por (3.34),

ao mudarmos da faixa (f, n) para a faixa (f, n + af) a métrica induzida se mantém,

mas as curvaturas principais mudam de ai para ai − a.

Suponha então que a1 = a2 = λ considerando o campo normal n+λf , as curvaturas

principais serão

ã1 = ã2 = 0 e ã3 = a3 − λ.

Vamos então continuar trabalhando no referencial adaptado de direções principais

e considerar a1 = a2 = 0. Como ψi = aiωi, temos
ψ1 = 0,

ψ2 = 0,

ψ3 = a3ω3.

Portanto, ψi ∧ ψj = 0 e ψi ∧ ν = 0 já que

ψ3 ∧ ν(xi, xj) = a3ω3 ∧ ν(xi, xj)

= a3 [ω3(xi)ν(xj)− ω3(xj)ν(xi)] .
(3.57)
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Se a1 = a2 = 0 temos An(x1) = An(x2) = 0 e então, pelo Lema 3.3, 0 = dn(x1) = −ν(x1)f,

0 = dn(x2) = −ν(x2)f,

onde usamos a definição das formas de conexão, ou seja,

dn =
6∑

A=1

ω4AnA = −
3∑
i=1

ψini − νf,

ja que ω4i = −ψi, ω44 = ω46 = 0 e ω45 = −ν.

Portanto ν(x1) = ν(x2) = 0. Como sabemos que ω3(x1) = ω3(x2) = 0 conclúımos

de (3.57) que, ψ3 ∧ ν(xi, xj) = 0, consequentemente,

ψi ∧ ν = 0. (3.58)

Se ψi ∧ ψj = 0, a equação de Gauss (3.22) reduz-se a

ρij = ωi ∧ χj + χi ∧ ωj.

Assim, lembrando que ρi(xi) = Ric(xi, xi) =
3∑
j=1

ρij(xi, xj), temos

ρi(xi) =
3∑
j=1

[ωi ∧ χj(xi, xj) + χi ∧ ωj(xi, xj)]

=
3∑
j=1

[χj(xj)− ωi(xj)χj(xi) + χi(xi)− ωj(xi)χi(xj)]

=
3∑
j=1

{χj + χi(xi)− δij [χj(xi) + χi(xj)]}

=
3∑
j=1

χj(xj) + 3χi(xi)−
3∑
j=1

δij [χj(xi) + χi(xj)]

=
3∑
j=1

χj(xj) + χi(xi),

o que nos dá a curvatura escalar, já que

k =
3∑
i=1

ρi(xi) =
3∑
i=1

χi(xi) + 3
3∑
j=1

χj(xj) = 4
3∑
j=1

χj(xj).
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Agora, para l 6= i

ρi(xl) =
3∑
j=1

[ωi ∧ χj(xl, xj) + χi ∧ ωj(xl, xj)]

=
3∑
j=1

[ωi(xl)χj(xj)− ωi(xj)χj(xl) + χi(xl)ωj(xj)− χi(xj)ωj(xl)]

=
3∑
j=1

[−δijχj(xl) + χi(xl)− δjlχi(xj)]

= 3χi(xl)− χi(xl)− χi(xl)

= χi(xl).

Sendo assim, calculamos as formas de Schouten, σi = ρi −
k

4
ωi, aplicando nos vetores

da base

σi(xi) = ρi(xi)−
k

4
ωi(xi)

= χi(xi) +
3∑
j=1

χj(xj)−
4

4

3∑
j=1

χj(xj)

= χi(xi),

e para l 6= i,

σi(xl) = ρi(xl)−
k

4
ωi(xl) = ρi(xl) = χi(xl),

de onde conclúımos que σi = χi. Portanto segue de (3.58) que a terceira das equações

de Codazzi (3.20) reduz-se a

0 = dχi −
3∑
j=1

ωij ∧ χj − ψi ∧ ν = dσi −
3∑
j=1

ωij ∧ σj.

Conclúımos, pelo Teorema 3.2, que temos uma imersão conformemente plana. Por-

tanto, para provar o teorema neste caso, basta provar que as formas αi são fechadas,

Mas neste caso, temos: 
α1 = 0,

α2 = 0,

α3 =
√
a2

3 ω3.

E então, α1 e α2 são trivialmente fechadas. Podemos supor, sem perda de generalidade,

que a3 > 0, o que nos possibilita escrever:

α3 = a3ω3 = ψ3.
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Novamente, usando as equações de Codazzi (3.20). Temos

dψ3 =
3∑
j=1

ω3j ∧ (ajωj)− ω3 ∧ ν

= ω31 ∧ (a1ω1) + ω32 ∧ (a2ω2)− ω3 ∧ ν

= −ω3 ∧ ν.

Como já vimos, ν(x1) = ν(x2) = 0, portanto ω3∧ν = 0 e então conclúımos que a forma

α3 é fechada.

Desta forma, como vale o teorema em ambos os abertos, onde as três curvaturas

principais são distintas e no interior do conjunto onde duas coincidem, por continuidade,

obtemos a equivalência em toda a imersão.

�

Uma vez que a imersão f : M3 → L5 é conformemente plana, basta uma deformação

conforme para que tenhamos uma imersão conformemente plana em uma forma espa-

cial. Para ilustrar, vamos para obter uma imersão f̃ com campo normal ñ na forma

M4
1 . Devemos ter

〈euf,m1〉 = −1,

onde m1 = (1, 0, . . . , 0). Vimos que, por conexidade, estamos usando somente a parte

do cone de luz composta pelos vetores com a primeira coordenada estritamente positiva.

Assim para f = (f0, . . . , f5) ∈ L5, temos f0 > 0. Então, 〈euf,m1〉 = −1, isto é,

−euf0 = −1, ou seja

eu =
1

f0

.

Para ñ = n+ af devemos ter 〈n+ af,m1〉 = 0, isto é, −n0 − af0 = 0, ou seja,

a = −n0

f0

.

Como vimos, passamos de M4
1 para M4

0 ou M4
−1 através de deformações conformes e

que as formas fundamentais conformes são invariantes, por estas transformações. Dessa

forma, podemos concluir que:

Corolário 3.1 Afim de que uma hipersuperf́ıcie em uma forma espacial de dimensão

4 seja conformemente plana e necessário e suficiente que as formas αi dadas em (3.53)

sejam fechadas.

72



3.5 Redes de Guichard

Dizemos que uma k-forma diferencial ω é exata se existe uma (k-1) forma β tal que

dβ = ω. Pelo lema de Poincaré (ver apêndice A) temos que toda forma fechada é

localmente exata.

Vimos que, as imersões f : M3 → L5 são conformemente planas se, e somente se,

as formas αi, 
α1 =

√
a3 − a1

√
a2 − a1 ω1,

α2 =
√
a2 − a1

√
a3 − a2 ω2,

α3 =
√
a3 − a2

√
a3 − a1 ω3.

são fechadas.

Assim, usando o lema de Poincaré, obtemos um sistema de coordenadas Y , através

das funções yi definidas em um aberto U ⊂M3 tal que

Y = (y1, y2, y3) : U ⊂M3 → R3,

com dyi = αi. Considerando as funções qi:
q1 =

1√
a3 − a1

√
a2 − a1

,

q2 =
1√

a2 − a1

√
a3 − a2

,

q3 =
1√

a3 − a2

√
a3 − a1

,

(3.59)

temos dyi = 1
qi
ωi. Seja

{
∂

∂y1

,
∂

∂y2

,
∂

∂y3

}
a base de vetores tangentes às curvas coorde-

nadas, então,

δij = dyi

(
∂

∂yj

)
=

1

qi
ωi

(
∂

∂yj

)
= ωi

(
1

qi

∂

∂yj

)
.

Portanto
1

qi

∂

∂yi
= xi, (3.60)

são as direções principais, temos portanto uma parametrização por linhas de curvatura

e consequentemente, um sistema de coordenadas triplamente ortogonal, ou seja, as

superf́ıcies coordenadas yi constantes intersectam-se ortogonalmente.

Dado este sistema de coordenadas, definimos as funções de Lamé, li por

li =

√〈
df

(
∂

∂yi

)
, df

(
∂

∂yi

)〉
. (3.61)
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Uma consequência do que vimos acima é que

li =

√〈
df

(
∂

∂yi

)
, df

(
∂

∂yi

)〉
=
√
〈df(qixi), df(qixi)〉 = qi. (3.62)

Portanto as funções de Lamé satisfazem:

l21−l22+l23 = q2
1−q2

2+q2
3 =

1

(a3 − a1)(a2 − a1)
− 1

(a2 − a1)(a3 − a2)
+

1

(a3 − a2)(a3 − a1)
= 0.

A relação

l21 − l22 + l23 = 0, (3.63)

será chamada condição de Guichard.

Como os vetores

{
∂

∂y1

,
∂

∂y2

,
∂

∂y3

}
são ortogonais, geometricamente, (3.63) significa

que as superf́ıcies coordenadas yi = const dividem a variedade Riemanniana (M3, g)

em infinitesimais paraleleṕıpedos tais que dois dos seus seis retângulos diagonais são

quadrados.

Definiremos então este tipo de sistema de coordenadas:

Definição 3.5 Um sistema de coordenadas triplamente ortogonal em uma variedade

Riemanniana de dimensão 3

Y = (y1, y2, y3) : (M, g)→ R3,

onde suas funções de Lamé li =

√
g

(
∂

∂yi
,
∂

∂yi

)
satisfazem a condição de Guichard

(3.63) será chamada uma Rede de Guichard.

Teorema 3.5 Se uma imersão f : M3 → L5 é conformemente plana então podemos

parametrizar M3 por uma rede de Guichard.

Demonstração: Decorre da discussão que fizemos antes de definir uma rede de

Guichard.

�

Com esta definição e o teorema acima, seguem os seguintes corolários:

Corolário 3.2 A cada hipersuperf́ıcie M conformemente plana em uma forma espacial

de dimensão 4 podemos associar uma Rede de Guichard como definida acima.
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Corolário 3.3 Dada uma hipersuperf́ıcie (M3, g) conformemente plana em uma forma

espacial de dimensão 4, existe uma parametrização por linhas de curvatura Y = (y1, y2, y3) :

M3 → R3 tal que g é dada nesta parametrização, por:

g = e2P (y)
{
cos2θ(y)(dy1)

2 + (dy2)
2 + sen2θ(y)(dy3)

2
}

(3.64)

ou

g = e2P (y)
{
senh2ϕ(y)(dy1)

2 + cosh2ϕ(y)(dy2)
2 + (dy3)

2
}

(3.65)

com respectivas segundas formas quadráticas:

II = e2P (y)
{
a1(y)cos2θ(y)(dy1)

2 + a2(y)(dy2)
2 + a3(y)sen2θ(y)(dy3)

2
}

(3.66)

ou

II = e2P (y)
{
a1(y)senh2ϕ(y)(dy1)

2 + a2(y)cosh2(dy2)
2 + a3(y)(dy3)

2
}

(3.67)

onde y = (y1, y2, y3), a1(y), a2(y) e a3(y) são as curvaturas principais.

Demonstração: Pelo corolário anterior, temos uma parametrização por linhas de

curvatura para a nossa hipersuperf́ıcie dada por uma rede de Guichard Y = (y1, y2, y3) :

(M3, g)→ R3. Como os vetores

{
∂

∂y1

,
∂

∂y2

,
∂

∂y3

}
são ortogonais e li =

√
g

(
∂

∂yi
,
∂

∂yi

)
temos que a métrica g induzida pela imersão, é dada por:

g = (l1)
2(dy1)

2 + (l2)
2(dy2)

2 + (l3)
2(dy3)

2.

Considere l22 = e2P (y), então g é expressa por:

g = e2P (y)

{
l21
l22

(dy1)
2 + (dy2)

2 +
l23
l22

(dy3)
2

}
.

Como l22 = l21 + l23 temos que

0 <
l21
l22

=
l21

l21 + l23
< 1,

o que é equivalente a 0 <
l1
l2
< 1. Portanto, existe uma função diferenciável tal que

cosθ(y) =
l1
l2
. Como

l21
l22

+
l23
l22

=
l21 + l23
l22

= 1,
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temos que
l3
l2

= senθ(y).

E obtemos (3.64). Para a equação (3.65), basta considerar l23 = e2P (y) para obter

g = e2P (y)

{
l21
l23

(dy1)
2 +

l22
l23

(dy2)
2 + (dy3)

2

}
.

Agora vemos que
l22
l23

=
l21 + l23
l23

> 1.

Dessa forma, tomamos uma função diferenciável tal que coshϕ(y) =
l2
l3

. Como

l22
l23
− l21
l23

=
l22 − l21
l23

= 1,

temos que
l1
l3

= senhϕ(y).

E obtemos (3.65).

Para obter (3.66) e (3.67), basta notar que, quando temos uma parametrização por

linhas de curvatura, ao escrevermos uma métrica g da forma:

g = g11(dy1)
2 + g22(dy2)

2 + g33(dy3)
2,

a segunda forma fica dada por:

II = a1(y)g11(dy1)
2 + a2(y)g22(dy2)

2 + a3(y)g33(dy3)
2.

Pelo que fizemos acima e pela expressão anterior, segue diretamente que as segundas

formas fundamentais, relacionadas às métricas são dadas respectivamente por

II = e2P (y)
{
a1(y)cos2θ(y)(dy1)

2 + a2(y)(dy2)
2 + a3(y)sen2θ(y)(dy3)

2
}
,

e

II = e2P (y)
{
a1(y)senh2ϕ(y)(dy1)

2 + a2(y)cosh2(dy2)
2 + a3(y)(dy3)

2
}
.

�

Observação 3.9 O Corolário 3.3 é o ponto de partida para o trabalho desenvolvido

por Suyama em [14].
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O próximo passo será obter uma rećıproca desse fato e então, uma correspondência

entre hipersuperf́ıcies conformemente planas e redes de Guichard, para isso, precisamos

do seguinte lema:

Lema 3.4 Dada uma imersão f : M3 → L5 com métrica induzida plana g e curvaturas

principais distintas a1, a2 e a3, associadas ao campo normal n e seja Y = (y1, y2, y3) :

(M3, g)→ R3 sua rede de Guichard correspondente dada pelo Teorema 3.5. Considere

o referencial adaptado de direções principais

ni = df(xi), n4 = n+ a3f, n5 = f, n6,

onde xi =
1

li

∂

∂yi
e li =

√
g

(
∂

∂yi
,
∂

∂yi

)
. Então, podemos escrever o co-referencial e as

formas de conexão do referencial adaptado dado em termos da rede de Guichard, da

seguinte forma:

ω1 =
1

||grady1||
dy1 ψ1 = −||grady3||

||grady2||
dy1 χ1 = −||grady3||2

2||grady1||
dy1

ω2 =
1

||grady2||
dy2 ψ2 = −||grady3||

||grady1||
dy2 χ2 = −||grady3||2

2||grady2||
dy2

ω3 =
1

||grady3||
dy3 ψ3 = 0 χ3 =

||grady3||
2

dy3

ωij =
aji

||gradyi||
dyi −

aij
||gradyj||

dyj (3.68)

ν = a13
||grady3||
||grady2||

dy1 − a23
||grady3||
||grady1||

dy2 + (a31 − a32)
||grady3||2

||grady1||||grady2||
dy3,

com aij =
||gradyi||
||gradyj||

∂

∂yi
||gradyj||.

Demonstração: Considere a superf́ıcie yi constante. Vimos em (3.60) e (3.62) que

xi =
1

li

∂

∂yi
,

e que este campo define um campo normal a essa superf́ıcie. Se ∇ é a conexão Rie-

manniana em M3, pelo teorema de Levi-Civita, temos que, para i ≤ j

g

(
∇ ∂

∂yj

∂

∂yi
,
∂

∂yk

)
=

1

2

[
∂

∂yi
g

(
∂

∂yj
,
∂

∂yk

)
+

∂

∂yj
g

(
∂

∂yi
,
∂

∂yk

)
− ∂

∂yk
g

(
∂

∂yi
,
∂

∂yj

)]
77



já que

[
∂

∂yi
,
∂

∂yj

]
=

[
∂

∂yk
,
∂

∂yj

]
=

[
∂

∂yi
,
∂

∂yk

]
= 0 .

Quando k = i

g

(
∇ ∂

∂yj

∂

∂yi
,
∂

∂yi

)
= li

∂li
∂yj

.

Analogamente quando k = j

g

(
∇ ∂

∂yj

∂

∂yi
,
∂

∂yj

)
= lj

∂lj
∂yi

.

Se k 6= i e k 6= j, temos g

(
∇ ∂

∂yj

∂

∂yi
,
∂

∂yk

)
= 0.

Portanto, considerando

∇ ∂
∂yj

∂

∂yi
=

3∑
k=1

λk
∂

∂yk
,

temos que

λkl
2
k = g

(
∇ ∂

∂yj

∂

∂yi
,
∂

∂yk

)
,

e então

∇ ∂
∂yj

∂

∂yi
=

1

lj

∂lj
∂yi

∂

∂yj
+

1

li

∂li
∂yj

∂

∂yi
=
∂lj
∂yi

xj +
∂li
∂yj

xi.

Dessa forma, temos

∇xjxi = ∇ 1
lj

∂
∂yj

(
1

li

∂

∂yi

)
=

1

lj

(
− 1

l2i

∂li
∂yj

∂

∂yi
+

1

li
∇ ∂

∂yj

∂

∂yi

)
,

e usando o que obtivemos acima, temos:

∇xjxi =
1

lj

[
− 1

l2i

∂li
∂yj

∂

∂yi
+

1

li

1

lj

∂lj
∂yi

∂

∂yj
+

1

l2i

∂li
∂yj

∂

∂yi

]
=

1

lilj

∂lj
∂yi

xj.
(3.69)

Como yi constante é uma superf́ıcie de M3 e xi é seu campo normal, temos que

−
(
∇xjxi

)T
= −

(
1

lilj

∂lj
∂yi

)
xj, (3.70)

onde (v)T é a componente tangente à superf́ıcie do vetor v. Então as curvaturas

principais da superf́ıcie yi constante são dadas por

aij := − 1

lilj

∂lj
∂yi

, (3.71)

com as direções principais dadas por xj, j 6= i. Usaremos essas funções para encontrar

as formas de conexão ωij.
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Antes, vamos obter as expressões para o co-referencial ωi. Se escrevemos gradyj =
3∑
i=1

g(gradyj, xi)xi temos que

g(gradyj, xi) = dyj(xi) =
1

lj
ωj(xi) =

δij
lj
,

e então gradyj =
1

lj
xj =

1

l2j

∂

∂yj
. Dessa forma,

||gradyj|| =
1

l2j
lj =

1

lj
. (3.72)

Então

ωi =
dyi

||gradyi||
.

Calculando então a derivada de ||gradyj|| na direção xi obtemos:

d||gradyj||(xi) =
1

li
d||gradyj||

(
∂

∂yi

)
=

1

li

(
−1

l2j

)
∂lj
∂yi

=
1

lj

(
− 1

lilj

∂lj
∂yi

)
= ||gradyj||aij.

Portanto,

aij =
d||gradyj||(xi)
||gradyj||

=
||gradyi||
||gradyj||

d||gradyj||
(
∂

∂yi

)
=
||gradyi||
||gradyj||

∂

∂yi
||gradyj||.

Para as formas de conexão ωij, lembramos que

∇yxi =
3∑
j=1

ωij(y)xj.

Por (3.69) e (3.71)

−aikxk = ∇xkxi =
3∑
j=1

ωij(xk)xj,

o que implica  ωik(xk) = −ωki(xk) = −aik
ωij(xk) = 0 j 6= k.

Dessa forma, se x é um campo tangente a M3,

x =
3∑

k=1

g(x, xk)xk =
3∑

k=1

ωk(x)xk,
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temos

ωij(x) =
3∑

k=1

ωk(x)ωij(xk) = ωi(x)ωij(xi) + ωj(x)ωij(xj) = ωi(x)aji − aijωj(x),

então

ωij = ajiωi − aijωj,

isto é,

ωij =
aji

||gradyi||
dyi −

aij
||gradyj||

dyj.

Agora, como li = qi dadas em (3.59), segue que:

l1l2 =
1

(
√
a3 − a1

√
a2 − a1)(

√
a2 − a1

√
a3 − a2)

=
l3

a2 − a1

,

isto é,

a2 − a1 =
l3
l1l2

.

Analogamente,

a3 − a2 =
l1
l2l3

, a3 − a1 =
l2
l3l1

.

Considerando o campo normal

ñ = n+ a3f,

as curvaturas principais passam a ser

ã1 = a1 − a3,

ã2 = a2 − a3,

ã3 = 0,

e com um referencial adaptado de direções principais, temos
ψ1 = ã1ω1 = (a1 − a3)l1dy1 = − l2

l3l1
l1dy1 = − ||grady3||

||grady2||dy1,

ψ2 = ã2ω2 = (a2 − a3)l2dy2 = − l1
l3l2

l2dy2 = − ||grady3||
||grady1||dy2,

ψ3 = ã3ω3 = 0.

Para determinar a forma ν precisamos das seguintes equações de Codazzi:
0 = dψi −

3∑
j=1

ωij ∧ ψj + ωi ∧ ν,

0 = dωi −
3∑
j=1

ωij ∧ ωj.
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E então, quando trabalhamos em um referencial adaptado de direções principais para

a faixa (f, n):

0 = d(aiωi)−
3∑
j=1

ωij ∧ (ajωj) + ωi ∧ ν

= dai ∧ ωi + aidωi −
3∑
j=1

aj(ωij ∧ ωj) + ωi ∧ ν

= (dai − ν) ∧ ωi + ai

3∑
j=1

ωij ∧ ωj −
3∑
j=1

ajωij ∧ ωj

= (dai − ν) ∧ ωi +
3∑
j=1

(ai − aj)(ajiωi − aijωj) ∧ ωj

= (dai − ν) ∧ ωi +
3∑
j=1

aji(ai − aj)ωi ∧ ωj

=

[
dai − ν −

3∑
j=1

aji(ai − aj)ωj

]
∧ ωi,

implicando que

dai − ν −
3∑
j=1

aji(ai − aj)ωj = riωi, (3.73)

para alguma função ri. Como a forma α2 é fechada, temos

0 = d
(√

(a2 − a1)(a3 − a2)ω2

)
= 1

2
√

(a2−a1)(a3−a2)
[(da2 − da1)(a3 − a2) + (a2 − a1)(da3 − da2)] ∧ ω2

+
√

(a2 − a1)(a3 − a2)dω2.

Multiplicando por 2
√

(a2 − a1)(a3 − a2) obtemos

0 = [(da2 − da1)(a3 − a2) + (a2 − a1)(da3 − da2)]∧ω2 +2(a2−a1)(a3−a2)dω2. (3.74)

Pela expressão que obtemos em (3.73) segue que

da2 − da1 = r2ω2 − r1ω1 +
3∑
j=1

[aj2(a2 − aj)− aj1(a1 − aj)]ωj

= [a12(a2 − a1)− r1]ω1 + [r2 − a21(a1 − a2)]ω2

+ [a32(a2 − a3)− a31(a1 − a3)]ω3

da3 − da2 = r3ω3 − r2ω2 +
3∑
j=1

[aj3(a3 − aj)− aj2(a1 − aj)]ωj

= [a13(a3 − a1)− a12(a2 − a1)]ω1 + [a23(a3 − a2)− r2]ω2

+ [r3 − a32(a2 − a3]ω3.
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Voltando em (3.74)

0 = {(a3 − a2) [a12(a2 − a1)− r1] + (a2 − a1) [a13(a3 − a1)− a12(a2 − a1)]}ω1 ∧ ω2

{(a3 − a2) [a32(a2 − a3)− a31(a1 − a3)] + (a2 − a1) [r3 − a32(a2 − a3)]}ω3 ∧ ω2

+2(a2 − a1)(a3 − a2)

[
3∑
j=1

(aj2ω2 − a2jωj) ∧ ωj

]
= [(a3 − a2)a12(a2 − a1)− r1(a3 − a2) + (a2 − a1)a13(a3 − a1)

−(a2 − a1)(a2 − a1)a12]ω1 ∧ ω2 + [(a3 − a2)a32(a3 − a2) + (a3 − a2)a31(a1 − a3)

+ (a2 − a1)r3 + (a2 − a1)a32(a2 − a3)]ω2 ∧ ω3

+2(a2 − a1)(a3 − a2)(−a12ω1 ∧ ω2 + a32ω2 ∧ ω3)

= [−r1(a3 − a2) + (a2 − a1)(a3 − a1)(a13 − a12)]ω1 ∧ ω2

+ [−(a2 − a1)r3 + (a3 − a2)(a3 − a1)(a32 − a31)]ω2 ∧ ω3,

o que implica em r3 =
(a3 − a2)(a3 − a1)(a32 − a31)

a2 − a1

.

Quando mudamos de (f, n) para (f, n + a3f), vimos em (3.38) que ωi e ωij ficam

invariantes, consequentemente os aij são invariantes, uma vez que as direções principais

são conservadas. Já as formas correspondentes ν̃ passam a ser ν − da3. Assim, por

(3.73), temos que

ν̃ = −
3∑
j=1

aj3(a3 − aj)ωj − r3ω3

= −a13(a3 − a1)ω1 − a23(a3 − a2)ω2 −
(a3 − a2)(a3 − a1)(a32 − a31)

a2 − a1

ω3

= −a13
l2
l3l1

l1dy1 − a23
l1
l2l3

l2dy2 −
l1
l2l3

l2
l1l3

l1l2
l3

(a32 − a31)l3dy3

= −a13
l2
l3
dy1 − a23

l1
l3
dy2 + (a31 − a32)

l1l2
l23
dy3

= −a13
||grady3||
||grady2||

dy1 − a23
||grady3||
||grady1||

dy2 + (a31 − a32)
||grady3||2

||grady1||||grady2||
dy3.

Para calcular as formas χi lembramos que, se a métrica induzida por f é plana

então as formas de Schouten, σi são nulas. Portanto χi = −βi. Neste caso,

β1 =
1

2
b1ω1 =

1

2
(ã1ã2 + ã1ã3 − ã2ã3)ω1 =

1

2
(a1 − a3)(a2 − a3)ω1,

e então

χ1 = −1

2
(a1 − a3)(a2 − a3)l1dy1 = −1

2

l2
l3l1

l1
l2l3

l1dy1 = − l1
2l23

dy1 = −||grady3||2

2||grady1||
dy1.
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De forma análoga, obtemos

χ2 = − l2
2l23

dy2 = −||grady3||2

2||grady2||
dy2 e χ3 =

1

2l3
dy3 =

||grady3||
2

dy3.

�

Observação 3.10 Observamos que as formas dadas em (3.68) no Lema 3.4 podem

ser escritas em termos das funções de Lamé li. De fato, como

||gradyi|| =
1

li
.

Podemos ver imediatamente que as formas ωi, ωij, ψi, χi são dadas por:

ωi = lidyi,

ωij = − 1

lj

∂li
∂yj

dyi +
1

li

∂lj
∂yi

dyj,

ψ1 = − l2
l3
dy1,

ψ2 = − l1
l3
dy2,

ψ3 = 0.

χ1 = − l1
2l23

dy1,

χ2 = − l2
2l23

dy2,

χ3 =
1

2l23
dy3.

Para escrever ν devemos considerar:

ν = −a13
l2
l3
dy1 − a23

l1
l3
dy2 + (a31 − a32)

(
l1l2
l23

)
dy3

=
1

l1l3

∂l3
∂y1

l2
l3
dy1 +

1

l2l3

∂l3
∂y2

l1
l3
dy2 +

(
− 1

l3l1

∂l1
∂y3

+
1

l3l2

∂l2
∂y3

)(
l1l2
l23

)
dy3

=
1

l1l2l23

[
l22
∂l3
∂y1

dy1 + l21
∂l3
∂y2

dy2 − l22
(
l1
l3

∂l1
∂y3

dy3

)
+ l21

(
l2
l3

∂l2
∂y3

dy3

)]
.

Usando (3.78), temos

ν =
1

l1l2l23

[
l21
∂l3
∂y1

dy1 + l23
∂l3
∂y1

dy1 + l21
∂l3
∂y2

dy2 − l21
(
l1
l3

∂l1
∂y3

dy3

)
− l23

(
l1
l3

∂l1
∂y3

dy3

)
+l21

(
l2
l3

∂l2
∂y3

dy3

)]
=

1

l1l2l23

[
l21

(
∂l3
∂y1

dy1 +
∂l3
∂y2

dy3 +
∂l3
∂y3

dy3

)
l23
∂l3
∂y1

dy1 − l1l3
∂l1
∂y3

dy3

]
=

1

l1l2l23

(
l21dl3 + l23

∂l3
∂y1

dy1 − l1l3
∂l1
∂y3

dy3

)
.
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O próximo lema nos mostra que as funções de Lamé de uma rede de Guichard

associada a uma imersão com métrica induzida plana satisfazem um sistema de seis

equações diferenciais parciais. Tais equações serão úteis na demonstração do próximo

teorema.

Lema 3.5 Seja f : M3 → L5 uma imersão com métrica induzida plana g e seja

Y = (y1, y2, y3) : (M3, 〈df, df〉) → R3 sua rede de Guichard. Então as suas funções de

Lamé dadas por (3.61) satisfazem o seguinte sistema de equações diferenciais parciais:

∂2l1
∂y2∂y3

=
1

l2

∂l1
∂y2

∂l2
∂y3

+
1

l3

∂l1
∂y3

∂l3
∂y2

,

∂2l2
∂y3∂y1

=
1

l3

∂l2
∂y3

∂l3
∂y1

+
1

l1

∂l2
∂y1

∂l1
∂y3

,

∂2l3
∂y1∂y2

=
1

l1

∂l3
∂y1

∂l1
∂y2

+
1

l2

∂l3
∂y2

∂l2
∂y1

,

0 =
∂

∂y2

(
1
l2

∂l1
∂y2

)
+

∂

∂y1

(
1

l1

∂l2
∂y1

)
+

1

l23

∂l1
∂y3

∂l2
∂y3

,

0 =
∂

∂y3

(
1

l3

∂l3
∂y3

)
+

∂

∂y2

(
1

l2

∂l3
∂y2

)
+

1

l21

∂l2
∂y1

∂l3
∂y1

,

0 =
∂

∂y1

(
1

l1

∂l3
∂y1

)
+

∂

∂y3

(
1

l3

∂l1
∂y3

)
+

1

l22

∂l3
∂y2

∂l1
∂y2

,

(3.75)

chamadas equações de Lamé.

Demonstração: Como a métrica induzida é plana, temos ρij = 0 e então, pela

equação de Gauss (3.22),

0 = dωij −
3∑
l=1

ωil ∧ ωlj.

Portanto, para i, j e k ı́ndices distintos,

0 = d(ajiωi − aijωj)− (akiωi − aikωk) ∧ (ajkωk − akjωj)

= daji ∧ ωi + ajidωi − daij ∧ ωj − aijdωj
−(akiajkωi ∧ ωk − akiakjωi ∧ ωj + aikakjωk ∧ ωj).

Antes de prosseguir, note que como dωj =
3∑
l=1

ωjl ∧ ωl, temos para i, j, k distintos

dωj = ωjk ∧ ωk + ωji ∧ ωi
= (akjωj − ajkωk) ∧ ωk + (aijωj − ajiωi) ∧ ωi
= akjωj ∧ ωk + aijωj ∧ ωi.
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Então

0 = daji ∧ ωi + aji(akiωi ∧ ωk + ajiωi ∧ ωj)− daij ∧ ωj − aij(akjωj ∧ ωk + aijωj ∧ ωi)

−(akiajkωi ∧ ωk − akiakjωi ∧ ωj + aikakjωk ∧ ωj)

= daji ∧ ωi − daij ∧ ωj + aki(aji − ajk)ωi ∧ ωk + (a2
ji + a2

ij + akiakj)ωi ∧ ωj
+akj(aij − aik)ωk ∧ ωj.

Temos ainda

daji =
3∑
l=1

∂aji
∂yl

dyl =
3∑
l=1

llxl(aji)dyl =
3∑
l=1

xl(aji)ωl.

Usando então este fato, temos

0 = [aki(aji − ajk)− xk(aji)]ωi ∧ ωk + (a2
ji + a2

ij + akiakj − xj(aji)− xi(aij))ωi ∧ ωj
[akj(aij − aik)− xk(aij)]ωk ∧ ωj,

o que nos dá, percorrendo os ı́ndices 1, 2 e 3:

x1(a23) = a13(a23 − a21), x1(a32) = a12(a32 − a31),

x2(a31) = a21(a31 − a32), x2(a13) = a23(a13 − a12),

x3(a12) = a32(a12 − a13), x3(a21) = a31(a21 − a23),

x1(a12) + x2(a21) = a2
12 + a2

21 + a31a32,

x2(a23) + x3(a32) = a2
23 + a2

32 + a12a13,

x3(a31) + x1(a13) = a2
31 + a2

13 + a23a21.

Usando que aij = − 1

lilj

∂lj
∂yi

e que xi =
1

li

∂

∂yi
através de substituição e cálculo direto,

podemos reduzir facilmente o sistema acima para o sistema (3.75).

�

Assumindo que a imersão f é plana nós podemos pensar em M3 como um sub-

conjunto de R3 com a métrica usual e f como uma imersão isométrica. Assim, temos

uma rede de Guichard em R3. E então, podemos pensar na rećıproca do corolário,

ou seja, dada uma rede de Guichard em R3 queremos saber se é posśıvel obter uma

imersão plana f : M3 → L5 e por consequência, uma imersão conformemente plana

nas variedades de curvatura constante M4
K . Assim, motivados pela Observação 3.10.

Podemos então estabelecer o seguinte teorema:
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Teorema 3.6 A cada imersão conformemente plana f : M3 →M4
K com três curvatu-

ras principais distintas podemos associar de uma rede de Guichard Y : U ⊂ R3 → R3,

cujas funções de Lamé (3.61) satisfazem as equações diferenciais (3.75).

Reciprocamente, seja Y = (y1, y2, y3) : U ⊂ R3 → R3, uma rede de Guichard com

suas funções de Lamé não nulas, definidas por li =

√
g

(
∂

∂yi
,
∂

∂yi

)
, onde g a métrica

euclidiana em U . Suponha que o sistema de equações de Lamé (3.75) é satisfeito e

considere as formas ωi, 1 ≤ i ≤ 3 e ωAB, 1 ≤ A,B ≤ 6, dadas por

ωi = lidyi

ωij = − 1

lj

∂li
∂yj

dyi +
1

li

∂lj
∂yi

dyj

ω41 = − l2
l3
dy1

ω42 = − l1
l3
dy2

ω43 = 0

ω61 = − l1
2l23

dy1

ω62 = − l2
2l23

dy2

ω63 =
1

2l23
dy3

ω5i = ωi

ω5α = 0, 4 ≤ α ≤ 6

ω64 =
1

l1l2l23

(
l21dl3 + l23

∂l3
∂y1

dy1 − l1l3
∂l1
∂y3

dy3

)
,

(3.76)

e pelas relações

ωAB + ωBA = 0, 1 ≤ A,B ≤ 4

ωA6 + ω5A = 0, 1 ≤ A ≤ 4

ωA5 + ω6A = 0, 1 ≤ A ≤ 4

ω55 + ω66 = 0,

ω65 = ω56 = 0.

(3.77)

Então, existe uma imersão f : V ⊂ U → L5 ⊂ R6
1 com metrica induzida plana e cur-

vaturas principais distintas, e consequentemente, uma imersão conformemente plana

com curvaturas principais distintas em uma forma espacial M4
K.
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Demonstração: A primeira parte já é dada pelo Teorema 3.5 e Corolário 3.2.

Para a segunda parte, precisamos verificar se as formas diferenciais dadas em (3.76)

e pelas relações (3.77) satisfazem as equações de Maurer-Cartan.

Como fizemos anteriormente, introduziremos a notação:

ψi = ω4i,

χi = ω6i,

ν = ω64,

com 1 ≤ i ≤ 3. Então, pelas hipóteses (3.76) e (3.77), as equações de Maurer-Cartan

reduzem-se a:

• Equações de Codazzi

0 = dψi −
3∑
j=1

ωij ∧ ψj + ωi ∧ ν,

0 = dωi −
3∑
j=1

ωij ∧ ωj,

0 = dχi −
3∑
j=1

ωij ∧ χj − ψi ∧ ν.

• Equações de Ricci 

0 =
3∑
j=1

ψj ∧ ωj,

0 =
3∑
j=1

χj ∧ ωj,

dν =
3∑
j=1

χj ∧ ψj.

• Equação de Gauss

−dωij +
3∑

k=1

ωik ∧ ωkj = ψi ∧ ψj + ωi ∧ χj + χi.

Para verificar as equações de Maurer-Cartan, utilizaremos algumas expressões, que

serão bastante úteis nos cálculos que faremos:
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Aplicando derivadas parciais na expressão

l22 = l21 + l23

obtemos que
∂l1
∂y1

=
l2
l1

∂l2
∂y1

− l3
l1

∂l3
∂y1

,

∂l2
∂y2

=
l1
l2

∂l1
∂y2

+
l3
l2

∂l3
∂y2

,

∂l3
∂y3

=
l2
l3

∂l2
∂y3

− l1
l3

∂l1
∂y3

.

(3.78)

Vamos então verificar as equações de Codazzi. Para a equação envolvendo dωi,

observamos inicialmente que

dωi = dli ∧ dyi =
3∑
j=1

∂li
∂yj

dyj ∧ dyi.

Mas,
3∑
j=1

ωij ∧ ωj =
3∑
j=1

(
− 1

lj

∂li
∂yj

dyi +
1

li

∂lj
∂yi

dyj

)
∧ ljdyj

= −
3∑
j=1

∂li
∂yj

dyi ∧ dyj

=
3∑
j=1

∂li
∂yj

dyj ∧ dyi

= dωi.

Portanto,

dωi =
3∑
j=1

ωij ∧ ωj.

Vamos agora verificar a equação de Codazzi para ψi

dψi −
3∑
j=1

ωij ∧ ψj + ωi ∧ ν = 0,

analisando cada valor de i separadamente:
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• Para i = 1, temos dψ1 −
3∑
j=1

ω1j ∧ ψj + ω1 ∧ ν = dψ1 − ω12 ∧ ψ2 + ω1 ∧ ν = E1.

Portanto,

E1 = d

(
− l2
l3

)
∧ dy1 −

(
− 1

l2

∂l1
∂y2

dy1 +
1

l1

∂l2
∂y1

dy2

)
∧
(
− l1
l3
dy2

)
+(l1dy1) ∧

1

l1l2l23

(
l21dl3 + l23

∂l3
∂y1

dy1 − l1l3
∂l1
∂y3

dy3

)
=

(
l2dl3 − l3dl2

l23

)
∧ dy1 −

l1
l2l3

∂l1
∂y2

dy1 ∧ dy2 +
l21
l2l23

dy1 ∧ dl3

− l1
l2l3

∂l1
∂y3

dy1 ∧ dy3

=

(
l2
l23
− l21
l2l23

)
dl3 ∧ dy1 −

1

l3
dl2 ∧ dy1 +

l1
l2l3

dl1 ∧ dy1

=

(
1

l2
dl3 −

1

l3
dl2 +

l1
l2l3

dl1

)
∧ dy1

=
l3dl3 − l2dl2 + l1dl1

l2l3
∧ dy1

= 0,

onde a última igualdade decorre de l21 − l22 + l23 = 0.

• Para i = 2, temos dψ2 −
3∑
j=1

ω2j ∧ ψj + ω2 ∧ ν = dψ2 − ω21 ∧ ψ1 + ω2 ∧ ν = E2.

Portanto,

E2 = d

(
− l1
l3

)
∧ dy2 −

(
− 1

l1

∂l2
∂y1

dy2 +
1

l2

∂l1
∂y2

dy1

)
∧
(
− l2
l3
dy1

)
+(l2dy2) ∧

1

l1l2l23

(
l21dl3 + l23

∂l3
∂y1

dy1 − l1l3
∂l1
∂y3

dy3

)
=

(
l1dl3 − l3dl1

l23

)
∧ dy2 −

l2
l1l3

∂l2
∂y1

dy2 ∧ dy1 +
l1
l23
dy2 ∧ dl3

+
1

l1

∂l3
∂y1

dy2 ∧ dy1 −
1

l3

∂l1
∂y3

dy2 ∧ dy3

= − 1

l3
dl1 ∧ dy2 +

(
1

l1

∂l3
∂y1

− l2
l1l3

∂l2
∂y1

)
dy2 ∧ dy1 −

1

l3

∂l1
∂y3

dy2 ∧ dy3

= − 1

l3
dl1 ∧ dy2 −

1

l3

∂l1
∂y1

dy2 ∧ dy1 −
1

l3

∂l1
∂y3

dy2 ∧ dy3

= − 1

l3
dl1 ∧ dy2 +

1

l3
dl1 ∧ dy2

= 0.
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• Para i = 3, temos dψ3−
3∑
j=1

ω3j∧ψj +ω3∧ν = −ω31∧ψ1−ω32∧ψ2 +ω3∧ν = E3.

Portanto,

E3 = −
(
− 1

l1

∂l3
∂y1

dy3 +
1

l3

∂l1
∂y3

dy1

)
∧
(
− l2
l3
dy1

)
−
(
− 1

l2

∂l3
∂y2

dy3 +
1

l3

∂l2
∂y3

dy2

)
∧
(
− l1
l3
dy2

)
+ (l3dy3) ∧

1

l1l2l23

(
l21dl3 + l23

∂l3
∂y1

dy1 − l1l3
∂l1
∂y3

dy3

)
= − l2

l1l3

∂l3
∂y1

dy3 ∧ dy1 −
l1
l2l3

∂l3
∂y2

dy3 ∧ dy2 +
l1
l2l3

dy3 ∧ dl3 +
l3
l1l2

dy3 ∧ dy1

= − l1
l2l3

∂l3
∂y1

dy3 ∧ dy1 −
l1
l2l3

∂l3
∂y2

dy3 ∧ dy2 +
l1
l2l3

dy3 ∧ dl3

= 0.

Procedendo da mesma forma, faremos a verificação para a a equação de Codazzi:

dχi −
3∑
j=1

ωij ∧ χj − ψi ∧ ν = 0.

• Para i = 1, temos dχ1−
3∑
j=1

ω1j∧χj−ψ1∧ν = dχ1−ω12∧χ2−ω13∧χ3−ψ1∧ν = F1.

Portanto,

F1 = d

(
− l1

2l23

)
∧ dy1 −

(
− 1

l2

∂l1
∂y2

dy1 +
1

l1

∂l2
∂y1

dy2

)
∧
(
− l2

2l23
dy2

)
−
(
− 1

l3

∂l1
∂y3

dy1 +
1

l1

∂l3
∂y1

dy3

)
∧
(

1

2l3
dy3

)
−
(
− l2
l3
dy1

)
∧ 1

l1l2l23

(
l21dl3 + l23

∂l3
∂y1

dy1 − l1l3
∂l1
∂y3

dy3

)
= −1

2

(
l23dl1 − 2l1l3dl3

l43

)
∧ dy1 −

1

2l23

∂l1
∂y2

dy1 ∧ dy2 +
1

2l23

∂l1
∂y3

dy1 ∧ dy3

l1
l33
dy1 ∧ dl3 −

1

l23

∂l1
∂y3

dy1 ∧ dy3

= − 1

2l23
dl1 ∧ dy1 +

l1
l33
dl3 ∧ dy1 −

1

2l23

∂l1
∂y2

dy1 ∧ dy2 −
1

2l23

∂l1
∂y3

dy1 ∧ dy3

+
l1
l33
dy1 ∧ dl3

= − 1

2l23
dl1 ∧ dy1 +

l1
l33
dl3 ∧ dy1 +

1

2l23
dl1 ∧ dy1 −

l1
l33
dl3 ∧ dy1

= 0.
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• Para i = 2, temos dχ2−
3∑
j=1

ω2j∧χj−ψ2∧ν = dχ2−ω21∧χ1−ω23∧χ3−ψ2∧ν = F2.

Portanto,

F2 = d

(
− l2

2l23

)
∧ dy2 −

(
− 1

l1

∂l2
∂y1

dy2 +
1

l2

∂l1
∂y2

dy1

)
∧
(
− l1

2l23
dy1

)
−
(
− 1

l3

∂l2
∂y3

dy2 +
1

l2

∂l3
∂y2

dy3

)
∧
(

1

2l3
dy3

)
−
(
− l1
l3
dy2

)
∧ 1

l1l2l23

(
l21dl3 + l23

∂l3
∂y1

dy1 − l1l3
∂l1
∂y3

dy3

)
= −1

2

(
l23dl2 − 2l2l3dl3

l43

)
∧ dy2 −

1

2l23

∂l2
∂y1

dy2 ∧ dy1 +
1

2l23

∂l2
∂y3

dy2 ∧ dy3

l21
l2l23

dy2 ∧ dl3 +
1

l2l3

∂l3
∂y1

dy2 ∧ dy1 −
l1
l2l23

∂l1
∂y3

dy2 ∧ dy3

= − 1

2l23
dl2 ∧ dy2 +

1

l2l3
dl3 ∧ dy2 −

1

2l23

∂l2
∂y1

dy2 ∧ dy1 +
1

2l23

∂l2
∂y3

dy2 ∧ dy3

+
1

l2l3

∂l3
∂y1

dy2 ∧ dy1 −
l1
l2l23

∂l1
∂y3

dy2 ∧ dy3

= − 1

2l23
dl2 ∧ dy2 +

1

l2l3
dl3 ∧ dy2 −

1

2l23

∂l2
∂y1

dy2 ∧ dy1

− 1

2l23

∂l2
∂y3

dy2 ∧ dy3 +
1

l23

∂l2
∂y3

dy2 ∧ dy3 +
1

l2l3

∂l3
∂y1

dy2 ∧ dy1 −
l1
l2l23

∂l1
∂y3

dy2 ∧ dy3

= − 1

2l23
dl2 ∧ dy2 +

1

l2l3
dl3 ∧ dy2 +

1

2l23
dl2 ∧ dy2 +

(
1

l23

∂l2
∂y3

− l1
l2l23

∂l1
∂y3

)
dy2 ∧ dy3

+
1

l2l3

∂l3
∂y1

dy2 ∧ dy1

=
1

l2l3
dl3 ∧ dy2 +

1

l2l3

∂l3
∂y3

dy2 ∧ dy3 +
1

l2l3

∂l3
∂y1

dy2 ∧ dy1

=
1

l2l3
dl3 ∧ dy2 −

1

l2l3
dl3 ∧ dy2

= 0.

• Para i = 3 temos dχ3 −
3∑
j=1

ω3j ∧ χj − ψ3 ∧ ν = dχ3 − ω31 ∧ χ1 − ω32 ∧ χ2 = F3.

Portanto,

F3 = d

(
1

2l3

)
∧ dy3 −

(
− 1

l1

∂l3
∂y1

dy3 +
1

l3

∂l1
∂y3

dy1

)
∧
(
− l1

2l23
dy1

)
−
(
− 1

l2

∂l3
∂y2

dy3 +
1

l3

∂l2
∂y3

dy2

)
∧
(
− l2

2l23
dy2

)
= − 1

2l23
dl3 ∧ dy3 −

1

2l23

∂l3
∂y1

dy3 ∧ dy1 −
1

2l23

∂l3
∂y2

dy3 ∧ dy2

= − 1

2l23
dl3 ∧ dy3 +

1

2l23
dl3 ∧ dy3

= 0.
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As equações de Ricci
3∑
j=1

ψj ∧ ωj = 0,

3∑
j=1

χj ∧ ωj = 0,

são trivialmente satisfeitas. Para a próxima

dν =
3∑
j=1

χj ∧ ψj,

devemos ter dν = 0. Pela linearidade de dν, basta verificar aplicando nos vetores

coordenados
∂

∂yi
. Lembrando que

ν =
1

l1l2l23

(
l21dl3 + l23

∂l3
∂y1

dy1 − l1l3
∂l1
∂y3

dy3

)
.

Temos,

ν

(
∂

∂y1

)
=

l2
l1l23

∂l3
∂y1

,

ν

(
∂

∂y2

)
=

l1
l2l23

∂l3
∂y2

,

ν

(
∂

∂y3

)
=

l1
l2l23

∂l3
∂y3

− 1
l2l3

∂l1
∂y3

.

(3.79)

Usando a fórmula dν(x, y) = xν(y)− yν(x)− ν([x, y]), temos que:

dν

(
∂

∂yi
,
∂

∂yj

)
=

∂

∂yi
ν

(
∂

∂yj

)
− ∂

∂yj
ν

(
∂

∂yi

)
,

já que o colchete se anula. Portanto

dν

(
∂

∂y2

,
∂

∂y1

)
=

∂

∂y2

ν

(
∂

∂y1

)
− ∂

∂y1

ν

(
∂

∂y2

)
=

∂

∂y2

(
l2
l1l23

)
∂l3
∂y1

+
l2
l1l23

∂2l3
∂y2∂y1

− ∂

∂y1

(
l1
l2l23

)
∂l3
∂y2

− l1
l2l23

∂2l3
∂y1∂y2

=
1

l21l
4
3

[
∂l2
∂y2

l1l
2
3 − l2

(
∂l1
∂y2

l23 + 2l3l1
∂l3
∂y2

)]
∂l3
∂y1

+

(
l2
l1l23
− l1
l2l23

)
∂2l3
∂y2∂y1

− 1

l22l
4
3

[
∂l1
∂y1

l2l
2
3 − l1

(
∂l2
∂y1

l23 + 2l3l2
∂l3
∂y1

)]
∂l3
∂y2

.

Usando a equação de Lamé
∂2l3
∂y1∂y2

=
1

l1

∂l3
∂y1

∂l1
∂y2

+
1

l2

∂l3
∂y2

∂l2
∂y1

, temos

dν

(
∂

∂y2

,
∂

∂y1

)
= =

1

l1l23

∂l2
∂y2

∂l3
∂y1

− l2
l21l

2
3

∂l1
∂y2

∂l3
∂y1

− 2l2
l1l33

∂l3
∂y2

∂l3
∂y1

+
1

l1l2

(
1

l1

∂l3
∂y1

∂l1
∂y2

+
1

l2

∂l3
∂y2

∂l2
∂y1

)
− 1

l2l23

∂l1
∂y1

∂l3
∂y2

+
l1
l22l

2
3

∂l2
∂y1

∂l3
∂y2

+
2l1
l2l33

∂l3
∂y1

∂l3
∂y2

.
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Aplicando (3.78),

dν

(
∂

∂y2

,
∂

∂y1

)
=

1

l1l23

(
l1
l2

∂l1
∂y2

+
l3
l2

∂l3
∂y2

)
∂l3
∂y1

− l2
l21l

2
3

∂l1
∂y2

∂l3
∂y1

− 2l2
l1l33

∂l3
∂y2

∂l3
∂y1

+
1

l21l2

∂l3
∂y1

∂l1
∂y2

+
1

l1l22

∂l3
∂y2

∂l2
∂y1

− 1

l2l23

(
l2
l1

∂l2
∂y1

− l3
l1

∂l3
∂y1

)
∂l3
∂y2

+
l1
l22l

2
3

∂l2
∂y1

∂l3
∂y2

+
2l1
l2l23

∂l3
∂y1

∂l3
∂y2

=
∂l1
∂y2

∂l3
∂y1

(
1

l2l23
− l2
l21l

2
3

+
1

l21l2

)
+
∂l3
∂y2

∂l3
∂y1

(
2

l1l2l3
− 2l2
l1l33

+
2l1
l2l33

)
+
∂l3
∂y2

∂l2
∂y1

(
1

l1l22
− 1

l1l23
+

l1
l22l

2
3

)
=

∂l1
∂y2

∂l3
∂y1

(
l21 − l22 + l23
l21l2l

2
3

)
+ 2

∂l3
∂y2

∂l3
∂y1

(
l23 − l22 + l21
l1l2l33

)
+
∂l3
∂y2

∂l2
∂y1

(
l23 − l22 + l21
l1l22l

2
3

)
= 0.

O que implica dν

(
∂

∂y2

,
∂

∂y1

)
= 0.

Analogamente, por (3.79) temos que

dν

(
∂

∂y1

,
∂

∂y3

)
=

∂

∂y1

ν

(
∂

∂y3

)
− ∂

∂y3

ν

(
∂

∂y1

)
=

∂

∂y1

(
l1
l2l23

)
∂l3
∂y3

+
l1
l2l23

∂2l3
∂y1∂y3

− ∂

∂y1

(
1

l2l3

)
∂l1
∂y3

− 1

l2l3

∂2l1
∂y1∂y3

− ∂

∂y3

(
l2
l1l23

)
∂l3
∂y1

− l2
l1l23

∂2l3
∂y3∂y1

=
1

l22l
4
3

[
∂l1
∂y1

l2l
2
3 − l1

(
∂l2
∂y1

l23 + 2l3l2
∂l3
∂y1

)]
∂l3
∂y3

+
l1
l2l23

∂2l3
∂y1∂y3

+
1

l22l
2
3

(
∂l2
∂y1

l3 + l2
∂l3
∂y1

)
∂l1
∂y3

− 1

l2l3

∂2l1
∂y1∂y3

− 1

l21l
4
3

[
∂l2
∂y3

l1l
2
3 − l2

(
∂l1
∂y3

l23 + 2l3l1
∂l3
∂y3

)]
∂l3
∂y1

− l2
l1l23

∂2l3
∂y3∂y1

=
1

l2l23

∂l1
∂y1

∂l3
∂y3

− l1
l22l

2
3

∂l2
∂y1

∂l3
∂y3

− 2l1
l2l33

∂l3
∂y1

∂l3
∂y3

+
1

l22l3

∂l2
∂y1

∂l1
∂y3

1

l2l23

∂l3
∂y1

∂l1
∂y3

− 1

l1l23

∂l2
∂y3

∂l3
∂y1

+
l2
l21l

2
3

∂l1
∂y3

∂l3
∂y1

+
2l2
l1l33

∂l3
∂y3

∂l3
∂y1

− 1

l1l2l3

(
l1

∂2l1
∂y1∂y3

+ l3
∂2l3
∂y3∂y1

)
.
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Segue de (3.78) e da equação de Lamé
∂2l2
∂y3∂y1

=
1

l3

∂l2
∂y3

∂l3
∂y1

+ 1
l1

∂l2
∂y1

∂l1
∂y3

que

l3
∂2l3
∂y3∂y1

+ l1
∂2l1
∂y1∂y3

= − ∂l1
∂y1

∂l1
∂y3

+
∂l2
∂y1

∂l2
∂y3

− ∂l3
∂y1

∂l3
∂y3

+ l2
∂2l2
∂y3∂y1

= −
(
l2
l1

∂l2
∂y1

− l3
l1

∂l3
∂y1

)
∂l1
∂y3

+
∂l2
∂y1

∂l2
∂y3

− ∂l3
∂y1

(
l2
l3

∂l2
∂y3

− l1
l3

∂l1
∂y3

)
+l2

(
1

l3

∂l2
∂y3

∂l3
∂y1

+
1

l1

∂l2
∂y1

∂l1
∂y3

)
=

∂l2
∂y1

∂l2
∂y3

+
l22
l1l3

∂l3
∂y1

∂l1
∂y3

.

Com isso, temos que:

dν

(
∂

∂y1

,
∂

∂y3

)
=

1

l2l23

(
l2
l1

∂l2
∂y1

− l3
l1

∂l3
∂y1

)
∂l3
∂y3

− l1
l22l

2
3

∂l2
∂y1

∂l3
∂y3

+
2

l1l2l3

∂l3
∂y1

∂l3
∂y3

+
1

l22l3

∂l2
∂y1

∂l1
∂y3

+
1

l2l23

∂l3
∂y1

∂l1
∂y3

− 1

l1l23

∂l2
∂y3

∂l3
∂y1

+
l2
l21l

2
3

∂l1
∂y3

∂l3
∂y1

− 1

l1l2l3

(
∂l2
∂y1

∂l2
∂y3

+
l22
l1l3

∂l3
∂y1

∂l1
∂y3

)
=

(
1

l1l23
− l1
l22l

2
3

)
∂l3
∂y3

∂l2
∂y1

+

(
− 1

l1l2l3
+

2

l1l2l3

)
∂l3
∂y1

∂l3
∂y3

− 1

l1l2l3

∂l2
∂y1

∂l2
∂y3

+
1

l22l3

∂l2
∂y1

∂l1
∂y3

+
1

l2l23

∂l3
∂y1

∂l1
∂y3

− 1

l1l23

∂l2
∂y3

∂l3
∂y1

,

aplicando novamente (3.78) obtemos

dν

(
∂

∂y1

,
∂

∂y3

)
=

1

l1l22

(
l2
l3

∂l2
∂y3

− l1
l3

∂l1
∂y3

)
∂l2
∂y1

+
1

l1l2l3

∂l3
∂y1

(
l2
l3

∂l2
∂y3

− l1
l3

∂l1
∂y3

)
− 1

l1l2l3

∂l2
∂y1

∂l2
∂y3

+
1

l22l3

∂l2
∂y1

∂l1
∂y3

+
1

l2l23

∂l3
∂y1

∂l1
∂y3

− 1

l1l23

∂l2
∂y3

∂l3
∂y1

= 0.

Portanto, dν

(
∂

∂y1

,
∂

∂y3

)
= 0. Restando mostrar agora que dν

(
∂

∂y2

,
∂

∂y3

)
= 0. De

forma análoga,

dν

(
∂

∂y2

,
∂

∂y3

)
=

∂

∂y2

ν

(
∂

∂y3

)
− ∂

∂y3

ν

(
∂

∂y2

)
=

∂

∂y2

(
l1
l2l23

)
∂l3
∂y3

+
l1
l2l23

∂2l3
∂y2∂y3

− ∂

∂y2

(
1

l2l3

)
∂l1
∂y3

− 1

l2l3

∂2l1
∂y2∂y3

− ∂

∂y3

(
l1
l2l23

)
∂l3
∂y2

− l1
l2l23

∂2l3
∂y3∂y2

=
1

l22l
4
3

[
∂l1
∂y2

l2l
2
3 − l1

(
∂l2
∂y2

l23 + 2l2l3
∂l3
∂y2

)]
∂l3
∂y3

+
1

l22l
2
3

(
∂l2
∂y2

l3 + l2
∂l3
∂y2

)
∂l1
∂y3

− 1

l2l3

∂2l1
∂y2∂y3

− 1

l22l
4
3

[
∂l1
∂y3

l2l
2
3 − l1

(
∂l2
∂y3

l23 + 2l2l3
∂l3
∂y3

)]
∂l3
∂y2

.
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Usando a equação de Lamé
∂2l1
∂y2∂y3

= 1
l2

∂l1
∂y2

∂l2
∂y3

+ 1
l3

∂l1
∂y3

∂l3
∂y2

, temos

dν

(
∂

∂y2

,
∂

∂y3

)
=

1

l2l23

∂l1
∂y2

∂l3
∂y3

− l1
l22l

2
3

∂l2
∂y2

∂l3
∂y3

+
1

l22l3

∂l2
∂y2

∂l1
∂y3

+
1

l2l23

∂l3
∂y2

∂l1
∂y3

− 1

l2l3

(
1

l2

∂l1
∂y2

∂l2
∂y3

+
1

l3

∂l1
∂y3

∂l3
∂y2

)
− 1

l2l23

∂l1
∂y3

∂l3
∂y2

+
l1
l22l

2
3

∂l2
∂y3

∂l3
∂y2

.

Aplicando (3.78), obtemos

dν

(
∂

∂y2

,
∂

∂y3

)
=

[
1

l2l23

∂l1
∂y2

− l1
l22l

2
3

(
l1
l2

∂l1
∂y2

+
l3
l2

∂l3
∂y2

)](
l2
l3

∂l2
∂y3

− l1
l3

∂l1
∂y3

)
1

l22l3

(
l1
l2

∂l1
∂y2

+
l3
l2

∂l3
∂y2

)
∂l1
∂y3

− 1

l22l3

∂l1
∂y2

∂l2
∂y3

− 1

l2l23

∂l1
∂y3

∂l3
∂y2

+
l1
l22l

2
3

∂l2
∂y3

∂l3
∂y2

=

(
1

l33
− l21
l22l

3
3

− 1

l22l3

)
∂l1
∂y2

∂l2
∂y3

+

(
− l1
l2l33

+
l31
l32l

3
3

+
l1
l32l3

)
∂l1
∂y2

∂l1
∂y3(

− l1
l22l

2
3

+
l1
l22l

2
3

)
∂l3
∂y2

∂l2
∂y3

+

(
l21
l23l

3
2

+
1

l32
− 1

l2l23

)
∂l3
∂y2

∂l1
∂y3

=

(
l22 − l21 − l23

l22l
3
3

)
∂l1
∂y2

∂l2
∂y3

+

(
−l22 + l21 + l23

l32l
3
3

)
l1
∂l1
∂y2

∂l1
∂y3(

l21 + l23 − l22
l23l

3
2

)
∂l3
∂y2

∂l1
∂y3

= 0.

Vamos agora verificar a equação de Gauss:

ρij = −dωij +
3∑
s=1

ωis ∧ ωsj = ψi ∧ ψj + ωi ∧ χj + χi ∧ ωj.

Começaremos pelo lado direito. Imediatamente, se i = j temos que

ψi ∧ ψj + ωi ∧ χj + χi ∧ ωj = 0.

Considerando ı́ndices distintos:

• Para i = 1 e j = 2 temos ψ1 ∧ ψ2 + ω1 ∧ χ2 + χ1 ∧ ω2 = G1 e então

G1 =

(
− l2
l3
dy1

)
∧
(
− l1
l3
dy2

)
+ (l1dy1) ∧

(
− l2

2l23
dy2

)
+

(
− l1

2l23
dy1

)
∧ (l2dy2)

=

(
l1l2
l23
− l1l2

2l23
− l1l2

2l23

)
dy1 ∧ dy2

= 0.
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• Para i = 1 e j = 3 temos ω1 ∧ χ3 + χ1 ∧ ω3 = G2. Portanto,

G2 = (l1dy1) ∧
(

1

2l3
dy3

)
+

(
− l1

2l23
dy1

)
∧ (l3dy3)

= 0.

• Para i = 2 e j = 3 temos ω2 ∧ χ3 + χ2 ∧ ω3 = G3. Portanto,

G3 = (l2dy2) ∧
(

1

2l3
dy3

)
+

(
− l2

2l23
dy2

)
∧ (l3dy3)

= 0.

Como mudamos apenas o sinal ao trocar i por j segue que

ψi ∧ ψj + ωi ∧ χj + χi ∧ ωj = 0.

Para todo i e j. Dessa forma, basta mostrar agora que

−dωij +
3∑
s=1

ωis ∧ ωsj = 0, ∀ i, j.

Que é equivalente a

dωij −
3∑
s=1

ωis ∧ ωsj = 0, ∀ i, j. (3.80)

Imediatamente temos que, quando i = j a expressão vale. Considere então os ı́ndices

distintos i, j e k. Então,

dωij = d

(
− 1

lj

∂li
∂yj

)
∧ dyi + d

(
1

li

∂lj
∂yi

)
∧ dyj

=
∂

∂yj

(
− 1

lj

∂li
∂yj

)
dyj ∧ dyi +

∂

∂yk

(
− 1

lj

∂li
∂yj

)
dyk ∧ dyi

+
∂

∂yi

(
1

li

∂lj
∂yi

)
dyi ∧ dyj +

∂

∂yk

(
1

li

∂lj
∂yi

)
dyk ∧ dyj

=

[
∂

∂yj

(
1

lj

∂li
∂yj

)
+

∂

∂yi

(
1

li

∂lj
∂yi

)]
dyi ∧ dyj +

[
1

lj

∂2li
∂yk∂yj

− 1

l2j

∂lj
∂yk

∂li
∂yj

]
dyi ∧ dyk

+

[
1

li

∂2lj
∂yk∂yi

− 1

l2i

∂li
∂yk

∂lj
∂yi

]
dyk ∧ dyj.

Por outro lado, ainda considerando os ı́ndices distintos i, j e k, temos que

3∑
s=1

ωis ∧ ωsj = ωik ∧ ωkj

=

(
− 1

lk

∂li
∂yk

dyi +
1

li

∂lk
∂yi

dyk

)
∧
(
− 1

lj

∂lk
∂yj

dyk +
1

lk

∂lj
∂yk

dyj

)
= − 1

l2k

∂li
∂yk

∂lj
∂yk

dyi ∧ dyj +
1

lklj

∂li
∂yk

∂lk
∂yj

dyi ∧ dyk +
1

lilk

∂lk
∂yi

∂lj
∂yk

dyk ∧ dyj.
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Portanto, para que (3.80) seja satisfeita, devemos ter:

∂

∂yj

(
1

lj

∂li
∂yj

)
+

∂

∂yi

(
1

li

∂lj
∂yi

)
+

1

l2k

∂li
∂yk

∂lj
∂yk

= 0,

1

lj

∂2li
∂yk∂yj

− 1

l2j

∂lj
∂yk

∂li
∂yj
− 1

lklj

∂li
∂yk

∂lk
∂yj

= 0,

1

li

∂2lj
∂yk∂yi

− 1

l2i

∂li
∂yk

∂lj
∂yi
− 1

lilk

∂lk
∂yi

∂lj
∂yk

= 0.

Variando os ı́ndices, temos exatamente as equações de Lamé (3.75):

∂2l1
∂y2∂y3

=
1

l2

∂l1
∂y2

∂l2
∂y3

+
1

l3

∂l1
∂y3

∂l3
∂y2

∂2l2
∂y3∂y1

=
1

l3

∂l2
∂y3

∂l3
∂y1

+
1

l1

∂l2
∂y1

∂l1
∂y3

∂2l3
∂y1∂y2

=
1

l1

∂l3
∂y1

∂l1
∂y2

+
1

l2

∂l3
∂y2

∂l2
∂y1

0 =
∂

∂y2

(
1

l2

∂l1
∂y2

)
+

∂

∂y1

(
1

l1

∂l2
∂y1

)
+

1

l23

∂l1
∂y3

∂l2
∂y3

0 =
∂

∂y3

(
1

l3

∂l3
∂y3

)
+

∂

∂y2

(
1

l2

∂l3
∂y2

)
+

1

l21

∂l2
∂y1

∂l3
∂y1

0 =
∂

∂y1

(
1

l1

∂l3
∂y1

)
+

∂

∂y3

(
1

l3

∂l1
∂y3

)
+

1

l22

∂l3
∂y2

∂l1
∂y2

E dessa forma, verifica-se que Maurer-Cartan é satisfeita.

Portanto, pelo teorema fundamental das subvariedades, existe uma imersão f :

M3 → R6
1 e uma aplicação F : M3 → O1(6), o grupo das transformações ortogonais

de R6
1 , que para cada p ∈ M3 associa uma base pseudo-ortonormal {n1, . . . , n6} de

vetores em R6
1 de forma que

〈nA, nB〉 = δAB, 1 ≤ A,B ≤ 4

〈nA, n5〉 = 〈nA, n6〉 = 0, 1 ≤ A ≤ 4

〈n5, n6〉 = 1,

〈n5, n5〉 = 〈n6, n6〉 = 0.

Além disso, {n1, n2, n3} formam uma base para o espaço tangente de f e {n4, n5, n6}

formam uma base para o espaço normal ao espaço tangente de f . Temos ainda que as

formas ωi e ωAB estão relacionadas aos vetores nA pelas relações:

df =
3∑
i=1

ωini,

dnA =
6∑

B=1

ωABnB.
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Como ω5i = ωi e ω5α = 0 temos que

dn5 =
6∑

B=1

ω5BnB =
3∑
i=1

ωini = df.

Portanto, dn5 = df o que implica

n5 = f + v,

onde v ∈ R6
1 é um vetor contante. Fixado p0 ∈ M3, podemos escolher nossa condição

inicial de forma que f(p0) = n5(p0) o que implica em v = 0. Então

f(p) = n5(p),

para todo p ∈M3. Como n5 é normal ao espaço tangente de f , conclúımos que

〈df, f〉 = 0,

implicando que 〈f, f〉 é constante. Escolhendo a condição inicial tal que 〈f(p0), f(p0)〉 =

0 conclúımos que

f(p) ∈ L5,

para todo p ∈M3. Portanto, f : M3 → L5 ⊂ R6
1.

Denotando n = n4 temos que 〈f, n〉 = 〈df, n〉 = 0. Portanto, (f, n) constituem uma

faixa para a imersão f . Por (3.76), temos que:

ω41 = − l2
l3
dy1 = − l2

l1l3
ω1,

ω42 = − l1
l3
dy2 = − l1

l2l3
ω2,

ω43 = 0.

Então as curvaturas principais associadas a faixa (f, n) são dadas por

a1 = − l2
l1l3

a2 = − l1
l2l3

a3 = 0.

Afirmamos que as curvaturas principais são distintas. De fato, como as funções li são

não nulas, temos inicialmente que

a3 6= a1 e a2 6= a1.
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Suponha por contradição que a1 = a2, então

l2
l1l3

=
l1
l2l3

,

o que implica
l22

l1l2l3
=

l21
l1l2l3

.

Portanto, l22 = l21, o que é um absurdo já que, pela condição de Guichard

l21 − l22 + l23 = 0,

implicando em l3 = 0.

Lembramos que, se f é uma imersão com métrica induzida plana, efetuando uma

deformação conforme (f̃ , ñ), onde f̃ = euf e ñ = n + af , obtemos uma imersão

f̃ : M3 → M4
K conformemente plana. Como vimos em (3.34), com a deformação

conforme, as curvaturas principais passam a ser

ãi = e−u(ai − a).

Então, se as curvaturas principais ai são distintas, ãi também são.

Dessa forma, obtemos uma imersão conformemente plana em M4
K com curvaturas

principais distintas, o que prova a rećıproca do teorema.

�
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Conclusão

Conclúımos que o trabalho de Hertrich-Jeromin, [7] nos dá uma alternativa para o

problema da classificação das hipersuperf́ıcies conformemente planas em formas espa-

ciais de dimensão 4. Mostrando que esse problema é equivalente a classificar as redes

de Guichard em R3 associadas a tais hipersuperf́ıcies. Uma rede de Guichard nessas

condições é determinada por três funções reais positivas li(y1, y2, y3), i = 1, 2, 3 que

satisfazem a condição algébrica

l21 − l22 + l23 = 0,

e o sistema de equações diferenciais

∂2l1
∂y2∂y3

=
1

l2

∂l1
∂y2

∂l2
∂y3

+
1

l3

∂l1
∂y3

∂l3
∂y2

∂2l2
∂y3∂y1

=
1

l3

∂l2
∂y3

∂l3
∂y1

+
1

l1

∂l2
∂y1

∂l1
∂y3

∂2l3
∂y1∂y2

=
1

l1

∂l3
∂y1

∂l1
∂y2

+
1

l2

∂l3
∂y2

∂l2
∂y1

0 =
∂

∂y2

(
1

l2

∂l1
∂y2

)
+

∂

∂y1

(
1

l1

∂l2
∂y1

)
+

1

l23

∂l1
∂y3

∂l2
∂y3

0 =
∂

∂y3

(
1

l3

∂l3
∂y3

)
+

∂

∂y2

(
1

l2

∂l3
∂y2

)
+

1

l21

∂l2
∂y1

∂l3
∂y1

0 =
∂

∂y1

(
1

l1

∂l3
∂y1

)
+

∂

∂y3

(
1

l3

∂l1
∂y3

)
+

1

l22

∂l3
∂y2

∂l1
∂y2

.
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Apêndice A

Formas Diferenciais

O objetivo deste apêndice é apresentar algumas definições e resultados básicos sobre

formas diferenciais para que o leitor, sempre que necessário, possa consultá-lo durante

a leitura do texto.

A.1 Formas Diferenciais em Rn

Sejam p ∈ Rn e Rn
p o espaço tangente de Rn em p e (Rn

p )∗ o seu espaço dual. Uma

base para (Rn
p )∗ é obtida tomando (dxi)p, onde xi : R3 → R é a projeção na i-ésima

coordenada. Uma forma diferencial de grau 1 é uma aplicação ω que a cada p ∈ Rn

associa ω(p) ∈ (Rn
p )∗ que pode ser escrita na forma

ω =
n∑
i=1

aidxi

onde cada ai é uma função diferenciável.

Seja Λk(Rn
p )∗ o conjunto das funções k-lineares alternadas:

ϕ : Rn
p × . . .× Rn

p︸ ︷︷ ︸
kvezes

→ R

Com as operações usuais Λk(Rn
p )∗ é um espaço vetorial. Se ϕ1, . . . , ϕk são formas

diferenciais podemos obter um elemento ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ . . . ∧ φk de Λk(Rn
p )∗ definindo

(ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ . . . ∧ φk)(v1, . . . , vk) = det(ϕi(vj))

Desta forma, podemos mostrar que o conjunto {(dxi1 ∧ . . . ∧ (dxik)p)}, com i1 <

i2 < . . . < ik constitue uma base para Λk(Rn
p )∗. Portanto,
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Definição A.1 Uma k-forma diferencial em Rn é uma aplicação ω que a cada p ∈ Rn

associa ω(p) ∈ Λk(Rn
p )∗ onde ω pode ser escrito por

ω =
∑
I

aIdxI

onde I indica a k-upla (i1, . . . , ik) com ij ∈ {1, . . . , n}.

Convenciona-se que uma 0-forma diferencial em Rn é uma função diferenciável

f : Rn → R. Seja f : Rn → Rm uma função diferenciável. A aplicação linear

dfp : Rn
p → Rm

f(p) induz uma transformação linear

f ∗p : Λk(Rm
f(p))

∗ → Λk(Rn
p )∗,

que para cada ϕ ∈ Λk(Rm
f(p))

∗ associa f ∗p (ϕ), definida da seguinte maneira:

(f ∗p (ϕ))(v1, . . . , vk) = ϕ(dfp(v1), . . . , dfp(vk)), v1, . . . , vk ∈ Rn
p .

Fazendo o ponto p variar, obteremos uma aplicação f ∗ que leva k-formas de Rm em

k-formas de Rn. Convenciona-se que

f ∗(g) = g ◦ f,

quando g é uma 0-forma.

Definição A.2 Seja ω uma k-forma, ω =
∑
I

aIdxI e ϕ uma s-forma, ϕ =
∑
J

aJdxJ ,

então o produto exterior ω ∧ ϕ é uma (k+s)-forma definida por

ω ∧ ϕ =
∑
I,J

aIbJdxI ∧ dxJ .

Definição A.3 Se ω =
∑
I

aIdxI é uma k-forma, definimos a diferencial exterior de

ω como sendo a (k+1)-forma

dω =
∑
I

daI ∧ dxI .

Valem as seguintes propriedades:

1. d(fω) = df ∧ ω + fdω, quando f : Rn → R, uma função diferenciável;

2. d(dω) = d2ω = 0;

3. d(f ∗ω) = f ∗(dω), onde ω é uma k-forma em Rm e f : Rn → Rm uma aplicação

diferenciável.
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A.2 Formas diferenciais em variedades diferenciáveis

Definição A.4 Seja M uma variedade de dimensão n. Uma k-forma diferencial ω em

M é a escolha, para cada sistema de coordenadas Xα : Uα ⊂ Rn →M de uma k-forma

ωUα em Uα de tal forma que se ωUα e ωUβ são duas tais escolhas e fα(Uα)∩ fβ(Uβ) 6= 0,

então

ωUα = (f−1
2 ◦ f1)

∗ωUβ

A seguinte proposição também pode ser vista como uma definição para formas

diferenciais em uma variedade diferenciável:

Proposição A.1 Uma k-forma diferencial ω em uma variedade diferenciável M é a

escolha, para cada p ∈M , de um elemento ω(p) do espaço das formas k-lineares alter-

nadas, Λk(TpM)∗, do espaço tangente, de modo que a expressão ωα de ω em qualquer

parametrização seja diferenciável.

Demonstração: Com efeito, dada uma tal escolha, teremos para qualquer parame-

trização Xα : Uα →M , uma k-forma diferencial ωα definida por

ωα(v1, . . . , vk) = ω(dfα(v1), . . . , dfα(vk), v1, . . . , vk ∈ Rn
q , q ∈ Uα (A.1)

É imediato verificar que ωα = (X−1
β ◦ Xα)∗ωβ. Reciprocamente, dada uma k-forma

pela definição anterior, a condição ωα = (X−1
β ◦ Xα)∗ωβ garante que a escolha de um

elemento ω(p) ∈ Λk(TpM)∗ dada pela expressão (A.1) não depende da parametrização.

�

Existe uma relação interessante entre a derivação exterior de formas de grau um e

o colchete de campos de vetores:

Proposição A.2 Se ω é uma 1-forma diferenciável em uma variedade diferenciável

M e x, y são campos de vetores diferenciáveis em M , tem-se

dω(x, y) = xω(y)− yω(x)− ω([x, y])
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Uma demonstração da proposição anterior pode ser encontrada em [1].

Note que, para cada p ∈ M , ω(p)(x(p)) é uma função diferenciável de M em R

portanto faz sentido escrever yω(x).

Seja M uma variedade diferenciável. Uma k-forma diferencial ω em M é chamada

exata se existe uma (k-1)-forma β em M tal que dβ = ω; ω é dita fechada se dω = 0.

Como d2 = 0, é claro que se ω é exata, então ω é fechada.

A rećıproca deste fato, globalmente, não é, em geral, verdadeira. Porém, a condição

dω = 0 é suficiente para que ω seja localmente exata. Antes precisamos de uma

definição:

Definição A.5 Uma variedade diferenciável M é contrátil (a um ponto p0 ∈ M) se

existir uma aplicação diferenciável H : M × [0, 1]→M tal que:

H(p, 1) = p, H(p, 0) = p0, para todo p ∈M

É claro que Rn é contrátil (a um ponto arbitrário p0 ∈ Rn); basta definir H :

Rn×[0, 1]→ Rn por H(p, t) = p0+(p−p0)t. O mesmo argumento mostra que a bola de

raio r, Br = {p ∈ Rn; ||p|| < r} é contrátil. Decorre dáı que toda variedade é localmente

contrátil (basta estabelecer um difeomorfismo através de uma parametrização).

Teorema A.1 (Lema de Poincaré) Seja M uma variedade diferenciável M contrátil

e ω uma k-forma diferencial em M , com dω = 0. Então existe uma (k-1)-forma α em

M tal que dα = ω.

Uma demonstração para o Lema de Poincaré pode ser encontrada em [1].

Como todo espaço vetorial V de dimensão n é linearmente isomorfo a Rn podemos

falar em formas lineares pertencentes ao espaço dual V ∗ de um espaço vetorial V . Dessa

forma, temos o seguinte teorema:

Teorema A.2 (Lema de Cartan) Seja v um espaço vetorial de dimensão n. Se-

jam ω1, . . . , ωr : V → R, r ≤ n, formas lineares de V linearmente independentes.

Suponhamos que existam formas lineares θ1, . . . , θr : V → R satisfazendo a seguinte

condição:
r∑
i=1

ωi ∧ θi = 0.
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Então

θi =
r∑
j=1

aijωj, i, j = 1, . . . , r, aij = aji

Podemos encontrar uma demonstração para o Lema de Cartan [3].
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Apêndice B

Teorema de Frobenius

O Teorema de Frobenius é um resultado básico de integrabilidade de um sistema de

equações diferenciais parciais. A versão clássica deste teorema pode ser enunciada da

seguinte forma:

Teorema B.1 Sejam U e V abertos de Rm e Rn, respectivamente. Denotemos por u =

(u1, . . . , um) os pontos de U e v = (v1, . . . , vn) os pontos de V . Consideremos aplicações

diferenciáveis (C∞), fγ : U × V → Rn, 1 ≤ γ ≤ m, cujas funções coordenadas

denotamos por fγi , 1 ≤ i ≤ n. Então,

∂fβi
∂uγ
− ∂fγi
∂uβ

+
n∑
i=1

(
∂fβi
∂vj

fγj −
∂fγi
∂vj

fβj

)
= 0,

em U × V , para todo 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ γ, β ≤ m se, e só se, fixado u0 ∈ U , para todo

v ∈ V existe vizinhança U0 de u0 em U e uma aplicação diferenciável F : U0 → V tal

que

F (u0) = v,
∂F

∂uγ
= fγ(u, F (u)), u ∈ U0, 1 ≤ γ ≤ m.

O enunciado acima e sua demonstração podem ser encontrados em [15].

No caso particular em que n = 1 o teorema acima afirma que um sistema de

equações diferenciais
∂F

∂uγ
= Aγ(u1, . . . , um) 1 ≤ l ≤ m,

admite solução com condições iniciais dadas se, e somente se,

∂2F

∂uγ∂uβ
=

∂2F

∂uβ∂uγ
.
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De fato, nessas condições, temos Aγ(u) = fγ(u, F (u)) e então, o sistema adimite

solução se, e somente se,

∂fβ

∂uγ
− ∂fγ

∂uβ
+

(
∂fβ

∂v
fγ − ∂fγ

∂v
fβ
)

= 0, (B.1)

onde v ∈ V = I ⊂ R. Calculando as derivadas parciais de F obtemos:

∂2F

∂uγ∂uβ
=

∂fβ

∂uγ
(u, F (u))

=
∂fβ

∂uγ
+
∂fβ

∂v

∂F

∂uγ

=
∂fβ

∂uγ
+
∂fβ

∂v
fγ

.

Então,
∂2F

∂uγ∂uβ
− ∂2F

∂uβ∂uγ
=
∂fβ

∂uγ
+
∂fβ

∂v
fγ − ∂fγ

∂uβ
+
∂fγ

∂v
fβ

Dessa forma, pela condição (B.1) o sistema admite solução se, e somente se, o lado

direito da igualdade acima é nulo, o que é equivalente a:

∂2F

∂uγ∂uβ
=

∂2F

∂uβ∂uγ
.
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