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Resumo

Neste trabalho, estudamos o conceito de Dependencia Negativa e algumas de suas
propriedades, e mostramos Leis dos Grandes Numeros (fraca e forte) para arranjos de

variaveis aleatorias Negativamente Dependentes.

Palavras-chave: Leis dos Grandes Numeros, Dependéncia Negativa, Convergéncia

Completa, Arranjos.



Abstract

In this work, we study the concept of Negative Dependece and its properties, and we
show Laws of Large Numbers (weak and strong) for arrays of Negatively Dependent

random variables.

Key-words: Laws of Large Numbers, Negative Dependence, Complete Convergence,

Arrays.
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Introducao

Leis dos Grandes Numeros para sequéncias e arranjos de variaveis aleatérias de-
sempenham um papel muito importante em Teoria da Probabilidade e Estatistica.
Condigoes de independéncia e distribuicoes idénticas sao basicas em resultados histori-
cos devidos a Bernoulli, Borel e Kolmogorov. A primeira Lei dos Grandes Nuimeros
foi provada pelo matematico suico James Bernoulli na quarta parte de sua obra Ars
Conjectandi, publicada em 1713. Depois, outros matematicos também contribuiram
para o aperfeicoamento da lei, incluindo Chebyshev, Markov, Khinchin, Borel e Kol-
mogorov. Estes resultados deram origem as duas formas conhecidas de Lei dos Grandes
Numeros, uma denominada lei fraca e a outra, lei forte. Com o passar do tempo, varias
generalizagoes foram surgindo. Por exemplo, Marcinkiewicz e Zygmund generalizaram
a lei de Kolmorogov para v.a.’s com p-ésimo momento 1 < p < 2 e mostraram que

n
#ZX,- £ 0 se, e somente se, E|X|P < oo ([8] p.122 e [1] p.256). Em todas
elas tlgrlnos a hipotese de momento finito. Mas surgiram novas leis envolvendo vari-
aveis aleatorias com meédia infinita ou sem média. Uma dessas leis foi provada por
Kolmogorov e Feller (|9] p.116 e [29] p.205).
A historia e literatura sobre leis dos grandes ntumeros para variaveis aleatorias

independentes é bastante rica. Ja, para variaveis dependentes, os estudos sao mais
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Introducao

limitados, mas muito interessantes. Existem muitas noc¢oes de dependéncia bivariada
e multivariada. Varias destas noc¢oes e como elas se relacionam umas com as outras,
podem ser vistas em Block [6], Ebrahimi e Ghosh [13], Esary e Proschan [15], Hu e
Yang[19|, Lehmann [23], Joag-dev ¢ Proschan [22] e Matula [24]. Muitas delas foram
motivadas a partir de aplicagoes em teoria da confiabilidade. Normalmente o ponto
de partida na anélise de sistemas é supor que o tempo de vida 1util dos componentes
sao variaveis aleatorias independentes. Mas em alguns casos é mais realista assumir
algum tipo de dependéncia entre as variaveis, pois a falha de um determinado compo-
nente pode afetar o desempenho dos outros. Neste caso, as ferramentas classicas de
Teoria da Probabilidade (tais como, Lei dos Grandes Numeros e Teorema do Limite
Central) validas sob hipdtese de independéncia ndo podem ser utilizadas como tal. En-
tao é necessario determinar em que condi¢oes de dependéncia se pode obter resultados
analogos aos que se tem sob hipoteses de independéncia.

Neste trabalho estudamos Leis dos Grandes Nimeros para variaveis aleatorias Ne-
gativamente Dependentes baseadas no artigos de Bozorgnia, Patterson e Taylor ([3] e
[5]) de 2000 e 2001. Os resultados principais sao: Teorema 2.6 do Capitulo 2 e Teorema
3.9 do Capitulo 3. O primeiro é uma extensao da lei fraca provada por Kolmogorov e
Feller para variaveis aleatorias independentes e diz que se {X,;;;n > 1,1 < i <n} é um
arranjo de v.a.’s negativamente dependentes duas a duas em cada linha com fungoes

de distribuigao (F,;n > 1,1 <i < n) e as condigoes

n

ZP(\Xm-| >b,) — 0, com n — oo,

=1

1 n
o / 2?*dF,;(z) — 0 com n — oo.
n =1 v ([z[<bn)

1=

Unwversidade de Brasilia 11 Departamento de Matemdtica



Introducao

sao satisfeitas, entao

Snbjla/n E) O’

n n

onde a,, = / xdF,;(z), S, = 5 Xpi e (by;n > 1) é uma sequéncia de ntumeros
i=1 v (|z[<bn) i1

reais positivos crescendo para +o0o. O segundo é uma lei forte para arranjos de variaveis

aleatorias negativamente dependentes em cada linha com EX,; = 0. Neste caso, se

as variaveis sao uniformemente limitadas ou existe uma v.a. X tal que a cauda da

distribuigao das X/ s é limitada pela cauda da distribigao de X com E|X|* < oo,

entao

1 n
nl/p ZXM — 0 completamente, 0 < p < 2.
i=1

Para o estudo desses resultados, dividimos o trabalho em trés capitulos.

No Capitulo 1, apresentamos o conceito de dependéncia negativa definido por
Lehmann [23] em 1966 para o caso bivariado e por Ebrahimi e Ghosh [13] em 1981
para o caso multivariado (Se¢ao 1.2). Apresentamos também alguns exemplos (Segao
1.3) e propriedades para variaveis aleatorias negativamente dependentes (Segao 1.4)
necessarias nas demonstracoes do Capitulo 2 e 3, onde as mais relevantes sao o Corolario
1.14 e Lema 1.15.

No Capitulo 2, fazemos uma breve revisao das principais leis fracas para o caso
independente, relacionando-as com os resultados obtidos para variaveis aleatorias ne-
gativamente dependentes. O resultado principal deste capitulo é o Teorema 2.6, como
mencionamos acima. Deste, sao obtidos como consequéncia, os Teoremas 2.8 e 2.9. O
primeiro afirma que se (X,;;n > 1,1 < i < n) é um arranjo de v.a.’s negativamente

dependentes com EX,,; = 0 e existe uma v.a. X tal que

P(| X >t) < P(|X]|>1),Yt>0 (1)

Unwversidade de Brasilia 12 Departamento de Matemadtica



Introducao

nP(|X|? > n) — 0 para algum 1 < p < 2,

entao
1 n
P
s 2 X = 0.
i=1
O segundo nos diz que se (X,;;n > 1,1 <1i <n) é um arranjo de v.a.’s negativamente

dependentes e X uma v.a. satisfazendo (1) e nP(|X| > n) — 0 com n — oo, entdo
1< P
- Xm - Cng 07
- ;( Cai) =

onde Cni — E [Xni[(|Xm~|§n)]-

Por fim, no Capitulo 3, abordamos um conceito de convergéncia (denominado con-
vergéncia completa) que implica em convergéncia quase-certa e a utilizamos na de-
monstracao do principal resultado, o qual foi mencionado acima.

Para concluir, apresentamos uma lei fraca e uma lei forte para arranjos de v.a.’s em

que nao sao necessarias as hipoteses de dependéncia negativa e nem EX,,; = 0.

Unwversidade de Brasilia 13 Departamento de Matemadtica



Capitulo

Dependéncia Negativa

1.1 Introducao

Neste capitulo, estudamos o conceito de Dependéncia Negativa introduzido por Lehmann
[23] em 1996 e apresentamos alguns exemplos e propriedades béasicas de variaveis
aleatorias Negativamente Dependentes necessarias para as demonstragoes nos Capi-
tulos 2 e 3.

A hipotese de independéncia entre variaveis aleatorias é frequentemente muito con-
veniente por varias razoes. Primeiramente, ela torna a analise e os calculos muito mais
simples. Em segundo lugar, existe uma série de conceitos e ferramentas matemati-
cas poderosas de teoria da probabilidade para tais estudos, como Leis dos Grandes
Nimeros e Teorema do Limite Central. Estes resultados sao geralmente obtidos sob a
hipotese de independéncia entre as variaveis envolvidas. Porém, muitos casos envolvem
variaveis aleatorias que nao sao independentes. Dai, a necessidade de se determinar em
que condigoes de dependéncia ainda se pode obter resultados analogos aos mencionados
anteriormente. A seguir, apresentamos algumas situacoes onde surgem alguns tipos de

dependéncia.
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Capitulo 1 1.1 Introducao

Em teoria da confiabilidade, é normalmente assumido que os tempos de duragao dos
componentes de um determinado equipamento sao variaveis aleatérias independentes.
No entanto, os componentes de um sistema sao utilizados num mesmo ambiente ou
compartilham da mesma carga, e dai, a falha de um componente pode afetar o desem-
penho dos outros. Neste caso, as ferramentas classicas de teoria da probabilidade, que
sao validas sob hipotese de independéncia entre as v.a.’s envolvidas, nao podem ser
utilizadas como tal. Em [10], os autores propoe um modelo para a confiabilidade de
um sistema que resulta em componentes com um tipo de dependéncia negativa.

Ocorrem também em Teoria da Ruina modelos em que as indenizag¢oes exibem
alguma estrutura de dependéncia. Por exemplo, em 7|, os autores consideram um
modelo em que as indenizagoes sao variaveis aleatorias negativamente dependentes e
com cauda pesada.

Em [11], os autores tentam chamar a atenc¢ao para o uso da nogao de dependéncia
negativa como um paradigma simples e unificante na analise de estruturas aleatorias e
algoritmos.

Em Mecéanica Estatistica, muitos modelos exibem variaveis aleatérias que satis-
fazem a chamada desigualdade FKG (Fortuin-Kasteleyn-Ginibre). Variaveis desse tipo
sao também chamadas de positivamente associadas e sao, em outras palavras, variaveis
positivamente dependentes. Em [27], o autor obtém um teorema limite para tal catego-
ria de varidveis e o aplica ao estudo de flutuagoes de densidade de aglomerados infinitos
em modelos de percolacao e a flutuagoes de magnetizagao em modelos de Ising.

Mencionemos ainda que modelos envolvendo variaveis com dependéncia negativa
tém sido apresentados em areas onde estatisticas espaciais desempenham um papel
importante. Algumas de tais estatisticas envolvem anélise de experimentos agricolas,

aplicagoes a oceanografia, processamento de sinais de radares e sonares, e estereologia.
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Capitulo 1 1.2 Conceito de Dependéncia Negativa

Uma breve introducao a essas aplicagoes pode ser encontrada em Panel on Spatial
Statistics and Image Processing [25].

O conceito de dependéncia esta relacionado com a fungao de distribuigao conjunta
das variaveis. E importante o estudo dos diversos modos de dependéncia, pois um dado
modelo pode ser mais adequado para um determinado tipo de dependéncia do que para
outro. Varias formas de dependéncia negativa sao introduzidas na literatura. Entre
elas estao: Negativamente Associadas (Joag-dev e Proschan [22]), Negativamente De-
pendentes na Cauda & Direita, Negativamente Dependentes na Cauda a Esquerda (Hu e
Yang [19]), Negativamente Dependentes Através de Ordenagao Estocdstica, Totalmente
Negativas de Ordem 2 (Block et al. [6]), etc. Para outras formas de dependéncia
(positiva e negativa) ver [6], [13], [15] e [23]. Neste trabalho vamos considerar apenas
dependéncia negativa.

A partir de agora, assumiremos que as variaveis aleatérias envolvidas estao definidas

em um mesmo espago de probabilidade (2, F, P).

1.2 Conceito de Dependéncia Negativa

Nesta secao definimos uma das formas mais populares de dependéncia negativa, intro-
duzida por Lehmann [23] em 1966 e apresentamos alguns exemplos e propriedades de
v.a.’s negativamente dependentes.

Dizemos que X e Y sao negativamente dependentes se:
P(X <z,Y <y <PX<z)P(Y <y),Vz,y € R. (1.1)

As variaveis aleatorias X7, Xo, ... sao ditas negativamente dependente duas a duas, se

cada par (X;, X;) com ¢ # j satisfaz (1.1). Por meio de um calculo simples, podemos

Unwversidade de Brasilia 16 Departamento de Matemadtica



Capitulo 1 1.2 Conceito de Dependéncia Negativa

verificar que (1.1) é equivalente a
P(X>z,Y >y <P(X >z)P(Y >y),Va,y € R. (1.2)

No entanto, os dois préoximos exemplos mostram que para uma colecao de 3 ou mais

variaveis aleatorias, isso pode nao ocorrer.

Exemplo 1.1. Sejam X, X, e X3 variaveis aleatorias tais que (X7, Xo, X3) assume os

1
valores (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0) e (0,0,0) cada um com probabilidade 7 Entao:
1
P(X;>0,Xy>0,X3>0)=0< 3= P(X; > 0)P(Xs > 0)P(X5 > 0) (1.3)
mas

P(X, <0,X, <0,X3 <0) = = P(X; 0)P(X; <0)P(X5 <0),  (1.4)

>1
8

| =

ou seja, X1, Xs, X3 satisfazem a condi¢ao 1.2, mas nao a condicao 1.1.

Exemplo 1.2. Considere agora (X, Xs, X3) assumindo os valores (1,0,0), (0,1,0),

1
(0,0,1) e (1,1,1) cada um com probabilidade 7 Entao:

1

mas

P(X;>0,X,>0,X3>0) = = P(X; > 0)P(Xy > 0)P(X3>0).  (1.6)

e~ =
ool —

Neste caso temos X, X5, X3 satisfazendo a condi¢ao 1.1, mas nao a condicao 1.2.
Entretanto, existem variaveis aleatoérias X, ..., X,, em que ambas as condigoes 1.1
e 1.2 sao satisfeitas para n > 3. Por isso, somos motivados a considerar a seguinte

defini¢ao, introduzida em 1981 por Ebrahimi and Ghosh [13].
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Capitulo 1 1.8 FExemplos de Dependéncia Negativa

Definicao 1.3. As variaveis aleatorias X, Xo, ..., X, sdo ditas:

(a) Negativamente Dependentes Inferiormente (NDI) se para cada n > 2

P

ﬁX<a:] ﬁ P(X; <uz),Ya1,...,2, €R (1.7)
i=1 i=1

(b) Negativamente Dependentes Superiormente (NDS) se para cada n > 2

P

ﬁX>x] ﬁ P(X; > ), Vay,...,x, €R (1.8)
i=1 i=1

(¢) Negativamente Dependentes (ND) se (1.7) e (1.8) sao validas.
Observagoes:
(a) Qualquer um dos sinais < ou > pode ser substituido por < ou > (Ver [23]).

(b) Os Exemplos 1.1 e 1.2 mostram que 1.7 pode ser valido e 1.8 ndo e que 1.8 pode

ser valido e 1.7 nao.

(c) Se Xy, Xy, ...sdo v.a’s independentes entao X1, X, ... sa0 ND, mas a reciproca
nao vale em geral. Logo independéncia ¢ um conceito mais restritivo que de-

pendéncia negativa.

1.3 Exemplos de Dependéncia Negativa

Vejamos agora, alguns exemplos de variaveis aleatorias negativamente dependentes.

Exemplo 1.4. [4] Seja Y = —X. Entao:

Se —y > x,

PX<z,-X<y = PX<z,X>-y=PX<z,X>z) =

Unwversidade de Brasilia 18 Departamento de Matemadtica



Capitulo 1 1.8 FExemplos de Dependéncia Negativa

Se _yg%

— P(X <2)P(X > —y) =
= P(X <2)P(-X <y).
Logo P(X <uxz,—X <y) < P(X <z)P(—X <y),Va,y € R e portanto X e —X sao
negativamente dependentes.

Exemplo 1.5. (Distribuigao exponencial bivariada de Gumbel) 28]

Considere X e Y variaveis aleatorias com distribui¢ao conjunta dada por
Flr,y)=1—e®—e V4 e @) 40y >0e0<0<1.
Entao as marginais de X e Y sao:

Fx(z) = F(z,00) = lim (1 — ™% — 7V 4 ¢~ @tytbay)y — 1 _ o2

Yy—oo

Fy(y) = F(oo,y) = lim (1 — e ® — ¥ 4 e~ @tutban)y — 1 _ o7v

T—00

Assim,
F(z,y) — Fx(z)Fy(y) = e” @) _ o=@ <0 2.9 >0 e 0<0 <1,
e portanto, X e Y sao ND.

Exemplo 1.6. Sejam X e Y v.a.’s com distribuicao normal bivariada, cuja fungao

densidade é dada por
1 1

—_— .exp —_—
24/ 1 — p? 2(1 —p?)

Podemos verificar que X e Y sao ND para —1 < p < 0. (Ver [28])

flx,y) = (2* — 2pzy + )|, —1<p<1.

Unwversidade de Brasilia 19 Departamento de Matemadtica



Capitulo 1 1.8 FExemplos de Dependéncia Negativa

Definigao 1.7. Uma sequéncia infinita (X,;n > 1) de varidveis aleatorias é dita N D

se qualquer subconjunto {Xy,...,X,} é ND.

Sabemos que se Xj,..., X, sao variaveis aleatérias independentes e fi,..., f, sao
fungoes mensuréveis a Borel entao f1(X7),. .., f,(X,) s@o variaveis aleatorias indepen-
dentes. O préximo exemplo mostra que para variaveis aleatérias N D esta propriedade

pode nao ser valida.

Exemplo 1.8. [2| Sejam X e Y variaveis aleatorias assumindo os valores —1,0, 1 com

funcao de probabilidade conjunta dada por

p(=1,0) = p(0.0) = p(0, ~1) =p(0.1) = p(11) = 5.

Entao:

a) X e Y sao variaveis aleatorias N D, uma vez que, para x,y € R temos
P(X <z,Y <y) <PX<z)PY <y).

Para verificar isso, considere as distribucoes conjunta e marginais de X e Y dadas pelas

Tabelas 1.1, 1.2 e 1.3 abaixo.
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Capitulo 1 1.4 Propriedades de Dependéncia Negativa

X\Y y<—-1|-1<y<0|0<y<1l|y>1
r < —1 0 0 0 0
—1<z<0| 0 0 1/9 3/9
0<z<1 0 1/9 3/9 6/9
v >1 0 3/9 5/9 1

Tabela 1.1: Distribuig¢ao conjunta de X e Y

X r<—1|-1<z<0|0<ax<]l|ax>1

P(X <) 0 3/9 6/9 1

Tabela 1.2: Distribuigao Marginal de X

Y y<—-1|-1<y<0|0<y<l|y>1

PY <y | o0 3/9 5/9 1

Tabela 1.3: Distribuigao Marginal de Y

b) As variaveis aleatérias X e Z = Y? nao sio ND, pois para —1 < z < 0 e
0 <z <1 temos

>0 p(x <a)pz <)

PX <z, Z<z)= a1

O =

c) As varidveis aleatorias U = X2 e V = Y? nao sio ND, visto que para 0 < u <
1,0 < v <1 temos

S pw<wpw <o),

PU<u,V <wv)= a1

Nel o

1.4 Propriedades de Dependéncia Negativa

Nesta secao veremos algumas propriedades de dependéncia negativa e resultados que

nos dirao em que condig¢oes, fungoes de variaveis aleatorias N D sao também v.a.’s ND.
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Capitulo 1 1.4 Propriedades de Dependéncia Negativa

Os resultados mais importantes sao o Coroléario 1.14 e o Lema 1.15, que serao bastante
uteis nas demonstracoes dos Capitulos 2 e 3.

As vezes trabalhamos com funcoes que apresentam saltos ou sao em forma de escada.
Nesses casos, a inversa nao existira. Com a finalidade de cotornar situgoes como essas,

vamos considerar o seguinte resultado:

Lema 1.9. Seja f : R — R uma func¢ao continua a direita. Entao:

(a) Se f ¢ ndo-decrescente:
fa)<y & s<imt{te R ft) >y} e fla)>y & z>nt{teR;F(t)>y)
(b) Se f € ndo-crescente:

fl)<y & z>nf{t e R f(t) <y} e flx)>y & z>nf{t eR;f(t) >y}

Lema 1.10. a) Se (X,;n > 1) é uma sequéncia de varidveis aleatorias NDI(NDS)
e (fu;n > 1) € uma sequéncia de fungoes f, : R — R nao-decrescentes, entdo
(fu(X,);n > 1) sao NDI(NDS).

b) Se (Xp;n > 1) € uma sequéncia de varidveis aleatorias NDS(NDI) e (fn;n > 1)
¢ uma sequéncia de fungoes f, : R — R nao-crescentes, entao (fn(X,);n > 1) sao

NDI(NDS).

Demonstracao:
(a) Sejam f, : R — R fungdes nao-decrescentes e z; = inf{t € R; fi(t) > z;},Vi =
I,...,nex; €R. Sendo Xi,..., X, v.a’s NDS, pelo Lema 1.9(a) e Observacao(a)

pag.18 temos:

P

m(fz<Xz)>xz)] = P

i=1

ﬂmpwigﬂm&>@znmm&p@y

i=1

Portanto f1(X1),..., fu(X,) s@o v.a.’s NDS.
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Agora, se Xi,..., X, sao v.a.’s NDI, temos:

mX<zZ] H X<21—H P(fi(X;) < ;).

i=1

P ﬂ(fz(Xz)Sl"z) =P

i=1

onde usamos o Lema 1.9(a) e Observagao(a) pag.18 com z; = inf{t € R; f;(t) > x;}.
Logo f1(X1),..., fu(X,) sdo v.a.’s NDI.
(b) Se f: R — R sao fungoes nao-crescentes, z; = inf{t € R; f;(t) < z;} e Xy,..., X,

v.a.’s NDS, pelo Lema 1.9(b) e Observagao(a) pag.18,

P ﬂ(fz(Xz> > ;)| =P

i=1

Portanto f1(X1),..., fu(X,) sdo v.a.’s NDI.

(X, <zz] <HPX <z)= || P(fi(Xi) > z;).

=1 =1 [

Por outro lado, sendo Xi,..., X, v.a.’s NDI e f,, : R — R fung¢oes nao-crescentes,
pondo z; = inf{t € R; f;(t) < z;}, a partir do Lema 1.9(b) e Observacao(a) pag.18,

tem-se

n

P [((fi(X:) < )

i=1

Logo fi(X1),..., fu(X,) sdo v.a.’s NDI.

Corolario 1.11. Se (X,;;n > 1) é uma sequéncia de varidveis aleatorias ND e (fn;n >
1) € uma sequéncia de fungoes todas nao-decrescentes (ou todas nao-crescentes), entio

(fu(Xp);n > 1) € uma sequéncia de varidveis aleatorias ND.

Demonstragao:

Como (X,;n > 1) é uma sequéncia da variaveis aleatorias N D, temos que (X,;n > 1)
¢ NDI e NDS. Assim

i) Se (fn;m > 1) é uma sequéncia de fungdes mondtonas nao-decrescentes, pelo Lema
1.10(a), (fu(X,);n > 1) é uma sequéncia de variaveis aleatorias NDI e NDS e por-

tanto ND.
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i1) A prova é analoga, considerando (f,;n > 1) uma sequéncia de fungdes mondtonas
nao-crescentes e utilizando o Lema 1.10(b). [ ]
Nos dois proximos exemplos mostraremos a relagao entre as partes positivas e ne-

gativas de varidveis aleatorias N D.

Exemplo 1.12. Sejam X e Y variaveis aleatorias ND. Entao X" e YY", X~ e Y™ sdo

variaveis aleatorias N D. De fato, considere f,g: R — R funcoes definidas por

x, se x>0 y, se y=>0
flz) = e gly) =
0, se xz <0 0, se y<O0
Agora,
X, se X >0 Y, se Y >0
Xt = e T =
0, se X <0 0, se Y <0
Assim,

Xt =f(X) e YT =g().
Como f e g sdo nao-decrescentes e X,Y sdao ND, pelo Corolario 1.11 segue que f(X)

e g(Y) sao v.a.’s ND e portanto X e Y também sdo ND. Para X~ e Y~ a prova é

analoga. Basta tomar f,g: R — R definidas por

—x, se x <0 —y, se y <0
flz) = e gy) =
0, se x>0 0, sey>0
Exemplo 1.13. Se X e Y sao variaveis aleatorias ND entao Xt e =Y, Yt e — X~

também sao ND. De fato, sejam f,g: R — R funcoes definidas por

x, se x>0 Yy, sey<O0
flz) = e gly) = -
0, se x <0 0, sey>0
Mas,
X, se X >0 Y, se Y <0
Xt = e —Y =
0, se X <0 0, se Y >0
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Dalf,

Sendo f e g nao-decrescentes e XY v.a.’s ND, do Corolario 1.11 segue que f(X) e
g(Y) sao ND e portanto Y™ e =Y~ também sao ND. De modo anilogo mostra-se

que Yt e =X~ sao ND.

Mostraremos agora uma técnica de truncamento que preserva dependéncia negativa
e serd de grande utilidade na obtengao da Lei dos Grandes Numeros nos proximos

capitulos.

Corolario 1.14. Se Xi, Xy, ..., X,, sao varidveis aleatorias NDI(NDS), entiao para

quaisquer numeros reais ay, . .., a, € by,..., b, tais que a; < b;, 1 <1 <n, tem-se que:
(a) {I(—oocx,<b;), 1 < i <n} sio NDS(NDI);
(b) {Y:;,1 <i<n} sio NDI(NDS),

onde Y; = Xil(q,<x,<b;) + bil(x;>0,) + @il (x,<a;)-

Demonstragao:
a) Como {[i—swex,<b),1 < @ < n} sdo fungdes nao-crescentes e Xy,..., X, v.a.’s
NDI(NDS), pelo Lema 1.10(b), segue que {I(—c<x,<b,), 1 <@ < n}sdo NDS(NDI).
b) Temos que {Y;,1 < i < n} = {X;l(g,<xi<p) + bil(xisb) + ail(x,<an), 1 < 0 < n}
sao v.a.’s nao-decrescentes. Como a;I(x,<a;)» Xil(ai<x;<b)» Dil(x,>b;) 520 mensuraveis,
entdao {Y;;1 < i < n} também sdo mensuraveis. Pelo Lema 1.10(a), tem-se que
{Y;;1 <i<n}sao NDI(NDS), visto que X1, Xo,...sdo v.a.’s NDI(NDS).
|
O préximo lema nos diz, que variaveis aleatorias Negativamente Dependentes pos-

suem coeficiente de correlacao nao-positivo, ou seja, valores maiores de uma variavel
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implicam em valores menores da outra. Isto justifica o nome dependéncia negativa

para qualquer um dos conceitos definidos anteriormente.

Lema 1.15. Sejam X eY wvaridveis aleatorias ND com EX, EY e EXY finitas. Entdo

EXY < EXEY e Cov(X,Y) <0.

Demonstracgao:
i) Suponhamos primeiro que as variaveis aleatorias X e Y sao simples nao-negativas.
Dali,
n m
EX =Y aP(X=a) e EY =) bPY =)
i=1

j=1

Considerando 4; = {w € Q : X(w) = a;} e Bj = {w € Q : Y(w) = b;}, temos que
{A;;1<i<n}e{B;;1<j<m} formam parti¢oes de €.

Agora,

= (Q)n(Gn) -y

X(w)Y(w) =ab; se weAB,.

Logo XY é simples e {A4;B;;1 <i<n,1 <j <n} forma uma partigao de §2. Assim,

pela dependéncia negativa
P(A;B;) = P(X(w) = a; Y (w) = bj) < P(X(w) = a;) P(Y (w) = b;) = P(A;) P(B;).

Deste modo,

EXY = Y3 ab;P(AB) <Y > aibP(A)P(B;) =
=1 =1 i=1 j=1
- [ a:P(A)| |3 b;P(B;)| = EXEY.
i=1 Jj=1
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i1) Sejam agora X e Y variaveis aleatorias nao-negativas. Entdo as sequéncias de

variaveis aleatorias simples nao-negativas

n2"—1 n2"-1 .,

k

Xn(u)) = n[(Xn(w)Zn) + Z Q_nIAnk<w) (S Yn(w) = n[(Yn(W)Zn) + Z Q_n[Bnk’ (w)
k=1 k'=1

sao taisque 0 < X, T X e0<Y, 7Y, onde

/ /

Pelo Teorema da Convergéncia Monoétona,
EX,TEX e FEY,TFEY.

Além disso, 0 < X,,Y,, T XY. Novamente, pelo Teorema da Convergéncia Mono6tona,

E[X,Y,] T EXY. (1.9)

) . [2"X]

Temos ainda que para cada n, X, e Y,, sao ND. Basta observar que X, = “on
2"Y

ey, = [[ on ]], onde [z] denota a fungdo maior inteiro em x. Como X e Y sdao ND, o

resultado segue do Coroléario 1.11, pois a fun¢ao maior inteiro é nao-decrescente.

Assim,
EXY = lim E[X,Y,] < lim (EX,EY,) = lim EX, lim EY, = EXEY.
iii) Para o caso geral com X = X7 — X~ eY =Y — Y, temos
EXY =EX"YN) -EX'Y ) - EX YN+ EXY). (1.10)
Como X, Yt X~ e Y~ sdo nao-negativas e ND (Ver Exemplo 1.12), de i1) tem-se
E(X*Y*) < EX*EX~ ¢ EX Y~ <EX EY~. (1.11)

Afirmacao: As variaveis aleatorias X e —Y sao ND se, e somente se,

P(X <z, Y <y)>PX<z)P(Y <y).
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Prova:

Se X e —Y sao ND, temos

PX<zY<y = PX<uz,-Y>-y) >

entao
PX<z,-Y<y = PX<z)—PX<z,-Y>-y <
< PX<z)—P(X<z)P(Y <—y) =
— P(X <a)[l—P(Y < —y)] =
= P(X <xz)P(-Y <y)
Portanto X e —Y sao ND. O

No Exemplo 1.13 verificamos que se X e Y sao v.a’s ND, entao, X" e —Y ", YT e

— X~ também sao ND. Dai, pela Afirmacao,

P(X* <2,Y~ <y) > P(X* <2)P(Y~ <y); (1.12)

P(X~ <z, Y'<y)>P(X <z)P(Y' <y). (1.13)

De modo inteiramente analogo & demonstracao dos itens i) e 1) mostra-se a partir de

(1.12) e (1.13) que
EXTY" >EXTEY™ e EX Yt >EX EY™T. (1.14)

Logo, o resultado segue de (1.10), (1.11) e (1.14).
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Finalmente, como Cov(X,Y) = EXY — EXEY, temos
Cov(X,Y) < EXEY — EXEY = 0.

[ |

Uma técnica chave em teoria da probabilidade para se provar teoremas limites é

fazer truncamentos. Dois métodos alternativos de truncagem de uma variavel aleatoria
X sao:

Y = XTuex<n) (1.15)
Y' = XI(aSXSb) + aI(X<a) + bI(X>b) (1.16)

onde a e b sao constantes reais tais que —oo < a < b < +00. Um ou ambos os sinais
de igualdade no conjunto da fun¢ao indicadora de (1.15) pode ser suprimido.

Para variaveis aleatorias negativamente dependentes ocorre um sério problema ao
aplicar os métodos usuais de prova (i.e., os métodos para variaveis aleatorias indepen-
dentes) na obtengao das Leis dos Grandes Numeros, uma vez que, ao truncar variaveis
aleatorias ND, as novas variaveis encontradas podem nao ser ND, mesmo quando estas
sao identicamente distribuidas.

Por exemplo, sejam 2 = {a, b, ¢,d}, F uma o—algebra de subconjuntos de 2 e P
assumindo 1/4 para cada resultado. Entao as variaveis aleatorias X e Y definidas sobre

o espago de probabilidade (2, F,P) dado por:

sao ND, mas | X (w)| = |Y(w)| para todo w € Q and X[(|x|<1)(w) = YIjy|<1)(w) para
todo w € €2. Com isso, U = X x|<1) e V = YIjy<1) nao sao ND.

No entanto, o Corolario 1.14(b) mostra que o método de truncamento (1.16) preserva
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variaveis aleatorias ND e sera ttil na obtengao das Leis dos Grandes Ntumeros nos pro-

ximos capitulos.
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Capitulo

Lel Fraca dos Grandes Numeros para v.a’s

ND

2.1 Introducao

No fim do século XVII e inicio do século XVIII, James Bernoulli provou um teo-
rema que s6 foi publicado apds a sua morte no ano de 1713 em Ars Conjectandi (A
arte da construgao de conjecturas) [16]. Ele considerou uma sequéncia de ensaios do
tipo “sucesso-fracasso” independentes, onde cada ensaio tem mesma probabilidade p de
“sucesso” e mostrou que se S, € o nimero de sucessos nos primeiros n ensaios, entao

— converge para p, quando n — oo [21].
n

Teorema 2.1 (Lei Fraca de Bernoulli). Sejam Xy, X, ... varidveis aleatdrias indepen-

Sn
dentes com distribui¢ao Bernoulli(p). Entao — RN p, onde S, = X1+ ...+ X,.
n

Em 1866, o matemético Russo P.L. Chebyshev através de um método que usa

a chamada Desigualdade de Chebyshev, provou que se Xi, Xs,... sao v.a.’s duas a
S, — ES,
n

duas independentes com variancias finitas e uniformemente limitadas, entao
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converge para 0, quando n — oco. Na realidade, Chebyshev provou o seguinte resultado,

que pode ser visto em [12].

Teorema 2.2 (Lei Fraca L?). Considere X, Xo, ... varidveis aleatdrias nao correla-
cionadas tais que EX; = p e var(X;) < C < oo. Se S, = X1+ -+ + X,, entdo

Sp/n — p em L? e consequentemente, também em probabilidade.

Mais tarde em 1928, A.Ya. Khinchin conseguiu mostrar utilizando o método de
truncamento, que se as v.a.’s X, sao independentes e também identicamentes dis-
tribuidas, entao a existéncia de EFX é uma condicao suficiente para se deduzir a Lei
Fraca dos Grandes Numeros, sem a hipétese de variancia finita. Mais precisamente,

ele provou o

Teorema 2.3 (Lei Fraca de Khinchin). Se X, Xy, ... sao v.a.’s i.i.d. com E|X;| < 0o

Sn
e BEX,, = u, entao — EiR L4
n

Até aqui, foram consideradas leis fracas para variaveis aletérias independentes com
média finita. Mas podemos encontrar leis fracas que também sao aplicadas a v.a.’s com
média infinita ou sem média. Kolmogorov e Feller obtiveram condigoes necessérias e
suficientes para uma sequéncia de v.a.’s independentes X7, X, ... obedecer a Lei dos
Grandes Nimeros (Ver [9] p.116 e [29] p.205).

O préximo teorema é uma extensao do resultado provado por Kolmogorov e Feller,

para arranjos triangulares.

Teorema 2.4 (L{GN’s para arranjos triangulares). Considere (X,;n > 1,1 <i <n)
um arranjo de varidveis aleatdrias independentes com fungoes de distribui¢ao (F;n >
n

1) eSS, = ZXm-. Seja (bp;n > 1) wma sequéncia de niumeros reais positivos com

i=1
b, T +o00. Supondo que

(1) ZP(|Xm| >b,) — 0 com n — oo,

=1
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(i1) QZ/ 22dF,i(z) — 0 com n — oo,

(Jz|<bn)
e tomando a,, = Z/ zdF,;(z), temos
i=1 ¥ (|z[<bn)

Para a demonstragao ver [12].

Feller mostrou que para uma sequéncia de v.a.’s. vale o seguinte:

Teorema 2.5. Suponha que (X,;n > 1) v.a.’s sao i.i.d. e S, = ZXi‘ Entao

S,
— — ¢, — 0 em probabilidade se, e somente se, nP(|X;| >n) — 0 com n — oo, onde
n

en = B [XiIx,j<m) -

Demonstragao: Ver (8], [12] ou [29], . [ ]
Observe que neste resultado nao se faz nenhuma suposi¢ao sobre um primeiro mo-

mento finito. Além disso é possivel mostrar que a lei fraca de Khinchin segue como

corolario desse teorema (Ver [12]).

2.2 Lei Fraca dos Grandes Niimeros para arranjo de

v.a.’s ND

Nesta secao apresentaremos algumas leis fracas para variaveis aleatorias negativamente
dependentes. O primeiro resultado é uma extensao do Teorema 2.4 para arranjos de
variaveis aleatorias negativamente dependentes. As hipoteses sao similares e a idéia
da demonstracao é basicamente a mesma, mudando apenas o método de truncamento
das varidveis. Vimos na Secao 1.4 do Capitulo 1, que o método de truncagem utilizado

para demonstrar teoremas limites com a hipdtese de idependéncia entre as varidveis
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aleatorias nao vale em geral quando as variaveis em questao sao ND. A diferenca nas
truncagens esta no fato de que a primeira é uma funcao nao monétona e a segunda
é monotona nao-decrescente. Como foi mostrado no Corolario 1.14, o método 1.16
preserva v.a.’s N D e seré utilizado a partir de agora. Uma das vantagens do proximo
resultado é que nao precisamos de nenhuma hipdtese sobre os momentos, podendo
considerar assim, variaveis aleatérias com primeiro momento infinito ou sem primeiro

momento.

Teorema 2.6. Sejam (X,;;n > 1,1 < i < n) um arranjo de varidveis aleatdrias ND

duas a duas em cada linha com fungoes de distribuicao (Fp;;n > 1,1 < i < n) e
n

S, = E Xpi- Seja (by;n > 1) uma sequéncia de nimeros reais positivos crescendo
i=1
para oo e suponha que

n

> P(|Xi| > by) =0, com n — oo, (2.1)
i=1
e
1 ¢ )
—Z r°dF,;(x) — 0 com n — oo. (2.2)
n ;=1 (Jz|<bn)
Entao,
Snbjla,n 5)07

onde a, = Z/ xdFy(x).

i=1 7 (|z|<bn)

Demonstragao:

Paran >1e1 <1i <n, defina

Yoi = Xl xii<b) + bl (Xo50) = nl(x by € To= Y Y.

i=1

Com isto, P(Ty, # Sn) < > P(Yni # Xu) = Y P(|Xp| > by), donde por (2.1),
=1 i=1
P(T, # S,) — 0, com n — oo.
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Do Corolario 1.14, (Y,;;n > 1,0 < i < n) sao ND. Assim, pelo Lema 1.15 temos

Var (

T,

i)

bn

IN

IN

Zvar( ) ey o (3232 <

1<)

1 & 2
b2 D B [Xui(x,1<0) + bnl (b = bul(xu<bn)] =

1 - 2 2 2
b2 Z E [ XXl <b0) + 0nd(Xuimb0) + Unl(Xic—ba) —
20, X i (1 x1<bm) L (X ps<—bn) — 2b721[(Xm~>bn)I(Xm<fbn)} =

1 n n
iz {Z B[X3 (<00 + b7 Z E [I(x>b0) + {(Xpi<—tn)] } =

n

72 Z E Xm[(IXm|<bn + Z E Xi >bn )U( X <— bn)}

1
0 ZE[XZZ‘[UXnHSbn)] + ZP[(Xm' > bp) U (Xns < =by)] =

nog=1 i=1

Z/ P2 Fu() + 3 P(Xoa] > bn)
(|2[<bn)

1
n2
noj=1 i=1

1,
Dai, de (2.1) e (2.2), Var (b_> — 0, com n — o0.

Agora, dado € > 0 arbitrario, temos

S, — ET,
P - -

— ET,
>5) = P(—S"b i 5,Sn7éTn>+
(B ) -

T, — ET,

< P(Sn#Tn)%—P( 2

> 5> : (2.3)
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Da desigualdade de Tchebyshev,

T,
Var <—n)
T, — ET, T, T, bn
-n —n - -no_ -n <
P(|P5 ) = (-2 () o) s =2 o
com n — oo. Logo de (2.3), Sb— Zo.

Por outro lado,

ET, = Z E [ Xpid (X1 <bn) T bl (xX0ib0) = bl (Xnic—bn)] =

= ZE Xil (X1 <b0 ] + bn ZE] Xni>bn) — Dn ZEI Xni<=bn) =

2 /(x|<bn) ' + Z /x>bn Z /:c< —by)

7

= |3 / 3 /

donde,

ET, —a, < -

LU / AF() = Y / A, () (2.4)

bn i—1 ¢ (@>bn) i=1 ¢ (x<=bn)
Por (2.1),
Z/ dF,(x) + Z/ dF,;(x) — 0 com n — oo.
(z>bn) 7 J(x<—bn)
. E n — Qn

Logo cada parcela de (2.4) converge para 0 e com isto, T — — 0, com n — .
Portanto,

Sy — an, Sn—ETn_i_ETn—anpO
= —_— .
b, b, b,

|

No proximo teorema, vamos utilizar um p-ésimo momento 1 < p < 2. Este teorema

¢ uma consequéncia do Teorema 2.6 com b, = n'/? e a, = 0. A vantagem é que nao
precisamos verificar se as variaveis satisfazem as condigoes (2.1) e (2.2), que provavel-

mente seria um pouco mais trabalhoso. Observe que se E|X|? < oo, entao a condigao
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2.6 é satisfeita (Ver Lema 3.8 p.47). A desigualdade 2.5 significa que para cada n e
i a cauda da distribuigao das X/ s sao limitadas pela cauda da distribuigao de X. O
método utilizado na demonstragao do Teorema 2.8 exige a condicao 1 < p < 2. Mas

antes, precisamos do seguinte:

Lema 2.7. Para qualquer varidvel aleatoria X,r > 1 e p > 0, tem-se

1/p

(a) E [|X\TI(|X|§H1/,J)] < r/ P X > t)dt;
0

o0

(b) E[| X xjsni/m)] = n*PP(|X] > nt/?) +/ P(|X| > t)dt.

nl/P

Demonstracgao:

(a) Fazendo Y = [ X[ [ x|<n1/»), temos

EY = / P(Y > y)dy =
0

o0

P(Y >y [X| > n )y + [ P(Y > 3] X] < ')y =
0

nr/P 1/p

P(IX|" > y)dy = 7’/ L P(|X| > t)dt.
0

/
o) nr/P
= [P sty = [T POXE > g x] < 0ty <
0 0
< |
0

(b) Pondo Y = | X[ x|>p1/p), temos
EY = / P(Y > y)dy =
0

- / P(Y >y, |X] > n'/?)dy + / P(Y >y, [X] < n'/?)dy =
0 0

1/p 00

= [ PO s> ey [P g X] > 0y =
0 n

1/p

nl/p [e%S)
- / P(IX| > n'/?)dy + / P(X| > y)dy =
0 n

1/p
o0

= nYPP(|X| > n'/P) +/ P(|X| > t)dt.

nl/P
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Teorema 2.8. Sejam (X,;n > 1,1 < i < n) um arranjo de varidveis aleatérias ND

duas a duas em cada linha com EX,; =0 e X uma varidvel aleatoria tal que

P(| X, >t) < P(|X]| >1t),Vt>0. (2.5)
Se
P(|X|P > n) — 0 para algum 1 < p < 2, (2.6)
entao:
R P
Demonstragao:

n

De (2.5), tem-se ZP(\XM > nl/P) < P(|X| > n'?) = nP(|X| > n'/?), donde

i=0 i=0
por (2.6), ZP(|Xm| >ntP) 0, com n — oo e 1 <p<2 De (2.6), dado e > 0
i=0
arbitrario, podemos encontrar A = A(¢) tal que para para todo t > A,
-1
P(X|>1) < €<ptp ). (2.7)
Assim, do Lema 2.7(a), para todo n > AP temos
1 < )
o D E[X2dx,<mm] < 2lp Z/ P(|Xp| > t)dt < (por 2.5)
i=1
on (™"
< W/O LP(1X| > t)dt —
_ ok )t X| > t)dt| < (por 2.7
= | (1X] > +A P(|X]>t)dt| < (por 2.7)
on | 14
< éi(/tPLW>tﬁ+/“ d4
nv | /o A
nA?>  2e(p—1)n 14 2—p
< 27 (2—p)n2/P[n — AP =
_ nl—%A2 + 26(]9 — 1) o 28(]) — 1)n1—%A27p <
2—p 2—p
< nl_%A2 + 26(]9 - ]')
2—p
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Capitulo 2 1.2 Lei Fraca do Grandes Nimeros para arranjo de v.a.’s ND

2e(p—1)

e sendo £ > 0 arbi-
2—p

n—o0

N 2
Como 2/]9 > 1 entao lim W ZE [Xnil(|Xm|Sn1/p)} <
i=1

1 n
trario segue que 2 z_; E [X2¢I(|Xm|§n1/t’)} — 0 com n — o0o. Do Teorema 2.6 temos

Sn_an

n
P P .
i — 0, onde a,, = E E [Xm-IquKnl/p)} . Dai, a prova estara completa se

i=1

que
mostrarmos que
o S B Xl nii] — 0 com > oc. (2.8)
=
Dado que EX,,; = 0 temos,
B [Xouil(x,iznm] | = [EXni = B [Xouil (1, p5nm] | <

< F [|Xm'|[(|xm|>n1/1’)} :

Do Lema 2.7(b) tem-se

1 n
nl/p Z E [ Xl (1, <ni/o]
=1

= 5 P(|Xoi| > n/? P(|X,;| > t)dt | < 2.5
/P (;n (| Xni| >n'/P) + ; - (| Xni| > 1) < (por 2.5)

[e.o]

P(|X| > t)dt. (2.9)

1 n
S D E [ Xuillx,pomim)] =
=1

1/p n
< nP(|X|>n )—l—nl/p/nl/

Como nP(|X| > n'/?) = nP(|X|? > n) — 0, de (2.6), o primeiro termo de (2.9) tende
para 0 com n — oo. Por outro lado, para ¢ > 0 arbitréario e para todo n > AP, segue-se

a partir de (2.7) que

"/ P(IX| > tydt < n/ (p—l)t%dt:

nl/p nl/p nl/p 1/p
n (nl/p>1_p

implicando que o segundo termo de (2.9) vai para 0 com n — 0o, donde segue o resul-

tado. [ |
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O proéximo resultado é uma lei fraca obtida como consequéncia do Teorema 2.6.
Veremos que a condigao (2.11) implica em (2.1) com b, = n e a dificuldade maior na
prova do Teorema 2.9 esta na verificagao da condigao (2.2). Uma outra observagao, é
que a condi¢ao (2.11) pode ocorrer sem a existéncia de um primeiro momento finito
(Ver Exemplo 1 em [29] p.208). Por outro lado, se F|X| < oo, é possivel mostrar que

P(|X| > n) — 0 com n — oo. A demonstragio desse fato pode ser vista em [30] p.46.

Teorema 2.9. Sejam (X,;;n > 1,1 < i < n) um arranjo de varidveis aleatdorias ND

duas a duas em cada linha e X uma varidvel aleatoria satisfazendo (2.5) e
P(|X|>n) — 0 comn — oc. (2.11)

Entao

onde ¢p; = F [Xnij(\Xm\Sn)}'

Demonstracgao:

Por (2.5) e (2.11) temos

> P(|Xul >n) <Y P(IX|>n)=nP(X| >n) =0, comn — 0.

i=1 =1
Por outro lado,

n

DB [Xnlx.zm] = ZE[ oG- 1<|Xm|<a>] =
1=1
= ZE X Zf(j—1<|xni|9>] =

7=1

_ ZZE [Xsi[(j_1<|Xm\§j)] -

i=1 j=1

_ Z / P2dF,(x) <
(1—1<z[<5)

=1 j=1
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IN

IN

<

De (2.11) segue-se que

1 n
o 2 B
=1

Tixulsm] < — 4~

>y

i=1 j=1 (G- l<|x|<]

ZZfP(j — 1< Xl <) =

i=1 j=1

>3

=1 j5=1

Z {P(|X| > 0) —

22[P(| Xy > 1) —

|Xm| > ] - 1)

32[P(| Xni| > 2) — P(| Xi] >3

2 [P(| Xpi| >n—1) —

> [P(Xnl > 04 (22 -

i=1

1 P(

3

.
I
—

1+

3
—

n—

g

i=1 1

<
Il

3
3
._\

P(|Xp| > n)]}

(n —1)?)P(| Xni| >n—1) —n?

P Xl > )] =

P(| X, >1) +

)+

)+

| X, > 1) + (32 — 22

P(|X ] > n)]

n—1

P(|Xpi| > 0) = n?P(|X0| > n)+ Y (25 + 1) P(|X0] > )

Jj=1

(25 + D P(|Xni| > j)

n n—1

n+2ZZyP (Xl > )+ D> P(1Xul > 5) =

i=1 j=1

n—1 n

j=1 i=1

n—1 n

i=1 j=1

n—1 n

n+2Y Y GP(Xul > 5)+ )Y PXul > ) <

j=1 i=1

(por 2.5)

-1

n+2ny jP(X|>j)+ny P(X|> )

J=1

n—1

Z]P X[ > )

] 1

1

J=1

n—1
> P(X|>j)—0

J=1

3I>—‘

+
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Capitulo 2 1.2 Lei Fraca do Grandes Nimeros para arranjo de v.a.’s ND

com n — 00, uma vez que lim nP(|X| > n) = 0 implica que
n—oo

1
lim —
n—oo M,

> iP(X]>j)=0.

J=1

n n

AgOI‘&, %Z(an — Cm) = % [i an — ZCm] = %(Sn — CLn>, onde Sn = anz
i=1 i=1

i=1 i=1
n

ea, = Z cni- Portanto, o resultado segue do Teorema 2.6, com b,, = n.

i=1

Corolario 2.10. Seja (X,;n > 1) uma sequéncia de varidveis aleatorias ND duas a

duas identicamente distribuidas. Se

nP(|X1| >n) — 0 com n — oo, (2.12)
entao
1 n
=S (Xi—c) 50 (2.13)
n
i=1

onde ¢,, = F [le(\Xﬂgn)} +o(1),n > 1.

Demonstragao:

Sendo X7, Xo,... identicamente distribuidas, temos P(|X,| > t) = P(|Xy] >
t),Vt > 0, ou seja, (X,;n > 1) satisfaz (2.5). Logo o resultado segue do teorema
anterior. |
Observacao: No caso em que as v.a.’s sao independentes e identicamente distribuidas,

as condigoes (2.12) e (2.13) sao equivalentes (Teorema 2.5).
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Capitulo

Lei Forte dos Grandes Numeros para v.a.’s

ND

3.1 Introducao

Neste capitulo introduzimos um conceito de convergéncia que implica em convergéncia
quase certa. A partir desse conceito, mostramos na Se¢ao 3.2 (Teorema 3.9) uma lei
forte dos grandes ntimeros para variaveis aleatorias negativamente dependentes, onde o
item (i77) é a extensao de um resultado valido para variaveis aleatorias independentes e
que foi provado por Marcinkiewicz e Zygmund (Teorema 3.3). Apresentamos também
duas leis dos grandes niimeros em que nao ¢é necessaria a hipotese de dependéncia

negativa (Teorema 3.10).

Definigao 3.1. Seja (X,;n > 1) uma sequéncia de varidveis aleatdrias. Dizemos que

(Xn;n > 1) converge para 0 completamente se para todo € > 0, temos
D P(IX,] > ) < 0.
n=1

Notagao: X, <.

43



Capitulo 3 1.1 Introducao

Esta defini¢ao foi introduzida em 1947 por Hsu e Robbins [18]. Utilizando o lema de
Borel-Cantelli é possivel mostrar que convergéncia completa implica em convergéncia
quase-certa. Para a demonstragao ver [1] p.224 ou [31| p.11. A reciproca vale para
variaveis aleatorias independentes, mas ¢é falsa em geral. (Ver [1]).

Para convergéncia completa é valida a seguinte propriedade:

Propriedade 3.2.

a) SeXngOeYng(]entéoXn—i—YngO.

b) Se X, S 0e (ap;m > 1) é uma sequéncia de ntmeros reais tal que a, — 0 com
n — 0o, entao X, + a, <, 0.

Demonstracgao:

a) Como X, S 0eY, 50, entdo ZP(|XH| >e) < ooe ZP(|YH| > g) < 00, para

n=1 n=1

todo € > 0. Assim

> P(X,+ Y, >e) < ZP<|X,L| > g) +ZP<|Yn| > %) < 00,Ve > 0.
n=1

n=1 n=1

Portanto X,, +Y,, <.

b) Se a, — 0 com n — oo, entao dado ¢ > O existe ng € Ntal quen >ny = |a,| < %
Dai

- € - £ = € 0 £

> P (lanl>5) =3P (ol > 5) r2r (11> 5) =3P (lanl > 5) <o

Por outro lado, como X, <, 0 temos que

ZP<|XH| > %) < 00,¥e > 0.
n=1

Assim,

S P(Xatan>2) <SP (1%l > 5) + 3P (laa > 5) < o0
n=1 n=1

n=1
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Portanto X,, + a, LA 0. [ |

Para sequéncias (X,;n > 1) de variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas, Borel mostrou que (X,,;n > 1) obedece a Lei Forte dos Grandes Numeros
se, F|X;|* < co. Em 1956, Kolmogorov melhorou significamente este resultado e
reduziu a condigao de momento para E|X;| < co. Depois em 1981, Etemadi conseguiu
mostrar que a mesma lei continua valida, assumindo apenas que as v.a.’s sejam duas
a duas i.i.d. com FE|X;| < oco. Marcinkiewicz e Zygmund generalizaram o resultado
de Kolmogorov e provaram uma lei forte para (X,;n > 1) quando E|X|? < oo para

algum 1 < p < 2. Mas precisamente eles mostraram o seguinte

Teorema 3.3. Se Xi, X,,... sao varidveis aleatorias independentes, identicamente

distribuidas com EX; =0 e se 1 < p < 2, entao
R~ )
v Z;XZ- — 0, g.c. se, e somente se F|X | < 0. (3.1)

Para a demonstragao ver [8] p.122 e [1] p.256.

A equivaléncia em (3.1) é uma generalizacao da Lei Forte dos Grandes Numeros de
Kolmogorov com p = 1.

Os dois proximos teoremas sao validos para arranjos de v.a.’s independentes, cujas

provas serdo omitidas e podem ser encontradas em [14] e [20].

Teorema 3.4. Seja (X,;;n > 1,1 < i < n) um arranjo de v.a.’s i.i.d. tal que

EXy1 =0. Entao para 1 < p < 2,

n

1
ZXm- — 0 completamente se, e somente se, B| X 11| < oo.
=1

nl/p

Teorema 3.5. Se (X,;;n > 1,1 <1i <n) um arranjo de v.a.’s independentes em cada

linha com EX,; =0 e se existe uma v.a. X tal que P(|X,;| >t) < P(|X|>1),Vt>0
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e E|X|* < oo para algum 1 < p < 2, entdo

1 n
7 E X, — 0 completamente.
n

i=1

3.2 Lei Forte dos Grandes Niimeros para arranjos de

v.a.’s ND

Nesta se¢@o veremos uma lei forte para arranjos de variaveis aleatorias ND (Teorema
3.9) e duas leis (fraca e forte) em que nao sao necessarias as hipoteses de dependéncia
negativa e nem EX,,; = 0 (Teorema 3.10). A condicao (i) do Teorema 3.9 para variaveis
independentes é uma consequéncia da Primeira Lei Forte de Kolmogorov (ver [21]
p.210) e a condicao (i) ¢ uma extensao dos Teoremas 3.3, 3.4 e 3.5 para arranjos de

v.a.’s ND. Para a demonstracao do Teorema 3.9, precisaremos dos seguintes lemas:

Lema 3.6. ([3|) Sejam X1,..., X, v.a.’s NDS e nao negativas. Entao

Demonstragao:

Como X1, ..., X, sao nao-negativas e NDS, temos
E (HX) = / / P(Xy > aq, ..., Xp > ay)day - - day <
i=1 0 0

00 oo M
<[
0 0 i

)

P(X; > a;)da, - - do, = | [ EX;
=1

1

Lema 3.7. ([3]) Se X € uma v.a. tal que | X| < M q.c. e EX =0, entdo

1
1< B < ePEX? < o M? parg todo t] < v
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Demonstragao:

Lembrando que 1 + x < e”, para todo x real, temos

t2X2 t3X3 t ‘tX|3
1+tX < X =1+1tX _
e L R 2l 3l
tX| \tX|2
= 14+tX +2X? [tx] ) <
X + (2 e <
9 2 1 1 1 5o
Dai,
1 +tEX < Ee'™ <14+tEX + (2 EX? < !/ PXHEX?,
Como EX = 0, segue que 1 < EetX < " BX?, -

Lema 3.8. Para qualquer varidvel aleatéria X e p > 0, se E|X|* < oo entdo

> nP(IX[P > n) < oc.

n=1

Demonstragao:

EIX[> = / P(IX|? > t)dt = (fazendo ¢ — s2)
0

- 2/0 P(XP > s)sds = 22/ PUX > s)sds,  (3.2)

onde a?> | —a? =mn,n>1eag=0. Daf a, <n para todon > 1.
De fato, se n = 1 tem-se a; < 1, pois a; = 1. Suponhamos que a,, < n, paran > 1.

Entao
alg—ai=n+1 = a,<n*+n+1 = a1 <Vni+n+1<n+1.

Portanto, pelo Principio de Inducao, a,, < n,Vn > 1.
Agora, se a,-1 < s < ap, temos s < n e assim (| X|P > n) C (|X[? > s). Logo de

(3.2),
E|X|? = QZ/ \X|p>ssds>22/ P(IXP > n)sds =
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Z (1X]” > n)(a2 — ap_1)ds = > _nP(|X[” > n).
n=1 n=1
Como E|X|* < oo segue que ZnP(!XP’ >n) < oo. [ ]
n=1

Teorema 3.9. Seja (X,;;n > 1,1 < i < n) um arranjo de varidveis aleatorias N D

em cada linha tal que EX,; =0 para cada n e i. Entao
(i) | Xni| < M,0<p<2ou
(ii) P(| X >t) < P(|X|>1t) para todo t >0 e E|X|* < 00,0 <p<?2

implica que

1 n
7 Z Xni — 0 completamente.
nl/p &

Demonstracgao:

(a) Suponha que |X,;| < M,0 <p<2ee>0. Entao

9] 1 n S) 1 n oo n
0o 1 n l,% 00 1 n l,%
eEnre eEnre
-SSP Xy > +S°pP (—Xn) > -
2P v S | T i
> [ 1 nox sn% % X snii%
= ZP v iz Xni oS } + ZP [6Mf s () o oy } < (Des. de Markov)
n=1 - n=1
> En%i% 1 n X > anéi% 1 n X
< N etE [em s ] +Y e E [em Tinl m')] < (Lema 3.6)
n=1 n=1
> 5271%7% - 1 X, > snii% - #(_X )
< Ze_ M HE [eMﬁ ’”] + > e W™ HE [eM\/H " } < (Lema 3.7)
n=1 i=1 n=1 i=1

VAN
cbl
®
3
=B
=
I': 3
D
=
T\JH
3
N
+
D
®
3
E D=
D
g
)
3
|

n=1 i=1 n=1 i=1
o0 1_1 n oo 11
_enP 2 enP 2
= 2 E e M Hen = 2e E e M < oo, pelo teste da integral
n=1 =1 n=1
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o 1 1
pois/ e_‘”bd:v<oo,Va>O,b>0e -3 > ( para 0 < p < 2. Logo
0 p

7 Z X, — 0 completamente.
nl/p &

. . ... m D m 1
b) S t t > 4) tal > = =(—-) -
(b) Sejam m um inteiro positivo (m > 4) tal que mrl1Za¢c (m+1)

Observe que

1 < 1 < €
[nl/p X;Xni > 5] C [nl/p Z;XniI(IXniKn“) > 5] U

1
{—Xm > c para algum 1,1 <7< n} U

-

nl/p 2

U [X, > n® para pelo menos dois valores de 1,1 <i <mnj.

Dai,

oo

»or
n=1

1 n (o]
7 > X > s] < >y P
i=1 n=1

R 5
—7 2 Xnil( X< > 5
i=1
s p[ Ly, sl lgum 0,1 <i<
+ z; m m>§ para algum 2,1 <1< n| +
o0
- Z P[X,; >n® para pelo menos dois valores de i, 1 <i <mn]. (3.3)

Vamos mostrar que cada termo do lado direito da desigualdade acima é finito.

No segundo termo de (3.3), temos

> 1 € . .

Zl P {WXM > 3 para algum 1,1 <7< n] =
- Y O Ly e
N n=1 Li=1 i 2

o n 6
=7 U (sl ﬁ)lﬁ

< D20 P (1%l > 50) < (vor (i)
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< Yp (1x1 > Snt7) =

n=1 i=1

= gn}j (EXP

> n) < 00. (3.4)
9 ) 2\° ) )

Fazendo Y = - X, temos E|Y|? = ( =] E|X|*? < co. Dai, pelo Lema 3.8, de (3.4)
£ £

segue que
s p[Lx, s c lgum 0,1 <i<
Zl i m->§ para algum 4,1 <7 <n| < oo

O terceiro termo de (3.3) pode ser escrito da seguinte forma

Z P[X,; >n® para pelo menos dois valores de 7, 1 <i < n] =

n=1

= ip U (Xni > 0%, Xop > n%)| <

IN

Z Z P(X,; > n% X, > n”) < (Dependéncia Negativa)

n=1 i,k=1

S S P(Xui > n%)P(X, > n%) < (Por (id))
n=1 i,k=1
k#i

iiPUan P(X]>n%) inn—l P(IX| > n")]* <
n=1

n=1 i,k=1

S nln = )(EIX [P0 20 =

n=1

IA

IN

IN

= Z Cn(n —1)n~ %P < CZn2_4“p < (pois 2 — 4ap < —6/5)

n=1
[e's]
< C Z TL_6/5
n=1

Agora, para o primeiro termo de (3.3), defina

Y= Xml(\Xm\Sno‘) + naI(Xm->n°‘) - naI(Xm-<—n°‘) (35)
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de modo que pelo Corolério 1.14, (Y,;;n > 1,1 < k <n) sao ND.

Dai
_1 - X, 1 _1 - Y. 1 - a[
nl/p Z nid (| X |<n) = nl/p Z ni T nl/p Z n (Xpi<—n®) —
=1 i=1 i=1
N nl/P Zn (Xni>n®) + m Z ni W Z ni —
i=1 i=1 i=1
1 — 1 &

i=1 i=1

+ n*P(X,; >n%) —n*P(X,; < —n%)]+

1 < 1 <
_'_ nl/p Zln I(an<_na) — _nl/p Zln I(an>7’bo‘) =

n

1 1
= — E(Ym‘ - BYu) + Zl [EX i (1%, <ne)] +

n

1
+ m Z;na [I(Xm.<_na) — P(Xm, < _na)} B

n

1
oplp Zna (X pimney = P(Xpi > n®)] (3.6)
i=1

Mostraremos que o primeiro, o terceiro e o quarto termos de (3.6) convergem com-
pletamente para 0 e o segundo tende a 0 com n — oo. Para isto, dividiremos a
demonstracao em 3 passos.

n
Passo 1: Mostrar que # Zna [I(Xm.<,na) —P(Xu < —na)} <.
i=1

Seja Z,; = n® [I(Xm>na) — P(X,; > na)], donde

E|Xm|2p}

2 2
| Zni] < n® e Engna{ —a
1
Parad=—- —a=

1
(—) > 0, temos
P m+1

#Zn:Zm>€] = ip 1_62n:Zm‘>€n6]:§:P
=1 n=1 =1 n=1

=

[eS)
> P :
n=1 ne

1 & 5
EZZM>€TL] =
=1
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= ZP [en% Yz Zni > | < (Des. de Markov)

n=1
00
P 1 $n .
< g e~ Bens Xim1Zni < (Lemas 3.6 e 3.7)
n=1
00 n
P 1 2
< E e " Hen2aEan < (por (3.7))
n=1 i=1
00 n
E|Xp; (%P
n=1 i=1
00
) n E|Xni‘2p -
— § e en esi=1 " p2pa S (por (ZZ))
n=1
> 5 s EIX?P
< E e £n e i=1 p2pa —
n=1
00
_ : :e—ETLéeElX‘Qpnl_Qpa <
n=1

o
8
< KZe’m < 00,
n=1

(3.8)

—2pa .. . m
uma vez que a, = eZXP"" 7 ¢ limitada, pois 2pa = 2 (ﬁ) > 1 e, pelo teste da
m

oo

. _end .
integral, E e " < 0o0. Da mesma forma, verifica-se que

n=1

P

n=1

1 n
p E Wnl>8] < 00,
n

=1

onde W,,; = n® [[(Xm.<_na) — P(X,; < —no‘)].

1

(3.9)

1 « « « «
Logo —— 2 n® [L(xcmne) = P(Xoi < —n)] e = > 0 [Iix, one) — P(Xni > n%)]

i=1
convergem completamente para 0.

J— C
Passo 2: Mostrar que vy Z(Ym — EY,;) — 0.
i=1

De (3.5) temos

EY.: = E[X]Iix,i<ne) + 107X, 500) + 107 (X, <—no)—
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- QnaXm[(|Xm|§na)I(Xm.<_na) — 2n2a](Xm>na) — 2n2a[(Xni>n°‘)[(X7fi—n°‘)] =
= E{X0d(xzne) + 107 [I(xyon0) + I(Xpcmne)] } =
— EX?LiI(leISnO‘) + TLZO{E](‘Xm.bna) =

= EXZIix,1<ne) + 1" P(| X > n®) < (Lema 2.7(a))

< 2 P(|X >na)+2/ EP(|X o] > )t — (3.10)
0

1 n
e >na)+2/ LP(| X, >t)dt+2/ EP(| X > £)dt < (por (id)
0 1

[e3

1 n
n**P(|X| > n®) + 2/ tdt + 2/ tP(|X| > t)dt < (Des. de Markov)
0 1

E|X|? " E|X|?P
§n2a||+1+2/t||dt<
1

IN

n2ap t2p -
2p

S n2a—2apE|X|2p +14 ﬁ’X| | n20¢—2ozp7
- P

desde que p # 1. Assim,

n

Z EY2 < n1+2a72apE’X’2p +n+ E‘X|2pn1+2a72ap _
ni  —

=1

[1-p|
E|X|?
— n1+2a—2ap (E’X|2p+ | | > 4n=
11— p|
= Cp't2P Ly paratodo 0 <p<2e p#l. (3.11)
Dalf,
n=1 nl/p =1 n=1 Qna =1 2
> n55
= ZP )T N (i EYni) 5 0% } < (Markov)
n=1
> ’V'L68 «@)— n
< Ze‘ : F [6(2” ) 1Zi:1(yni_EYni):| < (Lema 3.6)
n=1
o0 n(se n o
< Ze‘ 2 HE [6(2” ) wYm_EY’”)} < (Lema 3.7)
n=1 =1
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n

> s
S E e— n2£ 6(27’La)_2E(YnZ—EYn1)2 <

e~ 7 e TR YL < (por(3.11))  (3.12)

A
M 1

3
Il
—

e 266(2na)—2(cn1+2a—2ap+n) _

NE

3
Il
N

é
6_ 872L ei(cnl—Qap_i_nl—Qoz)

NE

> 77,66
» e <o, (3.13)
=1

3
Il
_

IA
3%

m 1 1—m
is,1 —2ap=1—-2| —— | —p= <0, 2a>1ed>0.
pois, ap (m+1) pp 10 a>1le

Quando p = 1, de (3.10) temos
EY?: < n*P(|X|>n%)+2 P(|X| > t)dt = (fazendo s = t*)

= n*P(|X]|>n) +2 P(|X* > s)ds < 2EX?.

\o\

Desta forma, de (3.12) segue que

ZP nl/ Z 5] <

n=1

— 5% o (2n%) T22nEX?

D@ﬂg

3
I
—

nd 1 2,1-2a
o~ JLEX?n <

[
NE

1
> nés
KY e <oo, (3.14)

n=1

3
Il

IN

) —-m I <
visto que 1 — 2a = 1 <0ed>0. Logo i z;(Ym — EY,;) converge completa-

m +
mente para 0.

1 n
Passo 3: Mostar que i ZE [Xml(|xm|§na)] — 0 com n — oo.
i=1
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Como Xm](|Xm|§na) = Xni_Xm‘I(|Xm>na)7 segue que EXni[(|Xm|§na) = _EXm‘I(|Xm\>na)-

1 €
Se p > 5> para n suficientemente grande tal que P(|X| > t) < o para t > n®, temos

RN 1 & .
m ZEXM[(‘XMKHQ) = nl/p ZE [’X”iu(\Xm\S"a)} - m ZE [‘Xni‘[(|Xm\>na)} =
=1 i1 —
1 — N . 00
1 — N . 0
< —nl/pz [n P(X[>n )+/na P(|X]| >t)dt] -
n o N n e .
= g |(VPAX] >0+ . P(IX]| > t)dt| <
1-lyo € n e
< np _n2ap+m/na tTpdt—

_ g(n—Zap—%—&—oH—l) +C€(n_2ap_%+a+1) _

—2ap—1 1
= (c+1)n 22t 50, com n — oo

om 1/ 1 p(l—m)—1
) _2m 1/ 1 _pii—m)—1
umavezque—QOKp—;+&+1_ m+1 p<m+1)+1_ p(m+1) =

Logo

1 n
nl/p Z EXM](WM\STL"‘) — 0 com n — oo.
=1

1
Se p = 3 entdo E|X| = E|X|* < oo e dali,

1 " 1 o N 1 o)
ﬁ;Emeuxmsw s o P(IX|>n HE/W P(|X| > t)dt <
2
< =E|X|— 0,com n — oo. (3.15)
n

1 1
Para p < §,E|X|2p < oo implica que P(|X| > t) < o onde t > A (para alguma

constante A). Assim, para n > A/

1 & 1 &
7 Y EXpl(x,<ne| < 7 > Bl Xl I, <ne) < (Lema 2.7(a))
=1 i=1
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< 4 Z/ P(X| > t)dt < (por (iid))

< s [ PIxI>

n n
- 25 [ Pexsna

n r rA ne
= /0 P(|X]| >t)dt+/A P(|X| >t)dt} <

n r rA ne
< = / P(\X\>t)dt+/ t2pdt] <

nr 1 Jo A

r a\1-2p 1-2p

< oy A <
- nlr| 1-2p 1-2p

n [ (77/ )1 2p 1—1 1 _9 1—1
< DA 8 | oA - pertetlog
S 1—2p] AT T

1 1
Logo, 1/ ZE Xnil(x, \<na)} — 0 com n — oo, pois 1—}—) <0e —20zp+oz+1—]—) =

p(l—m)— T
p(m+1)
Assim, dos passos 1, 2 e 3 temos pela Propriedade 3.2 que

- R 5
le [W ;XﬂiI(Xmﬁna) > 5] < Q.

< 0.

Logo,
oo 1 n
n=1 i=1
De forma similar, mostra-se que

ZP (# Z(—Xm) > €> < 00,

uma vez que (X!, = —X,;;n > 1,1 < ¢ < n) também é um arranjo de variaveis

aleatorias ND com as mesmas condi¢oes de momento. Portanto

- 1
n=1 i=1
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1 n
ou seja, 7 Z X,i — 0 completamente. |
i=1

O proximo teorema mostra que nem dependéncia negativa e nem EX,; = 0 sao
necessarias para a obtencao de uma lei forte (onde 0 < p < 1/2) ou uma lei fraca (onde

1/2 < p < 1) para arranjos de variaveis aleatorias.

Teorema 3.10. Seja (X,;;n > 1,1 < i < n) um arranjo de varidveis aleatdrias.
Suponha que ezista uma v.a. X tal que P(|X,;| >t) < P(|X|>t),Vt>0e E|X[* <

oo para 0 < p < 1. Entao

n

L1
(i) v ZXm- — 0 completamente, se 0 < p < 1/2;

i=1

1 n
(i1) T ZXm- — 0 em probabilidade, se 1/2 < p < 1.
=1

Demonstragao:

(i)

00 1 n o _ . . 6_
Zl P nl/]’ ;an > 5] § Zl P nl/p 2Xni[(xm|<nl/p) > 5 —+
©© [ 1 n 5_
- Z_; P nt/p Z_; Xm[(\Xm|>n1/p) > 5 <
2 1 &
= e Z nl/p Z E|Xni[(lxni|§nl/p)| +
n=1 i=1

=1

+ Y P
n=1

Para o segundo termo de (3.16),

iP O(le‘ > nl/p)] < iip [|Xm‘ > nl/p} <
n=1 =1 n=1 i=1
SSP K] > 0]

n=1 =1

(X0 > nl/p)] (3.16)

A

IN

= ZnP [1X| > nl/p} < 00, (3.17)

n=1
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pelo Lema 3.8, pois E|X|* < oo.

Agora, para o primeiro termo de (3.16),

00 n 0o 1/p
1 1 "
DL SLE ISR SP5) o) MRV I

[e'S) 1/p
1 n
= E ——n [ P(|X|>n'Ps)n'/Pds =
— n'r )

0 1
= Zn/ P(|s'X|P > n)ds =
n=1 0

1 oo

= / ZnP(|s‘1X|p > n)ds < (Lema 3.8)
0

n=1

1
< /Eys—1X|2pds:
0

= E|X|*? < 00, (3.18)

1—-2p
pois E|X|?" < co. Portanto de (3.16), (3.17) e (3.18) segue o resultado.

(7i) Da desigualdade de Markov, dado € > 0 temos
1 O 1

1 n
Basta mostrar que s Z E|X,i| — 0 com n — oc.

n

1

i=1

n

1 1
< g—nl/pZE|Xm|.

i=1

=1
Por hipotese, P(|X,;| > t) < P(|X| > t),Vt > 0 e p > 1/2 implicam F|X,;| <
- RN RN 1-1/
E|X| < oo. Assim, W;E]Xm\ < m;ED{\ = n 'PE|X| — 0, quando

n — oo, dado que p < 1. - - |
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