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ABSTRACT

This work presents two fast isogeometric formulations of the Boundary Element Method
(BEM) applied to 2D steady-state heat conduction problems, one accelerated by Fast Multi-
pole Method (FMM) and other by Hierarchical Matrices. The Fast Multipole Method uses
complex variables and expansion of fundamental solutions into Laurant series, while the
Hierarchical Matrices are created by low rank skeleton approximations from the k—Means
clustering technique for geometric sampling. Both use Non-Uniform Rational B-Splines
(NURBS) as shape functions. To reduce computational cost and facilitate implementation,
NURBS are decomposed into Bézier curves, making the isogeometric formulation very si-
milar to the conventional BEM. The Generalized Minimal Residual Method (GMRES) is the
chosen iterative method, based on previous work, to solve the linear system. A description
of the hierarchical structure of the data and the implemented algorithms are presented. Vali-
dation is performed by comparing the results of the proposed formulations with those of the
conventional BEM formulation. The computational cost of both formulations is analyzed

showing the advantages of the proposed formulations for large scale problems

Keywords: Boundary element method; Isogeometric analysis; Fast multipole method; Hie-

rarquical matrices.



RESUMO

Este trabalho apresenta duas formulagdes isogeométricas rdpidas do Método dos Ele-
mentos de Contorno (MEC) aplicadas a problemas de transferéncia de calor 2D, por condu-
cdo, em estado estaciondrio, sendo uma acelerada pelo Método da Expansao em Multipolos
(FMM) e a outra por Matrizes Hierarquicas. O FMM usa variaveis complexas e expansao das
solu¢des fundamentais em séries de Laurant, enquanto que as Matrizes Hierdrquicas usam
decomposicao esqueleto de baixo posto juntamente a técnica de agrupamento k—Means para
amostragem geométrica. Ambas usam as fungdes splines racionais nao-uniformes (NURBS)
como fungdes de forma. Para reduzir custo computacional e facilitar a implementacdo, as
NURBS sio decompostas em curvas de Bézier, tornando as formulag¢des isogeométricas
muito similares ao MEC convencional. O método dos minimos residuos generalizados (GM-
RES) € escolhido para a resolucao dos sistemas lineares, de acordo com sua eficdcia estabele-
cida em trabalhos anteriores . Descri¢cdes da estrutura hierarquica do dados e dos algoritmos
implementados sdo apresentados. A validacao € realizada comparando os resultados das for-
mulagdes propostas com os da formulacdo do MEC convencional. O custo computacional de
ambas as formulagdes é analisado, mostrando as vantagens das formulagdes propostas para

problemas de grande escala.

Palavras-Chaves: Método dos elementos de contorno; Andlise isogeométrica; Método de

expansdao em multipolos; Matrizes hierdrquicas.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Meétodo dos elementos de contorno

A partir do sistema de leis fundamentais da fisica, quase todos os processos fisicos da
natureza podem ser descritos ou modelados por uma equagdo diferencial. Entretanto al-
gumas poucas classes de equagdes diferenciais possuem solugdo analitica, enquanto que a
maioria ndo. Para essa maioria existem os métodos numéricos ou computacionais, que sao
ferramentas usadas para acessar, com precisdo desejada, todas as informagdes de interesse

do pesquisador, embutidas ou ocultas no processo.

O periodo correspondente as ultimas cinco décadas ficou marcado pela evolucdo dos
computadores com uma ampla disponibilidade de poder computacional, acarretando no in-
tenso desenvolvimento dos métodos computacionais e sua aplicagdo em diversas areas de
engenharia como mecanica dos fluidos, acustica, eletromagnetismo e estudo de fraturas, en-

tre outras.

Dentre todos os métodos computacionais, 0 Método dos Elementos Finitos (MEF) (em
inglés: Finite Element Method (FEM)) e o Método dos Elementos de Contorno (MEC) ( em
inglés: Boundary Element Method (BEM)) sdo os mais populares. O MEF € bem conhe-
cido pela comunidade de engenharia, enquanto que o MEC € mais recente e oferece novas
capacidades computacionais com eficcia e precisdo. A experiéncia tem mostrado que a for-
mulagdo de elementos de contorno € matematicamente mais trabalhosa que a de elementos
finitos, exigindo mais do programador. Entretanto os elementos de contorno possuem carac-
teristicas bastantes desejaveis para a modelagem de muitos problemas, tais como a modela-
gem de problemas de alto gradiente de tensdo e deformagdo, mas por outro lado somente o
contorno € discretizado. Devido a esta tltima caracteristica, uma vez implementado, o MEC
facilita o trabalho do usudrio pois, ao contrdrio dos demais métodos, ndo ha a necessidade

de se discretizar o dominio.

O MEC se desenvolveu de forma bastante rapida sendo atualmente um método bem esta-
belecido e com vasta bibliografia publicada como: Wrobel (2002), Brebbia, Wrobel e Telles



(1984), Wrobel e Aliabadi (2002), Becker (1992), Banerjee e Butterfield| (1981)), Katsika-
delis| (2002), [Katsikadelis| (2016)), [Beer| (2000), Beer| (2015)), Brebbia e Walker (2013)) e
Brebbia e Dominguez| (1992). Fredholm! (1903) foi o primeiro a usar equagdes integrais com
o proposito de calcular quantidades desconhecidas no contorno para problemas potenciais.
Jaswon| (1963) e Symm) (1963) também usaram o trabalho de Fredholm!(1903) para resolver
problemas potenciais em duas dimensdes. Uma revisao histdrica bastante completa sobre o
desenvolvimento do MEC também pode ser encontrada em |Alexander e Cheng (2005).

Como todo método numérico, o MEC possui vantagens e desvantagens. Uma das mais
importantes vantagens, sendo a maior, € a reducdo da dimensdo dos problemas, caracteris-
tica esta que dd nome ao método. Assim problemas 3D sdo resolvidos com estruturas 2D, e,
analogamente, problemas 2D sdo resolvidos com estruturas 1D. Esta reducdo da dimensio-
nalidade implica em diminuicdo de esfor¢co computacional pois hd a diminui¢ao do tamanho
do sistema de equacdes lineares a ser resolvido. E uma grande desvantagem no tratamento
de problemas de larga escala € o fato de as matrizes serem cheias e ndo simétricas, o que traz
limitag@o. Sdo necessarias operagdes de ordem O(N?) para calcular as entradas da matriz,
assim como também O(N?) é a complexidade no requerimento do tamanho de memdria para
o armazenamento de dados. Se métodos diretos forem escolhidos para resolver o sistema li-
near, como a eliminagfo gaussiana, entdo sdo necessdrias operagdes de ordem O(N?). Se
a op¢do for por métodos iterativos, entdo O(N?) € a ordem das operagdes necessarias, con-
forme |L1u (2009). Portanto a reducdo da dimensao ndo €, pura e simplesmente, tdo atrativa
quando se trata de problemas de larga escala, isto €, problemas com centenas de milhares de

graus de liberdade.

Uma das formas de resolver o obstdculo do numero de operacOes estd na implementa-
cdo de formulagdes rdapidas do MEC, ou seja, formulagdes do MEC com uso de método
de aproximacdo de baixo posto. Esse procedimento melhora o seu desempenho, uma vez
que a complexidade das operacdes cai para a situacdo préxima da ideal, que é O(N) ou
O(Nlog N). Por conseguinte, o tempo de processamento e a memdria utilizada também
sdo drasticamente reduzidas. Diversas técnicas foram desenvolvidas para enfrentar esses
problemas, como a técnica da Aproximacdo Cruzada Adaptativa (ACA), que aproxima as
matrizes densas do MEC por uma representacdo através de matrizes hierarquicas. Esta re-
presentacao é baseada em uma estrutura de drvore bindria que particiona a matriz completa
em blocos menores, onde cada bloco ou serd aproximado por uma matriz de baixo posto
ou o bloco original serd usado exatamente na resolucio do sistema linear (HACKBUSCH,
2016)). Outras técnicas matriciais de baixo posto também foram desenvolvidas, como wa-
velets (BUCHER et al., 2002)), métodos de blocos (RIGBY; ALIABADI, [1995; CROTTY]
1982; KANE; KUMAR; KASHAVA| 1990), processos de aglutinacdo e técnicas iterativas
(MANSUR; ARAUJO; MALAGHINTI, 1992; BARRA L. P. S; COUTINHO; MANSUR;
TELLES| [1992).

Outra técnica bem conhecida é o Método de Expansdo em Multipolo (FMM), desen-

volvido em meados da década de 1980 e que tem suas raizes no calculo gravitacional de



modelos de simulacdo de particulas (ROKHLIN|, [1985; GREENGARD; ROKHLIN| 1987;
GREENGARD] [1987). Rokhlin| (1985) desenvolveu um algoritmo capaz de acelerar a solu-
cdo do sistema linear originado pela discretizacao das equacdes integrais de contorno. Tal
método reduziu a ordem de complexidade das operagdes para O(N) na solugio desses pro-
blemas. As expansdes desenvolvidas por Rokhlin| (1985)) foram fundamentais para criacdo
da expansao multipolar feita por Greengard e Rokhlin| (1987)). Através dela, juntamente com
a ideia de agrupamento de particulas, foi possivel calcular, de maneira rdpida, a interagdo de
um conjunto de N particulas para qualquer precisdo desejada. O agrupamento de particu-
las foi realizado com a ajuda da estrutura de uma arvore quaterndria, conhecida como tree
strucuture (2D) de Barnes e Hut (1986)).

O FMM melhora o desempenho do MEC devido ao fato de o nicleo da solu¢do funda-
mental poder ser expandido em séries de Taylor, o que permite a separacdo da relagdo entre
o ponto fonte e o ponto campo a partir da insercao de um ponto intermedidrio. Devido ao
seu desempenho onde quer que seja aplicado, FMM ¢é considerado um dos dez melhores
algoritmos do século XX (DONGARRA; SULLIVAN, 2000; LIU, 2009). Existem outros
métodos FMM desenvolvidos para niicleos puramente numéricos ou para métodos indepen-
dentes de nucleo, onde estes ndo consideram a expansdo de um nucleo analitico. Em vez
disso, eles usam um método de interpolacdo como, por exemplo, Chebyshev. Estes métodos
também fazem uso de métodos de compressao de matriz como a Decomposi¢cao em Valo-
res Singulares (SVD), Fast Fourier Transform (FFT), entre outros (YING; BIROS; ZORIN|,
2004; FONG; DARVE, 2009). Como resultado, diminuimos o nimero de operacgdes, pois
faremos um agrupamento de elementos em células da drvore quaterndria. De modo geral, as
integrais do MEC podem ser escritas como a soma de duas integrais, sendo que uma integral
estd relacionada com elementos préximos ao ponto fonte e a outra integral estd relacionada
a elementos distantes desse ponto. Para as primeiras integrais aplica-se o MEC, e para as
outras, o FMM. A fim de classificar quais elementos estio distantes ou préximos do ponto
fonte, utiliza-se a estrutura hierarquica da arvore. A unido entre 0o MEC convencinal e FMM
¢ conhecida como Método dos Elementos de Contorno Rapido com Expansdo em Multipolos
(MECMP).

Este trabalho fard uso do método iterativo GMRES para resolver os sistemas de equacdes
lineares e a escolha foi baseada em um estudo comparativo de eficiéncia entre diversos méto-
dos iterativos ndo-estaciondrios, que apontou o método dos minimos residuos generalizados
(GMRES) como tendo o melhor desempenho, conforme pode-se constatar nas referéncias
Saad e Schultz] (1986), Mullen e Rencis| (1987), Kane, Keyes e Prasad (1991), Mansur,
Araujo e Malaghini| (1992), [Barra L. P. S; Coutinho, Mansur e Telles (1992) e Prasad K.
G.; Kane, Keyes e Balakrishnal (1994).



1.2 Formulacio isogeométrica

Em geral, métodos numéricos, como MEF e MEC, baseiam-se na transformacao de equa-
coes diferenciais parciais em equagdes integrais e na discretizacdo dessas equacdes integrais
através da criacdo de elementos. Existem algumas caracteristicas comuns aos métodos nu-
méricos, dentre as quais podemos citar a perda de precisdo dos resultados com o uso de
malhas menos refinadas e, por outro lado, o aumento do tempo de processamento com o0 uso
de malhas mais refinadas. Essas caracteristicas mencionadas devem-se, em parte, a aproxi-
macao das varidveis geométricas e de campo pelos polindmios de Lagrange. Os polindmios
de Lagrange ndo sdo capazes de representar com precisdo a geometria da maior parte dos

dominios dos problemas de mecanica do continuo como circulos, elipses e hipérboles.

Além disso, ndo ha continuidade nas derivadas de fun¢des aproximadas por polindmios
de Lagrange entre um elemento e seus vizinhos. Com o objetivo de resolver problemas
como esses, a ideia foi usar as mesmas funcdes de base usadas nos pacotes Computer Ai-
ded Design (CAD), chamadas NURBS, para descrever a geometria e aproximar as varii-
veis de campo. Assim surge a andlise isogeométrica, que € amplamente abordada na lite-
ratura (BEER; MARUSSIG; DUENSER| 2019; |PEIGL; TILLER, [1996; ROGERS, 2000;
HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS, 2005; (COTTRELL; HUGHES; BAZILEVS, 2009;
KAGAN; FISHER, [2000). Com esta nova forma de anélise, um segmento no espago para-
métrico corresponde a um elemento isogeométrico localizado no espago geométrico. Por-
tanto, hd uma promissora eliminacdo da etapa de geracdo de malha. Por sua vez, a operacdo
de refinamento é alcancado sem muito esfor¢co adicional (LI; QIAN, 2011; SHENE, 2011;
ABRAMOWITZ; STEGUN, 1972).

Neste trabalho, a formulagdo isogeométrica estard munida de um recurso denominado
operador extracdo de Bézier, que € originado a partir da operagdo de decomposi¢cdo de Bé-
zier, conforme Borden M. J.; Scott, Evans e Hughes| (2011)), que tem como objetivo extrair os
elementos de Bézier isogeométricos para uso na andlise isogeométrica baseada em fungdes
B-splines racionais nao-uniformes (NURBS). Para ficar claro, daqui por diante, os elementos
de Bézier aqui serdo entendidos como curvas de Bézier e vice-versa. Este operador possi-
bilita que a integracdo numérica seja realizada sobre elementos de Bézier, ou seja, fornece
uma estrutura de elemento para a andlise isogeométrica de equagdes integrais de contorno
muito similar a de elementos de contorno convencional. As NURBS sao aptas na geracao
exata de geometrias complexas como aquelas oriundas das secdes cOnicas, ou seja, hipér-
boles, elipses, pardbolas e circunferéncias, e esse foi um dos principais motivos de terem
sido amplamente adotadas na industria. Em relacdo as quantidades fisicas no contorno, as
mesmas sdo interpoladas usando as funcdes bases NURBS.

A decomposi¢cao de Bézier € usada para calcular um conjunto de elementos de Bézier a
partir de uma curva NURBS, através do operador extracdo de Bézier. Nessa tese, as fungdes
bases de Bernstein sdo utilizadas para a constru¢do do operador. E isso mostra-se ser uma

grande vantagem pois evita-se fazer uso da férmula de recorréncia e de alto custo computaci-



onal para o célculo das fungdes bases NURBS, Cox-de Boor, cujo procedimento € detalhado
por Peigl e Tiller| (1996)) e Rogers (2000).

Vale ressaltar que a andlise isogeométrica € mais adaptavel ao MEC do que ao MEF, pois
tanto o sistema CAD (Computer Aided Design) quanto o MEC compartilham definicdes de
superficie e ndo precisam da discretizagdo de dominio para problemas lineares. Mesmo para
alguns problemas nao lineares, como mecanica de contato, por exemplo, o BEM nao requer
discretizacdo de dominio. No trabalho de |Loyola et al. (2022)), uma formulagdo isogeo-
métrica de elementos de contorno foi aplicada com sucesso em problemas de mecanica de
contato. Outra dificuldade na jun¢do de CAD e MEF € a diminui¢do da esparsidade de suas
matrizes devido a alta continuidade das fun¢des de base NURBS (COLLIER et al., [2012).
Observe que as matrizes do MEC j4 s@o cheias e isso ndo € um problema extra. Assim,
a formulagdo isogeométrica do MEC trouxe resultados animadores em termos de precisao
e eficiéncia. Alguns beneficios podem ser observados na literatura (BEER; MARUSSIG;
DUENSER| 2019), como geometrias mais suaves e mais facilmente obtidas, problemas ndo

lineares sendo resolvidos sem esforco adicional, entre outros.

1.3 Objetivo e contribuicoe desse trabalho

O presente trabalho tem como objetivo o desenvolvimento e implementacdo de duas
formulacdes isogeométricas do método dos elementos de contorno rapido, utilizando, de um
lado, o método da expans@o multipolar e, de outro, o método das matrizes hierarquicas, todas

com especificidades conforme explicitadas a seguir.

Em relacdo a formulagdo isogeométrica acelerada pelo FMM, existem alguns trabalhos
relacionados. Por exemplo, em Matsumoto e Takahashi| (2012), o FMM ¢€ acoplado a uma
formulacao isogeométrica do MEC, onde B-splines de grau 2 e 3 sdo usadas explicitamente
como funcdes de base, aplicadas a um problema de dominio infinito com condi¢des de con-
torno de Neumann e contorno suave. No trabalho de Wang et al.| (2019), um método sem
elementos (método sem malha) acoplado a andlise isogeométrica e acelerado pelo FMM ¢é
aplicado a problemas potenciais. Em [Simpson e Liu/ (2016), um FMM acoplado ao mé-
todo dos elementos de contorno isogeométrico (MECISO, que em inglés torna-se IGABEM)
¢ apresentado para problemas 3D, que utiliza interpolagao Chebyshev e o operador M2L é
aproximado por SVD. Na literatura, ndo foi encontrado nenhum outro trabalho onde o FMM,
com nucleo analitico, tenha sido utilizado em conjunto com o operador extracdo de Bézier

para a andlise isogeométrica no MEC.

Para a formulagdo acelerada pelo método de matrizes hierarquicas, alguns trabalhos re-
lacionados foram constatados como a seguir: |(Ozdemir e Lee| (2004) apresenta o algoritmo
IE-QR que constréi uma aproximacgdo QR de baixo posto usando o método de Gram-Schmidt
modificado e que apresenta complexidade O(N?®/2), onde N = max (m, n) com m e n sendo

as dimensdes de um bloco matricial; apresenta-se, em Kapur e Long (1998), o algoritmo



IES3, que consiste em um método independente de nicleo para simulacdes eletromagnéticas
e tem como custo O(N log (N)); em Boutsidis, Mahoney e Drineas| (2009), |Gu e Eisenstat
(1996), Voronin e Martinsson| (2017), um método de decomposi¢ao interpolativo baseado
em fatora¢do QR revelador de posto, com complexidade O(mnk), onde k é o posto do bloco
matricial, é apresentado; (Campos, Albuquerque e Wrobel (2017)) apresentam uma formu-
lagcdo isogeométrica rapida do MEC adaptada ao método de matrizes hierdrquicas usando
ACA para aproximacao de baixo posto; em Ayala, Claeys e Grigori (2020), é apresentado
um método de aproximacao esqueleto para os blocos matriciais admissiveis acoplado a téc-
nica de amostragem geométrica de centros de gravidade a partir da andlise de componentes
principais (PCA). Nao foi encontrado nenhum outro trabalho na literatura onde o método
de matrizes hierdrquicas acoplado a uma formulacao isogeométrica do MEC, utilizando ex-
tracdo de Bézier, esteja usando um método de compressao matricial a partir da técnica de

clusterizagdo k—Means para amostragem geométrica.

Um dos desafios desse trabalho foi o tratamento e imposi¢ao das condig¢des de contorno
nas formulacdes propostas, que teve como base os trabalhos de (Cabral, Wrobel e Brebbia
(1990), Cabral, Wrobel e Brebbia (1991) e Campos, Albuquerque e Wrobel| (2017). Outro
desafio foi o desenvolvimento de um protétipo de uma matriz de precondicionamento para o
GMRES da formulacdo com o FMM e uma referéncia utilizada foi Liu| (2009).

1.4 Organizacao do trabalho

Neste trabalho sao apresentadas duas formulacdes do método dos elementos de contorno
1sogeométrico, um acelerado pelo FMM e outro, pelo método das matrizes hierdrquicas para
andlise de problemas potenciais 2D, especificamente para problemas de conducao de calor
em estado estaciondrio. O capitulo 1 tem a intencdo de apresentar um breve resumo do estado
da arte em métodos numéricos e formulagao isogeométrica, com destaque para os objetivos
e contribuicdes. No capitulo 2 tem-se o estudo das curvas NURBS da formulagado isogeomé-
trica, que mostra como obté-las diretamente a partir de uma base de Bernstein. Um resumo
dos elementos basicos da equacdo integral de contorno para problemas potenciais juntamente
com sua formulagdo isogeométrica € apresentada no capitulo 3. O método da expansdo em
multipolos acoplado ao MEC e um limite de erro sdo apresentados em detalhes no capitulo
4. Esboga-se, no capitulo 5, a estrutura bdsica do processo de hierarquizacdo do método
das matrizes hierarquicas acoplado a técnica de agrupamento k—Means além de, também,
explanar a obtencdo de um limite de erro na aproximag¢ao matricial. Finalmente, o capitulo
6 apresenta os resultados dos experimentos numéricos com as formulacdes propostas. No

ultimo capitulo encontram-se as consideracdes finais e ideias de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Formulacao Isogeométrica

2.1 Introducao

As B-splines racionais nao-uniformes, comumente referidas como NURBS, tem-se tor-
nado um padrdo na industria, no que diz respeito a representacdo, modelagem e troca de
informacdes geométricas processadas por sistemas de computadores. As NURBS fornecem
uma base unificada para representar formas analiticas, tais como se¢des cOnicas e superficies
quédricas, bem como objetos em forma livre, sejam eles carrocerias de carros, cascos de na-
vios e partes aerodinamicas de aeronaves. Elas também sao dotadas de boa capacidade em
representar as varidveis de campo. Os algoritmos sdo intuitivos € numericamente estiveis.
As excelentes propriedades matematicas e algoritmicas, combinadas com aplicacdes bem
sucedidas na industria, tem contribuido para sua enorme popularidade, tendo assim um pa-
pel essencial nas dreas de desenho, produgdo e engenharia assistidos por computador (CAD,
CAM e CAE).

2.1.1 Curvas de Bézier

Define-se uma :—ésima fung@o base polinomial de Bernstein, B, ,, de grau p, pela ex-
pressdo:

Bi,(€) = f g1 -, @.1)

com p = Z'
i pl(p— i)l

Seja o vetor coluna



B(&) = {Bi, (6)}], (2.2)

como sendo o conjunto de fun¢des bases de Bernstein, e o correspondente conjunto de pontos
de controle

P= (P} (2.3)

onde cada P; € R¢, com d sendo o nimero dimensinal, d = 2 nesta tese, isto é, P é uma

matriz de dimensdo (p + 1) x d como:

Pl1 Pf Pld
Pl P2 ... pd

P— 2 2 2 (2.4)
Py Pl Pl

Uma curva de Bézier, de grau p, pode ser escrita como a combinacdo linear de p + 1
fungdes bases polinomial de Bernstein, dependente do parametro real £, com 0 < ¢ < 1,
como:

ptl

a(f) = Z P;B;,(¢) =P" - B(¢), (2.5)

e os pontos de controle, P;, formam seu poligono de controle.

Na figura pode-se ver uma curva de Bézier de ordem p + 1 = 4 e seu poligono de
controle. Algumas propriedades importantes dessa curva sao:

1. O numero de pontos de controle menos um € o grau do polindmio gerador da curva;

2. A curva comega no primeiro ponto de controle e termina no ultimo, ou seja, interpola

os dois pontos de controle extremos;

3. As inclinagdes dos vetores tangentes as extremidades desta curva, sdo as mesmas dos

respectivos segmentos do poligono de controle que contém estas extremidades;
4. A curva estd sempre contida na envoltdria convexa dos pontos de controle;
5. A curva € invariante por transformacao afim;

6. Cada ponto da curva é calculado como uma soma ponderada de todos os pontos de
controle e desta forma, uma mudanca de um ponto de controle afeta toda a curva

globalmente.
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Figura 2.1: Curva de Bézier

2.2 Curvas B-splines

As curvas B-splines sdo uma forma generalizada das curvas de Bézier. E composta de
uma ou mais curvas de Bézier com um compromisso de continuidade entre as curvas. Cada
ponto de controle influencia apenas alguns segmentos da curva B-spline. Assim pode-se ter

um controle local da curva.

Uma base B-spline univariada € definida por um vetor de nés paramétricos. Esse vetor

de n6és € um conjunto de coordenadas paramétricas, ndo-decrescentes, escrito como

U={&: &%, -, &upt (2.6)

onde & € R € o i-ésimo nd, p € o grau polinomial das funcdes bases B-splines e n € o

nimero de fungdes bases.

As funcdes bases B-splines de grau p sdo definidas recursivamente sobre o dominio pa-
ramétrico dado pelo vetor de nés, U, e pela férmula recursiva Cox-de Boor abaixo (PEIGL;
TILLER, 1996). Inicialmente elas sao constantes por partes:

]-7 SC 52 S g < gi—‘rl
N; = , 2.7
ol8) 0, se caso contrario 2.7)

e para p > O:

Nip(§) = %Nw—ﬂf) + ﬁ]\fiﬂ,p—l(f)- (2.8)



Uma curva B-spline, de grau p, em R?, ¢ definida a partir de um conjunto de funcdes
bases, dadas na forma do vetor coluna:

N(f) = {Ni,p(g)}?zov (2.9)
por
Y(€) =) PN, (€) = PN(¢), (2.10)
=0

onde P;’s sdo os pontos de controle definidos anteriormente.

O ndmero de intervalos ndo-nulos no vetor U define o nimero de segmentos da curva
B-spline. Cada segmento sofre influéncia de p 4+ 1 pontos de controle. Cada vez que o
parametro £ entra em um novo intervalo, um novo ponto de controle se torna ativo, enquanto
um ponto antigo € descartado. O numero de nds, m + 1, o nimero de pontos de controle,

n + 1, e o grau da curva, p, estdo relacionados por:

m=n+p+1 2.11)

Pode-se repetir um n6 consecutivamente no vetor U e ao nimero de vezes de repeti¢dao

de um no6 dé-se o nome de multiplicidade do n6.

As propriedades mais importantes de uma curva B-spline de ordem (p + 1) sdo:

1. Ao inserir uma multiplicidade de valor (p 4 1) no inicio e no final do vetor de nés U,

fard com que o primeiro e o ultimo ponto de controle esteja sobre a curva;

2. O dominio de suporte de uma fungdo base, NN, ,, € [&;, §+p+1), fora desse intervalo a

func¢ao base € nula;

3. Em um intervalo [&;, &;+1), no méximo (p + 1) fungdes bases, N; s, sdo ndo-nulas e

elas sd0 N;_p, p, Ni—piips -5 Nips
4. Em um intervalo de nés, [;, &;11), tem-se que Z N; (&) =1, V€€ [&,&41). Essa
Jj=i—p
propriedade é chamada de particdo da unidade;
5. Uma funcdo base € sempre ndo-negativa;

6. A ordem de uma curva € o valor do seu grau adicionado de um, e ndo pode ultrapassar

o numero de pontos de controle;

7. A curva estd sempre contida na envoltoria convexa dos pontos de controle;
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8. A curva nido € afetada por uma transformacao afim;

9. Cada ponto de uma curva é calculado como uma soma ponderada de (p + 1) pontos

de controle. Logo, uma mudanca de um ponto de controle afetard a curva apenas

localmente.

10. As fungdes bases NV;,, sdo infinitamente diferencidveis no interior dos intervalos de

nés. Nos extremos dos intevalos de nés, V; , € (p — v) vezes continuamente diferen-

cidveis, onde v € a multiplicidade desses nds extremos.

A partir das propriedades das curvas B-splines pode-se concluir que aumentando-se a

multiplicidade de um né, diminui o nivel de continuidade tanto das fun¢des bases B-splines

quanto da curva B-splines. Por outro lado, aumentando o grau da curva, aumenta-se o nivel

de continuidade tanto da curva quanto de suas funcdes bases. Para curvas de grau alto, tem-se

maior liberdade na anélise de variages das quantidades fisicas.

2.3 B-spline racional nao uniforme - NURBS

Uma curva NURBS ¢é definida a partir de um vetor de nés como dado na equagéo (2.6)),

de um conjunto de pontos de controle como definido acima e de um conjunto de fungdes

bases racionais

R(§) = {Ri,p (&)},

como

Do Pi N (&) wi
) =S NG w

As funcdes bases racionais NURBS sao definidas como

R; (&) = —wl‘;/\fzg)(ﬁ) )

onde

> PRy (6).
=0

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

¢ a fungdo peso, e w; € o peso correspondente a i-ésima fung¢do base B-spline ou associado

ao 7-ésimo ponto de controle.
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Pode-se notar que uma curva NURBS € uma generaliza¢ao de uma curva B-spline subs-
tituindo a base polinomial por uma base de funcdes bases dadas como razao de polindomios.
Ou de outra forma, observa-se que uma curva B-spline € um caso particular de uma curva
NURBS e para mostrar isso basta tomar todos os pesos w;’s tendo o mesmo valor ndo-nulo
na equacdo (2.13)) e levar em conta que as fungdes bases B-spline possuem a propriedade
da particdo da unidade vista anteriormente. Portanto, estas observac¢des fazem com que suas

caracteristicas e propriedades sejam basicamente as mesmas.

Uma maneira de tornar a computacdo das curvas racionais, como as curvas NURBS, mais
eficiente, consiste em projetd-las no espaco projetivo ou também diz-se sistema de coorde-
nadas homogéneas. Desse modo, uma curva racional no espaco R" pode ser representada

por uma curva polinomial no espaco R™ ",

Para um exemplo, se P, ¢ um ponto de controle de uma curva NURBS, entdo o

correspondente ponto de controle em coordenadas homogéneas no espago projetivo é
P, = {w; - Py, wi}T, como ¢ ilustrado na ﬁgura

w

Figura 2.2: Uma representagcao de pontos Euclidianos na forma homogénea.

Portanto, dado uma curva NURBS definida em R" pela equacdo (2.13)), a correspondente
curva B-spline em R"*! ¢ dada por:

5(6) = D_ P Nipl(©). (2.16)

Uma das vantagens de se fazer a transformacao para o sistema de coordenadas projetivo é
o fator simplificador, pois permite aplicar as curvas NURBS, os algoritmos que normalmente
sdo aplicados as curvas B-splines. Uma vez que as novas varidveis de controle sdo calculadas
para B-spline no sistema de coordenadas projetivo, simplesmente dividindo pelos pesos,

obtém-se as varidveis de controle para a curva NURBS.
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Observando a figura[2.3] indica-se que a curva de cor vermelha € a projecdo da curva de

cor azul no espago projetivo. Assim a curva azul é uma curva NURBS, portanto racional, e

a curva vermelha € uma curva B-spline, portanto polinomial.

Figura 2.3: Transformagao de uma curva NURBS em uma curva B-spline no espacgo proje-

tivo.

2.4 Insercao de né

Pode-se inserir nds no vetor de nos, U, sem alteracdo das propriedades paramétricas ou

geométricas da curva, porém, para cada né inserido, um novo ponto de controle deve ser

adicionado. Assim, inserindo um novo né & € [£, {x+1), com k > p, no vetor de nés, requer

que n + 1 novas funcdes bases B-splines sejam definidas usando a férmula Cox-de Boor,

dada na equagio (2.8), com o novo vetor de nés U = {&y, &1, 80, -+, &m & Eurty -+ Enip -
Para que ndo haja alteracio na continuidade da curva, esses n + 2 novos pontos de controle,

= yn+2 _ . .. . ~
{ P, }¢=1 , sdo formados a partir dos pontos de controle originais e sdo dados por:

onde

Py, se 1=1
Pi=¢ aPi+(1—a)Piy, se 1<i<n+2 , 2.17)
P,, se t=n+2
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1, se 1<i<k-p

a; = £—& |
£i+p_§i

0, se 1> k+1

se k—p+1<:<k - (2.18)

conforme Peigl e Tiller| (1996) e Borden M. J.; Scott, Evans e Hughes| (2011)).

2.5 Decomposicao de Bézier

A decomposicio de Bézier € obtida inserindo nds repetidos junto a todos 0s nds internos
ao vetor de nds, U, até que eles tenham multiplicidade igual ao grau da curva. Apds as
insercoes, a curva resultante é decomposta em um conjunto de curvas de Bézier, onde cada

curva corresponde a um intervalo de varia¢do do vetor de nds U.

Considerando uma curva com n pontos de controle e chamando os 7 nds necessdrios para
realizar uma decomposi¢do, de &;, podemos definir «; conforme a equagao Ib Pode-se,
entdo, escrever uma matriz que relaciona os novos pontos de controle aos antigos:

[ 1— o 0 0 0 ]
0 0%) 1-— Q3 0
C = 0 a3 1—oy 0 (2.19)
| 0 Untj—1) 1 = Qng) |

=1 ~ .. .
Escrevendo P = P, podemos reescrever a equagao li em forma matricial de maneira
a representar a sequéncia de pontos de controle criadas pelo refinamento, como:

P (o) (2.20)

Ao repetir essa operacao r vezes, obtém-se a forma final da decomposicao:

P’ = CTP, (2.21)

onde C*' = (C"T(C™HT(C"*)T-..(CHT, P é o conjunto original de pontos de controle
e P’ é o conjunto final, que pode ser chamado de pontos de controle de Bézier. Vale lembrar
que P tem dimensdon x d, Cén x (n+7)eP’é (n+ 1) x d.
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Seja B(¢) = {B;(£)}1] o conjunto das fungdes bases de Bernstein definido pelo vetor de

noés final. Como a inser¢do de nds nao causa nenhuma alteracdo geométrica ou paramétrica,
a curva de Bézier descrita pelos novos pontos de controle tem de coincidir com a curva
B-spline inicial, assim da equacdo (2.10) tem-se que:

7(€) =P'N(¢) = (P")"B(¢) = (C"P)"B(¢) = P'C B(¢). (2.22)

Logo, como P ¢ arbitrério:

N(¢) = CB(¢), (2.23)

onde C é denominado operador extracdo de Bézier e depende apenas do vetor de nés U.

E importante notar que a dnica informacao, necessdria e suficiente, para se construir C é
o vetor de nés U. Ou de outra forma, o operador extracdo é um produto da parametrizacao
e niao depende dos pontos de controle ou das fungdes bases. Portanto, pode-se aplicar o

operador extragdo diretamente a uma curva NURBS, como a seguir.

Seja W uma matriz diagonal formada pelos pesos w;’s como:

W = ' ) (2.24)

Wn,

De posse da notagdo definida até aqui, podemos reescrever, matricialmente, a equagao

(2.13)) diretamente em termos da base de Bernstein, como:

5€) = P Ripl©) = PR

L or _ L pr A%
= @t WNO = P WCBE
1 T T
= wEC WPBE). (2.25)

De modo andlogo, escrevendo os pesos na forma de vetor coluna w = {w;},_,, pode-se
reescrever a fungdo peso, W (&), a partir da equag@o (2.15), também, em termos da base de

Bernstein, como:
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WO = D wiiyle) = W' N

= w/ CB(¢) = (C"w)" B(¢)

= (W) B(§) = W"(¢), (2.26)
onde
w’ = CTw, (2.27)
s@0 os pesos associados as fungdes bases de Bézier, também na forma de vetor coluna.

Para calcular os pontos de controle das curvas de Bézier, P, primeiro define-se W’ como

sendo a matriz diagonal dos pesos de Bézier:

Wb = . . (2.28)

b
Wintr) |

Os pontos de controle de Bézier sdo agora calculados como:

P’ = (W) C" WP. (2.29)

A equagio (2.29) pode ser interpretada como o mapeamento dos pontos de controle ori-
ginais no espago projetivo, em seguida usa-se o operador extracdo para calcular os pontos
de controle dos elementos de Bézier projetados, e entdo faz-se 0 mapeamento inverso desses

pontos de controle do espago projetivo.

Se multiplicarmos a equacio (2.29) por W°, obtemos a relagio

WP =CT WP, (2.30)

mas observe que W’ # CTW, como se poderia deduzir, erroneamente, da equacio (2.27).

Para conseguir a representacdo de Bézier da curva NURBS, substitui-se as equacgdes

(2.26]) e (2.30) na equagdo (2.25)), para obter:
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5 = g VP BE)

= e T Ay 2.31
2~ 231

Assim, fica demonstrado que uma curva NURBS pode ser escrita, equivalentemente, em

termos de um conjunto de curvas de Bézier C°.

A decomposicio de Bézier associa uma curva de Bézier para cada intervalo de nés pa-
ramétricos no vetor de nés U original. Portanto, sobre cada intervalo de nds, as funcdes
bases originais NURBS podem ser representadas como uma combinagdo linear de fungdes
bases do elemento de Bézier correspondente aquele intervalo de nés. O operador extracao
de Bézier global, C, obtido anteriormente, por motivos de eficiéncia computacional, ndo é

calculado. Na pratica o que se faz € calcula-lo para cada intervalo de nés do vetor de nés U.

A fim de implementar as rotinas de funcdes de forma, a partir do que foi visto acima,

pode—se escrever .

R(¢) =W NE) _ vy BE (2.32)

w(&) We ()

Fazendo a restri¢do da equagdo (2.32)) por elemento de Bézier, temos:

B°(¢)

R°(¢) = We C* TG

(2.33)

2.5.1 Derivadas de curvas NURBS

As derivadas das funcdes de forma NURBS, podem ser obtidas, com muita simplicidade,
a partir das derivadas de R“ com respeito a coordenada paramétrica £ da seguinte forma:

IRC(€) d (B

ac W% (Wb<£)>
o1 B AV B
we (Wb(g) & d <Wb<5>>2)’

(2.34)

que, como se V€, ndo se trata de uma férmula de recorréncia.

17



2.5.2 Tlustracao

A figura [2.4] apresenta uma curva B-spline de grau p = 3, com diferenciabilidade de no

minimo dois em seu dominio paramétrico, U, ou podemos dizer continuidade de pelo menos
C?, conforme as propriedades das curvas B-splines. E na ﬁgura € mostrado o grafico das

sete fungdes bases B-splines, cada uma com continuidade C?.

-@- Pontos de Controle
—— Curva B-Spline

2.0

1.51

1.0 1

1
1
1
1
1
1
I
1
1

0.5 1

1

1

1

1

1

\

0.0 1 ¥ P
8 10 12 14 16

Figura 2.4: Uma curva B-spline e seus pontos de controle. O vetor de nés para a curva é
U=1{0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4}. Pi, P5, ... P; sdo os pontos de controle.

AN

0
Figura 2.5: Fungdes bases B-splines referentes a curva da ﬁgura

Os poligonos de controle das curvas de Bézier na figura decomposta sdo )1Q2Q3Q4,

Q41Q5Q6Q7, Q7QsQQ1p e Q10Q11Q12Q13. Dai, a integral de uma equacio ao longo da
curva da figura[2.4]pode ser realizada alternativamente, de um ponto de vista computacional,
ao longo de cada uma das quatro curvas de Bézier da figura[2.6] possibilidade esta viabilizada

pelo operador extracao de Bézier.
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—%- Pontos de Controle de Bézier - Qup
—— Curva B-Spline *-Q0
/7

2.0 1

1.5 1

1.0 A

0.5 1

0.0

Figura 2.6: A decomposicao da curva B-spline em curvas de Bézier. O novo vetor de nds é
U=1{0,0,0,0,1,1,1,2,2,2,3,3,3,4,4,4,4}. Q1,Qs, ... Q13 sdo os pontos de controle de
Bézier.

0 1 2 3 4

Figura 2.7: U = {0,0,0,0,1,1,1,2,2,2,3,3,3,4,4,4,4}. Redugdo da diferenciabilidade
das funcdes bases nas abscissas 1, 2 e 3.

Pode-se observar nas figuras e que a diferenciabilidade das fungdes bases cai
em uma unidade a cada inser¢do de né interno repetido, ao passo que a continuidade da
curva cdbica permanece preservada enquanto as equacdes e (2.18) estiverem sendo
utilizadas nas insercdes e a multiplicidade dos nds internos seja menor ou igual a 3, grau da

curva.

Na figura nota-se que as funcdes bases B-splines perderam diferenciabilidade nas
abscissas 1, 2 e 3, e o esquema de numeragado apresentado, referem-se as funcdes bases de

Bézier para cada curva de Bézier.
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Capitulo 3

Equacao Integral de Contorno

3.1 Problemas de potencial

Muitos problemas fisicos podem ser descritos pela equacao de Poisson. Especificamente,
a equacdo de Laplace, caso especial da equagdo de Poisson, embora simples, pode descrever
inimeras aplicacdes como problemas de transferéncia de calor, escoamento de fluidos em
meios porosos, empenamento de secdo transversal de barras sob tor¢do, eletrostética e etc.
As dreas de aplicacdo citadas anteriormente pertencem a classe de problemas potenciais. O
tratamento matematico das equagdes diferenciais desses problemas ddo origem as equagdes
integrais de contorno. Descricdes detalhadas da dedugdo das equacdes integrais de contorno
e posterior desenvolvimento do método dos elementos de contorno podem ser encontra-
das nas referéncias Brebbia (1978)), Brebbia, Wrobel e Telles (1984)), Brebbia e Dominguez
(1992), Wrobel e Aliabadi (2002), Kane| (1994), Beer| (2015) e [Katsikadelis| (2016)).

3.2 Definicoes

Nesta tese, o0 método dos elementos de contorno (MEC) € desenvolvido para encontrar

solucdes de problemas de engenharia descritos pela equagdo potencial:

Vu(z) = f(z), v € Q. (3.1)

Esta é a equacdo governante da teoria do potencial, onde para f = 0, ela é conhecida
como equagdo de Laplace, e para f # 0, ela é conhecida como equagdo de Poisson. A

solucdo da equacdo (3.1) € procurada no dominio €2, tendo como contorno I', sobre o qual é

) ) ou )
conhecido valores da func¢io u ou de sua derivada normal, I na direcdo normal a I'.
n

O contorno I' € dividido em duas partes com I'; e I's, onde I'; estd sob as condi¢des de
contorno de Dirichlet (potencial conhecido) e I'; estd sob as condi¢des de contorno de Neu-

mann (derivada do potencial conhecida). Vale lembrar que os objetos descritos anteriormente
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configuram o denominado problema de valor de contorno.

Os principais problemas de valores de contorno podem ser classificados como:

Viu = f em
Problema de Dirichlet : (3.2)
v = uw em I

Viu = f em Q

Problema de Neumann : ou 3.3)
o = u, em I
n

Viu = f em Q

Problema Misto : u = u em I (3.4
0
a—z = u, em I
n

2

Figura 3.1: Dominio com condi¢do de contorno mista.

Nesta trabalho serdo estudados problemas de condugao de calor em regime estacionério,
na forma de problemas de valores de contorno misto de acordo com a definicao (3.4), em que
f =0, ou seja, sem uma fonte distribuida internamente pelo dominio €2, mas eventualmente
podendo ser considerada a existéncia de uma fonte interna pontual ou concentrada. E assim
o método dos elementos de contorno serd obtido pela formulacao direta, conforme Brebbia,
Wrobel e Telles| (1984).

3.3 Soluc¢ao fundamental

Considere uma fonte pontual unitdria (por exemplo, fonte de calor) atuando no ponto
fonte ou ponto de colocacdo = € 2. Sua densidade em um outro ponto, y, pode ser expressa,
matematicamente, pela fungdo delta de Dirac, A, como:

f(z,y) = Az, y), (3.5)

21



e o potencial u = u(x, y) no ponto campo, y (resposta, por exemplo, temperatura), satisfaz a
equacao:

Viu(z,y) = Az, y), (3.6)

Uma solucio particular da equagdo € chamada de solucdo fundamental do potencial.

Ap0s a aplicacao de resultados classicos do cdlculo vetorial juntamente com técnica dos
residuos ponderados que visa minimizar o erro introduzido pela solucdo aproximada, o pro-
blema de valor de contorno dado na defini¢do (3.4)) pode ser convertido na seguinte equagao

integral de contorno (BIE):

c(x)u(z) = : ag—g)u*(a:,y)df - / u(y)%df : (3.7)

T

onde ¢(z) é um termo denominado "jump" ou "livre" que surge do processo de integracao

da equacgdo integral ao posicionar o ponto fonte = sobre o contorno I' e no final acaba por

0
3.7) tem seu valor dado segundo a defini¢ao de valor principal de Cauchy. Ademais, u e a—u

depender da geometria no local do ponto fonte. A segunda integral do lado direito da equacao
n

*

referem-se as

sdo o potencial e sua derivada normal ao contorno I', enquanto que u* e

on
solu¢des fundamentais de potencial e de fluxo, respectivamente:
1 1
(r,y) = —=—1 -, 3.8
u'(@,y) = — - log (r) (3.8)
e
ou* 1 0
u (I7 y) — _r ) (3.9)
on(y) 27r On
em que r € a distancia radial entre o ponto fonte x € o ponto campo y.
O termo ¢(z) pode ser dado conforme a seguir:
1, se x € interiorde (2
clw)=4 U o per (3.10)

o’

0, se x ¢ aodominio ou ao contorno,

onde 6;,; é o angulo interno do contorno no ponto = dado por 6;,; = 27 — (6, + 62), con-
forme se vé na figura [3.2] e explicado em mais detalhes em Brebbia e Dominguez (1992),
Katsikadelis (2002) e [Brebbia, Wrobel e Telles| (1984)).
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Figura 3.2: Contorno modificado.

Quando o ponto fonte z encontra-se num ponto suave do contorno I', isto é, ndo € um
canto ou quina, as retas tangentes ¢; e ¢, que podem ser vistas na figura [3.2] coincidem e,

assim, tem-se que 61 + 6 = 7, donde decorre que 6,,;, = 7, e finalmente tem-se

(3.11)

3.4 Forma isogeométrica do equacao integral de contorno

Faz-se necessario definir alguns termos inerentes a estrutura de discretiza¢do da equagao
integral de contorno dada na equacao (3.7). Observando a figura para um exemplo de
um dominio arbitrdrio, com quinas, tem-se que os I';’s sdo os elementos de Bézier € ¢;’s
sdo os "patches"de NURBS ou curvas NURBS. Os "patches"ou curvas NURBS servem para
constituir o contorno do problema quando este nao € simples, isto €, quando ndo pode ser
descrito por uma s6 NURBS. Por exemplo, o contorno pode ter quinas e ndo é desejavel
que tais quinas estejam no interior de elementos de Bézier, assim elas sdo isoladas pelos

"patches".

) . . ou
Para fins de discretizacdo deve-se escrever os campos continuos u e I para cada ele-

n
mento de Bézier I',,, , cuja condigdo de contorno € interpolada por nr,,, pontos de colocag@o.
No método isogeométrico, as varidveis sdo aproximadas usando as mesmas funcdes da ge-

ometria que, no caso, sao as NURBS e a partir da equacgao (2.13), podemos reescrever a

equacdo (3.7)) como:

nre,

ceyu(x) =Y | [ w Sﬁi: 0 1) ar—3Y" E:(ugR,,p(t))@dr ,
on r on
€ Fnei € i=1 F"ei € i=1

(3.12)

C

[

ou . .
onde u; e I sdo valores nodais de potencial e de fluxo correspondente no ponto de controle
n
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€2

Figura 3.3: Estrutura de discretizacdo.

i. Vale observar que na equagio (3.12)) ndo hd nenhuma aproximagao na geometria, somente

c . U . . ~
nas varidveis u € —. Por sua vez, o contorno sendo parametrizado por ¢, a partir da equagao

n
(2.13), podemos reescrever a equagao (3.12)) como:

nre, -1

c(x)u(z) = Z Z Z (%:E /t;m u* Ri7p(t)cji—1;dt>

e \Ine, i=1

"re; 1 tit1 *
PP (?i?/+ Ri,p(t)%%fl—zdt) . (3.13)
t;

e \Tne, i=1

em que fez-se a transformacdo para um dominio padrao e

RO

dar . .
onde T € o jacobiano da transformac¢ao do espago coordenado fisico para o espago paramé-

trico.

Para se calcular as integrais na equagéo (3.13)) numericamente, mais uma mudanca de va-
ridveis € necessdria. Regulariza-se os intervalos de integracdo através do uso de um intervalo

padrao, possibilitando usar a quadratura de Gauss-Legendre, obtendo:
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5 (5 (3 (o ([ mot0 2204 i rman)) )| -

@ \lne (3.15)

- ¥ Z(Z (5 /lu*<x,y>Ri,p<t>‘fl—fj—§df)> ,

dt
em que x e y sao obtidos pela parametrizacdo ¢ dada na equagao (2.13) e 7 € o Jacobiano

da transformacdo do espaco paramétrico para coordenada local.

O refinamento h aliado ao operador extragdo de Bézier, desenvolvido no capitulo 2} pro-
move a construcdo de elementos muito similar a de elemento no MEC convencional. Cada
subintervalo do espago paramétrico obtido pelo refinamento 5, corresponde a um elemento
independente dos elementos adjacentes, que por sua vez sdo correspondentes aos subinter-

valos paramétricos adjacentes ao inicial.

Escrevendo a equagao (3.15) matricialmente como no MEC convencional, obtemos:

Hu,. = Gq,_ , (3.16)

e rearranjando também como no MEC convencional, chegamos ao sistema de equacdes line-

ares:

Ax=b. (3.17)

3.5 Integracao

Uma parte muito importante das formulagdes propostas aqui, que € responsavel pela
convergéncia do processo iterativo, refere-se ao cdlculo acurado das integrais da equacao
integral de contorno dada na equag@o (3.7)). O primeiro problema que se apresenta é quando
o ponto fonte estd localizado no elemento sobre o qual a integracdo ocorre. A primeira
integral do lado direito da equagao possui um ntucleo denominado fracamente singular
ou com singularidade logaritmica devido a solu¢do fundamental do pontencial, enquanto
que a segunda integral tem um ntcleo fortemente singular devido a solu¢do fundamental
da derivada do potencial, ou seja, tornando, assim, ambas as integrais singulares. As duas
integrais anteriores sao improprias, mas a integral que tem singularidade fraca é convergente,
ao passo que a integral que possui singularidade forte s6 converge segundo a definicdo de
Valor Principal de Cauchy (WU; SEYBERT; WAN, |1991)) e por isso os pontos de integracao
sdo distribuidos conforme essa definicdo. Outro problema que se apresenta € a ocorréncia
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das integrais quase-singulares, isto €, aquelas onde o ponto fonte encontra-se muito préximo

do elemento que estd sendo integrado.

Para o célculo das integrais singulares e quase-singulares, este trabalho faz uso de uma
transformacdo por seno hiperbdlico JOHNSTON; ELLIOTT, 2004). Em relacdo as inte-
grais singulares, o cdlculo € realizado a partir da distribuicdo ou agrupamento dos pontos de
integracdo na vizinhanga do ponto de singularidade, distribui¢do essa realizada pela trans-
formacdo seno hiperbdlico.

Com relagdo ao célculo das integrais quase-singulares, a transformacao seno hiperbdlico
leva em consideracdo a projecao ortogonal do ponto fonte sobre o elemento no qual a inte-
gragdo ocorre, bem como a distancia desse mesmo ponto fonte ao elemento. A essa projecao
dar-se-4 o nome de ponto de quase singularidade. Para pontos fontes muito préximos ao
elemento de integracdo, a transformagao reordena os pontos de Gauss-Legendre em direcao
as proximidade do ponto de quase singularidade tentando fazer uma compensagao que, sem
tratamento especifico, levaria a uma perda significativa de suavidade do nicleo da integral,
diminuindo a acurdcia. O Jacobiano da transformacdo seno hiperbdlico também € nulo no

ponto de singularidade e tende a zero na vizinhanga do ponto de quase singularidade.

A vantagem da transformacao seno hiperbdlico € a independéncia do calculo de um para-
metro otimizado 7, denominado *ordem da transformacdo’ na transformada cubica de Telles
(TELLES||1987), que é muito sensivel em relacdo a posicio do ponto de quase singularidade,
erros de menos de 1% af acarretam na perda de acurédcia da integral conforme demonstrado
por Sladek, Sladek e Tanaka| (2001). A transformacdo seno hiperbdlica atua sempre sobre
os pontos de Gauss-Legendre, rearranjando-os conforme o caso da singularidade. Para o
calculo das integrais regulares a transformacao mantém a disposicao original dos pontos da

Quadratura Gaussiana.

3.6 Tratamento das condicoes de contorno

A variagdo da temperatura (potencial) e sua derivada (fluxo do potencial) podem tam-
bém ser representada por NURBS e, dessa forma, preserva-se a continuidade da primeira e
segunda derivada entre os elementos adjacentes. Para isso um conceito andlogo de pontos
de controle para modelagem geométrica € usado para a representacdo da fungio, eles sdo os
pontos de controle da representacdo da fun¢do e mais detalhes podem ser vistos em (Cabral,
Wrobel e Brebbial (1990) e |Cabral, Wrobel e Brebbia (1991)).

Na formulacio isogeométrica, a equacio de equilibrio obtida pelo MEC isogeométrico é

escrita em termos dos pontos de controle:

ou,
on’

Hu =G (3.18)
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Uma vez que os pontos de controle estdo tipicamente fora do contorno, as condi¢des
de contorno ndo podem ser aplicadas diretamente. Assim entra em cena uma matriz de
transformacdo, E, constituida de fun¢gdes de forma NURBS. Essa matriz usa as fungdes
de forma para relacionar os valores nos pontos de controle com os valores nos pontos de

colocagdo que, por sua vez, estdo no contorno:

u = Eu
u u (3.19)
—— = E =
on on’
ou_ ) . ou, .,
onde u (ou %) € um vetor que contém os valores nos pontos de colocacdo e u. (ou n ) é

um vetor que contém os valores nos pontos de controle.

Aplicando a matriz de transformagéo, a equagdo (3.18) pode ser reescrita na forma:

HE 'u=GE! @, (3.20)
on

e por fim essa equacdo pode ser resolvida da maneira usual do MEC.

No entanto, neste trabalho, a equagao (3.20) ndo serd resolvida pois as matrizes H, G e E
ndo sdo montadas explicitamente na memoria para a formulacdo que utiliza o método da
expansdo em multipolos para efetuar o produto matriz-vetor. Para a formulacdo com as

matrizes hierarquicas, a equacao (3.20) € resolvida nos blocos matriciais.

De acordo com a proposta de (Campos| (2016), define-se uma curva NURBS para cada
tipo de condi¢do de contorno e nessa curva resolve-se um pequeno sistema de equagdes

lineares como:

u. = Elu
ou
ou ou
¢ = E'— 21
on on (3:21)

Ap6s esse procedimento, a condicao de contorno fica conhecida nos pontos de controle.
A solugdo, porém, serd encontrada também nos pontos de controle da representa¢ao funci-

onal, devendo ainda ser levada de volta ao contorno por meio de aplicacdes sucessivas das
equacoes (3.19).
Neste trabalho, os pontos de colocagdo sdo distribuidos ao longo de cada curva NURBS,

independentemente da disposicdo dos elementos de Bézier. E a cada insercdo de um né

no vetor de nés U (refinamento /), um ponto de controle e um ponto de coloca¢do sao
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adicionados aos seus conjuntos originais, para que a suavidade entre as curvas de Bézier seja

mantida.
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Capitulo 4

MEC Isogeométrico com Expansao em
Multipolos

Neste capitulo apresentaremos as principais etapas € dedugdes do método da expansao
em multipolos (FMM) acoplado a equacio integral de contorno dada na equacdo (3.7). Sera
dada énfase a algumas caracteristicas do método de expansao em multipolos, que o tornam

uma ferramenta eficaz na aceleracdo do método dos elementos de contorno.

Originalmente, o FMM foi proposto com a inten¢@o de acelerar o cédlculo dos potenciais
elétricos e gravitacionais de um grande nimero de particulas interagindo entre si, conforme
apresentado nos trabalhos de |(Greengard e Rokhlin/ (1987). Como resultado, obteve-se um

algoritmo que diminuiu a quantidade de operacdes necessdrias para realizar tais interagdes.

O método dos elementos de contorno convencional (isoparamétrico) acoplado ao método
da expansao em multipolos sera abreviado, daqui por diante, por MECMP. Da mesma forma,
MECISOMP serd a abreviatura que representard a formulacao isogeométrica do método dos
elementos de contorno acoplada ao método da expansdo em multipolos.

No final do capitulo faremos uma breve discussdo do método numérico conhecido como
Método dos Minimos Residuos Generalizados, do inglés Generalized minimal residual

method (GMRES), que sera utilizado para resolver o sistema de equacgdes lineares dado na
equacao (3.17).

4.1 Principios basicos do MECISOMP

O MEC possui algumas caracteristicas que lhe impde limitacdes na resolucdo de pro-
blemas de larga escala. Uma dessas caracteristicas € a quantidade de operagdes necessarias
para construir a matriz A, dada na equagdo (3.17), que tem como caracteristica ser cheia e
ndo simétrica. A complexidade de operagdes é da ordem O(N?), seja para construir A ou

para armazend-la. Outra dificuldade surge na escolha do método de solucdo do sistema de
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equacdes lineares. Se a escolha for por um método direto, como a eliminacdo de Gauss, se-
rio necessdrias operagdes com complexidade da ordem O(N?) para solucionar o sistema de
equagdes, que € invidvel. Se for um método iterativo, a complexidade de operacao melhora

para Nj, - O(N?), sendo Ny, 0 nimero de iteragdos requeridas.

A principal ideia do MECISOMP € usar o FMM para acelerar o produto matriz-vetor
Ax em cada iteracdo do método iterativo GMRES. Integracdes diretas ainda sdo necessdrias
quando os elementos estdo préximos do ponto fonte e para os elementos distantes usa-se o
FMM. Na ilustragdo gréfica da figura vale esclarecer que o nimero de linhas representa
a complexidade computacional e os pontos, os elementos. Assim uma grande reducio do

nimero de operacdes fica evidente.

(b)
Figura 4.1: (a) Abordagem convencional e (b) abordagem MECMP.

A razdo fundamental para a redugdo das operacdes no MECISOMP, ilustrado na figura
(b), € devido ao fato de que as funcdes de Green, dadas nas equagdes (3.8)) e (3.9), podem
ser expandidas na forma:

w(z,y) = Y ui(r,ye) w(y, ye), (4.1)

(2

onde y. € um ponto de expansdo. E essa expansdo pode ser feita algebricamente usando a

expansdo em séries de Taylor.

Usando a expansao dada na equacao (4.1]), podemos reescrever a integral com nicleo u*

na equagao (3.7), como:

[ w2 as) =3 witewd [ atw) Sl asw), @2

) c

onde I'. € um subarco de I distante de . No MEC, a integral do lado esquerdo da equacao
(.2) ¢ calculada diretamente. Assim, qualquer mudanga na localizagdo do ponto fonte x

exigird o calculo da integral novamente. Ja no MECISOMP, estando o ponto fonte = distante
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de I'., a integral é calculada com a expressdo do lado direito da equagdo (4.2), ou seja,
para qualquer mudancga no ponto fonte =, ndo havera necessidade de calcular o fator integral
novamente. E esse aprimoramento ocorreu devido a "quebra" da relacdo direta entre x e v,

pela introdu¢do do ponto intermedirio ..

4.2 Expansoes e translacoes do FMM

O FMM lida com duas expansdes, sendo uma, a expansao dos momentos em multipolos,
e a outra, a expansao local. As operagdes relacionando as duas expansodes sao denominadas
translagdes e sdo elas: momento-para-momento (M2M), momento-para-local (M2L) e local-

para-local (L2L). Nesta secdo discutiremos cada uma dessas operacdes essenciais do FMM.

4.2.1 Expansoes para a integral com ntcleo u*

Consideremos a seguinte integral com o nicleo u* da equagdo integral de contorno dada
na equacao (3.7):

/ u*(z,y) 61555/) dS(y). 4.3)

Devido a correspondéncia biunivoca entre o plano cartesiano e o plano complexo e as
propriedades do cdlculo diferencial e integral de varidvel complexa, € conveniente introduzir

a seguinte notagdo complexa:
ponto fonte T = 2=+ 129
ponto campo Yy = 2=y +1iYa,

no plano complexo, onde ©: = v/—1, veja a ﬁgura

|ZO—ZL‘ << ’ZL—Zc| FC n
|z — zo| << |20 — 2¢|

r

0 1

Figura 4.2: Pontos das expansdes multipolo (z¢ e z¢») e local (2, € z1/).
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Assim, podemos escrever:

U*(I, y) - RC{U*(ZOa Z)} ) (44)

onde
* _ 1 4.5
u (zo,z)——% n(zo — 2) 4.5)

¢ a solucdo fundamental na notagdo complexa.

Portanto, temos a seguinte equivaléncia:

/ C w*(z,y) ag—f) dS(y) = Re { / C u* (20, 2) agf) dS(z)} , (4.6)

em que Re{x} representa a parte real do argumento *. E para simplificar a notagéo, pode-se
ou(z)

on

escrever ¢(z), em vez de

4.2.1.1 Expansao dos momentos em multipolos

Uma das ideias fundamentais é expandir a fun¢éo nidcleo u*(z, z), dada na equagdo
(4.5), com o objetivo de promover uma separagio entre o ponto fonte 2, € o ponto campo
z. Assim, introduzimos um ponto de expansio z., préoximo ao ponto z (figura §.2)), tal que

|z — z.| << |20 — 2|, da seguinte forma:

u*(20,2) = —iln(zo —z) = —% [ln(zo — %) +1n <1 S )} . 4.7)

2 20 — Ze

Aplicando a seguinte expansdo em série de Taylor da fungéo In(1 — &) em torno de £ = 1:

n(l1-¢=-Y_ % for |¢| <1, (4.8)

k=1

o0
ao segundo logaritmo no lado direito da equacéo (4.7)), obtemos:

1 o
w'(20,2) = 5= ) Olz0 — 20) (= — 2), (4.9)
k=0

onde as fungdes auxiliares [ (2) e Ox(2), sdo definidas abaixo:
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k

I(z) = %, para k>0

O(z) = (k Z_kl)!, para k> 1 e Oy(z) = —In(2), (4.10)

que, por sua vez, satisfazem as seguintes propriedades:
(P1) I;(2) = I)—1(2), para k>1 e I)(2) =0

(P2)  0O,(z) = =Ogs1(2), para k>0

k
(PB) Zl +22 Z[k 1 21 Il 22 Z[l(zl)fk,l(zg)
=0

(P4) Ok(Zl -+ ZQ) = Z(_1>10k+l(21)[l(22)7 para ‘22‘ < ’21|. 4.11)

=0

A propriedade P3 € obtida a partir de manipulacgdes algébricas da férmula binomial, e a P4
vem da expansdo em série de Taylor da fun¢do Oy, em torno do ponto z; = z;. Vale observar
que a equagdo (4.9), também, pode ser obtida pela expansdo em série de Taylor do nicleo

u*(zp, z) em torno de z = z..

Fica assim notdvel, também, que no nicleo u*, na equagdo (4.9), 2z, e = estdo agora
separados devido a introducdo do ponto intermedidrio z., sendo este um artificio chave do
FMM.

A integral do lado direito da equagdo (#.6) pode agora ser calculada como:

[ o aase = o [

com a expansdo multipolo dada por:

Z Ok<Z0 - Zc) [k(z - zc) q(Z)dS(Z), (412)

/F (20, 2)q(2)dS (=) Zok 20 — 22) Mi(20), @.13)
onde:

My(2,) = / (s — 2)q(2)dS(2), k=01,2, ., .14)

sdo chamados de momentos de I'. em torno de z., que independe do ponto de colocacio 2,

e precisa ser calculado apenas uma vez. Apds esses momentos serem todos calculados, a
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integral da equacdo (4.13)) pode ser calculada para qualquer ponto fonte z, distante de I,
(desde que I'. esteja no interior de uma célula centrada em z,.).

4.2.1.2 Translacio momento-para-momento - M2M

Se o ponto de expansao z. € movido para a nova localizagio 2. (ver figura@d.2)), podemos
transladar o momento para a nova localizacdo sem recalcular o momento no ponto anterior

dado pela equagdo (@.14). Assim, temos:

My(2) = / Lu(z — 20)q(2)dS(2)

c

_ / T [(2 = 2) + (2 — 2)] a(2)dS(2)

c

onde, aplicando a propriedade binomial (P3) da equagéo (4.11]), obtemos

k
Mi(ze) = Y Tei(ze — 2e) Mi(2). (4.15)
=0

A equagio (4.15) representa a translagdo momento-para-momento (M2M), para 0 momento
no qual z. € movido para z~. Vale observar que essa translagdo nao traz nenhum erro de

truncamento.

4.2.1.3 Expansiao local e translacio momento-para-local - M2L

Suponha que z;, seja um ponto préximo ao ponto fonte z, (ver figura @.2), isto €, que
tenhamos |zy — 21| << |z — z.|. Da expansdo multipolo da equagéo (4.13)), temos:

/ u* (20, 2)q(2)dS(z) = % Z Ok(2z0 — 2z¢) My(zc)
¢ k=0
= o= > Okl — ) + (20— 20)] Mi(zo)

Aplicando a propriedade (P4) da equagdo (4.11), com z; = z, — z. € 22 = 2y — 21, obtemos

a expansdo local:

c

/ u* (29, 2)q(2)dS(z) = % > Li(zp) (20 — 21), (4.16)

onde os coeficientes da expansao, L;(zy,), sdo dados pela seguinte translacdo momento-para-
local (M2L):
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Li(z) = (=)' Y Oz — 2e) Mi(2e), (4.17)
k=0

4.2.1.4 Translacao local-para-local - L2L

Considere que o ponto para expansao local é movido de z;, para z;, (ver figuraid.2), e a

expansao local truncada com p termos, entdo da equagio (4.16), temos:

/F\ u* (20, 2)q(2)dS(z) = QL ZLl(zL)Il(Zo — )

™
=0

= % Z Li(z) 1 [(z0 — 210) + (210 — 21)]

Aplicando a propriedade P3 da equacdo (4.11]) e a propriedade de comutatividade de soma-

tério, » 1, Zin:O =3P >0 ., obtemos:

|2
/ u* (20, 2)q(2)dS(z) = gy Z Li(zp) (20 — 2z1), (4.18)
e 1=0

onde os novos coeficientes sdo dados pela translacdo local-para-local (L2L):
p
Li(z) = > Iz — 20) Lan(21), (4.19)
m=l

ou substituindo (m — [) por m, podemos reescrever a equagio (4.19) em uma forma alterna-
tiva:

p—1

Li(zr) =Y In(zr = 20) Lism(21), (4.20)

m=0

Vale notar que a translacdo L2L € uma soma finita e assim ndo introduz qualquer fonte de

erro, uma vez que o nimero de termos da expansao local estd fixo em p termos.

4.2.2 Expansoes para a integral com niicleo Ou*/0n

*

Considere agora, a integral com nucleo

da equacdo integral de contorno dada na
equacao (3.7]) em notagdo complexa:

/ U(Z)Wd;g(z), @21)
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onde u(z) é uma funcdo de varidvel complexa z. Temos que o nicleo pode ser escrito

como:

ou* , . . o ou”
o = (n1 +ing)u™ =n(z)u*, com u* = 5 (4.22)
Da equagdo (4.9), temos:
1 o0
u*'(29,2) = Py ; Ok(20 — z¢) I—1(2 — 2¢), (4.23)
e a integral na equacao (4.21) torna-se:
ou*(zg, 2) 1 ~
/ ulz) =, S = 5 ; Ok(#0 = 7e) Mi(o), (4.24)
na qual:
My (z) = / n(2) Iy—1(z — z.) u(z)dS(z), k=1,23,..., (4.25)

c

*

- . . , U .. N -
sdo os momentos multipolo para a integral com o nucleo T similar aqueles da equacao
n
(4.T4) para a integral com o nicleo u*.

Todas as translacdes M2M, M2L e L2L sdo as mesmas para a integral com o ntcleo
ou*

——, com uma exceg¢do de que M, = 0. Portanto todas as translacdes que foram escritas

on

com M, podem ser escritas com M, diretamente.

4.3 Estimativa de erro para a expansao em multipolos

Os erros na expansao dos momentos em multipolos podem ser controlados pelo nimero
de termos usados na expansdo dada na equagio (4.9). Pode-se obter um limite de erro a partir
dessa expansao multipolar (GREENGARD, 1987). Ao truncar a expansao multipolar dada

na equagio ({#.13) em p termos, obtém-se o seguinte:
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p 1
By = |[ 0G0 - 303 Outeo — 20tz
1 oo
= _7T Z ZO — Zc Mk(zc)

IN

1 o0
2_ Z k(20 — 2ze)| | Mi(2c)]

IN

L3 o ZO_ZC|'/ I4(z = 2)q()dS(2)

k=p+1

IA

3 3 0=l [ 1tz = 2l a(2)dS )

k p+1

k
o Z [O(20 }/zt

k=p+1

IN

[e.9]

A Rrt! 1
27 |20 — 2Pt 1 — R/|20 — 2|

onde S, € um arco do contorno I distante do ponto fonte zy € R € o raio da regido centrada

em 2, conforme se vé na figura|.3] tal que:

lz—z | <R e A= [ l|qg(2)|dS(2). (4.26)
Se

Definindo p = |2y — z.|/ R, a estimativa precedente de limite de erro pode ser reescrita como:

A 1 1\?
EP < — - . 4.2
st () o

Pode-se observar da estimativa dada na equag@o que quanto maior for o valor de
p, menor serd o valor da estimativa de erro. Se, por exemplo, p > 2, entdo tem-se que

|20 — z¢| > 2R, donde obtém-se o seguinte limitante de erro:
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A [1\?
EP, < — (—) . (4.28)

20

Figura 4.3: Configuracdo de drea para estimativa de erro.

Esse limite de erro refere-se ao arco S. contido numa célula-folha, que serd definida
na proxima se¢do. Em trabalhos futuros € possivel, inclusive, aperfeicoar a implementagdo
incluindo o limite de erro desejado para o célculo automético do nimero de termos, p, da
expansdo dos momentos em multipolos. Nessa tese o nimero de termos, p, foi mantido fixo

por uma questao de simplicidade, conforme sera definido no capitulo de resultados.

4.4 Descricao do algoritmo

O FMM ¢ usado para calcular as integrais sobre os elementos do contorno que estao
distantes do ponto fonte, enquanto que a abordagem convencional é usada para calcular as
integrais sobre os demais elementos, ou seja, aqueles que estdo préximos do ponto fonte.

n

20

Figura 4.4: Discretizacdo do contorno I' por elementos de Bézier.

Passo 1. Discretizacdo
Na figura 4.4} temos um contorno em 2D discretizado em elementos de Bézier, onde cada

ponto tomado no centro do elemento € seu representante.
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Contorno coberto por Contorno coberto por Contorno coberto por
célula de nivel 0 células de nivel 1 células de nivel 2

Figura 4.5: Niveis de cobertura do contorno I'.

19 11

15 LT N

o S

15 9
16
8
17
2 1
1 .
b |5 |° 2 3
20
2
\21 1 . o] 1
e R )

Figura 4.6: Estrutura hierdrquica de células cobrindo os elementos do contorno I". O pequeno
quadrado ao lado mostra o esquema de numeracao de células-filhas de uma célula.

Passo 2. Estrutura da drvore quaterndria
Temos na figura uma ilustra¢do de niveis de cobertura do contorno. Uma célula (qua-
drado) pai, no nivel [, subdivide-se em quatro células (quadrados) filhas, no nivel (I + 1).
As células sdo subdividas enquanto tiver elementos em seu interior € nao serd mais subdi-
vidida se o nimero de elementos, em seu interior, for inferior ou igual a um nimero pré-
especificado, nesse caso essa célula serd denominada de célula-folha. Na figura[d.6 pode-se
observar um exemplo de discretizagdo hierdrquica com o nimero méximo de elementos em
uma célula-folha sendo 1 e as células-folhas sdo as células sombreadas. Um elemento per-
tence a uma célula se seu ponto central estiver no interior dessa célula. A estrutura da drvore
€ construida pela rotina tree a partir dos pontos centrais dos elementos de Bézier. A hie-
rarquia dos elementos fica registrada no vetor ielem acompanhado da matriz cbycell que da

informacdes sobre os enderecos dos pontos de colocacdo (ou pontos fontes).

Passo 3. Definicdo de distancia entre células
As defini¢des seguintes sdo ilustradas com a figura 4.8}
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* Duas células sdo adjacentes, no nivel [, se elas compartilharem de pelo menos um

vértice;

* Sejam duas células-folhas em niveis diferentes, se a célula-pai de uma delas compar-

tilhar pelo menos um vértice com a outra célula-folha, entdo elas serdo adjacentes;

* Se duas células ndo sdo adjacentes no nivel [, mas suas células-pais sdo adjacentes no

nivel (I — 1), entdo elas sdo bem-separadas no nivel /;

* A lista de todas as células bem-separadas da célula C, do nivel [, € chamada lista de

interacdo de C';

e Uma célula é chamada de célula distante da célula C, se sua célula-pai ndo é adjacente

a célula-pai de C.

Passo 4. Processo upward
A rotina upward calcula os momentos multipolos para todas as c€lula, das folhas até as
células do nivel 2, com até p termos, e caminha na estrutura da drvore para cima (para o
nivel 2), usando os valores de contorno de iteracdes anteriores. Para as folhas, os momentos
sdo calculados diretamente usando a defini¢do dada na equacgdo (4.14), chamando a rotina
moment. Para as células-pais, calcula-se o momento através da soma dos momentos de suas
células-filhas usando a translagdo M2M. Para uma ilustragdo veja a figura[d.7]

>IN L

s, AY

>’ N — > Expansao Multipolo
‘/f\ | Y I A | s » Translagado M2M
7

H 3 n Centro da célula pai
F

(q— ; a Centro das folhas

\A \* d g
\ N e N
< |

Figura 4.7: Processo upward: expansdes multipolo e translacoes M2M (Passo 4).

Passo 5. Processo downward
A rotina downward calcula as expansoes locais de duas integrais, uma com nucleo u* e a
outra com Ju*/0n, em cada ponto de colocag@o. Neste processo, calcula-se os coeficientes
da expansao local sobre todas as células, iniciando do nivel 2 e caminhando na estrutura
da arvore para baixo (para o nivel mais baixo) no sentido de todas as células-folhas, veja
ilustra¢des nas figuras e[d.T1]. A expansio local associada a um ponto de colocagdo na
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de interacao

Células na list
(M2L)

Célula C

(L2L)

Células distantes

waaias
B A
IBmE
AR\ B
-

i
AAksan

(direto)

Células Adjacentes
(direto)

Figura 4.8: Defini¢ao de distancia entre as células (Passo 3).

célula C' € a soma das contribui¢des das células adjacentes, calculadas por integracao direta e
efetuada pela rotina direct, das células na lista de interagdo, calculadas pela translacao M2L,
e de todas as células distantes, calculadas pela translacao L2L. Para uma célula C no nivel 2,
usamos somente a translagdo M2L para calcular os coeficientes da expansao local, conforme
se vé na figura[d.9 As figuras f.10] e 4.11] mostram como o coeficiente de expansio local
¢ calculado, através do processo downward, para a célula C' onde, por exemplo, o ponto de

colocagdo 21 estd localizado, veja esse ponto na figura [4.6|

-
A

| a-
]
44

Figura 4.9: Processo downward: translacdes M2L em células no nivel 2 (Passo 5).

Célula C

Passo 6. Cdlculo das integrais

Seja a integral com o nicleo u* dada na equagdo (4.3). Agora suponha que o ponto de
colocagio, 2, esteja sobre um elemento na célula-folha C, como na figura 4.8} Calcula-se

as contribuicdes dos elementos na célula-folha C' e dos elementos das células adjacentes de

acordo como € feito no MEC. As contribui¢des dos elementos das células da lista de interagao

- - - » Translagao M2L

Centro das células

[
de nivel 2
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de nivel 3

.
! i
E ! Célula C
: :
1
P Fmmmmmm- | — Célculo direto
1
1
1
I
1
i

1
1
Voo » Expansao local
|
1

------- 1 e  Ponto de colocacao

Célula-folha adjacente de nivel 3

1 1
1 1
X X o Centro das células
1 1
1 1
N /1 1 C 1 1
& ceta Centro das células
de nivel 4

A

Figura 4.11: Célculo direto de todas as integrais para o ponto de colocacdo 21 (Passo 5).

e das células distantes sdo calculadas pelas expansdes locais, isto €, usando a equagio (4.16).

Assim, a integral é decomposta como

/ u*(20,2)q(2)dS(2) :/ u*qd5'~|—/ u*qdS, (4.29)
c Fpe'rto r

distante

onde a integral sobre I, referente a célula C' e suas células adjacentes é efetuada por
integracdo direta como no MEC. E a integral sobre I'y;sqnse, referente as células na lista
de interagdo e as células distantes de C, ¢ efetuada pelo FMM. As figuras 4.9 B.10| e [.11]
mostram como o cdlculo de todas as integrais € feito para o ponto de coloca¢do 21 no nosso
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exemplo modelo da figura [4.6]

Passo 7. Iteracoes da solugdo
O método iterativo atualiza a solu¢do x do sistema Ax=b e verifica se hd convergéncia dentro
da tolerancia pré-estabelecida, caso negativo, retorna ao passo 4 para calcular o préximo
produto matriz-vetor Ax e posterior verificagdo. A figura [4.12] apresenta o fluxograma do

cddigo desenvolvido para a formulagaio MECISOMP.

Entrada dos Dados:

Operador Extracao de Bezier

[Estrutura da érvore]

>

Célculo do vetor b
sistema A x = b

Matriz
Precondicionamento

GMRES(m)
resolucao de
Ax=Db

moment

[ Produto Ax

[ Resultados }

Figura 4.12: Diagrama de Fluxo para 0o MECISOMP.

Para uma ideia esquemadtica do posicionamento dos dois processos upward e downward,
entre si, veja a figurad.13]
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UPWARD

Curva de \Bézier

DOWNWARD

e

1zi — 21| << |21 — 2¢]

|2 — zo| << |z — z]

Figura 4.13: Processos Upward e Downward (Passos 4 € 5).

4.5 Meétodo iterativo

Com o estudo e a modelagem matemdtica de um problema fisico, quase sempre surge
uma equacgdo diferencial, que ap6s aplicagdo dos métodos de resolugdo, obtém-se um sis-
tema de equacdes lineares. Neste ponto tem-se a tarefa da escolha de uma técnica numérica
para resolver o sistema linear. A depender da complexidade do problema analisado, pode-se
optar por técnicas diretas ou iterativas. As técnicas diretas t€m como caracteristica encontrar
a solucdo exata de um determinado problema com um nimero fixo de etapas, onde apenas
erros de arredondamento sdo produzidos (BURDEN; FAIRES, |2013). Isso ocorre pelo fato
de trabalharmos com aritmética de pontos flutuantes nos sistemas computacionais (MEDEI-
ROS| 2014). Contudo, tais erros nao devem ser menosprezados, pois eles podem conduzir
a uma resposta falsa, quando tem-se um problema que envolva um grande nimero de ope-
ragdes. Alguns exemplos de métodos diretos sdo: Eliminacdo de Gauss, Gauss-Jordan e
Meétodo Crout.

Em contrapartida, métodos iterativos t€m como objetivo encontrar respostas aproximadas
de um sistema linear. Nesse sentido € bom sempre ter em mente alguns fatores importantes
referentes a matriz dos coeficientes A, que influenciam o desempenho dos métodos iterativos,

Ccomo:

1. Forma de agrupamento dos autovetores;

2. Nao singularidade;
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3. Nimero de condi¢do: valores pequenos desse fator implicam em matrizes mal condi-
cionadas;

4. Simetria;

5. Matriz definida positiva.

Todos os métodos iterativos iniciam-se a partir de um valor preliminar sugerido e, através
de sucessivas iteragdes, ele € refinado até que haja convergéncia para uma determinada solu-
¢ao (Joubert| (1994), |Greenbaum (1997), |(Golub e Loan| (2013) e|Stahel (2007)). Os métodos
iterativos podem ser classificados em dois tipos: métodos estaciondrios € ndo-estacionarios.
Os métodos estaciondrios tém como caracteristica serem mais ficeis de entender e imple-
mentar, sendo eles mais antigos que os métodos ndo-estaciondrios (PERNI, 2002). Tais
métodos possuem origem no inicio do século XIX. Contudo, os métodos estaciondrios nao
sdo tdo eficientes quanto os ndo-estaciondrios. Tal fato estd relacionado com o seu funci-
onamento. No método estacionario o critério de busca € fixo durante as iteracdes (Claudio
(2003)). Como consequéncia, tais métodos sdo utilizados para sistemas esparsos e que sejam
diagonalmente dominantes. Para exemplos, temos o método de Gauss-Jacobi, o método de
Gauss-Seidel, o método de sobre-relaxacao sucessiva, conhecido como successive overrela-
xation (SOR) e o método de sobre-relaxacdo sucessiva simétrica ou symmetric successive

overrelaxation.

Os métodos iterativos ndo-estaciondrios sao mais recentes e também sdo mais eficientes,
pois os parametros de busca sdo flexiveis a cada iteracdo. Uma outra caracteristica é que
alguns desses métodos buscam solugdes em espacos especificos, como o subespaco de Kry-
lov. De acordo com |Claudio| (2003)), a utilizacdo desse subespaco pelos métodos iterativos
se iniciou com as publicacdes de Hestenes e Stiefel| (1952) e de Lanczos|(1950). O trabalho
desenvolvido por |Hestenes e Stiefel (1952) foi responsdvel pelo método do gradiente con-
jugado e a publicacdo de Lanczos (1950), pelo método de Lanczos. Alguns exemplos de
métodos iterativos ndo-estaciondrios, indicados para o caso da matriz A ser ndo-simétrica
sdo: método do Residuo Minimo (do inglés Minimal Residual (MINRES)), método do Gra-
diente Biconjugado (do inglés BiConjugate Gradient (BiCG)), método do Gradiente Bicon-
jugado Estabilizado (do inglés BiConjugate Gradient Stabilized (BiCGSTAB)), método do
Residuo Quase-Minimo (do inglés Quase-Minimal Residual (QMR)), método do Gradiente
Conjugado Quadrado (do inglés Conjugate Gradient Squared (CGS)) e o método dos Mini-
mos Residuos Generalizados (do inglés Generalized Minimal Residual Method (GMREYS)).
E se a matriz A for simétrica temos o método do Gradiente Conjugado (do inglés Conjugate
Gradient (CG)).

O GMRES, método utilizado nessa tese, foi desenvolvido por Saad e Schultz (1986),
e ¢ um método indicado para sistema linear grande, onde a matriz dos coeficientes € nao-
simétrica e ndo-singular. O método aproxima a solucdo por um vetor no subespago de Krylov
encontrado pelo processo de Arnoldi, com critério de residuo minimo. Trata-se de uma

generalizagdo do método MINRES, desenvolvido por Paige e Saunders| (1975).
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Considere um sistema linear como o que € dado na equagdo (3.17)), onde a matriz A, de
dimensdao m x m, é ndo-singular e ndo-simétrica. O espago de Krylov para este problema é

definido como
K = K(A,b) = span {b, Ab, A’b, ...}, (4.30)

e o n-ésimo subespaco de Krylov para este problema € definido como
K, = K,(A,b) = span {b, Ab, A’b, ..., A" 'b}. 4.31)

O GMRES aproxima a solu¢do exata do sistema linear pelo vetor x,, € K,,, que minimiza a

norma Euclidiana do residuo

Pelo fato dos vetores geradores de K,, serem quase linearmente dependentes, aplica-se o
processo de Arnoldi que, por sua vez, se baseia no processo de ortonormaliza¢do de Gram-
Schmidt para encontrar vetores ortonormais q;, s, - - ., q,,, qué formam uma base para K,,.
Consequentemente, o vetor X,, € K, pode ser escrito como x,, = Q,, y,,, comy, € R", onde

Q,, ¢ uma matriz m x n formada por q, q,, - .., q,,.

O processo de Arnoldi também produz uma matriz de Hessemberg superior de ordem (n +
1) x n, com a seguinte propriedade:

AQ,=0Q,. H, (4.33)

Devido as colunas de Q,, serem ortonormais, pode-se obter a seguinte cadeia de dedugdes:

|Ax, —bl| = [|H,y, — Quy1bl| = |[Hyy, — Feil]. (4.34)
onde ¢; = (1,0,0,...,0)" é o primeiro vetor da base candnica de R"™ e 3 = ||b — A x|,

com X, sendo o chute da solucdo inicial (normalmente nulo). Consequentemente, X,, pode

ser encontrada a partir da minimiza¢ao da norma Euclidiana do residuo:
r, = ||H,y, — feill (4.35)

Portanto, trata-se de um problema de minimos quadrados linear de tamanho n.
O processo iterativo consiste em que, na n-ésima iteracao:

1. Obtém-se q,, com o processo de Arnoldi;

2. Encontra-se y,, que minimiza ||r,,

]
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3. Calcula-se x, = Q,,¥,.;

4. Repete, se o residuo ndo € inferior a uma tolerancia preestabelecida.

Apesar do método GMRES ser amplamente utilizado e reconhecido, sendo usualmente
utilizado para resolver sistema linear grande (Baker, Jessup e Kolev| (2009)), onde a matriz
dos coeficientes € ndo-simétrica e ndo-singular, ele apresenta alguns problemas. A quanti-
dade de memodria e o tempo de execucdo sdo varidveis criticas, pois a dimensdo do sistema
linear estd intimamente relacionada com os custos computacionais (tempo e memoria) do
problema analisado (Pessanha, Paz e Prada (2012))). Por isso, o método GMRES deve ser
reiniciado apés um numero pre-especificado de iteracdes, conforme demonstrado por Saad e
Schultz] (1986). Portanto, ao reiniciarmos o método, as informagdes acumuladas sdo elimi-
nadas e os resultados mais recentes sdo usados como valores iniciais para a préxima iteracao.
Contudo, o método de reinicializagdo pode trazer o problema conhecido como estagnacao
devido a possibilidade de duas solu¢des consecutivas estarem muito proximas. Isso acontece
quando a matriz A ndo € definida positiva. Uma das maneiras de contornar essa estagnagao
estd no uso de precondicionadores no sistema inicial. Com isso surge uma série de estudos
sobre o parametro de reinicio do método, como se pode consultar nas referéncias: Joubert
(1994), |Vorst e Vuik| (1993), [Saad e Schultz (1986), [Eiermann, Ernst e Schneider| (2000) e
Embree| (2003). Vale ressaltar que tal problema nao aparece no método GMRES sem a téc-
nica de recomeco, pois 0 mesmo fornece uma solu¢do em, no miximo, n iteragdes, sendo

que n é a dimensao do sistema linear a ser resolvido.

Essa revisdo nao teve a inten¢do de esgotar o detalhamento do GMRES, mas apenas
esbocar uma nog¢do de funcionamento do método. Para uma exposi¢ao mais completa, pode-
se consultar Merkel (1998)) e Leung e Walker| (1997) para a formulagao padrao do método e
Baker, Jessup e Kolev (2009) para a versdo com parametro de reinicio varidvel.

4.6 Precondicionamento

J4 se sabe da comunidade cientifica que os métodos iterativos, especialmente 0 GMRES
que é o método utilizado nessa tese, necessitam de um recurso denominado precondiciona-
dor, que essencialmente atua com uma forma de melhorar o nimero de condi¢do do sistema
de equacdes a ser resolvido, acelerando o processo iterativo, a partir da reducao do nimero

de iteragOes para a convergéncia segundo uma dada tolerancia.

Uma escolha que tem sido feita para matriz precondicionadora, € que se mostrou efici-

ente, é usar uma matriz desacoplada, ou seja, uma matriz em blocos diagonais da forma:
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(A, 0 0 - 0 |
0 A, 0 --- 0
M=| 0 0 Ay --- 0 | (4.36)
0
0 0 0 A,

onde A; € a i-ésima submatriz ou i-€simo bloco de A, cujos coeficientes sdo formados por
célculo direto das integrais sobre os elementos na ¢-ésima folha. Esta € uma escolha muito
conveniente, matematicamente, pois para acessar a inversa da matriz M, basta simplesmente

acessar a inversa dos blocos individualmente.

Usando a matriz precondicionadora M, podemos promover a seguinte mudanga no sis-

tema de equagdes original:
Ax=Db, (4.37)
para
(M 'A)x = M 'b, (4.38)
significando precondicionamento a esquerda, ou:
(AM ) (M x) = b, (4.39)

para precondicionamento a direita, ambos os modos podem potencialmente melhorar o con-
dicionamento do sistema. A metodologia de constru¢do de matriz de precondicionamento,

usada nessa tese, segue a ideia utilizada em |Liu (2009).

Existem outras formas de precondicionadores, como se pode ver nas referéncias Saad e
Schultz| (1986) e |[Elman| (1982), onde adianta-se que cada forma pode adaptar-se com certo
tipo de problema, isto €, ndo se tem conhecimento ainda de uma forma que atenderd a todos
os tipos de problemas. Encontrar uma forma de precondicionador que seja efetivo para

diversos tipos de problemas, ainda € um tépico importante de pesquisa.

Na pratica o que se vé € que nenhum método € tido como o melhor para todas as ma-
trizes, haja vista que existem, sempre, exemplos nos quais um método podera ter melhor
desempenho que outro. Deve-se testar as opcdes e ver o que melhor atende o problema
estudado.
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4.7 Linguagem Julia

Nesta tese, todas as formulacdes desenvolvidas foram implementadas em linguagem Ju-
lia, na versdo 1.5.3. Trata-se de uma linguagem de programacao escrita em C, C++ e Scheme,
utilizando a estrutura do LLMV (Low Level Virtual Machine) como compilador. Ela tem
como finalidade otimizar o tempo de compilacdo e execu¢do do programa. Tem-se como
finalidade da linguagem Julia, produzir cédigos que sejam utilizados para situagdes onde
deseja-se um alto desempenho numérico e cientifico. Vale ressaltar que a linguagem C é uma
das mais populares atualmente, sendo ela influenciadora de outras como a linguagem Java
e a linguagem C++, sendo que esta pode ser entendida como uma extensdo do C. Scheme é
uma linguagem de programacdo que suporta mais de um paradigma de programac¢do, como
a funcional e a procedural. Assim, Julia oferece um framework no qual o programador pode

trabalhar com varios estilos.

O desenvolvimento da linguagem Julia comecou em 2009, por Alan Edelman, Jeff Be-
zanson, Stefan Karpinski e Viral Shah. O objetivo deles era criar uma linguagem que pudesse
ser rdpida e com boa eficiéncia numérica. Em 2012, o Instituto de Tecnologia de Massachu-
setts (MIT) lancou a primeira versdo de codigo aberto. Desde entdo, a linguagem se tornou
muito popular entre varios programadores, pois proporciona a facilidade que muitas lingua-
gens de alto nivel t€ém, sendo, contudo, mais eficiente no quesito desempenho.
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Capitulo 5
Método das Matrizes Hierarquicas

No método dos elementos de contorno, as solu¢des fundamentais de potencial e de de-
rivada do potencial possuem a propriedade de suavidade assintética, o que faz com que as
entradas das matrizes do MEC também compartilhem dessa mesma propriedade, principal-
mente quando o ponto fonte encontra-se distante do elemento de contorno que estd sendo
integrado. E essa propriedade é mais pronunciada nas entradas da matriz H do que com as

da matriz G, devido a singularidade forte da derivada do potencial.

A suavidade assintética faz que as matrizes H e G ganhem uma caracteristica especial
que favore a aplicacdo dos métodos de compressao matricial. Essa caracteristica especial
se refere ao posto dessas matrizes, onde espera-se que pelo menos parte de seus blocos
matriciais sejam de baixo posto. O método das matrizes hierdrquicas consiste simplesmente
em organizar hierdrquicamente os blocos matriciais de uma matriz classificando-os de baixo
posto ou de posto cheio. Os blocos de posto cheio serdo representados na forma exata,
enquanto que os de baixo posto passardo por compressao matricial gerando a economia no

uso de memoria e de operagdes aritméticas.

O posto de uma matriz A € C™*"™ € o nimero de linhas ou colunas linearmente indepen-

dentes. Dizemos que uma matriz A, de posto k, é considerada de baixo posto quando

k-(m+n)<m-n. (5.1

Uma vez satisfeita essa condi¢dao, o método das matrizes hierdrquicas com representacio de

baixo posto terd eficiéncia garantida.

A eficiéncia na reducdo do numero de operagdes aritméticas no produto matriz-vetor
vem justamente das operagdo otimizadas realizadas no ambito das matrizes hierarquicas que
incluem adi¢do, multiplica¢do, inversdo e fatoracdo ou decomposicao, conforme definido nas
referéncias Hackbush| (1999), Hackbush| (2000) e Grasedyck e Hackbusch| (2003). A seguir

seré descrito, de forma resumida, o processo de constru¢ao das matrizes hierdrquica.
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5.1 Arvore binaria

A construcdo da drvore bindria € realizada a partir do uso de uma técnica estatistica
denominada Andlise de Componentes Principais (PCA, acronimo em inglés de Principal
Component Analysis). Esta técnica foi primeiramente idealizada no ano de 1901 e desde
14 vem passando por desenvolvimentos e aprimoramentos que culminaram em sua forma
contemporanea (Jollifte (2002) e Jolliffe e Cadima (2016)).

A formulagdo proposta se desenvolve a partir de duas arvores bindrias, uma para pontos
fontes e outra para elementos de contorno. A técnica PCA constroi estas drvores efetuando a
divisdo dos pontos fontes e dos elementos de contorno, estes tltimos representados pelo seu

centro. A construgdo € feita respeitando o equilibrio entre os conjuntos divididos.

Figura 5.1: Divisdo bindria.

No estdgio inicial, a técnica encontra a dire¢do de maior variabilidade, &;, como se pode
ver na figura correspondente ao valor singular de maior valor absoluto da matriz de
covariancia das coordenadas dos dados. Dai em diante € feita a divisdo por uma linha per-
pendicular a direcdo &, &, pelo centro de gravidade = da nuvem de pontos. Fica assim
particionada a nuvem de pontos em dois conjuntos, cada um pertencente a cada um dos
semiplanos formados pela linha &;. Procede-se dessa forma para cada um dos conjuntos for-
mados em cada estdgio seguinte respeitando o niimero miximo de pontos em cada conjunto
obtido, isto €, se 0 ndmero de pontos ainda é maior do que um nimero maximo predefinido
entdo a divisdo prossegue. Cada conjunto de pontos € denominado um né da 4rvore, sendo
que o n6 que ndo se divide mais é denominado folha, veja a figura[5.2] e o n6 contendo todos

os pontos € denominado de no raiz.

Na figura temos uma representacdo esquematica de uma 4rvore com altura de trés
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niveis. Quanto menor a altura, melhor para as técnicas de representacdo de baixo posto, pois
assim espera-se blocos com tamanhos maiores.
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Figura 5.2: DivisOes bindrias para cada nd nos niveis.
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Figura 5.3: Desenho esquemdtico de uma arvore bindria.

5.2 Clusterizacao hierarquica

Uma vez que as duas drvores, uma para pontos fontes e outra para elementos de contorno,
estejam prontas, inicia-se o processo de clusterizacdo hierdrquica. Daqui em diante serao ob-
tidos grupos constituidos de dois subgrupos, um de pontos fontes, X = {x1,x2,...,Zn},
e outro de elementos de contorno, Y = {y1,¥s, ..., yn}. Estes grupos serdo definidos obe-
decendo a critérios de tamanho e de distancia entre seus subgrupos. Esses critérios estao
relacionados pela denominada condi¢do de admissibilidade geométrica conforme a seguir:

max{diam(Qx ), diam(Qy)} < ndist(Qx, Qy), (5.2)

onde

diam(Qx) = max{||z; — z;|| : z;,x; € Qx}

diSt(Qx, Qy) = Hllﬂ{”.%‘l — y]H ;€ QX € yj € Qy},

tal que 2y e {2y sdo os suportes geométricos dos conjuntos de dados X e Y, respectiva-

mente.

Os subgrupos sdo agrupados de forma eficiente de maneira a permitir a obten¢do dos
maiores blocos possiveis obedecendo a condi¢ao de admissibilidade. Os nds cujos subgru-
pos atenderem a condicdo dada na equacao nao serdao mais divididos e assim se tornam
folhas e nesse caso também dizemos que o grupo constituido por estes subgrupos ¢ admis-
sivel. O parametro 1 auxilia no controle do tamanho dos blocos e, consequentemente, na
precisdo da aproximacio, e seu valor dependeri da escala dos dados (BORM, 2008). Para
cada problema existe um valor 6timo para 7, mas para os problemas do capitulo de resultados
foi suficiente = 1. Todo o processo procura obter os maiores blocos matriciais possiveis
de baixo posto, sendo que cada bloco desse corresponde a um grupo admissivel, tornando
vidvel tratar problemas de larga escala (Hackbuschl (2016), Bebendorf] (2000), Bebendorf]

(2008)) e |Borm| (2010)). A complexidade computacional, de acordo com a implementagao,
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pode alcangcar O(N) ou O(N log N) (BEBENDORF; RJASANOW, 2003). Veja a figura
[5.4] para uma ilustragdo grafica da condigdo de admissibilidade geométrica e dos suportes
geométricos dos subgrupos.

X

n diSt(QX, Qy)

v

diam(§2x) Qx

Yy Qy diam(Qy

X
>

Figura 5.4: llustragdo gréfica da condicdo de admissibilidade geométrica e dos suportes
geométricos dos subgrupos.

5.3 Decomposicao esqueleto

Seja A, x, uma matriz que pode ser aproximada por outra, A,,x,, de posto r ou menor,
com acurécia € segundo uma norma prescrita como, por exemplo, a norma de Frobenius, isto

A — A||r < e. Suponha existir uma submatriz ndo-singular A, em A, isto é, A estéd

€,
contido nas linhas i € [ = {i1,19,...,4,} e nas colunas j € J = {j1,J2, -, Jr}, donde
podemos escrever A= A(f J ).

Definicdo: Uma decomposi¢do esqueleto de A € uma decomposicdo dada pela forma
A= CA_IR,ondeC =A(I,J)eR=A(I,J),comI={1,....m}eJ={1,...,n}. Se

o posto de A € préximo de r, isto €, se rank A ~ r, entdo também tem-se que A =~ CA R

A aproximagdo € tdo melhor quanto mais bem condicionada for a submatriz A, e é de-
mostrado que a aproximacao esqueleto requer menos memdaria € menor nimero de operacdes
aritmética do que a decomposicdo SVD (acronimo em inglés de Singular Value Decompo-
sition). Em Goreinov, Tyrtyshnikov e Zamarashkin (1997) € demostrada a acuracia da de-
composi¢do esqueleto, provando a sua eficiéncia. A decomposi¢cdo SVD tornou-se invidvel
pelo simples fato de que precisa de todas as entradas de um bloco matricial para construir
uma aproximacao de baixo posto, enquanto que a decomposi¢ao esqueleto precisa de poucas
entradas do bloco.

Para uma ilustragdo esquemitica da decomposigdo esqueleto, veja a figura [5.5] Uma
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Figura 5.5: Tlustracdo grafica da decomposi¢ao esqueleto.

parte crucial do sucesso da aproximacdo esqueleto fica por conta da escolha dos indices
das linhas e colunas. A situacdo matemadticamente ideal é selecionar esses indices adapta-
tivamente, garantindo que A tenha o maior determinante em valor absoluto possivel dentre
todas as submatrizes X r de A (Mahoney e Drineas| (2009) e Kumar e Schneider (2017)).
Existem diferentes métodos de selecionar J tal como o Método dos Vizinhos mais Préximos
(NN, acronimo do inglés Nearest-Neighbors) e que foi avaliado em problemas de alta di-
mensdo mostrando boa acurdcia (MARCH; BIROS, 2017)). Outro método é o Amostragem
de Centros de Gravidade (GCS, acronimo do inglés Gravity Centers Sampling) com acuricia
comparavel ao método ACA (AYALA; CLAEYS; GRIGORI,[2020).

A abordagem desta formulag@o proposta € selecionar J através da técnica de clusteriza-
cdo k—Means (MACQUEEN, 1967), a qual apresentou bom desempenho como serd visto
nos resultados. Um breve resumo da técnica de clusterizacdo k—Means é apresentado no

apéndice A.

Portanto para proceder a selecdo de J, a técnica de agrupamento k—Means particiona o
subgrupo dos elementos de contorno do grupo admissivel em k grupos e entdo seleciona os
k’s elementos de contorno mais préximos dos centroides dos k grupos (k << n). Os indices

dos k’s elementos de contorno comporao o conjunto J.

Em seguida, a técnica da decomposi¢do parcial QR pivotada € usada para encontrar os
elementos de I. Calcula-se o fator Q, através da decomposi¢do QR da matriz A(/, J ), e
novamente efetua-se a decomposicido QR agora aplicada ao fator Q,", para a obtencio do
vetor de permutagdo ps. O vetor po contém os indices que compordao o conjunto I,eaeles
correspondem os pontos fontes do subgrupo dos pontos fontes do grupo admissivel, que por
sua vez correspondem aos maiores valores singulares da matriz A, isto €, os principais pontos
fontes (GOLUB; LOAN, 2013)). Portanto, com isso, tem-se como resultado uma submatriz
A= A(f J ) selecionada e bem condicionada, uma vez que sdo os indices de linhas e colu-
nas mais significativas de A, ou até mesmo por referirem-se aos principais pontos fontes e
elementos de contorno do grupo admissivel. Um resumo da defini¢do da decomposicdo QR
pivotada pode ser visto no apéndice B.

Entao, recapitulando: por construgao, a formulagao proposta calcula Je, posteriormente,
usando C = A(/, J ) obtém-se I. Existem outras formas de se obter / em tempo linear, tal
como as rotinas Strong RRQR (GU; EISENSTAT, 1996) ou maxvol (GOREINOV et al.,
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2008)). Portanto, encontrar um bom conjunto de indices J é uma tarefa critica.

A decomposicdo QR pivotada estd baseada nas submatrizes da matriz H, uma vez,
espera-se, que as mesmas possuam postos matriciais mais baixos do que os das submatri-
zes da matriz G, como explicitado no inicio deste capitulo. Assim, as informagdes obtidas
das submatrizes da matriz H sdo utilizadas também no célculo das compressdes matriciais
ou aproximacgdes de baixo posto das submatrizes da matriz G. Consequentemente, existe
uma importante reducdo no nimero de linhas e de colunas em relacio ao bloco original, isso

ocorrendo para todos os blocos dos grupos admissiveis.

A implementa¢do da formulagdo isogeométrica do BEM acoplado ao método das matri-
zes hierdrquicas, proposto nesse trabalho, também experimentou uma simplificacao devido o
uso do operador extragdo de Bézier derivado da operacdo de decomposi¢do de Bézier. Aqui
a integracdo nao sofreu qualquer mudanca e foi efetuada como é feito no BEM convencional.
As integrais regulares, quase-singulares e singulares foram satisfatoriamente tratadas com a
transformacdo seno hiperbdlico (JOHNSTON; ELLIOTT, 2004). O sistema linear € tam-
bém resolvido com o método iterativo GMRES reiniciado e nao-precondicionado (SAAD;
SCHULTZ, 1986)), que satisfatoriamente convergiu em todas as simulagdes.

5.3.1 Agrupamento k—Means na aproximacao esqueleto

A acuricia da aproximacgao esqueleto, de rank r, depende do bom condicionamento da
matriz A(f J ) que, por sua vez, depende de escolhas adequadas de indices J, de colunas,
el , de linhas, ambos com cardinalidade r. Tal condicionamento esta diretamente relacio-
nado ao volume maximal do simplex formado pelos vetores colunas, ¢; € C™, de matriz
A (GOREINOV; TYRTYSHNIKOV, 2001). O volume deste simplex pode ser dado pelo

determinante de Cayley-Menger a seguir:

0 1 1 -1
1y 1 0 & - &,
- 2 2
vy = 7 — )P Lody 0 - dy |, (5.3)
1 dz1 d$2 o 0

onde dj; = ||c; — ¢j||2 para j,l=1,...,7 (SOMMERVILLE, 1958).

Para um simples argumento, suponha u : R x R — R seja a solucdo fundamental de
potencial relacionando dominios reais e que esteja sendo usada para calcular as entradas da
matriz A. Sem muito esforco algébrico, pode-se deduzir do teorema do valor médio que
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d?l = ly; — yl’2 Z |Oyu (s, ¢lj)|2, (5.4)
i=1

onde z;’s € y;’s s@o pontos fontes e pontos campos correspondentes aos subgrupos do grupo
admissivel, respectivamente, € 1/;; € um nimero real entre y; e y;. Observa-se que os valores
de d?l estdo relacionados a distancia entre os pontos campos y’s selecionados pelo conjunto
J. Portanto, se 0s pontos campos estiverem muito préximos um do outro, entdo um pequeno
valor de v, resultard, o que compromete o condicionamento da matriz A(f J ) e, consequen-

temente, diminui o desempenho da aproximagdo esqueleto.

A técnica de agrupamento k—Means, devido ao seu conceito de similaridades intragru-
pos e de diferengas intergrupos, em temos da distincia euclidiana, atua para manter esses
N ~ . ~ . » . 2

pontos campos y’s tdo distantes ou tdo diferentes quanto possivel, garantindo para que dﬂ
seja significativamente diferente de zero, preservando a independéncia linear das linhas o
maximo possivel, o que favorece o volume maximal do simplex e, finalmente, culminando

no bom condicionamento da matriz A (1, J).

5.4 Limite de erro

O célculo do limite de erro na aproximacao esqueleto com amostragem geométrica pode
ser efetuado, resumidamente, conforme a seguir: Suponha que a amostragem geométrica
tenha sido realizada e ap6s isso, foi selecionado I e .J, com |I| = |J| = r, tal que
A = A(I, J) seja ndo-singular.

Considere I = [I,{1,...,m}\I]e J = [J,{1,...,m}\J] e aplicando a fatorizacio QR
truncada na matriz permutada (f j obtém-se:
- - A A R;; R
A(LLJ) = 1 A | Qu Qup 11 Rz
As Ay Q1 Qo 0 Ry

Assim, pode-se demonstrar que:
<1
||A — CA R||2 S 2" vVn—T ||R22||2,

onde ||Rygz||2 pode ser dada em fungdo dos valores singulares de menor valor absoluto de A.

Os detalhes basicos da demonstracdo podem ser encontrados nas referéncias Ayala, Cla-
eys e Grigori| (2020) e |Golub e Loan| (2013), e apds algum esforgo algébrico chega-se a
expressao do limite.
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Capitulo 6
Resultados

Neste capitulo, com objetivo de avaliar o desempenho das formula¢des isogeométricas
rapidas propostas, trés problemas numéricos tratando de transferéncia de calor em estado
estaciondrio, em duas dimensdes, sdo analisados. O primeiro refere-se a um cilindro vazado,
em que as condi¢cdes de contorno sio constantes nos contornos interno e externo. O segundo
consiste em uma placa retangular com condi¢des de contorno varidveis ponto a ponto. E o
terceiro trata de uma placa retangular com uma quantidade crescente de orificios circulares.
Os resultados de acurdcia sdo comparados entre as duas formulagdes propostas, MECISO e
MEC usando elementos quadraticos continuos, enquanto que para o resultado de tempo de
processamento, a comparagdo ¢ feita incluindo o MECMP usando elementos constantes.

O processamento foi realizado em um computador notebook Acer com processador Intel
15 (2.3 GHz com Turbo Boost até 2.8 GHz), 8 Gigabytes de memdria RAM. A linguagem de

programacao Julia, na versdo 1.5.3, foi utilizada na implementacdo computacional.

Nos exemplos que seguem, usar-se-d, por conveniéncia, a notacdo 7' e g para representar

e~ (4 .
temperatura e ﬂuxo, cem substltulgao auc a—, respectivamente.
n

6.1 Configuracio numérica

Nos resultados de acurdcia que seguem, as duas formulacdes propostas sdo avaliadas e
comparadas com resultados do MEC convencional utilizando elementos quadréticos e ME-
CISO. Todos sa@o aplicados a problemas com solucao analitica conhecida, com excecdo do
problema da placa com orificios onde somente o tempo de processamento foi analisado. O
nimero de graus de liberdade é dado em funcdo do refinamento h que, por sua vez, insere
nds paramétricos no vetor de nés U. A cada inser¢do de nd, um ponto de controle adicional
¢ criado respeitando a equagdo (2.17). Assim ndo existe nenhuma alteracdo na geometria
dos problemas e, também, na suavidade entre as curvas de Bézier. O grau p, ou a ordem
p + 1, das curvas NURBS serdo indicadas em cada caso. O npg € o nimero de coordenadas

paramétricas da Quadratura de Gauss-Legendre e estas coordenadas serdo readaptadas pela
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transformacdo seno hiperbdlico para o célculo das integrais. Neste trabalho, para as formu-
lagdes isogeométricas, foi suficiente fixar npg = 8. A tolerancia ¢ = 107° foi usada como
ponderagdo para o critério de parada do método iterativo GMRES com reinicios (SAAD;
SCHULTZ, 1986). O critério de parada a ser utilizado € o residuo relativo definido conforme

a seguir:

) _ IIAXY — b,

RO — 6.1
bl ©1)

onde x() representa um candidato a solugiio do sistema linear na i-ésima iteragdo e || * |2

denota a norma L? para o espago dimensional finito.

O instrumento que serd usado para avaliar o desempenho dos métodos € o célculo do

h

erro da aproximagio pela norma L?, para o caso continuo, entre a solugio numérica u" e a

solugdo exata u sobre o contorno, I' = 0f2, do problema:

error = \// (u—uh)2dl. (6.2)
r

Para o caso das formulagdes isogeométricas a distribuicdo dos pontos fontes € feita pelas
abscissas de Greville, que sdo os pontos no dominio paramétrico sobre os quais os pontos
de controle tem maior influéncia, conforme demonstrado em Farin (1996), Simpson| (2012))

e Scott (2013), e sdo definidas como a média aritmética de p nds paramétricos:

1
Ai = ]—?(ﬁiﬂ + 4 i), (6.3)

com p sendo o grau da curva.

Entretanto, quando cantos ou quinas estdo presentes, especialmente para problemas tri-
dimensionais, torna-se problematico calcular os termos diagonais, uma vez que os pontos de
colocacdo estardo nos cantos. E para contornar esse obstaculo, propde-se uma mudanca nas
posicdes do primeiro e do ultimo ponto de colocacao a partir da seguinte transformagdo de

coordenadas paramétricas:

A= A+ B(A— A1)
/\2 = >\n_6<)\n_/\n—l)7

onde (3 € um coeficiente que define o deslocamento do ponto de colocagdo em sentido oposto
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ao canto. Na literatura estabeleceu-se um valor 6timo como sendo 5 = 0.5 (WANG; BEN-
SON] [2015).

A transformacdo dita acima se justifica devido a uma caracteristica da distribui¢ao das
abscissas de Greville que € a localizagdo dos pontos paramétricos conforme o grau da curva
NURBS. Se o grau € impar, os pontos paramétricos situar-se-ao nos extremos dos intervalos
de nds paramétricos, enquanto que se o grau € par, estardo no interior dos intervalos de nds

paramétricos.

6.1.1 Parametros do FMM

1. nexp é o nimero de termos da expansdao dos momentos em multipolos e ntylr é o
nimero de termos na expansdo local. nexp e ntylr, por simplicidade, foram consi-
derados iguais a 20, cujo valor pode ser estimado de acordo com a férmula — log (¢),

deduzida do cdlculo da estimativa de erro da expansdo dos momentos (LIU, 2009).

2. maxl é o nimero miximo de elementos em uma célula-folha da arvore quaterndria:

maxl = 30.
3. levmz é o nimero mdximo de niveis na drvore quaterndria: levmx = 15.

4. Para o cédlculo dos momentos foi utilizado npg = 4.

6.1.2 Parametros do método das matrizes hierarquicas

1. nnucleos é o nimero de agrupamentos produzidos pela técnica k—Means nos subgru-

pos de elementos de contorno dos grupos admissiveis: nnucleos = 5.

2. max_elem é o nimero maximo de elementos em uma célula-folha da arvore bindria:

max_elem = 30.

3. n é o parametro da condicao de admissibilidade geométrica: n = 1.

Vale ressaltar que com excecdo de nexp e ntylr do FMM, que tem estimativas espe-
cificas que podem ser dadas em fun¢do da tolerancia €, todos os outros parametros foram
numericamente definidos a partir de simulacdo com valores variados dos mesmos, para dai
visualizar aqueles valores que tem compromisso com a acuricia, precisdo, velocidade de
processamento e tamanhos dos blocos matriciais, este ultimo fator no caso das matrizes hie-

rarquicas.
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6.2 Transferéncia de calor em um cilindro vazado

Este € o problema de transferéncia de calor, por condu¢@o, em um cilindro vazado, mo-
delado como um problema 2D, como mostrado na figura [6.1] onde a solugdo analitica serd
usada para verificar os resultados de acurécia obtidos pelas formulacdes propostas, MECISO
e o0 MEC convencional usando elementos quadréticos continuos. As condi¢des de contorno
conhecidas sdo a temperatura no contorno interno, .S;, € fluxo no contorno externo, .S.. Neste

problema usa-se curvas NURBS de grau 2.

Figura 6.1: Problema de potencial em uma regido anular.

A solucdo analitica para a temperatura € dada por:

T<T) = T'Z — geTe 1082 (;) ) (64)
e para o fluxo:
Te
q(r) == a, (6.5)

onde 7; e g. sdo a temperatura e o fluxo nos contornos interno e externo, respectivamente.
r, r; e r. sdo indicados na figura[6.1|e os dados para a simulaco sdo os constantes da tabela
6.1

Na figura é possivel observar o erro de aproximacdo, pela norma L?, para a tempe-
ratura calculada ao longo dos contornos S; e S.. Nota-se que os quatro métodos convegem
para a solugdo exata, porém, as formulacdes isogeométricas com poucos graus de liberdade
atingem uma acurdcia maior em relacio ao MEC convencional com elementos quadréticos.
Apresenta-se na figura[6.3]o resultado para o cilculo do erro de aproximagdo para o fluxo de

calor e também observa-se a convergéncia dos quatro métodos para solucao exata.
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Tabela 6.1: Dados da simulagdo para o cilindro vazado.

T 1m
Te 2m
valores sugeridos T; 100 K
Qe —200 W/m?
Condutividade térmica 1 W/(mK)
valores analiticos T, 377.2588722 K
q; 400 W/m?
102 w
—%— MEC: elementos quadraticos
—&— MECISOMP
MEC: Matrizes Hierarquicas
103 F —— MECISO E

S
IS
T

Erro Relativo pela norma L2
=
(o))
T

108 ‘ ‘
10" 102 108 104
Graus de Liberdade

Figura 6.2: Cilindro Vazado: resultados de temperatura.

6.3 Problema de Moulton

Considere o problema de transferéncia de calor, também por condugdo, agora em uma
placa retangular AOBCD como mostrada na figura[6.4] com condutividade térmica constante
de valor 1 Wm ™' K1,

O contorno, embora simples, tem condi¢Oes de contorno, agora, variaveis ponto a ponto
e sdo dados a seguir, onde u representa da temperatura e ¢ o fluxo de calor em termos das
coordenadas polares r e 6:

1 0 .0 .
q(r,0) = —ﬁ <cos 5 cos f + sin 5 sin 9> em BC, (6.6)
(r,0) = — ! cosHCOSQ—s' Qs' 6) em CD (6.7)
¢ (r,0) = NG 5 in 3 sin : :
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Erro Relativo pela norma L2

103 w
—%— MEC: elementos quadraticos
—©— MECISOMP
MEC: Matrizes Hierarquicas
—%*— MECISO
104 F 1
10° F E
100 F E
107
10" 102 10° 10*

Graus de Liberdade

Figura 6.3: Cilindro Vazado: resultados de fluxo.

0 B

Figura 6.4: Dominio para o problema de Moulton.

0 0
q3(r,0) = —= <cos 5 cos 0 + sin B sin 6) em DA,

u(r,f) =0 em AO,

qa(r,0) =0 em OB.
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A solucdo analitica desse problema € dada por:

u(r,0) = \/r cos g (6.11)

4
qz(1,0) = 2 (6.12)

sing 6.13)
NG .

dy (T’ 0) =

O erro de aproximacgdo foi calculado também pela norma L?, dada na equagio (6.2),
para a temperatura no segumento OB, cujo resultado pode ser visto na figura [6.5] e para
o fluxo no segmento AO, cujo resultado pode ser visto na figura [6.6] Para as formulagGes
isogeométricas, NURBS de ordem 2, grau 1, foram usadas e para o MEC convencional foi
utilizado elementos quadraticos continuos com 8 pontos da quadratura logaritmica de Gauss
(BREBBIA; DOMINGUEZ,|1992). Vale a pena notar que as condigdes de contorno impostas
ndo sdo constantes, mas variam de ponto a ponto, incluindo uma importante singularidade no
ponto O para as condi¢des de contorno de fluxo de calor. Deve ser notado que a geometria
¢ bastante simples e pode ser representada exatamente por elementos de baixa ordem tais
como NURBS de grau 1 para o isogeométrico e elementos lineares continuos para o MEC
convencional.

Para o resultado de temperatura, pode-se ver na figura[6.5|que os quatro métodos conver-
gem para a solugdo analitica. Mas a convergéncia € um pouco mais lenta para o caso do fluxo
de calor dado na figura [6.6] que pode ser explicado pela singularidade no ponto O. Em ter-
mos de acurdcia e precisio, aqui também tem destaque para as formulacdes isogeométricas

em relacdo ao MEC convencional.

6.4 Acuracia das formulacoes propostas

Vale a pena, aqui, fazer algumas observacdes em relagdo ao desempenho das formulacdes
isogeométricas no que diz respeito a acurdcia. Conforme pode-se ver nos graficos dados nas
figuras [6.5]e[6.6] as diferengas de comportamento variam devido as especificidades
de cada método.

A formulacdo com o FMM depende de um balanceamento entre seus parametros. No
grafico da figura[6.7|pode ser constatado a influéncia direta do nimero de termos da expansao

multipolo: nimeros de termos subestimados ou superestimados podem prejudicar a precisao
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S
T

Erro Relativo pela norma L2
B
w
T

—%— MEC: elementos quadraticos
—S— MECISOMP

MEC: Matrizes Hierarquicas
—%*— MECISO

104
10'

102

108
Graus de Liberdade

10%

Figura 6.5: Problema de Moulton: resultados para temperatura no segmento O B.

Erro Relativo pela norma L2
>
T

—%— MEC: elementos quadraticos
—©— MECISOMP

MEC: Matrizes Hierarquicas
—%*— MECISO

.

1072
10°

10?

108
Graus de Liberdade

Figura 6.6: Problema de Moulton: resultados para fluxo no segmento AQO.

e acuracia do método. Em Braga (2012)), pode ser encontrado um estudo sobre a influéncia do

nimero de termos da expansdo em séries de Taylor das solu¢des fundamentais de potencial

e de fluxo potencial corroborando com o resultado obtido aqui nesta tese.

Para a formulag@o com as matrizes hierdrquicas, situacdo andloga também pode ser verifi-

cada. Um valor pequeno de nnucleos pode diminuir a acuracia do método por dois motivos:
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102 w
—*%— MECISOMP: nexp = ntylr =5
—%— MECISOMP: nexp = ntylr = 7
MECISOMP: nexp = ntylr = 10
108k MECISOMP: nexp = ntylr = 20 ]
N
—
©
g \
4 4
S 10
© N\
] \
a
o
=
©
g 10*5 L 4
o P
m
108 1
107 ‘ ‘

10" 102 10° 10%
Graus de Liberdade

Figura 6.7: Cilindro Vazado: simula¢des com variados nexp e ntylr.

um deles é o aumento do valor da funcdo de similaridades da técnica k—Means, dada na
equagio (A.2), quando a meta ¢ a diminui¢do do valor dessa fungdo a um minimo; o outro
pode ser visto como a diminuicdo das similaridades intragrupos, isto €, o centroide do grupo
passa a ser muito distinto dos demais pontos desse mesmo grupo, quando o ideal é que seja
similar. Por outro lado, um valor grande de nnucleos diminui a eficiéncia do método de

compressao matricial aumentando a complexidade do método das matrizes hierdrquicas.

Ainda no método das matrizes hierdrquicas, o fator n da condi¢do de admissibilidade,
dada na equacdo (5.2), controla o nimero de blocos de matrizes de baixo posto e a precisao
da aproximacdo. Quanto menor for o 7, menores deverdo ser os didmetros dos conjuntos
de dados dos grupos admissiveis, resultando em submatrizes menores € em maior quan-
tidade. As submatrizes menores possibilitam uma quantidade menor de aproximacdes de
baixo posto, e consequentemente uma representacao mais precisa da matriz. No entanto,
essa representacao mais precisa em razao de um menor 1 ndo € desejdvel, pois resulta em
um menor numero de submatrizes aproximadas por matrizes de baixo posto, o que também
acaba aumentando a complexidade. Por outro lado, quanto maior for o 7, menor serd a
qualidade dos grupos admissiveis, isto €, os subgrupos de pontos fontes e de elementos de
contorno ficardo mais préximos, o que diminui também a eficiéncia das aproximagdes ma-
triciais, uma vez que os postos do blocos matriciais tendem a aumentar, justificado pelo fato
de que as matrizes do MEC geralmente ndo sdo globalmente de baixo posto.

Os resultados obtidos com o MECISO foram os ja esperados, isto €, apresentaram a
maior acuricia, conforme se pode ver nos graficos citados acima, uma vez que este nao usa
nenhum método de aproximagio de baixo posto, o que inerentemente estaria absorvendo

parcelas de erros de truncamentos. Dessa forma, o MECISO fica exposto a somente erros de
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arredondamentos do sistema de aritmética de ponto flutuante.

Também podem ser observados nos graficos do cédlculo do erro, que os resultados de
temperatura possui acurdcia um pouco maior do que aqueles para fluxo. Isso pode ser expli-
cado pelo fato de a singularidade ser fraca oriunda da solu¢do fundamental de potencial, e
singularidade forte oriunda da solu¢do fundamental de fluxo potencial. Especificamente no
problema de Moulton, a acuricia é menor ainda pois soma-se a isso a significativa singulari-

dade no ponto O.

6.5 Transferéncia de calor em placa com orificios circula-

res

A fim de completar a verificacdo da eficiéncia das formulagdes rdpidas apresentadas,
propde-se simular, para analisar o tempo de processamento, o problema de transferéncia de
calor em uma placa quadrada de 1 m? de 4rea e de condutividade térmica constante igual
a1l Wm K™, com uma quantidade crescente de orificios circulares regularmente distri-
buidos. O tamanho dos orificios € modificado de modo que a soma das areas dos orificios
perfazem a proporgdo de 12.47% da drea da placa, propor¢io esta que é mantida constante
ao longo da simulacdo. Este problema foi analisado no livro do [Liu (2009), com o uso do

MECMP utilizando elementos constantes.

As condi¢des de contorno sdo: isolamento térmico nos contornos externos inferior e
superior, e temperaturas 7' = 0 e 7' = 1 para os contornos externos esquerdo e direito,
respectivamente. Também € definido fluxo nulo nos contornos internos, isto €, nos orificios.

Para um exemplo de uma placa com 16 orificios veja a figura[6.8]

SIS

Figura 6.8: Exemplo de uma placa com 16 = 4 x 4 orificios circulares.



A simulacio foi realizada variando o nimero de orificios entre 2x 2 e 10000 = 100 x 100,
o0 que resultou na variagdo do niimero de graus de liberdade (G'L) entre 100 e 100000. Foi
observado a necessidade de manter um equilibrio na quantidade de pontos de colocacao
entre as curvas NURBS do contorno externo e as curvas NURBS do contorno interno, caso
contrdrio, haveria a necessidade de usar quantidades diferentes de pontos de Gauss-Legendre
nesses contornos para a integracdo numérica, a fim de manter a precisdo. Em ndo havendo

esse equilibrio, pode ocorrer a ndo convergéncia do GMRES ou a ocorréncia de estagnacgao.

O refinamento A foi aplicado apenas no contorno externo para que se tivesse presente o
equilibrio citado anteriormente, enquanto que em cada orificio fixou-se o niimero de pontos
de colocagdo em 10. Assim, aumentou-se o nimero de graus de liberdade somente a partir

do aumento no numero de orificios e o refinamento do contorno externo.

A medi¢do do tempo de processamento calculada pela fungdo time() da linguagem
Julia, e vale ressaltar que aqui também teve-se o cuidado de deducdo do tempo de com-
pilacdo, é dada pelo gréfico loglog na figura Pode-se notar de imediato que o nimero de
operacdoes do MECISOMP € maior que o do MECMP . Também foi feito o ajuste por regres-
sdo linear nos dados do MECISOMP cujo coeficiente angular de valor 1, 0178 vem confirmar
0 que se sabe da literatura como, por exemplo, nas referéncias |Liu (2009) e [Matsumoto e
Takahashi|(2012), isto é, a ordem de complexidade O(/N') no tempo de processamento. Ana-
logamente para o método das matrizes hierdrquicas, o ajuste calculou o coeficiente angular
em 1.4951, estimando a complexidade O (N log N) (Hackbusch|(2016) e Bebendorf (2008))),
enquanto que para o MEC com elementos quadréticos, o valor foi de 2.0165.

A simulacdo com a formulacdo pelas matrizes hierarquicas e do MEC com elementos
quadraticos continuos foi finalizada no nivel de 10000 nds, em virtude de requerimentos de

memoria adicionais.

Algumas oscilagdes observadas no gréfico da figura[6.9] sdo devidas tanto a variacdo no
ndmero de iteracdes e de reinicios do método GMRES quanto aos aumentos significativos
do nimero de célula-folhas, o que diminui o nimero de operagcdes do método da expansao

em multipolos, conforme também foi constatado por Matsumoto e Takahashi (2012).
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Figura 6.9: Tempo de execugdo para placa em fun¢do do nimero de graus de liberdade.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

7.1 Conclusoes

Neste trabalho duas formulagdes isogeométricas rapidas do método dos elementos de
contorno acelerado sdo apresentadas, uma acelerada pelo método da expansao em multipolos
e a outra pelo método das matrizes hierarquicas com a aproximag¢do matricial realizada pela
decomposicao esqueleto de baixo posto acoplado a um método de amostragem geométrica.

As curvas NURBS foram usadas como fun¢des de forma e geradas por extracdo de Bé-
zier, reduzindo custo computacional e trazendo simplicidade na implementagao, tornando as
formulagdes isogeométricas muito similar ao MEC convencional em consideracdo a estru-

tura de elementos.

Os resultados mostram que as formulagdes propostas tem alta acuricia e efici€éncia ao
tratar de problemas com condi¢des de contorno e geometrias genéricas. A efetividade do

método de imposicado das condi¢des de contorno também foi verificada e mostrada.

Em relacdo ao tempo de processamento, a formulacao isogeométrica acoplada ao FMM
apresentou complexidade da ordem O(N) como ja é sabido da literatura. Enquanto que
a ordem de complexidade de operacdes da formulacdo isogeométrica acoplada ao método
das matrizes hierdrquicas foi estimado préximo de O(N log N). Vale a pena mencionar
que usando o método das matrizes H2, melhores resultados sdo esperados para as matrizes
hierdrquicas, ou seja, espera-se complexidade O(N) em termos de economia de memoria
e também de tempo computacional (Hackbusch, Khoromskij e Sauter (2000), [Hackbusch
e Borm| (2002), [Lohndorf| (2003)), [ Borm e Hackbusch| (2004), [Borm| (2006)), [Borm| (2013),
Borm e Garcke (2007), Hackbusch| (2016)). O uso das matrizes H? serd investigado em

trabalhos futuros.

Portanto, as formulacdes propostas neste trabalho mostram um horizonte promissor para
a computacgdo cientifica considerando a geracdo de malha, precisdo, acuricia, custo de arma-
zenagem e velocidade de processamento de problemas de larga escala.
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7.2 Trabalhos futuros

Para continuidade em trabalhos futuros considera-se a extensdao das formulagdes isogeo-
métricas aceleradas para problemas de potencial e de elasticidade 3D, tanto para a formula-

cdo com o FMM quanto para com as matrizes hierdrquicas.

Uma outra grande prioridade de pesquisa € a investigacao e implementacdo com as ma-
trizes H?2, que € muito promissor devido, por uma lado, a facilidade de uso, uma vez que
se trata de um método puramente algébrico e, por outro lado, devido a complexidade linear,

meta ideal dos métodos numéricos computacionais.
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Apéndice A
Algoritmo K —Means

O pesquisador da Universidade da Califérnia James B. Macqueen foi o primeiro a usar o
termo "k—means"em 1967, embora dez anos antes a ideia conceitual tenha sido concebida
pelo matematico polonés Wladyslaw Hugo Dyonizy Steinhaus. Desde entdo, o conceito pas-
sou por muitos desenvolvimentos heuristicos tornando-o computacionalmente vidvel. Hoje,
trata-se de um algoritmo de aprendizado e agrupamento ndo supervisionado usado para par-
ticionar n dados em k grupos distintos. Ele agrupa dados que compartilham caracteristicas
importantes e semelhantes dentro de algum critério de modo que, empiricamente, quaisquer
dois grupos sejam diferentes em relagdo a essas caracteristicas ou critério. Neste trabalho, a

caracteristica ou métrica que definird os grupos serd a distancia euclidiana.

Para fixar ideias, consideremos um conjunto com n pontos, P = {z;} ;. O objetivo é
particionar P em & subconjuntos C = {C;,Cs, ..., C}, onde cada C; é chamado um grupo
do conjunto C. Para cada C; é associado um y;, denominado centroide, que representard e
redefinird o grupo, sendo calculado como:

1
Yi = — E zj, (A.1)
n;
z; eC;
onde n; sera o nimero de elementos de C;.

Para verificar o ajuste dos grupos com seus respectivos elementos, uma fun¢do chamada
de funcao de similaridade é definida por:

F.(P)=> > D(xju), (A2)

=1 T eC;

onde D € a distancia euclidiana. A funcdo Fj representa a soma de todas as distancias entre
cada elemento e o centroide de seu grupo, mas também pode ser vista como uma medida de
dispersao do grupo. Como objetivo final, o algoritmo busca minimizar F encontrando uma

solu¢do local. Dado um conjunto de pontos, os passos do algoritmo sdo os seguintes:
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. Inicialmente, todos os pontos do conjunto P sdo distribuidos em & grupos aleatdrios.
. Calcula-se através da equacdo (A.I)), o centroide de cada grupo C;.

. Associa cada ponto z; € P a um grupo C;-, com o centroide y;» mais proximo do
ponto, ou seja, * = argmin D?(z;, y;).

i=1,2,....k
. Apds o passo anterior, muitos pontos terdo mudado de grupo, por conseguinte € ne-
cessdrio atualizar os centroides de cada grupo, dai o 2° passo € repetido obtendo-se os

novos centroides y; para o grupo C;.

. As duas dltimas etapas serdo repetidas iterativamente, até que os respectivos centroides
nao mudem mais ou satisfacam uma precisao estabelecida, entdo esta iteracao serd o

minimo local.

. O teste de parada € baseado na andlise das diferencas entre os centroides da iteracao
. . k — P
atual e da anterior, ou seja, > . [ly! — y/7'|| < e, onde y! representa o i—ésimo

centroide da iterag@o atual e € a precisdo prefixada.
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Apéndice B
Decomposicao Parcial QR Pivotada

Toda matriz A m X n de posto k, com k < min (m,n), admite uma decomposi¢do
A = QR, onde Q é uma matriz m X k com colunas ortonormais ¢ R é uma matriz k£ x n
quasi-triangular superior (GOLUB; LOAN, 2013). Para R ser triangular superior, a de-
composicdo exigird o pivotamento de colunas da matriz A e isto introduz uma matriz de
permutagio P, consequentemente AP = QR < A = QRP'. Decorre da acio da matriz
de permutaciao P que os elementos diagonais de R sdo ndo crescentes, melhorando assim a
precisdo e fornecendo uma base para um conhecimento mais preciso do posto numérico de

A com custo computacional menor que a decomposi¢do SVD.

Para calcular uma decomposicdo QR parcial pivotada, sdo realizadas sucessivas ortogo-
nalizacdes com pivotamento sobre as colunas da matriz A uma a uma. Esta tarefa é finalizada
quando a norma de Frobenius das colunas restantes for menor que uma determinada toleran-
cia computacional €. Para isso, seja £ o menor nimero de passos para o qual essa tolerancia é
alcangada, portanto, o processo resulta na fatoracdo A = QR + E, de onde vem a fatoragao
parcial A ~ QR, onde E é uma matriz de residuos satisfazendo |E||r < ¢, Q é uma matriz
ortonormal m X ¢ e R é uma matriz triangular superior ¢ x n. O custo computacional desta
decomposic¢do parcial é O(¢mn), que por sua vez € menor que O(mnmin (m,n)) para a
decomposicao SVD (HALKO; MARTINSSON; TROPP, [2011).
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