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Abstract

Let G be a finitely generated pronilpotent group. In this work we consider the
conditions:

(%) For every z,y € G there are positive integers n = n(z,y) and ¢ = ¢(x,y) such
that [z, ,y7] = 1;

(xx) For every z,y € G there are positive integers n = n(z,y) and ¢ = q(z,y)
such that [z7, ,,y] = 1.

We show that if G satisfies (%) then G is a virtually nilpotent group. If G
satisfies (#*) then G is nilpotent. When G is a finitely generated soluble (abstract)
group satisfying (k) or (%), we show that G is virtually nilpotent. This generalizes
Gruenberg’s theorem which says that every finitely generated soluble Engel group is
nilpotent.

Keywords: Engel Elements, Pronilpotent Groups, Soluble Groups.



Resumo

Seja G' um grupo pronilpotente finitamente gerado. Neste trabalho, consideramos
as seguintes condigoes:

() Para quaisquer z,y € G existem inteiros positivos n = n(x,y) e ¢ = q(x,y)
tais que [z, ,y7] = 1;

(xx) Para quaisquer z,y € G existem inteiros positivos n = n(z,y) e ¢ = q(x,y)
tais que [29, ,y] = 1.

Mostramos que se G satisfaz (x), entao G é um grupo virtualmente nilpotente.
Se G satisfaz (xx), entdo G é um grupo nilpotente. Quando G é um grupo (abstrato)
soltvel finitamente gerado satisfazendo (%) ou (x*) entdo G é virtualmente nilpotente.
A ultima afirmacao generaliza o teorema de Gruenberg que diz que todo grupo solivel
Engel finitamente gerado é nilpotente.

Palavras-chave: Elementos Engel; Grupos Pronilpotentes; Grupos Soluveis.
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Introducao

A teoria de grupos com condi¢oes de Engel tem inicio essencialmente com os
trabalhos de W. Burnside [13, 14] em 1902. Um elemento g de um grupo G é dito

ser Engel se para cada x € G existe um inteiro positivo n = n(z) tal que

[I,ng] =1,

onde [z,19] = [z, g] e [z, sg] = [[7, s-19], 9] para qualquer s > 1. Quando n pode ser
escolhido independente de x entao dizemos que g é n-Engel. Se todos os elementos de
um grupo G sdo Engel (n-Engel) entdo dizemos que G é um grupo Engel (n-Engel).

Um grupo G é dito ser localmente nilpotente se qualquer subconjunto finito de
(G gera um subgrupo nilpotente. As condicoes de Engel generalizam a propriedade
de nilpoténcia local em grupos. De fato, E. S. Golod mostrou em 1964 que existem
grupos finitamente gerados Engel que nao sao nilpotentes [21]. Por conta disso,

podemos fazer o seguinte questionamento:

Pergunta. Quais condi¢oes sao suficientes para que um grupo finitamente gerado

Engel seja nilpotente?

Foram obtidos vérios resultados que respondem a pergunta anterior [57], sendo

que um dos primeiros resultados, devido a M. Zorn (1936), diz que todo grupo finito

13
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Engel é nilpotente [68]. Algum tempo depois, em 1953, K. W. Gruenberg mostrou
que a condicao de solubilidade também nos da uma resposta para tal questionamento,

quando divulgou o seguinte resultado:
Teorema. [22, Theorem 1] Todo grupo solivel finitamente gerado Engel € nilpotente.

E valido notar também que condigoes de Engel em algebras de Lie possuiram um
papel importante no desenvolvimento da Teoria dos Grupos. Uma &dlgebra de Lie L
é um espago vetorial com uma operagao [,| : L x L — L chamada produto de Lie,
que € bilinear, anticomutativa e satisfaz a identidade de Jacobi. Uma algebra de Lie

L é dita ser n-Engel se, para todos =,y € L, tivermos

['CE’ ny] = 0.

Estudos de W. Magnus e I. N. Sanov (veja, por exemplo, [36, 38, 46]), feitos entre
as décadas de 1930 e 1950, mostravam que o estudo de algebras de Lie m-geradas,
(p — 1)-Engel sobre um corpo com p elementos traria uma resposta positiva para o
Problema Restrito de Burnside (PRB) para grupos de expoente primo p [23], o qual,
neste caso, questiona se existe um nimero dependendo de m, p que limita a ordem
de qualquer grupo finito m-gerado e de expoente p.

Mais tarde, em 1991, E. Zelmanov deu uma solugao completa para o PRB
utilizando também métodos de Lie [63, 65] e tais métodos trouxeram grandes
contribuicoes para Teoria de Grupos, sobre as quais podemos citar as referéncias
[47, 48, 49, 50, 58, 60].

Lembramos que um grupo topoldgico G é dito ser profinito (pronilpotente) se
for compacto, totalmente desconexo e GG/L é finito (nilpotente finito) para todo
subgrupo normal aberto L de G. O seguinte teorema foi demonstrado por Wilson e

Zelmanov (1992) para grupos profinitos Engel:

Teorema. [60, Theorem 5] Um grupo profinito € localmente nilpotente se, e somente
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se, € Engel.

Generalizacoes das condicoes de Engel tém sido investigadas para outras classes
de grupos como grupos residualmente finitos [9, 55|, grupos lineares [52] e grupos
compactos [7, 29]. Um grupo G é dito ser virtualmente nilpotente se possui um
subgrupo normal N nilpotente tal que G/N é finito. Neste contexto, uma generaliza-
¢ao do teorema de Wilson-Zelmanov foi obtida por Bastos e Shumyatsky (2015) no

seguinte sentido:

Teorema. [7, Theorem 1.1] Seja G um grupo profinito finitamente gerado tal que
para todo x € G existe um inteiro positivo ¢ = q(x) tal que x? € Engel. Entdao, G é

virtualmente nilpotente.

Neste trabalho, investigamos grupos soluveis e grupos pronilpotentes finitamente
gerados com as condigoes (%) e (xx) dadas por:

(x) Para todos z,y € G existem inteiros positivos n = n(x,y) e ¢ = q(z,y) tais
que [z, 99 = 1;

(xx) Para todos z,y € G existem inteiros positivos n = n(z,y) e ¢ = q(x,y) tais
que [z7, ,y] = 1,

e obtivemos os seguintes resultados:

Teorema A. Seja G um grupo solivel finitamente gerado satisfazendo (x) ou (%x).
Entao, G € virtualmente nilpotente.

Teorema B. Seja G um grupo pronilpotente finitamente gerado.

(a) Se G satisfaz (x), entao G € virtualmente nilpotente.

(b) Se G satisfaz (xx), entao G € nilpotente.

Nossos resultados foram publicados em [53]. Acreditamos que o Teorema B é

valido para todos os grupos compactos, mas até o momento nao obtivemos sucesso.
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Observamos que o Teorema A generaliza o Teorema de Gruenberg (1953) para
grupos soliveis citado anteriormente.
A demonstracao do Teorema A é feita por inducao no comprimento derivado do

grupo G e a seguinte proposi¢ao nos ajuda a alcancar este objetivo:

Proposicao C. Seja G um grupo finitamente gerado satisfazendo (x) ou (xx). Entdo

o subgrupo comutador G' € finitamente gerado.

Este trabalho esta dividido em 5 capitulos. No Capitulo 1 fazemos um resumo dos
conceitos principais usados no texto, comecando com algumas defini¢oes em teoria
de grupos abstratos, seguindo por grupos topoldgicos com destaque para grupos
profinitos e finalizamos com algebras de Lie.

O Capitulo 2 é dedicado a condicoes de Engel em grupos, contendo alguns
resultados principais que surgiram no desenvolvimento dessa teoria, desde os trabalhos
de Burnside até os trabalhos que motivaram nossos resultados e finalizamos o Capitulo
2 demonstrando a Proposigao C.

No Capitulo 3, demonstramos o Teorema A e no Capitulo 4 demonstramos o
Teorema B.

No Capitulo 5 dedicamos um espaco para fazer nossas consideracoes finais trazendo

alguns resultados mais recentes e perguntas relacionadas a condigoes de Engel.



Conceitos Preliminares

Neste capitulo faremos um resumo dos principais conceitos e resultados utilizados
no desenvolvimento deste trabalho, comecando com conceitos em Teoria de Grupos
Abstratos, seguindo com Grupos Profinitos e, por fim, fazendo mencao de Métodos
Lie Tedricos em teoria de grupos. Mais detalhes dos conteidos aqui citados podem

ser consultados, por exemplo, nas referéncias [16, 31, 45].

1.1 Grupos Abstratos

Seja G um grupo e X C G. Usaremos a notacao (X) para subgrupo gerado por
X. Se G possui um subconjunto finito X tal que G = (X), entao dizemos que G é

um grupo finitamente gerado.

Definigao 1.1.1. Seja X uma propriedade de grupos. Um grupo G é dito ser localmente

X se todo subgrupo finitamente gerado de G tem a propriedade X.

Definicao 1.1.2. Seja X uma propriedade de grupos. Um grupo G € dito ser vir-
tualmente X se G possui um subgrupo normal N tal que N possui X e G/N ¢é

finito.

Exemplos 1.1.3.

17



18 Capitulo 1. Conceitos Preliminares

1. Um grupo G ¢ localmente finito quando todo subgrupo finitamente gerado de G é

finito;

2. Um grupo G é virtualmente abeliano quando G possui um subgrupo normal N tal

que N é um grupo abeliano e G/N é finito.

Sejam X, Y subgrupos de um grupo G. Denotamos por X o menor subgrupo
de G contendo X que é normalizado por Y. Obviamente, X¥ = (y ' Xy |y € V).
Em particular, quando Y = G chamamos X% de fecho normal de X em G.

Alguns resultados que serao citados ao longo do texto sao obtidos sob a condigao
de grupos que satisfazem identidades e tal propriedade esté relacionada com o conceito
de palavras de grupo.

Uma palavra de grupo, ou simplesmente palavra, é um elemento nao trivial
w = w(xy,Tg,...,25) do grupo livre FF = F(X), onde X = {z7,29,...} é um
conjunto de geradores livres de F'. Neste texto, nossas palavras sao tomadas na sua
forma reduzida. Para mais detalhes sobre grupos livres e suas propriedades veja, por

exemplo, [45, Cap. 2].

Definigao 1.1.4. Sejam G um grupo e w = w(wy,xs, ..., xs) uma palavra. Um grupo

G ¢ dito satisfazer a identidade w =1 se w(gq,...,gs) = 1 para todos g1,...,gs € G.

Seguindo J. Wilson e E. Zelmanov [60] definimos o que significa um grupo

satisfazer uma identidade de classes laterais.

Definigao 1.1.5. Um grupo G é dito satisfazer uma identidade de classes laterais se
existirem uma palavra w = w(xy, ..., Ty), elementos ai, ..., ay, € G e um subgrupo

H < G tais que w(ayhy, ..., anhy) =1 para todos hy, ... hy, € H.

O teorema a seguir, devido a Tits, garante uma propriedade muito 1til em grupos
lineares finitamente gerados. Lembramos que um grupo G ¢ dito ser linear se for
isomorfo a um subgrupo do grupo G L, (K) das matrizes inversiveis n x n para algum

corpo K e algum inteiro positivo n.
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Teorema 1.1.6. (Alternativa de Tits)[56, Corollary 1] Um grupo linear finitamente
gerado ou contém um subgrupo livre nao-abeliano ou tem um subgrupo solivel de

indice finito.

Comutadores

A seguir definiremos comutador de grupo e demonstraremos algumas propriedades
relacionadas. Outras propriedades podem ser facilmente verificadas utilizando a
definigdo ou podem ser encontradas nas referéncias (veja, por exemplo, [45, Cap. 5]).

Sejam G um grupo, x1,xs € G. O comutador de xy e x5 é dado por

_ -1, -1 _ =1
[T, x0] = 2] @y 1129 = 2] X7

Mais geralmente, para s > 2 e elementos x1, ...,z € G, denotamos recursivamente
o comutador dos elementos x1, ...,z pela regra
['Ilv s axs] = Hxlv s 7‘7;8—1]7 l’s],

onde [x1] = x1, por convengao.

Chamamos de comutador de peso 1 a qualquer elemento g € G e, indutivamente,
definimos comutador de peso s > 2 a qualquer comutador da forma [wy, ws] onde w; é
um comutador de peso n; < s e wo ¢ um comutador de peso ny < s com ny + ng = s.

Para todo inteiro nao negativo n define-se indutivamente o n-ésimo comutador

de Engel por

(21, 0%2)] = 15 21, n%a] = [[T1, n_122], x2] para todo n > 1.

As afirmacoes do seguinte lema serao usadas no texto sem referéncia.
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Lema 1.1.7. [45, 5.1.5, Exercise 5.1.4] Para quaisquer elementos x,y, z de um grupo

G e um inteiro positivo r, as sequintes identidades sao validas:
(a) [y, 2] = [2,2][y, 2] = [z, 2][z, 2, Y][y, 2];

(b) lw,yz] = [2, 2w, y* = [, 2][, yllw, v, 2];

() o, 2] = ([0, 27)" = [, 2] = [z,a]" s

() [e,y] = [, ylle. gl oyl ey = TS0yl

(e) (Identidade de Hall-Witt) [z,y 71, 2)¥[y, 271, 2]*[z, 271, y]* = 1.

Seguindo J. Wilson e E. Zelmanov [60] trazemos uma generalizacao da afirmacao
(a) do Lema 1.1.7. Tal generalizagao ja é conhecida na literatura e sua demonstracao

serd feita para conveniéncia do leitor.

Lema 1.1.8. Sejam G um grupo, x,y,z € G en > 1. Entao,

[.Iy, nz] = [:U> nz] [y, nZ]U(l‘, Y, Z),

onde v(z,y,z) € um produto de comutadores de pesos pelo menos n + 2 envolvendo

x,y e envolvendo z pelo menos n vezes.

Demonstragao: Faremos inducao em n. Se n = 1 entao
vy, 2] = [z, 2]y, 21h(z, y, 2),
com h(z,y,2) = [z, z,y][[z, z,y], [y, z]]. Agora suponhamos que para n > 2 temos
[2y, n12] = [2, n-12][y, n12t (2, , 2),

onde t(z,y, z) é um produto de comutadores de pesos pelo menos n + 1 envolvendo
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x,1y e envolvendo z pelo menos n — 1 vezes. Denote

a=[z,,12], b=1[y,n12] et =1t(x,y,z).

Assim,

[zy,n2l = [l2y,n12], 2]
= [abt,z]
= |[a,z][a, z, bt][bt, 2]

= |[a,2][a, 2, t][a, z,b][a, z, b, t][b, Z][b, 2, t][t, 2] (1.1)

Afirmamos que o lado direito de (1.1) é

(2, n2][y; nzlo(, y, 2),

onde v(z,y, z) é um produto de comutadores de pesos pelo menos n + 2, envolvendo
x,1y e envolvendo z pelo menos n vezes. De fato, basta analisar os comutadores em
(1.1) que contém ¢ em uma de suas entradas.

Assim, escreva t = y,y5 onde y; é um comutador de peso pelo menos n + 1,
envolvendo x e y e envolvendo z pelo menos n — 1 vezes e ys é o produto dos demais

comutadores aparecendo em t. Segue que

[tv Z] = [yly%z] = [yl,z][ybzvyﬂ[y%z]' (1'2>

Da mesma forma, para cada g sendo um dos elementos [a, z], [a, 2, b], [b, z] obtemos

[9,t] = g, v192] = (9, %2)[9, w1]l9; 1, v2]- (1.3)
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De (1.2) e (1.3), depois de um nimero finito de passos, obtemos que [t, z] e [g, t] sao
produtos de comutadores de pesos pelo menos n + 2, envolvendo x,y e envolvendo z

pelo menos n vezes. Portanto, segue de (1.1) que

[xyvnz] = [a7z] [bv z]v(x,y,z) = [JZ,nZ][y,nZ]U(ZE,y,Z),

onde v(z,y, z) é um produto de comutadores de pesos pelo menos n + 2, envolvendo

x,1y e envolvendo z pelo menos n vezes. [

De modo semelhante, obtemos o seguinte lema.

Lema 1.1.9. Sejam G um grupo, x,y,z € G, e sejam n e q inteiros positivos. Entao

[xy7 Zq? nz] = [x7 Zq? nz] [y? Zq? nz]v(‘IJ y? Zq? Z)?

onde v(x,y, 2z, z) € um produto de comutadores de pesos pelo menos n+ 3 envolvendo

x,y ez, e envolvendo z pelo menos n vezes.

Demonstragao: A demonstracao sera feita por indugao em n como na prova do Lema

1.1.8. Suponha n =1 e escreva

a= [‘T’ Zq]v b= [y7zq}7 c= [x,zq,y] e d= [[xvzq7y]7[y7zq]]‘

Desde que [xy, 29] = abed, obtemos

[xy, 29, 2] = [abcd, 2]
= la, z][a, 2z, bed] [bed, 2]

= |a,z][a, 2, bcd][b, 2][b, 2, cd][cd, 2]

= [a, 2][b, z]h(z,y, 29, 2).
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onde h(z,y, 2% z) é um produto de comutadores de pesos pelo menos 4, cada um
deles envolvendo z,y, 27 e z.
Agora o passo de inducao para n > 2 é similar ao que foi feito na prova do Lema

1.1.8. [

Observagao 1.1.10. Embora as expressoes de v(z,y, 2) e v(z,y, 29, ) nos Lemas 1.1.8
e 1.1.9 nao sejam explicitas em geral, elas sao muito 1teis quando os elementos
envolvidos pertencem a subgrupos G; < G com a propriedade que [G;, G;] < Gy,
(por exemplo, termos da série central inferior de GG, definidas mais adiante). Esta

utilidade sera vista em uma de nossas demonstragoes.

Sejam A e B subconjuntos de um grupo G. Definimos o subgrupo [A, B] como

[A,B] = (ja,b][a € Aebe B).

Em particular, o subgrupo [G, G] gerado por todos os comutadores de G é chamado
de subgrupo comutador de G, as vezes denotado por G’.

A sequéncia de subgrupos G dada por

GO =¢qg, g = [G(n—l)’ G(”_l)],n >1

forma uma série descendente chamada de série derivada de G.

Definicao 1.1.11. Um grupo G € dito ser solivel quando existe um inteiro nao negativo

n tal que G™ = 1.

Observagao 1.1.12. O menor inteiro n para o qual G™ = 1 é chamado de comprimento
derivado de G, o qual denotaremos por dl(G). Portanto, um grupo tem comprimento

derivado 0 se, e somente se, tem ordem 1; grupos com comprimento derivado no
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maximo 1 sao abelianos; e um grupo com comprimento derivado no méaximo 2 é

chamado de grupo metabeliano.

O seguinte lema é uma consequéncia da identidade de Hall-Witt para grupos

metabelianos.

Lema 1.1.13. Seja G um grupo metabeliano e z € G'. Entao [z, z,y] = [z,y, x| para

todos x,y € G.

Demonstragao: Dado que G’ é abeliano e z € G, segue da Identidade de Hall-Witt
com 71y, 2 que

-1

Ve Yz, z, g =1

ly, 2~

Agora basta notar que

O resultado segue. [

A seguinte classe de grupos é um caso particular de grupos soliveis.

Definicao 1.1.14. Um grupo G € dito ser nilpotente de classe ¢ quando ¢ € o menor

inteiro nao negativo tal que [x1,xq,...,Tcr1] = 1 para todos x1,...,x.41 € G.

Um grupo nilpotente também pode ser definido usando a série central de subgrupos

N(G) =G> %(G) > >7(G)>---

onde 7, (G) = [Yn-1(G), G],n > 2. Assim, um grupo ¢ dito ser nilpotente de classe ¢
se Ye+1(G) =1 e ¢ é o menor inteiro nao negativo com essa propriedade. A série de
subgrupos acima é chamada de série central inferior de G e cada subgrupo v (G) é

chamado de k-ésimo termo da série central inferior de G.
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Definimos o centro Z(G) de um grupo G como

Z(G)={z € G|z 9] =1 para todo g € G}.

Teorema 1.1.15. Um grupo G € nilpotente de classe ¢ > 1 se, e somente se, G/Z(Q)

¢ nilpotente de classe ¢ — 1.

Em nossos resultados no capitulo 4 trabalharemos com grupos que envolvem
p-grupos finitos, onde p é um ntmero primo. Relembramos que um p-grupo é um
grupo em que todos os seus elementos tém ordem igual a uma poténcia de p. Mais
geralmente, seja m um conjunto de niimeros primos. Chamamos de w-grupo ao grupo

cuja ordem ¢ divisivel somente por niimeros primos que estao em 7.

Observagao 1.1.16. Seja p um nimero primo. Dado que p-grupos finitos possuem
centro nao trivial, eles sao nilpotentes. Quando a ordem de um p-grupo finito é
p",n > 2, entao sua classe de nilpoténcia é no maximo n — 1 e satisfaz a identidade

[z, x9,...,2,] = 1. Para o caso n < 2, a identidade [z, 23] = 1 é satisfeita.
Seguindo as Definicoes 1.1.1 e 1.1.2, destacamos os seguintes casos quando X ¢ a

propriedade de um grupo ser nilpotente.

Definicao 1.1.17. Um grupo G € dito ser localmente nilpotente se todo subgrupo

finitamente gerado de G é nilpotente.

Definicao 1.1.18. Um grupo G ¢ dito ser virtualmente nilpotente se G possui um

subgrupo normal N tal que N € nilpotente e G/N € finito.

Finalizamos este topico com dois teoremas bem conhecidos e tteis. O seguinte é

devido a H. Fitting.

Teorema 1.1.19. [45, 5.2.8] Sejam M e N subgrupos normais nilpotentes de um grupo
G. Suponha que ¢ e d sejam as classes de nilpoténcia de M e N, respectivamente.

Entdao, MN € um subgrupo normal nilpotente de G de classe no mdximo ¢+ d.
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E conhecido que nilpoténcia nao é uma propriedade fechada para extensoes. Um
resultado que nos auxilia a contornar esta dificuldade foi dado por P. Hall e faremos

a sua demonstracao na sequéncia. Para isso, lembramos os seguintes lemas.

Lema 1.1.20. [31, Lemma 1.17] Seja G um grupo. Se A, B,C sdo subgrupos normais
de G entao
[AB,C] = [4,C][B,C].

Lema 1.1.21. [31, Corollary 3.3] Sejam A, B,C' subgrupos normais de um grupo G.
Entao,

(4, B], €T < [[B, C, AJ[[C; A], BJ.

Teorema 1.1.22. [31, Theorem 3.26] Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de
G tal que N € nilpotente de classe k e G/N' € nilpotente de classe c. Entio, G €

nilpotente de classe no mdzimo f(k,c) = (c—1)k(k+1)/2+ k.

Demonstragao: Usando o fato que G/N’ é nilpotente de classe ¢, usaremos indugao

em k € N para mostrar que
Vie)+1(G) < Y1 (N), onde f(k,c) = (c = Dk(k+1)/2+ k.

Para k = 1, nossa hipdtese nos diz que y..1(G) < 72(N), como queriamos. Suponha-

mos que Y(kc)+1(G) < Ye+1 (V). Para quaisquer s € N notamos que o subgrupo

Vitkors+1(G) = Vi1 (G), G, ..., Gl
——

S

[7k+1(N)7G? . 7G]

= [N,...,N,G,...,G). (1.4)
——— ——

k+1 s

IN
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Vamos analisar o lado direito de (1.4). Usando o Lema 1.1.20 e o Lema 1.1.21 temos

IN,...,N,G] <[[N,G],N,...,N][N,[N,G],N,...,N]...[N,...,N,[N,G]],
N——

e, portanto,

N,....,N,G,....G]
——— ——

k+1 s i1t ig =8

IN

I[I [v6G...¢.....[ING....Gl]. (L5

i1 Tk41

Considerando s = (k + 1)(c — 1) + 1, temos que pelo menos um dos i; na soma
11+ +ix1 = S é maior que c—1 e, consequentemente, cada comutador no produto

(1.5) contém uma entrada da forma

[N,G,...,G] com i, > c. (1.6)
——

i

Observe que, pelo Lema 1.1.21, conseguimos “transpor” cada subgrupo normal A, B, C

para o inicio de cada comutador da seguinte forma:
[4, B], C] < [[B, C1, AJ[[C, A], B] = [[C, B], A][[C, A], B].

Com vérias aplicagoes dessa inclusdo, colocamos o subgrupo da forma (1.6) para

o inicio de cada fator em (1.5) e escrevemos [N, G,..., G| no lugar de qualquer
——

C

[N,G,...,G],i, > ¢ e N no lugar dos demais [N, G, ..., G|, obtendo a seguinte
—— ——

ir i
inclusao

i1t Fig1=$
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Como resultado, segue de (1.4) e da hipdtese v.41(G) < [N, N] que

Vike+s+1(G) < [[N,G,....,G],N,...,N]

< [[G,...,CG],N, ,l;V]
o K
< [[N,N],N,...,N] = vea(N). (1.7)

Por fim, dado que

flk,e)+s = (e—=Dk(k+1)24+k+(k+1)(c—1)+1
= (c=1k+1)(k+2)/2+k+1

= f(k+1,¢

segue que V(k+1,0)+1(G) < Yrg2(V), como queriamos. n

Elementos Engel

A seguir definiremos grupos com condicoes de Engel. Tal conceito generaliza
a propriedade de nilpoténcia local em grupos. No préximo capitulo falaremos um
pouco mais sobre o desenvolvimento das pesquisas relacionadas a essas condigoes
e no ultimo capitulo reservamos um espaco para generalizagoes das condigoes de
Engel em grupos. Para mais detalhes sobre grupos com condi¢oes de Engel e suas

propriedades, veja por exemplo [1, 44, 45, 57].

Definigao 1.1.23. Sejam n um inteiro positivo, G um grupo e g € G.

1. Dizemos que g € Engel se para qualquer x € G existe um inteiro positivo n = n(x)
tal que [x,,g] = 1. Quando todo elemento de G € Engel, dizemos que G é um grupo

Engel;
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2. Dizemos que g é n-Engel se [x,,g9] =1 para todo x € G. Quando todo elemento de
G € n-Engel dizemos que G ¢ um grupo n-Engel ou que satisfaz a n-ésima condicdo

de Engel.

Na literatura é comum encontrar distingao entre elementos Engel a esquerda e
elementos Engel a direita, e tal distingao é feita de acordo com a posicao da variavel
no n-ésimo comutador de Engel. Mais especificamente, um elemento g € GG é dito ser

Engel a direita se para qualquer x € G existe um inteiro positivo n = n(x) tal que
lg, nz] = 1.
Observagoes 1.1.24.

1. Na Definigao 1.1.23 (e em todo o nosso trabalho) estamos considerando elementos
Engel a esquerda;

2. Elementos 1-Engel de um grupo G sao exatamente elementos que estao no centro
de GG. Por outro lado, o conjunto de elementos 2-Engel de um grupo G pode nao
formar um subgrupo de G (veja, [44, pag 45]). Mais geralmente, existem grupos em
que o produto de elementos Engel nao é necessariamente um elemento Engel (veja,
por exemplo, [5, 17]), em particular, o conjunto de elementos Engel ndo forma um

subgrupo em geral.

No que segue, veremos que o conjunto de elementos Engel de um grupo contém

um subgrupo chamado radical de Hirsch-Plotkin.

Proposicao 1.1.25. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G.
(a) Se g € N e N é nilpotente de classe n, entio g é (n + 1)-Engel;
(b) Se g€ N e N ¢ localmente nilpotente, entao g é Engel.

Demonstragao: A afirmacao (a) segue do fato que, se N é normal, entao para todo
x € G temos [x,g] € N. Logo, dado que N é nilpotente de classe n temos que

1= [[z,9],ng] = [, n+19], em particular g é (n + 1)-Engel.
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Agora, suponhamos que N seja localmente nilpotente. Entao, o subgrupo
([x,g],9) < N é nilpotente de classe ¢, para algum c. Portanto, para cada x € G
existe um inteiro ¢ = ¢(x, g) tal que [z, .y19] = 1, em particular, g é um elemento

Engel de G e a afirmagao (b) segue como queriamos. ]

O seguinte resultado é um andalogo ao Teorema de Fitting 1.1.19 para grupos

normais localmente nilpotentes.

Teorema 1.1.26. (Hirsch-Plotkin)[45, 12.1.2] Seja G um grupo. Se H e¢ K sdo
subgrupos normais localmente nilpotentes de G, entao HK € um subgrupo normal

localmente nilpotente de G.

Um coroldrio imediato da proposigao anterior (veja [45, 12.1.3]) é que em qualquer
grupo GG existe um tinico subgrupo normal maximal localmente nilpotente, chamado
de radical de Hirsch-Plotkin. Em particular, pela Proposicao 1.1.25, o conjunto dos
elementos Engel de G' contém radical de Hirsch-Plotkin.

Duas questoes importantes surgem no estudo de elementos Engel de um grupo G,

as quais sao:

Pergunta 1.1.27. Sob quais hipotéses temos que o radical de Hirsch-Plotkin de G

coincide com o conjunto de elementos Engel de G'?

Pergunta 1.1.28. Sob quais condicoes o conjunto de elementos Engel de G forma um

subgrupo?

Avangos relacionados a essas perguntas podem ser consultados em [1].

Condicao Maximal em Subgrupos

Dedicamos este topico para relembrar o conceito de condicao maximal em sub-

grupos.
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Definicao 1.1.29. Um grupo G € dito satisfazer condi¢cao mazximal em subgrupos se
qualquer conjunto nao vazio de subgrupos de G, parcialmente ordenado pela inclusao,

possut um elemento maximal.
Grupos com condi¢ao maximal em subgrupos possuem a seguinte caracterizacao.

Teorema 1.1.30. [45, 3.1.6] Um grupo G satisfaz condi¢do maximal em subgrupos se,

e somente se, todo subgrupo de G € finitamente gerado.

O teorema a seguir mostra que condi¢ao maximal em subgrupos é uma propriedade

fechada para extensoes.

Teorema 1.1.31. [45, 3.1.7] Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G.
Suponha que N e G/N satisfazem condi¢ao mazximal em subgrupos. Entao G também

satisfaz.

Finalizamos este topico com o seguinte teorema, devido a R. Baer, que nos da

uma condigao suficiente para um grupo satisfazer condicao maximal.

Teorema 1.1.32. [45, 5.2.17] Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado. Entao

G satisfaz condicao maximal em subgrupos.

1.2 Grupos Profinitos

Nesta secao traremos algumas nogoes de uma classe de grupos que generaliza
a classe dos grupos finitos, os chamados grupos profinitos. Tais grupos envolvem
conceitos de topologia, os quais serao ligeiramente mencionados aqui.

Para mais detalhes sobre grupos profinitos e suas propriedades veja, por exemplo,

[16, 43, 59] e para mais detalhes sobre espagos topolégicos veja, por exemplo, [27].
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Definicao 1.2.1. Um grupo topoldgico G é um conjunto que € simultaneamente um

grupo e um espaco topologico para o qual a aplica¢ao

GxG—=G, (g,h)— gh™!

¢ continua, onde G x G € equipado com a topologia produto.

Dizemos que um conjunto G é um grupo compacto (Hausdorff) quando G for
um grupo topoldgico e, visto como espago topoldgico, é um espago compacto (resp.

Hausdorff). A seguir, enunciamos alguns fatos basicos em grupos topolégicos.

Lema 1.2.2. [59, Lemma 0.3.1] Seja G um grupo topoldgico.

(a) As funcoes (z,y) — xy de G x G para G e a fungdo x — = de G para G sdo

continuas.

(b) Todo subgrupo fechado de indice finito em G € aberto. Se G € um grupo compacto,

entao todo subgrupo aberto de G tem indice finito.

(¢) G € Hausdorff se, e somente se, {1} € um subconjunto fechado de G.

Sejam (G e G espacos topologicos. Considere o produto cartesiano P = G X Go
com a topologia produto e a proje¢ao canonica m; : P — G; dada por m;(z1,z2) = x;
para cada i = 1,2. Lembramos que uma funcao f : X — P de um espaco topoldgico
X em P é continua se, e somente se, a composicao m; f : X — G; é continua para
todo 7 = 1,2, e que composicao de fungoes continuas é continua. Com isso, podemos

fazer a seguinte observacao que sera usada em nossas demonstragoes:

Observagao 1.2.3. Seja G um grupo topoldgico. Entao, para inteiros positivos ¢, r, s, t
ea € (G, afuncao G x G — G dada por (g1, g2) — [97,:92] e a funcao G — G dada

por g — [g, sa”] s@o continuas. Se G é Hausdorff, entao os conjuntos

{(g1,92) € G x G|[g{,192] = 1} e {g € G|[g,sa"] = 1}
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sao fechados.
Uma classe especial de grupos compactos serd definida na sequéncia.

Definicao 1.2.4. Um conjunto G € um grupo profinito se G € um grupo topoldgico
compacto, Hausdorff cujos subgrupos abertos formam uma base de vizinhancas da

identidade.

A seguir listamos alguns exemplos importantes de grupos profinitos. Para mais

detalhes veja [16, Cap. 1].
Exemplos 1.2.5.
1. Grupos finitos com a topologia discreta;

2. Seja p um numero primo. O grupo aditivo do anel dos inteiros p-adicos

Zy = {(xn)nen | Tn € Z,x,, = T, mod p™ se m < n}

é um grupo profinito;
3. O grupo GL,(Z,) das matrizes n x n inversiveis sobre Z, ¢ um grupo profinito.

Uma maneira 1til de caracterizar subconjuntos abertos de um grupo profinito e

que sera usada em nossas demonstracgoes é dada a seguir.

Proposicao 1.2.6. [59, Proposition 0.3.3] Seja G um grupo profinito. Todo subconjunto

aberto em G € uma unido de classes de subgrupos normais abertos em G.

Como aplicacao desse fato, temos o seguinte caso especial do Teorema da Categoria

de Baire [27, pag. 200].

Teorema 1.2.7. [43, Proposition 2.3.1] Sejam G um grupo profinito. Se existe uma
famidlia enumerdvel {C;}ien de subconjuntos fechados de G tais que G = |J;2, Ci,
entdo pelo menos um subconjunto C; tem interior nao vazio. Consequentemente,

existe um subgrupo normal aberto H de G e um elemento b € G tais que Hb C (.
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Embora a definicao formal de limite inverso nao seja abordada aqui, grupos
profinitos podem ser definidos por meio de limite inverso de um sistema inverso
de grupos finitos. De modo mais abrangente, para uma classe ¢ de grupos finitos
podemos definir os chamados grupos pro-¢ como sendo o limite inverso de um sistema
inverso de grupos em %. Mais detalhes sobre a defini¢cao de limite inverso e suas
propriedades podem ser encontrados, por exemplo, em [43, 59].

Neste momento, traremos algumas equivaléncias que serao usadas em algumas de
nossas demonstracoes. Lembramos que uma classe de grupos ¥ é:

1. Fechada para subgrupos (quociente) se todo subgrupo (resp. grupo quociente) de
um grupo em ¥ esta em ¥;

2. Fechada para produtos direto se GG; x G5 € T sempre que G, Gy € €.

Teorema 1.2.8. [59, Theorem 1.2.3] Sejam € uma classe de grupos finitos que é
fechada para subgrupos, quocientes e produto diretos, e G um grupo topolégico. As

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(a) G é um grupo pro-%;

(b) G € isomorfo (como grupo topoldgico) a um subgrupo fechado de um produto

cartesiano de grupos em € ;
(c) G € compacto, totalmente desconexro e G/L € € para todo subgrupo normal aberto
L de G.

Destacamos alguns exemplos a seguir.

Exemplos 1.2.9.

1. Um grupo profinito é um grupo pro-%’, com % sendo a classe de todos os grupos

finitos;

2. Sejam p um numero primo e .#, a classe de todos os p-grupos finitos. Um grupo

pro-#, é chamado de grupo pro-p. Mais geralmente, se m é um conjunto de niimeros
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primos, chamamos de grupo pro-m ao limite inverso de m-grupos finitos;

4. Seja A a classe dos grupos nilpotentes finitos. Um grupo pro-.4" é chamado de

grupo pronilpotente.

Observagao 1.2.10. A estrutura de grupos pronilpotentes é, em alguns aspectos, seme-
lhante a estrutura de grupos nilpotentes finitos. Por exemplo, grupos pronilpotentes
sao isomorfos ao produto cartesiano de seus subgrupos de Sylow [59, Proposition
2.4.3], que em particular, sdo grupos pro-p, onde p percorre todos os primos que
dividem a ordem de G. Para mais detalhes sobre grupos pronilpotentes veja [59, Cap

2].
Finalizamos esta se¢ao com o conceito de grupos profinitos finitamente gerados.

Definicao 1.2.11. Sejam G um grupo profinito e X C G. Dizemos que X é um
conjunto gerador topolégico de G se G € o fecho do grupo abstrato gerado por X. Um
grupo G € dito ser profinito finitamente gerado quando existe um conjunto gerador

topoldgico, finito, de G.

Observagao 1.2.12. Salvo mengao ao contrario, qualquer subgrupo de um grupo
profinito G é tomado como sendo um subgrupo fechado de G. Portanto, um grupo
profinito GG é virtualmente nilpotente se existir um subgrupo normal fechado e de

indice finito em G (portanto, aberto em G) nilpotente.

Proposigao 1.2.13. [59, Proposition 4.1.1] Sejam G um grupo profinito, H um
subgrupo de G e X C H. Entao, X gera H topologicamente se, e somente se, X N/N

gera HN/N para todo subgrupo normal aberto N de G.

1.3 Algebras de Lie

Métodos de Lie em teoria de grupos sao usados para obter informagoes de um

grupo G analisando a estrutura de uma Algebra de Lie associada ao grupo G e
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vice-versa. Aplicagoes desses métodos estao relacionados, por exemplo, com a solucao
do célebre Problema Restrito de Burnside [24, 63, 64, 65, 67].

Existem varias maneiras de associar uma A]gebra de Lie a um grupo e o leitor
interessado podera ver isso, por exemplo, em [10, 16, 30]. Em nossas demonstragoes
para grupos pronilpotentes utilizaremos resultados envolvendo a Algebra de Lie
construida a partir da chamada série de Zassenhaus-Jenning-Lazard.

Comecaremos esta secao com a seguinte defini¢ao:
Definicao 1.3.1. Um espaco vetorial L sobre um corpo F, com uma operacdao produto
[,]] : L x L = L dada por (z,y) — [z,y] ¢é chamada de Algebra de Lie sobre F se:
(a) [-,-] € bilinear, ou seja, para todos x,x1,xe,y,y1,Y2 € L e a € F temos
[w1 + 22, y] = |1, Y] + [22, 4);

[xvyl + yQ] = [$,y1] + [l’,yg],’

lax, y| = alz,y] = [z, ay].

(b) [,-] é anticomutativa, isto €,

[z, 2] =0,
para todo x € L;
(c) [-,-] satisfaz a identidade de Jacobi, ou seja,

[z 9l 2] + [ly, 2], 2] + [z, 2], 4] = 0,

para todos x,y,z € L.

A operagao [-, -] apresentada na Defini¢ao 1.3.1 é chamada de produto (ou colchete)
de Lie.
Seja X C L. Entendemos por comutador nos elementos de X a qualquer elemento

de L que pode ser obtido como um produto de Lie nos elementos do conjunto X e
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nossos comutadores sao normados a esquerda, isto é, se ly,ls,...,[l, € L entao

P U A A AR A

Dado um elemento x € L, definimos o operador adjunto associado a x como a

aplicagao linear adz : L — L dada por adz(y) = [y, x].

Definigao 1.3.2. Sejam L uma /flgebm de Lie e x € L. Dizemos que x € ad-nilpotente
se eziste um inteiro positivo n = n(x) de tal forma que (adx)™ = 0, ou seja, [a, ,x] = 0
para todo a € L. Sen € o menor inteiro com tal propriedade, entao dizemos que x €

ad-nilpotente de indice n.

Dada uma Algebra de Lie L sobre F, dizemos que um subconjunto B de L é uma
subdlgebra de Lie se B é um subespaco vetorial de L fechado para a operagao produto
definida em L. Uma subdlgebra de L gerada por um conjunto X C L constitui-se de
todas as [F-combinagoes lineares de todos os comutadores nos elementos de X.

Conceito de nilpoténcia para Algebras de Lie ¢ definido de modo semelhante ao
que foi feito para grupos (veja [10, 31]), de modo que uma Algebra de Lie é nilpotente
de classe ¢ quando [ly,ls,...,l.11] = 0 para todos l;,ls,...,l.+1 € L e ¢ é 0o menor
inteiro satisfazendo esta propriedade. Em particular, uma &algebra de Lie nilpotente
pode ser definida como uma Algebra de Lie que satisfaz uma identidade do tipo
[x1, T2, ..., 2, =0, isto é, [l1,1s,...,1,] =0 para todos Iy, ls,...,l, € L.

Algebras de Lie que satisfazem identidades recebem um nome especial, o qual
definiremos a seguir. Tal definicao envolve conceito de Algebra de Lie livre, o qual

nao serd abordado aqui (para mais detalhes sobre Algebras de Lie livre veja 26]).

Definicao 1.3.3. Seja § uma Algebm de Lie livre, sob uma quantidade enumerdvel
de geradores e sobre um corpo F. Seja f = f(z1,...,2,) € § um elemento nao

trivial. Uma Algebm de Lie L sobre F ¢ dita satisfazer a identidade f = 0 se
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f(lh,...,ln) =0, para todos ly,...,l, € L. Neste caso, dizemos que L satisfaz uma

identidade polinomial nao trivial, ou que L é PIL

O préximo teorema, muito importante na Teoria de Algebras de Lie e com intime-
ras aplicacoes na Teoria de Grupos, foi primeiramente anunciado por E. Zelmanov

em [64] e uma prova detalhada foi publicada recentemente em [67].

Teorema 1.3.4. (Zelmanov) [67] Seja L uma Algebra de Lie gerada por um conjunto
finito X. Suponha que L satisfaz uma identidade polinomial e que todo comutador

nos elementos de X € ad-nilpotente. Entao L € nilpotente.

Algebra de Lie associada a um grupo

Neste momento falaremos sobre a associacao de um grupo com uma Algebra de
Lie por meio da série de Zassenhaus-Jenning-Lazard. Vale destacar que ideias que
ajudariam a associar uma Algebra de Lie a um grupo ja eram discutidas por W.
Magnus entre as décadas de 1930 e 1950 [35, 36, 37] (veja também [46]). Generalizando
construgoes descobertas por Magnus [38] e Zassenhaus [61], Lazard nota em [32]
vérias propriedades tteis de uma Algebra de Lie L(G) associada a uma N,-série de
um grupo G.

Comecaremos por considerar G como um grupo e p um nimero primo. Uma série
de subgrupos

G=G1>Gy>---

¢é dita ser uma N-série se satisfaz

|G, G| < Gy para todos i, j. (1.8)
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Seja GY = (¢* | g € G;). Uma N,-série, por sua vez, é uma N-série que satisfaz
G? < G; para todo i > 1.

Observe que, em particular, toda N-série é central, ou seja, G;/Gi1 < Z(G/Giyq)
para todo i.

Um exemplo de uma N,-série é a p-série dimensional [16, Cap. 11, 12], também
conhecida como série de Lazard ou série de Zassenhaus-Jennings-Lazard, formada

pelos seguintes subgrupos
Gi = (" | g € %(G), jp* > i) parai € N.

A partir da série de Zassenhaus-Jennings-Lazard de um grupo G podemos construir
uma Algebra de Lie associada a G da seguinte forma:
Considere os fatores L; = G;/G, 41 escritos aditivamente e defina a seguinte soma

direta

L(G) =@ Gi/Gis.

Cada componente L; é chamada de i-ésima componente homogénea e seus elementos
sao ditos elementos homogéneos.

Para elementos homogéneos xGiy1,2Giy1 € Li, yGj11 € L; definimos uma
operacao de soma e um produto de Lie em L(G) induzidos pela operacgao de G e pela

comutacao em elementos de GG, respectivamente, da seguinte maneira:
xGi+1 + ZGZ'+1 = $ZG¢+1 e I:xGi+1’ij+1] = [x,y]GHjH.

Tal produto é estendido por linearidade e a verificacao de que essas operagoes

estdo bem definidas pode ser feita usando (1.8) e identidades de comutadores (veja,
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[10, 31]). A identidade de Jacobi pode ser verificada usando a identidade de Hall-Witt.
Com isso, e observando que L; sao grupos abelianos de expoente p, podemos entao
considerar L(G), com as operagoes definidas acima, como uma Algebra de Lie sobre

o corpo com p elementos I,

Notagoes 1.3.5.

1. Denotamos por L,(G) a subdlgebra gerada pela primeira componente homogénea

G/Gy de L(G);

2. Se u € G; \ G41, entao definimos d(u) = ¢ como o grau de u com respeito a série

de Zassenhaus-Jennings-Lazard;

3. Para u € G; \ G;41 denotamos por 4 ao elemento homogéneo uG; 1 € L;.

O seguinte resultado devido a Lazard relaciona a ordem dos elementos de um
grupo G com o indice do operador adjunto associado a elementos homogéneos de

L(G) e sera muito util em nossos célculos.

Lema 1.3.6. [32, pag 131] Sejam G um grupo e x € G. FEntdo, (adZ)? = adxP.

Consequentemente, se x possui ordem p" entao T € ad-nilpotente de indice no mdzrimo

T

p .

Finalizamos este topico com dois teoremas envolvendo a subélgebra de Lie L,(G).
O primeiro deles, devido a Lazard, nos diz que a nilpoténcia de L,(G) exerce forte

influéncia sobre a estrutura do grupo G quando G é pro-p finitamente gerado.

Teorema 1.3.7. (Lazard) [33, Pag 206] Seja G um grupo pro-p finitamente gerado.

Se L,(G) ¢ nilpotente, entdo G € isomorfo a um subgrupo fechado de GL,(Z,).

Observacgao 1.3.8. A conclusao do teorema anterior é apresentada em [33] de outra

forma, porém, equivalente (veja [16, pag 97]) ao que escrevemos aqui.
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O seguinte resultado, devido a J. Wilson e E. Zelmanov, nos d4 uma condicao para
que a Algebra de Lie L,(G) satisfaca uma identidade polinomial. Para conveniéncia
do leitor, lembramos que um grupo G ¢é dito satisfazer uma identidade de classes
laterais se existirem uma palavra w = w(z1, ..., T;), elementos ay, ..., a, € G e um

subgrupo H < G tais que w(aihy, ..., anhy,) =1 para todos hy, ..., h,, € H.

Teorema 1.3.9. (Wilson e Zelmanov) [60, Teorema 1] Seja G um grupo satisfazendo
uma tdentidade de classes laterais para um subgrupo de indice finito. Entao, para

todo primo p, a /flgebm de Lie L,(G) satisfaz uma identidade polinomial.



Condicoes de Engel

Neste capitulo traremos alguns resultados importantes relacionados a condicoes
de Engel em grupos que foram demonstrados no decorrer dos anos e que tem relacao
com nossos resultados. Consideraremos as condigoes (x) e (**) dadas por

(x) Para todos x,y € G existem inteiros positivos n = n(z,y) e ¢ = q(x,y) tais
que [z, ,y7] = 1;

(x%) Para todos z,y € G existem inteiros positivos n = n(z,y) e ¢ = q(x,y) tais
que [z7, ,y] = 1.

Mostraremos que um grupo finitamente gerado com as condigoes (*) e (%) possui
subgrupo comutador finitamente gerado. Tal resultado sera 1til na demonstracao de

nosso resultado para grupos soliveis, que sera feita no préximo capitulo.

2.1 Breve Historia de Grupos com Condicao de Engel

A teoria de grupos Engel e os Problemas de Burnside estao relacionados de certa
forma. Em 1902, W. Burnside [13] fez o seguinte questionamento (em linguagem

moderna), hoje conhecido como Problema Geral de Burnside:
Problema Geral de Burnside 2.1.1. Um grupo finitamente gerado periddico € finito?

Burnside trouxe uma resposta positiva para a pergunta anterior para o caso em

42
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que o expoente do grupo é 3 e observou que estes grupos tem a propriedade que
quaisquer dois conjugados comutam. E possivel mostrar que grupos em que dois
conjugados comutam sao grupos 2-Engel.

Em [14], Burnside demonstrou que grupos finitos 2-Engel sem elementos de ordem
3 sao nilpotentes de classe no maximo 2 e outros resultados de mesma natureza foram
obtidos em [18, 25, 34, 41].

Em 1936, M. Zorn anuncia um importante resultado envolvendo condigoes de

Engel em grupos finitos que generaliza os trabalhos [14, 18, 25].
Teorema 2.1.2 (Zorn). [68] Todo grupo finito Engel é nilpotente.

Naturalmente, o proximo passo para tentar generalizar o teorema de Zorn, seria
considerar grupos Engel finitamente gerados. Alguns avancos foram obtidos por
Gruenberg em 1953 (para grupos soliveis finitamente gerados) e por Baer em 1957

(para grupos satisfazendo condi¢gdo maximal em subgrupos). Mais especificamente,

Teorema 2.1.3. [22, Theorem 1](Gruenberg) Todo grupo solivel finitamente gerado

Engel é nilpotente.

Teorema 2.1.4. [4, pag 257 (Baer) Todo grupo Engel satisfazendo condigcao mazimal

em subgrupos € nilpotente.

Observagao 2.1.5. A hipdtese “finitamente gerado” é necesséaria para a conclusao do
Teorema 2.1.3. De fato, Baer [3, Example 3.4] construiu um exemplo de um p-grupo

metabeliano infinitamente gerado Engel que nao é nilpotente (veja também [15]).

Observamos que os grupos apresentados nos Teoremas 2.1.3 e 2.1.4 sao residual-

mente finitos (veja [45, 5.4.17]).

Definicao 2.1.6. Um grupo G ¢é dito ser residualmente finito se a intersecao de todos

subgrupos normais de indice finito de G € trivial.
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Tal propriedade também é obtida em grupos lineares finitamente gerados [39].
Entretanto, diferentemente do que acontece para grupos lineares finitamente gerados
[19, 20], um grupo residualmente finito finitamente gerado Engel pode nao ser
nilpotente em geral. Um contra-exemplo para isso foi dado por E. S. Golod [21] em
1964. Por sua vez, J. S. Wilson (1991), demonstrou o seguinte teorema para grupos

residualmente finitos:

Teorema 2.1.7. [58, Theorem 2| Se G € um grupo finitamente gerado residualmente

finito n-Engel, entao G € nilpotente.

Outros grupos que, com condicao de Engel, se tornam grupos nilpotentes sao os
grupos profinitos finitamente gerados. Vale lembrar também que grupos profinitos sao
residualmente finitos [59, Proposition 0.3.3]. Em 1992, J. S. Wilson e E. I. Zelmanov

provaram o seguinte resultado:

Teorema 2.1.8. [60, Theorem 5] Um grupo profinito € localmente nilpotente se, e

somente se, ¢ Engel.

Observacgao 2.1.9. Mais adiante, os teoremas 2.1.7 e 2.1.8 foram generalizados por
P. Shumyatsky em dois trabalhos [48, 51], de 1999 e 2001, respectivamente. Mais

especificamente, foi demonstrado o seguinte:

Teorema 2.1.10. [48] Sejam k,n inteiros positivos. Se G um grupo residualmente
finito tal que [xy1,2a, ..., x| € n-Engel para todos x1,xs, ...,z € G, entdo v (G) é

localmente nilpotente.

Teorema 2.1.11. [51, Theorem 1.1] Sejam k um inteiro positivo. Se G € um grupo
profinito finitamente gerado tal que [x1,xo, ..., xx] € Engel para todos xq,xs, ..., x) €
G, entdo v, (G) € localmente nilpotente.

Sabemos pela propria definicao de grupos profinitos que tal classe é mais restritiva

do que a classe de grupos compactos. Um resultado mais geral do que o teorema de

Wilson-Zelmanov (1992), o qual foi demonstrado em 2003 por Y. Medvedev [40].
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Teorema 2.1.12. [40] Todo grupo compacto Engel € localmente nilpotente.

Observagao 2.1.13. O teorema anterior foi generalizado por P. Shumyatsky e E.
Khukhro em 2020 [29] usando condigoes mais gerais que as condigdes de Engel. Tais

condicoes e resultado serao enunciados no ultimo capitulo.

Numa analogia ao Problema Geral de Burnside, a seguinte pergunta foi feita para

grupos Engel.

Problema Geral de Nilpoténcia 2.1.14. Todo grupo finitamente gerado Engel é

nilpotente?

Sabemos pelo exemplo de Golod (1964) que a Pergunta 2.1.14 possui resposta

negativa. Neste caso, faz sentido questionar:

Pergunta 2.1.15. Quais condi¢oes sao suficientes para que um grupo finitamente

gerado Engel seja nilpotente?

Vimos com o Teorema de Wilson-Zelmanov que a condicao do grupo ser profinito
responde a Pergunta 2.1.15. Em 2015, R. Bastos e P. Shumyatsky [7] usaram uma
condicao mais fraca que condicao de Engel em todos os elementos de um grupo
profinito e obtiveram uma generalizagao do Teorema de Wilson-Zelmanov no seguinte

sentido:

Teorema 2.1.16. [7, Theorema 1.1] Seja G um grupo profinito finitamente gerado tal
que para todo x € G existe um inteiro positivo ¢ = q(x) tal que 7 é Engel. Entao, G

¢ virtualmente nilpotente.

Observagao 2.1.17. Condigoes semelhantes foram trabalhadas mais recentemente por
D. Silveira [55] em 2020 e um ano depois, juntamente com R. Bastos [9] em grupos

residualmente finitos.
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Podemos citar outras duas perguntas relacionadas ao Problema Geral de Burnside
que sao conhecidas como Problema de Burnside e Problema Restrito de Burnside

(para mais detalhes sobre Problemas de Burnside veja [24]). Mais especificamente,

Problema de Burnside 2.1.18. Seja n um inteiro positivo. Todo grupo finitamente

gerado de expoente n € finito?

Problema Restrito de Burnside 2.1.19. Sejam m e n inteiros positivos. Todo grupo
finito m-gerado de expoente n tem ordem limitada por uma funcao que depende

apenas de m e n?

Uma resposta negativa para a Pergunta 2.1.18 foi dada em 1968 por S. I. Adian
e P. S. Novikov [2]. Por sua vez, E. Zelmanov [62, 63, 64, 65], em 1991, deu uma
resposta positiva para a pergunta 2.1.19. Tal resultado, assim como métodos de
Lie usados em sua demonstracao, tem forte impacto em diversos avancos da Teoria
de Grupos inclusive em Teoria de Grupos com Condicoes de Engel. Alguns desses
avangos podem ser vistos em [47, 48, 49, 50, 58, 60].

Alguns desses resultados serao usados em nossas demonstracoes para grupos
pronilpotentes com uma condi¢ao mais geral que a condi¢ao usada no Teorema 2.1.16.
Além disso, obtivemos uma generalizagao do Teorema de Gruenberg 2.1.3 para grupos

soluveis finitamente gerados.

2.2 Subgrupo Comutador Finitamente Gerado

Ja é bastante conhecido que existem grupos finitamente gerados que possuem
subgrupos que nao sao finitamente gerados [45, Exercise 1.6.15], em particular, grupos
livres nao ciclicos possuem subgrupo comutador infinitamente gerado [45, 6.1.7].

Seja G um grupo finitamente gerado. Uma condigao suficiente para um subgrupo

H < G ser finitamente gerado é que o indice de H em G seja finito [45, 1.6.11]. Se
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adicionalmente G for nilpotente, entao os subgrupos de G sao finitamente gerados
(veja Teorema 1.1.32). Em particular, neste caso, G’ é finitamente gerado.

Mais geralmente, se G é um grupo Engel finitamente gerado entao o subgrupo
comutador de G é finitamente gerado (veja [12, 22]). A demonstragao de R. G. Burns
e Y. Medvedev (1998) é de especial interesse pois eles mostram que nessas condigoes,
para quaisquer elementos z,y € G, o subgrupo ()% é finitamente gerado e como
consequéncia G’ é finitamente gerado.

Em 2013, R. Bastos, P. Shumyatsky, A. Tortora e M. Tota [8] obtiveram a mesma
conclusao usando condigoes de Engel apenas em poténcias de geradores de um grupo

finitamente gerado. Mais especificamente,

Lema 2.2.1. [8, Lemma 4] Sejam m > 1 e G um grupo gerado por um subconjunto

finito X. Se x™ € Engel para todo x € X, entao G' € finitamente gerado.
Conseguimos obter a mesma conclusao do lema acima utilizando condigdes mais

gerais. Essas condigbes sao (%) e (xx), apresentadas no inicio deste capitulo.

Demonstracao da Proposicao 2.2.7

Comegaremos demonstrando lemas que nos ajudarao a verificar que as condicoes
(%) e (*x) sdo suficientes para garantir que (x)%¥ é um subgrupo finitamente gerado.
Os Lemas 2.2.2 e 2.2.3 a seguir ja s@o conhecidos na literatura (veja [1, Lemma 3.42])

e suas demonstracgoes sao colocadas aqui para conveniéncia do leitor.

Lema 2.2.2. Sejam x,y elementos de um grupo G. Entao, para todo n > 1, temos

[-T,ny] = hnx(_l)nhn—i-l = fnxyna (21)

onde f, € F, = (z,2%,...,a¥" ") e h; € Hy = (a¥, %", a¥"").
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Demonstragao: Faremos inducao em n. Para n = 1 note que

[z, y) = 27"

Entao, basta tomar

hlzl,hgzl’yefl:l'il.

Seja n > 2 e suponhamos que a afirmacao (2.1) é valida para n — 1. Entao, pela

primeira igualdade de (2.1), existem g,—1 € H,_1 e g, € H,, tais que

[wany] = [xanfly]_l[xanfly]y
_1)n—1 _ _1\yn—1 Yy
= (gnflx( b gn) 1<gn71x( b gn)
_ _1\y» _ _1\yn—1 Yy
= g, e gn31<9n71x( Y gn> : (2:2)

Observe que H; < H;yq e (H;)Y < H;yq para todo ¢ > 1. Portanto, basta tomar
n— Yy
hn=g," € Hyehy =g, (gn,lx(’l) 1gn) € H,y1 em (2.2)

e a primeira igualdade em (2.1) estd provada para todo n > 1.

Para provar a segunda igualdade de (2.1) observamos que, por hipétese de indugao,

existe f,—1 € F,—1 tal que

[xany] - [xvn—ly]_l[xan—ly]y
= (a2 ) (fara” ™)

_amn—1

= xY f7:—11fg—1xyn~ (2.3)

Y

Observe que

Fn—lSFne(Fn—1>y§Fn-
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Assim, basta tomar

fn= w_ynilf;—%fg—l € F, em (2.3)

e a segunda igualdade em (2.1) também é verdadeira para todo n > 1. O lema segue

como queriamos. n

Lema 2.2.3. Sejam G um grupo e x,y € G tais que [z, ,y] = 1. Entao o subgrupo

(x)¥) ¢ finitamente gerado.

Demonstracio: Seja F), = (z,z%,...,2Y" ') como no lema anterior. Afirmamos que
()% = F,, em particular, (z) é finitamente gerado.

Observe que a inclusio F, < (z)® ¢é clara. Para mostrar a outra inclusio, é
suficiente garantir que z¥ ', z¥" € F,. De fato, se isso vale, entdo (FL)Y < F, e
(F,)¥"" < F, e, consequentemente, (x) < F,. Portanto, dado que [z, ,y] = 1 ento

pelo Lema 2.2.2 temos
2 = fr e Fypex=(h'h )Y € Hyyy = (2, 2%, .., 2¥").

Em particular, v € F,. Olema segue. [

A seguinte observagao sera usada em algumas demonstragoes de nossos resultados.

Observagao 2.2.4. Se G satisfaz (xx), entdo para quaisquer z,y € G existem inteiros

positivos n e ¢, tais que [(y~*)?, ,y] = 1. Desde que

temos

1= [y ny] = [z, vy~ % nyl = [z, 97, ny)”
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Consequentemente,

[z, ¥, ny] = 1.

Como consequéncia temos o seguinte resultado:

Lema 2.2.5. Seja G um grupo satisfazendo () ou (¥%). Entdo (x)¥ ¢ um subgrupo

finitamente gerado, para quaisquer x,y € G.

Demonstragao: Para quaisquer z,y € G tais que [z, 49 = 1 o subgrupo X = (x)¥"

¢ finitamente gerado pelo Lema 2.2.3. Portanto, se G satisfaz () entao
(@)W = (x"[0<i<q-1)

¢ finitamente gerado. Agora, se G satisfaz (xx), pela Observacdo 2.2.4 existem
inteiros positivos n = n(z,y) e ¢ = q(x,y) tais que [z, y], ,y| = 1. Pelo Lema 2.2.3,
o subgrupo

W = (fz,y )"

é finitamente gerado. Note que W contém os elementos z1z¥", z—vzv"", ... o ¥ 2v™,
e assim z'a¥" € W. Semelhantemente, [z,y"] € W para todo i > 1. Mas, uma
vez que [x,y ] = [z,y"]"¥""* € W, podemos dizer que [z, 4] € W para todo i € Z.

Agora considere o seguinte subgrupo finitamente gerado
M= (x,2Y, ... ,a:yqfl,W).
Afirmamos que M = (x)¥. De fato, para todo j € Z e 0 <1 < g — 1 temos que
xyjq+l _ nyla?_yl.Q?yqurl _ Z’yl [x’ yjq]yl c M.

Como a inclusdo M < (x)W é clara, segue que M = () e assim (x)¥ é finitamente
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gerado. [

O seguinte lema é bem conhecido e sua demonstracao é dada na sequéncia para

conveniéncia do leitor.

Lema 2.2.6. Seja G um grupo gerado por dois elementos x,y. FEntio, G' =

([z,y]*"Y" |7, s € Z).

Demonstragao: Seja N = {[z,y]" ¥ |r,s € Z). Note que N < G’'. Para a inclusio
contréria, basta mostrar que N é normal em G. Claramente, N¥ ¢ N¥ ' estao ambos

contidos em N. Por outro lado,

r+1,,s

z"y x " HlySys s - T s
[, )7V = [ y)” Y = [y 2] )T 0 2.

Como [y%,z] = [y,z]Y" [y, x]* " ...[y,z] para todo s > 1, segue que N* < N.
Semelhantemente, temos N ' < N. Portanto, N é normal em G, e isto implica que

G' = N, como desejado. n

Por fim, temos o seguinte resultado:

Proposigao 2.2.7. Seja G um grupo finitamente gerado satisfazendo (x) ou (xx).

Entao o subgrupo comutador G' € finitamente gerado.

Demonstracio: Pelo Lema 2.2.5 o subgrupo (x)® ¢ finitamente gerado para todos
x,y € G. Portanto, se H = (hq, hg,...,h;) é um subgrupo finitamente gerado de
Geg e G, entio H9 = ()91 < i < t) é finitamente gerado. Suponha que
G = (b1, ba, ..., bg). Provaremos, por indu¢ao em k, que G’ é finitamente gerado. Se

k = 2, pelo Lema 2.2.6 temos que
G = ([b1, 0] | 1,5 € Z) = (([br, ba]) ™) .

Em particular, G’ é finitamente gerado. Seja k > 2 e suponha que para todo
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d < k — 1 qualquer subgrupo gerado por d elementos de {b1, ..., b} tenha subgrupo
comutador finitamente gerado. Portanto, o subgrupo G; = (by,...,bj_1,bj11,...,bg)
tem subgrupo comutador finitamente gerado. Logo, (G;)U’j> ¢ finitamente gerado.

Agora considere o subgrupo
N = ((G)¥|j=1,2,... k)

Note que N é finitamente gerado e fazendo calculos como na demonstracao do Lema
2.2.6 concluimos que {by, by, ..., by} normalizam N. Isso nos mostra que N é um
subgrupo normal de G. Consequentemente, temos G’ < N. Portanto, G' = N é

finitamente gerado. m



Grupos Solaveis com Condicoes de Engel

Seja GG um grupo e considere as seguintes condigoes:

() Para todos z,y € G existem inteiros positivos n = n(x,y) e ¢ = q(z,y) tais
que [z, y] = 1

(xx) Para todos x,y € G existem inteiros positivos n = n(x,y) e ¢ = q(z,y) tais
que [z7, ,y] = 1.

Nosso objetivo neste capitulo é demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3.0.1. Seja G um grupo solivel finitamente gerado satisfazendo (%) ou (xx).

Entao, G € virtualmente nilpotente.

Nossa demonstracao sera feita por inducao no comprimento derivado de G.
Primeiramente, mostraremos que a afirmacao é valida para G metabeliano. Depois,
consideraremos o caso em que G’ é virtualmente abeliano e, finalmente, faremos
para o caso soluvel em geral. Note que no caso em que G é um grupo metabeliano,
G possui um subgrupo normal abeliano finitamente gerado pela Proposicao 2.2.7.
Diante disso, ¢ interessante investigar as implicacoes de nossas hipoteses sobre um
grupo possuindo um subgrupo normal abeliano finitamente gerado e isto sera feito na
sequéncia. Por fim, observamos que tal resultado generaliza o Teorema de Gruenberg

(1953) que diz que todo grupo solivel finitamente gerado Engel é nilpotente.

23
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Demonstracao do Teorema 3.0.1

Sejam A um subgrupo normal abeliano de um grupo G e b € G. Claramente,
pelo item (c¢) do Lema 1.1.7, se [z, ,b] = 1 para algum = € A e n > 1, entdo temos
[z71,,0] = 1. O lema a seguir nos garante outras relagoes de comutadores que
serao uteis em nossas demonstragoes. Como consequéncia, mostraremos que se GG
satisfaz (x) ou (xx), entdo sempre existird um inteiro positivo t = t(b) tal que (A, b")
¢ nilpotente, tal resultado serd 1til na demonstracao de nosso resultado para os casos

G metabeliano e G’ virtualmente abeliano.

Lema 3.0.2. Sejam G um grupo e A um subgrupo normal abeliano de um grupo G.

Suponha que b € G, x,y € A e sejam n, q,r inteiros positivos. Entao,

(a) [y, nb] = [z, nb][y, nb];
(b) se [x,,b] =1, entdo [x,,b"] =1;

(c) selx,b?, ,b] =1, entdo [z,b7 ,b] = 1.

Demonstragao: A afirmagao (a) segue facilmente do Lema 1.1.7 (a) j& que A é normal
abeliano.

A afirmagao (b) segue do fato que (x, b) é nilpotente de classe no méximo n. De
fato, como A é normal abeliano e x € A, vemos facilmente que [z, ,—10] € Z((x,b)).
Agora basta usar inducao em n e o Teorema 1.1.15.

De modo andlogo, temos que ([x,b?],b) é nilpotente de classe no maximo n e

como
r—1
(2,0 = [Tl 67" € ([ 07, )
=0
a afirmagao (c) seguird facilmente. "

Lema 3.0.3. Sejam A um subgrupo normal abeliano finitamente gerado de um grupo

Gebed.
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(a) se G satisfaz (x), entdo [A, b'] = 1, para certos inteiros positivos s e t;

(b) se G satisfaz (xx), entao [A, ;b,b"] = 1, para certos inteiros positivos s e t.

Demonstragao: Assuma que G satisfaz (x). Sejam A = (aj,as,...,a,) e b € G.
Por hipétese, para cada ¢ = 1,2,...,r, existem inteiros positivos n; = n(a;,b) e
¢; = q(a;,b), tais que

(@, n,b%] = 1.

Considere s = maz{ni,ny,...,n.} e t = mmc{q,q2,...,¢}. Pelo Lema 3.0.2
conclufmos que [a;, ;b'] = 1, para todo i = 1,2,...,7, e que [A, ;b'] = 1 uma vez que
todo elemento de A é um produto de elementos em {ai, as, ..., a, }=*.

Agora, suponha que G satisfaz (x*). Por hipdtese e pela Observacao 2.2.4,
para cada x,y € G existem inteiros positivos n = n(z,y) e ¢ = q(z,y) tais que
[z, 9%, ny] = 1. Argumentando como no primeiro paragrafo existem inteiros positivos
s e t para os quais [A,b", ;b] = 1. Agora, dado que A é um subgrupo normal abeliano,

para todo a € A, temos que

[a, b8 = (a ') (ata"")
= a"(aa """
— (aflab)fl(aflaby;t

= [a,b,b'].

Consequentemente, [A, b, ;b] = [A, ;b, b'] como queriamos. n
Com isso, temos a seguinte consequéncia direta:
Corolario 3.0.4. Seja G um grupo satisfazendo (x) ou (xx). Seja A um subgrupo

normal abeliano finitamente gerado de G. Entao, para cada b € G, existe um inteiro

positivo t = t(b) tal que (A, b") € nilpotente.
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Demonstragao: Se G satisfaz (x) segue do Lema 3.0.3 (a) que existem ¢ = ¢(b) e
s = s(b) tais que [A4, (b'] = 1. Entao [A, ,_1b"] < Z((A,b")), pois A é normal abeliano.
Pelo Teorema 1.1.15 e por indugao em s temos que (A, b") é nilpotente.

Agora, se G satisfaz (*x), vimos na demonstragdo do Lema 3.0.3 (b) que existem ¢
e s, dependendo de b, tais que [A, b, ;b] = 1, em particular, [a, b', ,_1b] comuta com b’
para todo a € A. Dado que A é normal abeliano, temos que [A, V', ,_1b] < Z((A,b")).
Agora, basta fazer inducao em s e usar o Teorema 1.1.15.

O resultado segue. [

Agora faremos nossa demonstracao para o grupo G soluvel e sera feita por indugao
no comprimento derivado de G. Considerando primeiramente o caso onde G é um
grupo metabeliano, depois o caso onde o subgrupo comutador G’ é virtualmente

abeliano e finalmente o caso solivel geral.

Lema 3.0.5. Seja G um grupo metabeliano finitamente gerado satisfazendo (%) ou

(xx). Entao, G € virtualmente nilpotente.

Demonstragao: Seja G = (b, bs, ..., b;). Pela Proposicao 2.2.7 e Corolario 3.0.4,
para cada ¢ = 1,2,...,k, existe um inteiro positivo ¢; tal que o subgrupo normal
(G',bl") é nilpotente. Seja M = G'(V',b2,...,b*) e note que M é um subgrupo
normal nilpotente de G. Dado que G/M é um grupo finitamente gerado abeliano
e gerado por elementos de ordem finita, M tem indice finito em G. O lema segue

como queriamos. ||

Para o préximo passo, faremos mencao do seguinte resultado devido a B. Bruno

e F. Napolitani (2004).

Lema 3.0.6. (Bruno-Napolitani)[11, Lemma 3| Seja G um grupo contendo um subgrupo
de indice finito e nilpotente de classe no mdximo n. Entdo, G contém um subgrupo

caracteristico de indice finito e nilpotente de classe no mdximo n.
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Tal resultado nos fard ver que o caso em que G’ é virtualmente abeliano se reduz
para o caso em que G é abeliano-por-(nilpotente de classe no méximo 2), isto é,
GG possui um subgrupo normal A abeliano, tal que G/A é nilpotente de classe no

maximo 2.

Lema 3.0.7. Seja G um grupo solivel finitamente gerado satisfazendo (%) ou ().
Suponha que G' € um subgrupo virtualmente abeliano. Entdo, G € virtualmente

nilpotente.

Demonstracao: Dado que G é virtualmente abeliano existe, pelo Lema 3.0.6, um
subgrupo caracteristico abeliano A de indice finito em G’. Pela Proposigao 2.2.7,
o subgrupo comutador G’ é finitamente gerado e assim A é um subgrupo normal
finitamente gerado de G. Seja L = {g € G|[G’, g] < A}. Note que L é a imagem
inversa do nicleo da agao por conjugacao de G/A em G'/A pelo homomorfismo
canonino e, portanto, L é um subgrupo normal e de indice finito em G, em particular,
L é finitamente gerado. Além disso, pela defini¢ao de L é claro que L/A é nilpotente
de classe no méximo dois. E suficiente provar que L é virtualmente nilpotente, pois
neste caso, existira, pelo Lema 3.0.6, um subgrupo caracteristico nilpotente e de
indice finito em L que, em particular, serd nilpotente, normal em G e de indice finito
em G.

Como L é finitamente gerado, sem perda de generalidade, podemos assumir que
G = L e G/A é nilpotente de classe no maximo dois. Seja G = (by, ba, ..., by). Pelo
Corolario 3.0.4 existe um inteiro positivo t;, para cada ¢ = 1,2,...,k, tal que o
subgrupo K; = (A, bf) é nilpotente. Note que G é uma extensao de um subgrupo
abeliano finitamente gerado por um subgrupo nilpotente finitamente gerado, logo,
usando Teorema 1.1.31 e Teorema 1.1.32 concluimos que G satisfaz condigao maximal

em subgrupos. Logo, existem elementos ¢, ¢s, ..., g em G para os quais o fecho
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normal K¢ de K; em G é
N;i= ((A, (b)%) |5 =1,2,...,7).

Dado que G’/A < Z(G/A), pois G//A é nilpotente de classe no maximo dois, e (b}*)% =
bl b, g;], todos os conjugados (A, (b')%) de K; normalizam um ao outro. Segue que
N; é um produto de uma quantidade finita de subgrupos normais nilpotentes, em
particular, N; é nilpotente para todos ¢ = 1,2,...,k. Portanto, N = N1 N,... N,
é nilpotente e normal em G. Denotando @ a imagem de u em G/N, temos que
G=G/N,A=1¢e E = 1. Assim, G é gerado por uma quantidade finita de
elementos de ordem finita e G’ é finito. Segue que G é finito e G é virtualmente

nilpotente. [

Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 3.0.1 e sua afirmacao sera
novamente escrita aqui para conveniéncia do leitor.
Seja G um grupo solivel finitamente gerado satisfazendo (x) ou (xx). Entdo, G

¢ virtualmente nilpotente.

Demonstragao: Usaremos indugdo no comprimento derivado dI(G) de G. O caso
dl(G) < 2 ja foi provado no Lema 3.0.5. Suponha que dI(G) > 3. Pela Proposigao
2.2.7, G’ é finitamente gerado, portanto, pela hipétese de inducao, existe um subgrupo
normal nilpotente de indice finito N < G’. Pelo Lema 3.0.6, podemos assumir que
N é um subgrupo caracteristico de G’, em particular, N é um subgrupo normal
de G. Se N é abeliano, entao o resultado segue do Lema 3.0.7. Assuma N’ # 1.
Como o subgrupo quociente G'/N’ é virtualmente abeliano, pelo Lema 3.0.7 o grupo
quociente G/N' é virtualmente nilpotente, isto é, existe um subgrupo normal de
indice finito K < G contendo N’ tal que K/N' é nilpotente. Pelo Teorema de Fitting
1.1.19, podemos escolher K de tal maneira que N < K. Como N ¢é um subgrupo

normal nilpotente de K segue do Teorema de Hall 1.1.22 que K é nilpotente e,
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consequentemente, GG é virtualmente nilpotente como queriamos. [
Finalizamos este capitulo com a seguinte observacao que sera util no préoximo

capitulo.

Observagao 3.0.8. Segue do Teorema 3.0.1 que se G é um grupo finitamente gerado

virtualmente solivel satisfazendo () ou (¥%), entdo G é virtualmente nilpotente.
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Considere as seguintes condi¢oes em um grupo G:

() Para todos z,y € G existem inteiros positivos n = n(x,y) e ¢ = q(z,y) tais
que [z, y] = 1

(xx) Para todos x,y € G existem inteiros positivos n = n(x,y) e ¢ = q(z,y) tais
que [z7, ,y] = 1.

Nosso objetivo neste capitulo é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 4.0.1. Seja G um grupo pronilpotente finitamente gerado.
(a) Se G satisfaz (x), entao G € virtualmente nilpotente.

(b) Se G satisfaz (xx), entao G € nilpotente.

O exemplo a seguir mostra que existe um grupo pro-2 finitamente gerado, satisfa-

zendo a hipdtese (%) que nao é nilpotente.

Exemplo 4.0.2. Seja Zs o grupo aditivo dos inteiros 2-adicos. Considere o automor-
fismo « : Zy — Zo dado por g — —g e note que a ordem de « é 2. Considerando o
produto semidireto G = Zs(a), podemos notar que G é um grupo pro-2 finitamente
gerado e que ¢g? € Zy para todo g € G. Como Z, é normal abeliano, segue da
Proposicao 1.1.25 que g? é um elemento Engel de G para todo g € G. Mas, G nao

é nilpotente pois tem centro trivial. De fato, seja h € Z(G). Podemos denotar

60
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h=z+a' comz € Zy e o' € (). Para qualquer elemento nao nulo z; € Z, temos

0=[z1,24+a'] =[z1,0'] = (—2) + z?i,

se, e somente se, ' é o elemento identidade de (o). Portanto, podemos assumir que
h =z € Z(G). Entao,

0=[z,a] = (—2)+ 2%
Por nossa escolha de a, segue que z = 0. Logo, Z(G) é trivial.

Nossa demonstracao do Teorema 4.0.1 utiliza métodos de Lie em teoria de
grupos, especialmente resultados de E. Zelmanov usados para demonstrar o Problema
Restrito de Burnside. Comecaremos provando um lema que nos garante as hipoteses
do Teorema 1.3.4, sobretudo, para encontrar um indice de ad-nilpoténcia para cada
comutador nos geradores da dlgebra de Lie L,(G). Isso nos ajudara a tratar o caso
em que G é um grupo pro-p finitamente gerado. O caso para grupo pronilpotente
seguira como consequéncia do fato que o grupo é isomorfo ao produto cartesiano de

seus subgrupos de Sylow.

Demonstracao do Teorema

Lema 4.0.3. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado satisfazendo (%) ou (*x).
Entao, a dlgebra de Lie L,(G) € gerada por um conjunto finito de elementos tal que

todos os comutadores nesses geradores sao ad-nilpotentes.

Demonstragao: A imagem do conjunto finito de geradores de G na primeira com-
ponente homogénea da algebra de Lie L,(G) é um conjunto finito de geradores de
L,(G). Afirmamos que todos os comutadores nestes geradores sao ad-nilpotentes.
De fato, pela definigao do produto de Lie em L,(G), é suficiente garantir que todo

elemento homogéneo a de L,(G) é ad-nilpotente. Denote por §(u) o grau do elemento
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u € G e seja a a imagem de a € G no correspondente fator Gy /Gsa)+1 da série de
Zassenhaus-Jenning-Lazard. Fixaremos a e a para o resto de nossa demonstracao.

Assuma que G satisfaz (x) e considere os seguintes conjuntos:
Sng={r € G|z, ,a?] = 1}, n,q € N.

Cada conjunto S, , ¢ fechado e, por hipétese, temos que

G=J Sue

n,g €N

Pelo Teorema 1.2.7 (Categoria de Baire) algum S, , tem interior nao vazio. Portanto,
existem inteiros positivos n e ¢, um subgrupo normal aberto H de G e um elemento

d € G tais que Hd C S, 4. Neste caso, obtemos
[hd, ,a'] = 1 para todo h € H.
Considerando ¢ = ¢;p', com ¢; coprimo com p, escrevemos
[hd, ,a®"'] = 1 para todo h € H. (4.1)

Usaremos (4.1) para estimarmos o indice de ad-nilpoténcia de a.
Como a imagem a? de a? em Gy, /Gsa)4+1 € igual a ¢1a e g1 é coprimo com a
caracteristica p do corpo base de L,(G), é suficiente provar que a9 é ad-nilpotente.

Portanto, por conveniéncia, mudaremos a notacao a? por a em (4.1) de modo que

[hd, ,a”'] = 1 para todo h € H.
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Logo, pelo Lema 1.1.8 e por (4.1), segue que
[h,napl] = v(h,d, apl)_1 para todo h € H,

onde v(h,d, apl) ¢ um produto de comutadores de pesos pelo menos n + 2 e cada
um deles envolve h e d e envolve a? pelo menos n vezes. Dado que G é pro-p e H é
normal aberto em G temos que |G/H| = p", para algum r. Entao, pela Observacao

1.1.16, para qualquer g € G, temos que [g, Tapl] € H e, consequentemente,

[gan—&-rapl] = U([garapl]ada apl)il- (4‘2)

Afirmamos que @ é ad-nilpotente em L,(G) de indice no méximo (n + r)p.

De fato, lembre que na série de Zassenhaus-Jenning-Lazard é valido o seguinte:
u? € Gps(u) para todo u € G. (4.3)

Além disso, o Lema 1.3.6 nos garante que em L,(G), para as imagens de u e u? em

Gsw)/Gswy+1 € Gpow)/Gpo(u)+1, respectivamente, temos
[e, uP| = ¢, pul, (4.4)

onde ¢ € L,(G). Assim, por (4.3), o grau de v([g,rapl],d, apl) no lado direito de
(4.2) ¢ pelo menos §(d) + d(g) + (n + r)p'd(a) o qual é estritamente maior que
t =6(g) + (n+7)p'd(a). Isto significa que a imagem do lado direito de (4.2) em
Gy/Gyqq 6 trivial. Ao mesmo tempo, por (4.4), a imagem do lado esquerdo de (4.2)
em G;/Gyy1 € igual a imagem de [g, (4 pra] em Gy/Gyy, que é igual ao elemento

[9; (n+rpt@] em L,(G). Portanto, para o correspondente elemento homogéneo de
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L,(G) temos que

[gv (n+7‘)pld] =0.

Dado que g pode ser qualquer elemento homogéneo, isto significa que a é ad-nilpotente,
com indice no méximo (n + r)p’, como afirmado.
Agora, suponhamos que G satisfaz (xx). Pela Observagao 2.2.4, para cada

x,y € G, existem n = n(z,y) e ¢ = q(z,y) tais que
[z, 9%, ny] = 1. (4.5)
Portanto, para nosso a € GG, consideramos os conjuntos
Thy=A{z € G|x,al ,a] =1}, n,q € N,

e observamos que 7}, , sdo conjuntos fechados. Note que, por (4.5), temos

G=J Tn

n,qgeN

Pelo Teorema da Categoria de Baire algum 7}, , tem interior nao vazio. Entao,
existem inteiros n e ¢, um subgrupo normal aberto M de G e um elemento d € GG

tais que Md C T, 4. Neste caso, obtemos
[hd,a?, ,a] = 1, para todo h € M.
Usando o Lema 1.1.9, temos que
[h,a?, ,a] = v(h,d,a?,a)"", para todo h € M,

onde v(h,d, a?, a) é um produto de comutadores de pesos pelo menos 1+ 3 envolvendo
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h, d e a?, e envolvendo a pelo menos n vezes.

Escreva ¢ = ¢ip', ¢1 coprimo com p. De modo semelhante & primeira parte,
temos [g,,.a] € M para todo g € G e algum inteiro r, e obtemos ¢t = §(g) + (n +
r+ p')d(a) tal que a imagem do elemento (g, ,a, wa?, a] em G;/Guy1 (igual ao
elemento [g,,a, ya%, ,a] € L,(G)) é trivial. Em particular, como ¢, é coprimo com a
caracteristica p do corpo base de L,(G) e a imagem a? de a® em Gy /Gs(a)41 ¢
igual a q;a, temos que

[g, n+r+pla] — 0

Portanto, como g pode ser qualquer elemento homogéneo de L,(G) segue que a é

ad-nilpotente de indice no méximo n + r + p!, como querfamos. [

Agora, estamos preparados para demonstrar o Teorema 4.0.1 para o caso pro-p.

Proposicao 4.0.4. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado.
(a) Se G satisfaz (%), entao G € virtualmente nilpotente;

(b) Se G satisfaz (xx), entdo G € nilpotente.

Demonstragao: Assuma que G satisfaz (x). Considere os seguintes conjuntos

Sna =A{(91,92) € G x G|lg1,ng3] = 1}, n,q € N.
Cada conjunto S, , é fechado e por hipdtese segue que

GxG= ] Sng
n,qeN
Pelo Teorema da Categoria de Baire, algum S, , tem interior nao vazio. Consequen-
temente, existem um subgrupo normal aberto H de G e elementos a1, a, € G tais
que G satisfaz a identidade de classes laterais [z, ,y?] = 1 nas classes a1 H, agH. Pelo

Teorema 1.3.9, L = L,(G) é PIL. Pelo Lema 4.0.3 e Teorema 1.3.4, L ¢ nilpotente.
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Portanto, pelo Teorema 1.3.7, G é um grupo linear. Como G satisfaz (x), segue que
GG nao pode conter um subgrupo livre nao-abeliano. Portanto, pelo Teorema 1.1.6,
podemos escolher um subgrupo abstrato K, denso em G, que ¢é finitamente gerado e
virtualmente solivel. Pela Observacao 3.0.8, K ¢é virtualmente nilpotente. Portanto,
G ¢ virtualmente nilpotente, como queriamos.

Agora, suponhamos que G satisfaz (xx). Temos os seguintes conjuntos fechados

qu - {(91792) € G X G| [gil7ng2] = 1}7 n,qc N.

Argumentando como no primeiro paragrafo, usamos o Teorema da Categoria de
Baire e concluimos que G é virtualmente nilpotente. Seja A um subgrupo nilpotente,
normal aberto de G. Pelo Teorema 1.1.22 (de Hall) é suficiente considerar o caso
onde A é um grupo abeliano. Para quaisquer a € A e g € (G existem inteiros positivos
s =s(a,g) et=t(a,g) tais que [a’,+g] = 1. Como A é normal abeliano finitamente
gerado, para cada g € G existem [ e k tais que [A!, 9] = 1, onde A' = (a'|a € A).
Note que A’ é um subgrupo caracteristico e de indice finito em A, logo, A’ é aberto
em A (veja [16, Theorem 1.17]) e, em particular, é normal e aberto em G. Portanto,
G /Al é nilpotente de classe ¢, para algum ¢, pois G é pro-p. Isto significa que, para
todo h € G temos que [h,.g] € A'. Logo, [h,ricg] = 1 e isto implica que todo
elemento g € G é Engel. Portanto, G é Engel e G ¢é nilpotente pelo Teorema 2.1.8

(Wilson-Zelmanov). "

Agora estamos prontos para provar o Teorema 4.0.1 e suas afirmacoes serao

escritas aqui para conveniéncia do leitor.

Seja G um grupo pronilpotente finitamente gerado.
(a) Se G satisfaz (x), entdo G € virtualmente nilpotente.

(b) Se G satisfaz (xx), entdo G é nilpotente.
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Demonstragao: Suponha que G satisfaz (x). Para cada par de inteiros positivos n, q

considere os seguintes conjuntos

Sna = {(91,92) € G X G|[g1,ng5] = 1}, n,q €N.

Cada conjunto S, , ¢ fechado e por hipdtese temos

GxG= ] Sng
n,qeN

Pelo Teorema da Categoria de Baire, algum S, , tem inteiror nao vazio. Conse-
quentemente, existem um subgrupo normal aberto H de G e elementos ay,as € G
tais que G satisfaz a identidade de classes laterais [z, ,y7 = 1 nas classes a1 H, asH.
Seja m o indice de H em G. Sejam J o produto de todos os subgrupos de Sylow
correspondendo aos nimeros primos que dividem m e K o produto de todos os
subgrupos de Sylow correspondendo aos primos que nao dividem m. Como G é
pronilpotente, temos que G = J x K. Mais ainda, K < H e assim G = JH. Portanto,
podemos assumir a1, ay € J e segue que K satisfaz a identidade [z, ,y7 = 1. Seja
7 o conjunto dos primos dividindo ¢ e @’ o conjunto de todos os primos que nao
pertencem a 7. Seja O,/ (K) o subgrupo maximal normal pro-n’ de K. Para cada
g € O (K) temos (g) = (¢g7) e assim a identidade [z, ,y] = 1 é satisfeita em O,/ (K).
Consequentemente, O,/(K) é um grupo pro-7’ finitamente gerado Engel. Segue do
Teorema de Wilson-Zelmanov que O,/ (K) é nilpotente. Agora, é suficiente provar que
o produto de todos os subgrupos de Sylow de G correspondendo aos primos dividindo
gm é virtualmente nilpotente. De fato, isto segue diretamente da Proposicao 4.0.4
(a). Portanto, G é virtualmente nilpotente, como afirmado.

Agora, assuma que G satisfaz (xx). Para cada par de inteiros positivos n, g,
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considere os seguintes conjuntos fechados

qu - {(91792) € G x G| [gilvngﬂ = 1}7 n,qc N.

Argumentando como no primeiro paragrafo, usamos o Teorema da Categoria de Baire

e deduzimos da Proposicao 4.0.4 (b) que G ¢ nilpotente. n



Consideracoes Finais

Generalizando o Teorema de Wilson-Zelmanov (1992), R. Bastos e P. Shumyatsky
[7] usaram uma condigao mais fraca que condigao de Engel em todos os elementos de
um grupo e obtiveram que um grupo G profinito finitamente gerado é virtualmente
nilpotente sempre que para todo x € G existir um inteiro positivo ¢ = ¢(z) tal que
x? é Engel.

Varios resultados foram obtidos com condicoes semelhantes as condigoes de
Engel em grupos residualmente finitos. Por exemplo, R. Bastos e P. Shumyatsky [8,
Teorema C] provaram que se um grupo G é residualmente finito, finitamente gerado,
satisfazendo a identidade [z, ,y¢] = 1, onde ¢ é uma poténcia de um primo, entao G

¢é soluvel. Tal resultado é uma resposta para a seguinte pergunta:

Pergunta 5.0.1. [6, B.1.10] Seja G um grupo residualmente finito, finitamente gerado
satisfazendo uma identidade f = 1. Quais condigoes sobre f implicam que G €
soluvel?

Observagoes 5.0.2.

1. O Teorema de J. S. Wilson 2.1.7 [58] também traz uma resposta para a pergunta

5.0.1;
2. Por Zelmanov (veja [66, Theorem 5]) todo p-grupo finitamente gerado residualmente
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finito, cujo a dlgebra de Lie L,(G) é PI, ¢ finito. Com isso, a identidade ¢ = 1, onde

¢ é uma poténcia fixada de um primo p, traz uma resposta para a Pergunta 5.0.1.

Resultados Mais Recentes

Seja G um grupo residualmente finito finitamente gerado. Em 2019, P.
Shumyatsky, A. Tortora e M. Tota [54] mostraram que se G é adicionalmente
um grupo Engel satisfazendo uma identidade entao G ¢é nilpotente.

Por sua vez, em 2020, D. Silveira [55] mostrou que se G satisfaz a identidade
[, ,y?] = 1 para algum inteiro positivo ¢, entao existe uma fungao f(n) tal que G
possui um subgrupo normal nilpotente, de indice finito, de classe no méaximo f(n).

Observamos a seguir que tais condi¢oes sao necessarias para concluir que grupos

finitamente gerados sejam (virtualmente) nilpotentes.

Exemplos 5.0.3.

1. Os grupos Tarski Monster [42] sdo grupos infinitos nao-abelianos simples 2-gerados
tais que todo subgrupo proprio ¢ um grupo ciclico de ordem p. Portanto, sao grupos
que satisfazem a identidade [z,y?] = 1. Por [66, Theorem 5] tais grupos nao sao
residualmente finitos, pois, caso contrario, seriam finitos. E pela simplicidade nao

sao virtualmente nilpotentes.

2. Ja o exemplos de Golod (1964) sao p-grupos Engel finitamente gerados residualmente
finitos, nao nilpotentes. Tais grupos nao satisfazem uma identidade, pois caso
contrario, seriam finitos [66, Theorem 5] e nao podem ser virtualmente nilpotentes,

pois por Zorn (1936) e Gruenberg (1953) eles seriam nilpotentes.

Posteriormente, em 2021, Bastos e Silveira [9] provaram que G é virtualmente
nilpotente se adicionalmente G satisfizer alguma identidade e para cada x € G existir

uma poténcia m = m(x), de um primo ¢ tal que 2™ é n-Engel para algum n.
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Recentemente, condigoes mais gerais que as condigoes de Engel foram exploradas
por Shumyatsky e E. I. Khukhro [29]. A seguir definimos o que é um Engel sink de

um elemento g de um grupo G.

Definicao 5.0.4. Um Engel sink de um elemento g de um grupo G é um conjunto
&(g) tal que para todo x € G todo comutador suficientemente grande [z, g,q,...,d]
pertence a &(g), isto é, para todo x € G existe um inteiro positivo n(x,g) tal que

[z, 9] € &(g) para todo n > n(z,g).

Observe que g é um elemento Engel quando podemos escolher &(g) = {1}. Uma
generalizagdo do Teorema de Medvedev (2003) foi obtida por meio do seguinte

resultado:

Teorema 5.0.5. [29, Theorem 1.2] Suponha que G seja um grupo compacto em que
todo elemento tem um Engel sink enumerdvel. Entao G tem um subgrupo normal

finito N tal que G/N € localmente nilpotente.

Utilizando a hipdtese de grupos quase Engel, ou seja, grupos em que todos os
seus elementos possuem um Engel sink finito, Shumyatsky [52, Theorem 1.1] mostrou
que se G' é um grupo linear quase Engel, entao G possui um subgrupo normal finito
N tal que G/N é hipercentral, que em particular, (veja, [45, 12.2.4]) é localmente
nilpotente. Este resultado generaliza o Teorema de Garas¢uk-Suprunenko (1960)
[19, 20] para grupos lineares.

Vimos anteriormente que uma questao interessante em Teoria dos Grupos Engel
¢ saber quando o conjunto de todos os elementos Engel de um grupo forma um
subgrupo. Em geral, o radical de Hirsch-Plotkin estd contido no conjunto de todos os
elementos Engel de um grupo mas a inclusao contraria ndo é valida em geral (Golod,
1964). Nesta direcao, citamos a seguir uma pergunta feita por Shumyatsky em The

Kourovka Notebook para elementos quase Engel de um grupo linear.
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Pergunta 5.0.6. [28, Problema 19.83] Um elemento g de um grupo G é quase Engel
se existe um FEngel sink finito de g. O conjunto de elementos quase Engel em um

grupo linear € sempre um subgrupo?

Concluimos dizendo que neste trabalho obtivemos uma generalizacao do Teorema
de Gruenberg (1953) para um grupo G soldvel finitamente gerado (Teorema 3.0.1) e
obtivemos a mesma conclusao que Bastos-Shumyatsky (2015) para grupos pronilpo-
tentes finitamente gerados (Teorema 4.0.1) assumindo qualquer uma das seguintes
condigoes mais gerais:

() Para todos z,y € G existem inteiros positivos n = n(x,y) e ¢ = q(z,y) tais
que [z, ny?] = 1;

(%) Para todos z,y € G existem inteiros positivos n = n(z,y) e ¢ = q(x,y) tais

que [z, ,y] = 1;
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