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Abstract

Let G be a finitely generated pronilpotent group. In this work we consider the
conditions:

(∗) For every x, y ∈ G there are positive integers n = n(x, y) and q = q(x, y) such
that [x, ny

q] = 1;
(∗∗) For every x, y ∈ G there are positive integers n = n(x, y) and q = q(x, y)

such that [xq, ny] = 1.
We show that if G satisfies (∗) then G is a virtually nilpotent group. If G

satisfies (∗∗) then G is nilpotent. When G is a finitely generated soluble (abstract)
group satisfying (∗) or (∗∗), we show that G is virtually nilpotent. This generalizes
Gruenberg’s theorem which says that every finitely generated soluble Engel group is
nilpotent.

Keywords: Engel Elements, Pronilpotent Groups, Soluble Groups.
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Resumo

Seja G um grupo pronilpotente finitamente gerado. Neste trabalho, consideramos
as seguintes condições:

(∗) Para quaisquer x, y ∈ G existem inteiros positivos n = n(x, y) e q = q(x, y)
tais que [x, ny

q] = 1;
(∗∗) Para quaisquer x, y ∈ G existem inteiros positivos n = n(x, y) e q = q(x, y)

tais que [xq, ny] = 1.
Mostramos que se G satisfaz (∗), então G é um grupo virtualmente nilpotente.

Se G satisfaz (∗∗), então G é um grupo nilpotente. Quando G é um grupo (abstrato)
solúvel finitamente gerado satisfazendo (∗) ou (∗∗) então G é virtualmente nilpotente.
A última afirmação generaliza o teorema de Gruenberg que diz que todo grupo solúvel
Engel finitamente gerado é nilpotente.

Palavras-chave: Elementos Engel; Grupos Pronilpotentes; Grupos Solúveis.
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Introdução

A teoria de grupos com condições de Engel tem ińıcio essencialmente com os

trabalhos de W. Burnside [13, 14] em 1902. Um elemento g de um grupo G é dito

ser Engel se para cada x ∈ G existe um inteiro positivo n = n(x) tal que

[x, ng] = 1,

onde [x, 1g] = [x, g] e [x, sg] = [[x, s−1g], g] para qualquer s > 1. Quando n pode ser

escolhido independente de x então dizemos que g é n-Engel. Se todos os elementos de

um grupo G são Engel (n-Engel) então dizemos que G é um grupo Engel (n-Engel).

Um grupo G é dito ser localmente nilpotente se qualquer subconjunto finito de

G gera um subgrupo nilpotente. As condições de Engel generalizam a propriedade

de nilpotência local em grupos. De fato, E. S. Golod mostrou em 1964 que existem

grupos finitamente gerados Engel que não são nilpotentes [21]. Por conta disso,

podemos fazer o seguinte questionamento:

Pergunta. Quais condições são suficientes para que um grupo finitamente gerado

Engel seja nilpotente?

Foram obtidos vários resultados que respondem à pergunta anterior [57], sendo

que um dos primeiros resultados, devido a M. Zorn (1936), diz que todo grupo finito

13
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Engel é nilpotente [68]. Algum tempo depois, em 1953, K. W. Gruenberg mostrou

que a condição de solubilidade também nos dá uma resposta para tal questionamento,

quando divulgou o seguinte resultado:

Teorema. [22, Theorem 1] Todo grupo solúvel finitamente gerado Engel é nilpotente.

É válido notar também que condições de Engel em álgebras de Lie possúıram um

papel importante no desenvolvimento da Teoria dos Grupos. Uma álgebra de Lie L

é um espaço vetorial com uma operação [, ] : L× L → L chamada produto de Lie,

que é bilinear, anticomutativa e satisfaz a identidade de Jacobi. Uma álgebra de Lie

L é dita ser n-Engel se, para todos x, y ∈ L, tivermos

[x, ny] = 0.

Estudos de W. Magnus e I. N. Sanov (veja, por exemplo, [36, 38, 46]), feitos entre

as décadas de 1930 e 1950, mostravam que o estudo de álgebras de Lie m-geradas,

(p− 1)-Engel sobre um corpo com p elementos traria uma resposta positiva para o

Problema Restrito de Burnside (PRB) para grupos de expoente primo p [23], o qual,

neste caso, questiona se existe um número dependendo de m, p que limita a ordem

de qualquer grupo finito m-gerado e de expoente p.

Mais tarde, em 1991, E. Zelmanov deu uma solução completa para o PRB

utilizando também métodos de Lie [63, 65] e tais métodos trouxeram grandes

contribuições para Teoria de Grupos, sobre as quais podemos citar as referências

[47, 48, 49, 50, 58, 60].

Lembramos que um grupo topológico G é dito ser profinito (pronilpotente) se

for compacto, totalmente desconexo e G/L é finito (nilpotente finito) para todo

subgrupo normal aberto L de G. O seguinte teorema foi demonstrado por Wilson e

Zelmanov (1992) para grupos profinitos Engel:

Teorema. [60, Theorem 5] Um grupo profinito é localmente nilpotente se, e somente
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se, é Engel.

Generalizações das condições de Engel têm sido investigadas para outras classes

de grupos como grupos residualmente finitos [9, 55], grupos lineares [52] e grupos

compactos [7, 29]. Um grupo G é dito ser virtualmente nilpotente se possui um

subgrupo normal N nilpotente tal que G/N é finito. Neste contexto, uma generaliza-

ção do teorema de Wilson-Zelmanov foi obtida por Bastos e Shumyatsky (2015) no

seguinte sentido:

Teorema. [7, Theorem 1.1] Seja G um grupo profinito finitamente gerado tal que

para todo x ∈ G existe um inteiro positivo q = q(x) tal que xq é Engel. Então, G é

virtualmente nilpotente.

Neste trabalho, investigamos grupos solúveis e grupos pronilpotentes finitamente

gerados com as condições (∗) e (∗∗) dadas por:

(∗) Para todos x, y ∈ G existem inteiros positivos n = n(x, y) e q = q(x, y) tais

que [x, ny
q] = 1;

(∗∗) Para todos x, y ∈ G existem inteiros positivos n = n(x, y) e q = q(x, y) tais

que [xq, ny] = 1,

e obtivemos os seguintes resultados:

Teorema A. Seja G um grupo solúvel finitamente gerado satisfazendo (∗) ou (∗∗).

Então, G é virtualmente nilpotente.

Teorema B. Seja G um grupo pronilpotente finitamente gerado.

(a) Se G satisfaz (∗), então G é virtualmente nilpotente.

(b) Se G satisfaz (∗∗), então G é nilpotente.

Nossos resultados foram publicados em [53]. Acreditamos que o Teorema B é

válido para todos os grupos compactos, mas até o momento não obtivemos sucesso.
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Observamos que o Teorema A generaliza o Teorema de Gruenberg (1953) para

grupos solúveis citado anteriormente.

A demonstração do Teorema A é feita por indução no comprimento derivado do

grupo G e a seguinte proposição nos ajuda a alcançar este objetivo:

Proposição C. Seja G um grupo finitamente gerado satisfazendo (∗) ou (∗∗). Então

o subgrupo comutador G′ é finitamente gerado.

Este trabalho está dividido em 5 caṕıtulos. No Caṕıtulo 1 fazemos um resumo dos

conceitos principais usados no texto, começando com algumas definições em teoria

de grupos abstratos, seguindo por grupos topológicos com destaque para grupos

profinitos e finalizamos com álgebras de Lie.

O Caṕıtulo 2 é dedicado a condições de Engel em grupos, contendo alguns

resultados principais que surgiram no desenvolvimento dessa teoria, desde os trabalhos

de Burnside até os trabalhos que motivaram nossos resultados e finalizamos o Caṕıtulo

2 demonstrando a Proposição C.

No Caṕıtulo 3, demonstramos o Teorema A e no Caṕıtulo 4 demonstramos o

Teorema B.

No Caṕıtulo 5 dedicamos um espaço para fazer nossas considerações finais trazendo

alguns resultados mais recentes e perguntas relacionadas a condições de Engel.



1
Conceitos Preliminares

Neste caṕıtulo faremos um resumo dos principais conceitos e resultados utilizados

no desenvolvimento deste trabalho, começando com conceitos em Teoria de Grupos

Abstratos, seguindo com Grupos Profinitos e, por fim, fazendo menção de Métodos

Lie Teóricos em teoria de grupos. Mais detalhes dos conteúdos aqui citados podem

ser consultados, por exemplo, nas referências [16, 31, 45].

1.1 Grupos Abstratos

Seja G um grupo e X ⊆ G. Usaremos a notação ⟨X⟩ para subgrupo gerado por

X. Se G possui um subconjunto finito X tal que G = ⟨X⟩, então dizemos que G é

um grupo finitamente gerado.

Definição 1.1.1. Seja X uma propriedade de grupos. Um grupo G é dito ser localmente

X se todo subgrupo finitamente gerado de G tem a propriedade X.

Definição 1.1.2. Seja X uma propriedade de grupos. Um grupo G é dito ser vir-

tualmente X se G possui um subgrupo normal N tal que N possui X e G/N é

finito.

Exemplos 1.1.3.

17



18 Caṕıtulo 1. Conceitos Preliminares

1. Um grupo G é localmente finito quando todo subgrupo finitamente gerado de G é

finito;

2. Um grupo G é virtualmente abeliano quando G possui um subgrupo normal N tal

que N é um grupo abeliano e G/N é finito.

Sejam X,Y subgrupos de um grupo G. Denotamos por XY o menor subgrupo

de G contendo X que é normalizado por Y . Obviamente, XY = ⟨y−1Xy | y ∈ Y ⟩.

Em particular, quando Y = G chamamos XG de fecho normal de X em G.

Alguns resultados que serão citados ao longo do texto são obtidos sob a condição

de grupos que satisfazem identidades e tal propriedade está relacionada com o conceito

de palavras de grupo.

Uma palavra de grupo, ou simplesmente palavra, é um elemento não trivial

w = w(x1, x2, . . . , xs) do grupo livre F = F (X), onde X = {x1, x2, . . . } é um

conjunto de geradores livres de F . Neste texto, nossas palavras são tomadas na sua

forma reduzida. Para mais detalhes sobre grupos livres e suas propriedades veja, por

exemplo, [45, Cap. 2].

Definição 1.1.4. Sejam G um grupo e w = w(x1, x2, . . . , xs) uma palavra. Um grupo

G é dito satisfazer a identidade w ≡ 1 se w(g1, . . . , gs) = 1 para todos g1, . . . , gs ∈ G.

Seguindo J. Wilson e E. Zelmanov [60] definimos o que significa um grupo

satisfazer uma identidade de classes laterais.

Definição 1.1.5. Um grupo G é dito satisfazer uma identidade de classes laterais se

existirem uma palavra w = w(x1, . . . , xm), elementos a1, . . . , am ∈ G e um subgrupo

H ≤ G tais que w(a1h1, . . . , amhm) = 1 para todos h1, . . . , hm ∈ H.

O teorema a seguir, devido a Tits, garante uma propriedade muito útil em grupos

lineares finitamente gerados. Lembramos que um grupo G é dito ser linear se for

isomorfo a um subgrupo do grupo GLn(K) das matrizes inverśıveis n×n para algum

corpo K e algum inteiro positivo n.
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Teorema 1.1.6. (Alternativa de Tits)[56, Corollary 1] Um grupo linear finitamente

gerado ou contém um subgrupo livre não-abeliano ou tem um subgrupo solúvel de

ı́ndice finito.

Comutadores

A seguir definiremos comutador de grupo e demonstraremos algumas propriedades

relacionadas. Outras propriedades podem ser facilmente verificadas utilizando a

definição ou podem ser encontradas nas referências (veja, por exemplo, [45, Cap. 5]).

Sejam G um grupo, x1, x2 ∈ G. O comutador de x1 e x2 é dado por

[x1, x2] = x−1
1 x−1

2 x1x2 = x−1
1 xx2

1 .

Mais geralmente, para s ≥ 2 e elementos x1, . . . , xs ∈ G, denotamos recursivamente

o comutador dos elementos x1, . . . , xs pela regra

[x1, . . . , xs] = [[x1, . . . , xs−1], xs],

onde [x1] = x1, por convenção.

Chamamos de comutador de peso 1 a qualquer elemento g ∈ G e, indutivamente,

definimos comutador de peso s ≥ 2 a qualquer comutador da forma [w1, w2] onde w1 é

um comutador de peso n1 < s e w2 é um comutador de peso n2 < s com n1 + n2 = s.

Para todo inteiro não negativo n define-se indutivamente o n-ésimo comutador

de Engel por

[x1, 0x2] = x1; [x1, nx2] = [[x1, n−1x2], x2] para todo n ≥ 1.

As afirmações do seguinte lema serão usadas no texto sem referência.
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Lema 1.1.7. [45, 5.1.5, Exercise 5.1.4] Para quaisquer elementos x, y, z de um grupo

G e um inteiro positivo r, as seguintes identidades são válidas:

(a) [xy, z] = [x, z]y[y, z] = [x, z][x, z, y][y, z];

(b) [x, yz] = [x, z][x, y]z = [x, z][x, y][x, y, z];

(c) [x−1, z] =
(
[x, z]−1

)x−1

= [x, z]−x−1
= [z, x]x

−1
;

(d) [x, yr] = [x, y][x, y]y . . . [x, y]y
(r−2)

[x, y]y
(r−1)

=
∏r−1

j=0[x, y]
yj ;

(e) (Identidade de Hall-Witt) [x, y−1, z]y[y, z−1, x]z[z, x−1, y]x = 1.

Seguindo J. Wilson e E. Zelmanov [60] trazemos uma generalização da afirmação

(a) do Lema 1.1.7. Tal generalização já é conhecida na literatura e sua demonstração

será feita para conveniência do leitor.

Lema 1.1.8. Sejam G um grupo, x, y, z ∈ G e n ≥ 1. Então,

[xy, nz] = [x, nz][y, nz]v(x, y, z),

onde v(x, y, z) é um produto de comutadores de pesos pelo menos n+ 2 envolvendo

x, y e envolvendo z pelo menos n vezes.

Demonstração: Faremos indução em n. Se n = 1 então

[xy, z] = [x, z][y, z]h(x, y, z),

com h(x, y, z) = [x, z, y][[x, z, y], [y, z]]. Agora suponhamos que para n ≥ 2 temos

[xy, n−1z] = [x, n−1z][y, n−1z]t(x, y, z),

onde t(x, y, z) é um produto de comutadores de pesos pelo menos n+ 1 envolvendo
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x, y e envolvendo z pelo menos n− 1 vezes. Denote

a = [x, n−1z], b = [y, n−1z] e t = t(x, y, z).

Assim,

[xy, nz] = [[xy, n−1z], z]

= [abt, z]

= [a, z][a, z, bt][bt, z]

= [a, z][a, z, t][a, z, b][a, z, b, t][b, z][b, z, t][t, z]. (1.1)

Afirmamos que o lado direito de (1.1) é

[x, nz][y, nz]v(x, y, z),

onde v(x, y, z) é um produto de comutadores de pesos pelo menos n+ 2, envolvendo

x, y e envolvendo z pelo menos n vezes. De fato, basta analisar os comutadores em

(1.1) que contém t em uma de suas entradas.

Assim, escreva t = y1y2 onde y1 é um comutador de peso pelo menos n + 1,

envolvendo x e y e envolvendo z pelo menos n− 1 vezes e y2 é o produto dos demais

comutadores aparecendo em t. Segue que

[t, z] = [y1y2, z] = [y1, z][y1, z, y2][y2, z]. (1.2)

Da mesma forma, para cada g sendo um dos elementos [a, z], [a, z, b], [b, z] obtemos

[g, t] = [g, y1y2] = [g, y2][g, y1][g, y1, y2]. (1.3)
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De (1.2) e (1.3), depois de um número finito de passos, obtemos que [t, z] e [g, t] são

produtos de comutadores de pesos pelo menos n+ 2, envolvendo x, y e envolvendo z

pelo menos n vezes. Portanto, segue de (1.1) que

[xy, nz] = [a, z][b, z]v(x, y, z) = [x, nz][y, nz]v(x, y, z),

onde v(x, y, z) é um produto de comutadores de pesos pelo menos n+ 2, envolvendo

x, y e envolvendo z pelo menos n vezes.

De modo semelhante, obtemos o seguinte lema.

Lema 1.1.9. Sejam G um grupo, x, y, z ∈ G, e sejam n e q inteiros positivos. Então

[xy, zq, nz] = [x, zq, nz][y, z
q, nz]v(x, y, z

q, z),

onde v(x, y, zq, z) é um produto de comutadores de pesos pelo menos n+3 envolvendo

x, y e zq, e envolvendo z pelo menos n vezes.

Demonstração: A demonstração será feita por indução em n como na prova do Lema

1.1.8. Suponha n = 1 e escreva

a = [x, zq], b = [y, zq], c = [x, zq, y] e d = [[x, zq, y], [y, zq]].

Desde que [xy, zq] = abcd, obtemos

[xy, zq, z] = [abcd, z]

= [a, z][a, z, bcd][bcd, z]

= [a, z][a, z, bcd][b, z][b, z, cd][cd, z]

= · · ·

= [a, z][b, z]h(x, y, zq, z).
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onde h(x, y, zq, z) é um produto de comutadores de pesos pelo menos 4, cada um

deles envolvendo x, y, zq e z.

Agora o passo de indução para n ≥ 2 é similar ao que foi feito na prova do Lema

1.1.8.

Observação 1.1.10. Embora as expressões de v(x, y, z) e v(x, y, zq, z) nos Lemas 1.1.8

e 1.1.9 não sejam expĺıcitas em geral, elas são muito úteis quando os elementos

envolvidos pertencem a subgrupos Gi ≤ G com a propriedade que [Gi, Gj] ≤ Gi+j

(por exemplo, termos da série central inferior de G, definidas mais adiante). Esta

utilidade será vista em uma de nossas demonstrações.

Sejam A e B subconjuntos de um grupo G. Definimos o subgrupo [A,B] como

[A,B] = ⟨[a, b] | a ∈ A e b ∈ B⟩.

Em particular, o subgrupo [G,G] gerado por todos os comutadores de G é chamado

de subgrupo comutador de G, às vezes denotado por G′.

A sequência de subgrupos G(n) dada por

G(0) = G, G(n) = [G(n−1), G(n−1)], n ≥ 1

forma uma série descendente chamada de série derivada de G.

Definição 1.1.11. Um grupo G é dito ser solúvel quando existe um inteiro não negativo

n tal que G(n) = 1.

Observação 1.1.12. Omenor inteiro n para o qual G(n) = 1 é chamado de comprimento

derivado de G, o qual denotaremos por dl(G). Portanto, um grupo tem comprimento

derivado 0 se, e somente se, tem ordem 1; grupos com comprimento derivado no
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máximo 1 são abelianos; e um grupo com comprimento derivado no máximo 2 é

chamado de grupo metabeliano.

O seguinte lema é uma consequência da identidade de Hall-Witt para grupos

metabelianos.

Lema 1.1.13. Seja G um grupo metabeliano e z ∈ G′. Então [z, x, y] = [z, y, x] para

todos x, y ∈ G.

Demonstração: Dado que G′ é abeliano e z ∈ G′, segue da Identidade de Hall-Witt

com x−1, y, z que

[y, z−1, x−1][z, x, y]x
−1

= 1.

Agora basta notar que

[y, z−1, x−1] = [[y, z]−z−1

, x−1] = [z, y, x]−x−1

.

O resultado segue.

A seguinte classe de grupos é um caso particular de grupos solúveis.

Definição 1.1.14. Um grupo G é dito ser nilpotente de classe c quando c é o menor

inteiro não negativo tal que [x1, x2, . . . , xc+1] = 1 para todos x1, . . . , xc+1 ∈ G.

Um grupo nilpotente também pode ser definido usando a série central de subgrupos

γ1(G) = G ≥ γ2(G) ≥ · · · ≥ γn(G) ≥ · · ·

onde γn(G) = [γn−1(G), G], n ≥ 2. Assim, um grupo é dito ser nilpotente de classe c

se γc+1(G) = 1 e c é o menor inteiro não negativo com essa propriedade. A série de

subgrupos acima é chamada de série central inferior de G e cada subgrupo γk(G) é

chamado de k-ésimo termo da série central inferior de G.
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Definimos o centro Z(G) de um grupo G como

Z(G) = {z ∈ G | [z, g] = 1 para todo g ∈ G}.

Teorema 1.1.15. Um grupo G é nilpotente de classe c > 1 se, e somente se, G/Z(G)

é nilpotente de classe c− 1.

Em nossos resultados no caṕıtulo 4 trabalharemos com grupos que envolvem

p-grupos finitos, onde p é um número primo. Relembramos que um p-grupo é um

grupo em que todos os seus elementos têm ordem igual a uma potência de p. Mais

geralmente, seja π um conjunto de números primos. Chamamos de π-grupo ao grupo

cuja ordem é diviśıvel somente por números primos que estão em π.

Observação 1.1.16. Seja p um número primo. Dado que p-grupos finitos possuem

centro não trivial, eles são nilpotentes. Quando a ordem de um p-grupo finito é

pn, n ≥ 2, então sua classe de nilpotência é no máximo n− 1 e satisfaz a identidade

[x1, x2, . . . , xn] ≡ 1. Para o caso n ≤ 2, a identidade [x1, x2] ≡ 1 é satisfeita.

Seguindo as Definições 1.1.1 e 1.1.2, destacamos os seguintes casos quando X é a

propriedade de um grupo ser nilpotente.

Definição 1.1.17. Um grupo G é dito ser localmente nilpotente se todo subgrupo

finitamente gerado de G é nilpotente.

Definição 1.1.18. Um grupo G é dito ser virtualmente nilpotente se G possui um

subgrupo normal N tal que N é nilpotente e G/N é finito.

Finalizamos este tópico com dois teoremas bem conhecidos e úteis. O seguinte é

devido a H. Fitting.

Teorema 1.1.19. [45, 5.2.8] Sejam M e N subgrupos normais nilpotentes de um grupo

G. Suponha que c e d sejam as classes de nilpotência de M e N , respectivamente.

Então, MN é um subgrupo normal nilpotente de G de classe no máximo c+ d.
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É conhecido que nilpotência não é uma propriedade fechada para extensões. Um

resultado que nos auxilia a contornar esta dificuldade foi dado por P. Hall e faremos

a sua demonstração na sequência. Para isso, lembramos os seguintes lemas.

Lema 1.1.20. [31, Lemma 1.17] Seja G um grupo. Se A,B,C são subgrupos normais

de G então

[AB,C] = [A,C][B,C].

Lema 1.1.21. [31, Corollary 3.3] Sejam A,B,C subgrupos normais de um grupo G.

Então,

[[A,B], C] ≤ [[B,C], A][[C,A], B].

Teorema 1.1.22. [31, Theorem 3.26] Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de

G tal que N é nilpotente de classe k e G/N ′ é nilpotente de classe c. Então, G é

nilpotente de classe no máximo f(k, c) = (c− 1)k(k + 1)/2 + k.

Demonstração: Usando o fato que G/N ′ é nilpotente de classe c, usaremos indução

em k ∈ N para mostrar que

γf(k,c)+1(G) ≤ γk+1(N), onde f(k, c) = (c− 1)k(k + 1)/2 + k.

Para k = 1, nossa hipótese nos diz que γc+1(G) ≤ γ2(N), como queŕıamos. Suponha-

mos que γf(k,c)+1(G) ≤ γk+1(N). Para quaisquer s ∈ N notamos que o subgrupo

γf(k,c)+s+1(G) = [γf(k,c)+1(G), G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
s

]

≤ [γk+1(N), G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
s

]

= [N, . . . , N︸ ︷︷ ︸
k+1

, G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
s

]. (1.4)
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Vamos analisar o lado direito de (1.4). Usando o Lema 1.1.20 e o Lema 1.1.21 temos

[N, . . . , N︸ ︷︷ ︸
k+1

, G] ≤ [[N,G], N, . . . , N ][N, [N,G], N, . . . , N ] . . . [N, . . . , N, [N,G]],

e, portanto,

[N, . . . , N︸ ︷︷ ︸
k+1

, G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
s

] ≤
∏

i1+···+ik+1=s

[
[N,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸

i1

], . . . , [N,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
ik+1

]
]
. (1.5)

Considerando s = (k + 1)(c − 1) + 1, temos que pelo menos um dos ij na soma

i1+ · · ·+ ik+1 = s é maior que c−1 e, consequentemente, cada comutador no produto

(1.5) contém uma entrada da forma

[N,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
ir

] com ir ≥ c. (1.6)

Observe que, pelo Lema 1.1.21, conseguimos“transpor”cada subgrupo normal A,B,C

para o ińıcio de cada comutador da seguinte forma:

[[A,B], C] ≤ [[B,C], A][[C,A], B] = [[C,B], A][[C,A], B].

Com várias aplicações dessa inclusão, colocamos o subgrupo da forma (1.6) para

o ińıcio de cada fator em (1.5) e escrevemos [N,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
c

] no lugar de qualquer

[N,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
ir

], ir ≥ c e N no lugar dos demais [N,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
ij

], obtendo a seguinte

inclusão

∏
i1+···+ik+1=s

[
[N,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸

i1

], . . . , [N,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
ik+1

]
]
≤ [[N,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸

c

], N, . . . , N︸ ︷︷ ︸
k

].
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Como resultado, segue de (1.4) e da hipótese γc+1(G) ≤ [N,N ] que

γf(k,c)+s+1(G) ≤ [[N,G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
c

], N, . . . , N︸ ︷︷ ︸
k

]

≤ [[G, . . . , G︸ ︷︷ ︸
c+1

], N, . . . , N︸ ︷︷ ︸
k

]

≤ [[N,N ], N, . . . , N︸ ︷︷ ︸
k

] = γk+2(N). (1.7)

Por fim, dado que

f(k, c) + s = (c− 1)k(k + 1)/2 + k + (k + 1)(c− 1) + 1

= (c− 1)(k + 1)(k + 2)/2 + k + 1

= f(k + 1, c)

segue que γf(k+1,c)+1(G) ≤ γk+2(N), como queŕıamos.

Elementos Engel

A seguir definiremos grupos com condições de Engel. Tal conceito generaliza

a propriedade de nilpotência local em grupos. No próximo caṕıtulo falaremos um

pouco mais sobre o desenvolvimento das pesquisas relacionadas a essas condições

e no último caṕıtulo reservamos um espaço para generalizações das condições de

Engel em grupos. Para mais detalhes sobre grupos com condições de Engel e suas

propriedades, veja por exemplo [1, 44, 45, 57].

Definição 1.1.23. Sejam n um inteiro positivo, G um grupo e g ∈ G.

1. Dizemos que g é Engel se para qualquer x ∈ G existe um inteiro positivo n = n(x)

tal que [x, ng] = 1. Quando todo elemento de G é Engel, dizemos que G é um grupo

Engel;
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2. Dizemos que g é n-Engel se [x, ng] = 1 para todo x ∈ G. Quando todo elemento de

G é n-Engel dizemos que G é um grupo n-Engel ou que satisfaz a n-ésima condição

de Engel.

Na literatura é comum encontrar distinção entre elementos Engel à esquerda e

elementos Engel à direita, e tal distinção é feita de acordo com a posição da variável

no n-ésimo comutador de Engel. Mais especificamente, um elemento g ∈ G é dito ser

Engel à direita se para qualquer x ∈ G existe um inteiro positivo n = n(x) tal que

[g, nx] = 1.

Observações 1.1.24.

1. Na Definição 1.1.23 (e em todo o nosso trabalho) estamos considerando elementos

Engel à esquerda;

2. Elementos 1-Engel de um grupo G são exatamente elementos que estão no centro

de G. Por outro lado, o conjunto de elementos 2-Engel de um grupo G pode não

formar um subgrupo de G (veja, [44, pág 45]). Mais geralmente, existem grupos em

que o produto de elementos Engel não é necessariamente um elemento Engel (veja,

por exemplo, [5, 17]), em particular, o conjunto de elementos Engel não forma um

subgrupo em geral.

No que segue, veremos que o conjunto de elementos Engel de um grupo contém

um subgrupo chamado radical de Hirsch-Plotkin.

Proposição 1.1.25. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G.

(a) Se g ∈ N e N é nilpotente de classe n, então g é (n+ 1)-Engel;

(b) Se g ∈ N e N é localmente nilpotente, então g é Engel.

Demonstração: A afirmação (a) segue do fato que, se N é normal, então para todo

x ∈ G temos [x, g] ∈ N . Logo, dado que N é nilpotente de classe n temos que

1 = [[x, g], ng] = [x, n+1g], em particular g é (n+ 1)-Engel.
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Agora, suponhamos que N seja localmente nilpotente. Então, o subgrupo

⟨[x, g], g⟩ ≤ N é nilpotente de classe c, para algum c. Portanto, para cada x ∈ G

existe um inteiro c = c(x, g) tal que [x, c+1g] = 1, em particular, g é um elemento

Engel de G e a afirmação (b) segue como queŕıamos.

O seguinte resultado é um análogo ao Teorema de Fitting 1.1.19 para grupos

normais localmente nilpotentes.

Teorema 1.1.26. (Hirsch-Plotkin)[45, 12.1.2] Seja G um grupo. Se H e K são

subgrupos normais localmente nilpotentes de G, então HK é um subgrupo normal

localmente nilpotente de G.

Um corolário imediato da proposição anterior (veja [45, 12.1.3]) é que em qualquer

grupo G existe um único subgrupo normal maximal localmente nilpotente, chamado

de radical de Hirsch-Plotkin. Em particular, pela Proposição 1.1.25, o conjunto dos

elementos Engel de G contém radical de Hirsch-Plotkin.

Duas questões importantes surgem no estudo de elementos Engel de um grupo G,

as quais são:

Pergunta 1.1.27. Sob quais hipotéses temos que o radical de Hirsch-Plotkin de G

coincide com o conjunto de elementos Engel de G?

Pergunta 1.1.28. Sob quais condições o conjunto de elementos Engel de G forma um

subgrupo?

Avanços relacionados a essas perguntas podem ser consultados em [1].

Condição Maximal em Subgrupos

Dedicamos este tópico para relembrar o conceito de condição maximal em sub-

grupos.
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Definição 1.1.29. Um grupo G é dito satisfazer condição maximal em subgrupos se

qualquer conjunto não vazio de subgrupos de G, parcialmente ordenado pela inclusão,

possui um elemento maximal.

Grupos com condição maximal em subgrupos possuem a seguinte caracterização.

Teorema 1.1.30. [45, 3.1.6] Um grupo G satisfaz condição maximal em subgrupos se,

e somente se, todo subgrupo de G é finitamente gerado.

O teorema a seguir mostra que condição maximal em subgrupos é uma propriedade

fechada para extensões.

Teorema 1.1.31. [45, 3.1.7] Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G.

Suponha que N e G/N satisfazem condição maximal em subgrupos. Então G também

satisfaz.

Finalizamos este tópico com o seguinte teorema, devido a R. Baer, que nos dá

uma condição suficiente para um grupo satisfazer condição maximal.

Teorema 1.1.32. [45, 5.2.17] Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado. Então

G satisfaz condição maximal em subgrupos.

1.2 Grupos Profinitos

Nesta seção traremos algumas noções de uma classe de grupos que generaliza

a classe dos grupos finitos, os chamados grupos profinitos. Tais grupos envolvem

conceitos de topologia, os quais serão ligeiramente mencionados aqui.

Para mais detalhes sobre grupos profinitos e suas propriedades veja, por exemplo,

[16, 43, 59] e para mais detalhes sobre espaços topológicos veja, por exemplo, [27].
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Definição 1.2.1. Um grupo topológico G é um conjunto que é simultaneamente um

grupo e um espaço topológico para o qual a aplicação

G×G → G, (g, h) 7→ gh−1

é cont́ınua, onde G×G é equipado com a topologia produto.

Dizemos que um conjunto G é um grupo compacto (Hausdorff) quando G for

um grupo topológico e, visto como espaço topológico, é um espaço compacto (resp.

Hausdorff). A seguir, enunciamos alguns fatos básicos em grupos topológicos.

Lema 1.2.2. [59, Lemma 0.3.1] Seja G um grupo topológico.

(a) As funções (x, y) 7→ xy de G×G para G e a função x 7→ x−1 de G para G são

cont́ınuas.

(b) Todo subgrupo fechado de ı́ndice finito em G é aberto. Se G é um grupo compacto,

então todo subgrupo aberto de G tem ı́ndice finito.

(c) G é Hausdorff se, e somente se, {1} é um subconjunto fechado de G.

Sejam G1 e G2 espaços topológicos. Considere o produto cartesiano P = G1 ×G2

com a topologia produto e a projeção canônica πi : P → Gi dada por πi(x1, x2) = xi

para cada i = 1, 2. Lembramos que uma função f : X → P de um espaço topológico

X em P é cont́ınua se, e somente se, a composição πif : X → Gi é cont́ınua para

todo i = 1, 2, e que composição de funções cont́ınuas é cont́ınua. Com isso, podemos

fazer a seguinte observação que será usada em nossas demonstrações:

Observação 1.2.3. Seja G um grupo topológico. Então, para inteiros positivos q, r, s, t

e a ∈ G, a função G×G → G dada por (g1, g2) 7→ [gq1, tg2] e a função G → G dada

por g 7→ [g, sa
r] são cont́ınuas. Se G é Hausdorff, então os conjuntos

{(g1, g2) ∈ G×G | [gq1, tg2] = 1} e {g ∈ G | [g, sar] = 1}
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são fechados.

Uma classe especial de grupos compactos será definida na sequência.

Definição 1.2.4. Um conjunto G é um grupo profinito se G é um grupo topológico

compacto, Hausdorff cujos subgrupos abertos formam uma base de vizinhanças da

identidade.

A seguir listamos alguns exemplos importantes de grupos profinitos. Para mais

detalhes veja [16, Cap. 1].

Exemplos 1.2.5.

1. Grupos finitos com a topologia discreta;

2. Seja p um número primo. O grupo aditivo do anel dos inteiros p-ádicos

Zp = {(xn)n∈N |xn ∈ Z, xn ≡ xm mod pm se m ≤ n}

é um grupo profinito;

3. O grupo GLn(Zp) das matrizes n× n inverśıveis sobre Zp é um grupo profinito.

Uma maneira útil de caracterizar subconjuntos abertos de um grupo profinito e

que será usada em nossas demonstrações é dada a seguir.

Proposição 1.2.6. [59, Proposition 0.3.3] Seja G um grupo profinito. Todo subconjunto

aberto em G é uma união de classes de subgrupos normais abertos em G.

Como aplicação desse fato, temos o seguinte caso especial do Teorema da Categoria

de Baire [27, pág. 200].

Teorema 1.2.7. [43, Proposition 2.3.1] Sejam G um grupo profinito. Se existe uma

famı́lia enumerável {Ci}i∈N de subconjuntos fechados de G tais que G =
⋃∞

i=1Ci,

então pelo menos um subconjunto Cl tem interior não vazio. Consequentemente,

existe um subgrupo normal aberto H de G e um elemento b ∈ G tais que Hb ⊆ Cl.
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Embora a definição formal de limite inverso não seja abordada aqui, grupos

profinitos podem ser definidos por meio de limite inverso de um sistema inverso

de grupos finitos. De modo mais abrangente, para uma classe C de grupos finitos

podemos definir os chamados grupos pro-C como sendo o limite inverso de um sistema

inverso de grupos em C . Mais detalhes sobre a definição de limite inverso e suas

propriedades podem ser encontrados, por exemplo, em [43, 59].

Neste momento, traremos algumas equivalências que serão usadas em algumas de

nossas demonstrações. Lembramos que uma classe de grupos T é:

1. Fechada para subgrupos (quociente) se todo subgrupo (resp. grupo quociente) de

um grupo em T está em T;

2. Fechada para produtos direto se G1 ×G2 ∈ T sempre que G1, G2 ∈ T.

Teorema 1.2.8. [59, Theorem 1.2.3] Sejam C uma classe de grupos finitos que é

fechada para subgrupos, quocientes e produto diretos, e G um grupo topológico. As

seguintes afirmações são equivalentes:

(a) G é um grupo pro-C ;

(b) G é isomorfo (como grupo topológico) a um subgrupo fechado de um produto

cartesiano de grupos em C ;

(c) G é compacto, totalmente desconexo e G/L ∈ C para todo subgrupo normal aberto

L de G.

Destacamos alguns exemplos a seguir.

Exemplos 1.2.9.

1. Um grupo profinito é um grupo pro-C , com C sendo a classe de todos os grupos

finitos;

2. Sejam p um número primo e Fp a classe de todos os p-grupos finitos. Um grupo

pro-Fp é chamado de grupo pro-p. Mais geralmente, se π é um conjunto de números
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primos, chamamos de grupo pro-π ao limite inverso de π-grupos finitos;

4. Seja N a classe dos grupos nilpotentes finitos. Um grupo pro-N é chamado de

grupo pronilpotente.

Observação 1.2.10. A estrutura de grupos pronilpotentes é, em alguns aspectos, seme-

lhante à estrutura de grupos nilpotentes finitos. Por exemplo, grupos pronilpotentes

são isomorfos ao produto cartesiano de seus subgrupos de Sylow [59, Proposition

2.4.3], que em particular, são grupos pro-p, onde p percorre todos os primos que

dividem a ordem de G. Para mais detalhes sobre grupos pronilpotentes veja [59, Cap

2].

Finalizamos esta seção com o conceito de grupos profinitos finitamente gerados.

Definição 1.2.11. Sejam G um grupo profinito e X ⊆ G. Dizemos que X é um

conjunto gerador topológico de G se G é o fecho do grupo abstrato gerado por X. Um

grupo G é dito ser profinito finitamente gerado quando existe um conjunto gerador

topológico, finito, de G.

Observação 1.2.12. Salvo menção ao contrário, qualquer subgrupo de um grupo

profinito G é tomado como sendo um subgrupo fechado de G. Portanto, um grupo

profinito G é virtualmente nilpotente se existir um subgrupo normal fechado e de

ı́ndice finito em G (portanto, aberto em G) nilpotente.

Proposição 1.2.13. [59, Proposition 4.1.1] Sejam G um grupo profinito, H um

subgrupo de G e X ⊆ H. Então, X gera H topologicamente se, e somente se, XN/N

gera HN/N para todo subgrupo normal aberto N de G.

1.3 Álgebras de Lie

Métodos de Lie em teoria de grupos são usados para obter informações de um

grupo G analisando a estrutura de uma Álgebra de Lie associada ao grupo G e
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vice-versa. Aplicações desses métodos estão relacionados, por exemplo, com a solução

do célebre Problema Restrito de Burnside [24, 63, 64, 65, 67].

Existem várias maneiras de associar uma Álgebra de Lie a um grupo e o leitor

interessado poderá ver isso, por exemplo, em [10, 16, 30]. Em nossas demonstrações

para grupos pronilpotentes utilizaremos resultados envolvendo a Álgebra de Lie

constrúıda a partir da chamada série de Zassenhaus-Jenning-Lazard.

Começaremos esta seção com a seguinte definição:

Definição 1.3.1. Um espaço vetorial L sobre um corpo F, com uma operação produto

[·, ·] : L× L → L dada por (x, y) 7→ [x, y] é chamada de Álgebra de Lie sobre F se:

(a) [·, ·] é bilinear, ou seja, para todos x, x1, x2, y, y1, y2 ∈ L e α ∈ F temos

[x1 + x2, y] = [x1, y] + [x2, y];

[x, y1 + y2] = [x, y1] + [x, y2];

[αx, y] = α[x, y] = [x, αy].

(b) [·, ·] é anticomutativa, isto é,

[x, x] = 0,

para todo x ∈ L;

(c) [·, ·] satisfaz a identidade de Jacobi, ou seja,

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0,

para todos x, y, z ∈ L.

A operação [·, ·] apresentada na Definição 1.3.1 é chamada de produto (ou colchete)

de Lie.

Seja X ⊆ L. Entendemos por comutador nos elementos de X a qualquer elemento

de L que pode ser obtido como um produto de Lie nos elementos do conjunto X e
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nossos comutadores são normados à esquerda, isto é, se l1, l2, . . . , ln ∈ L então

[l1, l2, l3, . . . , ln] = [. . . [[l1, l2], l3], . . . , ln].

Dado um elemento x ∈ L, definimos o operador adjunto associado a x como a

aplicação linear adx : L → L dada por adx(y) = [y, x].

Definição 1.3.2. Sejam L uma Álgebra de Lie e x ∈ L. Dizemos que x é ad-nilpotente

se existe um inteiro positivo n = n(x) de tal forma que (adx)n = 0, ou seja, [a, nx] = 0

para todo a ∈ L. Se n é o menor inteiro com tal propriedade, então dizemos que x é

ad-nilpotente de ı́ndice n.

Dada uma Álgebra de Lie L sobre F, dizemos que um subconjunto B de L é uma

subálgebra de Lie se B é um subespaço vetorial de L fechado para a operação produto

definida em L. Uma subálgebra de L gerada por um conjunto X ⊆ L constitui-se de

todas as F-combinações lineares de todos os comutadores nos elementos de X.

Conceito de nilpotência para Álgebras de Lie é definido de modo semelhante ao

que foi feito para grupos (veja [10, 31]), de modo que uma Álgebra de Lie é nilpotente

de classe c quando [l1, l2, . . . , lc+1] = 0 para todos l1, l2, . . . , lc+1 ∈ L e c é o menor

inteiro satisfazendo esta propriedade. Em particular, uma álgebra de Lie nilpotente

pode ser definida como uma Álgebra de Lie que satisfaz uma identidade do tipo

[x1, x2, . . . , xn] ≡ 0, isto é, [l1, l2, . . . , ln] = 0 para todos l1, l2, . . . , ln ∈ L.

Álgebras de Lie que satisfazem identidades recebem um nome especial, o qual

definiremos a seguir. Tal definição envolve conceito de Álgebra de Lie livre, o qual

não será abordado aqui (para mais detalhes sobre Álgebras de Lie livre veja [26]).

Definição 1.3.3. Seja F uma Álgebra de Lie livre, sob uma quantidade enumerável

de geradores e sobre um corpo F. Seja f = f(x1, . . . , xn) ∈ F um elemento não

trivial. Uma Álgebra de Lie L sobre F é dita satisfazer a identidade f ≡ 0 se
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f(l1, . . . , ln) = 0, para todos l1, . . . , ln ∈ L. Neste caso, dizemos que L satisfaz uma

identidade polinomial não trivial, ou que L é PI.

O próximo teorema, muito importante na Teoria de Álgebras de Lie e com inúme-

ras aplicações na Teoria de Grupos, foi primeiramente anunciado por E. Zelmanov

em [64] e uma prova detalhada foi publicada recentemente em [67].

Teorema 1.3.4. (Zelmanov) [67] Seja L uma Álgebra de Lie gerada por um conjunto

finito X. Suponha que L satisfaz uma identidade polinomial e que todo comutador

nos elementos de X é ad-nilpotente. Então L é nilpotente.

Álgebra de Lie associada a um grupo

Neste momento falaremos sobre a associação de um grupo com uma Álgebra de

Lie por meio da série de Zassenhaus-Jenning-Lazard. Vale destacar que ideias que

ajudariam a associar uma Álgebra de Lie a um grupo já eram discutidas por W.

Magnus entre as décadas de 1930 e 1950 [35, 36, 37] (veja também [46]). Generalizando

construções descobertas por Magnus [38] e Zassenhaus [61], Lazard nota em [32]

várias propriedades úteis de uma Álgebra de Lie L(G) associada a uma Np-série de

um grupo G.

Começaremos por considerar G como um grupo e p um número primo. Uma série

de subgrupos

G = G1 ≥ G2 ≥ · · ·

é dita ser uma N-série se satisfaz

[Gi, Gj] ≤ Gi+j para todos i, j. (1.8)
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Seja Gp
i = ⟨gp | g ∈ Gi⟩. Uma Np-série, por sua vez, é uma N -série que satisfaz

Gp
i ≤ Gpi para todo i ≥ 1.

Observe que, em particular, toda N -série é central, ou seja, Gi/Gi+1 ≤ Z(G/Gi+1)

para todo i.

Um exemplo de uma Np-série é a p-série dimensional [16, Cap. 11, 12], também

conhecida como série de Lazard ou série de Zassenhaus-Jennings-Lazard , formada

pelos seguintes subgrupos

Gi = ⟨gpk | g ∈ γj(G), jpk ≥ i⟩ para i ∈ N.

A partir da série de Zassenhaus-Jennings-Lazard de um grupo G podemos construir

uma Álgebra de Lie associada a G da seguinte forma:

Considere os fatores Li = Gi/Gi+1 escritos aditivamente e defina a seguinte soma

direta

L(G) =
⊕
i

Gi/Gi+1.

Cada componente Li é chamada de i-ésima componente homogênea e seus elementos

são ditos elementos homogêneos .

Para elementos homogêneos xGi+1, zGi+1 ∈ Li, yGj+1 ∈ Lj definimos uma

operação de soma e um produto de Lie em L(G) induzidos pela operação de G e pela

comutação em elementos de G, respectivamente, da seguinte maneira:

xGi+1 + zGi+1 = xzGi+1 e [xGi+1, yGj+1] = [x, y]Gi+j+1.

Tal produto é estendido por linearidade e a verificação de que essas operações

estão bem definidas pode ser feita usando (1.8) e identidades de comutadores (veja,
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[10, 31]). A identidade de Jacobi pode ser verificada usando a identidade de Hall-Witt.

Com isso, e observando que Li são grupos abelianos de expoente p, podemos então

considerar L(G), com as operações definidas acima, como uma Álgebra de Lie sobre

o corpo com p elementos Fp.

Notações 1.3.5.

1. Denotamos por Lp(G) a subálgebra gerada pela primeira componente homogênea

G/G2 de L(G);

2. Se u ∈ Gi \Gi+1, então definimos δ(u) = i como o grau de u com respeito a série

de Zassenhaus-Jennings-Lazard;

3. Para u ∈ Gi \Gi+1 denotamos por ū ao elemento homogêneo uGi+1 ∈ Li.

O seguinte resultado devido a Lazard relaciona a ordem dos elementos de um

grupo G com o ı́ndice do operador adjunto associado a elementos homogêneos de

L(G) e será muito útil em nossos cálculos.

Lema 1.3.6. [32, pág 131] Sejam G um grupo e x ∈ G. Então, (adx̄)p = adxp.

Consequentemente, se x possui ordem pr então x̄ é ad-nilpotente de ı́ndice no máximo

pr.

Finalizamos este tópico com dois teoremas envolvendo a subálgebra de Lie Lp(G).

O primeiro deles, devido a Lazard, nos diz que a nilpotência de Lp(G) exerce forte

influência sobre a estrutura do grupo G quando G é pro-p finitamente gerado.

Teorema 1.3.7. (Lazard) [33, Pág 206] Seja G um grupo pro-p finitamente gerado.

Se Lp(G) é nilpotente, então G é isomorfo a um subgrupo fechado de GLn(Zp).

Observação 1.3.8. A conclusão do teorema anterior é apresentada em [33] de outra

forma, porém, equivalente (veja [16, pág 97]) ao que escrevemos aqui.
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O seguinte resultado, devido a J. Wilson e E. Zelmanov, nos dá uma condição para

que a Álgebra de Lie Lp(G) satisfaça uma identidade polinomial. Para conveniência

do leitor, lembramos que um grupo G é dito satisfazer uma identidade de classes

laterais se existirem uma palavra w = w(x1, . . . , xm), elementos a1, . . . , am ∈ G e um

subgrupo H ≤ G tais que w(a1h1, . . . , amhm) = 1 para todos h1, . . . , hm ∈ H.

Teorema 1.3.9. (Wilson e Zelmanov) [60, Teorema 1] Seja G um grupo satisfazendo

uma identidade de classes laterais para um subgrupo de ı́ndice finito. Então, para

todo primo p, a Álgebra de Lie Lp(G) satisfaz uma identidade polinomial.



2
Condições de Engel

Neste caṕıtulo traremos alguns resultados importantes relacionados à condições

de Engel em grupos que foram demonstrados no decorrer dos anos e que tem relação

com nossos resultados. Consideraremos as condições (∗) e (∗∗) dadas por

(∗) Para todos x, y ∈ G existem inteiros positivos n = n(x, y) e q = q(x, y) tais

que [x, ny
q] = 1;

(∗∗) Para todos x, y ∈ G existem inteiros positivos n = n(x, y) e q = q(x, y) tais

que [xq, ny] = 1.

Mostraremos que um grupo finitamente gerado com as condições (∗) e (∗∗) possui

subgrupo comutador finitamente gerado. Tal resultado será útil na demonstração de

nosso resultado para grupos solúveis, que será feita no próximo caṕıtulo.

2.1 Breve História de Grupos com Condição de Engel

A teoria de grupos Engel e os Problemas de Burnside estão relacionados de certa

forma. Em 1902, W. Burnside [13] fez o seguinte questionamento (em linguagem

moderna), hoje conhecido como Problema Geral de Burnside:

Problema Geral de Burnside 2.1.1. Um grupo finitamente gerado periódico é finito?

Burnside trouxe uma resposta positiva para a pergunta anterior para o caso em

42
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que o expoente do grupo é 3 e observou que estes grupos tem a propriedade que

quaisquer dois conjugados comutam. É posśıvel mostrar que grupos em que dois

conjugados comutam são grupos 2-Engel.

Em [14], Burnside demonstrou que grupos finitos 2-Engel sem elementos de ordem

3 são nilpotentes de classe no máximo 2 e outros resultados de mesma natureza foram

obtidos em [18, 25, 34, 41].

Em 1936, M. Zorn anuncia um importante resultado envolvendo condições de

Engel em grupos finitos que generaliza os trabalhos [14, 18, 25].

Teorema 2.1.2 (Zorn). [68] Todo grupo finito Engel é nilpotente.

Naturalmente, o próximo passo para tentar generalizar o teorema de Zorn, seria

considerar grupos Engel finitamente gerados. Alguns avanços foram obtidos por

Gruenberg em 1953 (para grupos solúveis finitamente gerados) e por Baer em 1957

(para grupos satisfazendo condição maximal em subgrupos). Mais especificamente,

Teorema 2.1.3. [22, Theorem 1](Gruenberg) Todo grupo solúvel finitamente gerado

Engel é nilpotente.

Teorema 2.1.4. [4, pág 257] (Baer) Todo grupo Engel satisfazendo condição maximal

em subgrupos é nilpotente.

Observação 2.1.5. A hipótese “finitamente gerado” é necessária para a conclusão do

Teorema 2.1.3. De fato, Baer [3, Example 3.4] construiu um exemplo de um p-grupo

metabeliano infinitamente gerado Engel que não é nilpotente (veja também [15]).

Observamos que os grupos apresentados nos Teoremas 2.1.3 e 2.1.4 são residual-

mente finitos (veja [45, 5.4.17]).

Definição 2.1.6. Um grupo G é dito ser residualmente finito se a interseção de todos

subgrupos normais de ı́ndice finito de G é trivial.
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Tal propriedade também é obtida em grupos lineares finitamente gerados [39].

Entretanto, diferentemente do que acontece para grupos lineares finitamente gerados

[19, 20], um grupo residualmente finito finitamente gerado Engel pode não ser

nilpotente em geral. Um contra-exemplo para isso foi dado por E. S. Golod [21] em

1964. Por sua vez, J. S. Wilson (1991), demonstrou o seguinte teorema para grupos

residualmente finitos:

Teorema 2.1.7. [58, Theorem 2] Se G é um grupo finitamente gerado residualmente

finito n-Engel, então G é nilpotente.

Outros grupos que, com condição de Engel, se tornam grupos nilpotentes são os

grupos profinitos finitamente gerados. Vale lembrar também que grupos profinitos são

residualmente finitos [59, Proposition 0.3.3]. Em 1992, J. S. Wilson e E. I. Zelmanov

provaram o seguinte resultado:

Teorema 2.1.8. [60, Theorem 5] Um grupo profinito é localmente nilpotente se, e

somente se, é Engel.

Observação 2.1.9. Mais adiante, os teoremas 2.1.7 e 2.1.8 foram generalizados por

P. Shumyatsky em dois trabalhos [48, 51], de 1999 e 2001, respectivamente. Mais

especificamente, foi demonstrado o seguinte:

Teorema 2.1.10. [48] Sejam k, n inteiros positivos. Se G um grupo residualmente

finito tal que [x1, x2, . . . , xk] é n-Engel para todos x1, x2, . . . , xk ∈ G, então γk(G) é

localmente nilpotente.

Teorema 2.1.11. [51, Theorem 1.1] Sejam k um inteiro positivo. Se G é um grupo

profinito finitamente gerado tal que [x1, x2, . . . , xk] é Engel para todos x1, x2, . . . , xk ∈

G, então γk(G) é localmente nilpotente.

Sabemos pela própria definição de grupos profinitos que tal classe é mais restritiva

do que a classe de grupos compactos. Um resultado mais geral do que o teorema de

Wilson-Zelmanov (1992), o qual foi demonstrado em 2003 por Y. Medvedev [40].
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Teorema 2.1.12. [40] Todo grupo compacto Engel é localmente nilpotente.

Observação 2.1.13. O teorema anterior foi generalizado por P. Shumyatsky e E.

Khukhro em 2020 [29] usando condições mais gerais que as condições de Engel. Tais

condições e resultado serão enunciados no último caṕıtulo.

Numa analogia ao Problema Geral de Burnside, a seguinte pergunta foi feita para

grupos Engel.

Problema Geral de Nilpotência 2.1.14. Todo grupo finitamente gerado Engel é

nilpotente?

Sabemos pelo exemplo de Golod (1964) que a Pergunta 2.1.14 possui resposta

negativa. Neste caso, faz sentido questionar:

Pergunta 2.1.15. Quais condições são suficientes para que um grupo finitamente

gerado Engel seja nilpotente?

Vimos com o Teorema de Wilson-Zelmanov que a condição do grupo ser profinito

responde a Pergunta 2.1.15. Em 2015, R. Bastos e P. Shumyatsky [7] usaram uma

condição mais fraca que condição de Engel em todos os elementos de um grupo

profinito e obtiveram uma generalização do Teorema de Wilson-Zelmanov no seguinte

sentido:

Teorema 2.1.16. [7, Theorema 1.1] Seja G um grupo profinito finitamente gerado tal

que para todo x ∈ G existe um inteiro positivo q = q(x) tal que xq é Engel. Então, G

é virtualmente nilpotente.

Observação 2.1.17. Condições semelhantes foram trabalhadas mais recentemente por

D. Silveira [55] em 2020 e um ano depois, juntamente com R. Bastos [9] em grupos

residualmente finitos.
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Podemos citar outras duas perguntas relacionadas ao Problema Geral de Burnside

que são conhecidas como Problema de Burnside e Problema Restrito de Burnside

(para mais detalhes sobre Problemas de Burnside veja [24]). Mais especificamente,

Problema de Burnside 2.1.18. Seja n um inteiro positivo. Todo grupo finitamente

gerado de expoente n é finito?

Problema Restrito de Burnside 2.1.19. Sejam m e n inteiros positivos. Todo grupo

finito m-gerado de expoente n tem ordem limitada por uma função que depende

apenas de m e n?

Uma resposta negativa para a Pergunta 2.1.18 foi dada em 1968 por S. I. Adian

e P. S. Novikov [2]. Por sua vez, E. Zelmanov [62, 63, 64, 65], em 1991, deu uma

resposta positiva para a pergunta 2.1.19. Tal resultado, assim como métodos de

Lie usados em sua demonstração, tem forte impacto em diversos avanços da Teoria

de Grupos inclusive em Teoria de Grupos com Condições de Engel. Alguns desses

avanços podem ser vistos em [47, 48, 49, 50, 58, 60].

Alguns desses resultados serão usados em nossas demonstrações para grupos

pronilpotentes com uma condição mais geral que a condição usada no Teorema 2.1.16.

Além disso, obtivemos uma generalização do Teorema de Gruenberg 2.1.3 para grupos

solúveis finitamente gerados.

2.2 Subgrupo Comutador Finitamente Gerado

Já é bastante conhecido que existem grupos finitamente gerados que possuem

subgrupos que não são finitamente gerados [45, Exercise 1.6.15], em particular, grupos

livres não ćıclicos possuem subgrupo comutador infinitamente gerado [45, 6.1.7].

Seja G um grupo finitamente gerado. Uma condição suficiente para um subgrupo

H ≤ G ser finitamente gerado é que o ı́ndice de H em G seja finito [45, 1.6.11]. Se
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adicionalmente G for nilpotente, então os subgrupos de G são finitamente gerados

(veja Teorema 1.1.32). Em particular, neste caso, G′ é finitamente gerado.

Mais geralmente, se G é um grupo Engel finitamente gerado então o subgrupo

comutador de G é finitamente gerado (veja [12, 22]). A demonstração de R. G. Burns

e Y. Medvedev (1998) é de especial interesse pois eles mostram que nessas condições,

para quaisquer elementos x, y ∈ G, o subgrupo ⟨x⟩⟨y⟩ é finitamente gerado e como

consequência G′ é finitamente gerado.

Em 2013, R. Bastos, P. Shumyatsky, A. Tortora e M. Tota [8] obtiveram a mesma

conclusão usando condições de Engel apenas em potências de geradores de um grupo

finitamente gerado. Mais especificamente,

Lema 2.2.1. [8, Lemma 4] Sejam m ≥ 1 e G um grupo gerado por um subconjunto

finito X. Se xm é Engel para todo x ∈ X, então G′ é finitamente gerado.

Conseguimos obter a mesma conclusão do lema acima utilizando condições mais

gerais. Essas condições são (∗) e (∗∗), apresentadas no ińıcio deste caṕıtulo.

Demonstração da Proposição 2.2.7

Começaremos demonstrando lemas que nos ajudarão a verificar que as condições

(∗) e (∗∗) são suficientes para garantir que ⟨x⟩⟨y⟩ é um subgrupo finitamente gerado.

Os Lemas 2.2.2 e 2.2.3 a seguir já são conhecidos na literatura (veja [1, Lemma 3.42])

e suas demonstrações são colocadas aqui para conveniência do leitor.

Lema 2.2.2. Sejam x, y elementos de um grupo G. Então, para todo n ≥ 1, temos

[x, ny] = hnx
(−1)nhn+1 = fnx

yn , (2.1)

onde fn ∈ Fn = ⟨x, xy, . . . , xyn−1⟩ e hi ∈ Hi = ⟨xy, xy2 , . . . , xyi−1⟩.
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Demonstração: Faremos indução em n. Para n = 1 note que

[x, y] = x−1xy.

Então, basta tomar

h1 = 1, h2 = xy e f1 = x−1.

Seja n ≥ 2 e suponhamos que a afirmação (2.1) é válida para n − 1. Então, pela

primeira igualdade de (2.1), existem gn−1 ∈ Hn−1 e gn ∈ Hn tais que

[x, ny] = [x, n−1y]
−1[x, n−1y]

y

= (gn−1x
(−1)n−1

gn)
−1
(
gn−1x

(−1)n−1

gn

)y

= g−1
n x(−1)ng−1

n−1

(
gn−1x

(−1)n−1

gn

)y

. (2.2)

Observe que Hi ≤ Hi+1 e (Hi)
y ≤ Hi+1 para todo i ≥ 1. Portanto, basta tomar

hn = g−1
n ∈ Hn e hn+1 = g−1

n−1

(
gn−1x

(−1)n−1

gn

)y

∈ Hn+1 em (2.2)

e a primeira igualdade em (2.1) está provada para todo n ≥ 1.

Para provar a segunda igualdade de (2.1) observamos que, por hipótese de indução,

existe fn−1 ∈ Fn−1 tal que

[x, ny] = [x, n−1y]
−1[x, n−1y]

y

= (fn−1x
yn−1

)−1
(
fn−1x

yn−1
)y

= x−yn−1

f−1
n−1f

y
n−1x

yn . (2.3)

Observe que

Fn−1 ≤ Fn e (Fn−1)
y ≤ Fn.
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Assim, basta tomar

fn = x−yn−1

f−1
n−1f

y
n−1 ∈ Fn em (2.3)

e a segunda igualdade em (2.1) também é verdadeira para todo n ≥ 1. O lema segue

como queŕıamos.

Lema 2.2.3. Sejam G um grupo e x, y ∈ G tais que [x, ny] = 1. Então o subgrupo

⟨x⟩⟨y⟩ é finitamente gerado.

Demonstração: Seja Fn = ⟨x, xy, . . . , xyn−1⟩ como no lema anterior. Afirmamos que

⟨x⟩⟨y⟩ = Fn, em particular, ⟨x⟩⟨y⟩ é finitamente gerado.

Observe que a inclusão Fn ≤ ⟨x⟩⟨y⟩ é clara. Para mostrar a outra inclusão, é

suficiente garantir que xy−1
, xyn ∈ Fn. De fato, se isso vale, então (Fn)

y ≤ Fn e

(Fn)
y−1 ≤ Fn e, consequentemente, ⟨x⟩⟨y⟩ ≤ Fn. Portanto, dado que [x, ny] = 1 então

pelo Lema 2.2.2 temos

xyn = f−1
n ∈ Fn e x = (h−1

n h−1
n+1)

(−1)n ∈ Hn+1 = ⟨xy, xy2 , . . . , xyn⟩.

Em particular, xy−1 ∈ Fn. O lema segue.

A seguinte observação será usada em algumas demonstrações de nossos resultados.

Observação 2.2.4. Se G satisfaz (∗∗), então para quaisquer x, y ∈ G existem inteiros

positivos n e q, tais que [(y−x)q, ny] = 1. Desde que

(y−x)q = (y−q)x = [x, yq]y−q,

temos

1 = [(y−x)q, ny] = [[x, yq]y−q, ny] = [[x, yq], ny]
y−q

.
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Consequentemente,

[[x, yq], ny] = 1.

Como consequência temos o seguinte resultado:

Lema 2.2.5. Seja G um grupo satisfazendo (∗) ou (∗∗). Então ⟨x⟩⟨y⟩ é um subgrupo

finitamente gerado, para quaisquer x, y ∈ G.

Demonstração: Para quaisquer x, y ∈ G tais que [x, ny
q] = 1 o subgrupo X = ⟨x⟩⟨yq⟩

é finitamente gerado pelo Lema 2.2.3. Portanto, se G satisfaz (∗) então

⟨x⟩⟨y⟩ = ⟨Xyl | 0 ≤ l ≤ q − 1⟩

é finitamente gerado. Agora, se G satisfaz (∗∗), pela Observação 2.2.4 existem

inteiros positivos n = n(x, y) e q = q(x, y) tais que [[x, yq], ny] = 1. Pelo Lema 2.2.3,

o subgrupo

W = ⟨[x, yq]⟩⟨y⟩

é finitamente gerado. Note queW contém os elementos x−1xyq , x−yxyq+1
, . . . , x−yqxy2q ,

e assim x−1xy2q ∈ W . Semelhantemente, [x, yiq] ∈ W para todo i ≥ 1. Mas, uma

vez que [x, y−iq] = [x, yiq]−y−iq ∈ W , podemos dizer que [x, yiq] ∈ W para todo i ∈ Z.

Agora considere o seguinte subgrupo finitamente gerado

M = ⟨x, xy, . . . , xyq−1

,W ⟩.

Afirmamos que M = ⟨x⟩⟨y⟩. De fato, para todo j ∈ Z e 0 ≤ l ≤ q − 1 temos que

xyjq+l

= xylx−ylxyjq+l

= xyl [x, yjq]y
l ∈ M.

Como a inclusão M ≤ ⟨x⟩⟨y⟩ é clara, segue que M = ⟨x⟩⟨y⟩ e assim ⟨x⟩⟨y⟩ é finitamente
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gerado.

O seguinte lema é bem conhecido e sua demonstração é dada na sequência para

conveniência do leitor.

Lema 2.2.6. Seja G um grupo gerado por dois elementos x, y. Então, G′ =

⟨[x, y]xrys | r, s ∈ Z⟩.

Demonstração: Seja N = ⟨[x, y]xrys | r, s ∈ Z⟩. Note que N ≤ G′. Para a inclusão

contrária, basta mostrar que N é normal em G. Claramente, Ny e Ny−1
estão ambos

contidos em N . Por outro lado,

[x, y]x
rysx = [x, y]x

r+1ys[ys,x] = [ys, x]−1[x, y]x
r+1ys [ys, x].

Como [ys, x] = [y, x]y
s−1

[y, x]y
s−2

. . . [y, x] para todo s ≥ 1, segue que Nx ≤ N .

Semelhantemente, temos Nx−1 ≤ N . Portanto, N é normal em G, e isto implica que

G′ = N , como desejado.

Por fim, temos o seguinte resultado:

Proposição 2.2.7. Seja G um grupo finitamente gerado satisfazendo (∗) ou (∗∗).

Então o subgrupo comutador G′ é finitamente gerado.

Demonstração: Pelo Lema 2.2.5 o subgrupo ⟨x⟩⟨y⟩ é finitamente gerado para todos

x, y ∈ G. Portanto, se H = ⟨h1, h2, . . . , ht⟩ é um subgrupo finitamente gerado de

G e g ∈ G, então H⟨g⟩ = ⟨⟨hi⟩⟨g⟩ | 1 ≤ i ≤ t⟩ é finitamente gerado. Suponha que

G = ⟨b1, b2, . . . , bk⟩. Provaremos, por indução em k, que G′ é finitamente gerado. Se

k = 2, pelo Lema 2.2.6 temos que

G′ = ⟨[b1, b2]b
r
1b

s
2 | r, s ∈ Z⟩ = (⟨[b1, b2]⟩⟨b1⟩)⟨b2⟩.

Em particular, G′ é finitamente gerado. Seja k > 2 e suponha que para todo
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d ≤ k − 1 qualquer subgrupo gerado por d elementos de {b1, . . . , bk} tenha subgrupo

comutador finitamente gerado. Portanto, o subgrupo Gj = ⟨b1, . . . , bj−1, bj+1, . . . , bk⟩

tem subgrupo comutador finitamente gerado. Logo, (G′
j)

⟨bj⟩ é finitamente gerado.

Agora considere o subgrupo

N = ⟨(G′
j)

⟨bj⟩ | j = 1, 2, . . . , k⟩.

Note que N é finitamente gerado e fazendo cálculos como na demonstração do Lema

2.2.6 conclúımos que {b1, b2, . . . , bk}±1 normalizam N . Isso nos mostra que N é um

subgrupo normal de G. Consequentemente, temos G′ ≤ N . Portanto, G′ = N é

finitamente gerado.



3
Grupos Solúveis com Condições de Engel

Seja G um grupo e considere as seguintes condições:

(∗) Para todos x, y ∈ G existem inteiros positivos n = n(x, y) e q = q(x, y) tais

que [x, ny
q] = 1;

(∗∗) Para todos x, y ∈ G existem inteiros positivos n = n(x, y) e q = q(x, y) tais

que [xq, ny] = 1.

Nosso objetivo neste caṕıtulo é demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3.0.1. Seja G um grupo solúvel finitamente gerado satisfazendo (∗) ou (∗∗).

Então, G é virtualmente nilpotente.

Nossa demonstração será feita por indução no comprimento derivado de G.

Primeiramente, mostraremos que a afirmação é válida para G metabeliano. Depois,

consideraremos o caso em que G′ é virtualmente abeliano e, finalmente, faremos

para o caso solúvel em geral. Note que no caso em que G é um grupo metabeliano,

G possui um subgrupo normal abeliano finitamente gerado pela Proposição 2.2.7.

Diante disso, é interessante investigar as implicações de nossas hipóteses sobre um

grupo possuindo um subgrupo normal abeliano finitamente gerado e isto será feito na

sequência. Por fim, observamos que tal resultado generaliza o Teorema de Gruenberg

(1953) que diz que todo grupo solúvel finitamente gerado Engel é nilpotente.

53
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Demonstração do Teorema 3.0.1

Sejam A um subgrupo normal abeliano de um grupo G e b ∈ G. Claramente,

pelo item (c) do Lema 1.1.7, se [x, nb] = 1 para algum x ∈ A e n ≥ 1, então temos

[x−1, nb] = 1. O lema a seguir nos garante outras relações de comutadores que

serão úteis em nossas demonstrações. Como consequência, mostraremos que se G

satisfaz (∗) ou (∗∗), então sempre existirá um inteiro positivo t = t(b) tal que ⟨A, bt⟩

é nilpotente, tal resultado será útil na demonstração de nosso resultado para os casos

G metabeliano e G′ virtualmente abeliano.

Lema 3.0.2. Sejam G um grupo e A um subgrupo normal abeliano de um grupo G.

Suponha que b ∈ G, x, y ∈ A e sejam n, q, r inteiros positivos. Então,

(a) [xy, nb] = [x, nb][y, nb];

(b) se [x, nb] = 1, então [x, nb
r] = 1;

(c) se [x, bq, nb] = 1, então [x, bqr, nb] = 1.

Demonstração: A afirmação (a) segue facilmente do Lema 1.1.7 (a) já que A é normal

abeliano.

A afirmação (b) segue do fato que ⟨x, b⟩ é nilpotente de classe no máximo n. De

fato, como A é normal abeliano e x ∈ A, vemos facilmente que [x, n−1b] ∈ Z(⟨x, b⟩).

Agora basta usar indução em n e o Teorema 1.1.15.

De modo análogo, temos que ⟨[x, bq], b⟩ é nilpotente de classe no máximo n e

como

[x, bqr] =
r−1∏
j=0

[x, bq]b
qj ∈ ⟨[x, bq], b⟩,

a afirmação (c) seguirá facilmente.

Lema 3.0.3. Sejam A um subgrupo normal abeliano finitamente gerado de um grupo

G e b ∈ G.
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(a) se G satisfaz (∗), então [A, sb
t] = 1, para certos inteiros positivos s e t;

(b) se G satisfaz (∗∗), então [A, sb, b
t] = 1, para certos inteiros positivos s e t.

Demonstração: Assuma que G satisfaz (∗). Sejam A = ⟨a1, a2, . . . , ar⟩ e b ∈ G.

Por hipótese, para cada i = 1, 2, . . . , r, existem inteiros positivos ni = n(ai, b) e

qi = q(ai, b), tais que

[ai, ni
bqi ] = 1.

Considere s = max{n1, n2, . . . , nr} e t = mmc{q1, q2, . . . , qr}. Pelo Lema 3.0.2

conclúımos que [ai, sb
t] = 1, para todo i = 1, 2, . . . , r, e que [A, sb

t] = 1 uma vez que

todo elemento de A é um produto de elementos em {a1, a2, . . . , ar}±1.

Agora, suponha que G satisfaz (∗∗). Por hipótese e pela Observação 2.2.4,

para cada x, y ∈ G existem inteiros positivos n = n(x, y) e q = q(x, y) tais que

[x, yq, ny] = 1. Argumentando como no primeiro parágrafo existem inteiros positivos

s e t para os quais [A, bt, sb] = 1. Agora, dado que A é um subgrupo normal abeliano,

para todo a ∈ A, temos que

[a, bt, b] = (a−1ab
t

)−1(a−bab
t+1

)

= a−bt(aa−b)ab
t+1

= (a−1ab)−1(a−1ab)b
t

= [a, b, bt].

Consequentemente, [A, bt, sb] = [A, sb, b
t] como queŕıamos.

Com isso, temos a seguinte consequência direta:

Corolário 3.0.4. Seja G um grupo satisfazendo (∗) ou (∗∗). Seja A um subgrupo

normal abeliano finitamente gerado de G. Então, para cada b ∈ G, existe um inteiro

positivo t = t(b) tal que ⟨A, bt⟩ é nilpotente.



56 Caṕıtulo 3. Grupos Solúveis com Condições de Engel

Demonstração: Se G satisfaz (∗) segue do Lema 3.0.3 (a) que existem t = t(b) e

s = s(b) tais que [A, sb
t] = 1. Então [A, s−1b

t] ≤ Z(⟨A, bt⟩), pois A é normal abeliano.

Pelo Teorema 1.1.15 e por indução em s temos que ⟨A, bt⟩ é nilpotente.

Agora, se G satisfaz (∗∗), vimos na demonstração do Lema 3.0.3 (b) que existem t

e s, dependendo de b, tais que [A, bt, sb] = 1, em particular, [a, bt, s−1b] comuta com bt

para todo a ∈ A. Dado que A é normal abeliano, temos que [A, bt, s−1b] ≤ Z(⟨A, bt⟩).

Agora, basta fazer indução em s e usar o Teorema 1.1.15.

O resultado segue.

Agora faremos nossa demonstração para o grupo G solúvel e será feita por indução

no comprimento derivado de G. Considerando primeiramente o caso onde G é um

grupo metabeliano, depois o caso onde o subgrupo comutador G′ é virtualmente

abeliano e finalmente o caso solúvel geral.

Lema 3.0.5. Seja G um grupo metabeliano finitamente gerado satisfazendo (∗) ou

(∗∗). Então, G é virtualmente nilpotente.

Demonstração: Seja G = ⟨b1, b2, . . . , bk⟩. Pela Proposição 2.2.7 e Corolário 3.0.4,

para cada i = 1, 2, . . . , k, existe um inteiro positivo ti tal que o subgrupo normal

⟨G′, btii ⟩ é nilpotente. Seja M = G′⟨bt11 , bt22 , . . . , b
tk
k ⟩ e note que M é um subgrupo

normal nilpotente de G. Dado que G/M é um grupo finitamente gerado abeliano

e gerado por elementos de ordem finita, M tem ı́ndice finito em G. O lema segue

como queŕıamos.

Para o próximo passo, faremos menção do seguinte resultado devido a B. Bruno

e F. Napolitani (2004).

Lema 3.0.6. (Bruno-Napolitani)[11, Lemma 3] Seja G um grupo contendo um subgrupo

de ı́ndice finito e nilpotente de classe no máximo n. Então, G contém um subgrupo

caracteŕıstico de ı́ndice finito e nilpotente de classe no máximo n.
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Tal resultado nos fará ver que o caso em que G′ é virtualmente abeliano se reduz

para o caso em que G é abeliano-por-(nilpotente de classe no máximo 2), isto é,

G possui um subgrupo normal A abeliano, tal que G/A é nilpotente de classe no

máximo 2.

Lema 3.0.7. Seja G um grupo solúvel finitamente gerado satisfazendo (∗) ou (∗∗).

Suponha que G′ é um subgrupo virtualmente abeliano. Então, G é virtualmente

nilpotente.

Demonstração: Dado que G′ é virtualmente abeliano existe, pelo Lema 3.0.6, um

subgrupo caracteŕıstico abeliano A de ı́ndice finito em G′. Pela Proposição 2.2.7,

o subgrupo comutador G′ é finitamente gerado e assim A é um subgrupo normal

finitamente gerado de G. Seja L = {g ∈ G | [G′, g] ≤ A}. Note que L é a imagem

inversa do núcleo da ação por conjugação de G/A em G′/A pelo homomorfismo

canônino e, portanto, L é um subgrupo normal e de ı́ndice finito em G, em particular,

L é finitamente gerado. Além disso, pela definição de L é claro que L/A é nilpotente

de classe no máximo dois. É suficiente provar que L é virtualmente nilpotente, pois

neste caso, existirá, pelo Lema 3.0.6, um subgrupo caracteŕıstico nilpotente e de

ı́ndice finito em L que, em particular, será nilpotente, normal em G e de ı́ndice finito

em G.

Como L é finitamente gerado, sem perda de generalidade, podemos assumir que

G = L e G/A é nilpotente de classe no máximo dois. Seja G = ⟨b1, b2, . . . , bk⟩. Pelo

Corolário 3.0.4 existe um inteiro positivo ti, para cada i = 1, 2, . . . , k, tal que o

subgrupo Ki = ⟨A, btii ⟩ é nilpotente. Note que G é uma extensão de um subgrupo

abeliano finitamente gerado por um subgrupo nilpotente finitamente gerado, logo,

usando Teorema 1.1.31 e Teorema 1.1.32 conclúımos que G satisfaz condição maximal

em subgrupos. Logo, existem elementos g1, g2, . . . , gr em G para os quais o fecho
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normal KG
i de Ki em G é

Ni := ⟨⟨A, (btii )gj⟩ | j = 1, 2, . . . , r⟩.

Dado que G′/A ≤ Z(G/A), pois G/A é nilpotente de classe no máximo dois, e (btii )
gj =

btii [b
ti
i , gj ], todos os conjugados ⟨A, (b

ti
i )

gj⟩ de Ki normalizam um ao outro. Segue que

Ni é um produto de uma quantidade finita de subgrupos normais nilpotentes, em

particular, Ni é nilpotente para todos i = 1, 2, . . . , k. Portanto, N = N1N2 . . . Nk

é nilpotente e normal em G. Denotando ū a imagem de u em G/N , temos que

Ḡ = G/N , Ā = 1 e btii = 1. Assim, G é gerado por uma quantidade finita de

elementos de ordem finita e G′ é finito. Segue que G é finito e G é virtualmente

nilpotente.

Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 3.0.1 e sua afirmação será

novamente escrita aqui para conveniência do leitor.

Seja G um grupo solúvel finitamente gerado satisfazendo (∗) ou (∗∗). Então, G

é virtualmente nilpotente.

Demonstração: Usaremos indução no comprimento derivado dl(G) de G. O caso

dl(G) ≤ 2 já foi provado no Lema 3.0.5. Suponha que dl(G) ≥ 3. Pela Proposição

2.2.7, G′ é finitamente gerado, portanto, pela hipótese de indução, existe um subgrupo

normal nilpotente de ı́ndice finito N ≤ G′. Pelo Lema 3.0.6, podemos assumir que

N é um subgrupo caracteŕıstico de G′, em particular, N é um subgrupo normal

de G. Se N é abeliano, então o resultado segue do Lema 3.0.7. Assuma N ′ ̸= 1.

Como o subgrupo quociente G′/N ′ é virtualmente abeliano, pelo Lema 3.0.7 o grupo

quociente G/N ′ é virtualmente nilpotente, isto é, existe um subgrupo normal de

ı́ndice finito K ≤ G contendo N ′ tal que K/N ′ é nilpotente. Pelo Teorema de Fitting

1.1.19, podemos escolher K de tal maneira que N ≤ K. Como N é um subgrupo

normal nilpotente de K segue do Teorema de Hall 1.1.22 que K é nilpotente e,
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consequentemente, G é virtualmente nilpotente como queŕıamos.

Finalizamos este caṕıtulo com a seguinte observação que será útil no próximo

caṕıtulo.

Observação 3.0.8. Segue do Teorema 3.0.1 que se G é um grupo finitamente gerado

virtualmente solúvel satisfazendo (∗) ou (∗∗), então G é virtualmente nilpotente.



4
Grupos Pronilpotentes com Condições de Engel

Considere as seguintes condições em um grupo G:

(∗) Para todos x, y ∈ G existem inteiros positivos n = n(x, y) e q = q(x, y) tais

que [x, ny
q] = 1;

(∗∗) Para todos x, y ∈ G existem inteiros positivos n = n(x, y) e q = q(x, y) tais

que [xq, ny] = 1.

Nosso objetivo neste caṕıtulo é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 4.0.1. Seja G um grupo pronilpotente finitamente gerado.

(a) Se G satisfaz (∗), então G é virtualmente nilpotente.

(b) Se G satisfaz (∗∗), então G é nilpotente.

O exemplo a seguir mostra que existe um grupo pro-2 finitamente gerado, satisfa-

zendo a hipótese (∗) que não é nilpotente.

Exemplo 4.0.2. Seja Z2 o grupo aditivo dos inteiros 2-ádicos. Considere o automor-

fismo α : Z2 → Z2 dado por g 7→ −g e note que a ordem de α é 2. Considerando o

produto semidireto G = Z2⟨α⟩, podemos notar que G é um grupo pro-2 finitamente

gerado e que g2 ∈ Z2 para todo g ∈ G. Como Z2 é normal abeliano, segue da

Proposição 1.1.25 que g2 é um elemento Engel de G para todo g ∈ G. Mas, G não

é nilpotente pois tem centro trivial. De fato, seja h ∈ Z(G). Podemos denotar

60
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h = z + αi, com z ∈ Z2 e αi ∈ ⟨α⟩. Para qualquer elemento não nulo z1 ∈ Z2 temos

0 = [z1, z + αi] = [z1, α
i] = (−z1) + zα

i

1 ,

se, e somente se, αi é o elemento identidade de ⟨α⟩. Portanto, podemos assumir que

h = z ∈ Z(G). Então,

0 = [z, α] = (−z) + zα.

Por nossa escolha de α, segue que z = 0. Logo, Z(G) é trivial.

Nossa demonstração do Teorema 4.0.1 utiliza métodos de Lie em teoria de

grupos, especialmente resultados de E. Zelmanov usados para demonstrar o Problema

Restrito de Burnside. Começaremos provando um lema que nos garante as hipóteses

do Teorema 1.3.4, sobretudo, para encontrar um ind́ıce de ad-nilpotência para cada

comutador nos geradores da álgebra de Lie Lp(G). Isso nos ajudará a tratar o caso

em que G é um grupo pro-p finitamente gerado. O caso para grupo pronilpotente

seguirá como consequência do fato que o grupo é isomorfo ao produto cartesiano de

seus subgrupos de Sylow.

Demonstração do Teorema

Lema 4.0.3. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado satisfazendo (∗) ou (∗∗).

Então, a álgebra de Lie Lp(G) é gerada por um conjunto finito de elementos tal que

todos os comutadores nesses geradores são ad-nilpotentes.

Demonstração: A imagem do conjunto finito de geradores de G na primeira com-

ponente homogênea da álgebra de Lie Lp(G) é um conjunto finito de geradores de

Lp(G). Afirmamos que todos os comutadores nestes geradores são ad-nilpotentes.

De fato, pela definição do produto de Lie em Lp(G), é suficiente garantir que todo

elemento homogêneo ā de Lp(G) é ad-nilpotente. Denote por δ(u) o grau do elemento
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u ∈ G e seja ā a imagem de a ∈ G no correspondente fator Gδ(a)/Gδ(a)+1 da série de

Zassenhaus-Jenning-Lazard. Fixaremos a e ā para o resto de nossa demonstração.

Assuma que G satisfaz (∗) e considere os seguintes conjuntos:

Sn,q = {x ∈ G | [x, naq] = 1}, n, q ∈ N.

Cada conjunto Sn,q é fechado e, por hipótese, temos que

G =
⋃

n,q ∈N

Sn,q.

Pelo Teorema 1.2.7 (Categoria de Baire) algum Sn,q tem interior não vazio. Portanto,

existem inteiros positivos n e q, um subgrupo normal aberto H de G e um elemento

d ∈ G tais que Hd ⊆ Sn,q. Neste caso, obtemos

[hd, na
q] = 1 para todo h ∈ H.

Considerando q = q1p
l, com q1 coprimo com p, escrevemos

[hd, na
q1pl ] = 1 para todo h ∈ H. (4.1)

Usaremos (4.1) para estimarmos o ı́ndice de ad-nilpotência de ā.

Como a imagem aq1 de aq1 em Gδ(a)/Gδ(a)+1 é igual a q1ā e q1 é coprimo com a

caracteŕıstica p do corpo base de Lp(G), é suficiente provar que aq1 é ad-nilpotente.

Portanto, por conveniência, mudaremos a notação aq1 por a em (4.1) de modo que

[hd, na
pl ] = 1 para todo h ∈ H.
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Logo, pelo Lema 1.1.8 e por (4.1), segue que

[h, na
pl ] = v(h, d, ap

l

)−1 para todo h ∈ H,

onde v(h, d, ap
l
) é um produto de comutadores de pesos pelo menos n + 2 e cada

um deles envolve h e d e envolve ap
l
pelo menos n vezes. Dado que G é pro-p e H é

normal aberto em G temos que |G/H| = pr, para algum r. Então, pela Observação

1.1.16, para qualquer g ∈ G, temos que [g, ra
pl ] ∈ H e, consequentemente,

[g, n+ra
pl ] = v([g, ra

pl ], d, ap
l

)−1. (4.2)

Afirmamos que ā é ad-nilpotente em Lp(G) de ı́ndice no máximo (n+ r)pl.

De fato, lembre que na série de Zassenhaus-Jenning-Lazard é válido o seguinte:

up ∈ Gpδ(u) para todo u ∈ G. (4.3)

Além disso, o Lema 1.3.6 nos garante que em Lp(G), para as imagens de u e up em

Gδ(u)/Gδ(u)+1 e Gpδ(u)/Gpδ(u)+1, respectivamente, temos

[c, up] = [c, pū], (4.4)

onde c ∈ Lp(G). Assim, por (4.3), o grau de v([g, ra
pl ], d, ap

l
) no lado direito de

(4.2) é pelo menos δ(d) + δ(g) + (n + r)plδ(a) o qual é estritamente maior que

t = δ(g) + (n + r)plδ(a). Isto significa que a imagem do lado direito de (4.2) em

Gt/Gt+1 é trivial. Ao mesmo tempo, por (4.4), a imagem do lado esquerdo de (4.2)

em Gt/Gt+1 é igual a imagem de [g, (n+r)pla] em Gt/Gt+1, que é igual ao elemento

[ḡ, (n+r)pl ā] em Lp(G). Portanto, para o correspondente elemento homogêneo de
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Lp(G) temos que

[ḡ, (n+r)pl ā] = 0.

Dado que ḡ pode ser qualquer elemento homogêneo, isto significa que ā é ad-nilpotente,

com ı́ndice no máximo (n+ r)pl, como afirmado.

Agora, suponhamos que G satisfaz (∗∗). Pela Observação 2.2.4, para cada

x, y ∈ G, existem n = n(x, y) e q = q(x, y) tais que

[x, yq, ny] = 1. (4.5)

Portanto, para nosso a ∈ G, consideramos os conjuntos

Tn,q = {x ∈ G | [x, aq, na] = 1}, n, q ∈ N,

e observamos que Tn,q são conjuntos fechados. Note que, por (4.5), temos

G =
⋃

n,q∈N

Tn,q.

Pelo Teorema da Categoria de Baire algum Tn,q tem interior não vazio. Então,

existem inteiros n e q, um subgrupo normal aberto M de G e um elemento d ∈ G

tais que Md ⊆ Tn,q. Neste caso, obtemos

[hd, aq, na] = 1, para todo h ∈ M.

Usando o Lema 1.1.9, temos que

[h, aq, na] = v(h, d, aq, a)−1, para todo h ∈ M,

onde v(h, d, aq, a) é um produto de comutadores de pesos pelo menos n+3 envolvendo



Caṕıtulo 4. Grupos Pronilpotentes com Condições de Engel 65

h, d e aq, e envolvendo a pelo menos n vezes.

Escreva q = q1p
l, q1 coprimo com p. De modo semelhante à primeira parte,

temos [g, ra] ∈ M para todo g ∈ G e algum inteiro r, e obtemos t = δ(g) + (n +

r + pl)δ(a) tal que a imagem do elemento [g, ra, pla
q1 , na] em Gt/Gt+1 (igual ao

elemento [ḡ, rā, plaq1 , nā] ∈ Lp(G)) é trivial. Em particular, como q1 é coprimo com a

caracteŕıstica p do corpo base de Lp(G) e a imagem aq1 de aq1 em Gδ(a)/Gδ(a)+1 é

igual a q1ā, temos que

[ḡ, n+r+pl ā] = 0.

Portanto, como ḡ pode ser qualquer elemento homogêneo de Lp(G) segue que ā é

ad-nilpotente de ı́ndice no máximo n+ r + pl, como queŕıamos.

Agora, estamos preparados para demonstrar o Teorema 4.0.1 para o caso pro-p.

Proposição 4.0.4. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado.

(a) Se G satisfaz (∗), então G é virtualmente nilpotente;

(b) Se G satisfaz (∗∗), então G é nilpotente.

Demonstração: Assuma que G satisfaz (∗). Considere os seguintes conjuntos

Sn,q = {(g1, g2) ∈ G×G | [g1, ngq2] = 1}, n, q ∈ N.

Cada conjunto Sn,q é fechado e por hipótese segue que

G×G =
⋃

n,q∈N

Sn,q.

Pelo Teorema da Categoria de Baire, algum Sn,q tem interior não vazio. Consequen-

temente, existem um subgrupo normal aberto H de G e elementos a1, a2 ∈ G tais

que G satisfaz a identidade de classes laterais [x, ny
q] ≡ 1 nas classes a1H, a2H. Pelo

Teorema 1.3.9, L = Lp(G) é PI. Pelo Lema 4.0.3 e Teorema 1.3.4, L é nilpotente.
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Portanto, pelo Teorema 1.3.7, G é um grupo linear. Como G satisfaz (∗), segue que

G não pode conter um subgrupo livre não-abeliano. Portanto, pelo Teorema 1.1.6,

podemos escolher um subgrupo abstrato K, denso em G, que é finitamente gerado e

virtualmente solúvel. Pela Observação 3.0.8, K é virtualmente nilpotente. Portanto,

G é virtualmente nilpotente, como queŕıamos.

Agora, suponhamos que G satisfaz (∗∗). Temos os seguintes conjuntos fechados

Tn,q = {(g1, g2) ∈ G×G | [gq1, ng2] = 1}, n, q ∈ N.

Argumentando como no primeiro parágrafo, usamos o Teorema da Categoria de

Baire e conclúımos que G é virtualmente nilpotente. Seja A um subgrupo nilpotente,

normal aberto de G. Pelo Teorema 1.1.22 (de Hall) é suficiente considerar o caso

onde A é um grupo abeliano. Para quaisquer a ∈ A e g ∈ G existem inteiros positivos

s = s(a, g) e t = t(a, g) tais que [as, tg] = 1. Como A é normal abeliano finitamente

gerado, para cada g ∈ G existem l e k tais que [Al, kg] = 1, onde Al = ⟨al | a ∈ A⟩.

Note que Al é um subgrupo caracteŕıstico e de ı́ndice finito em A, logo, Al é aberto

em A (veja [16, Theorem 1.17]) e, em particular, é normal e aberto em G. Portanto,

G/Al é nilpotente de classe c, para algum c, pois G é pro-p. Isto significa que, para

todo h ∈ G temos que [h, cg] ∈ Al. Logo, [h, k+cg] = 1 e isto implica que todo

elemento g ∈ G é Engel. Portanto, G é Engel e G é nilpotente pelo Teorema 2.1.8

(Wilson-Zelmanov).

Agora estamos prontos para provar o Teorema 4.0.1 e suas afirmações serão

escritas aqui para conveniência do leitor.

Seja G um grupo pronilpotente finitamente gerado.

(a) Se G satisfaz (∗), então G é virtualmente nilpotente.

(b) Se G satisfaz (∗∗), então G é nilpotente.
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Demonstração: Suponha que G satisfaz (∗). Para cada par de inteiros positivos n, q

considere os seguintes conjuntos

Sn,q = {(g1, g2) ∈ G×G | [g1, ngq2] = 1}, n, q ∈ N.

Cada conjunto Sn,q é fechado e por hipótese temos

G×G =
⋃

n,q∈N

Sn,q.

Pelo Teorema da Categoria de Baire, algum Sn,q tem inteiror não vazio. Conse-

quentemente, existem um subgrupo normal aberto H de G e elementos a1, a2 ∈ G

tais que G satisfaz a identidade de classes laterais [x, ny
q] ≡ 1 nas classes a1H, a2H.

Seja m o ı́ndice de H em G. Sejam J o produto de todos os subgrupos de Sylow

correspondendo aos números primos que dividem m e K o produto de todos os

subgrupos de Sylow correspondendo aos primos que não dividem m. Como G é

pronilpotente, temos que G = J×K. Mais ainda, K ≤ H e assim G = JH. Portanto,

podemos assumir a1, a2 ∈ J e segue que K satisfaz a identidade [x, ny
q] ≡ 1. Seja

π o conjunto dos primos dividindo q e π′ o conjunto de todos os primos que não

pertencem a π. Seja Oπ′(K) o subgrupo maximal normal pro-π′ de K. Para cada

g ∈ Oπ′(K) temos ⟨g⟩ = ⟨gq⟩ e assim a identidade [x, ny] ≡ 1 é satisfeita em Oπ′(K).

Consequentemente, Oπ′(K) é um grupo pro-π′ finitamente gerado Engel. Segue do

Teorema de Wilson-Zelmanov que Oπ′(K) é nilpotente. Agora, é suficiente provar que

o produto de todos os subgrupos de Sylow de G correspondendo aos primos dividindo

qm é virtualmente nilpotente. De fato, isto segue diretamente da Proposição 4.0.4

(a). Portanto, G é virtualmente nilpotente, como afirmado.

Agora, assuma que G satisfaz (∗∗). Para cada par de inteiros positivos n, q,



68 Caṕıtulo 4. Grupos Pronilpotentes com Condições de Engel

considere os seguintes conjuntos fechados

Tn,q = {(g1, g2) ∈ G×G | [gq1, ng2] = 1}, n, q ∈ N.

Argumentando como no primeiro parágrafo, usamos o Teorema da Categoria de Baire

e deduzimos da Proposição 4.0.4 (b) que G é nilpotente.



5
Considerações Finais

Generalizando o Teorema de Wilson-Zelmanov (1992), R. Bastos e P. Shumyatsky

[7] usaram uma condição mais fraca que condição de Engel em todos os elementos de

um grupo e obtiveram que um grupo G profinito finitamente gerado é virtualmente

nilpotente sempre que para todo x ∈ G existir um inteiro positivo q = q(x) tal que

xq é Engel.

Vários resultados foram obtidos com condições semelhantes às condições de

Engel em grupos residualmente finitos. Por exemplo, R. Bastos e P. Shumyatsky [8,

Teorema C] provaram que se um grupo G é residualmente finito, finitamente gerado,

satisfazendo a identidade [x, ny
q] ≡ 1, onde q é uma potência de um primo, então G

é solúvel. Tal resultado é uma resposta para a seguinte pergunta:

Pergunta 5.0.1. [6, B.1.10] Seja G um grupo residualmente finito, finitamente gerado

satisfazendo uma identidade f ≡ 1. Quais condições sobre f implicam que G é

solúvel?

Observações 5.0.2.

1. O Teorema de J. S. Wilson 2.1.7 [58] também traz uma resposta para a pergunta

5.0.1;

2. Por Zelmanov (veja [66, Theorem 5]) todo p-grupo finitamente gerado residualmente

69
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finito, cujo a álgebra de Lie Lp(G) é PI, é finito. Com isso, a identidade xq ≡ 1, onde

q é uma potência fixada de um primo p, traz uma resposta para a Pergunta 5.0.1.

Resultados Mais Recentes

Seja G um grupo residualmente finito finitamente gerado. Em 2019, P.

Shumyatsky, A. Tortora e M. Tota [54] mostraram que se G é adicionalmente

um grupo Engel satisfazendo uma identidade então G é nilpotente.

Por sua vez, em 2020, D. Silveira [55] mostrou que se G satisfaz a identidade

[x, ny
q] ≡ 1 para algum inteiro positivo q, então existe uma função f(n) tal que G

possui um subgrupo normal nilpotente, de ı́ndice finito, de classe no máximo f(n).

Observamos a seguir que tais condições são necessárias para concluir que grupos

finitamente gerados sejam (virtualmente) nilpotentes.

Exemplos 5.0.3.

1. Os grupos Tarski Monster [42] são grupos infinitos não-abelianos simples 2-gerados

tais que todo subgrupo próprio é um grupo ćıclico de ordem p. Portanto, são grupos

que satisfazem a identidade [x, yp] ≡ 1. Por [66, Theorem 5] tais grupos não são

residualmente finitos, pois, caso contrário, seriam finitos. E pela simplicidade não

são virtualmente nilpotentes.

2. Já o exemplos de Golod (1964) são p-grupos Engel finitamente gerados residualmente

finitos, não nilpotentes. Tais grupos não satisfazem uma identidade, pois caso

contrário, seriam finitos [66, Theorem 5] e não podem ser virtualmente nilpotentes,

pois por Zorn (1936) e Gruenberg (1953) eles seriam nilpotentes.

Posteriormente, em 2021, Bastos e Silveira [9] provaram que G é virtualmente

nilpotente se adicionalmente G satisfizer alguma identidade e para cada x ∈ G existir

uma potência m = m(x), de um primo q tal que xm é n-Engel para algum n.
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Recentemente, condições mais gerais que as condições de Engel foram exploradas

por Shumyatsky e E. I. Khukhro [29]. A seguir definimos o que é um Engel sink de

um elemento g de um grupo G.

Definição 5.0.4. Um Engel sink de um elemento g de um grupo G é um conjunto

E (g) tal que para todo x ∈ G todo comutador suficientemente grande [x, g, g, . . . , g]

pertence a E (g), isto é, para todo x ∈ G existe um inteiro positivo n(x, g) tal que

[x, ng] ∈ E (g) para todo n ≥ n(x, g).

Observe que g é um elemento Engel quando podemos escolher E (g) = {1}. Uma

generalização do Teorema de Medvedev (2003) foi obtida por meio do seguinte

resultado:

Teorema 5.0.5. [29, Theorem 1.2] Suponha que G seja um grupo compacto em que

todo elemento tem um Engel sink enumerável. Então G tem um subgrupo normal

finito N tal que G/N é localmente nilpotente.

Utilizando a hipótese de grupos quase Engel, ou seja, grupos em que todos os

seus elementos possuem um Engel sink finito, Shumyatsky [52, Theorem 1.1] mostrou

que se G é um grupo linear quase Engel, então G possui um subgrupo normal finito

N tal que G/N é hipercentral, que em particular, (veja, [45, 12.2.4]) é localmente

nilpotente. Este resultado generaliza o Teorema de Garaščuk-Suprunenko (1960)

[19, 20] para grupos lineares.

Vimos anteriormente que uma questão interessante em Teoria dos Grupos Engel

é saber quando o conjunto de todos os elementos Engel de um grupo forma um

subgrupo. Em geral, o radical de Hirsch-Plotkin está contido no conjunto de todos os

elementos Engel de um grupo mas a inclusão contrária não é válida em geral (Golod,

1964). Nesta direção, citamos a seguir uma pergunta feita por Shumyatsky em The

Kourovka Notebook para elementos quase Engel de um grupo linear.
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Pergunta 5.0.6. [28, Problema 19.83] Um elemento g de um grupo G é quase Engel

se existe um Engel sink finito de g. O conjunto de elementos quase Engel em um

grupo linear é sempre um subgrupo?

Conclúımos dizendo que neste trabalho obtivemos uma generalização do Teorema

de Gruenberg (1953) para um grupo G solúvel finitamente gerado (Teorema 3.0.1) e

obtivemos a mesma conclusão que Bastos-Shumyatsky (2015) para grupos pronilpo-

tentes finitamente gerados (Teorema 4.0.1) assumindo qualquer uma das seguintes

condições mais gerais:

(∗) Para todos x, y ∈ G existem inteiros positivos n = n(x, y) e q = q(x, y) tais

que [x, ny
q] = 1;

(∗∗) Para todos x, y ∈ G existem inteiros positivos n = n(x, y) e q = q(x, y) tais

que [xq, ny] = 1;
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