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RESUMO

Autor: Ricardo Caiado de Alvarenga
Orientador: Francisco Ricardo da Cunha
Programa de Pdés-graduacao

Brasilia, 09 de abril de 2009

Nessa dissertagao é apresentado o método integral de contorno para escoamentos poten-
ciais bidimensionais e tridimensionais incompressiveis. Aplicando o teorema de Green
para as regioes internas e externas a um corpo arbitrario e combinando os resultados
obtém-se a equacao integral de contorno do método em questao. A superficie do corpo
é representada por elementos de malha triangulares e quadrilaterais planos com dis-
tribuicdo constante de singularidades (dipolos e sorvedouros) em cada elemento. A
condicao de Kutta é aplicada de forma simples para o caso de escoamento permanente:
as intensidades dos filamentos de vortice da esteira sao determinadas pelas diferencas de
intensidade de dipolos nos elementos de malha adjacentes ao bordo de fuga. O método
¢ de baixo custo computacional, mesmo quando usado para simular escoamentos em
torno de corpos tridimensionais com geometrias complexas. Os resultados numéricos
do método integral de contorno sao comparados com resultados analiticos, resultados
experimentais, resultados da teoria da linha de sustentagao e do método vortex-lattice.
Métodos integrais de camada limite delgada bidimensional foram utilizados na de-
terminacao dos principais parametros de camada limite. Foram simulados a camada
limite laminar, um critério de transicao e a camada limite turbulenta. Por fim, foi
implementada a versao bidimensional do método integral de contorno para escoamen-
tos potenciais transientes. O método em questao considera o aerofélio movendo-se no
fluido e trata o problema em termos de um sistema de referéncia nao-inercial fixo no
corpo. A condicao de Kutta é implementada considerando-se que a pressao € igual nas
superficies superior e inferior do bordo de fuga. A formulagdo matematica do escoa-
mento potencial transiente explorado neste trabalho é baseada no principio de Benoulli
da conservacao da energia mecanica de um escoamento na sua versao nao-estaciondria.
O contorno do aerofdlio é substituido por elementos de vortices e de fontes planos. Em
particular, um elemento adicional é incorporado ao bordo de fuga com o objetivo de
se representar o inicio da formacao da esteira atras do corpo. O restante da esteira de
vorticidade é representada por pontos de vortice. O sistema de equagoes resultantes é

nao-linear e é resolvido por um método de eliminacao de Gauss iterativo.
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ABSTRACT

Author: Ricardo Caiado de Alvarenga
Supervisor: Francisco Ricardo da Cunha
Programa de Pdés-graduacao

Brasilia, 09 April of 2009

In this dissertation we describe a boundary integral method for calculating the incom-
pressible potential flow around arbitrary, lifting, two-dimensional and three-dimensional
bodies. By using Green theorems to the inner and outer regions of the body and com-
bining the resulting expressions we obtain a general integral representation of the flow.
The body surface is divided into small quadrilateral and triangular elements and each
element has a constant singularities distribution of sinks and dipoles. The applica-
tion of Kutta’s condition for the steady flow is quite simple; no extra equation or
trailing-edge velocity point extrapolation are required. The method is robust with a
low computational cost even when it is extended to solve complex three-dimensional
body geometries. The boundary integral code developed here is verified by comparing
the numerical predictions with experimental measurements, analytical solutions and
results of the lifting-line theory and vortex-lattice method. A two-dimensional integral
boundary layer method, was incorporated into the two-dimensional boundary integral
method and is intended to give a preliminary estimate of boundary layer properties
over a configuration. The method comprises a laminar boundary layer analysis, a
transition and a turbulent boundary analysis. Finally, an unsteady two-dimensional
boundary integral method has been developed. The present approach treats the body
as moving through the air and put the mathematical problem in terms of a moving
coordinate system attached to it. The Kutta condition is applied by imposing the
same pressure on the upper and lower surfaces at the trailing edge. For this end, the
unsteady Bernoulli equation is used. The airfoil contour is replaced by straight-line
elements and a small straight-line wake element is attached to the trailing edge. The
circulation on this element is imposed in the way that the global circulation around
the airfoil and the wake is constant. A downstream wake of concentrated vortices is
formed from the vorticity shed at earlier times and is convected according to the local
velocities. The basic set of equations is nonlinear and an iterative procedure is adopted

for its solution.
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1 INTRODUCAO

1.1 GENERALIDADES

O presente trabalho tem o objetivo de desenvolver e implementar metodologias de
baixo custo computacional para simular escoamentos aerodinamicos em altos niimeros
de Reynolds. Métodos de simulacao numérica direta das equacoes de Navier-Stokes
(DNS) tém sido implementados com sucesso, porém com custo computacional elevado.
Na fase de definigoes preliminares de um projeto aerodinamico, necessita-se de um
método de simulacao que tenha um baixo custo computacional, facilidade e agilidade
para pré-processamento e pds-processamento e, a0 mesmo tempo, que apresente resul-
tados satisfatorios. O baixo custo computacional de um método proporciona a imple-
mentacao de algoritmos de otimizagao para determinacao de parametros geométricos
que satisfacam propriedades aerodinamicas desejadas para o projeto. Nesse contexto,
a modelagem de um escoamento que obedeca a teoria potencial é empregada com éxito
[41].

O Método Integral de Contorno é usado na resolucao da equacgao de Laplace. Con-
sideragoes como a presenca de tensoes de cisalhamento e condi¢ao de nao escorrega-
mento na parede, sao modelados usando a teoria classica de camada limite delgada
em acoplamento com o escoamento potencial. O resultado é um método de baixo
custo computacional e que alcanca resultados razoaveis quando comparado com dados
experimentais. As hipdteses simplificadoras que restringem os limites de validade de
um modelo de escoamento potencial nao comprometem o interesse do emprego desse
modelo, visto que o projeto aerodinamico da maior parte das aeronaves visa a defini¢ao
de uma configuracao que satisfaca, em voo de cruzeiro, exatamente as condicoes im-
postas pelas hipdteses simplificadoras assumidas no modelo tedrico. Entao, para corpos
aerodinamicos, a teoria potencial com acoplamento de camada limite consegue alcancar
resultados satisfatérios. O Método Integral de Contorno também é usado com baixo

custo computacional na solucao de escoamentos transientes.

O capitulo 2 da dissertacao trata dos conceitos fundamentais necessarios para o desen-
volvimento do trabalho. Teorias analiticas e semi-analiticas sao descritas com objetivo

de usé-las na validagao dos métodos desenvolvidos. O capitulo 3 descreve os ensaios
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experimentais realizados no Laboratério de Mecanica dos Fluidos da Universidade de
Brasilia. Os resultados experimentais sao utilizados para validar os métodos numéricos
implementados. O capitulo 4 trata do Método Integral de Contorno aplicado a solugao
da equacao de Laplace. O método é descrito com detalhes para os casos de escoamentos
potenciais bidimensionais e tridimensionais. O capitulo 5 trata da teoria de camada
limite. Inicialmente é apresentado o método de similaridade e resolvido numericamente
a equacao de Falkner-Skan. Em seguida sao apresentados métodos numéricos de res-
olucao da Equacao Integral da Camada Limite para o caso de escoamento laminar
e de escoamento turbulento. A distribuicao de velocidade na superficie do aerofélio
dada pelo Método Integral de Contorno é usada como dado de entrada e entao os prin-
cipais parametros de camada limite sao calculados para um aerofélio com geometria
arbitraria. No capitulo 6 é apresentado o Método Integral de Contorno aplicado a
escoamentos potenciais bidimensionais transientes. Uma esteira de vorticidade emitida
no bordo de fuga do aerofélio e convectada pelo escoamento local é considerada de

modo a satisfazer o teorema de Kelvin.

1.2 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

O método integral de contorno, utilizado para solucao de escoamentos potenciais tridi-
mensionais, se tornou bastante difundido com o advento dos computadores pessoais.
Hess [18][19][20][21] foi um dos pioneiros na utilizagdo desse método na Douglas Air-
craft Company. O cédigo desenvolvido por ele simula escoamentos potenciais com
sustentacao em torno de geometrias tridimensionais arbitrarias e utiliza condig¢oes de
contorno do tipo Newman. Baseia-se em elementos de contorno com distribuicoes
constantes de fontes e distribuigoes quadréticas de dipolo. Rubbert e Saaris [43] de-
senvolveram um cédigo semelhante ao de Hess, mas ao invés de usarem dipolos na
superficie, utilizaram uma distribuicao de vértices na linha de camber da asa. O
método integral de contorno proposto por Morino [34][35] utiliza-se das identidades de
Green e do principio de Huygens para modelar escoamentos permanentes e transientes,
subsonicos e supersonicos linearizados ao redor de corpos tridimensionais arbitrarios.
Esse método considera em cada elemento de contorno uma distribuicao constante de
fontes e dipolos e aplica a condi¢cao de contorno do tipo Newman para determinar a
intensidade das distribuicoes de fontes e a condicao de contorno do tipo Dirichlet na
determinagao da intensidade das distribuigdes de dipolo. Maskew [31][32] desenvolveu
um programa comercial de simulacao de escoamentos potenciais com acoplamento de

camada limite conhecido como VSAERO. Seu cédigo utiliza o método de Morino para
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simular escoamentos permanentes e transientes. Ashby et al [5][6], sob contrato com
a NASA, desenvolveram um cédigo de simulacao de escoamentos potenciais conhecido
como PMARC. Esse cédigo, como o VSAEROQO, considera distribuigbes constantes de
fontes e dipolos em cada elemento de malha de superficie e considera as condicoes de
contorno como no método de Morino. O cddigo desenvolvido por Tinoco et al [50]
na Boeing Commercial Airplane Company considera distribui¢coes de ordem superior
de fontes e dipolos nos elementos de contorno assim como a continuidade dessas dis-
tribuicoes nas extremidades dos elementos da malha de superficie. O cédigo permite
que o usudrio escolha o tipo de condicao de contorno que deseja utilizar (de New-
man, de Dirichlet ou ambas) em cada conjunto de elementos de contorno. Woodward
[53][54] desenvolveu um método de simulagdo de escoamentos potenciais no regime
subsoOnico e supersonico que usa, além das singularidades de superficie, linhas de sin-
gularidade. Singh et al [45] desenvolveu um método de simulagdo de escoamentos
potenciais que considera distribuicoes de singularidade interna ao corpo e que usa
condigoes de contorno do tipo Newman. Morino e Lemma [36][27] e Gebhardt et al
[13] desenvolveram um método integral de contorno iterativo para resolver a equagao
do potencial completo para escoamentos no regime transonico. Romate [42] calculou
os erros numéricos associados as aproximacgoes usualmente consideradas no método in-
tegral de contorno. Aplicagoes similares do método integral de contorno utilizando o
potencial hidrodinamico em escoamentos de Stokes, tém sido explorado com detalhes

por Cunha et al [10].



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo sdo apresentados alguns conceitos e teoremas
necessdrios para o desenvolvimento do trabalho. Teorias e
métodos analiticos e semi-analiticos sao revisados com objetivo

de usd-los na validacdao dos métodos implementados.

2.1 EQUACOES DE NAVIER-STOKES

As equagoes de Navier-Stokes, que sao a formulagao diferencial das equagoes da quan-

tidade de movimento, sao escritas abaixo na notagao indicial:

ou? ou? op* o*u; 10
i | QU = pp = O i -9 A 2.1
4 (82&* T 31‘*) P G TH <ax;ax; " 300 ) 21)

J

Para um escoamento incompressivel, sabemos que o divergente do vetor velocidade é

igual a zero e neste caso a equacgao de Navier-Stokes reduz-se a:

ou? ou? op* 0%u’
Lyttt ) = pfs — i 2.2
p <(9t* T 8x}*> 2 ox} + Max;fax;f (22)

ou na forma vetorial:

8 *
P (81:* +u”- V"u*) = pf — V*p* + uV*2u* (2.3)

As equacoes de Navier-Stokes descritas acima sao validas para escoamentos laminares
e turbulentos. No caso de escoamento turbulento, as propriedades dos fluidos e as
variaveis dependentes sao valores instantaneos. Entao a solugao incluird quantidades
dependentes do tempo. O método numérico que resolve as equagoes de Navier-Stokes
como equacoes dependentes do tempo é conhecido como DNS (direct numerical simu-

lation) e tem um elevado custo computacional, tornando-se quase invidvel para solugao



de problemas de engenharia. Para contornar esse problema de elevado custo computa-
cional, substitui-se as quantidades instantaneas das equacoes por seus valores médios
e suas flutuagoes. Como exemplo, as componentes instantaneas do vetor velocidade e

a pressao instantanea sao representadas como:
u=u+u, v=0v+v, w=w+uw, p=p+yp (2.4)

As equagoes de Navier-Stokes, depois de terem substituidos os valores médios e suas

flutuagoes, sdo conhecidas como RANS (Reynolds averaged Navier-Stokes).

2.2 EQUACAO DE EULER

Quando o escoamento é em altos nimeros de Reynolds (Re— o0) entdo podemos
escrever as equagoes de Navier-Stokes da seguinte forma:

ou*
ot*

1
+u*-Vu =f- Ev*p* (2.5)

A equacao acima é conhecida como equacao de Euler.

2.3 TEOREMA DE KUTTA-JOUKOWSKI

Considere o aerofélio mostrado na figura (2.1), gerando uma circulacao de intensidade
I', imerso em um escoamento uniforme com velocidade nao perturbada igual a V,

densidade do fluido que escoa igual a p e pressao atmosférica igual a py.

Para um volume de controle circular de raio muito maior do que o aerofélio e igual a R,
a sustentacao do aerofélio é igual a soma da forca devida ao campo de pressao estatica
na superficie de controle e a forca devida a variacao da quantidade de movimento na
superficie de controle. Esse resultado é encontrado, utilizando-se a formulacao integral
da equacao da quantidade de movimento para um volume de controle inercial. A
esse tamanho de volume de controle (com o raio bastante grande), os efeitos devido
a espessura do aerofélio, podem ser ignorados e o aerofdlio é percebido apenas pela
circulagao que ele gera. Deve-se notar que o aerofdlio nao pertence ao volume de

controle escolhido e que o mesmo faz uma forga no volume de controle (forga F),).

A forca vertical [,, devida a pressao estatica que atua na superficie de controle é a
soma das pressoes atuando nas componentes verticais dos elementos de drea dA. No

elemento de area definido por 46, a pressao estatica é dada por p e a velocidade neste
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Figura 2.1: Aerofdlio com sustentacao

elemento de drea ¢é igual a resultante entre a velocidade do escoamento nao perturbado
V e a velocidade induzida pela circulagao v. Aplicando a equagao de Bernoulli para
uma linha de corrente que passa pelo elemento de area citado anteriormente, temos
que:
Lo 1 2, 2
Do + 5,0‘/ =p+ 2P (V + v + 2Vvsen9> (2.6)
e desprezando o termo %pvQ que é muito menor do que os termos que tem V, ficamos

Co1m:

p = po — pVuvsend (2.7)

Entao a forca vertical devido a pressao estatica no elemento de area dA = R0 é dada

por:
—pRsenfdl = — (py — pVvsend) Rsenfob (2.8)

Logo a forca vertical total devido a distribuicao de pressao estatica na superficie de

controle é dada por:
2
Iy = —/ (po — pVwsenf) Rsenfdf = pVvRw (2.9)
0

O fluxo liquido de quantidade de movimento na direcao vertical, saindo da superficie

de controle é dado por:
/VypV~dA (2.10)



e sabendo que:

V, =wvcost (2.11)
e que
V- dA = -V R cos 6 (2.12)
entao temos que:
2m
/ VypV - dA = —/ pVuR cos’0df = —pVuRr (2.13)
0
sc

Podemos entao utilizar a formulacao integral da equacao da quantidade de movimento
na diregao vertical para determinarmos a forga F, que o aerofélio faz na superficie de

controle. Entao temos que:
0
Fy+l = / V, pd¥ + / V,pV - dA (2.14)
ve sc

substituindo os valores encontrados anteriormente e admitindo que o escoamento é
permanente, temos:
F, =2pVvRm (2.15)

e da defini¢ao de circulagao (sabendo que o sentido anti-horério é negativo), temos que:

r
= 2.16
! 2R ( )
e substituindo a equagao 2.16 na equagao equagao 2.15, segue-se que:
F,=pVTl (2.17)

que ¢é o resultado do teorema de Kutta-Joukowski. Logo o teorema nos diz que a
forca de sustentacao de um corpo qualquer que gere circulagao é dada pela equacao
acima. Esse teorema é muito 1til no desenvolvimento de algumas teorias, como veremos

adiante.

2.4 EQUACAO DE LAPLACE

Para um escoamento potencial, define-se a fungao potencial como:

V=V (2.18)

E para escoamentos que sejam incompressiveis, a equagao da continuidade é dada por:
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V-V=0 (2.19)

Combinando as duas equacoes anteriores obtemos, para um escoamento incompressivel

e irrotacional, a seguinte equacao:

Vg =0 (2.20)

Entao a equacao de Laplace governa um escoamento que seja inviscido, irrotacional e
incompressivel. A equacao 2.20 é uma equacao diferencial parcial de segunda ordem,
linear e homogénea. O fato dessa equacao ser linear homogénea implicara que poder-
emos encontrar solucoes distintas, ou seja, escoamentos distintos que satisfacam essa
equagao, somando-se solugoes particulares ja conhecidas (escoamentos ja conhecidos).

Isso pode ser feito usando-se o Principio da Superposicao.

2.5 CONDICOES DE CONTORNO

Para conseguirmos encontrar uma solugao para um determinado escoamento potencial,
precisaremos que a solucao satisfaca a equagao de Laplace e que também satisfaga certas
condigoes de contorno. Sao essas condigoes de contorno que particularizam a solugao de
cada escoamento. Existem entao trés tipos de problemas que sao regidos pela equacao
de Laplace. A diferenciacao de cada um destes tipos de problema sao ocasionados
pelo tipo de condicao de fronteira que é fornecido junto com o problema. Os tipos de

problemas sao:

e Problema de Dirichlet: sao fornecidos os valores da func¢ao potencial ao longo de

uma fronteira.

e Problema de Neumann: sao fornecidos os valores da componente da velocidade

normal a fronteira.

e Problema Misto: sao fornecidos os valores da funcao potencial em algumas partes
da fronteira e em outras sao fornecidos os valores da componente da velocidade

normal a fronteira.



2.6 VARIAVEIS COMPLEXAS APLICADAS AO ESTUDO DE ESCOA-
MENTOS POTENCIAIS BIDIMENSIONAIS

Temos que num escoamento potencial, observando a disposicao das linhas da funcao de
corrente e da funcao potencial, é conveniente definirmos uma funcao complexa chamada

de fungao potencial complexa [38]:

W(z) = é(z,y) + iv(z, y) (2.21)

em que:

z=x+iy = re® (2.22)

W (z)é uma funcao analitica numa regiao se suas derivadas estao sempre definidas nessa

regiao.
oW _ 0 00 _dsos | dvo: _do  dv_aW _
ox _8x+28:v_dz0x+zd28x_dz+ldz_ dz = /') (2:23)
analogamente:
ow _do dyp AW .,
Oy "2 T dz  Udz T i) (2.24)
o _ d¢
9 d (2.25)
N dy
9~ ds (2.26)
00 dy
- d (2.27)
oY _ do

E agora, determinando as derivadas segundas:



Adicionando as equagoes (2.29) e (2.30), temos:

¢ 0%¢ 0% 0%
<3x2+8y >+ <3x2+8gj> 0

V2q§ + iV21/1 =0
resultando em:
Vip=0
e
V=0

entao ¢ e 1Y sao funcoes harmonicas

2.6.1 RELACOES DE CAUCHY-RIEMANN

aw 8<b 8¢
E_f(z) 83& ax

AW d¢ OY
i =if'(2) = 87y+87y

10

-2 (2)+2(5)i-£(E) 2138
i=f

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)



Multiplicando a equagao (2.36) por i, temos:

aw o 09
A S 2.
dz oy Z(?y (2:37)
Igualando (2.35) e (2.37), resulta nas relagoes de Cauchy-Riemann:
9 O
— == 2.38
or 0Oy ( )
0p o
w77 2.
oy ox (2.39)
2.6.2 VELOCIDADE
Para um escoamento potencial tem-se que:
U=V¢ (2.40)
d¢
U= (2.41)
99
= — 2.42
v=g (2.42)
E a velocidade complexa é:
aw o o
E—ax—kzax—u—w—W(z) (2.43)

e em coordenadas polares, a velocidade complexa é dada por:

11



aw

o = (uy — iug) e

E das propriedades de niimeros complexos, temos:

W' (2) - W' (2) =u®+ 0> =U?

2.6.3 ESCOAMENTOS POTENCIAIS SIMPLES

2.6.3.1 ESCOAMENTO UNIFORME

(2.44)

(2.45)

Para um escoamento uniforme alinhado com a horizontal (sem angulo de ataque):

¢ =Ux =Urcos(0)

v =Uy = Ursen (0)

e o potencial complexo é dado por:

W = ¢+ i = Urcos (0) +iUrsen () = Ure®

W (z) =Uz = Ure®

2.6.3.2 FONTES E SORVEDOUROS NA ORIGEM COM VAZAO q

¢= <2q7r)1m

12

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)



=t (2.51)
Wi(z)=¢+ip = % (Inr +1i6) = % In e (2.52)
Wi(z) = %lnz (2.53)

Quando o centro da fonte é localizada em algum ponto ao invés da origem do sistema

de coordenadas, o potencial complexo é dado simplesmente por:

W (z) = % In (2 — ) (2.54)
2.6.3.3 VORTICE
k
p=—1~0 (2.55)
27
k
p=——Inr (2.56)
2T
100 1k
=—-— =—-— 2.57
Y= 00 ron (257)
e a circulacao do vértice é dada por:
- o 1k k
F_%U-dl_/;%rde_%%_k (2.58)
. k K
W—¢+zw—§0—zglnr (2.59)
e multiplicando por i:
: ko k i0
iW(z) = Py (10 +1nr) = . (lnre ) (2.60)
Entao para um vortice localizado na origem, o potencial complexo é dado por:
k
= —i—1 2.61
W (z) i5-lnz (2.61)

Para um vortice localizado em um ponto zg, o potencial complexo é dado por:

W (z) = —i <2k> In (z — ) (2.62)

7
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2.6.3.4 DIPOLO

Considere uma fonte e um sumidouro, cada um de intensidade ¢, localizados em pontos
A e B do plano complexo. A localizaciao da fonte é 2y = —ae®e a localizacao do

sumidouro ¢é zy = ae*® Para fonte:

W (Z)fonte = % In (Z - ’ZO) = % In (Z + aeia) (263)
Para o sumidouro:
w (Z)sumidouro = _% In (2 - ZO) = _% In (Z — aem) (264)
W (Z> =W (Z)fonte + W (Z>sumid0u7‘o (265)
_ q 1o’ 1o
Wi(z) = P {ln <z+ae ) —1In (z—ae )] (2.66)

Considerando agora o caso em que a fonte e o sumidouro estao muito proximos, ou

7 a7

seja, quando a distancia ”a”é muito pequena, temos que:

W (z) = % [m (1 + af) —In <1 . “(jaﬂ (2.67)

e definindo ¢ = % resulta em:

g B v 4 | (149)
Wi(z) = 5 In(1+J)—In(l—-9)] = 5 lln 1=0) (2.68)
Ja que § é pequeno, pode-se desenvolver In (1 4 ¢) e In (1 — §) em séries de Maclaurin:
1n(1+5)—5—(i2+5j— +(—1)”*16—n+ (2.69)
= T3 — :
com 0 em (-1,1] e
62 85 o
com § em [-1,1)
(1+9) 5 8 g2t
ln(l_é)_z 6+3+5+...+2n_1+... (2.71)
com |0] < 1
1o’ 3 3t
_q fae a’e
Wi(z) = - < —+ EEn + ) (2.72)
Para o caso em que a — 0 e z # 0 (dipolo):
q eia
=4, 9.
W (z) —a— (2.73)

A equacao acima é para uma fonte e um sumidouro préximos da origem. Para um
dipolo onde a fonte e o sumidouro estao préximos a um ponto qualquer zy, o potencial

complexo é dado por:

W(z) = ¢ (2.74)



2.6.4 TEOREMA DE BLASIUS

Esse teorema permite determinar as forcas hidrodinamicas exercidas pelo fluido sobre
um corpo bidimensional com secao transversal arbitraria em um escoamento potencial

bidimensional, conhecendo-se a fungdo complexa W = f (z).

0
Figura 2.2: Secgao transversal arbitraria de um corpo
Temos que:
dF, = —pds - sin = —pdy (2.75)
dF, = pds - cos = pdx (2.76)
E escrevendo a for¢ca num dominio complexo, temos:
dF = dF, —idF, = —pdy — ipdx = —p (dy + idx) = —ipdz (2.77)

Em escoamento potencial permanente e bidimensional, o campo de pressao na superficie

ds pode ser determinado usando-se o teorema de Bernoulli:
L L o
p+§pV =C<:>p:C—§pV (2.78)

Partindo da equacao de Euler e considerando o escoamento permanente e irrotacional,

obtém-se a equagao de Bernoulli e conclui-se que o termo constante C nao contribui
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para forca hidrodinamica. Entao p = —%pV2 é a parte importante para a deducgao a

seguir:
W =¢+i (2.79)
dW dW 9 9 9
A = 2.
o Y +v°=V (2.80)
Logo: o
1 dWdWw
=——p—— 2.81
P="9"4: dz (2.81)

dF = ~ip———dz (2.82)

Ja que a superficie do corpo arbitrario é uma linha de corrente, entao:

diyp =0 (2.83)
W =¢+ 1) < dW =dop+idy = do (2.84)
W=0¢—ip < dW =dp—id) =do (2.85)
dW = dW (2.86)
Assim obtemos: )
. 1. (dW
dF, —idF, = 5P (dz) dz (2.87)
Integrando ao longo da linha de corrente que é a superficie do corpo:
1 (dw)?
F, —iF, = 7{ P il 2.
i, Cz2p<dz>dz (2.88)

A equacao acima representa o teorema de Blasius.

2.6.5 ESCOAMENTO UNIFORME EM TORNO DE UM CILINDRO
SEM CIRCULACAO

Temos que um escoamento em torno de um cilindro pode ser representado por uma

superposicao de um escoamento uniforme e um dipolo, ou seja:

m
2Tz

W =Vyz+ Vo (z + (2.89)

i)
2nVoz

16



onde m = 2ga Fazendo 2 = ;- onde ry ¢ o raio do cilindro, pode-se escrever a

27V
equacao anterior na forma:

2 2 ,—if
W:‘/b(z_i_ro):‘/o(/reze_f_roe)
Z T

2

W =1 [7" (cosf + isend) + %0 (cosf — isen@)]

2 2
Wi(z) ="V, <r+7’0> cosf + iV <7"— TO) sen) = ¢ + i
r r
Na superficie do cilindro r = rg e entao temos que na superficie:

¢ = 2Vyrgcost

b =0

A velocidade complexa do escoamento é:

dW r2
- —V _ 0
dz 0( z2>

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

Observe que quando z — oo a velocidade tende para a velocidade do escoamento nao

perturbado Vy

2.6.5.1 Pontos de estagnacao

dw re
— =0&1--2=0
dz z2

Essa equacao é satisfeita nos pontos (0,79) e (m, 7o)

2.6.5.2 Velocidade maxima

Em coordenadas polares:
aw ( 1p)
— = (u, — tug)e
dz o

2
Uy :V()cos@< —g)
,

—i6

E entao:

17
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2
up = —Vjy <1 + Tg%) senf (2.99)
r
E na superficie do cilindro quando r = ry:

u =0 (2.100)

up = —2Vhsenf (2.101)

Logo a velocidade maxima serd quando 6 = 37“ e 0 = 7 e sua magnitude sera:

Unnax = 2V0 (2.102)

2.6.5.3 Distribuicao de pressao

Sabendo que a velocidade na superficie do cilindro é dada por:
V = 2Vhsend (2.103)
E aplicando a equacao de Bernoulli encontra-se que:

Cp () =1 — 4sen’d (2.104)

2.6.6 ESCOAMENTO UNIFORME EM TORNO DE UM CILINDRO
COM CIRCULACAO

O escoamento em torno de um cilindro com circulagao é a superposicao de um escoa-

mento uniforme, de um dipolo e de um vortice, ou seja:

2
K
W=V (z—f—r()) +i—Inz (2.105)
z 27
10 0 719 K 10
W =1V, (re + = ) +z2—lnre (2.106)
T

W = lVo (r )cosG—O] +1 lVo (r—f) sen¢9+2[7(rlnr] =¢+ip (2.107)

18



Agora iremos calcular as forgas hidrodinamicas para o cilindro com circulagao, usando

o teorema de Blasius. A velocidade complexa para esse escoamento é:

dw r2 K
aw\” r2\? 2\ K iK 2
— /2 ;
<d> =% ( - ) ”VO( ‘zz> i2ms " (32) (2:109)
Organizando em poténcias de z:
aw\? 270 r2 270 VO r2 K?

E organizando numa forma tipo uma série de Laurent no dominio complexo expandida

em torno da origem:

dw\? K KN 1  VyKr? 2,4

dz T 4m2) 2 w23 24

A eq. (2.111) é uma série de Laurent do tipo:

dW 2 aq a9
— ) = — 4 — 4. 2.112
<d2> a+—+ 5+ ( )
Onde:
ag = Vi (2.113)
oy = BV (2.114)
s
K2
ag = — (21/027«3 - W) (2.115)
K 2
a5 — —iV08T0 (2.116)
m
ay = Vard (2.117)

Resolvendo a integral do teorema de Blasius:

2 . — o oi(00+27)
. 1 [dW ip a9 #=roe
F, —iF, = }{zip (dz) dz = 5 {aoz +aylnz— PR (2.118)
c

Note que quando os limites sao substituidos em qualquer z™:

[roei(ﬂ%)}n - [roewor = 19" (cos 27n + isen2mn — 1) (2.119)
Se n ¢ inteiro:

cos2mn =1 (2.120)
sen2mn =0 (2.121)
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cos2mn +isen2mn — 1 =0 (2.122)

Logo, todos os termos da série de Laurent nao contribuirao para a forca hidrodinamica
exceto o termo “ que quando integrado gera o termo Inz que nao se anula. Observe
que:

i(0g+27)

[In 2]227°%, =27 (2.123)

zZ=Trpe

E entao nao s6 para esse caso particular como também genericamente, podemos dizer

que:
f F(2)dz = 2mayi (2.124)
onde f(z) é uma série de Laurent. Para o caso particular do cilindro com circulagao:
. i .
F, —iF, = §a12m = —Tpay (2.125)
KV
a = =20 (2.126)
T
F, —iF, = —ipKVj (2.127)
Entao:
F,=0 (2.128)
F, = pKV, (2.129)

2.6.7 TRANSFORMACAO CONFORME

A técnica de transformagao conforme (mapeamento conforme) pode ser utilizada para
se obter solucoes de escoamentos potenciais bidimensionais com geometrias bastante
complexas [47][48]. Usando essa metodologia de cédlculo o escoamento uniforme no
plano W ¢é primeiramente transformado em escoamentos em planos intermedidrios e,
entao, no escoamento desejado no plano Z. Nesse trabalho, o simbolo 7 sera usado
para designar o plano fisico do escoamento desejado e o simbolo Z,, denotara os planos
intermediarios, onde os sub-indices n = 1, 2,3, ... representarao o niimero dos planos

intermediarios requeridos nas transformacoes sucessivas de um problema particular.

2.6.7.1 A TRANSFORMACAO DE KUTTA-JOUKOWSKI

E a transformacgao mais simples dos mapeamentos que resulta num contorno de aerofélio.

Porém os aerofdlios resultantes dessa transformacao sao aerodinamicamente ineficientes
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e, portanto, servem apenas como um instrumento didatico para entender aspectos

gerais.

A equacao da transformacao é dada por:

v b?
z =2z +— =r(cos+ isenf) + — (cosf —isend) = x + iy (2.130)
Z1 r
Entao:
b2
r = (7“ + 7’) cos 0 (2.131)
b2
Yy = (7" - 7") senf (2.132)

2.6.7.2 A TRANSFORMACAO DE UMA CIRCUNFERENCIA NUMA PLACA PLANA

Usando o mapeamento de Kutta-Joukowski sobre uma circunferéncia de raio a, esta
transforma-se numa placa plana (bidimensional). O raio a tem que ser igual a constante
b da transformacao. Além do mais, o centro da circunferéncia tem que estar na origem

do plano z;. Entao obtém-se:

x = 2acosf (2.133)
y=0 (2.134)

Entao a linha transformada no plano z, fica confinada ao eixo x do mesmo e 6 pode
variar de 0 até m no plano z; enquanto um ponto P do plano z varia de +2a até —2a.

Logo a corda dessa placa plana (linha reta) é igual a 4a.

2.6.7.3 A TRANSFORMACAO DE UMA CIRCUNFERENCIA EM UMA ELIPSE

Usa-se a transformacao de Kutta-Joukowski, estando a circunferéncia centrada na
origem do plano z; e sendo o valor do raio a maior do que a constante b. Gera-se

entao uma elipse no plano z, com as partes real e imaginaria iguais a:

bQ
r= <a + ) cos 0 (2.135)



b2
Y= <a — a) senf (2.136)

Pode-se mostrar facilmente que a corda da elipse resultante é:

2 (a + f) (2.137)

e que a maxima espessura da elipse é dada por:

2 (a - bQ) (2.138)

a

2.6.7.4 A TRANSFORMACAO DE UMA CIRCUNFERENCIA EM UM AEROFOLIO
SIMETRICO

Nessa transformacao de Kutta-Joukowski, o centro da circunferéncia deve estar ligeira-
mente deslocado na direcao Oxy da origem do plano z;. Esse pequeno deslocamento
(e) é responsavel pela espessura do aerofdlio resultante. Nesse caso, o raio a da circun-

feréncia é igual a:

a=>b+be (2.139)

e demonstra-se que:
x = 2bcosb (2.140)
y = 2be (1 + cos ) send (2.141)

e que esse aerofélio tem uma corda igual a 4b e a maxima espessura ocorre a 1/4 da

corda.

2.6.7.5 A TRANSFORMACAO DE UMA CIRCUNFERENCIA EM UM AEROFOLIO
ASSIMETRICO

Nessa transformacao de Kutta-Joukowski, o centro da circunferéncia é ligeiramente
deslocado tanto na direcdo Ox; (numa distancia e) quanto na diregdo Oy; (numa
distancia h) da origem do plano z;. O raio da circunferéncia vale a e o angulo 3 é

definido como:

(B = arcsen (Z) (2.142)

Demonstra-se que:
x = 2bcosb (2.143)
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y = 2be (1 + cos #) senf) + 2b3sen’d (2.144)

e que a corda é igual a 4b. Mostra-se também que a espessura méxima ocorre a 1/4

da corda e vale 1,3e e que o maximo camber ocorre na metade da corda e vale g

Analisando esses resultados pode-se concluir que o deslocamento vertical do centro da
circunferéncia é responsavel pelo maximo camber do aerofélio e que o deslocamento

horizontal é responsavel pelo valor de méaxima espessura do aerofélio.

2.6.7.6 A TRANSFORMACAO DE UMA CIRCUNFERENCIA NUM ARCO PARABOLICO

Nessa transformacao de Kutta-Joukowski, o centro da circunferéncia de raio a ¢ ligeira-
mente deslocado na diregao Oy, (numa distancia h) da origem do plano z;. Demonstra-

se que o maximo camber ocorre na metade da distancia da corda e vale g

2.6.7.7 ESCOAMENTO UNIFORME EM TORNO DE UM AEROFOLIO COM ANGULO
DE ATAQUE E CIRCULACAO

A seguir mostra-se uma aplicacao do método de mapeamento conforme baseado em
sucessivas transformacoes desde o escoamento uniforme no plano W até o escoamento

em torno de um aerofélio com angulo de ataque « e circulagao I'.
SEQUENCIA DE TRANSFORMACOES:

A primeira transformacao é:

e T
Wi(zn)=Volzn+— ]+ zz—ln 21 (2.145)

21 s

que transforma o escoamento uniforme no plano W num escoamento em torno de um

cilindro de raio rg com circulagao no sentido horéario. A segunda transformacao é:
o
29 = 21€ (2.146)

Ela gira a configuracao das linhas de corrente no plano z; de um angulo « com o eixo

positivo real z5 (a é o angulo de ataque). A terceira transformacao é:

23 = 29 + me'" % (2.147)
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Ela move o centro do circulo de raio 7y da origem do plano 2z, para um ponto C3 no
plano z3. A transformagao final é:
bQ

Z =723+ — (2.148)
Z3

Ela transforma o escoamento em torno de um cilindro de raio rg no plano z3 em um

escoamento em torno de um aerofélio.

No plano z, as linhas de corrente se aproximam do aerofélio com angulo de ataque a.
O valor da circulagao v do aerofélio pode ser determinado pela condigao de Kutta que
impoe que a velocidade tem que ser finita no bordo de fuga. A velocidade complexa
do escoamento em torno do aerofélio no plano z é obtida por diferenciacao usando a
regra da cadeia:

dW  dW dzy dz; dz3

—_—— 2.14
dz dzy dze dz3 dz ( 9)

aw.dw et
- 2
dz dz; 1— (b /z§>

Devemos entao encontrar o valor da circulacao tal que a velocidade no bordo de fuga

(2.150)

seja sempre finita (condi¢ao de Kutta):

dW re . T
dzlzvo< —2>+z (2.151)

E fazendo % = 0 entao fica:

Vo ( - Té) = —z‘2;1 (2.152)
mas z; pode ser expresso na forma:
21 = roe”Ueth) (2.153)
e substituindo esse valor na equagao 2.152, encontra-se que:
I = 4mroVpsen (a + f3) (2.154)

Logo a condicao de Kutta nao somente evita velocidades infinitas no bordo de fuga,
mas também ¢é importante para calcular a circulagdo em torno do aerofélio, ou seja,
a condicao de Kutta impoe que existe apenas uma solucao que satisfaca a equacao de

Laplace, e, conseqiientemente, uma tunica circulagao possivel para esse problema.
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2.6.7.8 SUSTENTACAO NO AEROFOLIO DE JOUKOWSKI: APLICACAO DO
TEOREMA DE BLASIUS

aw . dw le dZQ ng

—_= 2.155
dz dzy dzo dzs dz ( )
=Vo(1- %)+t =
dz1 0 ( 23 ) 21z ‘ _2 o . (2156)
— Vb %72 i [2,3 _ mez(ﬂfé)} + %eza [ZB me’ i(m— 5)}
desde que:
7] = 29€7" = [23 — mei(”_(s)} e~ (2.157)

Os dois tltimos termos do lado direito da equagao (2.156) podem ser expandidos em

séries binomiais e os resultados sao organizados em poténcias crescentes de %
10 i 1[40 '

=Vy+ LiLgio 4 L [1 m i(m+o—0) %7“862“1} +

dzl 27

% 27 % 2.158
+ § T2 gi(2m+a—26) _ 2%r0mei(”+a*5)} + ... ( )
3
E as outras derivadas sao: p
Z1 .
—=e " 2.159
ik (2.159)
dZQ
— =1 2.160
i (2.160)
dzs 2\ » b
—=(1-—= =14+—=4+—+.. 2.161
dz ( z§> + 23 + 25 + ( )
Substituindo os valores dessas derivadas na equagao (2.155) temos que:
aw , 140 1 , . I'm .
— = Ve " + —Z g — {Vob%_w‘ — Volde™ + LI =) (2.162)
dz 232m 23 s
b2 bt
1 1 b2
— =4 =4 .. 2.164
z3 2 + 22 + ( )
1 1 2
*2 = ?‘F?—l—.... (2.165)
Substituindo as duas séries (2.164 ) (2.165) na equagao (2.163) temos que:
dW —iQ —ta Z M i et
—— = Ve ;zg + — { Vob?e e< ) — Vyr2e } + .. (2.166)
Entao:

2 . . . . . )
(d%;/) — %6721(1 + lmefza + ZLZ [_% + Q%Zbewaz + zVo:mez(ﬂ'faf(S) _ 2‘/02,'0(2)} + .

—Ag+ 2+ %+
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onde:

Ay = Voe 2@ (2.168)
—_—
4, = Yol o (2.169)
m

Da conclusao anterior sobre o teorema de Blasius:

F, —iF, = —mpay (2.170)
F, —iF, = —ipI'Vh cos a + pI'Vysena (2.171)
Entao:
F, = —pI'Vhsena (2.172)
F, = pI'Vj cos (2.173)

E importante ressaltar que a dire¢ao x faz um angulo a com a direcao do escoamento
nao perturbado, logo a forga de arrasto (que é medida na dire¢do do escoamento nao

perturbado) é igual a zero, e é consistente com a hipé6tese de escoamento potencial.

F, = \JF2+ F2 = pI'V} (2.174)

que é uma forca por unidade de comprimento. Substituindo o valor da circulacao:

Fp, = panloVpsen (a + 3) Vg (2.175)
1

Fp = OLc§pV02 (2.176)

Cr =2msen (o + ) (2.177)

onde (a + f3) é o angulo de ataque medido a partir da posi¢ao de sustentacao nula (6).

Para pequenos angulos, temos que sen (6) = 6 e entao:

Oy = 210 (2.178)
‘ do

que é um valor muito encontrado nas curvas de coeficiente de sustentacao versus o
angulo de ataque em aerofélios. Pode-se demonstrar que esse valor é exato para o caso
de uma placa plana (como a transformagao de uma circunferéncia em uma placa plana
mostrada anteriormente) e exato também para o caso de aerofdlios delgados (de acordo

com a teoria dos aerofdlios delgados).
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2.6.7.9 RESULTADOS NUMERICOS DA TRANSFORMACAO DE KUTTA-JOUKOWISK

Foi elaborado um codigo computacional que faz a tranformacao de Kutta-Joukowisk.
Podemos colocar o centro da circunferéncia a ser transformada em varios pontos do
plano. Como vimos anteriormente, para cada ponto do plano temos uma transformacao

diferente. Os graficos abaixo mostram esses resultados:

=

o
3

Coeficiente de pressao
o
o

'
=

=
wn

o
| DL SO L LU SN B S B

| - | - I T I -
-2 -1 0 1 2

corda

Figura 2.3: Escoamento em torno do aerofélio de Joukowisk assimétrico. A linha tracejada
representa o cilindro, a linha continua representa a geometria do aerofdlio apds a trans-
formacao de Joukowisk e a linha tracejada com pontos mostra a distribuigao do coeficiente
de pressao na superficie do aerofélio.

A figura (2.3) mostra uma transformacao de Kutta-Joukowski para o caso em que o
centro da circunferéncia estd deslocado da origem tanto na direcao y como na diregao
x. Obtém-se entao um aerofélio assimétrico (aerofélio de Kutta-Joukowski). A figura
mostra também a distribuicao do coeficiente de pressao ao longo da corda do perfil

para um angulo de ataque igual a 4 graus.

A figura (2.4) mostra uma transformacao de Kutta-Joukowski para o caso em que
o centro da circunferéncia estd deslocado da origem apenas na dire¢ao x. Obtém-se
entao um aerof6lio simétrico (aerofélio de Kutta-Joukowski). A figura mostra também
a distribuicao do coeficiente de pressao ao longo da corda do perfil para um angulo de

ataque igual a 4 graus.
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Figura 2.4: Escoamento em torno do aerofélio de Joukowisk simétrico. A linha tracejada rep-
resenta o cilindro, a linha continua representa a geometria do aerofélio apés a transformacao
de Joukowisk e a linha tracejada com pontos mostra a distribui¢ao do coeficiente de pressao
na superficie do aerofélio.

=
wn

=

o
| LU SO L LU NN B L B

0.5

Coeficiente de pressdo

corda

Figura 2.5: Escoamento em torno de um arco parabdlico. A linha tracejada representa o
cilindro, a linha continua representa a geometria do arco apéds a transformacao de Joukowisk
e a linha tracejada com pontos mostra a distribuicdao do coeficiente de pressao na superficie
do arco.

A figura (2.5) mostra uma transformacao de Kutta-Joukowski para o caso em que o
centro da circunferéncia esta deslocado da origem apenas na direcao y. Obtém-se entao
um arco parabdlico. A figura mostra também a distribui¢ao do coeficiente de pressao

ao longo da corda do corpo para um angulo de ataque igual a 0 graus.

A figura (2.6) mostra uma transformacao de Kutta-Joukowski para o caso em que o
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Figura 2.6: Escoamento em torno de uma placa plana. A linha tracejada representa o cilindro,
a linha continua representa a placa plana apds a transformagao de Joukowisk e a linha
tracejada com pontos mostra a distribuicao do coeficiente de pressao na superficie da placa
plana.

centro da circunferéncia estda na origem do plano. Obtém-se entao uma placa plana.
A figura mostra também a distribuicao do coeficiente de pressao ao longo da corda do

corpo para um angulo de ataque igual a 2 graus.

2.7 TEORIA DA LINHA DE SUSTENTACAO DE PRANDTL

2.7.1 LEI DE BIOT- SAVART

Pode-se mostrar que a velocidade induzida em um ponto P por um filamento de vértice

de intensidade T" e comprimento elementar igual a dl é dada por [8]:

I (dl x 1)

Vv = 43

(2.180)

Com referéncia a figura (2.7), temos que a magnitude da velocidade induzida é:

B ['senfdl

4A7rr?

dv (2.181)

Integrando a equacao acima de A até B, temos que a velocidade induzida em C é igual
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Figura 2.7: Filamento de vértice AB

r

4mr),

v

02
/9 senfdf = (cos B — cos by) (2.182)

Ty
Esse resultado representa a velocidade induzida num ponto por um filamento de vortice
retilineo e finito. Para o caso em que o filamento retilineo de vértice é infinito, temos
que:

cost) =1 (2.183)

cosby = —1 (2.184)

Substituindo os resultados acima na equacao anterior, resulta que:

r

2mr,

V= (2.185)

ou seja, refere-se ao caso de vortices bidimensionais. Para o caso particular de um
vortice semi-infinito, a velocidade induzida num ponto C qualquer de um plano que
contém A e é perpendicular ao filamento retilineo de vértice (ou seja quando AC' forma

um angulo #; = 90° com o filamento retilineo de vértice) é dada por:

costy =0 (2.186)
cosfy = —1 (2.187)
entao:
r
V= (2.188)
4mr),

Esse tltimo resultado serd muito util no desenvolvimento da Teoria da Linha de Sus-

tentacao.
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2.7.2 TEOREMA DE HELMHOLTZ

Para o caso de um escoamento inviscido e incompressivel demontra-se que [8]:

e A intensidade de um filamento de vértice é constante ao longo do seu compri-

mento.

e Um filamento de vortice nao tem extremidades. Ou ele ¢ infinito, ou ele forma

uma curva fechada.

2.7.3 SUPERPOSICAO DE LINHAS DE VORTICES EM FORMA DE
FERRADURA E UM ESCOAMENTO UNIFORME: A ASA FINITA.

A idéia de superpor vértices em forma de ferradura com um escoamento uniforme foi
inicialmente concebida por Lanchester e depois desenvolvida por Prandtl. A primeira
proposta foi de superpor um escoamento uniforme a somente um vortice em forma de
ferradura. Mas essa idéia falhava pois o escoamento resultante apresentava velocidades
para baixo (downwash) infinitas nas extremidades do vértice ligado (nas extremidades
da asa de acordo com o modelo sugerido). A figura (2.8) mostra a nomenclatura uti-

lizada para as linhas de vértices em forma de ferradura:
l Uw
/ Vortice ligado

Vortice livre
7

Vortice livre\

Figura 2.8: Vortice em forma de ferradura

Entao, por meio de experimentos, Prandtl percebeu que a emissao de vortices numa
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asa finita acontecia nao somente nas extremidades da asa, mas em todo o bordo de
fuga. Isso acontece porque, para uma asa com sustentacao positiva, o escoamento no
intradorso da asa tende a ir para as extremidades e o escoamento no extradorso tende
a ir para o meio da asa e entao eles se encontram no bordo de fuga com diferentes
diregoes e formam vdrtices (esteira turbilhonar) ao longo de todo bordo de fuga. A

figura (2.9) ilustra isso.

Escoamento chegando na asa

-——

Emissao de vortices devido
a diferenca de direcao do
escoamento no intradorso e
no extradorso

Figura 2.9: Emissao de vortice

Entao Prandtl elaborou uma teoria que utilizava a superposicao de infinitas linhas
de vortices em forma de ferradura (com intensidades infinitesimais) com um escoa-
mento uniforme. Esse modelo apresentou resultados satisfatérios (porém com algumas
limitagoes) para se estudar o escoamento em torno de uma asa finita. A figura (2.10)
mostra a superposicao dessas linhas de vértices em forma de ferradura com um escoa-

mento uniforme.

Esse modelo sugere que a circulagao em um determinado ponto da envergadura (ponto
em y) é a soma das intensidades das linhas de vértices ligado naquele ponto. Sugere
ainda que a intensidade do vértice livre num determinado ponto em y é dado pela

variacao da intensidade do vortice ligado naquele ponto, ou seja:

dr’
dll' = —|d 2.1
(5) (2.180)

Da lei de Biot-Savat podemos perceber que a velocidade do escoamento no vértice lig-
ado é a soma vetorial da velocidade do escoamento nao perturbado com uma velocidade

induzida para baixo pelos vértices livres no escoamento (w)
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Figura 2.10: Superposicao das linhas de vértices
v,
Vy Vortice ligado (vista
no plano xz)
a’i
Figura 2.11: Velocidade induzida para baixo (w)
Entao temos que o angulo de ataque induzido é igual a:
w
a; (y) = tan™' — (2.190)

Voo

E como a forca de sustentacao é por definicao a forca na direcao perpendicular ao

escoamento nao perturbado, entao ela vale:
L = pVesI' cos oy = pV I (2.191)
A forca de arrasto induzido, que é na direcao do escoamento nao perturbado, vale:

D; = —pV.I'sena; = —pwll’ (2.192)
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E, como «a; é muito pequeno, pois |w| << V., entdo:

amzé (2.193)

Da lei de Biot-Savat, a velocidade induzida (downwash) por um filamento de vértice

livre na posigao (0,y) num ponto de posicao (0,yq) é dada por:

ar 1
dmyo —y

Wyoy = — (2.195)

A velocidade induzida por todos os filamentos de vértices no ponto (0,,) é dada por:

b/2 dT /dy
dy 2.196
Yoy = T /b/2 Yo — Y ( )

O sinal negativo da equagao acima é devido ao fato de que a velocidade induzida esta
na mesma dire¢ao de z porém em sentido oposto (para baixo). E, finalmente, o angulo

de ataque induzido na posicao (0,yy) é dado por:

FRMTSR y VPY 21

A existéncia do angulo de ataque induzido faz com que o escoamento encontre as segoes
da asa com um angulo efetivo menor do que o angulo de ataque local (angulo entre a
velocidade do escoamento nao perturbado e a corda local da segao da asa). Esse angulo
de encontro (angulo efetivo), é o angulo entre a velocidade efetiva e a corda local da

segdo da asa. A figura (2.12) mostra exatamente isso.

> b Direcao de
sustentagao nula
do aerofdlio

Linha da
corda

Figura 2.12: Angulo de ataque efetivo

Entao o angulo que se forma entre o escoamento que chega na asa e a corda da asa

é o angulo de ataque efetivo, que é um pouco menor do que o angulo de ataque da
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asa (angulo entre a corda da asa e o escoamento nao perturbado). Essa diferenca é

exatamente o angulo de ataque induzido:
Qef = Qg + 0y (2.198)

O angulo de ataque induzido, em geral, é negativo e varia ao longo da envergadura
da asa. O angulo de ataque efetivo a.f ¢ o angulo em que a se¢ao da asa encontra o
escoamento e em geral varia ao longo da envergadura da asa. Localmente (em cada
segdo da asa) podemos considerar o escoamento bidimensional e com um angulo de
ataque igual ao angulo de ataque efetivo a.y. Fazendo essa consideragao temos, de

acordo com a teoria de aerofdlios, que:
cl = mooeey (2.199)

onde my é a tangente da curva do gréafico de coeficiente de sustentacao versus o angulo
de ataque para um aerofdlio (bidimensional). Esse valor vale 27 por radiano para
aerofélios delgados (previsto pela teoria de aerofdlios delgados) e para aerofdlios espes-
sos esse valor varia mas é sempre proximo de 2w por radiano. A sustentacao gerada

por essa se¢ao da asa vale:

1
L=pV,I'= moaefﬁproc (2.200)
e entao: .
2
ef = 2.201
Qef Mo Vsl ( )

Substituindo os valores encontrados em 2.198, resulta em:

or 1 b/2 dI'/dy
— (o) — d 2.202
<m0Vooc>y0 % (%0) ATV /b/2 -y " ( )

A tnica incognita da equacao integro-diferencial acima é a circulagao I'(y) e sua
derivada ao longo da envergadura. As outras varidveis da equacao representam a
geometria da asa e as propriedades bidimensionais das se¢oes da asa (aerofélios), e ja

sao conhecidas.

Existem algumas solugoes particulares simples dessa equacao acima. Uma dessas
solugoes é o caso de uma distribuicao eliptica de circulagao ao longo da envergadura.
Mas iremos nesse trabalho mostrar um meio de determinar a solucao dessa equacao
para um caso genérico de distribuicao de circulagao ao longo da envergadura, ou seja,
para o caso de uma geometria de asa arbitraria (com algumas limitagoes como veremos
mais adiante). Essa solucao foi proposta pelo inglés Glauert [16] e se mostrou bastante

util na solucao de problemas da época.
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2.7.4 A DISTRIBUICAO ARBITRARIA DE CIRCULACAO AO LONGO
DA ENVERGADURA

Glauert [16] propos uma distribuigdo de circula¢do ao longo da envergadura expressa
por uma série de Fourier. Uma correta representacao de uma série de Fourier para uma
distribuicao de circulacao arbitraria, que inclui todas as variaveis significativas e que é

dimensionalmente coerente, é representada por:

1 [ee)
I = ngScst > A, sinnf (2.203)

n=1
onde o indice s representa os valores no meio da asa (raiz da asa) e os coeficientes
A, sado as incdgnitas a serem determinadas, sabendo-se a geometria da asa e as pro-
priedades das segoes da asa (aerofdlios). Fazendo uma mudanca de variavel y = gcos 0

e substituindo o valor da circulacao arbitraria na equacao 2.202 temos que:

d [ X .
00 WCI&(Z Ansmné’)dQ
ag (6y) = m > A, sinnby + n=1

(Mmoc)g, 1=t Arb Jo cos ) — cos b

MosCs

(2.204)

Na equacao acima 6y refere-se a uma secao especifica da asa. Depois de realizada a

diferenciacao e a integracao, e retirando os indices 0 em 6 a equagao acima reduz-se a:

g (0) = TM0sCs > A, sinnd + ML > nA, sin 6 (2.205)

moc 4b = sin 0

n=1
O termo do lado esquerdo da equacao acima é o angulo de ataque absoluto num de-
terminado ponto da envergadura, o primeiro termo do lado direito da equacao é o
angulo de ataque efetivo no mesmo ponto da envergadura () e o segundo termo do
lado direito da equacao é o angulo de ataque induzido nesse ponto da envergadura.
Essa equacao pode ser escrita para N locais da envergadura da asa e, aproximando
as séries acima para N termos, podemos entao resolver um sistema de N equacgoes e
N incégnitas e determinarmos os N coeficientes A,,. Sabendo-se os valores dos coefi-
cientes A,,, determina-se a circulacao nos N pontos da envergadura. O coeficiente de

sustentagao local e o coeficiente de arrasto induzido local sao encontrados da seguinte

maneira: N
p‘/ooF MmosCs .
| = = A, 0 2.206
c e . nZ::l sinn ( )
mi.c? (X N sin k6
d; = —cla; = — == A, sinnf kA 2.2
cd; cloy b (nz::l nSinm ) (;; F g > (2.207)
E o coeficiente de sustentacao global da asa é dado por:
b/2
lgsocd N b
CL = / ooCCY _ 0sCs "5~ A, sinnf - - sin 0d6 (2.208)
" QoS S Jo = 2
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Essa integracao ¢é feita passando a integral para dentro da série e resulta que

™ 0 _ k
/ sinnfsinkgdo = L0 7 (2.209)
0 5 —paran =k

e como k = 1 entao todas as integrais, com excecao daquela em que n = 1, vao ser

iguais a zero. Desta forma, o coeficiente de sustentagao global da asa é dado por

oL — MsCsTh

48 h

(2.210)

Entao, como podemos ver, o coeficiente de sustentagao global da asa depende somente

do primeiro coeficiente da série de Fourier. O coeficiente de arrasto induzido global da
asa ¢ dado por:

b/2 cdiqa,
CD, = / ¢ q “d _mOS / ZZM Ay sinnf sin k0d6 (2.211)
b/2 oS n=1 k=1
E, de onde obtém-se que:
m2.cin X
CD; Os s A? 2.212
165 7;” n (2.212)
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3 ENSAIOS EXPERIMENTAIS

Neste capitulo sao descritos os ensaios experimentais realiza-
dos no Laboratorio de Mecanica dos Fluidos da Universidade
de Brasilia. Os resultados experimentais sdo utilizados para

validar os métodos numéricos implementados.

3.1 DESCRICAO DOS APARATOS EXPERIMENTAIS

3.1.1 TUNEL DE VENTO

Os testes foram realizados utilizando-se um tiunel de vento da marca Plint-Partners,
nimero de série TE44 /5192, com secao de teste de 457mm X 457mm. As caracteristicas

béasicas do tunel sao:

e Velocidade maxima: 22,5 m/s

e FEspessura maxima da camada limite: 40mm

O ventilador do tunel de vento é do tipo centrifugo, marca Alldays Peacock, niimero
de série 2318 e com rotacao nominal de 1170 rpm. O motor do ventilador é do tipo
assincrono, marca Brook Crompton Parkinson, niimero de série B421025, trifasico, 220
VCA, 60 Hz. A rotacao nominal é de 1750 rpm e a poténcia é de 22 kW. A variacao
da velocidade do ar na secao de teste é feita por meio de um inversor de freqiiéncia
da marca Siemens, nimero de série XAG285MDOS6F, que trabalha com uma faixa de
freqiiéncia de 10 Hz a 38 Hz. A figura (3.1) abaixo mostra o tinel de vento utilizado

nos experimentos:
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Figura 3.1: Vista em perspectiva do tinel de vento utilizado para a execugao dos experimentos
do projeto.

Para a medicao das forcas foi utilizada uma balanca com capacidade para medir
até duas componentes ortogonais de forca, marca Plint-Partners, nimero de série
TE81/5202 e equipada com um vibrador alimentado com 12 VCC. As componentes
da forga resultante (arrasto e sustentagao) e o momento de arfagem sdo medidos por
meio das deformacoes das trés células de carga da balanga. Em cada célula de carga
foi colocado um extensometro com o intuito de facilitar as medigoes e futuramente
automatizar esse processo. Depois da montagem, foi levantada a curva de calibracao
de cada extensometro. As deformacoes da célula de carga sao medidas por meio de um
medidor de micro-deformagoes de marca Vishay, modelo 1013 e respectivo indicador de
saida digital de mesmo modelo. A célula de carga foi devidamente calibrada por meio
da aplicacao de pesos conhecidos. As figuras (3.2(a)) e (3.2(b)) mostram a balanga do

tunel de vento e o inversor de frequéncia que controla a rotacao do motor do tunel:

, preanas ‘;u;.:tj. ! LITHE

SIEMENS

(a) (b)

Figura 3.2: (a) Vista frontal da balanga com as células de carga, onde a célula horizontal
direita representa o canal 1, a célula horizontal esquerda representa o canal 2 e a célula
vertical representa o canal 3 para medigao do arrasto; (b)Inversor de freqiiéncia que controla
a rotagao do motor do tunel de vento.
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A velocidade do ar é medida com um tubo de Pitot de formato universal. A diferenga
entre a pressao total e a pressao estatica é medida com um manometro digital de
marca Validyne modelo PS309, niimero de série 99085 e fundo de escala de 14 cmH2O.
O manometro digital também foi utilizado para as medidas de coeficiente de pressao.
Utilizou-se um manometro inclinado, da marca Airflow Developments, fundo de escala
de 75 mmH20 e resolucao de 0,5 mmH20, como referéncia para saber qual a velocidade

do ar na secao de teste (medicao da diferenca de pressao de referéncia RPD).

(a) (b)

Figura 3.3: (a) Equipamento Vishay que mede as deformagoes nas células de carga, junta-
mente com o eliminador de pilhas; (b) Equipamento Valydine utilizado para medir pressao
estatica e dinamica.

3.1.2 BANCADA DE VIZUALIZACAO

Para a realizacao dos experimentos com visualizacao de escoamento foi utilizada a
bancada visualizacao da marca Armfield disponivel no Laboratério de Mecanica dos

Fluidos do Departamento de Engenharia Mecanica da Universidade de Brasilia.

Na circulacao do fluido de trabalho, que no caso especifico é agua, utiliza-se uma bomba
presente na bancada de marca James Beresford & Son Ltd., modelo PV 52, nimero
de série 4172, trifasico, 220 VC' A e freqiéncia maxima de 60 Hz. A rotacao nominal
¢ 4300 rpm obtendo uma poténcia maxima de i kW ou % Cv.

O controle da velocidade do escoamento sobre o canal é feito por meio de uma vélvula do

tipo gaveta, podendo assim controlar parametros fisicos importantes, como os niimeros
de Reynolds e de Froude.

A bancada possui dois reservatérios. Num desses reservatorios escoa o fluido ejetado
pela bomba, que passa através de intimeras esferas posicionadas de maneira organizada

proporcionando um escoamento uniformizado fornecido ao canal plano. Desta maneira,
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a visualizagao ¢ feita com baixa intensidade de turbuléncia e baixa variagao da superficie

livre do fluido no canal.

Anteriormente, utilizava-se o método de eletrélise da dgua para realizar os ensaios de
visualizagao (bolha de hidrogénio). A diferenga de potencial entre o fio de pequeno
diametro e o fluido na presenga de sal de Sulfato de Sédio Anidro ocasionava a lib-
eracao de bolhas de hidrogénio. As bolhas formadas eram convectadas pelo escoamento
permitindo a vizualizagao do escoamento. O aparecimento de bolhas de hidrogénio
acontecia em uma regiao limitada do fio, e diminuia drasticamente a area de trabalho.

Entao foi feita uma modificagao na metodologia de vizualizacao.

No projeto de graduacao do engenheiro Rafael Paulino foi realizada uma adaptacao
utilizando um material a base de borracha (refugo de pneu) conhecido como “plio-
lite” para ser convectado junto com o escoamento. Esse polimero com granulometria
fina é misturado com detergente de maneira homogénea para evitar a aglutinacao das
particulas, podendo assim conseguir uma excelente vizualizagao do escoamento sobre
o corpo estudado. A Figura abaixo (3.4) mostra a bancada de vizualiza¢ao de escoa-

mento:

Figura 3.4: Vista lateral da bancada de vizualizacao de escoamento para a execucao dos
experimentos do projeto com as geometrias aerodinamicos.

A bancada em questao foi utilizada apenas para visualizagoes das esteiras de vortices de
aerofélios em regime transiente. Os movimentos estudados foram de oscilagao vertical
e de oscilagao angular e ajudaram a compreender o fenomeno de modo qualitativo.
Uma avaliacao quantitativa nao pode ser efetuada devido a falta de um mecanismo que

imponha o movimento oscilatério desejado ao aerofélio estudado.
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3.2 CALIBRACAO DO TUNEL DE VENTO

Realizou-se um levantamento da pressao dinamica em funcao da diferenca de pressao
de referéncia (RPD) em varios pontos da se¢ao de teste do tinel de vento. Os valores
foram medidos com as seguintes condi¢oes ambientais do laboratério: T = 25,2°C' e
Potmosferico = 675mmHg. A RPD ¢ a diferenga de pressao medida entre a entrada do
bocal convergente e a secao de teste. Fixando a RPD, a velocidade do ar na secao de
teste se mantém constante. Com esses dados, levantou-se o perfil de velocidade em um
plano vertical que corta a secao de teste ao meio e num plano horizontal que também
corta a secao de teste ao meio, para diferentes RPD. Alguns desses perfis sao mostrados

abaixo:
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Figura 3.5: Perfil de velocidade no plano vertical para RPD=4mm
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Figura 3.6: Perfil de velocidade no plano horizontal para RPD=4mm
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Figura 3.7: Perfil de velocidade no plano vertical para RPD=24mm

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

Velocidade adimensionalizada (u/U)

0.2

0.1

o-1 -0.5 (0] 0.5 1

Distancia horizontal adimensionalizada (y/L)

Figura 3.8: Perfil de velocidade no plano horizontal para RPD=24mm

Levantou-se uma curva que indica a variacao da pressao dinamica na linha de centro

do tinel de vento em fungao da variacao da diferenga de pressao de referéncia (RPD):

A equacao dessa curva é:
pressaodinamica = 9,9 - RPD (3.1)

Entao com essa curva podemos determinar o valor da pressao dinamica, simplesmente
fazendo a leitura da RPD.
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Figura 3.9: RPD versus pressao dinamica

3.3 CALIBRACAO DA BALANCA DO TUNEL DE VENTO

Apoés o levantamento do perfil de velocidade do tunel e de encontrar a relagao entre
RPD e pressao dinamica, obteve-se as curvas de calibracao das células de carga para
cada canal da balanca do tunel. Para a calibragao utilizou-se varios blocos de 300 gra-
mas cada, onde se aumentou progressivamente o pesos acoplados a célula e mediu-se sua
respectiva microdeformacao no aparelho Vishay. O gage factor de cada extensometro
utilizado vale 2,11 e a montagem dos extensémetros na célula de carga foi do tipo 1/4
de ponte. Assim foi possivel obter a curva de forca aplicada em funcao da microde-
formacao. Sabendo que as deformagoes sofridas pela célula de carga variam linearmente
com a forca aplicada, foi utilizada uma interpolacao linear dos dados fornecidos das
deformagoes médias, pois foi considerado o erro de histerese presente no processo da
tomada dos dados. Essas curvas possibilitarao medir as forcas de sustentagao e de ar-
rasto e o momento em i da corda para os corpos estudados. Os resultados da calibracao

sao mostrados nas Figuras (3.10) a (3.12):
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Figura 3.12: Curva de calibracao da célula de carga 3

3.4 ESCOAMENTO BIDIMENSIONAL EM TORNO DE UM PERFIL
NACA 0012

Foi realizado um ensaio no tinel de vento para se levantar as principais curvas e
propriedades do escoamento em torno de um perfil naca 0012 infinito. Inicialmente,
foi utilizado um modelo de uma asa com perfil constante ao longo da envergadura e do
tipo naca 0012. Esse modelo tem aproximadamente a mesma largura da secao de teste
do tunel de vento e conseqiientemente o escoamento em torno dessa asa ¢ proximo
de um escoamento bidimensional. Essa asa possui 22 pontos de tomada de pressao
estatica ao longo da sua superficie. Foram feitos, entao, varios ensaios para se obter a
distribuicao do coeficiente de pressao ao longo da corda, para seis angulos de ataque
e dois numeros de Reynolds (Re = 150000 e Re = 170000). O coeficiente de pressao
foi obtido utilizando-se o manometro digital da marca Validyne ligado a um tubo de
pitot (tomada de pressao total) e & tomada de pressao estatica na superficie da asa.

Os resultados estao apresentados nas figuras (3.13) a (3.18):
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Figura 3.13: Coeficiente de pressao na superficie do perfil naca 0012 com angulo de ataque
igual a 0 graus. Os quadrados representam os dados para um nimero de Reynolds igual a
150000 e os circulos representam os dados para um nimero de Reynolds igual a 170000
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Figura 3.14: Coeficiente de pressao na superficie do perfil naca 0012 com angulo de ataque
igual a 4 graus. Os quadrados representam os dados para um nimero de Reynolds igual a
150000 e os circulos representam os dados para um numero de Reynolds igual a 170000
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Figura 3.15: Coeficiente de pressao na superficie do perfil naca 0012 com angulo de ataque
igual a 8 graus. Os quadrados representam os dados para um nimero de Reynolds igual a
150000 e os circulos representam os dados para um nimero de Reynolds igual a 170000
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Figura 3.16: Coeficiente de pressao na superficie do perfil naca 0012 com angulo de ataque
igual a 10 graus. Os quadrados representam os dados para um ntmero de Reynolds igual a
150000 e os circulos representam os dados para um nimero de Reynolds igual a 170000
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igual a 12 graus. Os quadrados representam os dados para um ntmero de Reynolds igual a
150000 e os circulos representam os dados para um nimero de Reynolds igual a 170000
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Figura 3.18: Coeficiente de pressao na superficie do perfil naca 0012 com angulo de ataque
igual a 16 graus. Os quadrados representam os dados para um numero de Reynolds igual a
150000 e os circulos representam os dados para um numero de Reynolds igual a 170000

A segunda parte desse ensaio consistiu em medir as forcas de arrasto, de sustentacao
e o momento em relacao a i da corda para nove angulos de ataque e dois ntimeros de

Reynolds (Re = 150325 ¢ Re = 169645). Para isso utilizou-se a balanga do tdnel de

vento. As figuras (3.19) e (3.20) mostram os resultados da segunda parte desse ensaio:
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Figura 3.20: Polar de arrasto - Perfil naca 0012. Triangulos representam ntimero de Reynolds
igual a 170.000 e quadrados representam nimero de Reynolds igual a 150.000

A curva da fig. (3.19) mostra que o angulo de estol desse perfil (angulo de ataque que

ocorre a separacao da camada limite) é em torno de 10° para os nimeros de Reynolds
. , 1 , s .

ensaiados. Essa curva também mostra que o momento a 3 da corda ¢ proximo de zero,

ou seja, que o centro de pressao desse perfil esta localizado a mais ou menos % da corda.

E mostra que o momento em relacao a i da corda é aproximadamente constante com

a variacao do angulo de ataque, ou seja, que o centro aerodinamico desse perfil esta
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localizado também a mais ou menos i da corda. A curva da fig. (3.20) é conhecida
pelos aerodinamicistas como polar de arrasto e fornece o valor da maxima razao entre
sustentacao e arrasto e o angulo que isso ocorre. Esse é um dado importante para

projeto.

3.5 ESCOAMENTO TRIDIMENSIONAL EM TORNO DE UMA ASA
COM PERFIL NACA 0012 E RAZAO DE ASPECTO IGUAL A 4

Foi feito um experimento com uma asa finita sem torcao aerodinamica, sem torcao
geométrica, sem diedro e sem enflechamento. Essa asa tem uma envergadura igual a
0,3048m e uma corda igual a 0,1524m. Utilizou-se a metodologia recomendada pelo
manual do tunel de vento para ensaiar asas finitas. Encostou-se uma das extremidades
da asa na lateral do tunel e a outra ficou livre no escoamento. Com isso a asa sofre o
efeito de ponta em somente uma das extremidades (a extremidade livre) e consequente-
mente considera-se que a razao de aspecto da asa (razao de aspecto aerodinamica) é
o dobro da sua razao de aspecto geométrica (para esse caso fica sendo igual a 4) e
sua drea permanece inalterada (drea da asa aerodinamica). O experimento consistiu
em medir, por meio da balanca, as forcas de sustentagao e de arrasto e o momento de

arfagem a i da corda para varios angulos de ataque. Os resultados sao mostrados na
fig. (3.21) até a fig. (3.23):
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Figura 3.21: Coeficiente de sustentacao e de momento a 1/4 da corda em funcao do angulo
de ataque - Asa finita com perfil naca 0012. Para coeficiente de sustentagao, tridngulos rep-
resentam nimero de Reynolds igual a 170.000 e quadrados representam nimero de Reynolds
igual a 150.000. Para o coeficiente de momento, circulos representam nimero de Reynolds
igual a 150.000 e losangulos representam niimero de Reynolds igual a 170.000
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Figura 3.22: Coeficiente de arrasto em fungao do angulo de ataque - Asa finita com perfil naca
0012. Triangulos representam nimero de Reynolds igual a 150.000 e quadrados representam
nimero de Reynolds igual a 170.000
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Figura 3.23: Polar de arrasto - Asa finita com perfil naca 0012. Tridngulos representam
nimero de Reynolds igual a 170.000 e quadrados representam nimero de Reynolds igual a
150.000

Percebe-se no grafico do coeficiente de sustentacao versus o angulo de ataque da fig.
(3.21) que a separacgao da camada limite nessa asa (estol) ocorre em torno de 12° e que
o coeficiente de sustentacao maximo para esse nimero de Reynolds é em torno de 0,75.
Comparando esses valores com os dados da asa infinita percebe-se que o coeficiente de
sustentacao maximo cai e o angulo de estol aumenta a medida em que a razao de aspecto

diminui. Esse comportamento é geral no caso das asas finitas. Observando o grafico do
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coeficiente de momento a i da corda fig. (3.21) nota-se 0 mesmo comportamento que o
da asa infinita, ou seja, que até o angulo de separacao da camada limite o momento a
i da corda é aproximadamente zero (centro de pressao a i da corda) e que o momento
a i da corda é constante com a variacao do angulo de ataque (centro aerodinamico a i
da corda). No grafico da fig. (3.22), que mostra o coeficiente de arrasto versus o angulo
de ataque da asa finita (para angulos inferiores ao angulo de estol), o arrasto é sempre
maior do que para o caso da asa infinita. Isso ocorre porque, no caso da asa infinita, o
arrasto é praticamente devido as tensoes de cisalhamento devido a viscosidade (arrasto
parasita ou de friccao) e, para o caso da asa finita, além do arrasto de fricgao, surge o

arrasto induzido devido a formacao dos vértices no bordo de fuga da asa.
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4 REPRESENTACAO INTEGRAL DE ESCOAMENTOS
POTENCIAIS - O METODO INTEGRAL DE CONTORNO

Neste capitulo é apresentado o Método Integral de Contorno
aplicado a solucdo da equacdo de Laplace. O método numérico
em questdo € descrito com detalhes para os casos de escoamen-

tos potenciais bidimensionais e tridimensionasis.

O método integral de contorno, aplicado a solucao de escoamentos potenciais, é bas-
tante empregado na definicao preliminar da geometria de uma aeronave. E uma fer-
ramenta muito utilizada e j& consagrada na industria aerondutica [41]. O método

apresenta as seguintes vantagens:

e Simplicidade na elaboragao do cédigo computacional,

e Possibilidade de simular escoamentos em torno de geometrias tridimensionais

complexas;

e Nao hé necessidade de gerar uma malha que represente todo o campo de escoa-
mento. A malha é gerada somente para representar a superficie do corpo e é
composta de painéis planos. Isso reduz consideravelmente o custo computacional

pois o método é resolvido somente para os elementos da malha (painéis);

e Permite determinar o campo de velocidade e de pressao, assim como a forca de
sustentacao e de arrasto induzido (para o caso de escoamento tridimensional).
Permite também determinar o momento em relacao a um ponto qualquer e a

posicao do centro de pressao e do centro aerodinamico;

e Quando utilizado em conjunto com a teoria cldssica de camada limite (delgada
e com gradiente de pressao nulo na direcao perpendicular & superficie), permite

determinar o arrasto viscoso e a posicao de separacao da camada limite.

O método integral de contorno aplicado a solugao de escoamentos potenciais apresenta

as seguintes limitacoes:
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e Simula com precisao somente escoamentos com altos nimeros de Reynolds e que

nao tenha separacao da camada limite;
e Supoe que o escoamento seja irrotacional e inviscido;
e Nao permite o calculo do arrasto de forma e nem do arrasto viscoso;

e O coeficiente de sustentacao obtido numericamente é, em geral, um pouco maior

do que o valor encontrado experimentalmente;

e Torna-se bastante impreciso para o célculo de condicoes de alta incidéncia quando

ocorre descolamento da camada limite;

e Nao prevé nenhum tipo de descolamento. O fluido segue fielmente o contorno da

superficie do corpo e esta representa uma linha de corrente do escoamento;

e Nas regioes de canto vivo ou de grande curvatura, a variacao das propriedades
do escoamento (pressao, velocidade e diregao do fluxo) tende a ser muito grande

e inconsistente com o fenomeno fisico real.

4.1 METODO INTEGRAL DE CONTORNO PARA O CASO BIDIMEN-
SIONAL

O método integral de contorno bidimensional é apresentado para resolver a equagao
de Laplace em termos das distribuicoes de singularidades na superficie de um corpo
bidimensional arbitrario. Para atingir esse objetivo, usa-se a teoria de funcoes de Green.

Escrevendo a segunda identidade de Green (Kellogg, 1954):

/3(901V<P2 — V1) - ndS = /V (%01V2902 - g02V2<p1)dV (4.1)

onde e g sao fungoes escalares de posigao. V' e S representam o volume e a fronteira
de uma regiao arbitraria do escoamento e n é o vetor unitario normal a superficie S.
As fungdes @1 e o sdo harmonicas e entao o lado direito da Eq.(4.1) é igual a zero,

resultando na relagao reciproca:

/ ©1Vpg - ndS = / 02V -ndS (4.2)
S s

Vamos considerar um corpo arbitrario com superficie Sgp e uma superficie externa S,
no infinito como mostrado na Fig. (4.1). O vetor unitério n; ou n ¢ definido apontando

para fora da regiao de interesse. Entao, n; = —n.
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Figura 4.1: Corpo arbitrario para descricao do escoamento potencial bidimensional

Na Eq. (4.2) a integral de superficie estd definido em todas as fronteiras do dominio.
Considere ¢; como sendo a solucao fundamental para o caso da equagao de Laplace
bidimensional G = Inr/27. Considere também o potencial nao conhecido g = ® e
S = SpUSy. De acordo com a Fig. (4.1) ® é o potencial total no dominio V5 (i.e.
fora do corpo) e p; é o potencial de uma fonte que é singular quando r — 0. Quando
existe uma singularidade localizada em xy no dominio V5, é necesséario exclui-la da
regiao de integracao. Essa singularidade é entao cercada por uma pequena esfera de
raio €. Fora da esfera, no restante do dominio V5, o potencial ¢; satisfaz a equacao de
Laplace. O potencial ¢, satisfaz a equagao de Laplace em todo o dominio V5. Entao a
relacao reciproca, aplicada ao dominio V5 subtraido do volume da singularidade, pode
ser escrita da seguinte maneira:

/. o (G0)V@) mds — [ (@VG(r)) - ndS = 0 (4.3)
onde a fungao de Green corresponde a uma fonte pontual G(r) = Inr/27 e o potencial
de dipolo é dado por VG(r) = V (Inr)/2r. Aqui, r = = — xg, onde z é um ponto

arbitrario do escoamento e x( as coordenadas da singularidade.

Considerando a integral sobre S. que contém a singularidade, podemos escrever para

o limite quando ¢ tende a zero:

. : Ine 0P
. , 1
~lim [ ®VG(r) -ndS = lim [ @5 —dS = @(x) (4.5)
Consequentemente a Eq. (4.3) se reduz a:
®(x) = — / G(r)V® - ndS+ OVG(r) - ndS (4.6)
SB,Soo SBysOO

As duas integrais do lado direito da equagao acima representam a funcao de Green
G(r) = Inr/2m ao longo da superficie e a fun¢ao de Green VG(r) = (1/27) V (In7r) - n
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orientada perpendicularmente a superficie, ou seja, distribuicoes de fontes e de dipolos

na superficie, respectivamente.

Agora considere a situagao em que o escoamento de interesse ocorre no interior do
aerof6lio Sp (no dominio V;) e que o potencial total é denotado por ®,. Para esse
escoamento o polo zy (que estd no dominio V3) é exterior a Sp e usando a Eq.(4.3)

resulta em:

/ GV, ndS — [ VG -mdS =0 (4.7)
SB SB

Uma equagao mais apropriada pode ser obtida em termos da diferenca ® — ®; e de seu
gradiente na superficie. Para isso, subtrai-se-se a Eq. (4.6) da Eq. (4.7) lembrando-se

que n; = —n:

B(xg) = — [g, G(r)V(® — ;) -ndS + [ (P — ®;)VC(r) - ndS—

~ J5.. G(r)V® -ndS + [ ®VG(r) - ndS (4.8)

A integral sobre S, na Eq. 4.8 é definida como o potencial nao perturbado ¢>°(xo):

0™ (x0) = — / G(r)V® -ndS + [ ®VG(r) - ndS (4.9)

oo SOO
Entao a Eq. 4.8 reduz-se a uma equacao integral de contorno onde o potencial total
em um ponto qualquer no escoamento é fun¢ao da distribuicao de fontes e dipolos na
superficie do corpo:

B(xp) = > — /SB G(r)aan((b ~®)dS+ [ (2~ 2)VG(r) -ndS (4.10)

Para a situagao em que o valor da velocidade normal a superficie Sg é especificada, e

quando existe continuidade desse valor na fronteira entre as regices V; e V5, ou seja,

0¢i
on

quando g—i — =0em Spg, a eq. 4.10 é escrita como:

P(xp) = ™= + o (& — ®,)VG(r) - ndS (4.11)

A equagao (4.11) determina o valor de ®(xg) em termos da diferenga —pu = ¢ — P,
chamado de intensidade do dipolo. Entao o problema ¢ resolvido quando a distribuicao
de dipolo é determinada. O sinal negativo em p se deve a que o vetor normal n aponta

para o interior do aerofdlio Sp.

Bxo) = % — [ st (G () s (4.12)

Pode-se demonstrar [19] que uma distribui¢ao superficial continua de dipolo corre-
sponde a uma distribuicao superficial continua de vortice com uma ordem a menos.

Entao, com base no exposto acima e na eq. (4.12), podemos expressar o potencial
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total de um escoamento potencial em termos de um potencial nao perturbado e uma
distribuicao superficial de vértices:

D(x0) = p™ — /S %eds (4.13)

Temos que o potencial total ® (xg) é igual ao potencial de perturbacao ¢ mais o po-

tencial do escoamento nao perturbado >, ou seja:
P (x0) = p* + ¢ (4.14)

A velocidade de perturbacao de um ponto qualquer do escoamento, usando a defini¢ao
de potencial, é dada por:
Vo) = — [ LV (6)dS (4.15)
Sp 2T
Para impor a condigao cinematica de que a velocidade normal a superficie do aerofélio
¢ nula em um ponto arbitrario xy da superficie, substituimos as eqs. (4.14) e (4.15) e

entao obtemos:
Y oo\ | _
< /SB —QWV(G)dS—i— Vi ) n=0 (4.16)

A eq.(4.16) permite determinar a intensidade da distribui¢do de vértices na superficie
do aerofdlio. Feito isso é possivel determinar a velocidade tangencial a superficie do

aerofélio em um ponto x( usando a seguinte equagao:

Vi(xo) = (— /S ) %V(Q)ds + WOO) s (4.17)

onde s ¢é o vetor unitario na direcao tangencial a superficie. Uma vez determinado o
campo de velocidade do escoamento, pode-se determinar o campo de pressao usando a

equacao de Bernoulli e a definicao de coeficiente de pressao:

C,=1- <‘Z)2 (4.18)

4.1.1 SOLUCAO NUMERICA DO METODO INTEGRAL DE CONTORNO
BIDIMENSIONAL

Foi elaborado um cdédigo escrito na linguagem de programacao FORTRAN que de-
termina o campo de pressao e de velocidade, a forca de sustentacao, o momento em
relacao a um ponto qualquer, o centro de pressao e o centro aerodinamico, para um

escoamento bidimensional em torno de um corpo arbitrario. O método empregado ¢ de
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primeira ordem porque considera que as intensidades de vértices por unidade de com-
primento variam linearmente em cada elemento de contorno. Para o caso estudado,
existe a condicao de contorno cinematica de impenetrabilidade e uma condicao que é
denominada condicao de Kutta. Essa condicao é resultado da observagao experimental
de que a velocidade no bordo de fuga é igual a zero (ponto de estagnacao posterior
coincide com o bordo de fuga) ou que as velocidades localizadas no intradorso e no
extradorso préximas ao bordo de fuga sao finitas e iguais (para o caso de perfis com

pequeno angulo no bordo de fuga).

Seja uma distribuicao continua de vértices. O incremento no potencial d¢ induzido num

ponto P por um comprimento elementar yds dessa distribuicao continua de vértices é

dado por: ;
s
dop = —7279 (4.19)
Logo o potencial induzido no ponto P por toda a distribuicao continua de vortices é
dada por: -
o(x,y) = —g/a Oyds (4.20)

onde 6 é o angulo formado entre a horizontal e a reta que une o ponto P com o ponto

na superficie da distribuicao continua de vortices, conforme figura abaixo.

A
y P(x,y)

Figura 4.2: Parametros geométricos usados no método integral de contorno bidimensional

Seja o ponto P(z,y) localizado em qualquer local do escoamento. Define-se rp; como
sendo a distancia entre o ponto P e qualquer elemento de contorno j. O raio rp; faz
um angulo 0p; com a direcao x. Entao o potencial induzido no ponto P pelo elemento

de contorno j é :
1
Agj = —%/QPﬂdej (4.21)
J
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A intensidade por unidade de comprimento 7; varia linearmente ao longo do elemento

de contorno. O angulo p; é dado por:
Op; = tant L% (4.22)

Assumindo que o ponto P localiza-se no ponto de controle de um elemento de contorno
i (exatamente no meio do elemento) e levando em consideragdo a contribui¢ao do
potencial do escoamento nao perturbado (inclinado num angulo a em relacao a linha
da corda do perfil) assim como a contribui¢do de todos os elementos de contorno j,

temos que o potencial no ponto de controle ¢ é dado por:

& (4,9i) = Voo (x; cOS 0 + y;s€N00) — Z / 72(3]'),6&111 (
T

J:1j

M) ds;  (4.23)

Ty — Ty

onde:
S .
v (85) =% + (Virr — ) gj (4.24)
J

e s; ¢ a distancia medida ao longo do elemento de contorno j e S; é o comprimento do

elemento j.

O préximo passo consiste na aplicacao da condicao de contorno cinematica de impen-
etrabilidade, ou seja:

0
6n,~

o (i, y;) = 0; 1=1,2,...m (4.25)

Nesse problema temos m elementos de contorno e conseqiientemente m + 1 pontos de
fronteira. Temos entao m + 1 intensidades por unidade de comprimento para serem
calculada. A condicao de contorno de impenetrabilidade fornece apenas m equacoes
para m + 1 incognitas. Entao é necessario uma outra equagao para resolver o sistema
linear e determinar as m + 1 intensidades por unidade de comprimento. Essa equacao

adicional é obtida impondo a condi¢cao de Kutta, ou seja:

Y1+ Ymt1 =0 (4.26)

que é a condicao para que o escoamento seja suave e a velocidade finita no bordo de
fuga (pressoes e velocidades iguais no intradorso e no extradorso nas proximidades do
bordo de fuga). Com essa equacao adicional, pode-se resolver um sistema linear e
determinar as intensidades por unidade de comprimento da distribuicao continua de
vértices. A integral na equacao do potencial assim como a derivada na direcao normal

sao calculadas analiticamente.

60



Tendo calculado as intensidades por unidade de comprimento, pode-se determinar as
velocidades nos pontos de controle de cada elemento de contorno, sabendo que:
Vi= i¢($i7%> (4.27)
0s;
Determinada as velocidades em cada ponto de controle, pode-se encontrar a distribuicao

de pressao por meio da equacao de Bernoulli e da definicao de coeficiente de pressao:

N\ 2
Cpi=1- (;/ ) (4.28)

Encontrado a distribuicao de pressao pode-se determinar as forcas e momentos re-

sultantes no perfil aerodinamico. A figura abaixo ilustra a conven¢ao adotada nesse

método.
n;
\
SN T
........... A ) 7
§T (X3>Y3) (Xzayz) ( 1}’( 1)
' Y2 !

Figura 4.3: Convencao adotada no método integral de contorno bidimensional

4.1.2 APLICACOES DO METODO INTEGRAL DE CONTORNO BIDI-
MENSIONAL

As figuras 4.4 a 4.6 mostram a distribui¢ao do coeficiente de pressao ao longo da corda
do aerofdlio naca 0012 para varios angulos de ataque. Os dados experimentais sao
provenientes de um ensaio realizado no Ttunel de Vento do Laboratorio de Mecanica
dos Fluidos da Universidade de Brasilia. O nimero de Reynolds do escoamento é igual
a 169000. Os dados numéricos sao resultados do codigo computacional desenvolvido
que utiliza o Método Integral de Contorno bidimensional. Como podemos perceber,
os resultados numérico e experimental praticamente coincidem até o angulo de ataque
igual a 6°. Para o angulo de ataque igual a 8°, j& existe uma certa discrepancia
dos valores no extradorso e, para angulos de ataque superiores a 10°, percebe-se o
descolamento da camada limite e entao os dados numéricos ja nao correspodem aos
dados experimentais. Isso acontece porque o método numérico em questao considera o

escoamento inviscido e irrotacional.
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Figura 4.4: Escoamento bidimensional em torno do perfil naca 0012. Nimero de Reynolds
igual a 169000. Distribuicdo do coeficiente de sustentagao para angulos de ataque iguais a 2
e 4 graus.
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Figura 4.5: Escoamento bidimensional em torno do perfil naca 0012. Numero de Reynolds
igual a 169000. Distribuicao do coeficiente de sustentagao para angulos de ataque iguais a 6
e 8 graus.
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Figura 4.6: Escoamento bidimensional em torno do perfil naca 0012. Nimero de Reynolds
igual a 169000. Distribuicao do coeficiente de sustentagao para angulos de ataque iguais a 10
e 12 graus.

A figura 4.7 mostra a variagdo do coeficiente de sustentacao em funcao do angulo de
ataque para o mesmo escoamento. Como ¢ de se esperar, os resultados numérico e
experimental coincidem até angulos de ataque moderados. Para valores proximos do
angulo de estol e maiores que esse angulo, nao existe compatibilidade entre os resultados

numéricos e os resultados experimentais.
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Figura 4.7: Escoamento bidimensional em torno do perfil naca 0012. Nuimero de Reynolds
igual a 169000. Coeficiente de sustentagao em funcao do angulo de ataque.
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As figuras 4.8 a 4.10 mostram a distribuicao do coeficiente de pressao ao longo da corda
de um aerofdlio naca 23012 com dispositivo de hiper-sustentacao do tipo Fowler flap.
O perfil utilizado para o flap é também o naca 23012 e sua corda é igual a 20% da
corda do aerofdlio principal. A deflexao do flap em relacao ao aerofélio principal é igual
a 30° e as coordenadas do bordo de ataque do flap em relacao ao bordo de fuga do
aerofélio principal é descrito com detalhes na referéncia [51]. Os dados experimentais
foram extraidos dessa mesma referéncia e o nimero de Reynolds do escoamento é em
torno de 1500000 com o comprimento caracteristico sendo igual a soma das cordas do
aerofdlio principal e do flap. Os dados numéricos sao resultados do cédigo computa-
cional desenvolvido que utiliza o Método Integral de Contorno bidimensional. A figura
4.8 mostra os resultados numéricos e experimentais da distribui¢ao do coeficiente de
pressao para o caso em que o angulo de ataque entre o escoamento nao perturbado e
a corda do aerofdlio principal é igual a 1.7 graus. Percebe-se uma pequena diferenca
entre os resultados numérico e experimental no extradorso do aerofélio principal e do

flap.
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Figura 4.8: Distribuicao do coeficiente de pressao em torno de um aerofélio com dispositivo
de hiper-sustentacao do tipo Fowler-flap e com angulo de ataque igual a 1.7 graus. Corda do
Flap igual a 20% da corda do aerofdlio principal e delexao do flap igual a 30 graus.
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A figura 4.9 mostra os resultados numéricos e experimentais da distribuicao do coe-
ficiente de pressao para o caso em que o angulo de ataque entre o escoamento nao
perturbado e a corda do aerofélio principal é igual a 8 graus. Percebe-se uma diferenga
maior que no caso anterior entre os resultados numéricos e experimentais no extradorso
do aerofdlio principal e do flap. Essa diferenca ocorre porque a esteira de vorticidade
criada pela camada limite no bordo de fuga do aerofélio principal encontra o flap e age
no sentido de diminuir a circulagdo do mesmo. A camada limite também age no sen-
tido de suavizar a curvatura do perfil pois a espessura de deslocamento cresce ao longo
do contorno do aerofélio. Como o método numérico em questao nao prevé a presenca
de camada limite, entao a diferenca entre os resultados numéricos e experimentais é

esperada.
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Figura 4.9: Distribuicao do coeficiente de pressao em torno de um aerofélio com dispositivo
de hiper-sustentagao do tipo Fowler-flap e com angulo de ataque igual a 8 graus. Corda do
Flap igual a 20% da corda do aerofdlio principal e delexao do flap igual a 30 graus.

A figura 4.10 mostra, para o caso anterior, a simulacao numérica com redugao de
circulacao do flap. Apesar da geometria real ser com deflexdo do flap igual a 30 graus
e sabendo que o método numérico aplicado nao considera a presenca de camada limite,
adotou-se uma geometria computacional com deflexao de flap igual a 25 graus. Essa

escolha foi feita sabendo que no escoamento real a esteira de vorticidade criada pelo
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aerofdlio principal e a espessura de deslocamento da camada limite tendem a reduzir
a circulagao do flap. Como é de se esperar, os resultados numérico modificado (com
reducao de deflexao do flap) e experimental sdo bem préoximos. Essa metodologia de
reducao da deflexao do flap, no caso de simulagoes inviscidas, é conhecida e muito

usada [8].
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Figura 4.10: Distribuicao do coeficiente de pressao em torno de um aerofélio com dispositivo
de hiper-sustentacao do tipo Fowler-flap e com angulo de ataque igual a 8 graus. Corda
do Flap igual a 20% da corda do aerofdlio principal e delexdo do flap igual a 30 graus.
Modificagao da geometria simulada (redugao da deflexao do flap) com o intuito de diminuir
a circulacao do flap.

As figuras 4.11 e 4.12 mostram o escoamento em torno de um aerofélio com dispositivos
de hipersustentacao do tipo slot fixo e slotted flap descrito em [17]. O ndmero de
Reynolds do escoamento vale 3500000. A figura 4.11 mostra o caso em que o flap
nao tem deflexao e o angulo de ataque é igual a 8 graus. Percebe-se que os valores

numeéricos e experimentais sao proximos.

A figura 4.12 mostra o caso em que o flap tem deflexao igual a 30 graus e o angulo de

ataque vale 8 graus. Os resultados numéricos e experimentais sao muito préximos.

As figuras 4.13 e 4.14 mostram o escoamento em torno de um aerofdlio do tipo naca

23012 com flap externo também do tipo naca 23012 [52]. O numero de Reynolds do
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Figura 4.11: Escoamento em torno de um aerofélio com slot fixo e slotted flap sem deflexao.
Angulo de ataque igual a 8 graus e nimero de Reynolds igual a 3500000.

escoamento, tendo como comprimento caracteristico a soma das cordas do aerofdlio
principal e do flap, é igual a 2040000. O flap tem corda igual a 20% da corda do
aerofdlio principal. A figura 4.13 mostra o escoamento para o caso em que o angulo de
ataque ¢ igual a 9, 22 graus. Observa-se uma diferenca entre os resultados numéricos e

experimentais no extradorso do aerofélio (na regiao de minima pressao).

Como comentado anteriormente, a circulacao real do flap é menor do que a circulacao
prevista pelo método numérico em questao. Entao a figura 4.14 mostra o resultado
numérico para um angulo de deflexao do flap menor do que o angulo real. Essa ge-
ometria computacional foi escolhida para reduzir um pouco a circulacao do flap, de
forma a copiar o que acontece no fenomeno real. Percebe-se novamente que os resul-
tados numéricos com geometria modificada (angulo de deflexao do flap igual 15 graus)

aproxima-se mais dos resultados experimentais.
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Figura 4.12: Escoamento em torno de um aerofdlio com slot fixo e slotted flap com deflexao
igual a 30 graus. Angulo de ataque igual a 8 graus e nimero de Reynolds igual a 3500000.

Figura 4.13: Escoamento em torno de um aerofélio com flap externo com deflexao igual a 20
graus. O angulo de ataque é igual a 9,22 graus e ntimero de Reynolds igual a 2040000.
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Coeficiente de pressao
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Figura 4.14: Escoamento em torno de um aerofélio com flap externo com geometria mod-
ificada para a simulacdo numérica. O angulo de ataque é igual a 9,22 graus e nimero de
Reynolds igual a 2040000.

4.2 METODO INTEGRAL DE CONTORNO PARA O CASO TRIDI-
MENSIONAL

4.2.1 EQUACAO GOVERNANTE

Se o escoamento for considerado irrotacional, incompressivel e inviscido entao a equagao

que governa esse fenomeno fisico é a equacgao de Laplace:
V20 =0 (4.29)

e podemos decompor o potencial como ® = o + »>, onde > é o potencial do
escoamento nao perturbado e ¢ é o potencial de distirbio que tende a zero & grande

distancias do corpo. Para um corpo arbitréario, a condi¢ao de contorno cinematica é:
Uv=n;-V& =0 (4.30)

onde n; é o vetor unitario normal a superficie do corpo e Uy é a componente da
velocidade resultante normal a superficie. Os disturbios criados pelo corpo tendem a
zero no infinito, ou seja:

lim V¢P =0 (4.31)

r—00
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onde r é a distancia relativa entre um ponto do corpo e um ponto qualquer do escoa-

mento. As equagoes (4.29), (4.30) e (4.31) constituem o problema a ser resolvido.

4.2.2 FORMULACAO INTEGRAL DO PROBLEMA

Nesta secao desenvolveremos o método integral de contorno tridimensional para resolver
a equacao de Laplace em termos das distribuicoes de singularidades na superficie do

corpo arbitrario. Para atingir esse objetivo, usaremos a teoria de func¢oes de Green.

4.2.2.1 FUNCOES DE GREEN DA EQUACAO DE LAPLACE TRIDIMENSIONAL

Por definigao, a funcao de Green trimensional satisfaz a seguinte equagao:
V3G (x,%y) + 6 (x —x0) = 0 (4.32)

onde § é a distribuicao delta de Dirac tridimensional e xq é a posicao da funcao de
Green, também chamado de polo. O espaco livre da fungao de Green corresponde ao

dominio infinito do escoamento sem fronteiras internas.

Resolvendo a Eq. (4.32) usando um par de transformadas de Fourier tridimensional,

encontra-se a funcao de Green no espaco de onda k:

1 efiwxo
G (k) = _WT (4.33)
Calculando a transformada de Fourier inversa [28]:
1
G (X, XO) = rm“ (434)

que corresponde a solugao fundamental do escoamento potencial no espaco livre.

4.2.2.2 EQUACIONAMENTO DO PROBLEMA

Escrevendo a segunda identidade de Green [24]:
/S(%VS@ — V1) - 1;dS = /V <901V2g02 — 902V2g01)dV (4.35)
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onde ; e g sao fungoes escalares de posigao. V' e S representam o volume e a fronteira
de uma regiao arbitraria do escoamento e n é o vetor unitario normal a superficie S.
As fungoes ¢1 e o sdo harmonicas e entao o lado direito da Eq. (7) é igual a zero,

resultando na relagao reciproca:

/ 01V by - ndS = / 23V, - ndS (4.36)
S S

Vamos considerar um corpo arbitrario com superficie S, uma esteira Sy, e uma su-
) w
perficie externa S, no infinito como mostrado na Figura abaixo. O vetor unitério n;

ou n ¢ definido apontando para fora da regiao de interesse. Entao, n; = —n. Na Eq.

Figura 4.15: Corpo arbitrario para descrigdo do escoamento potencial tridimensional

(4.36) a integral de superficie é para todas as fronteiras. Considere ¢, a solugao funda-
mental G = 1/4xr, o potencial ndo conhecido o = ®; ¢ S = SpU Sy US,. De acordo
com a Fig. 4.15 ®; é o potencial total no dominio V; (i.e. dentro do corpo) e 1 é o
potencial de uma fonte que é singular quando » — 0. Quando existe uma singularidade
localizada em xp no dominio Vj, é necessario exclui-la da regiao de integracao. Essa
singularidade é entao cercada por uma pequena esfera de raio €. Fora da esfera, no
restante do dominio Vi, o potencial ¢, satisfaz a equacao de Laplace. O potencial ¢,
satisfaz a equacao de Laplace em todo o dominio V;. Entao a relacao reciproca, apli-
cada ao dominio Vj subtraido do volume da singularidade, pode ser escrita da seguinte
maneira:

/S o COVR) mdS — [ (BVE(r) midS =0 (4.37)
onde a funcao de Green corresponde a uma fonte pontual G(r) = 1/47r e o potencial
de dipolo é dado por VG(r) = V(1/r)/4m = —r/47r3. Aqui, r = x — X com x sendo

um ponto arbitrario do escoamento e x; as coordenadas da singularidade.
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Considerando a integral sobre S, que contém a singularidade, podemos escrever dS =
e2dQ, onde d) é o angulo sélido diferencial, e usando G(r) = 1/4ne e VG(r) =
—n;/4me? onde o vetor unitdrio normal n; = 7/e, podemos escrever para o limite

quando ¢ tende a zero:

1
lim [ G(r)V®; -ndS =1lim [ —V®,; n,e*dQ =0(g) — 0 (4.38)
e—0 Js. e—~0Js, 4me
: : 1 5
Lim N O, VG(r) -n,dS = Lim — " ®¢47T€2dﬂ5 = —,(x0) (4.39)
Consequentemente a Eq. (4.37) se reduz a:
B, (x0) = / G(r)V®; - ndS— O, VG(r) - ndS (4.40)
SB,SW SBaSW

As duas integrais do lado direito da equac@o acima representam uma distribuicao da
funcao de Green G(r) = 1/4nr ao longo da superficie e a fungao de Green VG(r) =
(1/4m)V(1/r) - n orientada perpendicularmente a superficie do volume de controle, ou
seja, distribuicoes de fontes e de dipolos na superficie. Por analogia aos resultados
da teoria da eletrostatica, chamaremos as duas integrais da Eq. (4.40) de potencial

single-layer e potencial double-layer.

Agora considere a situagao em que o escoamento de interesse V5 ocorre fora da fronteira
de S U Sy e que o potencial total é denotado por ®. Para esse escoamento o polo

xo(que estd na regiao V;) é interior a Sg U Sy, e usando a Eq. (4.36) resulta em:
/GV(I) ndS — / OVG - ndS = 0 (4.41)
s S

Uma equagao mais apropriada pode ser obtida em termos da diferenca ® — ®; e de seu

gradiente na superficie. Para isso, subtrai-se a Eq. (4.40) da Eq. (4.41) e obtém-se:

i (x0) = — f5, G(r)V(® — ;) -ndS + [5, (& — ,)VC(r) - ndS—
— fg, G(r)V(® — ®,) -1dS + [g (® — ©;)VG(r) - ndS—

— fo. G(r)V® - ndS + [5_ ®VG(r) - ndS (4.42)

A integral sobre S, na Eq. (4.42) é definido como o potencial ndo perturbado ¢ (xo):

(o) = - [

[ GV s+ /S OVG(r) - ndS (4.43)
Existe a propriedade de que a velocidade normal na esteira é continua de tal forma que
0P/0n — 0®;/0n = 0. Também ¢ considerado que a esteira é suficientemente delgada
de tal forma que se sua espessura tender a zero (dy — 0), resulta em:
Jim, (= fsy G(r)(0®/On — 0;/On)dS + [g,, (B — ®;)VG(r) - ndS) = "
= [, (Pv — @L)VG(r) - ndS
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onde @y é o potencial total em cima da esteira e @, é o potencial total abaixo da esteira.
Entao a Eq. (4.42) reduz-se a uma equagao integral de contorno onde o potencial total
em um ponto qualquer no interior do corpo é funcao da distribuicao de fontes e dipolos

na superficie do corpo [22]:

Di(x0) = 9™ — [5, G(r) 2 (P — ®;)dS + [g, (P — ®;)VG(r) - ndS+

(4.45)
+ [s,, (Pv — @L)VG(r) - ndS

A equagao (4.45) determina o valor de ®;(xg) em termos da diferenca p = ¢ — @,
chamado de intensidade do dipolo e o = 9®/0n — 0®;/0n chamado de intensidade
da fonte. Entao o problema é resolvido quando a distribuicao de fontes e dipolos
é determinada. A principio, um numero infinito de distribuicées de fontes e dipolos
darao o mesmo escoamento externo, mas diferentes escoamentos internos. Decompondo

®; = pP + ¢™ e por conveniéncia fazendo p? =0 (®; = ™) a Eq. (4.45) reduz a:

— Js,, G(r) (22 — 85’%)6&9 + [s, ©PVG(r) - ndS+

on (4.46)
+ [ (Pv — @L)VG(r) - ndS = 0
Usando a condigao de contorno especificada na Eq. (4.30) temos que:
0P 0p>™ dp>  Op™
Ton on Un on  On (4.47)

A equacgdo (4.47) é uma condi¢ao de contorno cinemética do tipo Newmann que de-
termina a intensidade das fontes na superficie do corpo. Entao a primeira integral do
lado esquerdo da Eq. (4.46) é resolvida analiticamente usando a condigao de contorno
dada pela Eq. (4.47).

Outra forma de resolver a eq. (4.45) é assumir que o potencial no interior do corpo (no

volume V}) é nulo. Feito isso, tem-se que:

0P
—p*®=—[ G(r)=—dS+ | OVG(r) -ndS+ (Py — @L)VG(r) -ndS (4.48)
SB 877/ SB SW
Usando novamente a condigao de contorno especificada na Eq. (4.30) temos que:

ng::UNzo (4.49)

Como a primeira integral do lado direito da eq. (4.48) é nula, resulta em:
—> = . OVG(r) - ndS + . (Py — ®1)VG(r) - ndS (4.50)
Logo, o escoamento é representado apenas por uma distribuigao superficial de dipolos.
No presente trabalho, optou-se por resolver as eqs. (4.46) e (4.47), ou seja, para o caso
em que ®; = p>. A seguir, iremos abordar a metodologia numérica para resolver essas

equagcoes.
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4.2.3 PROCEDIMENTOS NUMERICOS

Para a formulagao integral de contorno apresentada foi elaborado um cédigo escrito na
linguagem FORTRAN que determina o campo de pressao e de velocidade e as forgas
de sustentagao e de arrasto induzido de um escoamento tridimensional. O problema
consiste em resolver numericamente as eqs. (4.46) e (4.47). Para isso é necessario
resolver as integrais e representar a superficie do corpo por elementos planos (painéis).
Entao a superficie do corpo é representada por N elementos triangulares e/ou elementos
quadrilaterais planos, tipicamente N = 10% a 103, e sobre cada painel é assumido uma
densidade de fonte e uma densidade de dipolo constante. Os elementos da malha,
para uma boa convergéncia dos resultados, tém um tamanho aproximado de 1/20 da
corda. O valor da densidade de fonte da cada elemento é encontrado pela eq. (4.47)
e entdo a eq. (4.46) se transforma num sistema linear de equages cujas incognitas
sao as densidades de dipolo. A esteira é representada por filamentos de vértices retos
que saem do bordo de fuga do corpo com sustentacao. A esteira de vortices tem uma
inclinacao de 6 em relacao a linha de corda do corpo com sustentacao. Esse angulo 6

é um parametro de entrada no cédigo computacional.

A primeira e segunda integrais da eq. (4.46) sao resolvidas analiticamente. Os elemen-
tos da malha sao planos e um sistema de coordenadas local é adotado no centro de
cada elemento com coordenada z = 0. Entao, as integrais sao resolvidas no sistema
de coordenadas local ao longo de x e y. O vetor unitario normal a superficie e a area
de cada elemento da malha sao calculados por meio do produto vetorial entre dois
vetores no plano do elemento. Para o cédlculo da contribui¢ao de um elemento sobre
ele mesmo, as integrais sao calculadas analiticamente fazendo-se o limite em questao.
Desta forma, uma subtracao de singularidade nao é necessario no presente método. A
terceira integral na eq. (4.46) representa a contribuigao dos filamentos de vértices no
escoamento e sua magnitude é igual a diferenga das intensidades dos dipolos dos painéis
adjacentes ao bordo de fuga (de cima e de baixo) do corpo com sustentagao. Isso rep-
resenta fisicamente a condi¢ao de Kutta [20] e garante que o filamento de vértice nao
tem fim (Teorema de Helmholtz). Suponha, agora, a superficie do corpo representada
por n elementos de malha e n,, vértices em forma de ferradura. Entao, a eq. (4.46)

pode ser reescrita como:
n nyw n )
kZ_ZIMkC]k: +kz_:1 :u’wkcjk: = _kzl UkB]k J = 1a27"'7n (451)

onde:
k) Bk S, (4.52)



e onde Cj; é o coeficiente de distirbio no ponto de controle j devido a distribuicao
constante de dipolo p; no elemento de malha k£ e também associado ao distirbio no
ponto de controle j devido ao filamento de vortice ji,,. Bji € o coeficiente de disturbio
no ponto de controle j devido a distribuicao constante de fonte o5 no elemento de malha
k. O valor de oy, é determinado pela eq. (4.47) e os valores de i, € fi,x sa0 encontrados
na resolugao do sistema linear (4.51). No c6digo computacional desenvolvido, utilizou-

se 0 método iterativo de Gauss-Seidel para resolver o sistema linear [44].

Na determinacao da distribuicao de velocidade e de pressao na superficie do corpo o
presente método tem a vantagem de que, para esses calculos, nao é necessario usar os
coeficientes de distirbio que tem um custo computacional elevado. Uma distribuigao
de densidade de dipolo de segunda ordem é assumida localmente usando os valores de
cinco elementos de malha (o elemento central e seus quatro vizinhos). A velocidade
tangencial no elemento é obtida derivando-se o potencial e o coeficiente de pressao é

encontrado usando-se a equacao de Bernoulli.

O coeficiente de sustentacao é determinado pela integracao da distribuicao de pressao
na superficie do corpo ou entao pelo teorema de Kutta-Joukowisk. O coeficiente de
arrasto induzido é obtido usando-se a formulagao integral da equacao da quantidade
de movimento num volume de controle a jusante do corpo (o plano de Treffz), ja
que a integragao da distribuicao de pressao na superficie do corpo resulta em valores
imprecisos do coeficiente de arrasto induzido para malhas nao muito refinadas [6].
Aplicando a equacao da quantidade de movimento e assumindo que o escoamento é
permanente, e que a esteira de vértices sai do bordo de fuga na direcao do escoamento

nao perturbado, temos [12]:

0P

[ @) (4.53)

D, =
on

N

onde 0®/0n é a velocidade normal a esteira no plano de Treffz e [ é o comprimento
medido na direcao da envergadura. Para resolver a equagao acima, considera-se os
pontos de controle entre os filamentos de vértices (no meio) cuja intensidade vale

Oy — @y, e calcula-se as velocidades induzidas por esses filamentos de vortices (esteira).

4.2.4 APLICACOES DO METODO

Para verificar a validade do método, resultados do programa desenvolvido sao com-

parados com resultados analiticos, experimentais e numéricos. A Figura 4.16(b) com-
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para a solucdo analitica (potencial) do escoamento em torno de uma esfera com a
solucao numérica do presente método. O gréafico mostra que a distribuicao do coe-
ficiente de pressao numérica coincide com a distribuicao dada pela solucao analitica,

cp=1—(9/4)sin?0, com um erro maximo de 5%.
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Figura 4.16: Coeficiente de pressdao em torno de uma esfera com raio igual a /2. Os circulos
representam a simulagao numérica com 800 elementos de malha e a linha continua representa
a solugdo analitica cp = 1 — (9/4)sin?0.

Foi simulado, usando o método integral de contorno, o escoamento em torno de um
corpo esbelto com nariz hemisférico, como mostrado na Fig. 4.17(b). Os resultados

numéricos da distribuicao do coeficiente de pressao foram comparados com resultados

experimentais obtidos por Cole [9]. Novamente o erro méximo foi de 5%.
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Figura 4.17: Coeficiente de pressao ao longo do eixo longitudinal de um corpo com nariz
hemisférico. A linha continua representa a simulagao numérica com 860 elementos de malha e
os circulos representam as medidas experimentais de Cole, 1952 para um ntiimero de Reynolds
igual a 9 x 10° baseado no comprimento do corpo.
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Outra aplicagao do método integral de contorno analisada, foi o calculo da distribuicao
do coeficiente de pressao na superficie de uma asa com razao de aspecto igual a 3
e razao de afilamento igual a 0.5. Os resultados foram comparados com os dados
experimentais de Kolbe e Boltz [26] para um ntumero de Reynolds igual a 4 x 10°
baseado do comprimento da linha de corda média. Da Fig. 4.18(a), podemos ver que
a asa apresenta um angulo de enflechamento medido no bordo de ataque igual a 48.5°,
que nao apresenta torcao geométrica e que o perfil usado é o NACA 64A10 em planos
inclinados de 45° em rela¢ao ao plano de simetria da asa. As Figuras 4.18(b), 4.19,
4.20 e 4.21 mostram a comparacao entre os resultados numéricos e experimentais da
distribuicao do coeficiente de pressao a 55%, 19%, 80% e 92% da semi-envergadura,
respectivamente, para angulos de ataque igual a 6° e 12°. Esses graficos mostram que
os resultados da simulacao numérica sao muito proximos dos resultados experimentais,
com excecao da regiao proxima do bordo de ataque, no intradorso e para grandes

angulos de ataque onde o erro méximo é em torno de 30%.
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Figura 4.18: Coeficiente de pressdo em torno de uma asa enflechada a 55% da semi-
envergadura. A linha continua e a linha pontilhada representam resultados numéricos com
1000 elementos de malha para angulos de ataque iguais a 6° e 12° respectivamente. Os
circulos e losangulos representam resultados experimentais para angulos de ataque iguais a
6° e 12° respectivamente e um niimero de Reynolds igual a 4 x 10% baseado no comprimento
da linha de corda média.

A discrepancia possivelmente ocorre porque a asa analisada tem um angulo de en-
flechamento muito grande e o cdédigo implementado nao leva em conta o efeito do
vortice gerado no bordo de ataque. E importante ressaltar que essa limitacao nao é do
método integral de contorno, mas do codigo implementado. Outra possibilidade para
a discrepancia é a presenca da camada limite que nao é levada em consideracao no

método em questao. Para uma asa com grande enflechamento, a velocidade do escoa-
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mento na direcao da envergadura é consideravel e ocasiona um aumento na espessura

da camada limite que, por sua vez, modifica o coeficiente de pressao na regiao.
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Figura 4.19: Coeficiente de pressdo em torno de uma asa enflechada a 19% da semi-
envergadura. A linha continua e a linha pontilhada representam resultados numéricos com
1000 elementos de malha para angulos de ataque iguais a 6° e 12° respectivamente. Os
circulos e losangulos representam resultados experimentais para angulos de ataque iguais a
6° e 12° respectivamente e um nimero de Reynolds igual a 4 x 10% baseado no comprimento
da linha de corda média.
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Figura 4.20: Coeficiente de pressdo em torno de uma asa enflechada a 80% da semi-
envergadura. A linha continua e a linha pontilhada representam resultados numéricos com
1000 elementos de malha para angulos de ataque iguais a 6° e 12° respectivamente. Os
circulos e losangulos representam resultados experimentais para angulos de ataque iguais a
6° e 12° respectivamente e um nimero de Reynolds igual a 4 x 10% baseado no comprimento
da linha de corda média.
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Figura 4.21: Coeficiente de pressiao em torno de uma asa enflechada a 92% da semi-
envergadura. A linha continua e a linha pontilhada representam resultados numéricos com
1000 elementos de malha para angulos de ataque iguais a 6° e 12° respectivamente. Os
circulos e losangulos representam resultados experimentais para angulos de ataque iguais a
6° e 12° respectivamente e um niimero de Reynolds igual a 4 x 10% baseado no comprimento
da linha de corda média.

As figuras 4.22(a) e 4.22(b) mostram, para a asa da Fig. 4.18(a), os dados exper-
imentais do coeficiente de sustentacao e do coeficiente de arrasto total para varios
angulos de ataque. Previsoes do método integral de contorno para o coeficiente de sus-
tentagao e para o coeficiente de arrasto induzido (uma parcela do coeficiente de arrasto
total) sdo comparados com resultados experimentais e com resultados numéricos do
método Vortex-Lattice implementado previamente [1]. Para simular uma asa com per-
fil simétrico (NACA 64A10) usando o método Vortex-Lattice consideramos os filamen-
tos de vortices (bound and trailing vortices) em um plano, ou seja, com camber igual
a zero. Podemos observar que para angulos inferiores a 15°, as previsoes do método
integral de contorno conferem com os resultados experimentais e com as previsoes do
método Vortex-Lattice. Para pequenos angulos de ataque (o ~ 5°) o coeficiente de

sustentagao é representado pela reta Cr, = (1/20)a.

A pequena diferenga observada entre os resultados numéricos e experimentais (tipica-
mente em torno de 20%) no gréfico do coeficiente de arrasto, mesmo para pequenos
angulos de ataque, é a parcela do arrasto viscoso que esta presente nos dados exper-
imentais. E importante observar que o coeficiente (1/20) ¢é aproximadamente duas

vezes menor que o correspondente escoamento potencial bidimensional em torno de
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um aerofélio delgado, ou seja, Cr, = (72/90)c.

Acima de 20° de angulo de ataque, a discrepancia é devida a separacao da camada
limite (estol) que nao é prevista pelo método em questao. As previsdes do coeficiente
de arrasto induzido pelo método integral de contorno coincidem com as previsoes do

método Vortex-Lattice.
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Figura 4.22: Coeficiente de sustentacao, coeficiente de arrasto e coeficiente de arrasto in-
duzido para uma asa enflechada. A linha continua representa as previsoes do método integral
de contorno com 1000 elementos de malha, a linha pontilhada representa as previsdes do
método Vortex-Lattice com 406 elementos de malha e os circulos representam as medidas
experimentais com ntiimero de Reynolds igual a 4 x 10%. Para pequenos angulos de ataque o
coeficiente de sustentac@o ¢ representado pela reta (1/20)a.

A figura 4.23(a) mostra a foto do tinel de vento do laboratério de Mecénica dos Fluidos
da Universidade de Brasilia. O tinel de vento é subsonico e um escoamento tipico tem
nimero de Reynolds na ordem de 10°. A seccao de teste é quadrada com comprimento
do lado igual a 460mm. No ensaio realizado nesse tinel de vento mediu-se as forgas de
sustentacao e de arrasto de uma asa retangular com razao de aspecto igual a 4 e sem
torgao geométrica. O perfil da asa é o NACA 0012.

Para a geometria da asa da Fig. 4.23(b), os graficos das figuras 4.24 e 4.25 mostram os
valores experimentais medidos de coeficiente de sustentagao e de coeficiente de arrasto
total, para varios angulos de ataque. O niimero de Reynolds do escoamento em torno
da asa é igual a 1.6 x 10°. Os resultados obtidos pelo método integral de contorno
foram comparados com os dados experimentais e com os resultados do método Vortex-
Lattice e da classica Teoria da Linha de Sustentagao [1]. Observa-se que para angulos
de ataque inferiores a 12° os resultados do coeficiente de sustentacao previstos pelo

método de integral de contorno coincidem com os dados experimentais. Para angulos

80



Figura 4.23: Montagem experimental. (a) Ttnel de vento da Universidade de Brasilia e (b)
Asa (NACA0012) simulada e ensaiada.

acima de 12° existe uma discrepancia devido ao fato de que o presente método nao leva
em conta o efeito da camada limite sobre o escoamento. O grafico da Fig. 4.25 mostra
que o resultado do coeficiente de arrasto induzido previstos pelo método integral de
contorno coincide com os resultados do método Vortex-Lattice e da Teoria da Linha de
Sustentacao. A discrepancia entre os valores numéricos e experimentais do coeficiente
de arrasto é em torno de 25% para o angulo de ataque igual a 8°. Essa diferenca
¢ atribuida a contribui¢ao do arrasto viscoso que nao ¢ considerada nos resultados
numeéricos. Para pequenos angulos de ataque, o coeficiente de sustentagao é represen-
tado pela reta C, = (13/200)a, que representa valores de C aproximadamente duas
vezes menores que o valor previsto pela teoria de aerofélios delgados em escoamentos

bidimensionais.
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Figura 4.24: Coeficiente de sustentacao para uma asa reta. A linha continua representa o
resultado do método integral de contorno com 816 elementos de malha, a linha tracejada
representa o resultado do método Vortex-Lattice com 336 elementos de malha, a linha pon-
tilhada representa o resultado da Teoria da Linha de Sustentacao com 60 estagbes ao longo
da envergadura e os circulos representam as medidas experimentais. O nimero de Reynolds
baseado na dimensio da corda da asa é 1.6 x 10°.
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Figura 4.25: Coeficiente de arrasto e de arrasto induzido para uma asa reta. A linha continua
representa o resultado do método integral de contorno com 816 elementos de malha, a linha
tracejada representa o resultado do método Vortex-Lattice com 336 elementos de malha, a
linha pontilhada representa o resultado da Teoria da Linha de Sustentacdao com 60 estagoes
ao longo da envergadura e os circulos representam as medidas experimentais. O nimero de
Reynolds baseado na dimensao da corda da asa é 1.6 x 10°.
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5 ACOPLAMENTO DA TEORIA POTENCIAL COM
APROXIMACAO DE CAMADA LIMITE

Neste capitulo € apresentado alguns métodos para a solucdo da
equagdo integral de camada limite. O objetivo principal €, a
partir de um escoamento externo a camada limite dado pela teo-
ria potencial, determinar os principais parametros de camada
ltmite laminar e turbulenta e, consequentemente, determinar o

arrasto de friccdo e possiveis pontos de descolamento.

5.1 EQUACOES DE CAMADA LIMITE PARA ESCOAMENTOS BIDI-
MENSIONAIS INCOMPRESSIVEIS

A partir das equagoes de Navier-Stokes, pode-se deduzir as equacgoes de camada limite
fazendo-se uma anédlise de escalas, como proposto por Prandtl [39]. Considere a equagao
da continuidade e as equagoes da quantidade de movimento na forma diferencial. Con-
sidere também o escoamento bidimensional incompressivel sobre uma superficie plana

em y = 0. Assumindo que:

U~ U, p~pud, x~L y~6 (5.1)

encontra-se as equagoes de camada limite:

gz - g; =0 (5.2)
ugz—l—vgz = —;Zg—i—ug; (5.3)
gz = (5.4)
com condigoes de contorno usuais dadas por:
u=v=0 paray=0 (5.5)
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u— U, para y— 0 (5.6)

Fazendo-se uma comparacao entre as equacoes de Navier-Stokes bidimensional e as

2%u
Oz2

y sao desprezados. Diferentemente das equagoes de Navier-Stokes, o termo p nao é

equacoes de camada limite, percebe-se que o termo viscoso v3-5 e a variagao de p com

mais uma incognita, pois foi absorvido como uma condicao de contorno do problema

igualando dp/dz ao valor fora da camada limite onde a equagao de Bernoulli é vélida:

dp du,

dr TPl dx

(5.7)

Entao as equagoes de camada limite (5.2) e (5.3) (continuidade e quantidade de movi-
mento na dire¢do x) formam duas equagoes para duas incégnitas (u e v), enquanto que
as equacoes de Navier-Stokes bidimensional formam trés equacoes para trés incégnitas
(u, v ep). Além do mais as equagoes de camada limite sdo equagdes parabdlicas onde
um distirbio se propaga na diregao e sentido do escoamento. Essa mudanca ocorre por

. <y 9?
ter eliminado a varidvel p eq. (5.7) e por ter desprezado o termo 53.

5.2 EQUACAO INTEGRAL DA CAMADA LIMITE BIDIMENSIONAL

Sejam as equagoes (5.2) e (5.3) e considere o valor de ,u(g—;‘) igual a 7 e o valor de

—(1)(42) igual a (%) (eq. 5.7). Entdo:

u%+v87u_u due+li
ox oy  “dx  pOy

(5.8)

Multiplicando a eq. (5.2) por u e adicionando a equagao resultante a eq. (5.8) obtemos:

ou? N ouv du, N 107 (5.9)
— t —— = U + —— .
ox dy dr  pdy

Integrando a eq. (5.9) com respeito a y de y = 0 até y = ¢ e definindo que o indice e

denota a borda superior da camada limite, temos:

8 Qu? 5 du T,
Sody +ueve = [ u S edy - 5.10
/0 ox Yttt 0 e g Y P ( )
onde 7, é a tensao de cisalhamento na superficie e:
5 Ju
e = — —d 5.11
v 5 (5.11)
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A equagao acima ¢ encontrada com auxilio da eq. (5.2). Entao:

5 Ou? ou du T,
e U — Ue——)dy = ——2 12
/0(8x Yoz udx)y p (5.12)
Manipulando a eq. acima, encontra-se:
o0 0 du, Tw
- — — — = —— 1
/ { o [ (e — )] = =, u>}dy ; (5.13)

Multiplicando a eq. acima por —1 e rearranjando os termos, obtemos:

L[] B (5 o

Define-se como espessura de deslocamento 0* a distancia que as linhas de corrente do

escoamento externo sao deslocadas na direcao y devido a presenca da camada limite:

J u
5 = / (1— Yy (5.15)
0 U
e define-se espessura de quantidade de movimento 6, como:
5
6 — / L - Dyay (5.16)
0 Ue

Ue

O fator de forma H é definido como sendo a razao entre a espessura de deslocamento

e a espessura de quantidade de movimento:

5*
H=— 1
0 (5.17)

Usando as definigoes de 6* e 0 na eq. (5.14) obtém-se:

d du, Ty
—(u?6) + 6 u, == 5.18
) ot e =T (515)
o do 0 d
Ue Cf
H+2 = 1
dx + )ue dz 2 (5.19)
em que cy ¢ o coeficiente de friccao local definido como:
Tw
= 5.20
RV (5.20)

A eq. (5.19) é a equacgao integral da camada limite para escoamentos bidimensionais

incompressiveis laminares ou turbulentos.
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5.3 SIMILARIDADE EM ESCOAMENTOS LAMINARES

5.3.1 CONCEITO DE SIMILARIDADE

O conceito de similaridade, aplicado as equacoes da continuidade e da quantidade de
movimento, pode ser entendido para um escoamento externo dentro da camada limite.
Em geral a solugao das equagdes 5.2 e 5.3, para um escoamento laminar com v e u(x)

conhecidos, é:

= = g(a,y) (5.21)

onde g é uma funcao de x e y. Existem casos especiais em que:

2 () (5.22)

onde 7 é chamado de varidavel de similaridade e é funcao de x e y. Entao, para esses
casos, o numero de varidveis independentes é reduzido de dois (z e y) para um (n) e as

equacgoes 5.2 e 5.3 passam a ser equacgoes diferenciais ordinarias.

5.3.2 EQUACAO DE FALKNER-SKAN

Existem diversos procedimentos para obtencao de formas de similaridade nas equacoes
de camada limite laminar. Muitas transformagoes de coordenadas ja foram desenvolvi-
das para reduzir as equagoes de camada limite em equagoes diferenciais ordindrias.
Uma das transformagoes de coordenadas mais conhecida é a transformacao de Falkner-
Skan. Das anédlises de escala, encontra-se que:
1
5~(”)2 (5.23)
Ue

sugerindo uma variavel de similaridade 7 definida como:

y U\ 7
) =2=y(—< 5.24
n(,y) = 5 y(m> (5.24)
Adimensionalizando a funcao de corrente v (z,y) por \/u.vzr, pode-se definir a funcao

f(n) da seguinte forma:

o = (5.25)

Escrevendo as equagoes de Prandtl em termos da fungao corrente e, no calculo das
derivadas, observando que 1 (x,y) depende explicita e implicitamente de x e implici-

tamente de y, obtem-se a equacao diferencial de terceira ordem em termos de 7 e
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conhecida como equacgao de Falkner-Skan:

1
7+ m;ff” +m 1= (f)] =0 (5.26)
onde m é o gradiente de pressao adimensional definido por:
x du,
== 5.27
mn U dx ( )
As componentes u e v do vetor velocidade sao dadas por:
u=u.f’ (5.28)
fod ;O
= —J/u, — /e — 5.29
v U VT uexdx‘/u :c—l—fax (5.29)

As condigoes de contorno com base na transformacao dada pela eq. 5.24 sao escritas

como:
n=0, fl=f=0, (5.30)
n=ne f=1 (5.31)
onde 7. é dado por:
me= s (5.32)

Da definicao de m e das condig¢oes de contorno, pode-se concluir que a eq. 5.26 somente
serd uma equagcao diferencial ordinaria se m e as condigoes de contorno forem indepen-
dentes de x, isto é, constantes. A condicao para que m seja constante é satisfeita se a

velocidade externa variar com = da seguinte maneira:
ue = Ca™ (5.33)

Entao se o escoamento fora da camada limite obedecer a eq. 5.33, as equacoes difer-
enciais parciais 5.2 e 5.3 com variaveis independentes x e y podem se reduzidas a
uma equagao diferencial ordinaria 5.26 com variavel independente 7. Esse escoamento

laminar caracteristico é chamado de escoamento similar.

Os escoamentos com gradiente de pressao negativo j—i < 0, sao conhecidos como escoa-
mentos com gradiente de pressao favoravel, enquanto que os escoamentos com gradiente
de pressao positivo Z—i > (), sao conhecidos como escoamentos com gradiente de pressao
adverso. Para valores positivos de m na eq. 5.33, tem-se que o escoamento é com gra-
diente de pressao favoravel. Para valores negativos de m, tem-se um escoamento com
gradiente de pressao adverso. Se expressarmos a tensao de cisalhamento na parede, em

termos das variaveis definidas anteriormente, obtemos:

B ou) v [Ue
= n(gy) =ity .
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Sabe-se que para 7, = 0 acontece a separacao da camada limite e isso ocorre para

fl'=0em = —0.0904. Entao os valores de m possiveis correspondem ao intervalo:

—0.0904 <m < o0 (5.35)

A espessura da camada limite § é definida como a distancia normal do contorno sélido
ao ponto onde a velocidade u do escoamento na camada limite difere de 1% da ve-
locidade da corrente livre local. A partir da definicao da varidvel de similaridade 7,
pode-se determinar a espessura da camada limite em cada estacao e, para isso, define-se
ne como sendo o valor de 7 correspondente ao ponto em que u = 0.99u,.. Assim sendo,

o valor de ¢ em cada estacao é dado por:
T
0= \7%

Um outro parametro utilizado para se medir a espessura da camada limite é usando a

NI

= nevRey™ (5.36)

definicao de espessura de deslocamento da camada limite 6*:

. 6 u vI\z [N

o = [ (1= L)ay= () [" -y ay (5.37)
0 Ue 0

A espessura de quantidade de movimento #, é definida como:

o= [ (1= DYay= () [T ropa-ropa 639

Ue Ue Ue

5.3.2.1 SOLUCAO NUMERICA DA EQUACAO DE FALKNER-SKAN

O objetivo ¢é resolver numericamente a seguinte equagao diferencial ordinaria de terceira

ordem (eq. de Falkner-Skan):

P e - ()] = 0 (5.39)

com as seguintes condicoes de contorno:
n=0, f'=f=0, (5.40)
n=mne [=1 (5.41)

Para isso, faz-se uma decomposicao da eq. 5.39 em um sistema de trés equacgoes
diferenciais de primeira ordem visando a aplicacao do método de Runge-Kutta de

quarta ordem (ver apéndice A em anexo):
[ =w (5.42)
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"=w'=v (5.43)

fu (5.44)

Percebe-se que o método de Runge-Kutta precisa das informagoes no ponto precedente
(problema parabdlico), F'(i), W (i) e V(i). Como nao se conhece o valor de V = f” em

n = 0, deve-se utilizar a seguinte metodologia para encontrar esse valor:

Estima-se o valor de f” em n =0 (f{)

Integra-se o problema de valor inicial

Se |1 — f'| < € o problema foi resolvido

Se [1— f'| > €, um novo valor para f{ ¢ estimado usando-se o método de Newton-

Raphson (busca de zero da fungao f' — 1)

5.3.2.2 RESULTADOS NUMERICOS DA EQUACAO DE FALKNER-SKAN

Foi elaborado um cédigo escrito na linguagem de programagao FORTRAN, que deter-
mina as propriedades do escoamento dentro de uma camada limite laminar submetida
a um gradiente de velocidade fora da camada limite dado pela eq.(5.33). O cédigo
resolve a equacao de Falkner-Skan descrita na secao anterior. Analisa-se inicialmente
o perfil similar de velocidade para m = 0.0, m = 0.1 e m = —0.0904 (separagao da
camada limite). A fig. 5.1 mostra que para m = —0.0904 tem-se separagao da camada

limite como previsto pela teoria, pois dw/dn = 0 na parede.

A espessura da camada limite ao longo de z, para condi¢oes onde C' = 1, comprimento
x de parede igual a 1, e o fluido em questao sendo o ar com p = 1.225 e p = 0.0000184,
é calculada para as situacoes de m = 0, m = 0.1 e m = —0.0904, como mostrado na

figura 5.2:

Percebe-se que para gradientes de pressao favordvel (m positivo) a espessura da camada

limite é menor que para gradientes de pressao adverso (m negativo).
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Espessura da camada limite

Variavel de similaridade (eta)

0.07
0.065
0.06
0.055
0.05
0.045
0.04
0.035
0.03
0.025
0.02
0.015
0.01
0.005

m=0.0
— — — - m=0.1
— - m=-0.0904

A
- AN

L L
0.25 0.5 0.75

Componente x da velocidade adimensionalizada (u/ue)

Figura 5.1: Perfis similares de velocidade

m=0.0
— — — - m=0.1
—— - m=-0.0904

0.5
comprimento x

Figura 5.2: Espessura da camada limite ao longo do comprimento x

A distribuigao da tensao de cisalhamento ao longo de x, para condigoes onde C' = 1,
comprimento = de parede igual a 1, e o fluido em questao sendo o ar com p = 1.225 e

1= 0.0000184, ¢ calculada para as situacoes de m = 0, m = 0.1 e m = —0.0904, como
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mostrado na figura 5.3:

0.007

0.006

0.005

0.004

0.003

0.002

Tensao de cisalhamento

0.001

I\\\\I\/L\\I\\\\I\\\\I\\\\I\\\\I\\\\I\\\\I\\\\

0001F, o 0 v L b

0.5 0.75 1
comprimento x

o
o
N
ol

Figura 5.3: Distribuicao da tensao de cisalhamento ao longo do comprimento x

Analisando a fig. 5.3, podemos notar que para m = —0.0904 (gradiente adverso de
pressao) a tensao de cisalhamento é igual a zero. Isso significa que hd descolamento da
camada limite. Espera-se que para m < —0.0904 o resultado numérico nao tenha prox-
imidade com resultados experimentais, pois a teoria envolvida assume como hipdtese

que a camada limite, além de delgada, é colada a superficie do corpo.

A distribuicao da espessura de deslocamento ao longo de x, para condigoes onde C' = 1,
comprimento = de parede igual a 1, e o fluido em questao sendo o ar com p = 1.225 e
1= 0.0000184, ¢ calculada para as situacoes de m = 0, m = 0.1 e m = —0.0904, como

mostrado na figura 5.4:
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2 002 ——— m=0.0

2 — — — - m=0.1

@ | ———- m=-0.0904
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2 001 P

[}
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0 0.25 0.5 0.75 1
comprimento x

Figura 5.4: Espessura de deslocamento ao longo do comprimento x

Da fig. 5.4 temos que a espessura de deslocamento para o caso de gradiente adverso
de pressao é maior que a espessura de deslocamento para o caso de gradiente favoravel

de pressao.

A distribuicao da espessura de quantidade de movimento ao longo de x, para condigoes
onde C' = 1, comprimento x de parede igual a 1, e o fluido em questao sendo o ar
com p = 1.225 e p = 0.0000184, é calculada para as situagoes de m = 0, m = 0.1 e

m = —0.0904, como mostrado na figura 5.5:
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0.009

0.008

0.007

m=0.0
— — — - m=0.1
— - m=-0.0904

0.006

0.005

0.004

0.003
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Espessura da quantidade de movimento

0.001

0 0.25 0.5 0.75 1
comprimento x

Figura 5.5: Espessura da quantidade de movimento ao longo do comprimento x

Analisando a fig. 5.5 percebemos que a espessura de quantidade de movimento para
o caso de gradiente adverso de pressao ¢ maior que a espessura de quantidade de

movimento para o caso de gradiente favoravel de pressao.

A fig. 5.6 mostra os perfis de velocidade para condigbes onde C' = 1, m = —0.05,
comprimento = de parede igual a 1, e o fluido em questao sendo o ar com p = 1.225 e
p = 0.0000184. Percebe-se que, préximo a parede, du/dy diminui a medida em que x

aumenta.
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Distancia y normal a superficie na camada limite

0.01F
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Componente x da velocidade dentro da camada limite

Figura 5.6: Perfis de velocidade da camada limite para distancias t = 0.1, t =0.5e z = 0.9
e para m = —0.05 (gradiente adverso de pressao)

5.4 SOLUCOES NUMERICAS DA EQUACAO INTEGRAL DA CAMADA
LIMITE

Iremos discutir a solugao numérica da equacgao integral da camada limite, eq. 5.19,
para escoamentos nao-similares bidimensionais onde u/u. é fungao de z e de . Na
prética, esses escoamentos sao mais aplicaveis do que os escoamentos similares (por
exemplo a eq. de Falkner-Skan), pois é raro existir um problema prético cuja variagao

de u.(x) seja dado pela eq. 5.33.

Enquanto os métodos diferenciais sao mais precisos e fornecem uma solucao mais de-
talhada, os métodos integrais, oferecem uma solugao com custo computacional muito
menor. Assim como as solucoes similares, os métodos integrais resultam na resolucao
de uma ou mais equacoes diferenciais ordinéaria ao invés da resolucao das duas equacoes

diferenciais parciais (eqs. 5.2 e 5.3).
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5.5 CAMADA LIMITE LAMINAR COM GRADIENTE DE PRESSAO
- O METODO INTEGRAL DE KARMAN-POHLHAUSEN

Vamos considerar um sistema de coordenadas em que z é o comprimento do arco
medido ao longo da superficie do corpo e y é o comprimento normal a essa superficie.

Podemos escrever a equacao integral da camada limite, eq. 5.18, da seguinte forma:

do du T
227 4 (9 g — = ¥ 4
uem—l—(@—l—é)ue . (5.45)

Para resolver a eq. 5.45, assume-se uma fungao para o perfil de velocidade. Com
isso, pode-se calcular a espessura de deslocamento, a espessura de quantidade de movi-
mento e a tensao de cisalhamento. Essa funcao devera obedecer a condicao de nao-
escorregamento na parede, assim como a continuidade da velocidade no limite superior
da camada limite. Devera também, na presenca de gradiente de pressao positivo,
admitir perfis de velocidade, caso necessario, com um ponto de inflexdo. A funcao
escolhida é um polinomio de quarto grau, e é definido em termos de uma distancia
adimensionalizada medida a partir da parede n = y/d(x). Entao o polinémio é escrito
como:

56 = f(n) = an + bn* + en® + dn* (5.46)
e é vélido para o intervalo 0 < n < 1. Para n > 1 assume-se que u/u, = 1. Com o

intuito de determinar as quatro constantes a, b, ¢ e d, admite-se as seguintes condicoes

de contorno:

1. Condicao de nao-escorregamento: Para y = 0 tem-se que u = 0

2. Na parede, usando a eq. 5.3 e sabendo que v,, = 0, concluimos que o gradiente

de pressao e a tensao de cisalhamento na parede se relacionam da seguinte forma:

— @ _ldp _ _ due
Para y = 0 tem-se que Voge = pdx = Ue'gy

3. Admitindo que o campo de velocidade é continuo: Para y = § tem-se que u =

Ue ()

4. Para y = 0 nao existe tensao de cisalhamento %Z =0

Definindo o seguinte parametro adimensional (razao entre forgas de pressao e forgas

viscosas):
Ao (fdue _ _dp ¢
v dx dx pae /0

(5.47)
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e utilizando as condigoes de contorno, obtemos as seguintes expressoes para as con-

stantes: A
a=2+ 5 (5.48)
A
b = — -4
. (549
A
c=—-2+ 3 (5.50)
A
d=1—-— 5.51
) (5.51)
E entao o perfil de velocidade pode ser escrito como:
U A
— = F) +AG(n) = (20— 20"+ 1) + 2 (n = 3" + 35" — ") (5.52)
onde,
F(n)=2n-20"+n"=1-(1-n)*(1+n) (5.53)
1 1
Gn) = 5= 30"+ 30" —n") = en(1 =)’ (5.54)

O perfil de velocidade para o descolamento de camada limite ocorre quando (Ju/dy),, =
0, ou seja, quando a = 0. Isso acontece para A = —12. Pode-se demontrar também que
o perfil de velocidade no ponto de estagnagao corresponde a um valor de parametro
adimensional A = 7.052. Para valores A > 12 observa-se que u/u. > 1 e isso nao
corresponde a realidade. Entao, pode-se afirmar que o parametro adimensional A tém
significado fisico no intervalo —12 < A < 12. Usando a definicao de espessura de

deslocamento e a eq.5.46, obtém-se:

* 3 A

S [P - AGtin = =~ (5.55)

Usando a definicao de espessura de quantidade de movimento e a eq.5.46, resulta em:

0

5 = [1F@ vl - o - acwlan =g (¥ - - ) 6o

Da mesma forma, a tensdo viscosa na parede 7,, = pu(0du/0dy) é dada por:

A
=24 = (5.57)

Pode-se escrever a eq.5.45, quando multiplicada por 6/vu., na seguinte forma:

00’ 6\ ul6? w0
AA (2 + ) Zel T (5.58)
v 0 v LU
E conveniente definir um segundo parametro adimensional da seguinte maneira:
02 du,
K=— 5.59
v dx ( )
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Definindo também:

92
7 = — 5.60
; (5.60
Entao: p
Ue
K=7 5.61
o (5.61)

Combinando as eqs.5.47, 5.59 e 5.56, encontramos a seguinte relacao universal entre os

parametros adimensionais A e K:

37 1 1 2
K= —A—AQ) A 5.62
(315 045"~ 9072 (5.62)
Define-se H como:
. 10~ Si(K) (5.63)
H=—= — f '
0 35— e — wh’
e
Tl 1 37 1 1
—=(2+2A —A—AZ): K 5.64
Juite ( "6 ) (315 045"~ 0072 f(K) (5.64)
Combinando as equacoes anteriores, podemos escrever a eq.5.58 da seguinte forma:
1 dZ
gle g T2+ AE)K = fo(K) (5.65)

Se definirmos F'(K) como:

F(K) =2f(K) — 4K = 2K {1i(K) =

(5.66)
=2 (2L — (LA — 5A2) [2 - HOA 4+ (2 + L) A% + 52507
e combinando as equagoes 5.62, 5.63, 5.64, 5.66 e 5.65, podemos escrever:
dZ  F(K)
= = 5.67
dx Ue ( )
onde:
K = Zu, (5.68)

A eq.5.67 é uma equagao diferencial ordindria nao-linear de primeira ordem de Z = 62 /v
em funcao do comprimento z. O fato da fungao F(K) ter uma forma complexa néo
representa uma dificuldade na solugao da eq.5.67 pois F'(K) é uma fun¢ao universal
que é independente da forma do corpo. A relagao universal entre as fungoes K (A),
fi(K), fo(K) e F(K) é representada na tabela mostrada no apéndice B.

Ao analisar a eq.5.67, percebe-se que para o ponto de estagnacao (u. = 0) temos
uma singularidade se F(K) # 0. Entao para que a solugao numérica coincida com o
escoamento real, a fungao F(K) devera ser igual a zero no ponto de estagnacao, ou
seja:

F(K)=0= Ay =17.052 (5.69)
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ou
F(K)=0= Ky,=0.0770 (5.70)

Combinando as eqs.5.68 e 5.70, obtemos:

_ Ko _ 0.0770

r !
Uen Ueq

Zy (5.71)

O valor de Zj é necessario para aplicacao do método de Runge-Kutta na resolugao
da eq.5.67. O procedimento numérico para solucao do método de Karman-Pohlhausen

pode ser resumido nas seguintes etapas:

1. Calcula-se inicialmente, pelo método integral de contorno, a distribuicao de ve-
locidade externa wu.(x) ao longo da superficie do corpo, assim como a derivada

da velocidade externa em rela¢ao ao comprimento z, du,/dx;

2. Resolvendo a eq. 5.67 pelo método de Runge-Kutta obtemos Z(x) e, pela eq.
5.68 determina-se os valores do parametro adimensional K (z). Usando a eq.5.59,

obtém-se os valores de 6(z) ao longo de z;

3. Da eq. 5.62 ou da tabela do apéndice B encontra-se os valores de A(z) e

determina-se, se houver, o ponto de descolamento da camada limite;

4. Usando as eqgs. 5.63 e 5.64 ou a tabela do apéndice B encontra-se os valores da
distribuigao de espessura de deslocamento §*(z) e da distribui¢ao de tensao de

cisalhamento 7, (z);

5. A distribuigao da espessura da camada limite ao longo do comprimento x é obtida

por meio da eq. 5.55;

6. Por fim, o perfil de velocidade é encontrado por meio da eq. 5.52.

Ao tragar o gréfico da fungao F'(K') dada pela eq. 5.66, percebe-se que essa fungao varia
quase que linearmente em fungao de K. Entao a fungao F'(K) pode ser representada,

sem muita perda de acuidade, pela seguinte funcao linear:
F(K)=0470 - 6K (5.72)
Entao a eq. 5.67 pode ser escrita como:
dz

o = 0.470 — 6K 5.73
Uer (5.73)
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E, substituindo os valores originais de Z e de K:

d [ u.6? 0% 1 du,
(“ ) = 0470 — (6 — 1) — 2 (5.74)

dx v vV U, dx

A eq. 5.74 é uma equacao diferencial para u.6%/v. Integrando essa equacaio:

02 0470 o
uet” _ 0 70/ wlde (5.75)
0

v up

Entao a partir da eq. 5.75, podemos calcular os valores de f(x) e entdao seguir as

mesmas etapas descritas anteriormente.

5.5.1 VALIDACAO DO METODO DE KARMAN-POHLHAUSEN

Foi elaborado um cédigo escrito na linguagem de programacao FORTRAN, que deter-
mina as propriedades do escoamento dentro de uma camada limite laminar submetida
a um gradiente de pressao arbitrario. O coédigo usa o método de Karméan-Pohlhausen
descrito na secao anterior. Para validar esse cédigo, iremos comparar os resultados da

equacao de Falkner-Skan com os resultados do método em questao.

5.5.1.1 RESULTADOS DA ESPESSURA DA CAMADA LIMITE

A figura 5.7 representa os resultados de espessura da camada limite pela equacgao de
Falkner-Skan e pelo método de Karméan-Pohlhausen. O escoamento fora da camada
limite obedece a equagao do tipo lei de poténcia (eq.5.33), com C = 1 e m = 0

(gradiente de pressao nulo).
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Figura 5.7: Espessura da camada limite ao longo de z.

A figura 5.8 representa os resultados da espessura da camada limite pela equagao de
Falkner-Skan e pelo método de Karméan-Pohlhausen. O escoamento fora da camada
limite obedece a equagao do tipo lei de poténcia (eq.5.33), com C' =1 e m = 0.15

(gradiente de pressao favordvel). A figura 5.9 representa os resultados de espessura da
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Figura 5.8: Espessura da camada limite ao longo de .

camada limite pela equagao de Falkner-Skan e pelo método de Karman-Pohlhausen. O
escoamento fora da camada limite obedece a equagao do tipo lei de poténcia (eq.5.33),

com C'=1em = —0.05 (gradiente de pressao adverso).
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Figura 5.9: Espessura da camada limite ao longo de z.

Percebe-se pelas figuras 5.7, 5.8 e 5.9, que o método de Karman-Pohlhausen prevée
uma espessura de camada limite maior que a solucao da equacao de Falkner-Skan.
Essa diferenca entre os resultados é maior para o caso de gradiente de pressao adverso

e vale cerca de 20%.

5.5.1.2 RESULTADOS DA DISTRIBUICAO DA TENSAO DE CISALHAMENTO

A figura 5.10 representa os resultados da distribuicao da tensao de cisalhamento na
parede ao longo de x pela equacao de Falkner-Skan e pelo método de Karman-Pohlhausen.
O escoamento fora da camada limite obedece a equagao do tipo lei de poténcia (eq.5.33),

com C' =1 e m =0 (gradiente de pressao nulo).

A figura 5.11 representa os resultados da distribuicao da tensao de cisalhamento na
parede ao longo de z pela equacgao de Falkner-Skan e pelo método de Karman-Pohlhausen.
O escoamento fora da camada limite obedece a equagao do tipo lei de poténcia (eq.5.33),

com C'=1em = 0.15 (gradiente de pressao favordvel).

A figura 5.12 representa os resultados da distribuigao da tensao de cisalhamento na
parede ao longo de x pela equacao de Falkner-Skan e pelo método de Karman-Pohlhausen.
O escoamento fora da camada limite obedece a equagao do tipo lei de poténcia (eq.5.33),

com C'=1em = —0.05 (gradiente de pressao adverso).
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Figura 5.10: Tensao de cisalhamento na parede ao longo de z.

0.015 -

Falkner Skan (c=1 e m=0.15)

— — — - Karman Pohlhausen

0.01

0.005

Tensao de cisalhamento na parede

! R - | -
0 0.25 0.5 0.75 1

Comprimento x

Figura 5.11: Tensao de cisalhamento na parede ao longo de z.

Das figuras 5.10, 5.11 e 5.12, percebe-se uma boa concordancia entre os resultados
da equagao de Falkner-Skan e do método de Karman-Pohlhausen. Pode-se concluir
também que para valores pequenos de x, temos que a tensao de cisalhamento é maior
para o caso de gradiente de pressao adverso do que para o caso de gradiente de pressao
favoravel. Ja para valores grandes de x, a tensao de cisalhamento no caso de gradiente

de pressao favoravel é maior do que para o caso de gradiente de pressao adverso.
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Figura 5.12: Tensao de cisalhamento na parede ao longo de z.

5.5.1.3 RESULTADOS DA ESPESSURA DE DESLOCAMENTO

A figura 5.13 representa os resultados de espessura de deslocamento da camada limite
pela equacao de Falkner-Skan e pelo método de Karman-Pohlhausen. O escoamento
fora da camada limite obedece a equagao do tipo lei de poténcia (eq.5.33), com C' =1

e m = 0 (gradiente de pressao nulo).
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Figura 5.13: Espessura de deslocamento da camada limite ao longo de .

A figura 5.14 representa os resultados de espessura de deslocamento da camada limite

pela equacao de Falkner-Skan e pelo método de Karman-Pohlhausen. O escoamento
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fora da camada limite obedece a equagao do tipo lei de poténcia (eq.5.33), com C' =1

e m = 0.15 (gradiente de pressao negativo).
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Figura 5.14: Espessura de deslocamento da camada limite ao longo de .

A figura 5.15 representa os resultados de espessura de deslocamento da camada limite

pela equacao de Falkner-Skan e pelo método de Karman-Pohlhausen. O escoamento

fora da camada limite obedece a equagao do tipo lei de poténcia (eq.5.33), com C' =1

e m = —0.05 (gradiente de pressao positivo).
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Figura 5.15: Espessura de deslocamento da camada limite ao longo de z.

As figuras 5.13, 5.14 e 5.15 mostram uma excelente concordancia entre os resultados

de espessura de deslocamento da equacao de Falkner-Skan e do método de Karman-
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Pohlhausen. Os resultados mostram que o crescimento da espessura de deslocamento
ao longo do comprimento x ¢ maior para o caso de gradiente de pressao adverso quando

comparado com o caso de gradiente de pressao favoravel.

5.5.1.4 RESULTADOS DA ESPESSURA DE QUANTIDADE DE MOVIMENTO

A figura 5.16 mostra os resultados de espessura de quantidade de movimento da ca-
mada limite pela equacao de Falkner-Skan e pelo método de Karmén-Pohlhausen. O
escoamento fora da camada limite obedece a equagao do tipo lei de poténcia (eq.5.33),

com C'=1e m =0 (gradiente de pressao nulo).
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Figura 5.16: Espessura de quantidade de movimento da camada limite ao longo de x.

A figura 5.17 mostra os resultados de espessura de quantidade de movimento da ca-
mada limite pela equacao de Falkner-Skan e pelo método de Karmén-Pohlhausen. O
escoamento fora da camada limite obedece a equagao do tipo lei de poténcia (eq.5.33),

com C'=1em = 0.15 (gradiente de pressao negativo).

A figura 5.18 mostra os resultados de espessura de quantidade de movimento da ca-
mada limite pela equacao de Falkner-Skan e pelo método de Karmén-Pohlhausen. O
escoamento fora da camada limite obedece a equagao do tipo lei de poténcia (eq.5.33),

com C'=1em = —0.05 (gradiente de pressao positivo).

As figuras 5.16, 5.17 e 5.18 mostram uma excelente concordancia entre os resultados
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Figura 5.17: Espessura de quantidade de movimento da camada limite ao longo de x.
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Figura 5.18: Espessura de quantidade de movimento da camada limite ao longo de .

de espessura de quantidade de movimento da equacao de Falkner-Skan e do método de
Karman-Pohlhausen, com uma diferenca maxima de 6%. Os resultados mostram que
o crescimento da espessura de quantidade de movimento ao longo do comprimento x é
maior para o caso de gradiente de pressao adverso quando comparado com o caso de

gradiente de pressao favordvel.
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5.5.1.5 RESULTADOS DO PERFIL DE VELOCIDADE

A figura 5.19 mostra os resultados dos perfis de velocidade para x = 0.2 e x = 0.8 uti-
lizando a equagao de Falkner-Skan e o método de Karman-Pohlhausen. O escoamento
fora da camada limite obedece a equagao do tipo lei de poténcia (eq.5.33), com C' =1

e m = 0 (gradiente de pressao nulo).
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Figura 5.19: Perfil de velocidade em © = 0.2 e em « = 0.8

A figura 5.20 mostra os resultados dos perfis de velocidade para z = 0.2 e x = 0.8 uti-
lizando a equagao de Falkner-Skan e o método de Karman-Pohlhausen. O escoamento
fora da camada limite obedece a equagao do tipo lei de poténcia (eq.5.33), com C' =1

e m = 0.15 (gradiente de pressao favoravel).

A figura 5.21 mostra os resultados dos perfis de velocidade para z = 0.2 e x = 0.8 uti-
lizando a equagao de Falkner-Skan e o método de Karman-Pohlhausen. O escoamento
fora da camada limite obedece a equagao do tipo lei de poténcia (eq.5.33), com C' =1

e m = —0.05 (gradiente de pressao adverso).
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Figura 5.20: Perfil de velocidade em x = 0.2 e em z = 0.8
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Figura 5.21: Perfil de velocidade em x = 0.2 e em 2 = 0.8

As figuras 5.19, 5.20 e 5.21 mostram uma excelente concordancia entre os perfis de
velocidade da equacao de Falkner-Skan e do método de Karman-Pohlhausen. Os re-

sultados mostram, em particular, que para gradientes de pressao adverso a solucao de
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Falkner-Skan fornece um valor da derivada da velocidade em relacao a y na parede,
(du/dy)., um pouco menor do que o valor fornecido pelo método de Karman-Pohlhausen.
Entao, a partir dessa observagao, pode-se concluir que a equacao de Falkner-Skan preve
o ponto de separacao da camada limite numa posicao x menor que a previsao dada

pelo método de Karman-Pohlhausen.

5.5.2 APLICACOES DO METODO DE KARMAN-POHLHAUSEN EM
CONJUNTO COM O METODO INTEGRAL DE CONTORNO

O tratamento de um escoamento em altos nimeros de Reynolds, em torno de uma
geometria arbitraria, ¢ muito bem representado dividindo-se o dominio do escoamento

em duas regioes:

e regiao externa a camada limite, onde o escoamento pode ser modelado como

sendo irrotacional e inviscido e a teoria potencial pode ser usada.

e regiao da camada limite onde é assumido como hipdtese que nao ha separacao
de camada limite e que a mesma é bastante delgada quando comparada com um
comprimento caracteristico da geometria. O método de de Karman-Pohlhausen

¢ usado para representar essa regiao, desde que o escoamento seja laminar.

Na fronteira entre essas duas regioes citadas devera haver continuidade das propriedades

do escoamento.

Na figura 5.22 é mostrado os resultados do método de Karman-Pohlhausen para a
espessura da camada limite laminar ao longo do extradorso do aerofélio naca 0012 e

do aerofdlio selig 1223, ambos com angulo de ataque igual a 2 graus.
Observe que os dados sao mostrados até o ponto previsto de separacao da camada
limite laminar. Para o aerofélio naca 0012 o ponto de separacao da camada limite vale

67% da corda, enquanto que para o aerofdlio selig 1223 esse ponto vale 35% da corda.

Na figura 5.23, para os mesmos aerofélios, é mostrado os resultados do método de

Karman-Pohlhausen para a tensao de cisalhamento ao longo do extradorso dos aerofélios.
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Figura 5.22: Espessura da camada limite dos aerofdlios naca 0012 e selig 1223
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Figura 5.23: Tensao de cisalhamento na parede dos aerofélios naca 0012 e selig 1223

A seguir, na figura 5.24, para os mesmos aerofélios citados anteriormente, sao mostrados

os resultados do método de Karman-Pohlhausen para o fator de forma H = §*/6 ao

longo do extradorso dos aerofélios.
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Figura 5.24: Fator de forma dos aerofélios naca 0012 e selig 1223

A figura 5.25 mostra o perfil de velocidade na camada limite para z = 0.1 e x = 0.6

do aerofdlio naca 0012 com angulo de ataque igual a dois graus.
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Figura 5.25: Perfis de velocidade do aerofdlio naca 0012 em z = 10%corda e x = 60%corda
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A figura 5.26 mostra o perfil de velocidade na camada limite para z = 0.1 e z = 0.34

do aerofdlio selig 1223 com angulo de ataque igual a dois graus.
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Figura 5.26: Perfis de velocidade do aerofélio selig 1223 em x = 10%corda e x = 34%corda

5.6 CAMADA LIMITE TURBULENTA COM GRADIENTE DE PRESSAO
- O METODO INTEGRAL DE HEAD

O método de Head considera que o escoamento dentro da camada limite é turbulento.
Porém, na borda da camada limite, considera-se que o escoamento € isento de flutuacoes
e é feito um balanco de massa nessa regiao. O fluxo volumétrico de fluido no interior

da camada limite é dado por:
o(x)
Q(z) = / udy (5.76)
0

A velocidade de penetracao do fluido na borda da camada limite F, de acordo com a

equacao da continuidade, é:

_dQ
B=* (5.77)

A figura 5.27 representa os fluxos volumétricos na camada limite. Combinando a eq.5.76

com a defini¢cao de espessura de deslocamento eq.5.37 obtemos:

L 4 (5.78)

Ue
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Figura 5.27: Fluxo volumétrico nas fronteiras da camada limite.

Entao, combinando as eqs.5.77 e 5.78:

d
E=—u.,(6—46" 5.79
(5 0) (5.79)
Se definirmos H; como: 5 s
Hy = — (5.80)
0
podemos escrever a eq.5.79 como sendo:
d
E = — (u.0H) (5.81)

dx
O método assume que a velocidade adimensionalizada de penetracao do fluido na borda
da camada limite, F/u., depende apenas de H;. Cebeci e Bradshaw, a partir de dados

experimentais de camada limite turbulenta, proporam as seguintes correlagoes:

1d
u—%(ueem) = 0.0306(H, — 3) 016 (5.82)

Hy =33+ 0.8234(H — 1.1)"*%7 para H < 1.6
Hy = 3.3+ 1.5501(H — 0.6778)73%4 para H > 1.6 (5.83)

Podemos reescrever a fungao inversa da eq. (5.83), que relaciona H em funcao de Hj:

H =30 para H <3.3
H =0.6778 + 1.1536(H; — 3.3)7%3%% para 3.3 < H; <5.3

(5.84)
H=11+086(H, —3.3)"°"" para H; >5.3
Relembrando a equagao integral da camada limite, eq.(5.19), temos:
dd ¢ 0 du,.
= Ef —(H+2) -~ (5.85)

Entao as equagoes (5.82), (5.83) e (5.85) representam trés equagoes para quatro incégnitas
0, H, Hy e c;. Precisa-se entao de mais uma equagao para o problema ser resolvido.

Essa equacao ¢é a correlacao para o coeficiente de friccao proposta por Ludwieg-Tillman:
cp = 0.246 x 10706™8H pe 0-268 (5.86)
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A correlacao acima foi obtida por meio de dados experimentais para camada limite

turbulenta.

5.6.1 SOLUCAO NUMERICA DO METODO DE HEAD

O procedimento para solugao numérica é descrito abaixo:

1. Sao dados inicialmente os valores de H e de 6 correspondentes a estagao i. Com

esses valores, encontra-se o valor de ¢y, da estacao 4, por meio da equacao (5.86);

2. Com esses valores e sabendo-se os valores da velocidade e de sua derivada fora da
camada limite (u, e du./dx dados pelo método integral de contorno), resolve-se
aeq. (5.85) pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem e obtém-se o valor de

0 da estacao i + 1;

3. Com os valores de 6 e u, conhecidos para a estacao i + 1 resolve-se a eq. (5.82),
também pelo método de Runge-Kutta, e determina-se o valor de H; para a mesma

estacao;

4. Sabendo-se o valor de H; para a estagao i + 1, determina-se o valor de H para

estagdo a mesma estacao, usando-se a eq. (5.84);

5. Repete-se todo o procedimento descrito n — 1 vezes para determinacao das pro-
priedades das estacoes ¢+ = 1,2,...,n, onde n é o nimero total de estacoes que
representam o aerofélio (dado pelo método integral de contorno) ou a estacao

onde ha separacao da camada limite.

5.6.2 RESULTADOS NUMERICOS DO METODO DE HEAD

Foi elaborado um cédigo escrito na linguagem de programacao FORTRAN, que de-
termina as propriedades do escoamento dentro de uma camada limite turbulenta sub-
metida a um gradiente de pressao arbitrario. O cédigo utiliza o método de Head

descrito na se¢ao anterior.

Na figura 5.28 sao mostrados os resultados do método de Head ao longo do extradorso

do aerofélio naca 0012 com angulo de ataque igual a 2 graus. Considera-se, para
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esse caso, que a transicao de camada limite laminar para camada limite turbulenta
ocorre a 48% da corda, de acordo com o método de Michel (ver apéndice C). Entao,
para aplicacao do método de Head, especifica-se os valores iniciais da espessura de
quantidade de movimento 0 e do fator de forma Hy. Sabe-se que existe uma regiao onde
ocorre a transicao da camada limite e que, nessa regiao, a espessura de quantidade de
movimento nao varia muito, enquanto que o fator de forma diminui consideravelmente.
Entao, de modo geral, o método de Head considera como valor inicial para 6y o valor
de 6 dado pelo modelo de camada limite laminar no ponto de transicao. Para o valor
de Hy, como existe uma diminuicao de H na transicao, considera-se empiricamente que
o valor inicial do fator de forma Hj é igual a 1.4 (que corresponde ao caso da transigao

de camada limite num escoamento sobre uma placa plana).

O resultado da espessura de camada limite ao longo da corda, para o aerofélio naca
0012, é apresentado na figura 5.28. A regiao laminar é dada pelo método de Karman-

Pohlhausen, enquanto que a regiao turbulenta é resultado do método de Head.
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Espessura da camada limite

0.01

L
0.25 0.5 0.75 1
Comprimento x

Figura 5.28: espessura da camada limite ao longo da corda para o aerofélio naca 0012

E importante observar que a analise feita considera que nao existe a regiao de transicao.
Entao existe uma mudanca abrupta de espessura de camada limite, de acordo com a
figura (5.28).
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O grafico do fator de forma ao longo da corda, para o aerofdlio naca 0012, é apresentado
na figura 5.29. A regiao laminar é dada pelo método de Karman-Pohlhausen, enquanto

que a regiao turbulenta ¢é resultado do método de Head.

Fator de forma

0.5

0 1 1
0.25 0.5 0.75 1

Corda

Figura 5.29: Fator de forma H ao longo da corda para o aerofdlio naca 0012

Foi visto anteriormente que, para camada limite laminar, o método de Karman-Pohlhausen
preveé separagao de camada limite (tens@o de cisalhamento igual a zero) para H > 3.5.
No caso de camada limite turbulenta, o método de Head nao prevé a situacao em que
a tensao de cisalhamento é igual a zero, pois de acordo com a eq.(5.86), o coeficiente de
friccao ¢ nulo somente quando H — oo. Essa é uma limitacao da correlacao proposta.
Analisando varios dados experimentais admite-se, como primeira aproximacao, que a
separacao da camada limite turbulenta acontece para um fator de forma H > 2.4.
Entao, para o caso da figura (5.29), ndo ha descolamento da camada limite tanto na
parte laminar como na parte turbulenta. Novamente, ha um salto das propriedades
para x = 48% da corda, pois no modelo adotado nao existe uma regiao de transigao

da camada limite.
O resultado do coeficiente de fricgao na parede ao longo da corda, para o aerofélio naca

0012, é apresentado na figura 5.30. A regiao laminar é dada pelo método de Karman-

Pohlhausen, enquanto que a regiao turbulenta é resultado do método de Head.
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Figura 5.30: Coeficiente de friccao ¢y ao longo da corda para o aerofélio naca 0012

Como era de se esperar, a camada limite turbulenta proporciona um aumento do coe-

ficiente de friccao quando comparado com a camada limite laminar.

117



6 APLICACAO DO METODO INTEGRAL DE
CONTORNO PARA ESCOAMENTOS POTENCIAIS
BIDIMENSIONAIS TRANSIENTES

Neste capitulo é apresentado o método integral de contorno que
foi implementado para determinar o campo de velocidade e de
pressao e as forcas associadas sobre um aerofolio num escoa-
mento potencial transiente. O método em questdo considera o
aerofdlio movendo-se no fluido e trata o problema em termos de
um sistema de referéncia nao-inercial fizo no corpo. Os resul-
tados mostram a formacao de uma esteira de pontos de vortices
distribuidos atrdas do aerofdlio em conseqiiéncia da vorticidade
emitida no bordo de fuga. O sistema de equagdes resultantes é
nao-linear e € resolvido por um método de eliminacdo de Gauss

iterativo.

6.1 INTRODUCAO

O estudo de escoamentos transientes é de fundamental importancia. Grande parte dos
escoamentos que ocorrem na natureza sao transientes. A experiéncia mostra que é
necessario considerar a influéncia da esteira nas superficies aerodinamicas. Em muitos
casos essa influéncia causa efeitos negativos. Um exemplo disso é o fenomeno de "flut-
ter”. Outras vezes a interferéncia da esteira pode prevenir uma separagao da camada

limite.

Para o estudo de um escoamento transiente em torno de um aerofélio, um parametro
adimensional de grande importancia é a freqiiéncia reduzida, k = we/Us = 27 fc/Us.
O numero de Strouhal St se relaciona com a frequéncia reduzida da seguinte maneira
k = 2nSt onde St = fec/Uy. Outro parametro adimensional importante no estudo
do escoamento em torno de um aerofdlio que tem movimento de oscilagao vertical é a
velocidade de oscilagao vertical, V,, = kh onde h é a amplitude de oscilacao dividida
pela corda do aerofdlio. Métodos analiticos e semi-analiticos para descrever escoa-

mentos transientes em torno de aerofélios delgados foram implementados no passado
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[29]]46][49]. Posteriormente, com o advento dos computadores, o método integral de
contorno se tornou bastante difundido [3][21][34] e foi utilizado para simular escoamen-
tos nao-estaciondrios em torno de aerofdlios [7][14][15][25]. O presente trabalho é uma
aplicagao do método integral de contorno para descrever escoamentos transientes em

torno de aerofélios. Para isso, utiliza-se a metodologia encontrada em [7].

6.2 FORMULACAO DO PROBLEMA

O problema consiste em descrever o escoamento de um aerofélio que se move arbi-
trariamente. Sao adotados dois sistemas de coordenadas: um sistema de coordenadas
inercial (X, Z) e outro, nao-inercial, que se move junto com o aerofélio (z,z). Por
simplicidade, assume-se que, no instante ¢ = 0, o sistema de coordenadas inercial co-
incide com o sistema de coordenadas nao-inercial. Para um instante ¢ > 0 qualquer, o
movimento da origem do sistema de coordenadas nao-inercial é descrito em relagao ao

sistema de coordenadas inercial da seguinte forma:

Ro(t) = Xoi 4+ Zok = Uti + Witk (6.1)

O(t) = 6j = qtj (6.2)

o) 7

Figura 6.1: Sistemas de coordenadas inercial e nao-inercial

Da fig. 6.1 podemos concluir que:
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E, derivando a eq. 6.3 em relagao ao tempo, obtemos:
V=Vo+Qx7+7 (6.4)

A eq. 6.4 relaciona a velocidade num ponto P qualquer descrita no sistema de co-
ordenadas nao-inercial com a velocidade do mesmo ponto descrita no sistema de co-
ordenadas inercial. Se escolhermos o ponto P como sendo um ponto do aerofélio,
encontra-se:

V=Vy+Qx7 (6.5)

que é a velocidade de um ponto qualquer da superficie do aerofélio, descrita no sistema

de coordenadas inercial. A velocidade do escoamento em relacao a superficie € igual a

—

-V.

Para escoamentos potenciais, podemos definir o potencial de perturbacao ¢(X, Z,t) no
sistema de coordenadas inercial (que é igual ao potencial total no mesmo sistema de
coordenadas). A equagao da continuidade pode ser escrita, em termos do potencial,
como:

V2¢ =0 (no sistema de coordenadas inercial) (6.6)

Uma das condigdes de contorno para a eq. 6.6 (equacao de Laplace) é a condigao

cinematica de que a velocidade normal a superficie do aerofélio ¢ nula, ou seja:
(ng - ‘7) -1 =0 (no sistema de coordenadas inercial) (6.7)

Outra condigao de contorno para a eq. 6.6 é que a perturbacao causada pelo movimento
do aerofdlio tende a zero a medida que se afasta do mesmo:

o lim Vo=0 (6.8)

Para o caso de escoamentos transientes, como o estudado nesse capitulo, o principio da
invariancia de circulagao estabelecido por Kelvin deve ser obedecido. Entao, o momento
da quantidade de movimento num escoamento potencial permanece constante, ou seja,
a circulagao I' ao redor de uma curva que contorna o aerofélio e sua esteira nao se

altera:
dl’ B

i
Para impor a condicao real de que o bordo de fuga é o ponto de estagnacao posterior do

0 (6.9)

aerofdlio e que as pressoes em cima e em baixo do bordo de fuga s@o iguais (condigao
questionada para o caso transiente [37]), utiliza-se a equagao de Bernoulli transiente.
Analisando essa equagao conclui-se que o angulo em que a esteira de vorticidade deixa o

bordo de fuga depende da taxa de variacao da circulacao ao longo do tempo. No método
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numérico implementado nesse trabalho, esse angulo é parte da solucao do problema e

sera discutido posteriormente.

A solucao desse problema, que é dependente do tempo, fica mais facilmente resolvida
se utilizarmos o sistema de coordenadas nao-inercial. Consequentemente deve-se esta-
belecer uma relacao de transformacao entre os dois sistemas de coordenadas. Isso é
feito usando-se a regra da cadeia no calculo das derivadas. Por exemplo, o termo 9/0X

é calculado da seguinte forma:

Xt et I (6.10)
Da mesma forma, as derivadas do potencial em relacao ao tempo sao relacionadas nos
dois sistemas de coordenadas por:

26

ot inercial

[t 0xi] ve+ 22 (6.11)

ot nao inercial

E importante ressaltar que o potencial total no sistema de coordenadas inercial (que
¢ igual ao potencial de perturbac¢do no mesmo sistema) ¢ é igual ao potencial de per-
turbacao no sistema de coordenadas nao-inercial ¢, ja que o potencial ¢ uma grandeza
escalar e nao depende do sistema de coordenadas escolhido. Sabe-se que a equagao da
continuidade também nao depende do sistema de coordenadas escolhido e que a mesma
é conhecida como equacao de Laplace para um escoamento potencial. Entao a equacao

de Laplace é valida também para o sistema de coordenadas nao-inercial:
V3¢ =V?p =0 (nosistema de coordenadas nao inercial) (6.12)

As condigoes de contorno da eq. 6.12 sao as mesmas que as condigoes de contorno da

eq. 6.6 s6 que em relagao ao sistema de coordenadas nao-inercial.

6.3 METODO INTEGRAL DE CONTORNO PARA O CASO BIDIMEN-
SIONAL TRANSIENTE

Nesta secao desenvolveremos o método integral de contorno bidimensional para resolver
a equacao de Laplace em termos das distribui¢oes de singularidades na superficie do

corpo arbitrario. Para atingir esse objetivo, usaremos a teoria de funcoes de Green .

Escrevendo a segunda identidade de Green [24]:

/ (¢1V¢2 — (’02v¢1> -ndS = / (g01V2<,02 — ¢2V2g01)dV (613)
S \%
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onde ¢; e @9 sao fungoes escalares de posicao. V' e S representa o volume e a fronteira
de uma regiao arbitraria do escoamento e n é o vetor unitario normal a superficie S.
As fungoes @1 e @9 sao harmonicas e entao o lado direito da Eq.6.13 é igual a zero,

resultando na relagao reciproca:

/ 01V by - ndS = / 29V by - ndS (6.14)
S S

Vamos considerar um corpo arbitrario com superficie Sg, uma esteira Sy e uma su-
) w
perficie externa S, no infinito como mostrado na Fig. 6.2. O vetor unitario n; ou n é

definido apontando para fora da regiao de interesse. Entao, n; = —n.

Figura 6.2: Corpo arbitrario para descricao do escoamento potencial bidimensional transiente

Na Eq. 6.14 a integral de superficie é para todas as fronteiras. Considere ¢; a solugao
fundamental G = Inr /27, o potencial nao conhecido py = ® e S = SpU Sy U Sy. De
acordo com a Fig. 6.2 ® é o potencial total no dominio V5 (i.e. fora do corpo) e ¢; é o
potencial de uma fonte que é singular quando » — 0. Quando existe uma singularidade
localizada em zy no dominio V5, é necessario exclui-la da regiao de integragao. Essa
singularidade é entao cercada por uma pequena esfera de raio €. Fora da esfera, no
restante do dominio V5, o potencial ¢; satisfaz a equacao de Laplace. O potencial
9 satisfaz a equacao de Laplace em todo o dominio V5. Entao a relacao reciproca,
aplicada ao dominio V5 subtraido do volume da singularidade, pode ser escrita da

seguinte maneira:

G(r)V®) - ndS — OVG -ndS =0 6.15
/SB,SW,SE,SJ ()V®)-nds — [ (@YG() n (6.15)

onde a fungao de Green corresponde a uma fonte pontual G(r) = Inr /27 e o potencial
de dipolo é dado por VG(r) = V (Inr)/2m. Aqui, r = x — X¢ com z sendo um ponto

arbitrario do escoamento e x( as coordenadas da singularidade.

Considerando a integral sobre S. que contém a singularidade, podemos escrever para
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o limite quando ¢ tende a zero:

. , Ine 0P
. , 1
_ 16% a OVG(r) -ndS = ZE% . CI)Q—mdS = P(x) (6.17)
Consequentemente a Eq. 6.15 se reduz a:
®(x0) = — / G(r)V® - ndS+ OVG(r) - ndS (6.18)
SB,Sw,Seo 5B,Sw,Se

As duas integrais do lado direito da equacao acima representam a funcao de Green
G(r) = Inr/2m ao longo da superficie e a fun¢ao de Green VG(r) = (1/27) V (Inr) - n
orientada perpendicularmente a superficie, ou seja, distribuicoes de fontes e de dipolos

na superficie, respectivamente.

Agora considere a situacao em que o escoamento de interesse V] ocorre no interior do
aerofdlio e de sua esteira de vorticidade Sg U Sy, e que o potencial total é denotado
por ®;. Para esse escoamento o polo xy (que estd na regiao V3) é exterior a Sp U Sy,
e usando a Eq. 6.14 resulta em:

/ GV, - mdS — O, VG -mdS = 0 (6.19)

Sp,Sw Sp,Sw

Uma equagao mais apropriada pode ser obtida em termos da diferenca ® — ®; e de seu
gradiente na superficie. Para isso, subtrai-se-se a Eq. 6.18 da Eq. 6.19 lembrando-se

que n; = —n:

d(x) = — [5, G(r)V(® — ®;) - ndS + [5, (P — ;) VG(r) - ndS—
— Js,, G(r)V(® — ®@;) - ndS + [g,, (& — P;)VG(r) - ndS— (6.20)
—J5. G(r)V® -ndS + [¢_ ®VG(r) - ndS

A integral sobre S, na Eq. 6.20 é definida como o potencial nao perturbado ¢>°(xo):

0 (xg) = —/ G(T)V@-ndSJr/SOO OVC(r) - ndS (6.21)

A velocidade normal a esteira de vorticidade é continua de tal forma que 0®/dn —

0®;/0On = 0. Também temos que a esteira é suficientemente delgada de tal forma que

se sua espessura tende a zero (dyy — 0). Considerando essas hipdteses, obtemos:
Jim, (= S,y G(r)(0®/On — 0;/On)dS + [g,, (B — ®;)VG(r) - ndS) = 622)
=[5, (Pv — ®L)VG(r) - ndS

onde ®; é o potencial total em cima da esteira e @, é o potencial total abaixo da esteira.

Entao a Eq. 6.20 reduz-se a uma equagao integral de contorno onde o potencial total
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em um ponto qualquer no escoamento é funcao da distribuicao de fontes e dipolos na

superficie do corpo:

d(xg) = ™ — s G(r)a%((b —®,)dS + s, (® — D,)VG(r) - ndS+

(6.23)
+ [, (P — @L)VG(r) - ndS

A equacao 6.23 determina o valor de ®(xp) em termos da diferenca —pu = & — P,
chamado de intensidade do dipolo e —o = 0®/dn — 0®;/0On chamado de intensidade
da fonte. Entao o problema é resolvido quando as distribuicoes de fontes e de dipolos
sao determinadas. O sinal negativo em p e o é porque o vetor normal n aponta para

o interior do aerofélio Sg. A eq. 6.23 é escrita entao como:

D (xp) = > + ., oG(r)dS — /SB u(fn (G (r))dS — /SW ’uﬁan (G (r))dS (6.24)

Pode-se demonstrar [19] que uma distribui¢ao superficial de dipolo corresponde a uma
distribuicao superficial de vértice com uma ordem a menos mais um anel de vértices
com intensidade igual a diferenca entre os valores de intensidade de dipolo na fronteira
entre dois elementos. Entao com base no exposto acima e na eq. 6.24, podemos
expressar o potencial total de um escoamento potencial em termos de um potencial
nao perturbado, uma distribuicao superficial de fontes e uma distribuicao superficial

de vértices:

Oxo) ==+ [ T lnrdS - / 7 9ds — / 7 9ds (6.25)
SB 27'(- SB 27T Sw 7T
Temos que o potencial total ® () no sistema de coordenadas nao-inercial é igual ao

potencial de perturbagao ¢ mais o potencial do escoamento nao perturbado >, ou

seja:
P (z0) = ¢ + ¢~ (6.26)
Onde:
Ve® = —Vo— QO x7 (6.27)
Vo=V¢=V (6.28)
Vo =7 (6.29)

A velocidade de perturbacao de um ponto qualquer do escoamento, usando a defini¢ao

de potencial, é dada por:

Vo (xo) = /S va (lnr)dS — 6)ds — /S %V(e) ds (6.30)

B 4T SB

Para impor a condicao cinematica de que a velocidade normal a superficie do aerofélio

¢ nula, substituimos as eqs. 6.5 e 6.7, mas em relacao ao sistema de coordenadas
nao-inercial, em 6.30 e entao obtemos:

{Jsy £V (Inr)dS — g, £V (0)dS — [g,, £V (0)dS — Vo — A x 7} -7 =0

(no sistema de coordenadas nao inercial)

(6.31)

124



Como veremos adiante, a eq. 6.31 é utilizada, juntamente com outras condicoes de
contorno, para encontrar os valores das intensidades das distribuicoes superficiais de
fonte o e de vortice . Feito isso, pode-se facilmente determinar o campo de velocidade

na superficie do aerofélio usando a seguinte equagao:

Vo={Js, £V (Inr)dS — g, LV (0)dS — [g, £V (0)dS — Vo — G x 7} - &

(no sistema de coordenadas nao inercial)

(6.32)

Uma vez determinado o campo de velocidade do escoamento, pode-se determinar o

campo de pressao usando a equacao de Bernoulli transiente, de acordo com a eq. 6.11

para mudancga do sistema de coordenadas:

pee=p _ 1 [(98)* L (9\?| _ (T} £ G x 7). 9¢
p 2 |:<8x> + (82) :| (‘/O + Q x T) V¢ + Ot nao inercial (633)
(no sistema de coordenadas nao inercial)

E se usarmos a definicao de coeficiente de pressao, obtemos:

2 = = 2 0

_ p— pref _ (V¢)2
P (1/2) pvfef Ugef U'ref Uzef 815 nao inercial

6.4 CONDICAO DE KUTTA PARA ESCOAMENTO TRANSIENTE

Seja um aerofélio num escoamento transiente. A circulagdo I'(¢) em torno do aerofdlio
varia com o tempo t. Sabe-se, pelo teorema de Kelvin, que a circulacao em torno
do aerofélio e da sua esteira de vorticidade deve permanecer constante ao longo do
tempo. Entdo uma vorticidade de intensidade (OI'/0t) 6t é emitida do bordo de fuga do
aerofdlio, no intervalo de tempo dt, e é convectada pelo escoamento. Se considerarmos,
como no escoamento permanente, que as velocidades em cima e em baixo do bordo de
fuga sao iguais, entao as pressoes em cima e em baixo do bordo de fuga serao diferentes,
pois de acordo com a equacao de Bernoulli transiente, existe uma descontinuidade
0¢ /0t no bordo de fuga associada com OI'/Jt. Admitir uma diferenca de pressdo no
bordo de fuga é, a principio, inaceitavel. Se o angulo do bordo de fuga « do aerofdlio for
diferente de zero, entao existem trés hipdteses para direcao e magnitude do escoamento

nessa regiao, conforme as figuras 6.3 a 6.5(b):
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Figura 6.3: Hipdtese 1 - Velocidade igual a zero em cima e em baixo do bordo de fuga

Figura 6.4: Hipétese 2 - (a) Velocidade finita em cima do bordo de fuga e igual a zero em
baixo do bordo de fuga (para dI'/dt < 0 ); (b) Velocidade finita em baixo do bordo de fuga
e igual a zero em cima do bordo de fuga (para dI'/dt > 0 ).

(x/2§

(a)

Figura 6.5: Hipdtese 3 - (a) Velocidade igual a zero em cima e em baixo do bordo de fuga (
B < a/2); (b) Velocidade infinita em um lado do bordo de fuga e velocidade igual a zero no
outro lado do bordo de fuga ( > «/2 ).

A hipotese 1 é inaceitavel porque admite que a velocidade é igual a zero em cima e
em baixo do bordo de fuga, impossibilitando a emissao da esteira de vorticidade. A
hipdtese 3 é também inaceitavel pelo mesmo motivo descrito anteriormente e pelo fato
de nao existirem velocidades infinitas. A hipdtese 2, em primeira analise, parece ser
uma possibilidade vélida mas, se considerarmos o caso em que dI'/dt — 0, entao temos
que a direcao do escoamento muda abruptamente, ou seja, a curvatura da linha de

corrente tende ao infinito. Entao, em todas as trés hipdteses, existe alguma singulari-
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dade. A hipédtese 2 é conhecida como modelo de Giesing-Maskell [15][30] e resultados
experimentais [37] confirmam parcialmente a validade dessa hipdtese, pois ensaios com
anemometro a laser mostram a validade da condicdo apontada nas figuras 6.4(a) e
6.4(b), com excecao de que, quando dI'/dt — 0, a linha de corrente muda suavemente
de uma direcao para outra. A condicao de Kutta é uma maneira de representar uma
condicao real do escoamento no qual a teoria de escoamentos potenciais nao consegue
simular. No presente trabalho, adotou-se como condicao de Kutta a condigao de igual-
dade de presstes em cima e em baixo do bordo de fuga. Apesar dessa condicdo ser
questionada [37], resultados satisfatérios sao obtidos adotando-se essa condicao [7].
Entao, usando a equagao de Bernoulli transiente 6.34 para o bordo de fuga do aerofélio

e lembrando que V= V¢, obtemos:

V2 - ‘/l2 2 6 2 — — — —
— Cpu=—" —(bu—o)+ 5 (Vi—V.) - (o+9x7) (6
Cpl Cp Uzef " UTQef ot ((b ¢l) * UTQef ( l ) (‘/0 " . T) (6 35)

. ~ . . . . 0 _
Considerando as pressoes iguais em cima e em baixo do bordo de fuga e que 7; (¢, — @) =

% resulta em:

E:vl—vu+2(vu— ) (Vo+Qx7) (6.36)
Substituindo a eq. 6.4 na eq. 6.36 fica:
dl' v} —0?
7= 3 (6.37)

Ou seja, as velocidades em cima e em baixo do bordo de fuga e o angulo em que a esteira
de vorticidade deixa o bordo de fuga dependem da taxa de variagao da circulacao do
aerofdlio ao longo do tempo. Essa mesma equagao pode ser obtida usando uma analise
de fluxo de vorticidade no ponto de separagao da camada limite (condigao de Howarth).
A equacao 6.37 é usada no método integral de contorno. Para isso, considera-se que as
velocidades v; e v, sao valores no meio dos elementos de contorno. Entao, a condicao
de igualdade de pressao é aplicada numericamente no meio dos elementos de contorno

do bordo de fuga, ao invés de ser efetivamente no bordo de fuga.
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6.5 PROCEDIMENTOS NUMERICOS

Como o problema em questao é dependente do tempo entao resolve-se a equacao 6.12 em
sucessivos instantes de tempo t;, usando o método integral de contorno. A superficie
do aerofdlio é substituido por N elementos planos de contorno. Uma distribuigao
constante de fontes (o;), é considerada em cada elemento de contorno e a intensidade
dessa distribuicao pode variar de elemento para elemento. Uma distribuicao de vortices
v, constante e igual para todos os elementos de contorno é admitida também. Entao

a circulacao total do aerofdlio é dada por:

onde S ¢é o perimetro do aerofélio. Um elemento plano adicional que representa o
inicio da esteira de vorticidade é admitido no bordo de fuga. Esse elemento tem um
comprimento A, e uma inclinagdo 6, em relacao a linha de corda do aerofélio. A
intensidade de vorticidade (7,,), desse elemento é definida de acordo com o teorema de

Kelvin:
| I

Entao a circulagao desse elemento ¢ igual a mudanca de circulagao em torno do aerofélio

(6.39)

entre os instantes t;, — 1 e t,. Na equacao 6.39, I'y, — 1 é conhecido previamente e I'y,
nao ¢ conhecido e pode ser escrito em termos de ;. Em um instante t; o elemento
plano da esteira no instante anterior t; — 1, adjacente ao bordo de fuga, é transformado
em um ponto de vértice discreto com circulagao igual a do elemento e convectado
pelo escoamento. Um novo elemento plano adicional é entao formado atras do bordo
de fuga. Logo, no instante t;, as intensidades e posi¢oes dos vortices discretos sao
conhecidas. Temos entao no instante ¢, N + 3 incognitas: (o), (i =1,...,N), 7k, Ay
e 0. O sistema de equagoes montado para determinacao das incognitas é formulado

usando as seguinte condicoes:

e As N equagoes (nos N pontos de controle) da condi¢ao cinemética de velocidade

normal a superficie do aerofélio igual a zero:

(Ui), -1 =0 (no sistema de coordenadas nao inercial) (6.40)

e A condicao de pressoes iguais nos pontos de controle dos elementos de contorno

adjacentes ao bordo de fuga (condicao de Kutta equivalente a eq.6.37):

(@), -1 = [@)y -1+ Qf_‘tf) (6.41)
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e A determinacao do comprimento e da direcdo do elemento plano adjacente ao
bordo de fuga que representa o inicio da esteira de vorticidade (Ay e 6;) que
¢ calculado considerando que a direcao do elemento é a mesma direcao que o
vetor velocidade resultante no ponto de controle do elemento e seu comprimento

é proporcional a magnitude do vetor velocidade, ou seja:

_w),
tanfy = (O), (6.42)
Au = [} + (Walt] [t = ta) (6.43)

Entao podemos perceber que o sistema de equagoes resultante é nao-linear. Para

resolver esse sistema de equagoes nao-linear adotou-se o seguinte processo iterativo:

Escolhe-se arbitrariamente valores para Ay e 0, restando N equagoes lineares (eq.
6.40) e uma equagdo quadratica (eq. 6.41). As N equagoes lineares sao resolvidas
pelo método de eliminacao de Gauss para encontrar os valores de (0;), (¢ =1,...,N)
em funcao de 7 e entao v, é obtido usando a equacao 6.41. Uma vez conhecidos os
valores de (0;), (1 =1,...,N) e de 7, entao os valores de (U,), e (W), podem ser
calculados e substituidos nas eqs. 6.42 e 6.43 para determinagao de novos valores de
Ay e 0. Esses novos valores sao comparados com os valores antigos e se esses valores
forem diferentes entao repete-se o processo com os novos valores de Ay e 0, até que a
diferencga entre os novos e os antigos valores de A e #; seja um nimero bem pequeno

definido previamente.

6.6 APLICACOES DO METODO

Foi elaborado um cédigo escrito na linguagem de programacao FORTRAN que deter-
mina o campo de velocidade, de pressao e as forgas de sustentacao e arrasto (ou empuxo)
ao longo do tempo para um escoamento bidimensional, incompressivel, inviscido e tran-
siente. As figuras 6.6 e 6.7 mostradas abaixo, representam os resultados numéricos da
distribuicao de velocidade na superficie de um aerofélio naca 0012. O caso estudado é o
perfil num movimento de oscilagao senoidal vertical (plunging motion) com freqiiéncia
reduzida k = 3 e amplitude de oscilagao h = 0,2. A velocidade de oscilagao verti-
cal é V, = kh = 0,6. A figura 6.6 é no instante ¢ = 0,00279s onde a variacao da
circulagao no perfil ao longo do tempo é dI'/dt = 22,98 e consequentemente a veloci-

dade em baixo do bordo de fuga é maior que a velocidade em cima do bordo de fuga

129



do aerofdlio, conforme a eq. 6.37. A figura 6.7 é tracada com valores referentes ao
instante ¢ = 0,093465s, onde a variacao da circulacao no perfil ao longo do tempo é
dl'/dt = —89, 45 e, consequentemente, a velocidade em cima do bordo de fuga é maior
que a velocidade em baixo do bordo de fuga do perfil, conforme a eq. 6.37. Essa
diferenca de velocidades no bordo de fuga é necessaria para a formacao da esteira de

vorticidade.
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Figura 6.6: Distribuicdo da velocidade do escoamento na superficie do aerofélio. Taxa tem-
poral da circulagdo no aerofélio positiva
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Figura 6.7: Distribuicao da velocidade do escoamento na superficie do aerofdlio. Taxa tem-
poral da circulacao no aerofélio negativa

As figuras 6.8 e 6.9 mostradas abaixo representam, respectivamente, os resultados

experimental [23] e numérico da geometria da esteira de vorticidade que sai do bordo
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de fuga de um perfil naca 0012 submetido a um movimento de oscilagao senoidal vertical
(plunging motion) com freqiiéncia reduzida k = 3, amplitude de oscilagao h = 0,2 e
velocidade de oscilagao vertical V,, = kh = 0,6. Comparando qualitativamente os
dois resultados, podemos perceber uma grande semelhanca entre as duas esteiras de
vorticidade. Percebe-se que na simulacao numérica a fileira de vértices de sentido
anti-horario que se forma acima do aerofélio estd mais distante da fileira de vértice de
sentido horéario que se forma abaixo do aerofélio quando comparado com o resultado
experimental. Isso resulta em uma forca de empuxo (de sentido oposto a forca de
arrasto) prevista numericamente maior do que a forga medida no experimento, pois a
area de aceleracao do fluido atras do aerofélio serd maior e, consequentemente, pelo

principio da quantidade de movimento, a for¢a de empuxo serd maior.

Figura 6.8: Resultado experimental [8] da geometria da esteira V}, = 0,6

Figura 6.9: Resultado numérico da geometria da esteira V}, = 0,6

As figuras 6.10, 6.11 e 6.12 mostradas abaixo, demonstram como a topologia da esteira

de vorticidade varia com a velocidade de oscilagao vertical. Na figura 6.10, o perfil naca
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0012 esta submetido a um movimento de oscilagao senoidal vertical com freqiiéncia
reduzida k£ = 3, amplitude de oscilagcao h = 0,02 e velocidade de oscilagao vertical
V, = 0,06. Na figura 6.11, o perfil naca 0012 estda submetido a um movimento de
oscilacao senoidal vertical com freqiiéncia reduzida k = 6,83, amplitude de oscilacao
h = 0,02 e velocidade de oscilacao vertical V,, = 0,1366. Na figura 6.12, o perfil naca
0012 esta submetido a um movimento de oscilagao senoidal vertical com freqiiéncia
reduzida k£ = 3, amplitude de oscilagao h = 0,1 e velocidade de oscilagao vertical
V,=0,3.

Figura 6.10: Movimento de oscilacao senoidal vertical com V,, = 0,06

Figura 6.11: Movimento de oscilacao senoidal vertical com V}, = 0, 1366

Figura 6.12: Movimento de oscilacao senoidal vertical com V},, = 0,3

Por fim, a figura 6.13 mostrada, representa a variacao do comprimento de onda da

esteira em funcao da amplitude de oscilacao, para dois valores de freqiiéncia reduzida
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k =3 ek =6,83. Sao mostrados resultados experimentais [23] e resultados numéricos
do método integral de contorno. O comprimento de onda da esteira é definido como
a distancia entre dois vértices adjacentes com a mesma direcao de rotacao, conforme

figura 9 abaixo.

. i N
N (o] N N
S LI DLELARERE BLALAEA BN DR NN RN ALEN BN RN

=
o

Comprimento de onda da esteira
[y
iy

[EY

o
®

! 1 ! ! 1 ! ! 1 !
0.1 0.2 0.3

Amplitude de oscilacdo (h/c)

(=] Nl FEEEE FEEEE FEEEE NN NS FEE EE N

Figura 6.13: Comprimento de onda da esteira versus amplitude de oscilagao

Figura 6.14: Definicdo de comprimento ‘de onda. Conﬁéuragéo de vértices na esteira indi-
cando empuxo [23].
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7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

O objetivo do presente trabalho foi apresentar métodos de simulacgao de escoamen-
tos aerodinamicos que tenham um custo computacional baixo. Para isso, foi utilizada
a teoria de escoamentos potenciais resolvida numericamente pelo Método Integral de
Contorno. A teoria potencial nao considera a existéncia da viscosidade do fluido e con-
sidera que o escoamento é irrotacional. Como consequéncia, nao existe camada limite
nos escoamentos potenciais. Por isso, foi necessario acoplar a teoria potencial com a
teoria de camada limite delgada. Utilizamos o conceito de similaridade para encontrar-
mos a equacao de Falkner-Skan e resolvemos essa equacao numericamente. Apesar da
equacao de Falkner-Skan ser de restrita utilizacao pratica, ela foi utilizada para validar o
método de camada limite laminar desenvolvido subsequentemente (Método Integral de
Karman-Pohlhausen). A equagdo de Karméan-Pohlhausen foi resolvida numericamente
para o caso laminar e para uma distribuicao arbitraria de pressao ao longo da superficie
do aerofélio e, os resultados, foram comparados com a solucao numérica da equagao de
Falkner-Skan. Os resultados dos dois métodos praticamente coincidiram. Para simular
uma camada limite turbulenta com gradiente de pressao, utilizou-se o Método Integral
de Head. Esse método faz um balanco de massa na borda da camada limite e utiliza
algumas correlagoes experimentais. Elaborou-se um cédigo computacional que calcula
a distribuicao de pressao pelo Método Integral de Contorno e utiliza esse resultado para
o céalculo da camada limite laminar e turbulenta. A posicao de transicao da camada
limite laminar para camada limite turbulenta é determinada pelo método de Michel.
Feito isso, obteve-se um codigo computacional que é capaz de simular escoamentos

aerodinamicos com uma razoavel precisao e com um custo computacional pequeno.

Escoamentos transientes foram analisados por meio do método integral de contorno
nao-estacionario. Considerou-se novamente a teoria potencial. Uma revisao bibli-
ografica do assunto mostra que nao existe um consenso com relacao a aplicagao da
condi¢ao de Kutta para o caso de escoamento potencial transiente [37]. Existem
também poucos estudos experimentais que mostram a topologia do escoamento tran-
siente proximo ao bordo de fuga. Entao existe a necessidade de um estudo experimen-
tal minucioso da topologia do escoamento transiente no bordo de fuga do aerofélio.

O método apresentado adotou como condicao de Kutta a igualdade das pressoes no
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extradorso e intradorso do bordo de fuga. Como trabalho futuro, pode-se adotar outras
maneiras de aplicar a condicao de Kutta. Uma delas, seria uma forma que satisfaca o

modelo de Giesing-Maskell [15], [30] comentado no capitulo 6.

O método integral de contorno usado na simulagao de escoamentos potenciais tridi-
mensionais, pode ser melhorado se for adotado um modelo de esteira de vorticidade
que seja convectada pelo escoamento. Uma revisao bibliografica do assunto mostra que
existem dois métodos para simular essa esteira. O primeiro método considera inicial-
mente a esteira numa posicao pré-determinada e, a cada iteracao, pontos determinados
da esteira se alinham com o escoamento. A tltima iteracao € identificada quando as
velocidades normais aos pontos da esteira sao préximas de zero. Esse método apresenta
problemas com relacao a convergéncia. O segundo método nao considera inicialmente a
presenca da esteira e, a cada iteragao, a esteira vai sendo formada no bordo de fuga da
asa e segue as direcoes do escoamento local. Esse método é mais aceito e empregado do
que o primeiro método e também pode ser usado para simular escoamentos transientes
tridimensionais, se utilizado com o teorema de Kelvin e a forma transiente da equacao

de Bernoulli.

Outras aplicagoes para o método integral de contorno aplicado a solugao de escoamentos
potenciais sao seu uso nos problemas iterativos inversos, onde se deseja descobrir uma
determinada geometria que satisfaca um determinado campo de pressao, ou o uso
iterativo do método para a solugdo da equagdo do potencial completo (escoamento

transonico).

135



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

1]

Alvarenga, R. C. and Cunha, F.R. 2000, "Estudo de escoamentos em Altos
Numeros de Reynolds com Aplicacoes na Aerodinamica”, Universidade de Brasilia,

Departamento de Engenharia Mecanica - Relatorio do Projeto Final, 209p.

Alvarenga, R. C., Cunha, F. R., 2005, ” An Application of a Boundary Integral
Method for Simulating Potential Flow Around Three-Dimensional Bodies”, In:

18th International Congress of Mechanical Engineering, 2005, Ouro Preto. Pro-
ceedings of Cobem 2005. ABCM, 2005.

Alvarenga, R. C., Cunha, F. R., 2006, ”Boundary Integral Simulations of Three-
Dimensional Inviscid Flows”, Latim American Journal of Solids and Structure,
pp. 161 - 174.

Anderson, J. D.; 1991, ”Fundamentals of Aerodynamics”, Mcgraw-Hill higher ed-

ucation, second edition, 772 p.

Ashby, D. L., Dudley, M. R. and Iguchi, S. K., 1988, ” Development and Validation
of an Advanced Low-Order Panel Method”, NASA TM-101024.

Ashby, D. L., 1999, ”Potential Flow Theory and Operation Guide for the Panel
Code PMARC-14”, NASA /TM-1999-209582, 45 p.

Basu, B. C. and Hancock, G. J., 1978, "The Unsteady Motion of a Two-
Dimensional Airfoil in Incompressible Inviscid Flow”, Journal of Fluid Mechanics,
Vol. 87, pp. 159-168, July.

Bertin, John J., and Smith, Michael L., 1998, ”Aerodynamics for Engineers”,
Prentice Hall, third edition.

Cole, Richard I., 1952, ”"Pressure Distributions on Bodies of Revolution at Sub-
sonic and Transonic Speeds”, NACA RM L52D30.

136



[10]

[11]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[21]

Cunha, F. R., Sousa, A. J. and Loewenberg, M., 2003, A Mathematical For-
mulation of the Boundary Integral Equations for a Compressible Stokes Flow”,

Computational and Applied Mathematics, Vol. 22, pp. 53-73.

Cunha, F. R., Queiroz, R. P., Alvarenga, R. C., 2007, ”The Influence of the Geo-
metric Parameters and Additives on the Flow Around Aerofoils and Wings”, In:
19th International Congress of Mechanical Engineering, 2007, Brasilia. Proceed-
ings of Cobem 2007. ABCM, 2007.

Droo, I. and Smith, S., 1990, " The Computation of Induced Drag with Nonplanar
and Deformed Wakes”, SAE PAPER No. 901933, pp. 1880-1888.

Gebhardt, L., Fokin, D., Lutz, T. and Wagner, S., 2002, ”An Implicit-Explicit
Dirichlet-Based Field Panel Method for Transonic Aircraft Design”, AIAA-2002-
3145, 13 p.

Giesing, J. P., 1968, "Nonlinear Two-Dimensional Unsteady Potential Flow with
Lift”, Journal of Aircraft, Vol.5, pp. 135-143, March.

Giesing, J. P., 1969, ”Vorticity and Kutta Condition for unsteady Multi-Energy
Flows”, Journal of Applied Mechanics, Vol. 36, Series E, pp. 608-613, March.

Glauvert, H., 1986, "The elements of aerofoil and airscrew theory”, Cambridge

University, second edition.

Harris, T. A. and Lowry J. G., 1941, ”Pressure Distribution Over an Naca 23012
Airfoil With a Fixed Slot and a Slotted Flap”, NACA Report 732.

Hess, J. L., and Smith, A.M.O., 1966, ” Calculation of Potential Flow About Arbi-
trary Bodies”, Progress in Aeronautical Sciences, Vol. 3, Pergammon Press, New
York, 138 p.

Hess, J. L., 1972, ”Calculation of Potential Flow About Arbitrary Three-
Dimensional Lifting Bodies”, Report N° MDC J5679-01 Douglas Aircraft Com-
pany, McDonnell Douglas Corporation, Long Beach California, 160 p.

Hess, J. L., 1974, ”The Problem of Three-Dimensional Lifting Potential Flow and
Its Solution by Means of Surface Singularity Distribution”, Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, 4, pp. 283-319.

Hess, J. L., 1990, ”Panel Methods in Computational Fluid Dynamics”, Annual
Review of Fluid Mechanics, Vol.22, pp. 255-274.

137



[22]

2]

[27]

[30]

[31]

[32]

Hunt, B., 1978, "The Panel Method for Subsonic Aerodynamic Flows: A Survey
of Mathematical Formulations and Numerical Models and an Outline of the New

British Aerospace Scheme”, Von Karman Institute for Fluid Dynamics, Lecture
Series 1978-4, Vol. I, March 13-17.

Jones, K. D.; 1996, Dohring, C. M. and Platzer, M. F., ”Wake Structures Behind
Plunging Airfoils: A Comparison of Numerical and Experimental Results”, ATAA
96-0078, 34th Aerospace Sciences Meeting and Exhibit, January 15-18.

Kellogg, O. D., 1954, " Foundations of Potential Theory”, Dover Publications, Inc.,
New York, 384 p.

Kim, M. J. and Mook, D. T., 1986, ” Application of Continuous Vorticity Panels
to General Unsteady Incompressible Two-Dimensional Lifting Flows”, Journal of
Aircraft, Vol. 23, N° 6, pp. 464-471, June.

Kolbe, C. D. and Boltz, F. W., 1951, "The Forces and Pressure Distribution at
Subsonic Speeds on a Plane Wing Having 45° of Sweepback, an Aspect Ratio of
3, and a Taper Ratio of 0.5, NACA RM A51G31.

Lemma, U. and Morino, L., 1997, " Transonic Two Dimensional Analysis Using a
Boundary Integral Equation Method”, Journal of Fluids and Structures, Vol. 11,
No. 4, pp. 247-269.

Lighthill, M.J., 1980, ” An Introduction to Fourier Analysis and Generalised Func-
tions”, 5th ed. CUP, Cambridge 79 p.

Loewy, R. G., 1957, ” A Two-Dimensional Approximation to the Unsteady Aero-
dynamics of Rotary Wings”, Journal of the Aeronautical Sciences, Vol. 24, N°2,
pp- 81-106, February.

Maskell, E. C., 1972, "On the Kutta-Joukowski Condition in Two-Dimensional
Unsteady Flow”, Unpublished Note, Royal Aircraft Establishment, Farnborough,
England.

Maskew, B. and Woodward, F. A.; 1976, ”Symmetrical Singularity Model for
Lifting Potential Flow Analysis”, Journal of Aircraft, Vol.13, No. 9, pp. 733-734.

Maskew, B., 1982, ”Prediction of Subsonic Aerodynamic Characteristics: A Case
for Low-Order Panel Methods”, Journal of Aircraft, Vol.19, No. 2, pp. 157-163.

138



[33]

[34]

[35]

[42]

Mook, D. T.; Roy, S.; Choksi, G. and Dong, B., 1989, "Numerical Simulation of
the Unsteady Wake Behind an Airfoil”, Journal of Aircraft, Vol. 26, N° 6, pp.
509-514, June.

Morino, L. and Kuo, C. C., 1974, ”Subsonic Potential Aerodynamics for Complex
Configurations: A General Theory”, ATAA Journal, Vol.12, No. 2, pp. 191-197.

Morino, L., Chen, L. T. and Suciu, E. O., 1975, ”Steady and Oscillatory Subsonic
and Supersonic Aerodynamics around Complex Configurations”, ATAA Journal,
Vol.13, No. 3, pp. 368-374.

Morino, L. and Lemma, U., 1993, ” Boundary Integral Equations and Conservative
Dissipation Schemes for Full Potential Transonic Flows”, Computational Mechan-
ics, Vol. 13, pp. 90-99.

Poling, D. R. and Telionis, D. P., 1986, ”The Response of Airfoils to Periodic
Disturbances - The Unsteady Kutta Condition”, AIAA Journal, Vol. 24, N° 2, pp.
193-199, February.

Pao, R. H. F.; 1967, "Fluid Dynamics”, Charles E. Merrill Books, Inc., Columbus
Ohio.

Prandtl, L., 1904, Verhandlungen des dritten internationalen Mathematiker-

Kongresses in Heidelberg, A. Krazer, ed, Teubner, Leipzig, Germany.

Rae, W. H.,Pope, A., 1984, "Low speed wind tunnel testing”, Second Edition,
New York: John Wiley and Sons.

Resende, O. C., 2004, ” The Evolution of the Aerodynamic Design Tools and Trans-
port Aircraft Wings at Embraer”, Journal of the Brazilian Society of Mechanical
Science and Engineering, Vol. XXVI, No. 4, pp. 379-390.

Romate, J. E.; 1990, ”"Local Error Analysis of Three-Dimensional Panel Meth-
ods in Terms of Curvilinear Surface Coordinates”, STAM Journal of Numerical
Analysis, Vol.27, No. 2, pp. 529-542.

Rubbert, P. E. and Saaris, G. R., 1968, ” A General Three-Dimensional Potential-
Flow Method Applied to V/STOL Aerodynamics”, SAE Paper N° 680304, pp.
945-957.

Ruggiero, Marcia A. Gomes e Lopes, Vera Lucia da Rocha, 1998, ”Caélculo

Numérico, aspectos tedricos e computacionais”, McGraw-Hill, primeira edicao.

139



[45]

[46]

[52]

[53]

[54]

Singh, N., Bandyopadhyay, G. and Basu, B. C., 1983, ”Calculation of Potential
Flow About Arbitrary Three Dimensional Wings Using Internal Singularity Dis-
tributions”, Aeronautical Quarterly Journal, pp. 197-211.

Smilg, B., 1949, " The Instability of Pitching Oscillation of an Airfoil in Subsonic
Incompressible Potential Flow”, Journal of the Aeronautical Sciences, Vol. 16, N°
11, pp. 691-696, November.

Theodorsen, Theodore, 1931, ” Theory of Wing Sections of Arbitrary Shape”, Naca
Report number 411.

Theodorsen, Theodore and Garrick, 1. E., 1933, ”General Potential Theory of
arbitrary Wing Sections”, Naca Report number 452.

Theodorsen, T. and Garrick, I. E., 1940, ”Mechanism of Flutter”, NACA TR-685.

Tinoco, E. N.; Ball, D. N. and Rice, F. A., 1987, ”"PAN AIR Analysis of a Transport
High-Lift Configuration”, Journal of Aircraft, Vol.24, No. 3, pp. 181-187.

Wenzenger, C. J. and Anderson, W. B.; 1937, ” Pressure Distribution Over Airfoils
With Fowler Flaps”, NACA Report 620.

Wenzenger, C. J., 1937, ”Pressure Distribution Over an Naca 23012 Airfoil With
an Naca 23012 External-Airfoil Flap”, NACA Report 614.

Woodward, F. A., 1968, ”Analysis and Design of Wing-Body Combinations at
Subsonic and Supersonic Speeds”, Journal of Aircraft, Vol.5, No. 6, pp. 528-533.

Woodward, F. A. and Landrum, E. J., 1980, "The Supersonic Triplet - A
New Aerodynamic Panel Singularity with Directional Properties”, ATAA Jour-
nal, Vol.18, No. 2, pp. 138-142.

140



APENDICES

141



A Método de Runge-Kuta

Para solucéo do sistema de trés equagoes (5.42, 5.43 e 5.44), o método de Runge-Kutta

utiliza as seguintes expressoes:

K1=hW(i) (A.1)

Q1 = hV (i) (A.2)

P1 = h(m(W(i)* — 1) — 0.5(m + 1)F(i)V (3)) (A.3)

K2 =h(W(i)+Q1/2) (A.4)

Q2 = h(V (i) + P1/2) (A.5)

P2 = h(m((W (i) + O.5Q1)2 — 1) = 0.5(m + 1)(F(i) + 0.5K1)(V (i) + 0.5P1)) (A.6)
= h(W (i) + Q2/2) (A7)

= W(V (i) + P2/2) (A.8)

P3 = h(m((W () 4+ 0.5Q2)* — 1) — 0.5(m + 1)(F (i) + 0.5K2)(V (i) + 0.5P2)) (A.9)
= h(W (i) + Q3) (A.10)

— h(V (i) + P3) (A.11)

P4 = h(m((W (i) + Q3)? = 1) — 0.5(m + 1)(F (i) + K3)(V (i) + P3)) (A.12)
F(i+1) = F(i) + é(m + K4+ 2(K2 + K3)) (A13)

Wii+1)=W(@) + 6<Q1 + Q4+ 2(Q2+ Q3)) (A.14)
V(i+1)=V(i)+ é(Pl + P4+ 2(P2+ P3)) (A.15)
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B Tabela do Método Integral de Karman-Pohlhausen

A relagdo universal entre as fungoes K(A), fi1(K), fo(K) e F(K) é representada na

tabela mostrada abaixo:

A K | FK) | aE) [ pE)
12.000000 | 0.094800 | -0.009480 | 2.250000 | 0.356000
11.000000 | 0.094100 | -0.009120 | 2.253000 | 0.355000
10.000000 | 0.091900 | -0.008000 | 2.260000 | 0.351000
9.000000 | 0.088200 | -0.006080 | 2.273000 | 0.347000
8.000000 | 0.083100 | -0.003350 | 2.289000 | 0.340000
7.800000 | 0.081900 | -0.002710 | 2.293000 | 0.338000
7.600000 | 0.080700 | -0.002030 | 2.297000 | 0.337000
7.400000 | 0.079400 | -0.001320 | 2.301000 | 0.335000
7.200000 | 0.078100 | -0.000510 | 2.305000 | 0.333000
7.052000 | 0.077000 | 0.000000 | 2.308000 | 0.332000
7.000000 | 0.076700 | 0.002100 | 2.309000 | 0.331000
6.800000 | 0.075200 | 0.010200 | 2.314000 | 0.330000
6.600000 | 0.073700 | 0.018600 | 2.318000 | 0.328000
6.400000 | 0.072100 | 0.027400 | 2.323000 | 0.326000
6.200000 | 0.070600 | 0.036300 | 2.328000 | 0.324000
6.000000 | 0.068900 | 0.045900 | 2.333000 | 0.321000
5.000000 | 0.059900 | 0.097900 | 2.361000 | 0.310000
4.000000 | 0.049700 | 0.157900 | 2.392000 | 0.297000
3.000000 | 0.038500 | 0.225500 | 2.427000 | 0.283000
2.000000 | 0.026400 | 0.300400 | 2.466000 | 0.268000
1.000000 | 0.013500 | 0.382000 | 2.508000 | 0.252000
0.000000 | 0.000000 | 0.469800 | 2.554000 | 0.235000
-1.000000 | -0.014000 | 0.563300 | 2.604000 | 0.217000
-2.000000 | -0.028400 | 0.660900 | 2.647000 | 0.199000
-3.000000 | -0.042900 | 0.764000 | 2.716000 | 0.179000

143




A

K

F(K)

fi(K)

f2(K)

-4.000000
-5.000000
-6.000000
-7.000000
-8.000000
-9.000000
-10.000000
-11.000000
-12.000000
-13.000000
-14.000000
-15.000000

-0.057500
-0.072000
-0.086200
-0.099900
-0.113000
-0.125400
-0.136900
-0.147400
-0.156700
-0.164800
-0.171500
-0.176700

0.869800
0.978000
1.087700
1.198100
1.308000
1.416700
1.522900
1.625700
1.724100
1.816900
1.903300
1.982000

2.779000
2.847000
2.921000
2.999000
3.085000
3.176000
3.276000
3.383000
3.500000
3.627000
3.765000
3.916000

0.160000
0.140000
0.120000
0.100000
0.079000
0.059000
0.039000
0.019000
0.000000
-0.019000
-0.037000
-0.054000
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C Critério de Transicao de Michel

O critério de Michel é baseado em dados experimentais. Esse critério estabelece que
a posicao de transigdo da camada limite (laminar/turbulenta) acontece na posi¢ao em

que:

Reg = 2,9ReX! (C.1)

onde Re, é baseado na distancia medida a partir do ponto de estagnacao.

145



