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RESUMO

A crescente demanda de energia elétrica bem como a necessidade de
desenvolvimento sustentavel tém feito com que diversos paises busquem por fontes
renovaveis de energia em substituicdo a utilizacdo de combustiveis fésseis e
nucleares. Os aerogeradores, dispositivos para converter a energia cinética dos
ventos em energia elétrica, sdo formados por estruturas flexiveis submetidas as acoes
dindmicas dos ventos e ondas do mar, os quais podem sofrer vibragdes indesejaveis
gue afetam a sua seguranca e funcionalidade. Os tipos de controle que podem reduzir
essas vibrac¢des sao classificados em passivo, ativo, semi-ativo e hibrido. Um exemplo
€ um péndulo invertido, dispositivo de controle passivo, 0 qual dissipa a energia
mecanica do sistema principal quando sintonizado corretamente a estrutura, uma vez
que ele vibra em diferenca de fase em relacdo ao sistema principal. O presente
trabalho prop6e acoplar um péndulo invertido a torre de um aerogerador offshore
flutuante com o objetivo de reduzir as vibracdes de rotacdo da torre quando o
aerogerador esta submetido as a¢bes dindmicas dos ventos e das ondas do mar.
Cinco parametros de péndulo invertido sdo otimizados por meio de analise
deterministica da Funcdo Resposta em Frequéncia, considerando dois critérios: pico
de rotacdo da torre e variancia de rotacdo da torre. Uma vez definida uma
configuracdo 6tima de péndulo invertido, utiliza-se o Método de Monte Carlo para
avaliar o carater aleatério das acdes no dominio do tempo e o espectro de Davenport
e 0 espectro de Pierson-Moskowitz para avaliar, respectivamente, o carater aleatorio
do vento e das ondas do mar no dominio da frequéncia. As reducfes de vibracédo na
rotacdo da torre por meio da analise deterministica foram da ordem de 90% para
ambas as a¢fes. Quando submetido a acéo aleatoria do vento, as redugdes do pico
maximo da rotacao da torre foram de 65% no dominio do tempo e 70% no dominio da
frequéncia. As reducdes de vibracdes nas analises probabilisticas sdo menores que
nas analises deterministicas, pois a energia do espectro ndo esta concentrada em
apenas uma frequéncia, mas distribuida ao longo de uma faixa de frequéncia. N&ao
obstante, o erro relativo entre as respostas aleatdrias obtidas no dominio do tempo e
no dominio da frequéncia sdo inferiores a 10%. Ja quando o aerogerador esta
submetido as acbes aleatérias das ondas do mar, as reducdes das vibracdes da torre
sdo insignificantes. Isso se da pelo fato de que a maior concentracdo de energia do
espectro de Pierson-Moskowitz ocorre em uma frequéncia afastada da frequéncia
fundamental da estrutura. Ainda assim, o erro relativo entre as respostas obtidas no
dominio do tempo e no dominio da frequéncia € pequeno. Dessa maneira, verificou-
se que é possivel otimizar os parametros do péndulo invertido a partir de uma analise
deterministica e alcancar reducfes significativas de vibracdo da torre quando o
aerogerador esta submetido a excitac6es de carater aleatorio.

Palavras-chave: Aerogerador offshore flutuante; Controle passivo; Péndulo
invertido; Vibracdes.



ABSTRACT

The growing demand for electricity as a need for sustainable development has made
many countries look for renewable sources of energy as well as a replacement for
energy from fossil and nuclear fuels. Wind turbines, devices to convert the kinetic
energy of the winds into electrical energy, are composed by flexible structures
subjected to dynamic actions of winds and sea waves, which may suffer undesirable
vibrations that affect their safety and operability. The types of control that can reduce
these vibrations are classified into passive, active, semi-active and hybrid. An example
iIs an inverted pendulum, passive control device, which dissipates the mechanical
energy of the main system, when correctly tuned to the structure, since it vibrates in
phase difference in relation to the main system. The work proposes to couple an
inverted pendulum to the tower of a floating offshore wind turbine to reduce the rotation
vibrations of the tower when the wind turbine is subjected to the dynamic actions of
winds and sea waves. Five parameters from inverted pendulum are optimized through
Frequency-Response Function, considering two criterions: tower peak rotation and
tower variance rotation. Once an optimal inverted pendulum configuration is defined,
the Monte Carlo method is used to evaluate the random actions in the time domain
and Davenport spectrum and Pierson-Moskowitz spectrum are used to evaluate,
respectively, the randomness of the wind and waves in the frequency domain. The
vibration reductions in the tower rotation through the deterministic analysis were
around 90% for both actions. When subjected to the random action of the wind, the
reductions in the maximum peak of the tower rotation were 65% in the time domain
and 70% in the frequency domain. The vibration reductions in probabilistic analyses
are smaller than in deterministic analyses because the spectrum energy is not
concentrated in only one frequency, but distributed over a frequency range.
Nevertheless, the relative error between the random responses obtained in the time
domain and in the frequency domain is less than 10%. When the wind turbine is
subjected to the random actions of the sea waves, the reductions in the tower
vibrations are insignificant. This happens because the highest concentration of energy
in the Pierson-Moskowitz spectrum occurs at a frequency far from the fundamental
frequency of the structure. Besides that, the relative error between the responses
obtained in the time domain and in the frequency domain is small. In this way, it was
verified that it is possible to optimize the inverted pendulum parameters from a
deterministic analysis and achieve significant reductions in tower vibration when the
wind turbine is subjected to random excitations.

Keywords: Floating offshore wind turbine; Passive control; Inverted pendulum,;
Vibrations.
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1 INTRODUCAO

1.1 Contextualizacdo da pesquisa

Os aerogeradores sao dispositivos capazes de converter a energia cinética dos
ventos em energia elétrica para posterior utilizagdo nos setores industrial, residencial,
comercial, publico e agropecuario. Dessa maneira, a utilizacdo de energia mais limpa
e barata traz beneficios ambientais e econémicos ao pais.

Do ponto de vista de funcionalidade do aerogerador, como eles estédo
submetidos a excitagdes dinamicas, eles podem atingir o estado limite de servico de
vibracdes excessivas comprometendo o sistema de conversdo de energia. Ja do
ponto de vista da seguranca estrutural, as solicitagbes dinamicas podem fazer com
gue a estrutura atinja o estado limite ultimo por meio do esgotamento da capacidade
resistente da estrutura e da introducéo adicional de esforcos de segunda ordem. Nao
obstante, os aerogeradores podem ainda colapsar devido a perda de equilibrio da
estrutura ou devido a fadiga de seus componentes.

A alteracdo das propriedades geométricas e mecanicas dos componentes do
aerogerador pode ser um meio para reduzir vibracdes excessivas. Entretanto, essa
modificacdo no sistema principal acarreta um aumento de custos por se tratar de uma
estrutura de grande porte. Nao obstante, existem estratégias alternativas que

propdem de maneira eficiente o controle da resposta de um sistema dinamico.

1.2 Justificativa

O potencial de geracdo de energia edlica no Brasil a partir de aerogeradores
onshore é de aproximadamente 500 GW, o que corresponde a trés vezes a demanda
energética do Brasil (Zaparolli, 2019). Apesar disso, a capacidade instalada de
geracdo em 2020 era de apenas 17,75 GW 0 que representa pouco mais de 3 % do
potencial de geracao de energia (GWEC, 2021).

De acordo com a Empresa de Pesquisa Energética (EPE) (2020), o Brasil tem
potencial eolico offshore de 700 GW para profundidades até 50 metros. Neste sentido,
o Instituto Brasileiro do Meio Ambiente e dos Recursos Naturais (IBAMA) recebeu
pedidos de licenciamento ambiental para 20 empreendimentos localizados em sete
Estados brasileiros para instalar aerogeradores offshore, totalizando pelo menos
40 GW de poténcia ofertada (Portos e Navios, 2021).
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Devido a esse potencial gerador brasileiro e a recente entrada do pais no
campo da energia edlica offshore, justifica-se o0 estudo das excitacdes dinamicas as
quais os aerogeradores estdo submetidos bem como a avaliacdo das vibracdes
desses aerogeradores. Essa vibracdo é preponderante na torre do aerogerador e por
conta disso necessita de uma analise mais detalhada.

A torre de um aerogerador € uma estrutura esbelta e, portanto, sujeita a
deslocamentos angulares devido a excitacdo do vento. Estruturas com esbeltez
elevada possuem baixas frequéncias naturais e baixo amortecimento estrutural. Por
conta disso, ndo sédo capazes de dissipar a energia mecanica associada a grandes
magnitudes de vibracdo durante longos periodos.

Além da excitacdo do vento, aerogeradores offshore estdo submetidos a
excitacdo das ondas do mar o que pode aumentar a intensidade das vibracdes na
torre do aerogerador. Ndo obstante, em se tratando de uma estrutura flutuante, a
estabilidade precisa ser melhor avaliada devido a mobilidade da barcaca.

VibracOes excessivas podem causar o mau funcionamento do aerogerador ou
o colapso local ou global da estrutura. Dentre os registros de acidentes com
aerogeradores a maioria deles € devido a falha das pas, entretanto ndo sao poucos
0S casos em que ocorre a ruptura da torre, fazendo com que toda a estrutura entre
em colapso. Em dezembro de 2014, oito torres edlicas do Complexo Eélico Cerro
Chato da companhia Eletrosul, localizado no municipio de Santana do Livramento
(RS), entraram em colapso, conforme Figura 1.1, devido a rajadas de ventos que
chegaram a 250 km/h. Cada aerogerador pesava 600 toneladas e tinha 136 metros
de altura (G1 RS,2014).

Figura 1.1 — Colapso da torre de aerogerador (RS). Fonte: G1 RS (2014).
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Portanto, justifica-se a utilizagcdo de um controle estrutural para evitar esse tipo
de problema. Uma das maneiras de fazé-lo é por meio de um AMS-PI que consiste
em um dispositivo auxiliar acoplado a torre e quando devidamente sintonizado a ela,
oscila fora de fase em relacdo a estrutura principal, removendo parte da energia

mecanica do sistema principal.

1.3 Motivacao

Neste sentido, diversos pesquisadores tém proposto metodos para realizar um
controle estrutural eficiente que permita reduzir as vibragdes e garantir a estabilidade
da estrutura. Ahn et al. (2007), Guimarédes (2013), Stewart e Lackner (2013),
Bernardes Junior (2018) e Resende et al. (2020) realizaram trabalhos importantes que
serviram de base para o desenvolvimento desta pesquisa.

Ahn et al. (2007) propuseram uma formulacdo analitica para reduzir as
vibragbes tomando como modelo principal um sistema de 1 grau de liberdade,
representado por uma barra vertical engastada parcialmente na base e com massa
concentrada na extremidade livre. Os autores propuseram a introducdo de um
amortecedor de massa sintonizado por péndulo invertido (AMS-Pl) no sistema
principal para reduzir as oscilagdes. Por meio da teoria da locagdo, eles demonstraram
que a configuracdo 6tima para o péndulo invertido é obtida quando a parte real de
todos os polos do sistema se igualam. Além disso, verificaram que, por meio de um
AMS-PI, é possivel reduzir as amplitudes em vibragdes livres e por um espectro de
ruido branco.

Guimaraes (2013) elaborou um modelo simplificado de aerogerador offshore
flutuante levando em consideracdo os movimentos de translacdo da barcaca e de
rotacdo datorre. Ele prop6s a utilizacao de dois amortecedores de massa sintonizados
(AMS), sendo um com péndulo simples e outro com péndulo invertido. Apos realizar
uma andlise paramétrica dos AMS, ele verificou nhumericamente que a resposta do
sistema por controle com AMS do tipo péndulo invertido com comprimento de 7,4 m
era menor que do AMS do tipo péndulo simples com comprimento de 90 m. Além
disso, a introducdo do AMS-PI reduziu os picos de ressonancia em dez vezes.

Stewart e Lackner (2013) realizaram analise dindmica de aerogeradores
offshore com quatro tipos diferentes de fundac¢des: monopilar fixo, barcaga, spar buoy

e tension leg platform (TLP). O modelo cujas fundag¢des sao do tipo fixo possui apenas
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um grau de liberdade, enquanto os modelos cujas fundacdes sdo do tipo flutuantes
possuem dois graus de liberdade. Para os quatro modelos, foram propostos
amortecedores de massa sintonizados do tipo massa-mola-amortecedor (AMS-MMA)
acoplados a nacele na direcéo longitudinal do vento. Além disso, para 0 modelo spar-
buoy e TLP, foram acoplados AMS-MMA a barcaca nessa mesma direcéo. Através de
algoritmo genético, os valores das constantes de rigidez e de amortecimento do AMS-
MMA foram otimizados para cada modelo a partir de condi¢des iniciais ndo nulas. A
utilizagdo dos AMS-MMA para o modelo de monopilar fixo e barcaga mostraram uma
reducado substancial de fadiga e de solicitagbes enquanto para o modelo spar buoy e
TLP essa reducéao foi menor.

Bernardes Janior (2018) desenvolveu um estudo numérico-experimental,
acoplando um AMS-PI a uma edificacdo do tipo shear building em escala reduzida.
Por meio de uma otimizacdo dos parametros do AMS-PI, ele reduziu o pico de
ressonancia da estrutura para cerca de 2% do seu valor original.

Resende et al. (2020) estudaram um sistema massa-mola-amortecedor de
1 grau de liberdade. A este sistema principal, eles acoplaram um AMS-PI que possuia
dois casos: o primeiro caso era apenas um péndulo invertido, enquanto o segundo
caso possuia uma massa na extremidade livre do péndulo invertido. A partir de uma
otimizacdo numérica por meio de algoritmo genético, os parametros 6timos do
péndulo invertido foram obtidos para cada caso. Definidos os parametros geométricos
e mecanicos do sistema principal e do AMS-PI de cada caso, os modelos foram
ensaiados em laboratério para condi¢cdes de vibracdes livres e vibracbes forcadas
harménica. Os resultados numéricos e experimentais de cada modelo foram
compativeis entre si e satisfatorios, apresentando reducdo de vibra¢cdes maior que
50%.

1.4 Objetivos

O presente trabalho visa reduzir a resposta dinamica de modelos simplificados
de um aerogerador offshore flutuante devido as excitagfes provenientes do vento e
das ondas do mar.

Propde-se um péndulo invertido como controle passivo, sendo realizada

otimizacdo de cinco parametros por meio de busca exaustiva. Uma vez otimizados 0s
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parametros do péndulo invertido, busca-se avaliar a reducéo da resposta da estrutura
guando ela estéa sujeita a excitacdo harmoénica e a excitacédo aleatoria.

Em relacdo a estrutura submetida a excitagdo aleatéria, pretende-se comparar
a resposta obtida no dominio do tempo, pelo Método de Monte Carlo, com a resposta
obtida no dominio da frequéncia, pelo Espectro de Forcas.

N&o obstante, objetiva-se avaliar a influéncia da rigidez e do amortecimento
das pas na resposta da estrutura quando a velocidade do vento é superior a
velocidade de corte do aerogerador, ou seja, quando o rotor possui rotagéo nula.

Finalmente, propde-se avaliar o erro relativo entre a resposta do aerogerador
da andlise linear e da analise ndo-linear quando a rotacdo da torre ou do péndulo

invertido € superior a 10°.

1.5 Abrangéncia, limitacao e contribuicdes

O trabalho realiza andalise dindmica de dois modelos simplificados de um
aerogerador offshore flutuante submetido a excitacéo de vento e de ondas mar, sendo
proposto, para cada modelo, um controle por AMS-PI.

Dentre as hipoteses simplificadoras relacionadas a estrutura do aerogerador
estdo: a rotacdo das pas ndo é considerada, sendo avaliado o estado de vibracdes
quando o aerogerador ndo esta em operagao; a torre possui movimento de corpo
rigido, uma vez que a sua deformacdo, em uma avaliacdo preliminar, pode ser
desprezada.

Em relacdo a formulacdo matemética, o estudo se limita as seguintes
proposicdes: o modelo matematico elaborado é valido para deslocamentos angulares
de até 10°, pois a seguinte aproximacédo sin 6 = 0 é realizada no desenvolvimento
matematico com o intuito de linearizar o sistema de equacdes diferenciais ordinarias;
as forcas devido a excitacdo dinamica do vento e das ondas do mar séao aplicadas
concentradas, respectivamente, na nacele e na barcaca; e ndo é realizada uma
interacdo fluido-estrutura entre a estrutura e as forcas aerodindamicas e
hidrodindmicas.

O modelo matemético das equacdes de movimento foi baseado no modelo
utilizado por Guimardes (2016) o qual aplicou forca harmdnica no topo do
aerogerador. As contribuicdes do presente trabalho sdo as seguintes: elaboracao de

um algoritmo de otimizagdo por busca exaustiva onde se verificou que parametros
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otimizados para o péndulo invertido sdo capazes de reduzir a resposta da estrutura
devido a uma forca harmoénica; aplicacdo de forcas aleatdrias no topo, por meio do
Espectro de Davenport, e na base, por meio, do Espectro de Pierson-Moskowitz, onde
se verificou que o péndulo invertido é eficiente para reduzir vibragées provenientes de
excitacoes aleatdrias; comparacéo das respostas no dominio do tempo, por meio do
Método de Monte Carlo, e no dominio da Frequéncia, por meio do Espectro de Forcas,
devido a excitagdo aleatéria, onde se verificou resultados semelhantes; realizagédo de
uma andlise nado-linear com base no Método de Runge Kutta de 42 ordem para
deslocamentos angulares superiores a 10° onde se verificou baixo erro relativo em

comparacao com a resposta proveniente da analise linear.

1.6 Metodologia

O sistema principal é composto pelo aerogerador NREL Offshore 5-MW
acoplado a barcaca da companhia ITI Energy por meio da rigidez rotacional da torre.
As propriedades geométricas e mecanicas dos componentes do sistema principal séo
obtidas a partir de Jonkman (2007).

Existem dois casos de sistema principal em relagédo a consideracéo das pas. O
primeiro caso ndo considera as pas e possui dois graus de liberdade, sendo de
translacdo da barcaca e de rotacdo da torre. Ja o0 segundo caso leva em consideracao
as pas e possui cinco graus de liberdade, onde os graus de liberdade adicionais séo
referentes ao deslocamento de cada uma das pas. Isso é realizado para avaliar a
influéncia das pas na resposta da torre e na otimizacéo dos parametros do AMS-PI.

Com base nas propriedades geométricas e mecanicas do aerogerador e da
barcaca é realizada a analise dos polos da funcéo de transferéncia e analise modal.
A analise dos polos da funcéo de transferéncia de cada modelo € realizada com o
intuito de escolher o valor da rigidez rotacional da torre que garanta a estabilidade do
sistema dinamico. J& a analise modal é realizada para determinar as frequéncias
naturais e os modos de vibragéo da estrutura.

O AMS-PI é proposto com o intuito de reduzir os deslocamentos angulares da
torre. Ele é acoplado a torre, introduzindo um grau de liberdade de rotacdo. Os
parametros do AMS-PI sédo variados numericamente dentro de um intervalo fechado
a fim de determinar as varias configuracbes otimas que conduzem as maiores

reducdes da resposta do sistema. Essas configuracdes Otimas sdo obtidas de acordo
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com o critério de otimizacdo e com o tipo de acdo. Sao realizadas otimizacbes com
base em dois critérios: menores picos maximos da funcao de resposta em frequéncia
devido a uma excitacdo harmonica; e menores variancias da resposta proveniente de
uma excitagcdo por ruido branco. Os dois critérios de otimizacdo séo realizados para
duas situacdes de carregamento: acdo da onda do mar e acao do vento. A partir das
configuracbes otimas de AMS-PI obtidas, escolhe-se uma configuracdo a fim de
determinar a resposta dindmica da estrutura devido a excitacdo de carregamento
aleatorio proveniente do vento e das ondas mar.

E necessario definir o local de instalacdo do aerogerador a fim de determinar
as forcas que agem na nacele e na barcaca. O local escolhido se situa no litoral do
Ceara, nas coordenadas geogréficas 03° S, 38°W. A altura, o periodo da onda e a
profundidade do mar séo obtidos a partir de Espindola e Araujo (2017), enquanto a
velocidade do vento é obtida a partir da ABNT NBR 6123:1988.

As excitacdes dinamicas provenientes da acdo dos ventos e das ondas do mar
sao aplicadas como for¢a concentrada, respectivamente, na nacele e na barcaca. As
forcas devido ao vento sdo calculadas com base na ABNT NBR 6123:1988 e no
espectro de Davenport. Ja as forcas devido as ondas do mar séo calculadas a partir
da Teoria de Airy, das Forcas de Morison e do espectro de Pierson-Moskowitz. A partir
do Método de Monte Carlo, a energia dos espectros é distribuida em amplitude de
forcas de acordo com a sua frequéncia. Essas forcas harmoénicas sao superpostas
com angulos de fases randdmicos a fim de representar a aleatoriedade das excitagbes
dindmicas. A estrutura é submetida a este conjunto de forcas aleatorias, sendo obtida
a resposta no dominio do tempo dos graus de liberdade de cada modelo de
aerogerador offshore flutuante.

Complementarmente, € realizada uma andlise no dominio da frequéncia,
envolvendo os espectros de forcas de Davenport e de Pierson-Moskowitz e a funcéo
de transferéncia a fim de determinar o espectro de resposta da estrutura e comparar
0S seus resultados com os obtidos pelo Método de Monte Carlo.

A partir dessas analises é possivel avaliar a influéncia das pas na resposta
dindmica da estrutura, quando as mesmas se encontram paradas. Além disso, realiza-
se a analise da reducdo das vibracdes da estrutura devido a introducdo de um
AMS-PI.
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2 REVISAO DE LITERATURA
2.1 Aspectos gerais de aerogeradores

2.1.1 Contexto historico

A origem de um dispositivo que convertesse a energia cinética dos ventos em
energia mecanica ndo € precisa. Existem diversas hipoteses sobre a origem dos
moinhos de ventos. As primeiras referéncias sobre a utilizacdo de energia edlica
provém da india, Tibete, Afeganistdo e Pérsia. Entretanto, diversos autores alegam
haver descoberto restos de moinhos de ventos no Egito com 3000 anos de idade
(PINTO, 2014).

Utilizados para irrigacdo e moagem de gréaos, o primeiro registro confirmado de
moinhos de vento data do século VI, localizado na Pérsia, atual Ird, e na provincia de
Sijistan, atual Afeganistdo. (PINTO, 2014). Devido as cruzadas, conquistadores
europeus da Palestina levaram a ideia da energia edlica para a Europa e, por isso,
durante o século XllI, surgiram os primeiros registros de moinhos de vento na Franca
e na Inglaterra com a finalidade de bombeamento da agua e irrigacdo da terra
(ACKERMANN, 2002).

Entre o século XII e o século XVII, houve progresso no desenvolvimento e na
diversificacao dos projetos de moinhos de ventos, sendo a maioria melhorias adotadas
de maneira empirica ou até mesmo acidental. Durante os séculos XVII e XVIII, a partir
da sistematizacdo da fisica e da matematica, iniciaram-se as primeiras abordagens
analiticas e numéricas dos moinhos de ventos, sendo John Smeaton o primeiro a dar
um viés cientifico acerca do desempenho dos moinhos de vento (PINTO, 2014).

Devido a Revolucao Industrial na Europa, a quantidade de moinhos de vento
diminuiu devido a inven¢do da maquina a vapor. Entretanto, quando os holandeses
migraram para os Estados Unidos, levaram consigo a tecnologia dos moinhos de
vento. Por conta disso, até o século XIX, o nimero de moinhos de vento disparou nos
Estados Unidos e na Europa, em especial na Holanda. Nesses paises, a finalidade
principal era de bombear agua, moer graos e cultivar alimentos (ACKERMANN, 2002).

James Blyth, engenheiro eletricista, foi a primeira pessoa a desenvolver um
moinho de vento com o intuito de produzir eletricidade. Esse feito ocorreu no ano de
1887 na cidade de Glasgow, atual Escoécia. O aerogerador possuia 10 m de altura e
tinha como fungéo carregar os acumuladores que iluminavam uma casa. No ano

seguinte, Charles Brush, engenheiro de minas, foi a primeira pessoa a produzir um
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moinho de vento com o intuito de gerar eletricidade em larga escala. O seu
aerogerador possuia 144 pas, rotor de 17 m de diametro, torre de 18,3 m de altura e
gerador com poténcia de 12 kW. Outro nome importante da energia edlica € o
dinamarqués Poul la Cour que desenvolveu estudos experimentais em 1891 e
aperfeicoou a tecnologia tradicional dos moinhos de ventos ao utilizar conceitos da
Ciéncia, produzindo mais de 100 turbinas até o ano de 1918. Além disso, ele realizou
um importante trabalho sobre aerodindmica de pas (PINTO, 2014).

Apo6s a Segunda Guerra Mundial, como o uso de energia por combustiveis
fosseis era preponderante, a energia eolica ficou restringida a investimentos no
desenvolvimento de aerogeradores de pequeno porte. Entretanto com a crise do
petréleo, o valor do barril subiu mais de quatro vezes e, em 1973, os Estados Unidos,
por meio da NASA (National Aeronautics and Space Administration), criaram um
programa de pesquisa e de desenvolvimento de aerogeradores (ACKERMANN,
2002).

Durante os anos de 1980, a industria dinamarquesa de energia edlica
experimentou uma grande expansdo com um modelo de aerogerador com as
seguintes especificacdes: trés pas de 30 m de comprimento; rotor regulado por estol;
velocidade constante; e geracdo por maquina de inducdo. Além disso, em 1991, os
dinamarqueses realizaram a primeira instalacdo de um aerogerador offshore e, em
2003, 20% da matriz energética do pais era suprida proveniente da energia edlica
(PINTO, 2014).

O Brasil entrou no mercado de energia edlica em 1992 quando realizou a
primeira instalacdo de um aerogerador na América do Sul. O aerogerador, localizado
no arquipélago de Fernando de Noronha, possuia torre trelicada de 23 m de altura,
rotor de 17 m de didmetro, trés pas de fibra de vidro com comprimento de 8,5 m,
sistema de controle por estol passivo, além de poténcia nominal de 75 kW. O ano de
2011 foi importante para o Brasil, pois conseguiu atingir 1 GW de poténcia devido a
instalacdo de aerogeradores, principalmente na regido Nordeste (PINTO, 2014).

Com os crescentes investimentos financiados na area da pesquisa acerca de
energia edlica, foi possivel, ao longo dos anos, desenvolver aerogeradores cada vez
mais potentes até chegar nos padrdes de projetos atuais de aerogeradores comerciais
modernos com capacidade de poténcia nominal superior a 1 MW. (ACKERMANN,
2002).
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Neste sentido, o aerogerador mais potente do mundo € do tipo offshore, foi
desenvolvido pela empresa GE Renewable Energy e possui 14 MW de poténcia, rotor
de 220 m de diametro e torre com 150 m de altura, sendo capaz abastecer 16 mil
casas. Ele possui poténcia superior a 45 % em relacdo ao segundo aerogerador mais
potente. (GWEC,2021).

2.1.2 Capacidade instalada

No relatério da Global Wind Energy Council (GWEC) publicado em 2021, a
capacidade de poténcia mundial instalada tem crescido exponencialmente ao longo
dos anos. Em 2020, a poténcia mundial instalada através dos aerogeradores era de
aproximadamente 742 GW, representando um crescimento de quase 275 % em

relacdo aos 10 anos anteriores, conforme mostrado na Figura 2.1 (GWEC, 2021).
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Figura 2.1 — Poténcia instalada global, em GW, de 1996 a 2020.

No ano de 2020, 93,0 GW de poténcia foram instaladas em todo mundo por
meio da implantacao de novos aerogeradores. Desse total, somente China e Estados
Unidos representam, respectivamente, 55,6% e 18,3 %, ou seja, mais da metade da
capacidade instalada naquele ano. A poténcia instalada em 2020 por continente é a
seguinte: 59,9 % pelos paises da Asia e Pacifico, 23,4 % pelos paises americanos,

15,8 % pela Europa e 0,9 % pela Africa.
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ano de 2020 e a poténcia instalada total.
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Figura 2.2 — Poténcia instalada em 2020. a) Onshore; (b) Offshore. Fonte: GWEC (2021).
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Figura 2.3 — Poténcia instalada total. a) Onshore; (b) Offshore. Fonte: GWEC (2021)
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O Brasil ocupa a 72 posi¢do entre 0s paises com maior capacidade de poténcia
instalada do tipo onshore, com capacidade superior a 17,75 GW. O crescimento do
pais aumentou quando comparado ao ano de 2019, pois neste ano houve um aumento
de 0,74 GW, enquanto em 2020 o aumento da poténcia instalada foi de 2,30 GW.

Os desafios enfrentados pelo Brasil para aumentar a poténcia instalada por
meio dos aerogeradores sdo 0s seguintes: dependéncia da geracdo de energia por
combustiveis fosseis e resisténcia a mudancas; questdes relacionadas a alocacédo de
terras e aceitacdo publica; gargalos na transmissdo de energia elétrica; e volatilidade
politica por conta de interesses politicos e interrupcdo de ciclos politicos (GWEC,
2021).

Entretanto, a partir de 2022, espera-se uma retomada no crescimento, uma vez

que ja existem diversos projetos de parques edélicos em curso, sendo, pelo menos,
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vinte relacionados a modalidade offshore, os quais irdo aumentar a poténcia instalada
em cerca de 40 GW.

2.1.3 Tipos de aerogerador

Os aerogeradores sdo dispositivos que podem ser classificados quanto a
direcéo do eixo de rotacdo, sendo de eixo vertical ou eixo horizontal, ou quanto ao
local de instalacéo, onshore ou offshore.

A configuracdo dos primeiros aerogeradores, utilizados pelos persas para
moagem de graos, era de eixo vertical com painéis de tecidos movimentados pelo
vento. As pas dos aerogeradores de eixo vertical giram em relacdo ao seu eixo
vertical, sendo este perpendicular ao solo. A Figura 2.4 mostra uma diversidade de

configuracdes de aerogeradores de eixo vertical.
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Esses aerogeradores possuem as seguintes vantagens: as turbinas funcionam
a partir de ventos oriundos de qualquer direcdo; e os componentes de conversdo de
energia estao localizados na base o que alivia as tensdes na torre, reduz custos e
facilita a manutengéo e montagem.

Entretanto, as desvantagens tém sido preponderantes e, por conta disso, 0 seu
uso tem ficado restrito a uma pequena quantidade de aerogeradores. As
desvantagens sao: necessitam de um sistema de arranque para inicializar a rotacao
das pas; como o aerogerador € apoiado somente por uma extremidade, a altura
maxima € limitada pelo momento de tombamento gerado na base; e baixa eficiéncia
energética por causa da limitacdo de altura e da turbuléncia dos ventos nessa regiao.
(TONG, 2010).

J& os aerogeradores de eixo horizontal possuem um conjunto de pas que,
qgquando empurradas pelo vento, giram em torno do eixo horizontal. Dentre as
principais vantagens, tem-se: 0s aerogeradores sdo colocados a maiores alturas o
que permite maior eficiéncia por causa da maior velocidade dos ventos e de menos
turbuléncia nessa regido; ocupam pouca area do solo; mais seguros na presenca de
ventos fortes; baixa velocidade do vento para as pas entrarem em funcionamento; e
baixo custo por unidade de energia produzida (TONG, 2010). As principais
desvantagens sdo: necessidade de um sistema que gire as pas em relacdo ao seu
eixo para obter um melhor aproveitamento da energia; necessidade de grande
resisténcia estrutural da torre devido ao seu longo comprimento; e dificuldade de
manutencao no sistema elétrico (DA SILVA, 2014).

Os aerogeradores de eixo horizontal podem ainda ser classificados de acordo
com a direcdo do escoamento do vento em upwind ou downwind. Os aerogeradores
upwind s&o aqueles em que o escoamento do vento incide na face do rotor, sendo o
mais utilizado hoje em dia. A sua principal vantagem se deve ao fato de que nédo ocorre
distorcdo no escoamento do vento a medida que ele atravessa as pas e a nacele. Ja
nos aerogeradores downwind, o vento passa primeiro pela nacele e pela torre e depois
pelas pas, o que permite que as pas sejam mais flexiveis. Entretanto, as desvantagens
desse tipo de aerogerador sdo inumeras: a energia produzida sofre flutuagbes por
causa da esteira formada atras da torre e da nacele; as perdas aerodinamicas e as
cargas de fadiga aumentam; as pas apresentam um ruido latente. A Figura 2.5
apresenta a direcao de incidéncia do vento em um aerogerador de eixo horizontal
upwind e downwind (TONG, 2010).
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Figura 2.5 — Tipos de aerogeradores de eixo horizontal. a) Upwind; b) Downwind. Fonte: Pinto (2014).

Os aerogeradores do tipo onshore sdo aqueles instalados no continente,
enquanto os aerogeradores offshore sdo instalados nas aguas do mar. Os
aerogeradores onshore possuem como vantagens: menor custo com fundagoes,
instalacdo da torre e turbinas; facilidade de integracdo com a rede elétrica; e maior
acessibilidade com operacédo e manutengao.

Ja os aerogeradores offshore possuem maior producdo de energia, pois a
velocidade dos ventos é 20 % superior, operam por mais horas por ano a uma
adequada faixa de velocidade; e o vento é menos turbulento. Além disso, como 0s
aerogeradores estdo afastados das cidades, as restricbes ambientais e o impacto
sonoro e visual sdo menores. Por conta dessas vantagens e tendo em vista que 70%
da superficie do planeta € ocupada por oceanos, a industria da energia edlica tem
aderido a tecnologia offshore.

Entretanto, algumas desvantagens séo: corrosao da estrutura por causa da
salinidade do mar, baixas temperaturas, incrustacdo marinha aumentando as forcas
hidrodindmicas na barcaca, desprendimento de vértices e custo de fundacbes mais
elevado. A Figura 2.6 mostra um parque eoélico de aerogeradores onshore na Roménia

e offshore na Dinamarca.
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Figura 2.6 — Parque edlico. a) Onshore; b) Offshore. Fonte: Guimaraes (2016)

2.1.4 Tipos de fundagdes

O tipo e o tamanho da fundacéo séo determinados pelas condi¢cdes geotécnicas
do local, pela maxima poténcia do aerogerador e pelo tipo de torre. Aerogeradores
maiores em diametro e em altura sofrem mais influéncia das for¢as do vento, uma vez
gue a velocidade e a area varrida pelo vento sdo maiores. Por conta disso, os esfor¢cos
solicitantes nas fundagbes sdo maiores, o que influencia diretamente no
dimensionamento das mesmas. (PINTO, 2014).

No caso de aerogeradores onshore, as agdes do vento podem ser transferidas
ao terreno por meio de sapatas pelo contato da base entre a sapata e o solo quando
este possui alta capacidade portante a niveis pouco profundos. Caso contrario, sdo
utilizadas fundagdes por estacas, onde a transferéncia de cargas para o solo ocorre
tanto por atrito lateral quanto pela ponta da estaca. Nao obstante, existem situacdes
em que a fundagédo pode ser do tipo sapata estaqueada havendo transmisséo de
esforgos tanto pela ponta da sapata e da estaca quanto por atrito lateral da estaca. A

Figura 2.7 mostra uma fundacao em sapata de um aerogerador onshore.



34

Figura 2.7 — Fundacdo em sapata de um aerogerador onshore. Fonte: Hassanzadeh (2012)

As fundacgbes de sistemas onshore representam cerca de 10 % do valor total
da obra, enquanto nos sistemas offshore a relacao é superior a 20 %, tornando-se
maior a medida que a profundidade do mar aumenta. Como as funda¢Bes nao
influenciam na capacidade de producéo de energia, elas acabam aumentando o custo
da eletricidade (TONG, 2010).

Em relacdo as fundacbes dos aerogeradores offshore, elas podem ser
classificadas em fixas ou flutuantes. As fundacbes fixas podem ser do tipo
gravitacional, monopilar, tripé, tripoide, ou jacket conforme mostrado na Figura 2.8.
Essas fundacdes estdo limitadas pela profundidade do mar, podendo chegar a até
60 m de profundidade, visto que a partir desse limite o projeto se torna inviavel

economicamente.

b) c) d) e)

a)

Figura 2.8 — Fundacdes fixas de aerogeradores offshore. a) Gravidade; b) Monopilar; ¢) Tripé; d)
Tripoide; e) jacket. Fonte: Wind Power Monthly (2013).
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A fundacéo do tipo gravitacional consiste em uma estrutura de concreto armado
no formato caixdo assentada sobre o fundo do mar o qual € previamente nivelado.
Devido ao grande peso da estrutura, sdo necessarias embarcacdes pesadas para
realizar o icamento e a instalacdo da fundacdo. ApGs o assentamento da fundacéo, a
torre € fixada dentro da fundacdo por meio de um encaixe do tipo calice. Como a
relacdo entre a massa da fundacédo e a profundidade do oceano segue uma relacéao
quadratica, esse tipo de fundagdo se torna economicamente inviavel em grandes
profundidades (TONG, 2010).

A fundacdo monopilar e tripé sdo compostas por, respectivamente, um e trés
tubos de aco. Esses tubos de aco sdo constituidos por placas de aco dobradas e
soldadas na fabrica para formar as sec¢@es cilindricas. A fundacéo é transportada da
fabrica para o local de instalagdo, onde é inserida no solo por meio de macacos
hidraulicos (TONG, 2010).

A fundacéo tripoide consiste em uma estrutura com trés pernas ligadas ao pilar
principal, onde no topo da secdo do tripoide a torre da turbina é acoplada. J4 a
fundacao do tipo jacket € formada por uma trelica complexa e metélica. Ambas as
fundacbes sdo levadas em embarcacbes para o local da instalacdo, onde sé&o
utilizados guindastes para coloca-las em sua posicéo final. (TONG, 2010)

O avanco de parques eolicos em direcdo a aguas mais profundas foi barrado
por conta do custo com fundacdes offshore fixas. Para contornar essa situacao,
surgiram as fundacdes flutuantes, que apesar de apresentarem um custo maior que
as do sistema onshore, compensavam na producdo de energia edlica gerada. As
vantagens das fundacbes flutuantes sdo: menor custo quando comparado aos
sistemas de fundacéo fixa offshore; flexibilidade na construcéo e instalacao; facilidade
na desativacdo e remocdo do parque eolico; e variedade de tipos de fundacdes
flutuantes (HENDERSON; WITCHER, 2010).

Esses aerogeradores offshore flutuantes podem ser do tipo: Barcaca, semi-
submersivel, multi spar articulado, spar buoy e Tension Leg Platform (TLP) conforme
mostrado na Figura 2.9. As fundacdes flutuantes sdo geralmente utilizadas em aguas

cuja profundidade é maior que 60 m podendo superar os 1000 m de profundidade.



36

a) b) c) d) e)

Figura 2.9 — Fundacdes flutuantes de aerogeradores offshore. a) barcacga; b) semi-submersivel; c)
multi spar articulado; d) spar buoy; e) TLP. Fonte: Froese (2019).

A fundacéo do tipo TLP é ancorada no leito do mar por meio de um sistema de
cabos de amarracao pré-tracionados que possuem um conjunto de conectores na sua
extremidade inferior para fazer a ligacdo com o solo. A ligacdo superior dos cabos é
feita com o casco da fundacédo que contribui para a flutuabilidade do sistema. Os
desafios desse sistema sdo a necessidade de uma analise do modelo completo
(cabos-casco-torre-pés) devido ao acoplamento dindmico e a necessidade de limitar
o deslocamento angular do casco em 1° para evitar acdes no rotor que possam causar
a perda de equilibrio da estrutura (LIU ET AL., 2016).

A fundacéo do tipo spar buoy possui um flutuador cilindrico largo, utilizado para
garantir a estabilidade do sistema. A parte inferior do flutuador € mais pesada que a
parte superior com o intuito de diminuir a altura do centro de flutuabilidade. Essa
diminuicdo permite que o momento restaurador garanta o equilibrio da estrutura
guando a fundacao rotaciona em relacdo ao eixo da torre. Portanto, o desafio desse
sistema é controlar as acdes laterais provenientes das ondas e das correntes
maritimas para evitar que o sistema perca o equilibrio (ATHANASIA e GENACHTE,
2013).

A empresa Excibuoy desenvolveu um sistema flutuante que ficou conhecido
como spar multi articulado. Pode-se dizer que este sistema é um aperfeicoamento do
sistema spar buoy, onde a torre € ligada, por meio de um deck, a quatro pernas do
tipo spar buoy as quais séo ligadas ao solo por meio de cabos de ancoragem. As
quatro pernas, além de melhorar a estabilidade do sistema, possuem dispositivos

capazes de converter, em energia elétrica, a energia proveniente das ondas, das
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correntes maritimas e das diferencas de temperatura entre as aguas no nivel e no leito
do mar (FROESE, 2019).

O sistema semi-submerso combina caracteristicas do sistema TLP e spar buoy.
Ele consiste em trés ou quatro colunas esbeltas intertravadas por meio de barras de
contraventamento. Por causa dessa configuracdo geométrica, as forcas da onda que
atuam nos elementos submersos estdo em diferenca de fase e se anulam. Além disso,
0 aumento da &rea molhada dos elementos submersos garante maior estabilidade e
rigidez estrutural ao sistema para combater as acdes das ondas do mar (PATEL,
2013).

Por ultimo, o sistema offshore do tipo barcaca consiste em uma plataforma
horizontal sustentada por cabos de amarragdo ancorados no leito do oceano por meio
de conectores. As plataformas, geralmente quadradas, podem ser vazadas e sao
feitas de aco ou de concreto. O fato de serem vazadas permite que extraiam energia

das ondas por meio da oscilacdo da coluna de agua (VIJAY ET AL., 2016).

2.1.5 Componentes de um aerogerador

Os aerogeradores de eixo horizontal possuem 0s seguintes componentes:
rotor, cubo, eixo, multiplicador, gerador, nacele e torre conforme mostrado pela
Figura 2.10.

R|

B &
Cubo
n Rotor
B Eixo
E Multiplicador
[E] Gerador
[E Nacele

E Torre

Figura 2.10 — Componentes de um aerogerador. Fonte: Guimaraes (2016)

A conversdo de energia ocorre em duas etapas. Ao incidir o vento nas pas,

como estas estao acopladas ao eixo por meio do cubo, o eixo rotaciona, fazendo com
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gue ocorra transferéncia de energia edlica em energia mecanica. A disposicao dos
eixos junto com a caixa multiplicadora permite que a conversao de energia ocorra com
maior eficiéncia. O sistema de eixos termina no gerador, o qual € responsavel em
converter a energia mecanica em elétrica. A partir dai, a energia elétrica € distribuida
para a concessionaria de energia elétrica que € responsavel pela transmissao da
energia elétrica para a rede publica.

O cubo é o componente responsavel em fixar as extremidades das pas ao
aerogerador, sendo também o meio pelo qual as pas se interligam ao eixo para
transferéncia de energia. A nacele, um compartimento fundamental dos
aerogeradores, protege 0os componentes elétricos e mecéanicos das intempéries.

A Figura 2.11 mostra os detalhes dos componentes da nacele. A caixa
multiplicadora realiza a transferéncia de energia mecéanica entre eixo de baixa
velocidade e o eixo de alta velocidade. O anemdmetro e o cata-vento ficam localizados
acima da nacele e medem, respectivamente, a intensidade e direcdo do vento. Em
caso de velocidades elevadas, os controladores acionam os freios, interrompendo o
funcionamento das péas. Devido a mudanca de direcdo do vento, os controladores
acionam o sistema de controle de guinada que rotaciona o conjunto nacele-rotor em
relacdo ao eixo longitudinal da torre para que o rotor fique alinhado com a dire¢éo do
vento. Outro mecanismo para aumentar a eficiéncia energética do aerogerador € o
controle de passo, que consiste em um conjunto de engrenagens que rotacionam o
eixo das pas, alterando o angulo de ataque e o angulo de passo para que o0

aerogerador trabalhe na poténcia nominal.

Painel de controle Cata-vento

Nacele Caixa multiplicadora Acoplamento
Eixo principal
Cubo

":"' N y :_‘/"4

Estrutura principal

Gerador

Controle de passo Deck de guinada

Rolamento principal
Controle de guinada Torre

Figura 2.11 — Componentes mecanicos e elétricos da nacele. Fonte: Tong (2010).
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2.1.6 Poténcia extraida

A Figura 2.12 mostra o escoamento de vento que varre a area, A, do rotor do

aerogerador.

FITTITS

Figura 2.12 — Area varrida pelo vento no rotor. Fonte: Tong (2010).

A energia cinética, E¢, da massa de vento, my, a uma velocidade, v., € dada

por:

(2.1)

A massa do vento pode ser escrita em funcdo da massa especifica do ar, pPar, €
da area varrida pelo rotor, A, ao longo de um comprimento L,. Portanto, a energia

cinética do vento se torna a seguinte:

2
E, = Par 'A;-vvz (2.2)

Como a definicdo de poténcia de um sistema fisico é a variacdo da energia
produzida em um intervalo de tempo e a da velocidade é a variagdo de um espaco
percorrido em um intervalo de tempo, a poténcia varrida do vento, Py, pode ser escrita
como:

3
P\/ — parﬁvz (23)
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A distribuicdo de velocidades do escoamento de vento, conforme mostrado na
Figura 2.13, € dada por vi, velocidade a barlavento, v, velocidade que passa pelo

rotor e vs, velocidade a sotavento.

Vi Vi
— ———
——

%
%
_—
= V] —_— Y = V3
e.
I
—
— =
— —

Figura 2.13 —Velocidade do vento a barlavento e a sotavento. Fonte: Tong (2010).

A energia cinética extraida, Ecex, pelo aerogerador é dada pela diferencga entre

a energia cinética a barlavento e a sotavento, sendo igual a:

C,ex

E :%mv(vl2 —V5) (2.4)

Relacionando a massa do escoamento de vento que atravessa a turbina com a

sua velocidade, pode-se escrever a poténcia extraida, Pex, por:
P _ l A 2 _ 2
ex 2 Par V2 (Vl VS) (25)

O Teorema de Rankine-Froude, elaborado por Rankine (1865) e adaptado por
Froude (1889), estabelece que a velocidade do vento que atravessa a turbina € igual
a média aritmética entre a velocidade do vento a barlavento e a sotavento. Portanto a

poténcia extraida se torna a seguinte:

1 (. v, v2 8
P =Zp A®|Z|1+2-2 -2 2.6
ex par 1|:2£ V Vlz ij:| ( )
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O termo entre colchetes & chamado de coeficiente de poténcia, Cp, sendo dado
pela razao entre a poténcia extraida e a poténcia do vento. Denominando de ky a razao
entre v3 e vi, é possivel calcular analiticamente o valor dessa razdo que retorne o
maior coeficiente de poténcia. Derivando o coeficiente de poténcia em relagéo a kv e

igualando a zero, recai-se em uma equacao quadratica dada por:

dc
e 10 ok —ak]=0 @27)
dk, 2

A solucdo dessa equacdo conduz a ky=1/3 e substituindo-a na
Equacédo 2.6 conduz a um coeficiente de poténcia igual a 16/27= 59,26 %. Este valor,
conhecido como limite de Betz, € o maximo rendimento de poténcia que as pas
conseguem extrair do vento.

Entretanto, este valor é apenas um limite aerodinamico e ndo um coeficiente
de rendimento, pois, durante as outras etapas de conversdo de energia, existem
perdas pelo atrito entre os componentes mecéanicos, perdas magnéticas, perdas por
calor, perdas por efeito Joule e perdas por efeito Corona. Levando em consideracao
o limite aerodinamico e as perdas, cerca de 50 % da poténcia disponivel do vento &
utilizada para converter a energia eélica em energia elétrica (PINTO, 2014).

A Figura 2.14 mostra a relacéo entre poténcia entregue de um aerogerador e a
velocidade do vento. A velocidade de partida, aproximadamente 4 m/s, € aquela a
partir da qual as turbinas entram em funcionamento e a maquina consegue entregar
a poténcia util; a velocidade nominal, aproximadamente 12 m/s, é aquela em que a
poténcia nominal do gerador é alcancada; a velocidade de corte, aproximadamente
25 m/s, é a maxima velocidade permitida para que haja conversdo em energia elétrica,
visto que a partir desse limite, podem ocorrer danos ao aerogerador caso ele continue
em funcionamento.

Quando a velocidade do vento atinge a velocidade de partida, as pas comegam
a girar. A medida que a velocidade do vento aumenta, a poténcia de saida também
aumenta até atingir a poténcia nominal. Uma vez atingida a velocidade nominal,
embora o vento continue a agir com velocidades superiores, o sistema de controle é
acionado e nao permitird que seja produzida uma poténcia superior a poténcia nominal

do gerador, pois isso causaria danos ao sistema elétrico do aerogerador. Quando o
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vento atinge a velocidade de corte, o sistema de controle desliga imediatamente o

aerogerador para evitar danos estruturais a ele (TONG, 2010).

Poténcia extraida Velocidade
(% de Taxa de extracdo) nominal

100

I 1 Velocidade do
T T vento (m/s)
Velocidade Velocidade
de partida de corte

Figura 2.14 — Relac&o entre velocidade do vento e poténcia extraida. Fonte: Tong (2010)

O coeficiente de poténcia, Cp, esta relacionado com o parametro Ay, 0 qual
expressa a razao entre a velocidade tangencial da ponta da pa e a velocidade do

vento. Uma maneira mais usual € escrevé-lo da seguinte forma:

A:Q@ (2.8)

2V,

onde wr é a velocidade angular do rotor, D, é o diametro do rotor e v, é a velocidade
do vento.

Se a velocidade angular das péas for muito baixa, a maior parte do vento passara
pelas pas sem causar perturbacdo a elas. Por outro lado, se a rotacdo das pas for
muito rapida, isso ira bloquear o escoamento do vento reduzindo a poténcia extraida.

De acordo com Ragheb (2014), para aerogeradores com numero n de pas, a

velocidade angular 6tima, wr ctimo, € 0 fator, Ay stimo, S80 dados por:

27V,

 otimo ~ E

2.10
r,6timo zz—ﬂ-[ Dr J=4—ﬂ-1,25 ( )
’ n { 2L, n

0 (2.9)
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A Figura 2.15 representa a relacéo entre o fator Ay e a o coeficiente de poténcia,
Cp, @ mostra que os rotores com trés pas sdo aqueles que possuem o maior coeficiente

de poténcia, sendo superior a 50 %.

1 Bet' limit
0,6

2 Glauent

0,5

3-bladed rotor

3

4 2-bladed rotor
0.2 5 1-bladed rotor
6 Vertical axis wind turbine (Darricus)
0,1 7... Dutch tower, mill
8 American windmill

9 Savonius-Rotor

Figura 2.15 — Relagéo entre o fator Av e 0 coeficiente de poténcia. Fonte: Tong (2010).

2.1.7 Funcionamento das pas

O rotor, conjunto de pas de um aerogerador, € um dos elementos fundamentais
do sistema edlico, pois € o elo primario do processo de conversao da energia eéblica
em energia elétrica.

Embora os aerogeradores com 4 pas possuam um coeficiente de poténcia
maior que o de 3 pés, essa diferenca é somente em torno de 2 %, enquanto o custo
adicional para a inclusdo de uma nova pa € da ordem de 6 %. Ja em relacdo aos
aerogeradores com uma pa e duas pas, embora eles sejam mais baratos que 0s
aerogeradores de 3 pas, eles apresentam as seguintes desvantagens: ruido alto, ndo
sdo visualmente aceitos pela sociedade e apresentam um menor coeficiente de
poténcia. Por causa desses motivos, o rotor dos modernos aerogeradores é composto
por 3 pas. (PINTO, 2014).

Até o ano de 1915, o material utilizado para a fabricacéo das pas era de madeira
com cobertura de tecido. Devido a baixa durabilidade do material e dificuldade de
manutencao das pecas, o material foi substituido pelo aco. O aco foi utilizado como
material para as pas até o inicio dos anos de 1980, como uma alternativa temporaria
para as primeiras grandes turbinas experimentais. Os engenheiros planadores foram
0s responsaveis pelo desenvolvimento de novos formatos, adotando o formato de

aerofolio para as pas, até entéo utilizado somente por aeronaves.
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O material dos modernos aerogeradores é feito a partir de compostos de fibra
de vidro por causa da sua alta resisténcia. Entretanto, esse material possui 0
inconveniente de ter baixo modulo de elasticidade e, por isso, as pas possuem
restricdes geométricas. Uma alternativa técnica € a utilizacao de fibras de carbono por
causa da sua alta resisténcia, alto modulo de elasticidade, boa resisténcia a fadiga,
além do fato de ndo apresentar corrosdo. O fato deste material ndo ser utilizado em
larga escala é por causa do seu alto custo. Portanto, a solugdo mais comumente
adotada € a combinacao entre a fibra de vidro e a fibra de carbono nas regides das
pas mais solicitadas pelo vento. (PINTO, 2014).

O rotor em movimento percebe um escoamento do vento com uma velocidade
diferente da velocidade real do vento, v.. Essa velocidade se chama velocidade
relativa, vre. A velocidade tangencial, vi, da pa varia linearmente ao longo do seu
comprimento, sendo maxima na ponta da pa. Por conta disso, a velocidade relativa
também é modificada ao longo da pa.

Como as péas possuem o formato de aerofdlio, o escoamento do vento percorre
um caminho mais longo em uma face do que em outra, surgindo um gradiente de
pressédo entre as duas faces. Esse gradiente de presséo ao longo da area do aerofdlio
€ responsavel pelo surgimento das forcas de sustentacdo, F., as quais induzem a
rotacdo das pas e sao primordiais na geracao de poténcia dos aerogeradores.

Por outro lado, a forga de arrasto, Fp, a qual se desenvolve na dire¢do da
velocidade do vento, é indesejavel, pois se opde a componente tangencial da forca de
sustentacdo, minimizando a rotacdo das pas por meio da dissipacdo de energia
mecanica. Portanto, para se obter o maximo desempenho da rotacdo das pas, 0
angulo de ataque, angulo formado entre o aerofélio e o vento, € ajustado de tal forma
gue maximize a relacdo entre as forcas de sustentacdo e as forcas de arrasto. Por
meio do controle de passo, as pas sofrem um giro em torno do seu eixo longitudinal
para otimizar o angulo de ataque de acordo com as mudancas na direcdo do vento.
Entretanto, o0 aumento no angulo de ataque possui um limite superior, pois, a partir
desse valor, 0 vento entrara em estol, ou seja, 0 escoamento que passa por cima do
aerofélio ndo penetra na superficie deste, havendo perda de sustentacdo. Além disso,
0 estol eleva as forcas de arrasto e gera desprendimento de vortice na regido de
esteira devido a separacdo da camada limite. Isso diminui a rotacdo das pas,

prejudicando a conversdo de energia edlica em energia mecanica dos eixos.
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2.2 Controle estrutural

2.2.1 Conceitos gerais

Ventos, ondas do mar e sismos sdo meios pelos quais forcas dinamicas
incidem na estrutura, podendo causar vibracdes indesejaveis, fadiga ou colapso da
estrutura. Por conta disso, as estruturas necessitam de um sistema resistente a essas
forcas laterais para absorver e dissipar energia de maneira estavel.

Para que a estrutura resista a essas acodes laterais, pode-se alterar as
caracteristicas de rigidez e amortecimento da estrutura principal de acordo com a
excitagdo. Entretanto, o0 aumento da rigidez aumenta 0s custos 0 que torna o projeto
inviavel economicamente, além de ser dificil alterar o fator de amortecimento dos
materiais de construcdo como aco e concreto armado. Por conta disso, tem-se
desenvolvido sistemas de controle de vibracdo para absorver e dissipar a energia
proveniente de agbes dinamicas. Esses sistemas de controle estrutural, utilizados
para reduzir a resposta estrutural, possuem dispositivos que podem ser classificados
em controle passivo, controle semi-ativo, controle ativo e controle hibrido.

O controle passivo é realizado por meio de dispositivos que agem isolando a
estrutura do meio externo ou dissipando parte da energia mecanica. Os sistemas de
isolamento sdo geralmente utilizados para controlar vibragdes provenientes de
sismos, enquanto os sistemas de dissipacdo de energia sdo usados em situacoes
mais abrangentes.

No sistema de dissipacdo de energia, um dispositivo auxiliar € acoplado a
estrutura principal, reduzindo as vibracdes dela devido a uma excitacdo dinamica
especifica, uma vez que este dispositivo é otimizado para uma determinada faixa de
frequéncia. O dispositivo de controle passivo € totalmente dependente do movimento
da estrutura e consegue dissipar a energia desta, pois € sintonizado na frequéncia
natural em que se deseja reduzir as vibracdes, porém em diferenca de fase, o que faz
com que seja possivel transferir a energia do sistema principal para o sistema auxiliar.
Embora os sistemas de controle passivo sejam limitados, eles sdo estaveis, néo
necessitam de energia externa ou medi¢cdes da resposta da estrutura e séo simples
de serem projetados e construidos. Os dispositivos de dissipacao de energia séo, por
sua vez, classificados em histeréticos, viscoelasticos, de recentralizacdo e

absorvedores de vibracdo dindmica. Esses absorvedores de vibragdo dinamica
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podem ser do tipo amortecedores de massa sintonizado ou amortecedores de liquido
sintonizado. (SAAED ET AL., 2013).

O sistema de controle semi-ativo € formado por sensores, computador de
controle, atuador de controle e dispositivo passivo. Uma vez excitada a estrutura pelas
acOes dinamicas, os sensores medem a resposta da estrutura e enviam-na para o
computador de controle o qual processa as medi¢cfes e gera o sinal de controle para
o atuador. O atuador, por sua vez, é responsavel por alterar as propriedades
mecanicas do dispositivo passivo de acordo com as caracteristicas das acdes
externas. Este dispositivo € de facil fabricacdo, confiavel e capaz de atuar melhor que
0s sistemas de controle passivo. A desvantagem desse sistema € a necessidade de
utilizacdo de geradores de energia devido a interrup¢cao de fornecimento de energia
elétrica que pode ocorrer por conta de rajadas de ventos ou sismos. Outra
desvantagem € devido ao limite da capacidade de funcionamento dos atuadores para
produzir forcas que sejam eficazes em alterar as propriedades mecanicas do sistema
auxiliar (SAAED ET AL., 2013)

Os dispositivos dos sistemas de controle passivo e semi-ativo possuem
capacidade e inteligéncia limitada para controlar a resposta de uma estrutura
submetida a um sismo. Além disso, o controle passivo é efetivo apenas para um modo
de vibracdo, enquanto o controle semi-ativo possui eficiéncia limitada dentro do limite
maximo de capacidade dos dispositivos passivos aos quais esté interligado. Por conta
disso, surgiu-se a necessidade de criar um sistema de controle ativo o qual é
composto por sensores, computador de controle e atuador. O atuador a ser acionado
aplica uma forca diretamente na estrutura para reduzir a resposta dinamica da
estrutura proveniente de diferentes excitacées dinamicas. As vantagens desse
sistema de controle sdo: controle em uma larga faixa de frequéncia e para diferentes
modos de vibracao; ndo existe limite tedrico na eficiéncia do controle ativo; adaptavel
a movimentos do solo; capacidade de selecionar a funcdo de controle, seja para
promover a seguranca estrutural ou para o conforto do usuario. (SAAED ET AL., 2013)

As desvantagens do sistema de controle ativo sdo: necessidade de uma
guantidade grande de energia para o atuador aplicar forgca na estrutura o que nao
pode ser garantida no caso de desastres naturais devido a interrupcdo do
fornecimento de energia elétrica; desestabilizacdo do sistema principal em caso de
erro na aplicacdo da forca; necessidade de sensores complexos, sistema de

processamento de sinal e atuadores de alta capacidade de aplicagdo de forca o que
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pode tornar o projeto inviavel economicamente. Por causa disso, o0s trés tipos de
controle citados podem ser combinados entre si para reduzir a resposta da estrutura.
Desta combinacdo de sistemas de controle surge o sistema de controle hibrido.
(SAAED ET AL., 2013)

No sistema de controle hibrido, o dispositivo passivo é responsavel em reduzir
a maior parte da resposta da estrutura para manter a estrutura dentro de uma faixa de
desempenho aceitavel, enquanto o controle ativo é utilizado para ajustar a resposta
da estrutura. Portanto, os dispositivos hibridos sédo mais eficientes que os dispositivos

passivos e mais econdmicos que os dispositivos ativos.

2.2.2 Formulacdo mateméatica do AMS

O primeiro desenvolvimento de um sistema de controle passivo na Engenharia
Civil foi realizado pelo engenheiro de minas e geodlogo britanico John Milne quando
era professor na Universidade Imperial de Téquio entre os anos de 1876 e 1895. Ele
construiu uma pequena casa de madeira apoiada sobre duas placas de ferro fundido
sendo uma com curvatura para cima e outra com curvatura para baixo. Entre as placas
havia rolamentos esféricos que permitiam o movimento da estrutura e proviam o
isolamento da estrutura com o meio externo quando ocorresse um sismo. (MARKIS,
2018).

Ja Frahm (1909) foi quem inventou e patenteou o primeiro amortecedor de
massa sintonizada (AMS). A sua aplicacdo tinha como objetivo amortecer as
vibracdes de ressonancia que ocorrem em navios devido as excitacdes periddicas das
maquinas e hélices. O mecanismo de Frahm consistiu em instalar um sistema auxiliar
na mesma frequéncia natural do sistema principal de modo que, quando este fosse
perturbado, o dispositivo auxiliar exercesse uma reacdo no sentido contrario ao
deslocamento do sistema principal devido a diferenca de fase entre esses dois
sistemas, promovendo o amortecimento das oscilagdes do sistema principal.

A Figura 2.16 apresenta um AMS com massa myq, rigidez kq € amortecimento Cq
acoplado a um sistema principal com massa m e rigidez k. O deslocamento do sistema
principal € tomado como u e o deslocamento do sistema auxiliar € tomado como ug.

Uma forca com amplitude Po age na massa do sistema principal.
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Figura 2.16 — Modelo de um AMS sintonizado em um sistema principal. Fonte: Guimaraes (2016).

A equacdo do movimento do sistema é dada por:

mi +c, (U—u,)+ku+k, (u—u,)=Pe'"
. S (2.11)
Aplicando a transformada de Laplace em cada equacéo, € possivel transformar
o sistema de equac0es diferenciais ordinarias em um sistema de equacdes algébricas.
Resolvendo esse sistema de equacdes e apds algumas manipulacbes algébricas,
obtém-se a funcdo de resposta em frequéncia de cada grau de liberdade conforme

mostrado a seguir:

. 2\2 2.2
:Po\/ 2 (zkd Ty )2 2"‘60 2d2 2 212 (212)
[(k —me?)(k, —m,a?) —k,m 0] + o’ (k —ma® —m,w?)
k2 + w’c?
u, =P d d 2.13
‘ °\/[(k—ma)2)(kd—mda)z)—kdmda)z]z+wzc§(k—ma)2—mda)2)2 13)

Den Hartog (1985) prop6s uma solucdo analitica para realizar a sintonizacéo
Otima do AMS com a estrutura principal de modo a obter uma consideravel reducéo
das vibragOes do sistema principal. A Equacéo 2.12 pode ser escrita em termo dos
seguintes parametros adimensionais: razao de massa, um=mgd/m; frequéncia natural
do AMS, wd=kd/mg; frequéncia natural do sistema principal, wn=k/m; razdo de
frequéncia, f= wd/wn; razéo de frequéncia de forcamento, g= w/wn; resposta estatica
do sistema, uest=Po/k; fator de amortecimento, é=cd/(2mawn). ApoOs algumas

manipulagdes algébricas, a Equacao 2.12 pode ser escrita como:
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U [&A+B
u, \&C+D (2.14)

A:(ng fy )2
B :(g? - ff2)2
C=(29,f2) (92 -1+ p,0%)
D=[u, fg? —(g? -1)(g% - )]

(2.15)

A Figura 2.17 mostra a amplificacdo dinamica de um sistema principal

bY

submetido a excitacdo harmdnica quando um AMS é acoplado a ele. Para essa
situacéo, tem-se que um=1/20 e f=1.

| | | [}
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Figura 2.17 — Resposta do sistema principal para fi=1 e um=1/20. Fonte: Steffen e Rade (2001).

Nota-se que para valores de amortecimento nulo e igual a 10, a amplificacéo
dindmica tende ao infinito. A minimizacéo dos picos de resposta esta relacionada com
o trabalho realizado pelas for¢cas de amortecimento, dado pelo produto dessas forgcas
pelo deslocamento entre as duas massas. Quando o amortecimento € nulo, as forcas
sdo nulas e consequentemente o trabalho também €& nulo o que conduz a uma
amplitude infinita. Quando o amortecimento tende ao infinito, as duas massas nao

possuem movimento relativo entre si e novamente o trabalho é nulo. Portanto, existe
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um valor de amortecimento entre esses dois extremos que conduz a um pico minimo
na resposta.

A partir da Figura 2.17, verifica-se que as curvas de todas as configuracdes de
amortecimento passam pelos pontos P e Q 0 que sugere que 0 amortecimento 6timo
€ aquele em gque passa uma tangente horizontal nesses pontos fixos P e Q.

O procedimento adotado por Den Hartog (1985) consiste em primeiramente
sintonizar o valor de f;, razado de frequéncia, de tal modo que os pontos fixos P e Q
possuam a mesma altura e depois ajustar o valor do amortecimento de maneira que
a tangente horizontal passe através de um deles.

A partir da Equagéo 2.14, existem valores de gr para os quais a amplificacao
dindmica n&o depende do fator de amortecimento. Isso ocorre quando A/C=B/D o que

conduz a seguinte expressao, ap0s algumas manipulacdes algébricas.

g¢ —29° 1+ 7+, ¢ N 21¢
f f

= (2.16)
2+ iy, 2+,

De acordo com as relagdes de Girard, o negativo do coeficiente do termo central
da Equacéo 2.16 € igual a soma do quadrado das raizes. Portanto, tem-se:

9%, +g? _2(1+ e+ u,f7)
f1tG¢2=

2.17
v (2.17)

Como a amplificacdo dindmica nos pontos P e Q néo € dependente do fator de
amortecimento e aplicando o limite de ¢ no infinito, a Equacéo 2.14 fica:

LR S (2.18)
uest 1_g$(1+;um) .

Substituindo gr1 e gr2 na Equacéo 2.18 e como as amplitudes sao iguais tem-

se:

1 1
1_9?,1(1+lum) 1_g$,2(1+1um)

(2.19)



o1

Apo6s algumas manipulacdes algébricas, a Equacéao 2.19 fica:

2
1+ p,

97, +97,= (2.20)

Combinando a Equacao 2.17 e a Equacdo 2.20, a razdo da frequéncia de

forcamento otimizada fica a seguinte:

1

L
fopt = 7 i (2.21)

Substituindo uma das raizes da Equacdo 2.16 na Equacéo 2.18, a amplificacéo

dinAmica otimizada fica:

1+— 2.22
uest H ( )

Uma vez obtidos a frequéncia de forcamento otimizada e a amplificacédo
dindmica otimizada, a segunda parte da solucdo € determinar o fator de
amortecimento 6timo que faca passar uma tangente horizontal nos pontos P e Q. Isso
é realizado substituindo a Equacao 2.21 na Equacao 2.14 e derivando ela em relacéo
a gr para determinar a inclinagéo e iguala-la a zero para o ponto P. Repete-se 0 mesmo
procedimento, porém igualando-a a zero no ponto Q. A partir disso, 0 amortecimento
Otimo para o ponto P e para o ponto Q sao dados por:

|
2_/4{3 ﬂm+2} (2.23)
* T Bl )

Hn
2_”{% ,um+2} (2.24)
R R )

Como nédo é possivel adotar as duas solugdes, Den Hartog (1985) sugere

adotar o valor médio das solu¢cbes acima, dado pela seguinte expressao:
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o = Bt 1) (2.25)

Se for considerado um amortecimento estrutural para o sistema principal, o
sistema principal com AMS nao possui pontos fixos e, portanto, a otimizacao de Den
Hartog ndo pode ser aplicada. Neste caso, para que sejam obtidos os valores 6timos
dos parametros do AMS que conduzem a uma amplificacdo dindmica pequena, é
necessario realizar uma otimizacdo numeérica, definindo como funcdo objetivo a
maxima amplitude de resposta e consequentemente determinando os valores dos
parametros do AMS (STEFEN e RADE, 2001).

2.2.3 Pesquisas sobre controle estrutural em aerogeradores

Diversos dispositivos de controle estrutural foram desenvolvidos para promover
a reducdo de vibracbes em pontes, torres e edificios altos. Entretanto, a aplicacdo
desses dispositivos em aerogeradores como controle estrutural € um topico
relativamente novo e que tem sido desenvolvido a partir do século XXI. A seguir sdo
apresentados alguns estudos existentes em literatura sobre o assunto.

Enevoldsen and Mgrk (1996) foram os pioneiros a proporem um dispositivo de
controle passivo para um aerogerador. O estudo levou em consideracédo a parcela
média e flutuante da acéo do vento atuando no rotor do aerogerador com o intuito de
obter a resposta estrutural sob condicbes operacionais e extremas. Foi realizado o
acoplamento de um AMS-MMA a torre do aerogerador com diferentes coeficientes de
amortecimento para as seguintes verificacdes: escoamento do material, flambagem e
ruptura por fadiga. Verificou-se que a utilizacdo de um AMS-MMA otimizado geraram
uma economia de até 45 % no volume de aco da estrutura do aerogerador.

Murtagh et al. (2008) analisaram a resposta do deslocamento do topo da torre
de um aerogerador cujo modelo levava em consideracdo a interacdo torre/pa e
turbuléncia rotacional atuando nas pas do rotor. A torre, nacele e rotor foram
modeladas como parametros discretos de sistemas de multiplos graus de liberdade.
A sintonizacdo de um AMS-MMA foi realizada com a frequéncia predominante,
permitindo reduzir as magnitudes das vibragoes.

Colwell e Basu (2008) modelaram um aerogerador offshore como uma viga

engastada no fundo com massas distribuidas ao longo do seu comprimento. Em um
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dos casos analisados, o rotor foi idealizado como massa concentrada na nacele,
enguanto em outro caso foi levada em consideracéo a rotacdo das pas. O espectro
do vento de Kaimal foi combinado com o espectro de JONSWAP para realizar a
combinacdo de acdes entre o vento e as ondas do mar. Devido a introducdo de um
amortecedor de coluna de liquido sintonizado acoplado a nacele, as vibracfes foram
reduzidas em até 55 % e a vida util da torre do aerogerador relativo a fadiga aumentou.

Lackner e Rotea (2011) realizaram um estudo de um aerogerador offshore do
tipo barcaga, utilizando um controle passivo e um controle ativo para comparar a
reducao de cargas. O controle passivo era composto por dois dispositivos AMS-MMA,
localizados na nacele, um em cada direcéo. O controle ativo é realizado pela aplicacao
direta de uma forga nos AMS-MMA. O controle passivo obteve reducdes de vibragbes
de até 10%, enquanto o sistema ativo apresentou reducdes de até 30%.

Arrigan et al. (2011) propuseram um modelo simplificado de aerogerador,
levando em consideracdo o conjunto nacele-rotor e quatro AMS semi-ativos, sendo
um em cada pa e um na nacele. Devido as condi¢cdes de uso das péas, condicdes
ambientais e velocidade de rotacdo das pas, os parametros dos AMS semi-ativos
foram modificados continuamente para sintonizar o dispositivo de controle a
frequéncia dominante do sistema principal, reduzindo significativamente as vibracoes
de flexdo das pas devido ao vento estacionario e ao vento turbulento.

Stewart e Lackner (2014) realizaram um estudo do desalinhamento entre as
acOes do vento e das ondas do mar, uma vez que o0 amortecimento estrutural na
direcdo lateral da torre € menor que na direcdo frontal, conduzindo a vibractes
excessivas naquela direcdo. A utilizacdo de um AMS-MMA acoplado a nacele do
aerogerador do tipo monopilar reduziu as cargas de fadiga em 5% na direcao frontal
e 40% na direcéo lateral. Além disso, a orientacdo do AMS-MMA pouco influenciou na
reducao de vibraces mesmo quando o desalinhamento entre as acdes variou.

Dinh e Basu (2014) investigaram o uso de um AMS-MMA simples e de mdltiplas
massas com o objetivo de reduzir as vibragdes do conjunto nacele/torre e do
movimento da plataforma spar de um aerogerador offshore do tipo spar buoy. Foram
utilizados multiplos AMS-MMA na nacele e ao longo do corpo do spar, sendo que esta
configuracéo apresentou reducédo de vibragdes na ordem de 50%, enquanto os AMS-
MMA simples apresentaram redugdes na ordem de 40%.

Li e Gao (2015) propuseram um controle ativo aplicado em um AMS-MMA

localizado dentro da plataforma de um aerogerador offshore do tipo barcaca.
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Controladores ativos de retroalimentacdo de saida estatica foram projetados a partir
de um método de otimizacdo H,, generalizado avancado, mostrando serem efetivos
em reduzir as cargas de fadiga em diversos componentes do aerogerador.

Banerjee et al. (2015) analisaram a resposta dinamica de um aerogerador
offshore monopilar, discretizando a torre em oito elementos de massa concentrada
com 6 graus de liberdade cada. Foram avaliadas duas condi¢cdes de contorno, sendo
uma com a base engastada e outra com base flexivel por meio de molas translacionais
e rotacionais. As acdes do vento e das ondas do mar foram aplicadas,
respectivamente, por meio dos espectros de Kaimal e de Pierson-Moskowitz. Foram
otimizados 3 AMS-MMA, sendo um acoplado a nacele, um acoplado a meia altura da
torre e um acoplado a plataforma imediatamente acima do nivel da agua. A partir dos
resultados, verificou-se que: as maiores reducdes ocorreram quando foram utilizados
varios AMS ao invés de apenas um; a reducao das vibracdes da torre foi da ordem de
18,3 % para as condi¢gbes de contorno fixas e 22,9 % para condigdes de contorno
flexiveis; os AMS foram menos efetivos para controlar as vibra¢des da torre devido as
acOes da onda do mar.

He et al. (2016) utilizaram diferentes métodos de otimizagédo paramétrica para
determinar os parametros de um AMS-MMA, acoplado a nacele de um aerogerador
offshore flutuante do tipo barcaca, considerando como fun¢éo objetivo o desvio padrao
do deslocamento longitudinal do topo da torre. Verificou-se que, ao variar a razao de
massa de 0,5 % a 2,0 %, houve uma reducédo nas vibragdes de 20 % a 50 %.

Fitzgerald e Basu (2016) analisaram as vibragdes de um aerogerador do tipo
monopilar levando em consideracdo os efeitos de interagdo solo-estrutura. Foram
analisados trés modelos de aerogeradores. O primeiro modelo possuia 3 graus de
liberdade referentes a rotacdo das pas, 3 graus de liberdade referentes a deformacéao
transversal das pas e 2 graus de liberdade do conjunto nacele/torre, sendo um em
cada direcao, totalizando 8 graus de liberdade. O segundo modelo era composto pelo
acoplamento de um AMS-MMA ao conjunto nacele/torre, totalizando 9 graus de
liberdade. O terceiro modelo era formado por controladores ativos que ajustavam os
parametros do AMS-MMA do modelo anterior, sendo o terceiro modelo também de 9
de graus de liberdade. Para cada modelo foram avaliadas duas condi¢cdes de
contorno, sendo uma considerando a base engastada e outra considerando a base
como uma mola com restricdo a rotacdo em duas dire¢des com o intuito de levar em

consideracao os efeitos da interacédo solo-estrutura. Os valores do AMS-MMA foram
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obtidos a partir de uma sintonizacdo com a frequéncia fundamental da torre com uma
razao de massa de 1% a 3%. Os autores verificaram que onde existem incertezas em
relacdo a rigidez do solo, a otimizacdo do AMS-MMA pode ser ineficaz.

Guimarédes (2016) elaborou modelos que levassem em consideracdo a
influéncia das propriedades mecanicas das pas, além de propor um controle passivo
por AMS-PI e um controle semiativo. Ele verificou que a consideracdo das pas nao
altera significativamente as frequéncias naturais e os modos de vibracéo do sistema
principal, entretanto introduz um pico de ressonancia adicional o qual deixa de ser
significativo com a introducdo do AMS-PI. Por meio de um algoritmo de controle 6timo
classico, ele propés um controlador semiativo o0 qual consiste em alterar as
propriedades da rigidez e do amortecimento do péndulo invertido a medida em que a
estrutura é solicitada. O controle semiativo apresentou resultados melhores que o
AMS-PI.

Fitzgerald et al. (2017) propuseram um controle hibrido por meio da unido de
um AMS-MMA localizado na nacele e um de dispositivo ativo cuja otimizacdo é
baseada na ferramenta de Linear Quadratic Regulator (LQR). Os resultados
mostraram que 0s controladores ativos aumentaram a confiabilidade da resposta da
torre e diminuiram a probabilidade de a resposta exceder um deslocamento que
ocorre na velocidade nominal do vento.

Chen et al. (2018) realizaram um estudo sobre a instabilidade dindmica das pas
devido ao acoplamento entre os seus modos de torcao e de flexdo. Esse fenbmeno,
conhecido como flutter, € mais acentuado quanto mais flexiveis forem as pas. Um
amortecedor viscoso foi introduzido dentro de cada pa para aumentar a rigidez
torsional das pas. Verificou-se que quando o amortecedor é otimizado, a velocidade
rotacional critica de flutter do rotor pode aumentar mais de 100%.

Zuo et al. (2017) propuseram a instalacdo de multiplos AMS-MMA com o intuito
de reduzir as vibracdes do primeiro e segundo modo de vibragdo provenientes das
acOes simultaneas de ventos, ondas e sismos. Mantendo igual a soma das massas
dos AMS-MMA, foram avaliadas trés configuracdes: a primeira era um AMS-MMA
acoplado ao topo da torre; a segunda eram dois AMS-MMA, sendo um acoplado no
topo da torre e outro a meia altura da torre; e a terceira era composta por seis AMS-
MMA localizados na metade superior da torre. Foi verificado que a utilizacdo de
multiplos AMS-MMA reduz as vibracfes da torre induzidas pelo modo de vibracao

fundamental bem como pelos demais modos de vibragao.
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Colherinhas et al. (2017) utilizou um método de otimizacdo chamado de Método
do Algoritmo Genético para localizar os parametros 6timos de um AMS por péndulo
simples que é acoplado ao sistema principal do aerogerador offshore. Foi verificado
que o AMS por péndulo simples é eficiente para reduzir as vibragdes do aerogerador.

Park et al. (2019) elaboraram modelos levando em consideracdo acoplamento
completo das forcas aerodinamicas e hidrodindmicas com o sistema principal. Além
disso, eles propuseram dois tipos de controle estrutural, sendo um por AMS-PI e um
semiativo através de amortecedores magneto-reoldgicos. Tomando como modelos,
um aerogerador do tipo monopilar e um do tipo TLP, eles verificaram que a resposta
dindmica estrutural o diminuiu significativamente devido a utilizacdo dos dois tipos de
controle estrutural, principalmente devido ao controle semi-ativo.

Xie e Aly (2020) e Zuo et al. (2020) elaboraram uma reviséo de literatura
abordando o uso de diversos dispositivos de controle utilizados para reduzir as

vibracBes dos componentes estruturais de um aerogerador.

3 FORMULACAO MATEMATICA

A analise dindmica da resposta estrutural e do movimento de cada componente
da turbina edlica offshore flutuante como, por exemplo, barcaca, torre, nacele e rotor,
dependem da estimativa das cargas aerodinamicas e hidrodinamicas que atuam
nesses componentes, além do acoplamento entre os préprios componentes.

O vento possui natureza aleatoria apresentando flutuacées em sua velocidade
e direcdo que variam no espaco e no tempo. Por conta disso, o vento pode ser definido
como a soma de uma parcela estatica, dada pela velocidade média do vento, e uma
parcela flutuante. As cargas de vento nas pas podem ser obtidas através do Método
do Momento de Elemento de Pa o qual trata o escoamento do vento como
bidimensional e dividido em volumes de controle anular, aplicando a cada célula do
escoamento as equacgdes de energia e de conservagdao do momento. Os coeficientes
de sustentacao e de arrasto, que dependem da forma das células e da velocidade de
escoamento do vento, sao definidos e utilizados para determinar a agao do vento em
cada célula. (LAMEI e HAYATDAVOODI, 2020).

As acOes hidrodinamicas que incidem em aerogeradores offshore possuem
formulagdo matematica analoga as utilizadas para avaliar os efeitos hidrodinamicos
em plataformas de gas e 6Oleo. O fluido pode ser considerado como nao Vviscoso,

incompressivel, irrotacional e, portanto, o escoamento € regido pela equacéo de
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Laplace. Quando a dimenséo caracteristica da plataforma € muito menor que o
comprimento de onda, a Equacdo de Morisson pode ser utilizada para estimar as
acOes hidrodinamicas, uma vez que o efeito da difracdo pode ser desprezado (LAMEI
e HAYATDAVOODI, 2020).

3.1 Modelo estrutural

Nesta dissertacdo sao utilizados dois sistemas estruturais simplificados para
representar o aerogerador NREL Offshore 5-MW acoplado a barcaca da companhia
ITI Energy. Para cada sistema principal € adicionado um sistema de controle passivo
dando origem a mais dois novos modelos. Os modelos sao: Barcaca-Torre (BT),
Barcaca-Torre-Péndulo Invertido (BT-PI), Barcaca-Torre-Rotor (BTR) e Barcaca-
Torre-Rotor-Péndulo Invertido (BTR-PI).

No modelo BT, o sistema possui dois graus de liberdade, sendo de translacéo
da barcaca e de rotacéo da torre. Os cabos de ancoragem sao representados por sua
rigidez extensional, a plataforma € representada pela massa da barcaca e o
amortecimento hidrodinamico pela interacdo entre a barcaca e a agua. A torre é
representada por uma rigidez rotacional na extremidade, amortecimento estrutural e
massa distribuida uniformemente ao longo do comprimento. A massa na ponta da
torre representa a soma das massas da nacele, do cubo e de participacdo modal das
pas. Ja no modelo BTR, séo introduzidos trés graus de liberdade, visto que as massas
das pas sdo acopladas em paralelo a massa no topo da torre. Além disso, neste
modelo é levado em consideracao a rigidez e o amortecimento das pas.

Os modelos que apresentam a denominacgéo Pl na sigla sdo aqueles em que
um dispositivo passivo, por meio de um péndulo invertido, é acoplado a torre com o
intuito de reduzir as vibracdes de rotacao da torre. Os parametros do péndulo invertido
sao rigidez rotacional, amortecimento, comprimento do péndulo, massa na ponta,
massa especifica linear do péndulo e posi¢do do péndulo.

As acbes dinamicas que atuam no sistema principal sdo as forcas do vento,
consideradas como concentrada no topo da torre, e as forcas das ondas do mar,
consideradas como concentrada na plataforma.

A formulacdo matematica das equacdes de movimento ndo leva em
consideracdo a rotacdo das pas do aerogerador e a interagéo fluido-estrutura, uma

vez que a resposta da estrutura é avaliada sob condi¢cdes extremas, ou seja, quando
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a velocidade do vento é superior a velocidade de corte do aerogerador. Além disso, a
rotacao da torre € limitada a 10° para validar a hipétese de pequenos deslocamentos
e realizar uma andlise linear da torre e do péndulo invertido. Por conta dessa limitacéo,
durante a formulacdo matematica foi realizada a seguinte aproximacao: sin 6 = 6. Nao
obstante a torre do aerogerador é modelada como um elemento de corpo rigido, visto

gue essa simplificacdo nao introduz erros significativos aos resultados.

3.1.1 Modelo com 2 graus de liberdade — (BT)

A Figura 3.1 mostra o modelo estrutural BT, onde m¢ é a massa da plataforma,
ke € a rigidez dos cabos de ancoragem, cc € o amortecimento entre a plataforma e a
agua, k: é a rigidez rotacional da torre, ¢t € 0 amortecimento estrutural da torre, p € a
massa especifica linear da torre, | € o comprimento da torre, m; € a soma da massa
da nacele, do cubo, da participacdo modal das pas e s; € a coordenada a partir da
base da torre. Os graus de liberdade desse modelo sédo uc, deslocamento translacional
da barcaca, e 6, deslocamento angular da torre. As forcas dinamicas sao

representadas por F1(t), forca do vento e por Fx(t), forcas da onda do mar.

ke/2 ) ke/2

ﬁ &—Fa

mc
cc/2 O I—> O Cc/2
Uc

Figura 3.1 — Modelo Barcacga-Torre.

Seja xc 0 deslocamento horizontal da massa mc, Xm 0 deslocamento horizontal
da massa m: e X, 0 deslocamento horizontal da barra de comprimento |, as

coordenadas horizontais do sistema sé&o dadas por:
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X, =U, (3.1)
X, =Uu +Isind=u,+16 (3.2)
X, =U, +ssin@=u_,+s0, s, =[0,1] (3.3)

Ja yc é o deslocamento vertical da massa mc, ym € 0 deslocamento vertical da
massa m; e yp € 0 deslocamento vertical da barra de comprimento I. As coordenadas

verticais sao dadas por:

y, =0 (3.4)
y, =lcos@ (3.5)
Y, =S, C0S0 (3.6)

A partir das coordenadas verticais e horizontais e das propriedades
geomeétricas e mecéanicas da estrutura, Ec é a energia cinética, Ep é a energia
potencial, 8Whnc € o trabalho virtual realizado pelas for¢cas ndo conservativas, ou seja,
forcas de amortecimento e forgcas externas, qi é a coordenada generalizada
correspondente ao grau de liberdade i e Qi é a for¢a generalizada correspondente ao

grau de liberdade i. Estes termos s&o dados por:

1 , , I
E. = E(mcxf +mXx: +_|'0 pxjdsl) 3.7)
E, - %(mcuf L m (U2 +16)? + pl (uf 160, +%(|9)2D (3.8)
E =£k92+1ku2+mgy +j|pgyds (3.9)
P 2 t 2 c-c m 0 b1

E, =%kt02+%kcucz+mg|cos€+%plzg cos 6 (3.10)

2 .
oW, =Y Q8 =[ —c 0+ F, (O |60+ —cu, + F(t)+ F,(t) ]ou, (3.11)

i=1

Deste modo, considerando qi=6, Qg2=uc, a equagdo de Euler-Lagrange é

utilizada para obter a equacdo do movimento, sendo dada por:

ok
i@Ec _aEc + P =Qi i:1,2
dt oq, oq; oq;

Ql = _Cté"' Fl(t)l
Q2 = _Ccuc + Fl (t) + I:2 (t)

(3.12)
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Substituindo para cada grau de liberdade a Equacédo 3.8, 3.10 e 3.11 na
Equacdo 3.12, obtém-se o sistema de equacgles diferenciais ordindrias, que
representa o movimento de cada grau de liberdade discretizado do aerogerador, dado

por:
;PP Pl 2
M M A e o], k-ma-£0- ool [ RO ] o0
12 i | |0 c|u u.| [RO+RO]
mt|+p7 mc+mt+,0| ’ C 0 kc

3.1.2 Modelo com 3 graus de liberdade — (BT-PI)

A Figura 3.2 mostra o modelo estrutural BT-PI, onde kg € a rigidez rotacional do
péndulo, cq € 0 amortecimento do péndulo, mg € a massa na ponta do péndulo, pq € a
massa especifica linear do péndulo, ls € o comprimento do péndulo, d € a distancia
entre o péndulo invertido e a plataforma e s> € a coordenada a partir da base do
péndulo invertido. O grau de liberdade adicional em relacdo ao modelo BT € a rotacao
relativa, 6q, entre o péndulo invertido e a torre. Neste modelo é introduzido um péndulo
invertido acoplado a torre, pois, quando ele é sintonizado corretamente com o
aerogerador, permite reduzir as vibracdes deste, visto que ele atua fora de fase com

o sistema principal, removendo parte da energia mecanica do sistema.

1 ke/2

Cc/2 O O Cc/2

Figura 3.2 — Modelo Barcaca-Torre-Péndulo Invertido.
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Seja x4 0 deslocamento horizontal da massa mq € Xnd 0 deslocamento horizontal

da barra l4, as coordenadas horizontais séo dadas por:

X4 =dsin@—I,sin(@, —0)+u, =do—1,(6, —0) +u, (3.14)

X,q =dsin@—s,sin(g, —6)+u, =dOd-s,(6, —6)+u, (3.15)

Ja yq € o deslocamento vertical da massa mq e ynd € 0 deslocamento vertical da

barra lq. Portanto, as coordenadas verticais sdo dadas por:

y, =dcosé@+1, cos(6, —6) (3.16)
Yoy =d C0Os@+s, cos(6, —6) (3.17)

A partir das coordenadas verticais e horizontais e das propriedades
geomeétricas e mecanicas da estrutura, Ec é a energia cinética, Ep é a energia
potencial, 8Whnc € o trabalho virtual realizado pelas for¢cas ndo conservativas, ou seja,
forcas de amortecimento e forgcas externas, qi é a coordenada generalizada
correspondente ao grau de liberdade i e Qi é a for¢a generalizada correspondente ao

grau de liberdade i. Estes termos s&o dados por:

1, 1 ., 1 ., 10 e
= :§m°x°2 +Emtxr2n +§mdx§ +§IO pxZds, +EJ'O px2,ds, (3.18)

C

E =%mcuf+%mt(uf+lé)2+%pl(uf+lé’uc+%(I6’)ZJ+%md(uc+dé—|d(6?d—9))2

1 2 (3.19)
+§de" (U2 +2du 0 —1,u_ (8, —0)+(d)* —dl, (6, —9)+§(¢9'd -0)?)
1 2 1 k 2 | Id l k 2
E, :Ekte +§ Ue +mgym+Iopgybdsl+jo P 9Y5adS, + My QY +E o4 (3.20)
E, :Ektg +EkcuC +mglcos¢9+5pl gcosd+m,g(dcosé+l1, cos(b, —0))
(3.21)

+%kdej +p, 9, (d cosé’+%cos(0d —0)]

SW,_ = iqisqi =[-c0+ R (1) |00+ —c,6, |88, +[ —c, + R (t)+ F,(t) |ou, (3.22)
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Deste modo, considerando gq1=0, q2=04d, 3=Uc, a equacao de Euler-Lagrange é

utilizada para obter a equacdo do movimento, sendo dada por:

d E, _oE,  OE,

£ =Q, i1=1,2,3
dtoq, oo ag O
Q= _Ct9+ F ) (3.23)
Q= _Cdgd

Q3 = _Ccuc + Fl(t) + Fz (t)

Substituindo para cada grau de liberdade a Equagéo 3.19, 3.21 e 3.22 na
Equacdo 3.23, obtém-se o sistema de equacdes diferenciais ordinarias, que

representa 0 movimento de cada grau de liberdade discretizado do aerogerador, dado

)| e, 0 07 & K, K, O F,(t)I
+/0 ¢ 06, |+ K,y Ko, 016 |= 0 (3.24)
0 0 c |y, 0 0 k. |lu, F,(t) + F, ()

por:

onde:
pl’ Pl
Mm:mtlz+?+md(d +1,)% + pdl, (d +1,) + ; (3.25)
2 Pl pgla
Ml,z = Mz,l z_mddld _mdld _T_T (3-26)
pl’ Pald
M1'3=M3'1=mtl+7+md(d +1,)+ pydl, + 5 (3.27)
2 ,Od|§
M,, =mylj + 3 (3.28)
2
Mz,a = Ma,z =—Mmyly — pdzld (3-29)
M;z =m+m +my + pl + pyly (3.30)
12 |
K1,1 =k, —mgl — pg -myg(d +1y)— pal, (d +§j (331)
2
Kyz = Koy =mygl, + 200 (332)

|2
Kz,z = kd —my gld - pdg ‘ (3.33)
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3.1.3 Modelo com 5 graus de liberdade — BTR

7

A Figura 3.3 mostra o modelo estrutural BTR, onde mp é a massa de
participagdo modal da pa, kp é a rigidez da pa e cp, é 0 amortecimento da pa. Este
modelo introduz trés novos graus de liberdade, up,, em relagdo ao modelo BT, sendo
um grau de liberdade de translagéo para cada pa. Neste modelo, a massa m: é a soma
das massas da nacele e do cubo, uma vez que cada pa foi separada por um sistema
massa-mola-amortecedor acoplados em paralelo & massa m;. Este novo modelo tem
como objetivo avaliar a influéncia da rigidez e do amortecimento das pas na resposta

estrutural.

m,
m, <— Fy(t)
m,

ke/2 & Ke/2

mc i e Fy(t)

Cel2 O LO co/2

Uc

Figura 3.3 — Modelo Barcaga-Torre-Rotor.

Seja Xp,1, Xp.2 € Xp,3 0S deslocamentos horizontais das pas de massa mp € Yp,1,
Yp.2 € Yp,3 0S deslocamentos verticais delas, as coordenadas horizontais e verticais

podem ser escritas como:

Xp; =U +Isin@+u ; =u +10+u_; (3.34)

Y, =1cosé (3.35)

A partir das coordenadas verticais e horizontais e das propriedades
geométricas e mecanicas da estrutura, Ec é a energia cinética, Ep é a energia

potencial, 8Wnc € o trabalho virtual realizado pelas forgas ndo conservativas, ou seja,
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forcas de amortecimento e forgcas externas, qi é a coordenada generalizada
correspondente ao grau de liberdade i e Qi é a for¢a generalizada correspondente ao

grau de liberdade i. Estes termos s&o dados por:

E, = %(mcxf +mx> +j; pxds, +m ()2, + %3, + xf)s)) (3.36)
1 2 2 N2 2 A 1 -
E, =3 m.u; +m,(u; +16)" + pl| uZ +16u, +§(I0)
(3.37)
+%mp ((uc+I¢9+up,i)+(uc+I0+up’i)+(uc+I¢9+up’i))
10,1, o !
E, :Ekte +§kcuC +may,, +_|'0,ogybdsl+3mpgyp
(3.38)

+%kp ((xpl—xm)2 +(xp2 —xm)2 +(Xp3 —xm)z)

p

E =%kt92+%kcuc2+mg|cose+%plzgcosﬁ+3mpglcos¢9+%kp(upf+up22+up32) (3.39)
1 ., 1 ., 1
Eq :Eccuc2 +§Ct92 +§Cp ((Xpl_xm)2 +(XDZ _Xm)2 +(XP3_Xm)2) (3.40)

W, =3 Q80 =[—c.o+F, )]0 FEO+F,1)]5
Z o =| .0+ F, (O |60+ —cu, + F () +F,(t) ] ou, a1

[ =Cyliyy + Fi(t) /3] 0uy, +[ —c,u,, + Fy(t)/3]6u,, +[ ¢ U, + Fy(t)/3]ou,

sz pp3

Deste modo, considerando g1=6, g2=Uc, g3=Up1, J4=Up2, 05=Up3, & equacao de

Euler-Lagrange é utilizada para obter a equacdo do movimento, sendo dada por:

d 0E, OE, ©OE,

2% T =Q i=1,2,3,4,5

dt 69, oq, oq

Q, =-cO+F @)l

Q, =—c.u, +F (1) +F,(t) (3.42)

Q,=-c,u,+FR(t)/3
Q4: p p2+|:(t)/3
Q =—c,u,+F()/3

Substituindo para cada grau de liberdade a Equacao 3.37, 3.39 e 3.41 na

Equacdo 3.42, obtém-se o sistema de equacgles diferenciais ordinérias, que
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representa 0 movimento de cada grau de liberdade discretizado do aerogerador, dado

por:
6] [e] [e] T Rl
(0, U, u, | | F@)+F,(t)
M| U, [+Clu, |[+K|uy |=| FR(t)/3 (3.43)
U, U, U, F(t)/3
| U U] U] | RM®/3
onde:
‘M, M, ml ml m]l]
My, M,, m, m, m,
M=ml m m 0 0 (3.44)
mJl m, 0O m, O
| ml m, 0 0 m, |
[cc. 0 0 0 O]
0O cc 0 0 O
C=/0 0 c, 0 O (3.45)
0 0 0 ¢c, O
10 0 0 0 ¢,
(K, 0 0 0 O]
0 k. 0 0 O
K= 0 0 k, 0 0 (3.46)
0 0 0 k, O
0 0 0 0 Kk,
M, =mi?+ 25 am 2 (3.47)
11— rnl 3 p '
pl?
M, =M,, =ml +7+3mpl (3.48)
M,, =m +m +3m, + ol (3.49)
2
K., =k —mal —&—Smpgl (3.50)
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3.1.4 Modelo com 6 graus de liberdade — (BTR-PI)

A Figura 3.4 mostra o modelo estrutural BTR-PI, o qual possui 6 graus de
liberdade que sé&o: translacdo da plataforma, uc; rotacdo da torre, 6; rotacdo do
péndulo invertido, B4 e translacdo de cada uma das pas, upi. Este modelo permite
avaliar a influéncia da rigidez e do amortecimento das pas na otimizacdo dos
parametros do péndulo invertido.

A partir das coordenadas verticais e horizontais e das propriedades
geométricas e mecéanicas da estrutura, Ec é a energia cinética, Ep é a energia
potencial, 8Whnc € o trabalho virtual realizado pelas for¢cas ndo conservativas, ou seja,
forcas de amortecimento e forgcas externas, qi é a coordenada generalizada
correspondente ao grau de liberdade i e Qi é a for¢a generalizada correspondente ao

grau de liberdade i. Estes termos sdo dados por:

1 ke/2
cc/2

Figura 3.4 — Modelo Barcaga-Torre-Rotor-Péndulo Invertido.

1 o, 1 5, 4, 1 o L L,
E, :Emcx§+§mtxn21+§mdx§+§jopx§dsl+§jo pxjddsz+§mp(x§1+xﬁ2+x§3) (3.51)
E = Imua?+1m(, +16) += pl[ a2 +16u, + 216y |+ Lm, (4, +dé—-1, (6, - b))
2 2 2 3 2
3
+% Pl (U2 +2d0, 6~ 1, (6, — 0) + (d6) — 1,06, —9)+'§(9d —0)?) (3.52)

+%mp((uC +|9’+up1)2 +(uc +|é+up2)2 +(uc +|9+up3)2)
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1 1 | lq 1
E,= > kt6’2 +E kocz +mgy,, + _[0 P9y, ds, + .[o P4 9YpadS, + My gy, + 2 Kq edz

L ) i 2 (3.53)
+3mpgyp+zkp((xpl—xm) +(xp2—xm) +(Xp3—Xm) )
Lo+ Lku? +mgl Lo d | L o
E"ZE .0 +E U~ +mg c030+5p gcos@+m,g(dcosb + d(:os(Hd—é?))+§ 40s
J 1 i ) , (3.54)
+ p,al, dcosH+Ecos(9d—0) +3mpglcose+5kp(upl+up2+up3)
6 . .
oW, = Y QG = —cd+F, (1) |60+] —,6, |66, +[ -c, + F,(t) + F,(t) |ou,
= (3.55)

[ =€y, + Ry (t)/3]0u,, +[ —c i, + () /3]u,, +[ 0, + () /3]Su,,

Deste modo, considerando Q1=0, Q2=6d, (3=Uc, 04=Up1, Qs5=Up2, O6=Up3, a

equacao de Euler-Lagrange € utilizada para obter a equacdo do movimento, sendo

dada por:

oE
dE % % _ o i=1,234,56
dt 69, ogq, Oq,
Q, =-—cO+F ()l
Q, =—C4 gd
Q, =—cu, + F,(t) + F,(t)
Q, = _Cpupl +R()/3
Qs =—C,u,, +R(1)/3

Qs =—C U, +F(t)/3

(3.56)

Substituindo para cada grau de liberdade a Equacdo 3.52, 3.54 e 3.55 na
Equacdo 3.56, obtém-se o sistema de equacgles diferenciais ordindrias, que
representa 0 movimento de cada grau de liberdade discretizado do aerogerador, dado

por:

61 [6] T[e] F ()l

éd éd Hd O

i ] u F@®)+F(t

M| % ] % ok | Y || ROFRO (357)

Uy Upy Uy F(t)/3
i, |u, U, F(t)/3
_Upsj _upg_ U | | F(t)/3
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(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)
(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)
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3.2 Agdes
3.2.1 Ventos

O vento é a acdo variavel mais importante na analise dinamica de um
aerogerador, uma vez que ele é o principal responsavel em causar vibracbes
indesejaveis na torre.

A acdo do vento na direcdo longitudinal pode ser dividida em uma parcela

estatica e uma parcela flutuante.

3.2.1.1 Parcela estética

A parcela estatica do vento € separada em cada componente do aerogerador
como torre, cubo e pas. Na torre e no cubo sdo desenvolvidas forcas de arrasto ao
longo do seu comprimento, enquanto nas pas € utilizado o Método do Momento de
Elemento de P& para computar o empuxo que se desenvolve nelas.

De acordo com a ABNT NBR 6123:1988, as estruturas, cuja frequéncia
fundamental seja inferior a 1 Hz, em especial aquelas fracamente amortecidas, podem
apresentar uma resposta flutuante significativa na direcdo do vento médio. Desta
maneira a parcela estética do vento em cada componente do aerogerador é calculada

conforme mostrado a seguir.

3.2.1.1.1 Acgéo do vento na torre

De acordo com a ABNT NBR 6123:1988, a velocidade basica do terreno, vo, €
aquela referente a uma rajada de vento de 3 s, excedida em média uma vez a cada
50 anos, a 10 m acima do terreno, em campo aberto e plano. J4 a velocidade de
projeto do vento, vp, depende das condigbes do meio onde essa velocidade se
desenvolve como topografia da regido, rugosidade do terreno, dimensdes da
edificacdo, altura sobre o terreno, vida util e probabilidade de a velocidade ser
excedida, sendo dada por:

p
z
v, =0,69 voslssb(ﬁj (3.70)
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onde S; é o fator topogréfico, Sz é o fator estatistico, b € um parametro meteorolégico,
p é o expoente da lei potencial do vento e z é a altura onde se deseja calcular a
velocidade de projeto do vento.

A forca de arrasto que se desenvolve ao longo da torre é fungédo dos seguintes
parametros: coeficiente de arrasto, Cp; massa especifica do ar, par; velocidade de
projeto do vento, vp; e area frontal efetiva, Ae.

A é&rea frontal efetiva de uma torre de sec¢do circular varidvel depende do
didmetro externo maximo, localizado na base, e do didmetro externo minimo,
localizado no topo. Sendo Dsyp, 0 didmetro externo superior da torre e Dint, 0 didmetro
externo inferior da torre, o diametro externo, Dex:, da torre ao longo do seu

comprimento é dado por:

z
ext — Dinf - (Dinf - Dsup)T (371)

D

O coeficiente de arrasto € obtido a partir da Tabela 10 da ABNT NBR 6123:1988
e depende do numero de Reynolds do escoamento do vento e da viscosidade
dindmica do ar, yar, 0 qual é dado por:
_ PaV,D

p “ext
3.72
Har ( )

Re

Portanto, a forca de arrasto que se desenvolve em um elemento infinitesimal

da torre é dada por:

V2
_CD ParVp D

D,est —

dF dz (3.73)

ext

Substituindo a Equacédo 3.70 e 3.71 na Equacgéo 3.73 e integrando a forgca ao
longo do seu comprimento, a forca de arrasto total, Fpest, que incide na torre é dada

por:

0,69v S,S.b)* ! D.-D. )
e = Cszar ( 162; 3 ) Dian'ZZpdz_( inf sup)J'22p+le (374)
0

0 I

F
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| j”[Dmf + Dsu,,(2|0+l)}I (3.75)

Co Py 2
For = 22 (0,60%,5,5) (E i

O momento total na base da torre do aerogerador, Mpest, devido a forca de

arrasto € dado por:

! 0,69v.S.S.b) ! D.-D. )!
M e =J‘dFDvest-z:CD;ar ( 152; ) {Dmfj'z”’“dz—wjz“”dz} (3.76)
0 0 0

CoPur
Mp o = DT/’a(o, 69,S,Sp)’ [— 02203 (3.77)

|jzp Dinf+Dsup(2p+2) |2
10

O ponto de aplicacédo da resultante da forca de arrasto, z¢, medido a partir da

base da torre, € obtido dividindo a Equacao 3.77 pela Equacéo 3.75 e é dado por:

7 :|:Dinf+DSUP(2p+2)}£2p+lJI (378)

° | Dy +Dy,,(2p+1) |\ 2p+3

O modelo matematico de andlise do aerogerador prevé a forca do vento
atuando no topo do aerogerador e, portanto, a for¢a de arrasto modificada, Fp,est,mod,
que atua na nacele e que produz o mesmo momento na base devido as forcas de
arrasto reais € obtida dividindo o resultado da Equacao 3.77 pelo comprimento da

torre, conforme mostrado a seguir.

I jzp{Dinf+Dsup(2p+2):|l (3 79)

o e = 2222 (0,69Y,5,5,0)’ (—
2 (2p+2)(2p+3)

D,est,mod 10

3.2.1.1.2 Acéao do vento no cubo

De maneira semelhante ao que ocorre com a torre, a agao do vento gera forgas
de arrasto no cubo. A forca de arrasto que age em um elemento de area infinitesimal

do cubo, onde yx € o eixo do cubo, é dada por:
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C.p, (0,69v,5,5,b)’
dFp o = sz”( 102; :h) (1+y, )" dA (3.80)

A forca de arrasto total, Fpest, que age no cubo é obtida pela integragéo das

forcas infinitesimais de arrasto ao longo da area frontal circular do cubo cujo raio € Re.

C

C.p. (0,69v,5,5,b) % —
FD,est = Déoar ( 102; : ) .[ (I + yh )2p (2 Rc2 - yt? )dyh (381)
R

Como a integral acima néo possui solucdo analitica, a forca total de arrasto
pode ser obtida através de integracdo numeérica.

O momento devido as forcas de arrasto, Mpest, que ocorre na base da torre é
dado por:

Cop, (0,69v,5,5,b)"

Mo == 22l [ (1ey, ) (2R 97 (14 v, )y, (382)
R,

C

A excentricidade das forcas de arrasto em relacéo a base é dada por:

C

j { erh)zp(Z«/RC2 —y? )(I +Y, )dy,

-R

z, == (3.83)

T (1+,)" (2RZ=¥; ) ay,

Como o modelo de analise do aerogerador prevé a forca do vento atuando no
topo do aerogerador, a forca de arrasto modificada que atua na nacele e que conserva
0 mesmo momento na base € obtida dividindo o resultado da Equacéo 3.82 pelo

comprimento da torre.

3.2.1.1.3 Agéo do vento nas pas

O Método do Momento de Elemento de Pa, desenvolvido por Glauert (1926),
permite determinar as for¢cas aerodinamicas que ocorrem nas pas de um aerogerador.

Nesta teoria, a pa € dividida em pequenos elementos radiais com as mesmas
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propriedades aerodinamicas, conforme mostrada na Figura 3.5, sendo calculada a
forca que age em cada elemento infinitesimal da pa (MAIOLINO, 2014). A forca total
que age na pa pode ser obtida por meio de uma integracdo continua, quando se
estabelece a funcdo matematica que rege a variagdo da corda da p4 ao longo do seu
comprimento ou por meio de uma soma discreta finita de cada forca que age no

elemento de pa.

E.:Elementon

Centrodo rotor

Figura 3.5 — Método do Momento de Elemento de Pa. Fonte: Rivera (2013).

As hipéteses simplificadoras desta teoria sdo a desconsideracado da interacdo
fluido-estrutura e a determinacéo das forcas atuantes nas pas através dos coeficientes
de arrasto e de sustentacao (RIVERA, 2013).

A forca do vento pode ser decomposta em forga de arrasto, Fp,est, € na forca de
sustentacdo, FLest, conforme mostrado na Figura 3.6. A forca de arrasto age na
direcdo da velocidade relativa do vento, enquanto a forca de sustentacdo age
perpendicular a velocidade relativa do vento (RIVERA, 2013). Para um elemento

infinitesimal, essas forcas sédo obtidas por:

1

dFL,est =Ell)arcCLVrzel dr (384)
1 2

dFD,est = EparCCDVrel dr (385)

onde c é a corda da pa, Cp € o coeficiente de arrasto, C. € o coeficiente de
sustentacao, vrel € a velocidade relativa do vento, r € o raio até o elemento n da pa, R
€ o raio da p4, dr € o comprimento da n-ésima pa, ¢ é a distancia entre centro do cubo

e a raiz da pa, a é o angulo de ataque e ¢ € o angulo de torgao.
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Figura 3.6 — Distribuicdo das forcas que agem na pa. Fonte: Maiolino (2014)

A velocidade relativa do vento é formada pelas componentes axial, Vaxial, €
pela velocidade translacional da pa, wrr, onde wr é a velocidade de rotacdo do rotor
(MAIOLINO, 2014).

O angulo de ataque é formado entre a velocidade relativa e o eixo da corda da
p4. Como a velocidade translacional da pa varia ao longo da pé4, o angulo de ataque
também varia ao longo da pa. Para que um aerogerador possua uma alta eficiéncia
no aproveitamento da energia cinética dos ventos, o angulo de ataque deve ser
otimizado de tal forma que maximize as forcas de sustentacdo e minimize as forcas
de arrasto. Ja o angulo de tor¢céo é formado entre o eixo da corda e o plano de rotacéo,

Conforme mostrado na Figura 3.7, as forcas de arrasto e as forcas de
sustentacdo podem ser substituidas pela forca tangencial, Fr, a qual esta contida no
plano do rotor e gera a rotacdo das pas, e pela forca de empuxo, Fg, que é
perpendicular ao plano de rotagcdo. De acordo com Maiolino (2014), a for¢a tangencial
estatica, Frest, € a forca de empuxo estética, Feest, desenvolvidas em cada elemento

infinitesimal da pa sédo dadas por:

1

dFT,est = _Epar G- drl “Vrel I:CD,i O (e+ ri)_C:L,i Vel (386)
1

dFE,est = _Epar G- drl “Vie [CL,i " O (‘9 + rl) _CD,i Vi (387)
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Figura 3.7 — Forca tangencial e forca de empuxo. Fonte: Maiolino (2014)

Na situacdo em que a velocidade do vento excede a velocidade de corte do
aerogerador, o rotor se encontra parado o que implica que a velocidade rotacional do
rotor € nula, a velocidade relativa do vento € a mesma que a velocidade incidente do
vento e o coeficiente de sustentacdo € nulo. Portanto, a for¢ca tangencial se torna nula

e a forca de empuxo se torna a seguinte:

1
dFE,est :ECD * Par 'sz),i 'Ci drl (388)

Como geralmente ndo se conhece a funcdo matematica de variacao da corda
da p& ao longo do seu comprimento, a for¢ca discreta em cada elemento de pa é dada
por:

1
Fe et :ECD " Par 'an,i “C; - Ar (3.89)

A partir das forcas discretas que agem em cada elemento de p4, os momentos
gerados na base da torre do aerogerador sdo obtidos a partir da contribuicdo do
produto da forga discreta pelo seu respectivo brago de alavanca. Como o modelo de
analise do aerogerador prevé a forca do vento atuando no topo do aerogerador, 0o
empuxo modificado que atua na nacele e que conserva o mesmo momento na base
devido as forcas de empuxo discretas € obtido pelo somatério dos momentos gerados

na base dividido pelo comprimento da torre.
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Desta maneira, uma vez obtidas as forcas do vento modificadas provenientes
da acdo do vento na torre, no cubo e nas pas, essas trés forcas sdo somadas,
determinando-se a parcela estética total da for¢ca do vento, Fp estmod,tot, @ qual atua na

nacele.

3.2.1.2 Parcela dindmica

A parcela dindmica da acao do vento pode ser avaliada a partir de um espectro
de densidade de energia, que distribui a energia do vento ao longo de uma faixa de
frequéncia.

Desta maneira, a velocidade do vento pode ser escrita em funcéo do espectro
de velocidade do vento dado por uma formulacdo matemética. Combinando o
espectro de velocidades, admitancia aerodinamica e a parcela estatica total do vento,
Fb,est,mod,tot, € POSSivel obter o espectro de for¢a do vento o qual descreve a distribuigéo
de forgcas que age na estrutura ao longo de uma faixa de frequéncias. Para obter o
espectro de resposta da estrutura, combina-se o espectro de forcas com a funcao de

transferéncia do grau de liberdade em que se deseja obter a resposta.

3.2.1.2.1 Espectros de velocidade e de forca

Os espectros utilizados para simular o vento sdo melhor representados por
funcdes matematicas que descrevem a densidade de energia ao longo de uma faixa
de frequéncia, pois devido ao seu carater aleatério, uma rajada de vento contém varias
frequéncias com diferentes amplitudes.

O espectro de Ruido Branco é um sinal idealizado onde a densidade de energia
do espectro é constante ao longo da banda de frequéncia. A velocidade do perfil do
espectro de ruido branco é a mais regular, pois a velocidade em um ponto no tempo
é independente da velocidade em outro instante. Como a area da densidade espectral
de energia € maior, a dispersdo dos resultados em torno da média é mais larga.
Embora este espectro ndo possua significado fisico, ele é mais facil de ser manipulado
analiticamente (ALKMIM, 2017).

O espectro de Davenport (19612) possui um significado fisico melhor, pois leva
em consideracdo a rugosidade e a velocidade do vento. A funcdo matematica desse
espectro apresenta picos de densidade de energia em baixas bandas de frequéncias,

as quais variam entre 0,01 Hz e 0,1 Hz.
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O espectro de velocidade de Davenport é dado por:

4X2  KVE
SV,D(f)=mT“’ (3.90)
1

onde Syp € 0 espectro de velocidade de Davenport, vio € a velocidade média do vento
a 10 metros de altura para uma rajada de 10 minutos e k é o coeficiente de rugosidade
do terreno. O parametro X: € uma constante adimensional, que modela o

comportamento do espectro, dada por:

X, (3.91)

Davenport (1963) e Vickery (1965) relacionaram o espectro de velocidade com
o espectro de forca por meio da admitancia aerodindmica. Esse parametro é utilizado
para levar em consideracao a relacdo entre a dimenséo caracteristica da estrutura,
dada pela raiz quadrada da area frontal efetiva da estrutura e as dimensdes dos
turbilhdes (CARDOSO JUNIOR, 2011). Com base em experimentos em placas e
prismas, Davenport (1963) e Vickery (1965) desenvolveram a seguinte expressao:

o )" 3.92
1+£] (3.92)

onde vn é a velocidade média do vento na altura da nacele e | € o comprimento da
torre.

Uma vez obtida a admitancia aerodinamica, o espectro de for¢cas Stp é:

2
F est,moa,to
sf,D(f>=4(D’;—d*“) 7:8.0(1) (3:93)

n
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3.2.2 Ondas do mar

As ondas do mar séo representadas por propriedades cineméticas e dinamicas.
As propriedades cinematicas das ondas podem ser obtidas por meio de diversas
teorias como, por exemplo, Teoria de Airy, Teoria de Stokes, Teoria da Funcéo
Corrente ou Teoria da Onda Nova de acordo com periodo e altura da onda e
profundidade do oceano. Ja as propriedades dindmicas das ondas que incidem na
barcaca podem ser determinadas por meio da Equacé&o de Morison, Teoria de Froude-
Krylov ou Teoria da Difracdo, conforme a altura e comprimento da onda e o diametro
inscrito na secédo quadrada da barcaca.

De acordo com Chakrabarti (2005), o carater aleatério da altura das ondas do
mar em aguas profundas brasileiras pode ser representado pelo espectro de Pierson-
Moskowitz (P-M)

As formula¢cdes matematicas hidrodindmicas foram obtidas e adaptadas de
Chakrabarti (1987), sendo realizadas modificacdes para o caso de uma barcaca de

secado quadrada.

3.2.2.1 Teoria de Airy

Com o intuito de avaliar as propriedades cinematicas das ondas, diversas
teorias foram desenvolvidas, cujos parametros dependem das condicbes do meio
ambiente. A partir de uma investigacao in loco séo obtidos o periodo da onda, Tw, a
altura da onda, Hw, e a profundidade do mar, dw. Na maioria das teorias, as ondas sdo
consideradas periddicas, pois possuem um periodo constante, Tw; uniformes, pois
possuem altura constante, Hw; e progressivas, pois a velocidade de propagacao da
onda, cw, é constante. O periodo da onda € o tempo necessario para uma particula do
fluido percorrer duas cristas de onda subsequentes. Ja o comprimento de onda, Lw, é
a distancia medida na direcdo de propagacdo da onda entre duas cristas
subsequentes.

As demais propriedades da onda s&o: nuamero de onda, kw, velocidade
horizontal da particula do fluido, uw, velocidade vertical da particula do fluido, vw,
presséo dinamica do fluido, pw, € massa especifica da agua, pw.

O problema matematico a ser resolvido € um problema de valor de contorno de
uma equacao diferencial parcial. Entretanto, o problema ndo pode ser resolvido de

maneira completa, ou seja, satisfazendo todas as condi¢gbes de contorno. Das duas
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classes de solucdo desse problema, a primeira € através de um parametro de
perturbacdo para uma dada ordem da teoria de onda, sendo possivel obter uma
solucdo fechada e formulacBes analiticas para as propriedades cineméticas e
dindmicas dos fluidos. J&4 na segunda categoria, a ordem da teoria de onda permanece
de forma generalizada e a solugdo numérica é determinada. A Teoria de Airy e a
Teoria de Stokes fazem parte da primeira classe de solugcbes, enquanto a Teoria
Cnoidal e a Teoria de Funcdo de Corrente fazem parte da segunda classe de
solugdes.

Nas teorias de ondas, o fluido [e considerado como incompressivel e seu
escoamento continuo, ou seja, a massa do fluido permanece constante. Portanto,
sendo xw a coordenada horizontal da onda do mar, yw a coordenada vertical da onda
do mar a partir da lamina d’agua e sw a coordenada vertical a partir do leito do mar, a

equacéao da conservacao do volume é dada por:

M Mg 3.94
o, &9

A funcédo potencial, @, é definida como aquela cuja derivada parcial em relacéo
a uma componente das coordenadas cartesianas é a propria velocidade dessa
componente. Portanto, a velocidade horizontal e a velocidade vertical de uma particula

do fluido séo dadas, respectivamente, por:

0, =22, =22 3.9
Ty, &%)

Com o objetivo de resolver a cineméatica das ondas, a Equacao de Bernoulli é
utilizada. O fluido é considerado como sem viscosidade e o0 escoamento como

irrotacional e permanente, e portanto, a Equacao de Bernoulli se torna a seguinte:

P, + 2., 9Y,, +%(Uv2v +VZ, ) = constante (3.96)
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Trés condi¢cbes de contorno séo utilizadas nas teorias de ondas. O leito do mar

€ considerado plano e a velocidade vertical no leito do oceano € considerada nula.

oD
~ = O em yW = _dW 3-97
Y (3.97)

w

As outras duas condigBes de contorno ocorrem na superficie livre da onda,
sendo uma condicado cinematica e uma condicdo dinamica. A condicdo cinematica
estabelece que uma particula da onda situada na superficie livre permanecera na

superficie livre em qualquer instante de tempo e é dada por:

a_n+a£a_n_a£—0emy— 3.98
ot ox, ox, oy, 7 (3.98)

onde y=n(xw,yw) representa a superficie livre. A condi¢cdo dinadmica estabelece que a

pressdo atmosférica fora do fluido € constante e é dada por:

o 1|(edY (od)
E+§K@j +[5] }+gn=0 emy, =7 (3.99)

w

A resolucao completa desse problema é de dificil solucdo, pois as condicbes
de contorno de superficie sdo nao-lineares e a superficie livre esta em constante
mudanca devido ao carater oscilatorio da onda. Diversas teorias baseadas em
hipoteses simplificadoras permitem a solucdo desse problema mais facilmente,
conforme mostrado na Figura 3.8.
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Figura 3.8 — Regiédo de validade das teorias de ondas. Fonte: Tong (2010).

A curva A representa o limite de quebra da onda para aguas profundas; na
regido B sdo vélidas as teorias de Stokes de 52 ordem, de Onda Nova e de Funcgéo
Corrente de 32 ordem; a curva C representa o limite de quebra da onda para aguas
rasas; na regidao D é valida a Teoria de Funcédo Corrente; na regido E € valida as
teorias de Airy e de Funcao Corrente. As regides F, G e H definem, respectivamente,
a regido de aguas rasas, intermediarias e profundas.

A Figura 3.9 mostra a configuracdo da onda adotada pela Teoria de Airy (1841).
Essa teoria se baseia na hipétese de que a altura da onda é pequena em relacéo ao
comprimento de onda e em relagcéo a profundidade do mar, o que permite linearizar
as condicdes de contorno de superficie livre e considerar as superficies livres como

satisfeitas no nivel médio da onda.
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Figura 3.9 — Configuracdo da onda segundo a Teoria de Airy. Fonte: Chakrabarti (1987).

Por conta disso, as condi¢cdes de contorno de superficie livre da Teoria de Airy
se tornam as seguintes:

on 00
——-—=0emy, =0
& oy, Yo (3.100)
824_ g7 =0em yW:O (3.101)
ot
Combinando a Equacéo 3.100 e a Equacéo 3.101, tem-se que:
o’d oD
+g—=0emy, =0
o g oy, Yw (3.102)

A resolucao da Equacéo 3.102 € uma equacdo diferencial parcial que pode ser
solucionada através da técnica de separacdo de varidveis. Considerando a

periodicidade da onda como aw=xw-Cut, @ forma da funcéo potencial, @, é dada por:

D =Y (y,)A(a,) (3.103)

Separando a equacao diferencial parcial em duas equacdes diferenciais
ordinarias, tem-se que:

d?y
——k2Y =0 .
ayZ (3.104)
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dA
o kiA=0 (3.105)

w

As solucdes gerais dessas duas equacoes diferenciais ordinarias sdo dadas

por:

Y = A cosh[k,y, ]+ A, sinh[k,y, ] (3.106)
A=A cos[k, (x, —c,t)]+A,sin[k,(x, —c,b)] (3.107)

Como a superficie do perfil, n, é igual a H.w/2 em xy=0 e t=0, entdo Az=0.
Utilizando a condi¢do de contorno da Equacao 3.97, tem-se que Ax=Aitanh(kwdw).
Fazendo As=A1+As, a funcéo potencial € escrita como:

coshk, (y, +d,)
coshk,d,

D=A sin[ k, (X, —C,t) ] (3.108)

Aplicando n=Hw/2 e xw=yw=t=0 na Equacao 3.101, tem-se que As=gHw/2kwCw €,

portanto, a funcdo potencial é finalmente escrita como:

o 9Hu coshk,(y, +d,)
2k,c, coshk,d,

sinf K, (%, —Cut) ] (3.109)

O comprimento de onda é determinado por meio de um calculo iterativo a partir

da seguinte equacéo:

L =N tanh[ztswj (3.110)

27

O numero de onda e a velocidade de propagacdo da onda sdo dados,

respectivamente, por:

Ky =— (3.111)
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(3.112)

A velocidade horizontal e vertical € a derivada da funcéo potencial em relacao

a sua respectiva componente cartesiana. Portanto, elas sdo escritas como:

U _ nH, coshk,(y, +d,)
YT sinhk,d,,

w

cos| k, (X, —Cut)] (3.113)

v _ zH, sinhk,(y, +d,)
YT, sinhkd,

w

sin[k, (X, —Cyt) ] (3.114)

A aceleracédo do fluido na dire¢do horizontal e vertical é obtida derivando a

respectiva velocidade em relacéo ao tempo e sdo dadas por:

0= 27°H,, coshk (y, +d,)
T sinhk,d,

sin[ K, (%, =C,t)] (3.115)

__2z°H, sinhk,(y, +d,)
L sinhk,d,

cos| K, (%, —C,t)] (3.116)

J& a pressado dinamica é obtida pelo negativo do produto da massa especifica

do fluido pela derivada da funcéo potencial em relacdo ao tempo, sendo dada por:

ov _ H, coshk,(y,+d,)

pw :_pwg_pwg 2 COSdeW

cos| k, (x,—¢,t)] (3.117)

3.2.2.2 Equacao de Morison

Uma vez determinadas as propriedades cineméticas do fluido, é necessario
conhecer como elas se relacionam com as forgas exercidas em elementos estruturais
submersos como, por exemplo, em plataformas do tipo barcacga. Trés teorias podem
ser utilizadas: Equacao de Morison, Teoria de Froude-Krylov e a Teoria da Difragéo.

A Equacédo de Morisson foi desenvolvida por Morison et al. (1950) e assume
que a forca da onda possui uma componente inercial e uma componente de arrasto

na direcdo de propagacdo da onda. A Teoria de Froude-Krylov utiliza a pressao
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dindmica incidente na plataforma e a area de atuacdo da onda na plataforma para
avaliar as forcas. Essas duas teorias sdo validas quando a estrutura possui dimensdes
muito pequenas em relagdo ao comprimento de onda. Ja a Teoria da Difracdo é
utilizada quando as dimensdes da plataforma sao préximas as do comprimento de
onda e, portanto, a plataforma altera a propagacdo das ondas, recaindo em um
problema acoplado.

Para determinar a regido de validade dessas teorias, as variaveis podem ser
escritas adimensionalmente, sendo dadas por: Ka=mmDp/Lw, parametro de difracéo;
Re=uUmaxDv/vw, NUmero de Reynolds; e KC=uwTw/Dy, parametro de Keulegan-
Carpenter (KC). Os demais termos sao: Db, didmetro do elemento submerso de secao
circular ou o didmetro de um circulo inscrito, no caso de um elemento de secéo
quadrada; e vy, viscosidade cinematica da agua.

A Figura 3.10 apresenta a regido de validade para cada teoria. A Teoria da
Difracao € valida para as regides Il e 1V, enquanto a Teoria de Froude-Krylov é valida
para as regides | e Il. J4 a Teoria de Morisson é vélida para as regifes I, lll, V e VI. A
difracdo se torna desprezivel quando o parametro de difracdo € menor que 0,5. O
mesmo ocorre para as forcas de arrasto quando o valor de Hw/Dp € menor que 0,2
Chakrabarti (1987).

A Equacdo de Morison foi desenvolvida, a principio, para avaliar as forcas
horizontais que ocorrem em estruturas submersas de secao circular. A partir da
velocidade horizontal e da aceleracdo horizontal do fluido que incidem na parede do
elemento estrutural, as for¢as hidrodindmicas, Fw, podem ser computadas da seguinte

maneira:
¥ D 1

Fo= | (CMpW”TbuW+ECDpWDb|uW|uW}dsW (3.118)
W_hl)

onde Cwm e Cp séo, respectivamente, os coeficientes de inércia e de arrasto e hp € a

profundidade submersa da plataforma.
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Figura 3.10 — Teorias de forcas em elementos submersos. Fonte: Chakrabarti (1987).

Substituindo a Equacéo 3.115 na Equacgéo 3.118 e tomando apenas a parcela

inercial, a forga de inércia, Fv, é escrita como:

dW
| cosh(k,s,)ds,

7Z'D2 272'2H d. —h .
F, =C b LA ) sin| k. (x, —c,t
M Mpw 4 [ TV\? J Sinh(kwdw) I: w( W W ):| (3119)
D?( 27z?H. \( 1-(cosh(k h )—sinh(k_ h )coth(k d )
FM :CMpw 7[4b ( ﬂ-l-z wj[ ( ( w b) Ik ( w b) ( w W))jsm[kw(xw_cwt)} (3120)

Substituindo a Equacéo 3.113 na Equacgéo 3.118 e tomando apenas a parcela

de arrasto, a forca de arrasto € escrita como:
dw
I cosh?(k,s, )ds,,

2

Para linearizar a forca de arrasto, o termo ndo-linear pode ser escrito como uma

7H
T

w

D
I:D = CDpw 713

Sinhz(kwdw) ‘COS[kW(XW—CWt)]‘COS[kW(XW—th)] (3.121)

expanséao da série de Fourier, sendo dado por:
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‘cos[kw (X, - th)]‘cos[kW (X, —Cut) ] = ian cos| nk,, (%, —C,t) ] (3.122)

onde:

2z
a, L J |cos 6|cos@cosng d
T
° (3.123)

ni

sendo n um nuamero impar, ou seja, n={1,3,5,7...}. Considerando apenas 0 primeiro

termo, ou seja, n=1, a parcela da forca de arrasto fica a seguinte:

cosh?(k,s,,)ds,,

cos| k,, (X, —Cyt)] (3.124)

dy

| |

F _ic & ﬂHw dw—hy
P sinh?(k,,d.,)

3z P | T

w

O termo trigonométrico entre paréntesis pode ser expandido e transformado na

seguinte expressao:

dW

_[ cosh?(k,s, )ds, e

dw_hbsinhz(k d) : 2ic_ L2cothlk,d,)+coth(k,d,) + 1]+
P 2 (3.125)
77 2eoth(k,d,) —coth? (k,d,) ~1]+

h k,csch?(k,d ) +coth(k d. )
2k,

Os coeficientes de inércia e de arrasto depende da rugosidade do elemento
estrutural, do numero de Reynolds do escoamento e do parametro KC e podem ser

obtidos experimentalmente em laboratério para modelos em escala reduzida.
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3.2.2.3 Espectro de Pierson-Moskowitz

As ondas maritimas que se desenvolvem no oceano possuem uma
caracteristica randémica por causa das condi¢cbes ambientais em que elas estdo
inseridas. Por conta disso, a onda pode ser descrita por um espectro de densidade de
energia através de parametros estatisticos referentes a uma tempestade. Espectros
de modelos diferentes podem representar a mesma energia total, embora distribuida
de maneira diferente ao longo da frequéncia o que faz com que a resposta da estrutura
nao seja a mesma.

Pierson e Moskowitz (1964) propuseram uma formulacao para a distribuicdo do
espectro de energia proveniente das ondas do mar. Neste modelo o fetch, extensao
da agua sobre a qual o vento sopra, e a duracdo do vento sdo considerados
constantes. Além disso, 0 vento precisa soprar por uma larga area a uma velocidade
constante durante o tempo de registro das ondas e o vento ndo pode mudar de direcéo
mais do que uma determinada faixa estabelecida. O espectro P-M de altura das ondas

do mar, Shpwm, € regido pela Equacédo 3.126

5 H2 (@, Y o]
p

onde wp € a frequéncia de pico do espectro e Hs é altura significativa da onda, definida
como a média do maior tergo de altura de onda de um registro.

De acordo com Chakrabarti (1987), um espectro de altura de ondas do mar
pode ser transformado em espectro de forcas para obter o espectro de resposta da
estrutura. Dessa maneira, o espectro das forcas de inércia, Stpm, € obtido
multiplicando o espectro de altura da onda do mar pelo quadrado de um fator. Este
fator é o quociente da amplitude da Equacéo 3.120 por Hw/2, conforme mostrado pela

Equacéo 3.127.

7D} ( 4% \( 1-(cosh(k,h,) —sinh(k h,) coth(k,,
4 Tmf K

w

Sf,PM (f)= |:CM Puw 9.)) j} Sh,PM (f) (3.127)
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4 METODOLOGIA

A partir das equacfes de energia, determinam-se as matrizes de massa, de
amortecimento e de rigidez de cada modelo estrutural conforme mostra a
Equacdo 3.13, 3.24, 3.43 e 3.58. A partir das equagBes de movimento, obtém-se a
funcdo de transferéncia de cada grau de liberdade e de cada modelo estrutural
referente ao tipo de acao que incide na estrutura.

Apés a obtencdo das funcbes de transferéncias, variam-se 0s parametros
geométricos do péndulo invertido com o intuito de reduzir a rotacdo da torre do
aerogerador. Posteriormente, a estrutura € submetida a uma excitagcao aplicada na
nacele e na barcaca, determinando a resposta da estrutura por meio de dois critérios.
No primeiro, a resposta da estrutura representa o valor de pico da rotacéo da torre,
enquanto no segundo método a resposta da estrutura representa a variancia dos
valores da rotacao da torre.

Uma vez realizada a otimizacdo e escolha dos parametros geométricos do
péndulo invertido, aplica-se o Método de Monte Carlo ao espectro de vento e ao
espectro de onda do mar com o intuito de representar a aleatoriedade das acdes
dindmicas e determinar a resposta da estrutura no dominio do tempo.

Complementarmente, a partir dos espectros de for¢ca do vento e das ondas do
mar e das funcdes de transferéncias, obtém-se o espectro de resposta de cada
modelo estrutural e de cada grau de liberdade no dominio da frequéncia.

Finalmente, as respostas de pico e de RMS (Root Mean Square) no dominio

do tempo e no dominio da frequéncia sdo comparadas.
4.1 Funcao de Transferéncia

Utilizando o método energético e aplicando a Equacao de Euler-Lagrange nas
equacdes de energia cinética, energia potencial e trabalho realizado pelas forcas de
amortecimento e externas, obtém-se o sistema de equacdes diferenciais ordinarias
(EDO) que rege o fenémeno de vibragbes de cada modelo estrutural.

A partir do sistema de EDOs, aplica-se a Transformada de Laplace em cada
EDO do sistema com o intuito de transformar tal sistema em um sistema de equacdes
algébricas. Considerando as condi¢des iniciais nulas e de posse do sistema de
equacdes algébricas, resolve-se o sistema de equacfes de algébricas e obtém-se a

funcdo de transferéncia de cada grau de liberdade e de cada modelo estrutural
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referente a uma determinada excitacdo dinamica. Por conta disso, como o estudo
avalia a aplicacédo de acdes dinamicas na nacele devido ao vento e na barcaca devido
as ondas do mar, a quantidade de funcdes de transferéncia de cada modelo estrutural
€ o dobro da quantidade de graus de liberdade de um dado modelo estrutural.

As formulacdes analiticas das funcdes de transferéncias sdo obtidas por meio
de cobdigo computacional implementado no Maplesoft, software de matematica
simbdlica, utilizando as bibliotecas proprias do programa computacional. No
Apéndice 1 constam os 8 codigos que fornecem o total de 32 fun¢des de transferéncia.

De posse das funcdes de transferéncias, a resposta de pico maximo e a
variancia das Funcfes de Resposta em Frequéncia dos modelos BT e BTR séo
obtidas por meio do cédigo computacional, implementado no software Matlab,
presente no Apéndice 2.

4.2 Otimizagao do Péndulo Invertido

As excitacbes dinamicas, como ventos e ondas do mar, podem causar
vibracdes indesejaveis tanto do ponto de vista de seguranca da estrutura quanto de
funcionalidade. Para reduzir as vibragbes excessivas em um aerogerador, um AMS-
Pl é acoplado ao sistema principal.

Para que haja éxito na minimizacéo das vibra¢des, o péndulo invertido deve ser
sintonizado na frequéncia de ressonancia da resposta estrutural em que se deseja
reduzir as vibragdes. Essa sintonizacdo depende da escolha dos valores dos
parametros do péndulo invertido que sé&o: rigidez, kq, amortecimento, cq, comprimento
do péndulo, lq4, posicdo do péndulo invertido, d, massa na extremidade, mg, € massa
especifica linear do péndulo invertido, pq.

De acordo com Stewart e Lackner (2013), para sistemas principais com varios
graus de liberdade ndo existem solu¢cBes analiticas que conduzam a uma sintonizacao
Otima, sendo, portanto, necessaria a realiza¢do de simula¢cdes numéricas para definir
0 conjunto de parametros do AMS-PI.

Previamente, € selecionado um intervalo finito fechado pré-definido de valores
para os parametros do AMS-PI. Entretanto, apenas a massa especifica linear do
péndulo invertido é constante e mantida igual a da torre do aerogerador.

A massa na ponta do péndulo invertido € um parametro importante, pois quanto

maior seu valor, maior serdo as reducdes de vibra¢cdes. Portanto, a massa na ponta
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do péndulo invertido varia de 0% a 10% do conjunto massa da torre e massa no topo
da torre. Como este parametro estad relacionado diretamente com o custo do
aerogerador, geralmente ele é fixado em torno de 5% e a otimizacao é realizada para
os demais parametros.

Em relacdo ao comprimento e a posi¢cao do péndulo invertido, quanto maiores
0S seus valores, maior sera a minimizacao das vibracfes. Entretanto, a posicédo do
péndulo invertido estd limitada pelo seu proprio comprimento, visto que como o
dispositivo € acoplado internamente a torre, é necessario que a soma da posicéo do
péndulo invertido e do comprimento dele seja menor ou igual ao comprimento da torre
a fim de que o péndulo invertido caiba dentro da torre. Nesta pesquisa € admitida uma
folga de até 1 m entre o topo do péndulo invertido e o topo da torre do aerogerador.

O amortecimento do péndulo invertido é um parametro que necessita ser
otimizado, visto que o trabalho das forcas de amortecimento € responsavel pela
minimizacdo das vibracdes. Se o amortecimento for muito baixo, as forcas de
amortecimento serdo baixas e, consequentemente, o trabalho desenvolvido por essas
forcas também sera baixo. Caso o amortecimento seja muito alto, os deslocamentos
angulares do péndulo invertido serdo baixos e o trabalho desenvolvido pelas forcas
de amortecimento também serdo baixos. Portanto, nesta pesquisa, 0 amortecimento
do péndulo invertido varia entre 0 a 108 Nms/rad.

De maneira semelhante ao amortecimento, a rigidez do péndulo invertido € um
parametro que necessita ser otimizado. Caso a sua rigidez seja muito baixa, o sistema
de controle pode se tornar instavel. Caso a rigidez do péndulo invertido seja muito
alta, o péndulo invertido possuira um deslocamento angular baixo e ndo sera eficiente
para reduzir as vibracdes, uma vez que o mecanismo de transferéncia de energia
mecanica do sistema principal para o sistema de controle ocorre por meio da diferenca
de fase entre os movimentos do péndulo invertido e da torre. O valor maximo da
rigidez do péndulo invertido é 108 Nm/rad, enquanto o valor minimo do péndulo

invertido € dado por:

Pdljg

kd,min = md gld +T (41)

Uma vez determinado o intervalo de validade de cada parametro do péndulo

invertido, é realizada uma otimizacao por for¢a bruta ou busca exaustiva que € uma
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técnica de otimizacdo que consiste em selecionar e combinar entre si 0s possiveis
candidatos de um problema com o intuito de determinar uma solucdo satisfatoria.
Dessa maneira, os parametros do péndulo invertido sédo variados dentro de um
intervalo fechado finito pré-estabelecido e a resposta da rotacédo da torre é calculada
para cada combinacdo de parametros do péndulo invertido. Essa técnica de
otimizacao se trata de um método numeérico, visto que é matematicamente impossivel
combinar um numero infinito de valores dos parametros do péndulo invertido. Embora
nao se possa afirmar que a solugéo da configuragédo 6tima dos parametros do péndulo
invertido corresponde ao menor resultado global do pico maximo da resposta da torre,
a configuracdo o6tima selecionada para os parametros do péndulo invertido gera um
resultado satisfatério e bem inferior a resposta da estrutura sem o sistema com
controle passivo.

Nesta pesquisa sao utilizados dois critérios de resposta, sendo um por meio da
avaliacdo do pico de resposta do deslocamento angular da torre devido a aplicacdo
de uma excitacdo harmonica e outro por meio da avaliagdo da variancia da resposta
do deslocamento angular da torre devido a uma excitacao por ruido branco. Em ambos
os critériod, os parametros do péndulo invertido variam em um intervalo fechado numa
escala logaritmica para os parametros de rigidez e amortecimento do péndulo
invertido e numa escala linear para os parametros de comprimento, posicdo e massa
no topo do péndulo invertido. As respostas geradas pelos dois métodos sdo obtidas
por meio de cbédigo computacional implementado no software Matlab, conforme
mostrado no Apéndice 3.

No critério do pico de resposta, a rotacao da torre é obtida por meio da Func¢éo

de Resposta em Frequéncia:

Hi,j(a)): Hei,j(a))lfi (4-2)

onde Fi é a amplitude da forga dinamica da i-ésima excitacdo e Hpij (w) é a funcéo de
transferéncia de rotacdo da torre referente a i-ésima excitacdo e ao j-ésimo modelo
estrutural.

A partir da Equacao 4.2, é possivel gerar o grafico da resposta da torre no
dominio da frequéncia e obter o valor da rotacdo de pico da torre para cada um dos
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dois modelos estruturais com péndulo invertido e para cada uma das duas acdes
din&micas.

No método da variancia, a resposta da torre pode ser avaliada por meio da
seguinte equagao:

Uiz,j = ”Hei,j(f)rdf (4.3)

Af

A partir da Equacgéo 4.3, é possivel avaliar a variancia da rotagédo da torre para
cada um dos dois modelos estruturais com péndulo invertido e para cada uma das
duas acdes dinamicas.

Os critérios de otimizacao utilizados possuem suas particularidades. No método
do pico de resposta, 0 objetivo é encontrar uma configuragdo de péndulo invertido que
conduza a menor rotacdo maxima da torre do aerogerador, reduzindo a resposta
ressonante da estrutura. JA no método da variancia, a resposta da torre ndo é avaliada
apenas nas frequéncias ressonantes, mas ao longo de uma faixa de frequéncia a qual
conduz a respostas significativas da torre do aerogerador. Neste caso, o objetivo é
reduzir o trabalho realizado pela estrutura ao longo dessa faixa de frequéncia.

Além da avaliacdo numeérica do problema, outra maneira de determinar uma
configuracdo de AMS-PI que reduza as vibragdes € através da obtencédo de um grafico
de superficie, conforme mostrado na Figura 4.1, o qual relaciona o amortecimento, a
rigidez do péndulo invertido e a resposta estrutural do grau de liberdade desejado,
mantendo fixos os parametros de comprimento do péndulo invertido, posicao do
péndulo invertido e massa especifica linear. O objetivo € mostrar que a superficie
possui um vale que contém valores otimizados de rigidez e amortecimento do péndulo
invertido para cada intervalo de massa na ponta do péndulo. O c6digo implementado
no software Matlab para a realizacdo desta analise esta presente no Apéndice 4.
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Figura 4.1 — Mapa de respostas do pico maximo do deslocamento da torre.
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4.3 Analise de estabilidade

Um sistema dindmico pode ser classificado em estavel, criticamente estavel ou
instavel. Uma vez submetido a uma condic¢éo inicial ndo-nula, diz-se que o sistema é
estavel se a resposta de saida retorna a posicao de equilibrio inicial. Se as oscilacdes
da resposta se repetirem de maneira continua, o sistema € considerado criticamente
estavel. Um sistema € considerado instavel quando a resposta da saida diverge
indefinidamente (OGATA, 2010).

Dessa maneira, a estabilidade absoluta é avaliada por meio da analise dos
polos da funcédo de transferéncia. Caso o sistema possua, pelo menos, um polo com
parte real positiva, o sistema é considerado instavel. Se o sistema ndo possuir polos
com parte real positiva, mas apresentar pelo menos um polo com parte real nula, entao
ele é considerado criticamente estavel. Um sistema € estavel quando a parte real de
todos os polos € negativa. J4 a parte imaginaria dos polos da funcéo de transferéncia
representa a frequéncia natural da fungdo de transferéncia (GOLNARAGHI e KUO,
2012).

N&o obstante, a estabilidade relativa é a avaliada por meio da distancia entre a
parte real do polo da funcdo de transferéncia e eixo imaginario s. Quanto mais
afastado desse eixo, mais estavel € o sistema dinamico e, consequentemente,
menores sdo as oscilagbes da resposta transiente e mais rapido é o amortecimento
da resposta (OGATA, 2010).
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Dessa maneira, ap0s a otimizacdo dos parametros do péndulo invertido, é
realizada a analise do lugar geométrico das raizes por meio da avaliagdo dos polos
da funcao de transferéncia dos quatro modelos estruturais.

A obtencédo dos polos das fungbes de transferéncia é realizada por meio da
ferramenta do Matlab “rlocus (G)”, onde G é a fungédo de transferéncia. Ja as
frequéncias naturais e as deformadas modais sdo obtidas conforme o codigo

computacional, implementado no Maplesoft, presente no Apéndice 5.

4.4 Excitacao Aleatoria

As excitacdes dinamicas provenientes dos ventos e da onda do mar séo acdes
gue possuem um carater randémico, sendo improvavel que elas se desenvolvam
somente por meio de uma frequéncia de forcamento. Por se tratar de um fendmeno
aleatorio, utiliza-se o Método de Monte Carlo, visto que ele abrange o ramo da
matematica que trata de experimentos com nameros aleatorios.

O espectro da excitacdo € subdividido em intervalos, sendo a energia do
espectro calculada para cada intervalo e transformada em amplitude de forca com a
sua respectiva frequéncia. Dessa maneira, o carregamento aleatorio é representado
pela superposicdo de forcas harmonicas, sendo que cada forca possui uma

determinada amplitude e uma frequéncia de forcamento.

4.4.1 Método de Monte Carlo

A técnica utilizada se baseia nos trabalhos de Franco (1993) e Guimaraes
(2000) e consiste na simulagcdo computacional das acdes dinamicas produzidas pelo
vento e pelas ondas do mar que atuam na estrutura, conforme procedimento a seguir
com algumas modificagoes.

O espectro de forcas do vento e o espectro de altura de onda do mar sao
decompostos em m harmdnicos, 0os quais devem contemplar as frequéncias
ressonantes dos quatro modelos estruturais. Apds a selecdo dos harmodnicos de
ressonancia, a largura da faixa dos harmoénicos ressonantes deve ser pequena a fim
de ndo introduzir uma energia elevada nas frequéncias de ressonancia. Para isso,
considera-se que o harmdnico antecessor e sucessor ao harménico ressonante vale,

respectivamente, 95% e 105% do harmonico ressonante.



96

Segundo Franco (1993) e Guimarées (2000), a faixa de periodo de analise dos
espectros em estruturas flexiveis pode abranger o intervalo de periodo de 0,5 s a
600 s. Tendo sido determinados o primeiro harménico, o ultimo harménico e os
harmoénicos ressonantes, passa-se para a etapa de determinagdo dos harmonicos
intermediarios. Com o intuito de distribuir a energia do espectro de maneira uniforme
para cada harmonico, seleciona-se um fator entre o harménico sucessor e antecessor.

Uma vez determinados todos os harmonicos, calcula-se para cada harmonico,
por meio de integracdo numeérica, as forgcas do vento a partir do espectro de Davenport
e as forcas das ondas do mar a partir do espectro de Pierson-Moskowitz, conforme

mostrado na Figura 4.2.

S(f)

7%

° ° ® ° f
B=1 B=2 PB=3 B=4 B=5 B=6 B=7 -~ B=m-1 B=m

Figura 4.2 — Decomposicao dos espectros de vento e da onda do mar.

44.1.1 Ventos

Uma vez obtida a Equacao 3.93 e realizada a decomposicao do espectro de
forcas do vento, a amplitude da forca do vento de cada harmdnico € obtida por meio
da integracdo numérica de cada intervalo conforme mostrado na Figura 4.2 e pela

Equacéo 4.4.

fotfpa
_ 2

Fp=y2 | Sio(f)df ,parap=1

fg

ftfpa
2

Fy=[2 | So(f)df ,parap=2.m1 (4.4)

fatfpa
2

fs
Fy=[2 j S, p(f)df , para f=m
fptfsy
2



97

onde F13 é a amplitude da forca do vento referente a B-ésima frequéncia.

Com o intuito de representar a natureza aleatdria da acao do vento, realiza-se
uma combinacdo aleatdria dos angulos de fase, y, para produzir uma defasagem
entre as amplitudes da forga do vento de cada harmonico. Neste sentido, sao gerados
20 registros de angulos de fase com a finalidade de produzir 20 conjuntos de forgas

harménicas conforme mostrado na Equacéao 4.5.

F, ()= F  cos(2rf, t+y, ) (4.5)
=1

onde F1,(t) é a funcdo matematica que descreve o carregamento aleatério da forca

do vento, no dominio do tempo, referente ao y-€simo registro.

4.4.1.2 Ondas do mar

Os parametros da Equacéo 3.126 sao determinados por meio de ajuste de
curva dos espectros de ondas do mar experimentais de Espindola e Aradjo (2017).

Uma vez obtida a Equacao 3.126 e realizada a decomposicéo do espectro de
altura da onda do mar, o valor da altura da onda do mar de cada harmonico é obtido
por meio da integracdo numérica para cada intervalo conforme mostrado na

Figura 4.2 e pela Equacéo 4.6.

fﬁ+fﬁ+1
2

Hup=2]2 | Syeu(f)df , parap=1

fp

fptfpa
0 (4.6)
Hy,=2 |2 f S, e (T)df , para =2..m-1
Tptfpa
2

f
H,, =2 [2 .[ S, pw (f)df , para f=m

fptfpa
2

onde € Hw,g € a amplitude da altura da onda do mar referente a §-ésima frequéncia.
A partir do valor da amplitude da altura da onda de cada harmonico, obtém-se

para cada harménico os valores do comprimento de onda, nimero de onda,
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celeridade, velocidade da onda e aceleracdo da onda por meio da Equacéo 3.110,
3.111, 3.112, 3.113 e 3.115.

A partir dos parametros cinematicos da onda do mar, obtém-se para cada
harmonico os valores da amplitude da forca de inércia por meio da Equacgéo 3.120 e
da amplitude da forca de arrasto por meio da Equacao 3.124 e 3.125. Como o valor
da amplitude da forca de arrasto € desprezivel quando comparado com o valor da
amplitude da forca de inércia, somente € levado em consideracéo a contribui¢cdo das
forgas inerciais no computo das forcas provenientes da agéo da onda do mar.

A partir da amplitude da forca de inércia da onda do mar referente a 3-ésima
frequéncia, representa-se a natureza aleatdria da acdo da onda mar por meio da
combinacao aleatoria dos angulos de fase, ¢, para produzir uma defasagem entre as
amplitudes da for¢a da onda do mar de cada harmonico. Neste sentido, sdo gerados
20 registros de angulos de fase com a finalidade de produzir 20 conjuntos de forcas

harménicas conforme mostrado na Equacao 4.7.

F, )= F, SSinQrf, t+p, ) (4.7)
B=1

onde F,,(t) é a funcdo matematica que descreve o carregamento de inércia da onda

do mar, no dominio do tempo, referente ao y-ésimo registro.
4.5 Analises da resposta da estrutura

Uma vez determinados os espectros de for¢ca do vento, espectro de onda do
mar e o carregamento aleatério no dominio do tempo produzido pela acao do vento e
da onda do mar, séo realizados dois tipos de analises para cada grau de liberdade e
para cada modelo estrutural. Os tipos de andlises sdo no dominio do tempo e no
dominio da frequéncia e possuem a finalidade de avaliar a resposta da estrutura
guando submetida a acéo dos ventos e das ondas do mar.

O valor caracteristico obtido pela analise no dominio do tempo é comparado
com o obtido pela anélise no dominio da frequéncia com o intuito de validar a aplicacéo

do Método de Monte Carlo em andalise dindmica de estruturas.



99

4.5.1 Andalise no dominio do tempo

Neste momento, excita-se a estrutura a partir da superposicao de forcas
harménicas, obtidas através do Método de Monte Carlo, tanto para a acdo do vento
guanto para a acdo das ondas do mar. Para cada registro gerado, definido pela
combinacdo aleatdria dos angulos de fase, obtém-se a resposta da estrutura no
dominio do tempo para uma excitacdo com duracao de 30 minutos.

A resposta, Resp, de cada grau de liberdade e de cada modelo estrutural, no
dominio do tempo, é obtida aplicando conceitos da Transformada de Laplace e da

Transformada Inversa de Laplace conforme mostra a Equacgao 4.8.

Resp,.;,(®) =£*{H,, ()L{F, 1]} (4.8)

onde £ é o operador da Transformada de Laplace, H:,;jé a funcéo de transferéncia do

grau de liberdade r referente a i-ésima acéo e ao j-ésimo modelo estrutural e F;, € 0
carregamento aleatorio referente a i-ésima agao e ao y-ésimo registro. A partir dos
resultados da Equacéo 4.8, determina-se o valor maximo da rotac¢éo da torre de cada
registro.

Posteriormente, realiza-se uma analise estatistica dos valores maximos da
rotagéo da torre considerando uma distribuicdo de extremos do Tipo | (Gumbel) com
a probabilidade de 5% de ser superada para uma analise com 20 registros com 0
objetivo de obter o valor caracteristico da rotacéo da torre.

Na distribuicdo de extremos de Gumbel, a distribuicdo de probabilidades é

definida por uma curva exponencial dupla conforme mostrado na Equacéao 4.9.
w = —In(—In(prob)) (4.9)

onde prob € o indice de probabilidade de ocorréncia de um fenébmeno.
O valor caracteristico da rotagdo da torre pode ser determinado conforme

mostrado pela Equacgao 4.10.

\/60'”

T

(4.10)

c

0,., = H,; +(w—0,5772157)
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onde fij € a média do valor maximo de cada registro e oij € o desvio padrdo do valor
maximo de cada registro, sendo ambos relativos a i-ésima acao e ao j-ésimo modelo
estrutural.

Dessa maneira, considerando um indice de probabilidade de 95%, a

Equacédo 4.10 recai ha seguinte expressao.

0,.; =t ; +1866-0; (4.11)

ci,j

Portanto, o calculo do valor caracteristico do grau de liberdade considerando
a distribuicdo de Gumbel gera resultados mais conservadores quando comparados
com a distribuicdo Normal de Gauss, uma vez que nesta distribuicdo o fator
multiplicativo € igual a 1,645.

Finalmente, de posse do valor caracteristico, escolhe-se, dentre as
combinacdes de acles aleatdrias, o0 registro cujo pico maximo mais se aproxima da
resposta caracteristica determinada pela Equacéo 4.11. A partir do registro escolhido,
excita-se a estrutura com este carregamento caracteristico para determinar os valores

caracteristicos dos demais graus de liberdade.

4.5.2 Andlise no dominio da frequéncia

A analise no dominio da frequéncia consiste em obter o espectro de resposta
da estrutura quando a mesma é submetida a excitacdo dindmica do vento ou das
ondas do mar. O espectro de resposta representa apenas a resposta estacionaria da
estrutura, ndo levando em consideracéo a parcela transiente da resposta.

Uma vez definidos as funcdes de transferéncia de cada grau de liberdade e de
cada modelo estrutural, o espectro de for¢cas do vento e o espectro de forcas das

ondas do mar, determina-se, a partir da Equacgéo 4.12, o espectro de resposta, Sy,;.
2
S (F)=[H, (P S¢5(F) (4.12)

A partir do espectro de resposta da estrutura, calcula-se o desvio padréo, oy,
desse espectro por meio da Equacéo 4.13, onde fm é a frequéncia maxima do registro.
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i = fofm S, (f)df (4.13)

Quando a excitacdo dinamica em questéo for o vento, a resposta de pico &
determinada com base na estimativa de maximos do processo aleatorio por meio da
Equacéo 4.14, visto que o evento em questdo € um problema probabilistico

Resp,;;=0,:0;; (4.14)
onde gp € o fator de pico escrito em fungéo da frequéncia de ressonancia do modo de
vibracdo considerado, fres, € do intervalo de tempo do registro, Tm. A expressdo do
fator de pico, aplicada a respostas com distribuicdo de probabilidade gaussiana de
estruturas sujeitas a acéo do vento turbulento, foi deduzida por Davenport (1961b) e

€ escrita conforme mostrado na Equacao 4.15.

0,577
2In( f.T,

res'm

2In( f.T,

res'm

(4.15)

Portanto, quando o aerogerador é submetido a acdo do vento, a resposta
maxima da estrutura no dominio do tempo submetida ao registro caracteristico e
obtida através da Equacado 4.8 € comparada com a resposta da estrutura obtida no
dominio da frequéncia através da Equacéo 4.15.

Ja quando a excitacdo dindmica em questdo for as ondas do mar, a resposta
RMS da estrutura no dominio do tempo submetida ao registro caracteristico e obtida
através da Equacao 4.8 é comparada com a resposta da estrutura obtida no dominio

da frequéncia através da Equacao 4.13.

5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo sdo apresentados os resultados referentes a otimizacdo dos
parametros geomeétricos e mecanicos do péndulo invertido, o qual é acoplado a torre
do aerogerador. Os resultados provenientes dos critérios de respostas sao discutidos
com o objetivo de escolher uma configuracdo de péndulo invertido que minimize

satisfatoriamente as vibragdes da torre do aerogerador.
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Além disso, os resultados provenientes da analise modal e analise do lugar
geomeétrico sao obtidos e discutidos com o intuito de avaliar as frequéncias naturais,
deformadas modais e estabilidade de cada modelo estrutural.

Por fim, sdo avaliados os resultados provenientes de analise no dominio do
tempo, por meio do Método de Monte Carlo, e os provenientes de analise no dominio
da frequéncia, por meio dos espectros de forca. Dessa maneira, 0s resultados entre
os dois tipos de analises séo discutidos e comparados entre si para cada modelo

estrutural e para cada excitagdo dinamica.

5.1 Propriedades geométricas e mecanicas do aerogerador

O aerogerador € composto pelo sistema barcaca-torre-rotor. O conjunto torre-
rotor € o NREL Offshore 5-MW e a barcaca € da empresa ITI Energy. As propriedades

mecanicas séo obtidas de Jonkman (2007) conforme mostrado na Tabela 5.1

Tabela 5.1- Propriedades mecénicas do aerogerador. Fonte: Jonkman (2007).

Propriedade Valor
Massa da plataforma (mc) 5.452.000 kg
Comprimento do cabo nao tensionado (le) 473,3 m
Rigidez extensional dos cabos (EA) 5,89-108 N
Massa da torre 347.460 kg
Comprimento da torre (l) 90 m
Fator de amortecimento da torre (&) 1%
Massa do cubo 56.780 kg
Massa da nacele 240.000 kg
Massa da pa 17.740 kg
Fator de amortecimento da pa (&p) 0,48%

Com base nas propriedades geométricas e mecanicas obtidas de
Jonkman (2007), sédo determinados 0s seguintes parametros do aerogerador como:
rigidez e amortecimento da barcaca; massa especifica linear da torre; massa modal,

rigidez e amortecimento das pas; massa no topo; e rigidez e amortecimento da torre.
a) Determinacao da rigidez da barcaca (kc)
A barcaca é considerada como um corpo rigido em movimento na direcao

longitudinal. A sua rigidez é gerada pelas forcas restauradas hidrodindmicas e pelo
efeito dos cabos que séo ancorados ao leito (VILLOSLADA ET AL., 2021).
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Sao utilizados dois cabos de amarracdo em cada lado da barcaca. Como o
modelo em estudo é um sistema mecanico com deslocamento apenas em uma
direcao, é levado em consideracdo somente a rigidez de quatro cabos, sendo dois de
cada lado. Dessa maneira, a rigidez gerada pelos cabos de ancoragem é calculada

com base na seguinte equacao:

EA

e
onde EA é a rigidez extensional de cada cabo e le € o comprimento do cabo n&o

tensionado. Portanto, a rigidez da barcaca, ke, € igual a 9,95-10% N/m.

b) Determinacédo do amortecimento da barcaca (cc)

O amortecimento da barcaca na direcao longitudinal da barcaca € gerado pelas
forgas de amortecimento hidrodindmicas (VILLOSLADA ET AL., 2021).

De acordo com Chakrabarti (1987, p.418), o fator de amortecimento das

barcacas na direcdo longitudinal, &, € por volta de 10%. Por conta disso, o

amortecimento da barcaca é calculado a partir da seguinte equacao.

K
c.=2&Em. |
. =28, 01/ m (5.2)

Portanto, o amortecimento da barcaca, cc, € igual a 1,473056-10% Ns/m.

c) Determinacdo da massa especifica linear da torre (o)

A massa especifica linear da torre € considerada como uniforme ao longo do
seu comprimento. Como a massa da torre € igual a 347.460 kg e seu comprimento é
igual a 90 m, entdo a sua massa especifica linear, p, é igual a 3.860,66 kg/m.

d) Massa modal das pas (mp)

As pas sdo consideradas como vigas engastadas no centro do cubo. Segundo

Blevins (2016), a participagdo modal de uma viga engastada corresponde a 23 % da



104

massa real da viga. Como a massa real da pa é igual a 17.740 kg, a massa modal de

cada pa, mp, é igual a 4.080,2 kg.
e) Rigidez da pé (kp)

A rigidez das pas é calculada com base na frequéncia natural da pa. Seguindo
os critérios de certificacdo da Germanischer Lloyd (GL), a frequéncia natural das péas
de um aerogerador deve ser aproximadamente igual a 1,21 Hz com desvio padréo de
5% para mais ou para menos. Dessa maneira, a rigidez da pa é calculada com base

na seguinte equacao:

2
k,=(2zf) m, (5.3)
Portanto, a rigidez da pa, kp, é igual a 235.837 N/m.
f) Amortecimento da pa (cp)

O amortecimento da pa é gerado pelas forcas de amortecimento aerodinamicas
e pelas propriedades aeroelasticas das pas.

De acordo com Jonkman (2007), o fator de amortecimento da pa, &p, em estudo
€ igual a 0,48%. Por conta disso, 0 amortecimento da pa é calculado a partir da

seguinte equacao.

¢, =2&m |2 (5.4)

Portanto, o amortecimento da pé, cp, € igual a 297,80 Ns/m.
g) Massa no topo (my)
A massa concentrada considerada no topo da torre, mi, depende do modelo

estrutural adotado. Nos modelos BT e BT-PI, a massa no topo é a soma da massa da

nacele, massa do cubo e massa modal das trés pas, sendo, portanto, igual a
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309.020,6 kg. Ja nos modelos estruturais BTR e BTR-PI, a massa no topo da torre é

igual a 296.780 kg, visto que a massa modal das pas € avaliada separadamente.

h) Rigidez rotacional da torre (ki)

A rigidez rotacional gerada através do acoplamento da torre com a barcaca
deve possuir um valor minimo para garantir a estabilidade do sistema estrutural.
Dessa maneira, sdo utilizados dois critérios de estabilidade para avaliar a rigidez
rotacional da torre. Esses critérios consistem no fato de que os elementos da matriz
de rigidez ndo podem apresentar valor negativo.

No primeiro critério de estabilidade, a rigidez rotacional da torre deve ser maior
ou igual que a parcela negativa do termo K1 da Equacdo 3.13. Dessa maneira a
rigidez rotacional minima da torre para que garanta a estabilidade da torre € igual a
4,1-108 Nm/rad.

Ja no segundo critério, a rigidez rotacional da torre deve ser maior ou igual que
a parcela negativa da Equacao 3.67. Portanto, considera-se a pior situacdo, onde os
seguintes parametros assumem o0s valores maximos permitidos como: lg= 90 m,
d= 0 m e myg=60.000 kg. Dessa maneira a rigidez rotacional minima da torre para que
garanta a estabilidade da torre é igual a 6,3-108 Nm/rad.

Com base nos critérios de estabilidade expostos, o valor adotado para a rigidez
rotacional da torre, ki, € 15% maior que o valor obtido pelo segundo critério. Dessa

maneira, o valor da rigidez rotacional da torre, ki, é igual a 7,2-108 Nm/rad.

i) Amortecimento da torre (ct)

O amortecimento da torre é gerado pelas propriedades estruturais da propria
torre e depende do tipo de material da torre.

De acordo com Jonkman (2007), o fator de amortecimento da torre em estudo
igual a 1 %. Por conta disso, 0 amortecimento da torre € calculado a partir da seguinte

equacgao.
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|2
oI° K—mtgl—'og
c =2&| ml®+ . (5.5)
3 ol
mtI2+T

Portanto, o amortecimento da torre, c;, é igual a 2,0-10” Nsm/rad.

j) Apresentacéo dos valores numéricos do modelo estrutural

A Tabela 5.2 mostra os valores numéricos das propriedades geométricas e
mecanicas utilizadas para representar o conjunto torre-rotor da NREL Offshore 5-MW
e a barcaca da empresa ITI Energy por meio dos modelos simplificados de

aerogeradores offshore.

Tabela 5.2 - Valores numeéricos dos modelos estruturais do aerogerador

Propriedade Valor
Massa da barcaca (mc) 5.452.000 kg
Rigidez da barcaca (kc) 9,95-10% N/m
Amortecimento da barcaca (cc) 1,47-108 Ns/m
Massa especifica linear da torre (p) 3.860,66 kg
Comprimento da torre (l) 90 m
Rigidez rotacional da torre (ki) 7,2-108 Nm/rad
Amortecimento da torre (c) 2,0-10” Nms/rad
Massa no topo (m) 296.780 kg +3-4080,2 kg
Massa modal da pa (mp) 4080,2 kg
Rigidez da pa (kp) 235.837 N/m
Amortecimento da pé (cp) 297,80 Ns/m

k) Frequéncias naturais nao amortecidas

O modelo BT do aerogerador NREL Offshore acoplado a barcaca da
companhia ITI Energy possui 0s seguintes modos de vibragdo: modo de vibragéo de
rotacao da torre com frequéncia fundamental de 0,29 rad/s; e modo de vibracdo de
translacdo da barcaca com frequéncia natural de 1,34 rad/s.

Ja no modelo BTR, a consideracao da rigidez das pas e a separacdo da massa
das pas nao alteram as frequéncias naturais de rotacdo da torre e translacdo da
barcaca. Por outro lado, a consideracdo das pas faz surgir frequéncia natural de
7,71 rad/s.



107

5.2 Funcédo de Resposta em Frequéncia dos modelos BT e BTR

De posse dos valores das propriedades geométricas e mecanicas do
aerogerador e da barcaca, obtém-se os valores dos picos maximos e da variancia da
rotacdo da torre, da translacdo da barcaca e do deslocamento das pas quando os
modelos estruturais BT e BTR estdo submetidos a excitacdes aplicadas na nacele e

na barcacga para simular, respectivamente, a acdo dos ventos e das ondas do mar.

5.2.1 Resposta dos modelos submetidos a excitacado na nacele.

Primeiramente aplica-se uma excitacdo harmonica com amplitude de 102N na
direcdo da nacele. Esse valor possui a mesma ordem de grandeza dos valores do
carregamento aleatério dos ventos e € utilizado para realizar uma analise preliminar
dos parametros do péndulo invertido para reduzir a rotagéo da torre.

A Figura 5.1, Figura 5.2 e Figura 5.3 mostram a resposta estacionaria da
rotacdo da torre, do deslocamento da barcaca e do deslocamento das pas no dominio

da frequéncia.

w (rad/s)

Figura 5.1 — Rotagédo da torre devido a excitagdo harmdnica aplicada na nacele.
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Figura 5.2 — Deslocamento da barcaca devido a excitacdo harmonica aplicada na nacele.
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Figura 5.3 — Deslocamento da pa devido a excitagdo harmdnica aplicada na nacele.
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Por meio da analise da Figura 5.1, Figura 5.2 e Figura 5.3, verifica-se que os

picos maximos de ressonancia sdo, respectivamente, iguais a 1,53-1072 rad;
6,02-10°me 1,39-10* m.

A Figura 5.1 e a Figura 5.2 mostram que a rotagdo da torre e o deslocamento

da barcaca sdo pouco influenciados pela existéncia das pas quando a frequéncia de

excitacdo € menor que 5 rad/s. Por outro lado, quando a frequéncia de excitagédo &

proxima da frequéncia das pas, a rotacdo da torre e o deslocamento da barcaca

vibram com maiores amplitudes nessa faixa de frequéncia. Entretanto, o pico maximo
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de rotacdo da torre e de deslocamento da barcaca € o mesmo independentemente da
consideracdo das pas. Portanto, verifica-se que a consideracédo das pas no modelo
BTR pouco interfere a resposta dos picos maximos de rotacdo da torre e do
deslocamento da barcaca.

Em relacéo a Figura 5.3, verifica-se que o deslocamento das pas possui dois
picos de ressonancia, sendo que o maior deles ocorre na frequéncia das pas com
valor de 1,39-101 m.

Posteriormente, € aplicada uma excitacdo de ruido branco na direcdo da
nacele. Utiliza-se a Equacéo 4.3 para determinar a variancia da rotacédo da torre, do
deslocamento da barcaca e do deslocamento da pa para os dois modelos estruturais
em questao.

A variancia da rotacédo da torre para o modelo BT e BTR é respectivamente
igual a 3,40-10*3 rad? e 3,41-1013 rad?. J4 a variancia do deslocamento da barcaca
para o modelo BT e BTR, devido a acdo do vento, é respectivamente igual a
5,31 -101* m? e 5,34-10"* m2. Desse modo, verifica-se que as variancias dos modelos
BTR sé&o ligeiramente superiores as dos modelos BT. Portanto, a consideracédo do
efeito das pas pouco influencia na variancia da rotacdo da torre e da translacdo da
barcaca. Além disso, a variancia do deslocamento da p4 do BTR é igual
3,71-1010 m2,

5.2.2 Resposta dos modelos submetidos a excitagdo na barcaca.

De modo andlogo, aplica-se uma excitacdo harménica com amplitude de 108 N
na direcdo da barcaca para obter a resposta da rotacdo da torre, translacdo da
barcaca e deslocamento das péas. Esse valor possui a mesma ordem de grandeza dos
valores do carregamento aleatério das ondas do mar.

A Figura 5.4, Figura 5.5 e Figura 5.6 mostram a resposta estacionaria da
rotacdo da torre, do deslocamento da barcaca e do deslocamento das pas no dominio

da frequéncia.
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Figura 5.4 — Rotacdo da torre devido a excitacdo harmdnica aplicada na barcaca.
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Figura 5.5 — Deslocamento da barcaca devido a excitagdo harmonica aplicada na barcaca.
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Figura 5.6 — Deslocamento da pa devido a devido a excitagdo harménica aplicada na barcaca.

Por meio da analise da Figura 5.4, Figura 5.5 e Figura 5.6, verifica-se que os
picos maximos de ressonancia sdo, respectivamente, iguais a 6,64:102 rad;
5,07-10' m e 4,53-102 m.

A Figura 5.4 e a Figura 5.5 mostram que a rotagéo da torre e o deslocamento
da barcaca sofrem pouca influéncia quando a rigidez e o amortecimento das pas séao
considerados no modelo BTR.

Em relacdo a Figura 5.6, verifica-se que o deslocamento das pas apresenta trés
picos de ressonancia, sendo que o maior deles ocorre na frequéncia das pas com
valor de 4,53-10? m.

As frequéncias de ressonancia, observadas por meio das Figuras 5.1 a Figura
5.6, sdo as seguintes: 0,292 rad/s (modo de rotacdo da torre); 1,319 rad/s (modo de
translacéo da barcaca) e 7,713 rad/s (modo de translacdo da pd).

Posteriormente, é aplicado um espectro de ruido branco com valor unitério na
direcéo da barcaca. Utiliza-se a Equacgao 4.3 para determinar a variancia da rotacao
da torre, do deslocamento da barcaca e do deslocamento das pas para os dois
modelos estruturais em questéao.

A variancia da rotacdo da torre para o modelo BT e BTR sao iguais a
9,39-10'8 rad?. Ja variancia do deslocamento da barcaca para o modelo BT e BTR é
igual a 1,69 -101* m?. Desse modo, verifica-se que as variancias dos modelos BTR e

dos modelos BT sédo iguais. Portanto, a consideracdo das pas nédo influencia na
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variancia da rotac&o da torre e da translacédo da barcaca. A variancia do deslocamento
da pa do modelo BTR € igual 3,93 101" m2.

A Tabela 5.3 resume os valores obtidos para os picos maximos de ressonancia
dos graus de liberdade dos modelos BT e BTR quando se aplica uma excitacao
harménica na nacele e na barcaca para simular, respectivamente, a acao dos ventos

e das ondas do matr.

Tabela 5.3 — Pico maximo dos modelos BT e BTR submetidos as excitacdes na nacele e barcaca.

Nacele Nacele Barcaca Barcaca

BT BTR BT BTR
B -104 (rad) ‘ 153 153 664 664
Uc-104 (m) ‘ 60,2 60,2 5070 5070
Up-102 (M) ‘ X 13,9 X 4,53

A Tabela 5.4 resume os valores obtidos da variancia da resposta dos graus de
liberdade dos modelos BT e BTR quando se aplica um espectro de ruido branco
unitario na nacele e na barcaca para simular, respectivamente, a acdo dos ventos e

das ondas do matr.

Tabela 5.4 — Variancia dos modelos BT e BTR submetidos as excitacdes na nacele e barcaca.

Nacele Nacele Barcaca Barcaca
BT BTR BT BTR
0 (rad?) ‘ 3,40-1013 3,41-1013 9,39-1018 9,39-1018
Uc (M?) ‘ 5,31 -1014 5,34 -1014 1,69 .10 1,69 -10°%
Up (mM2) ‘ X 3,71-101° X 3,93 -10Y

5.3 Otimizacao do péndulo invertido dos modelos BT-Pl e BTR-PI

De posse dos valores dos picos maximos e da variancia da rotacao da torre, é
realizada uma otimizacdo por forca bruta para determinar uma configuragdo de
parametros do péndulo invertido que minimize a resposta da rotacdo da torre quando
0os modelos BT-PI e BTR-PI s&o submetidos as excitagdes harmonicas e por ruido
branco aplicadas tanto na nacele quanto na barcaca.
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Apoés a realizacédo da otimizacdo, os valores dos parametros otimizados sao
escolhidos e, posteriormente, é realizado um refinamento dos valores da rigidez e do
amortecimento do péndulo invertido, por meio da andlise dos mapas de respostas.

Finalmente, é selecionado uma configuracdo de péndulo invertido que reduz

significativamente a resposta da rotacéo da torre.

5.3.1 Resposta dos modelos submetidos a excitagdo na nacele.

Os parametros fisicos e mecanicos do péndulo invertido séo variados conforme
apresentado na Secdo 4.2 e conforme o codigo elaborado no Apéndice 3. As
combinagfes dos parametros do péndulo invertido geraram mais de 233 mil
configuracdes.

O primeiro critério de resposta consiste em avaliar os picos maximos de
ressonancia da rotacao da torre para cada conjunto de parametros do péndulo quando
0os modelos BT-PI e BTR-PI sdo submetidos a uma excitagdo harmonica aplicada na
direcdo da nacele com amplitude igual a 10% N para simular a acdo do vento.

A Figura 5.7 e a Figura 5.8 mostram, respectivamente, para o modelo BT-Pl e
para o modelo BTR-PI, os valores da rotacdo da torre e a redugéo da resposta para
cada uma dessas amostras. A linha tracejada do grafico se refere ao valor da rotacéo
da torre do modelo sem o péndulo invertido, ou seja, 1,53-10 rad.

® Rotagdo da torre Reducgdo da resposta

1E+00

1E-01

1E-02

Rotagdo da torre (rad)

1E-03

1E-04 g
1 10 100 1000 10000 100000
Numero da configuragdo

Figura 5.7 — Otimizac&o dos parametros do péndulo invertido do modelo estrutural BT-PI.
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Figura 5.8 — Otimizac&o dos parametros do péndulo invertido do modelo estrutural BTR-PI.

A partir da andlise da Figura 5.7 e Figura 5.8, € possivel perceber que os dois
graficos sdo praticamente idénticos. A maior diferenca entre os dados dos dois
graficos € de apenas 0,67 %. Isso ocorre, pois a frequéncia natural das pas esta
distante da frequéncia fundamental da estrutura e da frequéncia de otimizacdo do
péndulo invertido. Dessa maneira, a consideracao da rigidez e do amortecimento das
pas em regime de ventos extremos nao é relevante e, portanto, o modelo simplificado
BT-PI conduz a resultados satisfatorios..

Além disso, verifica-se que mais de 176 mil amostras produziram reducédo de
vibracdo na torre do aerogerador, o que indica que é possivel acoplar um péndulo
invertido a torre do aerogerador para reduzir a rotacdo da torre. Por outro lado, é
necessario avaliar os parametros do péndulo invertido, pois caso ele seja escolhido
de maneira errada, as vibracdes da torre podem aumentar, conforme mostrado nas
Figuras 5.7 e 5.8, onde mais de 57 mil amostras apresentaram aumento nos picos de
ressonancia em relagéo aos modelos sem péndulo invertido.

N&o obstante, verifica-se que em 19 amostras, a redugédo do maximo pico de
ressonancia da rotacao da torre dos modelos com péndulo invertido foi superior a 95%
em relacdo aos modelos sem o péndulo invertido. Além disso, houve 409 amostras
em que a reducdo do maximo pico de ressonancia da rotacdo da torre dos modelos

com péndulo invertido foi superior a 90% em relacdo aos modelos sem o péndulo
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invertido. O menor pico maximo de ressonancia do modelo com péndulo invertido &
igual a 6,15-10“ rad, o que equivale a uma reducdo de 95,90 % do valor do pico
maximo de ressonancia em relacdo aos modelos sem péndulo invertido.

A partir dos resultados apresentados, verifica-se que € possivel reduzir
consideravelmente os picos de ressonancia da rotacao da torre do aerogerador ao
acoplar um péndulo invertido a torre e sintoniza-lo corretamente.

Alternativamente o segundo critério de resposta consiste em avaliar a variancia
da rotacdo da torre para cada conjunto de parametros do péndulo quando os modelos
BT-Pl e BTR-PI sdo submetidos a uma excitacdo por ruido branco de valor unitario
aplicado na nacele para simular a acdo dos ventos.

A Figura 5.9 e a Figura 5.10 mostram, respectivamente, para o modelo BT e
para o modelo BTR, os valores da variancia da rotacdo da torre e a reducdo da
resposta para cada uma dessas amostras. A linha tracejada do grafico se refere ao
valor da variancia da rotacédo da torre do modelo sem o péndulo invertido, ou seja,
3,40-10*3 rad?.

A partir da analise da Figura 5.9 e Figura 5.10, verifica-se que os dois gréficos
sao praticamente idénticos. A maior diferenca entre os dados dos dois graficos é de
apenas 1,77 %. Isso ocorre, pois a frequéncia natural das pas esta distante da
frequéncia fundamental da estrutura e da frequéncia de otimizacdo do péndulo
invertido. Dessa maneira, a consideragdo da rigidez e do amortecimento das pas em
regime de ventos extremos nao € relevante e, portanto, o modelo simplificado BT-PI

conduz a resultados satisfatorios.
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@ Variancia da rotagdo da torre ® Reducdo da resposta
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Figura 5.9 — Otimizac&o dos parametros do péndulo invertido do modelo estrutural BT-PI.
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Figura 5.10 — Otimizacéo dos parametros do péndulo invertido do modelo estrutural BTR-PI.

Além disso, verifica-se que mais de 110 mil amostras produziram reduc¢éo na
variancia da rotacao da torre do aerogerador, o que indica que € possivel acoplar um
péndulo invertido & torre do aerogerador para reduzir a rotacdo da torre. Por outro
lado, é necessario avaliar os parametros do péndulo invertido, pois caso ele seja
escolhido de maneira errada, a variancia da rotacao da torre pode aumentar, conforme
mostrado na Figura 5.9 e Figura 5.10, onde mais de 122 mil amostras apresentaram

aumento na variancia da resposta em relagdo aos modelos sem péndulo invertido.
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N&o obstante, verifica-se que em 22 amostras, a reducdo da variancia da
rotacdo da torre dos modelos com péndulo invertido foi superior a 95% em relacéao
aos modelos sem o péndulo invertido. Além disso, houve 382 amostras em que a
reducdo da variancia da rotacdo da torre dos modelos com péndulo invertido foi
superior a 90% em relacdo aos modelos sem o péndulo invertido A menor variancia
do modelo com péndulo invertido é de 1,20-1014 rad, o que equivale a uma reducéo
de 96,50 % em relacdo aos modelos sem péndulo invertido.

A partir dos resultados apresentados, verifica-se que € possivel reduzir
consideravelmente a variancia da rotacdo da torre do aerogerador ao acoplar um

péndulo invertido a torre e sintoniza-lo corretamente.

5.3.2 Resposta dos modelos submetidos a excitacdo na barcaca.

De maneira analoga é realizada uma otimizacdo para os modelos BT-PI e
BTR-PI, quando estes estdo submetidos a excitacdo aplicadas na direcao da barcaca
para simular a acdo das ondas do mar. Neste caso, também dois critérios sao
utilizados.

Para o primeiro método de resposta, aplica-se na barcaca uma excitacao
harmonica com amplitude igual a 108 N e posteriormente avalia-se 0s picos maximos
de ressonéancia da rotacdo da torre para cada conjunto de parametros do péndulo
invertido dos modelos estruturais BT-Pl e BTR-PI.

A Figura 5.11 e a Figura 5.12 mostram, respectivamente, para o modelo BT-PI
e para o modelo BTR-PI, os valores da rotacao da torre e a redugcao da resposta para
cada uma dessas amostras. A linha tracejada do gréfico se refere ao valor da rotacao
da torre do modelo sem o péndulo invertido, ou seja, 6,64-107 rad.

A partir da andlise da Figura 5.11 e Figura 5.12, é possivel perceber que os
dois gréficos séo praticamente idénticos. Este fato indica que a consideracdo da
rigidez e do amortecimento das pas em regime de ventos extremos ndo € relevante e,

portanto, o modelo simplificado BT-PI conduz a resultados satisfatorios.
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Figura 5.11 — Otimizag&o dos parametros do péndulo invertido do modelo estrutural BT-PI.
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Figura 5.12 — Otimizac&o dos parametros do péndulo invertido do modelo estrutural BTR-PI.

Além disso, verifica-se que mais de 229 mil amostras produziram reducédo de
vibracdo na torre do aerogerador, o que indica que € possivel acoplar um péndulo
invertido a torre do aerogerador para reduzir a rotacdo da torre quando a mesma esta
submetida a acdo das ondas do mar.

N&o obstante, verifica-se que em 61 amostras, a redu¢cdo do méaximo pico de
ressonancia da rotacao da torre dos modelos com péndulo invertido foi superior a 90%

em relacdo aos modelos sem o péndulo invertido. O menor pico maximo de
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ressonancia obtido é igual a 6,56-1073 rad, o que equivale a uma reducéo de 90,12 %
do valor do pico maximo de ressonancia em relagdo aos modelos sem péndulo
invertido.

A partir dos resultados apresentados, verifica-se que € possivel reduzir
consideravelmente os picos de ressonancia da rotacao da torre do aerogerador ao
acoplar um péndulo invertido a torre e sintoniza-lo corretamente.

Alternativamente o segundo critério de resposta consiste em avaliar a variancia
da rotacdo da torre para cada conjunto de parametros do péndulo quando os modelos
BT-Pl e BTR-PI sdo submetidos a um espectro por ruido branco com valor unitario
aplicado na direcéo da barcaca.

A Figura 5.13 e a Figura 5.14 mostram, respectivamente, para o modelo BT e
para o modelo BTR, os valores da variancia da rotacdo da torre e a redugcao da
resposta para cada uma dessas amostras. A linha tracejada do grafico se refere ao

valor da variancia da rotacédo da torre do modelo sem o péndulo invertido, ou seja,
9,39-108 rad?.

@ Variancia da rotagdo da torre ® Reducgdo da resposta
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Figura 5.13 — Otimizacéo dos parametros do péndulo invertido do modelo estrutural BT-PI.
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@ Variancia da rotagao da torre ® Redugdo da resposta

1E-16

Variancia da rotac¢do da torre (rad?)

1E-18
1 10 100 1000 10000 100000
Numero da configuragao

Figura 5.14 — Otimizag&o dos parametros do péndulo invertido do modelo estrutural BTR-PI.

A partir da andlise da Figura 5.13 e Figura 5.14, é possivel perceber que os
dois graficos sdo praticamente idénticos. Portanto, o modelo simplificado BT-PI
conduz a resultados satisfatérios, visto que a consideracdo da rigidez e do
amortecimento das pas nao é relevante.

Além disso, verifica-se que mais de 171 mil amostras produziram reducdo na
variancia da rotacao da torre do aerogerador, o que indica que é possivel acoplar um
péndulo invertido a torre do aerogerador para reduzir a rotacdo da torre. Por outro
lado, € necessario avaliar os parametros do péndulo invertido, pois caso ele seja
escolhido de maneira errada, a variancia da rotacéo da torre pode aumentar, conforme
mostrado na Figura 5.13 e Figura 5.14.

N&o obstante, a menor variancia obtida é de 3,07-10* rad?, o que equivale a
uma reducéo de 67,25 % do valor da variancia da torre em relacdo aos modelos sem
péndulo invertido.

Portanto, embora seja possivel otimizar os parametros do péndulo invertido
para reduzir a resposta da torre quando esta € submetido a acédo das ondas do mar,
a reducdo é maior quando o aerogerador € submetido a acéo do vento.

Diante da otimizacdo dos parametros do péndulo invertido realizada para os
modelos BT-PI e BTR-PI quando eles estdo submetidos a excitacdes para simular a
acao do vento e das ondas do mar, verifica-se o0 seguinte: As maiores reducdes de

vibracdo da torre sdo para o caso onde a excita¢do que incide no aerogerador é devido
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a acao do vento; para a acdo do vento sao obtidas reducdes de vibracdes da ordem
de 95 % nos dois métodos de resposta; para a acdo das ondas do mar, a reducao é
da ordem de 90 % para o método da resposta dos picos maximos e 70 % para o
método da variancia; os modelos simplificados BT e BT-PIl fornecem resultados
satisfatorios quando o aerogerador ndo estd em operagcdo, ou seja, no regime de
ventos extremos.

A partir dessas analises séo selecionados o0s seguintes parametros do péndulo
invertido: comprimento do péndulo invertido, 1¢=79 m; posi¢do do péndulo, d=10 m;
massa na ponta, mg=19.000 kg; rigidez do péndulo invertido, kq=3,98-10° Nm/rad;

amortecimento do péndulo invertido, cq=10° Nms/rad.

5.3.3 Mapa de respostas dos modelos submetidos a excitacdo na nacele.

ApGs a escolha dos parametros otimizados do péndulo invertido, é realizada
uma andlise grafica, conhecida como mapa de respostas, que visa representar
tridimensionalmente o comportamento da resposta da rotacédo e da variancia da torre
com o intuito de mostrar que existe um vale na superficie que conduz a respostas
otimizadas.

Portanto, os valores da massa na ponta e comprimento e posi¢cao do péndulo
invertido s&o mantidos constantes conforme os valores selecionados anteriormente,
enguanto os parametros de rigidez e amortecimento do péndulo invertido séo variados
dentro do intervalo pré-fixado.

A Figura 5.15 mostra a resposta da rotacdo da torre do aerogerador com a
variacdo da rigidez kg e do amortecimento cq do péndulo invertido quando o
aerogerador é submetido a uma excitacdo harmdnica com amplitude de 103 N aplicada
na nacele. Ja a Figura 5.16 mostra o mapa de calor da vista superior da superficie da
Figura 5.15.

Ja a Figura 5.17 mostra como resposta a variancia da rotacao da torre do
aerogerador quando este € submetido a uma excitacdo por ruido branco com valor
unitario aplicado na nacele.

A partir da analise dos graficos da Figura 5.15, Figura 5.16 e Figura 5.17,
verifica-se que o valor minimo para ambos os graficos ocorre para kq=3,98-10% Nm/rad

e c4=10% Nms/rad. Dessa maneira o valor minimo obtido para a rotagédo da torre com
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essa configuracéo de péndulo invertido é igual a 8,48-10* rad para a rotagdo da torre

e 2,46-10'* rad? para a variancia da rotacéo da torre.

O (rad)
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Cd (Nms/rad) 10* 105 108
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Figura 5.15 — Mapa de respostas do pico de rotagdo da torre para excitacdo na nacele.
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Figura 5.16 — Mapa de calor da superficie da Figura 5.15.
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Figura 5.17 — Mapa de respostas da variancia da rotacéo da torre para excitacdo na nacele.
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5.3.4 Mapa de respostas dos modelos submetidos a excitacdo na barcaca.

De maneira analoga, os mapas de respostas da rotagdo da torre e da variancia
da rotacdo da torre sdo gerados quando uma excitacdo incide na barcaca do
aerogerador para simular a acdo das ondas do mar.

A Figura 5.18 mostra a resposta da rotacdo da torre do aerogerador quando
este é submetido a uma excitacdo harmoénica com amplitude de 108 N. J& a Figura
5.19 mostra a resposta da variancia da rotacéo da torre do aerogerador quando este
€ submetido a uma excitacao por ruido branco com valor unitario.

A partir da andlise dos graficos da Figura 5.18 e Figura 5.19, verifica-se que o
valor minimo para ambos os graficos ocorre para kg=3,98-10° Nm/rad e
ca=10% Nms/rad. Dessa maneira o valor minimo obtido para a rotacédo da torre com
essa configuracdo de péndulo invertido é 6,73-102 rad para a rotacdo da torre e

3,21-10'8 rad? para a variancia da rotacéo da torre.
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Figura 5.18 — Mapa de respostas do pico de rotacdo da torre para excitagdo na barcaca.
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Figura 5.19 — Mapa de respostas da variancia da rotacao da torre para excitagdo na barcaca.
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5.4 Analise de estabilidade

A partir da otimizacdo dos parametros do péndulo invertido para o critério de
resposta de picos maximos e variancia quando submetidos a excitacdes aplicadas na
nacele e na barcaca, selecionam-se 0s seguintes parametros: comprimento do
péndulo invertido, 14=79 m; posi¢do do péndulo, d=10 m; massa na ponta, mg=19.000
kg; rigidez do péndulo invertido, kq=3,98:10% Nm/rad; amortecimento do péndulo
invertido, cg=10° Nms/rad.

De posse dos parametros mecanicos e geométricos do aerogerador, da
barcaca e do péndulo invertido, a estabilidade do sistema é avaliada através dos polos
das funcdes de transferéncias dos quatro modelos, conforme mostrado na Tabela 5.5.

Tabela 5.5 — Polos e zeros da fungdo de transferéncia de rotacao dos quatro modelos.

Modelo estrutural Polos
-0,00291+0,291i
BT

-0,133+1,334i

-0,0663+0,176i

BT-PI -0,109+0,314i

-0,133+1,334i
-0,00291+0,291i

BTR -0,133+1,334i

-0,0381+7,712i
-0,0663+0,176i

-0,109+0,314i
-0,133+1,33i
-0,0381+7,712i

BTR-PI

Os quatro modelos estruturais sao estaveis, uma vez que a parte real dos polos
da sua respectiva funcao de transferéncia € negativa. Ndo obstante, verifica-se que o
modelo BT-PI é mais estavel que modelo BT, pois a parte real do modelo BT-PI esta
mais afastada do eixo imaginario. Portanto, a introdugéo do péndulo invertido com
parametros otimizados aumenta a estabilidade do sistema estrutural. Ao se comparar
o modelo BT-PI com o modelo BTR-PI, verifica-se que o modelo que n&o considera a

rigidez e o amortecimento das pas é mais estavel.
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Em relacado a parte imaginaria dos polos, verifica-se que as frequéncias naturais
amortecidas do modelo BT s&o: 0,291 rad/s, modo de rotacéo da torre; e 1,334 rad/s,
modo de translacdo da barcaca. Ao acoplar o péndulo invertido no aerogerador, as
frequéncias naturais ficam as seguintes: 0,176 rad/s, modo de rotagdo da torre;
0,314 rad/s, modo de rotacéo do péndulo invertido; e 1,334 rad/s, modo de translagéo
da barcaca. Quando se considera a rigidez e o amortecimento das pas surge uma

frequéncia natural de 7,712 rad/s.

5.5 Analise modal

A Tabela 5.6 apresenta as frequéncias naturais ndo amortecidas e as
deformadas modais do aerogerador NREL Offshore acoplado a barcaca da

companhia ITI Energy e ao péndulo invertido com os parametros otimizados.

Tabela 5.6 — Modos de vibracéo, frequéncias naturais e deformadas modais dos modelos.

Modos w (rad/s) 3] u 04 Up1 Up2 Up3
BT 1¢ 0,291 1 0,39 - - - -
P 1,341 0,013 -1 - - - -
1¢ 0,159 -0,031 1 -0,0048 - - -
BT-PI 209 0,379 -0,027 -1 -0,015 - - -
3¢ 1,341 -0,013 -0,028 1 - - -
1¢ 0,291 1 0,39 - 0,133 0,133 0,133
22 1,341 0,013 -1 - 0,0062 0,0062 0,0062
BTR 3¢ 7,603 0 0 - -1 0,17 0,83
49 7,603 0 0 - -0,36 1 -0,64
5¢ 7,715 0,0003 -0,0003 - -1 -1 -1
1¢ 0,158 0,031 -1 0,0048 1 1 1
20 0,379 -0,027 -1 -0,015 -0,0062 -0,0062 -0,0062
BTR-PI 3¢ 1,341 -0,013 -0,028 1 -0,0062 -0,0062 -0,0062
49 7,603 0 0 0 1 -0,5 -0,5
5¢ 7,603 0 0 0 0 -1 1
62 7,715 -0,0003 0,0003 -0,003 1 1 1

No modelo BT a estrutura apresenta dois modos de vibracdo, sendo o primeiro
de rotacdo da torre cuja frequéncia angular € igual a 0,29 rad/s e o segundo de
translacéo da barcaca cuja frequéncia angular € igual a 1,34 rad/s.

No modelo BT-PI, devido a introducdo do péndulo invertido, a frequéncia
natural do modo de rotagéo da torre diminui para 0,16 rad/s, enquanto a frequéncia

natural do modo de translacdo da barcaca nédo € influenciada. O segundo modo de
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vibrac&o passa a ser o modo de rotacéo do péndulo invertido cujo valor da frequéncia
natural é de 0,38 rad/s.

A consideragdo da rigidez das pas e a separacdo da massa das pas nao
alteram as frequéncias naturais de translacdo da barcaca, de rotacdo da torre e de
rotacdo do péndulo invertido. Entretanto, as pas fazem surgir frequéncias naturais na
ordem de 7,70 rad/s.

A Analise de Estabilidade leva em consideracdo o amortecimento da torre, da
barcaca, das pas e do péndulo invertido e, por conta disso, sdo determinadas as
frequéncias naturais amortecidas. Ja a Analise Modal leva em consideracdo apenas
a matriz de rigidez e a matriz de massa, desprezando 0s parametros de
amortecimento da estrutura e, consequentemente, determinando as frequéncias
naturais nao amortecidas. Nos modelos BT e BTR, as frequéncias naturais
amortecidas e ndo amortecidas sdo préximas, pois o fator de amortecimento da
barcaca, da torre e das pas sdo baixos, sendo, respectivamente, iguais a 10%, 1% e
0,48%.

Ja em relacdo aos modelos BT-PI e BTR-PI, a divergéncia entre as frequéncias
naturais amortecidas e ndo amortecidas do 2° modo de vibracdo € maior, pois 0

péndulo invertido possui um fator de amortecimento alto, sendo igual a 59 %.

5.6 Funcédo de Resposta em Frequéncia dos quatro modelos

De posse dos valores dos parametros do péndulo invertido, sdo realizadas
analises da Funcdo de Resposta em Frequéncia para avaliar 0s picos maximos, por
meio do gréfico, e para avaliar a variancia da resposta, por meio da Equacao 4.3. As
respostas analisadas séo: rotacéo da torre, translacao da barcaca, deslocamento das

pas e rotacdo do péndulo invertido.

5.6.1 Resposta dos modelos submetidos & excitagdo na nacele.

Aplica-se nos quatro modelos estruturais uma excitacdo harmdnica com
amplitude de 102 N na direcdo da nacele para simular a ag¢do do vento. A Figura 5.20,
Figura 5.21, Figura 5.22 e Figura 5.23 mostram, respectivamente, a resposta da
rotacdo da torre, da translacdo da barcaca, do deslocamento da p& e da rotacdo do

péndulo invertido.



Figura 5.20 — Rotacao da torre devido & excitacédo aplicada na direcdo da nacele.
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O valor do pico méximo da rotacdo da torre dos modelos BT e BTR é igual a

1,53-102 rad. Ja para os modelos BT-PIl e BTR-PI, o valor do pico maximo da rotagédo

da torre é igual a 8,48-10 rad. Dessa maneira, verifica-se que a escolha de uma

configuragdo com parametros otimizados para o péndulo invertido reduz a resposta

do pico maximo da rotacédo da torre em 94,46%.

Portanto, a introducédo de um péndulo invertido com parametros otimizados é

capaz de reduzir a resposta de ressonancia de rotacdo da torre de um aerogerador.

Por outro lado, o segundo pico de rotacdo da torre ndo é alterado pela introducao do

péndulo invertido. Isso ocorre porque o0s parametros do péndulo invertido sao

sintonizados na frequéncia natural da torre do aerogerador e ndo na frequéncia natural

do rotor.
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Figura 5.21 — Translacdo da barcaga devido a excitacéo aplicada na nacele.
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A partir da Figura 5.21, o valor do pico maximo da translacao da barcaca dos
modelos BT e BTR é igual a 6,02-103 m. Ja para os modelos BT-Pl e BTR-PI, o valor
do pico maximo da translacdo da barcaca é igual a 2,22-10* m. Dessa maneira,
verifica-se que a escolha de uma configuracdo com parametros otimizados para o
péndulo invertido reduz a resposta do pico maximo da translacdo da barcaca em
96,31 %.

Portanto, a introdu¢do de um péndulo invertido com parametros otimizados é
capaz de reduzir também a resposta de ressonancia da translacao da barcaca de um
aerogerador. Por outro lado, os demais picos de ressonancia da translacédo da barcaca
nao sao alterados pela introdugcdo do péndulo invertido. ISso ocorre porque 0S
parametros do péndulo invertido s&o sintonizados na frequéncia natural da torre do
aerogerador e ndo nas demais frequéncias naturais.

A partir da Figura 5.22, verifica-se que 0 pico maximo de ressonancia da pa
igual a 1,39-10' m para os modelos BTR e BTR-PIl. Os valores permanecem 0s
mesmos, pois 0s parametros do péndulo invertido estdo sintonizados na frequéncia
de rotacdo da torre e ndo na frequéncia das pas. Por outro lado, a resposta do
deslocamento da péa é reduzida em uma faixa de frequéncia préxima a da frequéncia

da torre.
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Figura 5.22 — Deslocamento das pas devido a excitacéo aplicada na nacele.
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w (rad/s)

Figura 5.23 — Rotacdo do péndulo invertido devido a excitagdo aplicada na nacele.

A partir da Figura 5.23, verifica-se que o pico maximo de rotacdo do péndulo
invertido é igual a 1,85-102 rad para os modelos BT-Pl e BTR-PI. Os valores
permanecem 0S mesmos, pois a frequéncia natural das pas € muito alta quando
comparada com a frequéncia torre e, por conta disso, a resposta do maximo pico de
rotacdo do péndulo invertido ndo € alterada nas frequéncias préximas a da rotacdo da
torre.

No segundo critério de resposta, analisa-se a variancia da rotacao da torre, do
deslocamento da barcaca, do deslocamento da pa e da rotacdo do péndulo invertido
quando a estrutura é submetida a um espectro de ruido branco com valor unitério
aplicado na direcédo da nacele para representar a acdo do vento.

A variancia da rotacdo da torre para os modelos BT, BT-PI, BTR e BTR-PI séo,
respectivamente, iguais a 3,40-101° rad?, 2,46-10* rad?; 3,41-10% rad? e
2;47-10'* rad2. Os modelos com péndulo invertido apresentaram uma reducdo na
variancia da rotacdo da torre de cerca de 93%. Isso mostra que a introducdo do
péndulo invertido com seus parametros otimizados € capaz de néo sé reduzir os picos
de ressonancia, mas também de reduzir o trabalho realizado pelo aerogerador.

Em relacédo ao deslocamento da barcaca, o valor da variancia para os modelos
BT, BT-PI, BTR e BTR-PI séo, respectivamente, iguais a 5,31-101* m2; 2,83-101°* m?;
5,34-101* m2 e 2,91-10*® m2. Os modelos com péndulo invertido apresentaram uma
reducado na variancia do deslocamento da barcaca de cerca de 95%. Os modelos que
consideram as pas apresentam praticamente os mesmos valores que 0os modelos sem
pas. Isso mostra que os modelos simplificados sem pas apresentam resultados

satisfatorios.
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Por outro lado, a variancia do deslocamento das pas apresenta valores
semelhantes para os modelos BTR e BTR-PI, sendo, respectivamente, iguais a
3,71-101 m2 e 3,67-101° m2. De maneira analoga, a variancia da rotacéo do péndulo
invertido apresenta os mesmos valores para os modelos BT-Pl e BTR-PI, sendo igual
a1,04-10! rad2.

5.6.2 Resposta dos modelos submetidos a excitagdo na barcaca.

De modo analogo, é aplicado uma excitacdo harmoénica com amplitude de
108 N na direcdo da barcaca para simular a acédo das ondas do mar.

A Figura 5.24, Figura 5.25, Figura 5.26 e 5.27 mostram, respectivamente, a
resposta da rotacdo da torre, da translacéo da barcaca, do deslocamento da pa e da

rotacdo do péndulo invertido para os quatros modelos estruturais em questao.

108
0

w (rad/s)

Figura 5.24 — Rotacédo da torre devido a excitacdo aplicada na barcaca.

O valor do pico maximo da rotacédo da torre dos modelos BT e BTR ¢€ igual a
6,64-10 rad. Ja para os modelos BT-PIl e BTR-PI, o valor do pico maximo da rotacéo
da torre é, respectivamente, igual a 6,73-102 rad e 6,72-10°2 rad. Dessa maneira,
verifica-se que a escolha de uma configuracdo com parametros otimizados para o
péndulo invertido reduz a resposta do pico maximo da rotacdo da torre em 90 %.

Portanto, a introducéo de um péndulo invertido com parametros otimizados é
capaz de reduzir a resposta de ressonancia de rotacao da torre de um aerogerador.
Por outro lado, os demais picos de rotagéo da torre n&o sao alterados pela introdugao

do péndulo invertido. Isso ocorre porgue 0s parametros do péndulo invertido séo
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sintonizados na frequéncia natural da torre do aerogerador e ndo na frequéncia natural

do rotor.
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Figura 5.25 — Translacdo da barcac¢a devido & excita¢do aplicada na barcaca.

A partir da Figura 5.25, o valor do pico maximo da translacédo da barcaca dos
modelos BT, BT-PI, BTR e BTR-PI é igual a 5,07-10* m. Os valores sdo 0s mesmos,
pois o pico de ressonancia esta na frequéncia de translacao da barcaca, enquanto os
parametros do péndulo invertido foram sintonizados na frequéncia natural da torre do
aerogerador. Por este mesmo motivo que o primeiro pico maximo some ao se instalar

0 péndulo invertido com parametros otimizados.
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Figura 5.26 — Deslocamento das péas devido a excitagdo aplicada na barcaga.

A partir da Figura 5.26, verifica-se que o0 pico maximo de ressonancia da pa
para os modelos BTR e BTR-PI é, respectivamente, igual a 4,53-102m e 4,45-102m.
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Como os parametros do péndulo invertido sdo sintonizados na frequéncia de rotacao
da torre e ndo na frequéncia das pas, a reducéo da resposta € de apenas 1,77 %. Por
outro lado, a resposta do deslocamento da pa € reduzida em uma faixa de frequéncia
proxima a da frequéncia da torre.

A partir da Figura 5.27, verifica-se que o pico maximo de rotacdo do péndulo
invertido é igual a 5,33-10 rad para os modelos BT-Pl e BTR-PI. Os valores
permanecem 0S mesmos, pois a frequéncia natural das pas é muito alta quando
comparada com a frequéncia torre e, por conta disso, a resposta do maximo pico de
rotacdo do péndulo invertido ndo é alterada nas frequéncias proximas a da rotacao da

torre.
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Figura 5.27 — Rotacao do péndulo invertido devido a excitagcao aplicada na barcaca.

No segundo critério de resposta, analisa-se a variancia da rotacao da torre, do
deslocamento da barcaca, do deslocamento da pa e da rotacdo do péndulo invertido
guando a estrutura é submetida a um espectro de ruido branco com valor unitario
aplicado na direcéo da barcaca.

A variancia da rotacdo da torre para os modelos BT, BT-PI, BTR e BTR-PI sé&o,
respectivamente, iguais a 9,39-10® rad?, 3,21-10*® rad?; 9,39-10'% rad? e
3,21-10*® rad?. Os modelos com péndulo invertido apresentaram uma reducdo na
variancia da rotacdo da torre de cerca de 65%. Isso mostra que a introducdo do
péndulo invertido com seus parametros otimizados € capaz de nao s6 reduzir 0s picos
de ressonancia, mas também de reduzir o trabalho realizado pelo aerogerador.

Em relacdo ao deslocamento da barcaca, o valor da variancia para os modelos
BT, BT-PI, BTR e BTR-PI é igual a 1,69-10* m2. Isso mostra que o péndulo invertido
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com parametros otimizados em relacéo a rotacdo da torre nao € capaz de reduzir as
vibracOes da barcaca quando ela € submetida a uma excitacdo por ondas do mar.

A variancia do deslocamento das pés apresenta valores semelhantes para os
modelos BTR e BTR-PI, sendo, respectivamente, iguais a 3,93-101’ m2 e 3,87-10'Y/
m2. De maneira analoga, a variancia da rotacdo do péndulo invertido apresenta 0s
mesmos valores para os modelos BT-Pl e BTR-PI, sendo igual a 1,21-10-1 rad2.

A Tabela 5.7 apresenta os valores dos picos maximos de ressonancia da
rotacdo da torre, da translacao da barcaca, do deslocamento da p& e da rotacdo do
péndulo invertido para os modelos BT, BT-PI, BTR e BTR-PI quando 0os mesmos estao
submetidos a excitacao harménica na direcédo da nacele para simular a acédo do vento.
Ja a Tabela 5.8 apresenta a resposta dos picos maximos desses modelos quando
eles estdo submetidos a excitagdo harmonica na diregao da barcaca para simular a

acao das ondas do mar.

Tabela 5.7 — Pico maximo da resposta dos modelos submetidos a excitacdo na nacele.

BT BT-PI BTR BTR-PI
0 -104 (rad) 153 8,48 153 8,48
Uc-104 (m) 60,2 2,22 60,2 2,22
Up-102 (M) X X 13,9 13,9
04-1072 (rad) X 1,85 X 1,85

Tabela 5.8 — Pico maximo da resposta dos modelos submetidos a excitacdo na barcaca.

BT BT-PI BTR BTR-PI

0 -10* (rad) 664 67,3 664 67,2
Uc-104 (m) 5070 5070 5070 5070
Up-10-2 (m) X X 4,53 4,45
04-1072 (rad) X 5,33 X 5,33

A Tabela 5.9 apresenta a variancia da rotacdo da torre, da translacdo da
barcaca, do deslocamento da pa e da rotacéo do péndulo invertido para os modelos
BT, BT-PI, BTR e BTR-PI quando eles estdo submetidos a excita¢éo por ruido branco
aplicada na direcdo da nacele para simular a acdo do vento. J4 a Tabela 5.10
apresenta a resposta da variancia dos graus de liberdade desses modelos quando
eles estdo submetidos a excitacdo por ruido branco aplicada na direcdo da barcaca

para simular a agdo da onda do mar.
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Tabela 5.9 — Variancia da resposta dos modelos submetidos a excitacdo na nacele.

BT BT-PI BTR BTR-PI
9-10'1 (rad?) 34,0 2,46 34,11 2,47
Uc-1015 (m?) 53,1 2,83 53,4 2,91
Up-10710 (m?) X X 3,71 3,67
04-101 (rad?) X 1,04 X 1,04

Tabela 5.10 — Variéncia da resposta dos modelos submetidos a excita¢cdo na barcaca.

BT BT-PI BTR BTR-PI
0-10718 (rad?) 9,39 3,21 9,39 3,21
Uc-10% (m2) | 1,69 1,69 1,69 1,69
Up-10-17 (m2) X X 3,93 3,87
04-1016 (rad?) X 1,21 X 1,21

5.7 Resposta devido a agéo do vento

O aerogerador esta localizado nas coordenadas 3.00° S e 38.00 ° W, situado
no litoral do Ceara. As caracteristicas do vento sdo determinadas com base na
NBR 6123:1988.

Primeiramente, é realizado o célculo da acéo estatica do vento a fim de obter a
forca de arrasto estatica modificada total do vento que age na nacele, bem como a
velocidade de projeto do vento na altura da nacele e a velocidade de projeto do vento
a 10 metros de altura. Posteriormente, o espectro de Davenport é determinado para
representar a acado dinamica do vento.

Duas analises sdo realizadas, sendo a primeira no dominio do tempoe a
segunda no dominio da frequéncia. A primeira analise consiste em utilizar o Método
de Monte de Carlo para decompor o espectro de forcas do vento em 24 harmdnicos
e, consequentemente, representar o carater aleatorio da excitagdo dinamica do vento.
Dessa forma, determinam-se o pico maximo e o RMS de cada grau de liberdade dos
quatro modelos estruturais.

A segunda analise consiste em aplicar o espectro de for¢ca do vento nos quatro
modelos estruturais para determinar a resposta maxima e o desvio padrao dos graus

de liberdade. Finalmente, comparam-se os resultados obtidos pelas duas analises.
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5.7.1 Acao estética do vento

A determinacéo das forcas do vento que agem no aerogerador depende das
condicbes meteorologicas da regido e das caracteristicas geométricas da torre, do
cubo e das pas do aerogerador.

Como o aerogerador estd localizado nas coordenadas 3.00°S e 38.00°W, é
utilizada a velocidade basica do vento da cidade de Fortaleza, que é igual a 30 m/s.
O aerogerador offshore esta inserido em uma regido analoga a de terreno plano com
rugosidade correspondente a superficies lisas de grandes dimensodes, referente a
Categoria | da NBR 6118:1988. A Tabela 20 da NBR 6123:1988 apresenta os valores
do parametro meteorolégico b e do expoente da lei potencial p para cada categoria de
rugosidade do terreno.

Os parametros meteorolégicos do vento utilizados para calcular a velocidade

de projeto do vento, conforme a Equacao 3.70, estdo presentes na Tabela 5.11.

Tabela 5.11 — Pard@metros meteorolégicos do vento

Propriedade Valor
Velocidade basica do vento (Vo) 30 m/s
Fator topografico (S1) 1,00
Fator estatistico (S3) 1,00
Parametro Meteoroldgico (b) 1,23
Expoente da lei potencial (p) 0,095
Massa especifica do vento (0ar) 1,225 kg/m3

A distribuicdo da velocidade de projeto do vento desde a base da torre até a
ponta da pa mais elevada € mostrada na Figura 5.28. A velocidade de projeto do
vento, para uma rajada de 10 minutos, a 10 metros de altura, no eixo da nacele e na
ponta da pa mais elevada €, respectivamente, igual a 25,46 m/s, 31,37 m/s e
32,99 m/s.

De posse da definicdo dos valores da velocidade de projeto do vento,
apresentam-se os valores numericos das propriedades geométricas da torre, do cubo
e das pas, por meio da Tabela 5.12, com o intuito de determinar as forcas estéaticas

de arrasto que incidem nestes elementos.
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Figura 5.28 — Distribuicao da velocidade de projeto do vento ao longo da altura do aerogerador.

Tabela 5.12 — Propriedades geométricas da torre, cubo e pés.

Propriedade Valor

Coeficiente de arrasto da torre (Cp) 0,60
Diametro externo no topo da torre (Dsup) 6,00 m
Diametro externo na base da torre (Dinf) 3,87 m
Comprimento da torre (l) 90,00 m

Coeficiente de arrasto do cubo (Cp) 0,60
Raio do cubo (R¢) 1,50 m
Comprimento da pa 63,00 m

Coeficiente de arrasto das pas (Cp) 0,10

O coeficiente de arrasto da torre e do cubo é obtido por meio da Tabela 10 da
NBR 6123:1988, considerando os elementos estruturais como corpo liso de secéo
circular. J4 o coeficiente de arrasto da pa € obtido de Lindenburg (2002), o qual
apresenta os valores do coeficiente de arrasto e do coeficiente de sustentacéo da pa
em funcdo do angulo de ataque, conforme mostrado na Figura 5.29. Dessa maneira,
para a situacédo de angulo de ataque igual a 14°, o coeficiente de arrasto da pa € igual
a 0,10. Os demais parametros da Tabela 5.12 sao obtidos de Jonkman (2007).

A torre é discretizada em 90 sub-elementos com comprimento de 1 metro cada
para calcular as for¢cas de arrasto que incidem nos nos desses sub-elementos. Em
relacdo ao cubo, como a velocidade do vento varia pouco ao longo da sua altura,
considera-se que a velocidade do vento € a mesma ao longo da altura do cubo com
valor de 31,37 m/s. Dessa maneira, 0 vento age com essa intensidade ao longo da

area de frontal circular do cubo.
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Figura 5.29 — Coeficiente de arrasto e de sustentagdo das pas em funcdo do angulo de ataque.

Na ocorréncia de ventos extremos, as pas do aerogerador se encontram
paradas na posicdo mostrada pela Figura 5.30. A discretizacéo das pas e o valor da

corda de cada sub-elemento da pa sdo obtidos de Lindenburg (2002).

il

Figura 5.30 — Configuragéo da posi¢éo das pas. Fonte: Dellezzopolles (2011).

Uma vez definidos os parametros meteoroldgicos do vento e as propriedades
geomeétricas dos elementos nos quais o0 vento incide, determinam-se as forcas

estaticas que incidem na torre, no cubo e nas pas, respectivamente, por meio da
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Equacédo 3.75, Equacao 3.81 e Equacao 3.89. Os resultados estdo presentes no
Apéndice 6.

A forca de arrasto que atua em cada sub-elemento € multiplicada pelo seu
respectivo brago de alavanca para obter o momento total gerado na base devido a
acao do vento que incide na torre, no cubo e nas pas. Posteriormente, 0 momento
gerado na base é dividido pela altura da torre para se obter a for¢a resultante que age
na nacele e que conserva o0 mesmo momento na base. Dessa maneira, o valor da
forca de arrasto estatica modificada na torre, no cubo e nas pés &, respectivamente,
igual a 67,44 kN, 2,56 kN e 38,21 kN, totalizando uma forca de arrasto estatica
modificada total de 108,21 kN. Levando em consideracéo a rigidez rotacional da torre,
ki, 0 valor da resposta estatica da rotacdo da torre, devido a acdo do vento no
aerogerador, é igual a 1,35-1072 rad.

5.7.2 Acao dindmica do vento

A acado dinamica do vento é representada pelo espectro de velocidades de
Davenport e pelo espectro de forcas. A velocidade do vento, para uma rajada de
10 minutos, a 10 metros de altura, vio, € igual a 25,46 m/s e o coeficiente de
rugosidade do terreno, k, é igual a 0,005, o qual € obtido de Davenport (1961a) para
uma superficie aberta sem obstaculos. A Figura 5.31, por meio da Equacédo 3.90,

mostra o comportamento do espectro de velocidades ao longo da frequéncia.
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Figura 5.31 — Densidade espectral de velocidade do vento.
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Para o calculo do espectro de forcas, 0 comprimento caracteristico da torre, |,
€ igual a 90 m, a velocidade do vento, para uma rajada de 10 minutos, na altura da
nacele, vn, € igual a 31,37 m/s e a forca de arrasto estética modificada total, Fp,est,modtot,
€ igual a 108,21 kN. A Figura 5.32 mostra o comportamento do espectro de for¢as do
vento, calculado por meio da Equacédo 3.93. Nos dois espectros, a faixa de frequéncia
onde ocorre a maior concentracdo de energia cinética dos ventos € entre 0,005 Hz e
0,020 Hz.
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Figura 5.32 — Densidade espectral de for¢a do vento.

O espectro de forcas € decomposto em 24 harménicos, 0s quais contemplam
as frequéncias ressonantes dos quatro modelos estruturais e estdo situados em uma
faixa de periodo entre aproximadamente 0,5 s e 600 s. A Tabela 5.13 apresenta os
harménicos escolhidos, o fator entre dois harmdnicos consecutivos e a amplitude da
forca, obtida por meio da Equacéao 4.4. Os picos de ressonancia de banda estreita séo
tratados de tal forma que é utilizado um fator de 5% para mais e para menos com 0
intuito de evitar que um valor significativo de energia seja sintonizado em uma

frequéncia ressonante.
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Tabela 5.13 — Decomposic¢do espectral
Fator entre dois

Ndmero do Harmonico . Amplitude da
Harmonico (rad/s) harmonlc-:os forca (kN)
consecutivos
1 0,010 - 1,39
2 0,015 1,50 2,39
3 0,021 1,40 3,42
4 0,031 1,48 4,83
5 0,044 1,42 6,77
6 0,065 1,48 9,14
7 0,094 1,45 11,38
8 0,136 1,45 13,23
9 0,198 1,45 13,52
10 0,277 1,40 9,54
11 0,292 1,05 4,99
12 0,307 1,05 9,61
13 0,426 1,46 11,68
14 0,621 1,46 10,26
15 0,905 1,46 8,36
16 1,319 1,46 6,46
17 1,878 1,42 4,90
18 2,673 1,42 3,68
19 3,806 1,42 2,71
20 5,418 1,42 1,90
21 7,327 1,35 1,08
22 7,713 1,05 0,53
23 8,099 1,05 0,95
24 11,184 1,38 0,69

De posse das amplitudes das for¢cas harmdnicas e de suas respectivas
frequéncias de forcamento, sdo gerados aleatoriamente 20 registros de angulos de
fase para cada frequéncia de forcamento com o intuito de produzir 20 conjuntos de

forcas harmonicas, obtidos por meio da Equacéo 4.5.
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A Apéndice 8 apresenta os 20 registros da excitacdo aleatdria do vento no
dominio do tempo. A Tabela 5.14 apresenta o valor maximo e o valor RMS de cada
registro. Os valores maximos dos registros divergem em até cerca de 35% enquanto
os valores RMS da excitagdo aleatéria divergem no maximo em até 1%.

Tabela 5.14 — Valor do pico maximo e RMS de cada registro da forca de arrasto do vento.

Numero do Registro Maximo Absoluto (kN) RMS (kN)
1° registro 95,13 25,31
2° registro 88,57 25,21
3° registro 81,85 25,21
4° registro 77,34 25,18
59 registro 79,20 25,18
6° registro 88,44 25,21
7° registro 91,95 25,42
8° registro 73,07 25,31
9° registro 85,89 25,23
10° registro 86,54 25,41
11° registro 81,98 25,12
12° registro 87,24 25,17
13° registro 87,03 25,34
14° registro 83,31 25,32
15° registro 89,89 25,18
16° registro 82,07 25,16
17° registro 80,10 25,31
18° registro 82,65 25,28
19° registro 85,38 25,34
20° registro 97,96 25,20

5.7.3 Resposta dindmica no dominio do tempo

Os 20 registros de carregamento aleatdrio sdo aplicados nos quatro modelos
estruturais para obter a resposta da rotacdo da torre no dominio do tempo por meio

da Equacéao 4.8.



142

A Tabela 5.15 apresenta o pico maximo de rotacéo da torre devido a aplicacéo

estruturais.

Tabela 5.15 — Pico maximo de rotacéo da torre, em radianos multiplicados por 102 — Vento.

do carregamento aleatério do vento de cada um dos registros nos quatro modelos

BT BT-PI BTR BTR-PI
1°registro 13,16 4,27 13,19 4,27
2° registro 13,60 3,77 13,62 3,78
3°registro 11,37 4,19 11,38 4,19
4° registro 14,22 3,49 14,24 3,49
5° registro 14,03 3,98 14,04 3,99
6° registro 11,99 4,92 12,01 4,93
7° registro 13,11 4,13 13,13 4,13
8° registro 11,96 3,73 11,98 3,74
9° registro 13,84 3,77 13,85 3,78
10° registro 13,90 3,86 13,92 3,87
11°registro 13,50 4,22 13,51 4,22
12° registro 13,01 4,24 13,03 4,25
13°registro 12,57 3,95 12,59 3,95
14°registro 13,49 4,23 13,51 4,23
15° registro 13,01 4,38 13,03 4,38
16° registro 12,42 3,98 12,44 3,99
17° registro 12,03 4,48 12,05 4,48
18° registro 14,11 4,19 14,14 4,19
19° registro 12,60 3,82 12,61 3,83
20° registro 13,53 4,39 13,54 4,40

N&o obstante, a Tabela 5.16 apresenta o valor RMS da rotacao da torre dos 20

registros do carregamento aleatdrio do vento de cada um dos modelos estruturais.

Utilizando a Equagéo 4.11, obtém-se o valor caracteristico da rotagao da torre

pico maximo, conforme mostrado na Tabela 5.17.

de cada modelo estrutural a partir da média e do desvio padrédo dos 20 registros de
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Tabela 5.16 — Resposta RMS da rotacdo da torre, em radianos multiplicados por 10-2 — Vento.

BT BT-PI BTR BTR-PI
1° registro 53,46 13,89 53,55 13,90
2° registro 55,43 13,77 55,50 13,78
3°registro 54,47 13,67 54,54 13,68
4° registro 54,59 13,83 54,67 13,83
5° registro 52,77 13,82 52,85 13,83
6° registro 56,04 13,78 56,13 13,79
7° registro 55,19 13,85 55,27 13,86
8° registro 55,56 13,89 55,64 13,90
9° registro 54,06 13,81 54,14 13,82
10° registro 57,45 13,91 57,54 13,92
11°registro 53,07 13,78 53,14 13,79
12° registro 57,03 13,73 57,10 13,74
13°registro 54,39 13,79 54,46 13,80
14° registro 56,13 13,79 56,20 13,79
15° registro 53,91 13,72 54,00 13,73
16° registro 55,67 13,71 55,75 13,72
17° registro 53,58 13,76 53,66 13,77
18° registro 55,06 13,77 55,14 13,78
19° registro 54,57 13,79 54,66 13,80
20° registro 55,09 13,80 55,18 13,81

Utilizando a Equacao 4.11, obtém-se o valor caracteristico da rotacéo da torre
de cada modelo estrutural a partir da média e do desvio padrdo dos 20 registros de

pico maximo, conforme mostrado na Tabela 5.17.

Tabela 5.17 — Andlise caracteristica da rotacdo da torre — Vento.

BT BT-PI BTR BTR-PI
Gauss 12,70-10? 4,63-107? 12,72:107? 4,64:107?
Gumbel 14,60-107 4,70-10 14,62-107 4,71-10

Utiliza-se 0 4° registro para os modelos BT e BTR e o0 6° registro para o0s
modelos BT-Pl e BTR-PI, pois estes registros sdo 0s que possuem a resposta maxima

mais préoxima dos valores caracteristicos calculados na andlise caracteristica. Devido
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a introducéo do péndulo invertido com parametros otimizados, verifica-se que o pico
maximo de rotacéo € reduzido em 65,40%. Ja em relacédo as pas, a consideracdo da
rigidez e amortecimento delas n&o altera significativamente a resposta da estrutura.

Em relacdo ao valor RMS da rotacao da torre, verifica-se que ha uma reducao
de 74,75% quando o péndulo invertido com os parametros otimizados € acoplado a
torre do aerogerador. JA em relacdo as pas, a consideracdo da rigidez e
amortecimento delas néo altera significativamente a resposta da estrutura.

A Figura 5.33 apresenta a resposta no dominio do tempo da rotagéo da torre
quando o modelo BT é submetido ao 4° registro de vento e o modelo BT-PI é
submetido ao 6° registro de vento. E possivel verificar que tanto o pico maximo quanto
o valor RMS da rotacdo da torre sdo reduzidos devido a introducdo do péndulo

invertido com os parametros otimizados.

BT
BT-PI

0.1 -

-0.05 -

0.15 L 1 I L ! ! L L
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Tempo (s)

Figura 5.33 — Rotacgéo da torre devido a acéo aleatoria do vento.

A Figura 5.34, Figura 5.35 e Figura 5.36 apresentam, respectivamente, a
resposta da translacdo da barcaca, do deslocamento das pas e da rotacdo do péndulo
invertido no dominio do tempo. Os modelos sem péndulo invertido sdo submetidos a
excitacdo do 4° registro do vento, enquanto os modelos com péndulo invertido sdo

submetidos a excitacao do 6° registro do vento.
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A Tabela 5.18 mostra os resultados do pico maximo e do RMS da rotacéo da
torre, da translacdo da barcaca, do deslocamento da pa e da rotacdo do péndulo
invertido quando os modelos BT e BTR sao submetidos ao 4° registro do vento e os

modelos BT-PI e BTR-PI s&o submetidos ao 6° registro do vento.

Tabela 5.18 — Pico méximo e RMS dos modelos submetidos a acé@o aleatéria do vento.

BT BT-PI BTR BTR-PI
Pico 0 (rad) 14,22-107 4,92-102 14,24-102 4,93-102
RMS 0 (rad) 5,46-10? 1,38-1072 5,47-107 1,38-1072
Pico Uc (M) 5,60-10? 1,34-1072 5,62:107 1,34-1072
RMS Uc (M) 21,42-103 3,80-10% 21,45-10°3 3,81-103
Pico Up (m) X X 1,86-101 2,04-101
RMS Up (M) X X 6,52:102 6,46-107
Pico 04 (rad) X 9,91-101 X 9,92-101
RMS 64 (rad) X 2,81-10 X 2,81-10

A introducédo do péndulo invertido com parametros otimizados reduziu o0 pico
maximo e o RMS da translacao da barcaca em, respectivamente, 76,07 % e 82,26 %.
Ja em relagdo ao pico maximo e ao RMS do deslocamento das pas, verifica-se que a
introducdo do péndulo invertido ndo altera significativamente a resposta das pas para
a situacdo de carregamento aleatorio. O mesmo ocorre com a rotacdo do péndulo
invertido o qual ndo sofre alteracdes na resposta do pico maximo e do RMS quando a
rigidez e o amortecimento das pas sdo considerados no modelo BTR-PI. Esses fatos
ocorreram, pois a frequéncia do péndulo invertido esté distante da frequéncia das pas.

Embora a otimizacéo dos parametros do péndulo invertido tenha sido realizada
para uma excitagcdo harménica deterministica, por meio da analise da Funcao de
Resposta em Frequéncia, os valores da rotacao da torre e da translacdo da barcaca
também sao reduzidos quando uma excitacao aleatéria do vento por meio do espectro
de Davenport e do Método de Monte Carlo é aplicada no aerogerador. Neste sentido,
a reducdo da rotacdo torre na analise deterministica € cerca de 95% enquanto na
analise probabilistica a reducgéo varia em torno de 65% Ja para translacéo da barcaca,
a reducdo permanece na analise deterministica permanece por volta de 95%

enquanto a reducéo na analise probabilistico varia em torno de 75%.
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Portanto, é possivel otimizar os parametros do péndulo invertido por meio de
analise deterministica, utilizando os critérios de pico maximo e variancia, e validar os
resultados por meio da aplicacdo da excitacao aleatoria do vento. Com base nessa
metodologia, foi possivel reduzir significativamente as vibra¢des da rotagcédo da torre e

a translacéo da barcaca tanto nas analises deterministicas quando nas probabilisticas.

5.7.4 Resposta dindmica no dominio da frequéncia

O espectro de forca do vento, conforme mostrado na Figura 5.32, é aplicado
em cada modelo estrutural, por meio da Equacdo 4.12. Dessa maneira, S&o
determinados o0 espectro de resposta da rotacdo da torre, da translagcéo da barcaca,
do deslocamento das pas e da rotacdo do péndulo invertido conforme mostrado,

respectivamente, pela Figura 5.37, Figura 5.38, Figura 5.39 e Figura 5.40
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Figura 5.37 — Espectro de resposta da rotacdo da torre devido a acao do vento.
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Figura 5.38 — Espectro de resposta da translagao da barcacga devido a agdo do vento.
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Figura 5.39 — Espectro de resposta do deslocamento da pa devido a agcéo do vento.
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Figura 5.40 — Espectro de resposta do péndulo invertido devido a agdo do vento.

O espectro de resposta da rotacdo da torre e da translacdo da barcaca sao

reduzidos quando o péndulo invertido com os parametros otimizados é acoplado a

torre do aerogerador.

A resposta de pico é determinada por meio da Equacéo 4.14, onde o tempo do

registro, Tm, € igual a 1800 s e a frequéncia do modo de vibracéo € obtida por meio
da frequéncia amortecida da Tabela 5.9. A Tabela 5.19 apresenta a resposta de pico

da rotacdo da torre, da translacéo da barcaca, do deslocamento das pas e da rotacao

do aerogerador.
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Tabela 5.19 — Pico méximo e RMS dos modelos submetidos a acéo aleatéria do vento.

BT BT-PI BTR BTR-PI
Pico 0 (rad) 13,44-10%2 4,16-10%? 13,46-102 4,17-107?
RMS 0 (rad) 4,24-107 1,38.-1072 4,25-107 1,38-1072
Pico Uc (M) 6,00-10 1,37-102 6,01-1072 1,38-1072
RMS Uc (M) 16,62-10°3 3,80-103 16,63-103 3,81-102
Pico Up (m) X X 1,89-101 1,87-101
RMS Up (m) X X 4,65-107 4,60-102
Pico 04 (rad) X 9,04-101 X 9,05-101
RMS 04 (rad) X 2,83-101 X 2,83:101

Os valores da resposta de pico apresentados pela Tabela 5.18 e 5.19 possuem
uma divergéncia inferior a 10%. A excecédo é o valor de pico da rotacao da torre para
o modelo BT-PI e BTR-PI onde a divergéncia foi da ordem de 18%. Entretanto, para
estes dois modelos, as divergéncias no valor do RMS e do desvio padréo foram
praticamente nulas quando as duas analises sdo comparadas.

Portanto, os resultados obtidos pelo Método de Monte Carlo séo satisfatorios e
gue o método pode ser utilizado para representar o carater aleatdrio da excitacao

dindmica do vento aplicado em aerogeradores.

5.7.5 Analise dindmica nao-linear

A Figura 5.36 apresenta picos de rotacdo da ordem de 35° para o péndulo
invertido, o que pode inviabilizar a adocao da hipotese de pequenos deslocamentos
nos modelos BT-PIl e BTR-PI. Por conta disso, com o intuito de avaliar o erro gerado
pela linearizacdo das equacdes de movimento, é realizada uma comparacédo entre as
respostas das rotacdes obtidas utilizando a analise linear e a analise néo linear.

A resposta da andlise ndo-linear € obtida a partir da implementacdo de um
codigo computacional utilizando o Método de Runge-Kutta de 42 ordem com um passo
de tempo de 0,01 s, conforme apresentado no Apéndice 13.

A Figura 5.41, 5.42 e 5.43 apresentam, respectivamente, a rotacéo da torre do

modelo BT e BT-PI e a rotagdo do péndulo invertido do modelo BT-PI.



O (rad)

0.1

0.05

-0.05

— — — -Néo linear
Linear

r

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Tempo (s)
Figura 5.41 — Rotacédo da torre referente ao modelo BT.
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A Figura 5.41 mostra que 0s picos da rotacao da torre obtidos pela analise néao-
linear sdo ligeiramente superiores aos obtidos pela analise linear, tendo em vista que
a rotacdo maxima da torre é inferior a 10°. O valor RMS da rotac¢édo da torre obtido
pela analise linear e ndo-linear para o modelo BT é, respectivamente, igual a
5,42-10rad e 5,48-10?rad, ou seja, o erro relativo é da ordem de 1%. Ja o coeficiente
de correlacéo de Pearson é igual a 0,99. Dessa maneira, a linearizacao das equacoes
de movimento é aceitavel.

Na Figura 5.42 e Figura 5.43, verifica-se que a linearizacao das equagodes de
movimento aumenta a rotacdo do péndulo invertido e, consequentemente, diminui a
rotacdo da torre quando comparados com os valores obtidos pela analise nao-linear.
O valor do coeficiente de Pearson para a rotacao da torre e para o péndulo invertido
€, respectivamente, igual a 0,88 e 0,82. Os coeficientes de correlacdo de Pearson séo
menores, pois 0S picos maximos de rotacdo do péndulo invertido sdo da ordem de
35°,

O valor RMS da rotacdo da torre obtido pela andlise linear e ndo-linear para o
modelo BT-PI é, respectivamente, igual a 1,37-10? e 1,55-102. J& para a rotacdo do
péndulo invertido do modelo BT-PI, o valor do RMS obtido pela anélise linear e ndo-
linear é, respectivamente, igual a 2,86-101 e 2,60-101. Dessa forma, o erro relativo
do RMS é da ordem de 10%.

Portanto, como o valor do erro relativo do RMS é baixo e o valor do coeficiente
de correlacdo de Pearson é superior a 0,80, a linearizagcdo das equacdes de

movimento é aceitavel.

5.8 Resposta devido a acdo das ondas do mar

As caracteristicas das ondas do mar sdo determinadas a partir de dados
experimentais dos espectros da altura da onda do mar obtidos de Espindola e Araudjo
(2017), sendo a energia do espectro experimental transformada no espectro analitico
de Pierson-Moskowitz. Duas analises sao realizadas, sendo a primeira no dominio do
tempo e a segunda no dominio da frequéncia.

A primeira analise consiste em utilizar o Método de Monte de Carlo para
decompor em 24 harmonicos o espectro de altura das ondas do mar e,
consequentemente, representar o carater aleatério da altura das ondas do mar. A

partir das alturas das ondas do mar, calculam-se, para cada harménico, o numero de
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onda e o comprimento de onda. Utilizando a Equacdo de Morison, determinam-se as
amplitudes das forcas de inércia e de arrasto que agem na barcaca do aerogerador.
De posse das for¢as de inércia e de arrasto, determinam-se o pico maximo e o RMS
de cada grau de liberdade dos quatro modelos estruturais.

A segunda analise € realizada no dominio da frequéncia e consiste em
transformar o espectro de altura das ondas do mar em espectro de forcas e aplica-lo
nos quatro modelos estruturais para obter o desvio padrao do espectro de resposta.

Finalmente, comparam-se os resultados obtidos pelos dois tipos de analises a
fim de validar o Método de Monte Carlo na analise dinamica de estruturais sujeitas a

excitacao dinamica das ondas do mar.

5.8.1 Acéao dindmica das ondas do mar.

Espindola e Araujo (2017) analisaram os espectros de altura das ondas do mar
de 49 pontos ao longo da costa brasileira para caracterizar as condi¢des climaticas
das ondas do mar nos meses de janeiro e de julho, apresentando graficos dos pontos
P3, P7, P14, P19, P24, P32, P38, P43 e P48.

O grafico do ponto P14 referente ao més de julho é utilizado para representar
0 espectro da altura das ondas do mar. Por meio de regresséo, a curva experimental
foi ajustada para a curva teorica do espectro de Pierson-Moskowitz, mantendo a
mesma energia do espectro e o0 mesmo periodo de pico de onda. Desta maneira, a
altura significativa da onda do mar € igual 1,62 m e o periodo de pico da onda € igual
a 6,93 s. A Figura 5.41 apresenta o espectro experimental de Espindola e Araudjo
(2017) e o espectro ajustado da equacgéo de Pierson-Moskowitz.
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Figura 5.44 — Espectro experimental e analitico da onda do mar.
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O espectro de Pierson-Moskowitz € decomposto nos mesmos harménicos que

0 espectro de forcas do vento. A Tabela 5.20 apresenta o valor da altura da onda do

mar para cada harmonico.

Tabela 5.20 - Decomposicéo espectral

Numero do . Amplitude da altura da
Harménico (rad/s)

Harmonico onda (m)
1 0,010 0,00
2 0,015 0,00
3 0,021 0,00
4 0,031 0,00
5 0,044 0,00
6 0,065 0,00
7 0,094 0,00
8 0,136 0,00
9 0,198 3,37-10°8
10 0,277 1,18:10%8
11 0,292 1,83:1023
12 0,307 7,85-1011
13 0,426 4,14-10°
14 0,621 3,29-101
15 0,905 8,04-101
16 1,319 6,31-10
17 1,878 3,44-101
18 2,673 1,75-101
19 3,806 8,70-107?
20 5,418 4,21-102
21 7,327 1,80-107?
22 7,713 7,93-10°3
23 8,099 1,25-107
24 11,184 7,58-103

Os coeficientes de arrasto e inércia sao obtidos a partir de dados experimentais
de Brebbia e Walker (1979), Singh (1979), Tanaka et al. (1983), Bearman et al. (1985),
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Sarpkaya (1986), Obasaju et al. (1988), Borthwick (1989) e Hamel-Derouich (1991),
enquanto a profundidade do mar é obtida a partir de Espindola e Araudjo (2017). A
Tabela 5.21 apresenta os valores do coeficiente de arrasto, coeficiente de inércia,

didmetro da barcaca, altura da lamina de 4gua e profundidade do mar.

Tabela 5.21 — Propriedades das ondas do mar e da barcaca.

Propriedade Valor
Coeficiente de arrasto (Cp) 3,00
Coeficiente de inércia (Cwm) 2,00

Diametro da barcaca (Dp) 20m
Altura da lamina de agua (hp) 4,00 m

Profundidade do mar (dw) 2.506 m
Massa especifica da agua (pw) 1.000 kg/m3

A partir dos dados da Tabela 5.20 e Tabela 5.21, obtém-se os valores de
namero de onda, comprimento de onda, amplitude da for¢ca de arrasto e amplitude da
forca de inércia de cada harmdnico, conforme apresenta a Tabela 5.22.

Para um determinado periodo, a amplitude da forca de arrasto representa
menos de 1,5% da amplitude da forca de inércia. Por conta disso, a amplitude da forca
de arrasto é desprezada na obtencdo da resposta dos modelos estruturais de
aerogerador.

De posse das amplitudes das forcas de inércia das ondas do mar e de suas
respectivas frequéncias de forcamento, sdo gerados aleatoriamente 20 registros de
angulos de fase para cada frequéncia de forcamento com o intuito de produzir 20
conjuntos de for¢cas harmonicas, obtidos por meio da Equacgéo 4.7.

O Apéndice 11 apresenta os 20 registros da excitacdo aleatdria das ondas do
mar no dominio do tempo. A Tabela 5.23 apresenta o valor maximo e o valor RMS
das forcas de inércia de cada registro. Os valores maximos dos registros divergem em
até cerca de 7% enquanto os valores RMS da excitacdo aleatéria divergem no maximo
em até 0,03%.



155

Tabela 5.22 — Propriedades cinematicas e dindmicas das ondas do mar.

. Amplitude da Amplitude da forca
Periodo Numero Comprimento
forca de arrasto de inércia
(s) de onda de onda (m)
(kN) (kN)
628,31  6,40-10° 9,81-104 0,00 0,00
418,88  9,66-10° 6,50-10% 0,00 0,00
299,20  1,36-10% 4,60-10% 0,00 0,00
202,68  2,06-10% 3,05-10% 0,00 0,00
142,80  3,06-10* 2,05-104 0,00 0,00
96,66 5,05-104 1,24-10% 0,00 0,00
66,84 9,19-104 6,84:10° 0,00 0,00
46,20 1,88-103 3,33-103 0,00 0,00
31,73 3,99-10°3 1,57-10° 1,12-101%° 1,65-106
22,68 7,82-10°3 8,03-10? 2,66-1076 1,13-10%6
21,52 8,69-10°3 7,23-10? 7,06-104¢ 1,93-10%
20,46 9,61-103 6,54-10 1,42-10%° 9,12-10°
14,75 1,85-107 3,40-10? 7,36-10° 9,10-101
10,12 3,93-107? 1,60-102 9,14-101 1,47-102
6,94 8,35-107? 7,53-10! 9,84-10° 7,03-10?
4,76 1,77-10% 3,54-10% 9,41-10° 9,87-102
3,34 3,569-101 1,75-10t 3,49-10° 8,09-102
2,35 7,28-101 8,63-100 9,55-101 5,10-107
1,65 1,47-10° 4,25-10° 2,36-101 2,67-107
1,16 2,99-100 2,10-10° 5,54:1072 1,30-10?
0,86 5,47-10° 1,15-10° 1,01-107? 5,56-101
0,81 6,06-10° 1,04-10° 1,96-103 2,44-101
0,77 6,69-10° 9,39-101 4,85-10°3 3,84-10°
0,56 1,27-10% 4,93-10 1,79-10°% 2,33-101
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Tabela 5.23 — Valor do pico maximo e RMS de cada registro das for¢cas de inércia.

Numero do Registro Méaximo Absoluto (MN) RMS (MN)
1° registro 3,39 1,119
2° registro 3,44 1,118
3° registro 3,39 1,120
4° registro 3,46 1,118
59 registro 3,27 1,119
6° registro 3,31 1,119
7° registro 3,24 1,118
8° registro 3,34 1,118
9° registro 3,28 1,118
10° registro 3,29 1,119
11° registro 3,25 1,118
12° registro 3,47 1,118
13° registro 3,53 1,119
149 registro 3,35 1,117
15° registro 3,35 1,119
16° registro 3,47 1,118
17° registro 3,25 1,118
18° registro 3,27 1,117
19° registro 3,31 1,119
20° registro 3,34 1,119

5.8.2 Resposta dindmica no dominio do tempo

Os 20 registros de excitacdo aleatéria sdo aplicados nos quatro modelos
estruturais, ou seja, BT, BT-PIl, BTR e BTR-PI para obter a resposta da rotacdo da
torre no dominio do tempo por meio da Equacéo 4.8.

A Tabela 5.24 mostra o pico maximo de rotacdo da torre devido a aplicacao da
excitacdo aleatdria da onda do mar de cada um dos registros nos quatro modelos

estruturais.
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Tabela 5.24 — Pico maximo de rotacdo da torre, em radianos multiplicados por 10-3 - Ondas

BT BT-PI BTR BTR-PI
1°registro 9,59 9,58 9,83 9,81
2° registro 9,50 9,53 9,80 9,75
3° registro 9,61 9,59 9,85 9,82
4° registro 9,78 9,59 9,83 9,81
5° registro 9,62 9,60 9,87 9,83
6° registro 9,51 9,52 9,92 9,75
7° registro 9,59 9,57 9,83 9,80
8° registro 9,78 9,68 9,88 9,92
9° registro 9,86 9,60 9,85 9,82
10° registro 9,66 9,65 9,90 9,88
11°registro 9,63 9,49 9,83 9,71
12°registro 9,55 9,52 9,79 9,73
13°registro 9,55 9,53 9,82 9,75
14° registro 9,52 9,50 9,75 9,73
15° registro 9,69 9,66 9,91 9,89
16° registro 9,61 9,58 9,83 9,82
17°registro 9,63 9,63 9,86 9,86
18° registro 9,72 9,71 9,96 9,94
19° registro 9,43 9,38 9,62 9,60
20° registro 9,49 9,49 9,73 9,72

N&o obstante, a Tabela 5.25 apresenta o valor RMS da rotacdo da torre dos 20
registros do carregamento aleatdrio do vento de cada um dos modelos estruturais.

Utilizando a Equacéo 4.11, obtém-se o valor caracteristico da rotacdo da torre
de cada modelo estrutural a partir da média e do desvio padréo dos 20 registros de

pico maximo, conforme mostrado na Tabela 5.26.
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Tabela 5.25 — Resposta RMS da rotacéo da torre, em radianos multiplicados por 10-2 - Ondas

BT BT-PI BTR BTR-PI
1° registro 4,80 4,80 491 4,90
2° registro 4,80 4,79 4,90 4,90
3° registro 4,80 4,80 491 4,90
4° registro 4,80 4,79 491 4,90
5° registro 4,80 4,80 4,91 4,90
6° registro 4,80 4,80 4,91 4,90
7° registro 4,80 4,79 491 4,90
8° registro 4,80 4,79 491 4,90
9° registro 4,80 4,79 4,91 4,90
10° registro 4,80 4,79 4,91 4,90
11°registro 4,80 4,80 4,91 4,90
12°registro 4,80 4,79 4,91 4,90
13°registro 4,80 4,80 4,91 4,90
14° registro 4,80 4,79 4,90 4,89
15° registro 4,80 4,79 4,91 4,90
16° registro 4,80 4,79 4,91 4,90
17°registro 4,80 4,79 4,91 4,90
18° registro 4,80 4,79 4,91 4,90
19° registro 4,80 4,80 4,91 4,90
20° registro 4,80 4,79 4,91 4,90

Tabela 5.26 — Analise Caracteristica da rotacdo da torre — Ondas do mar.

BT BT-PI BTR BTR-PI
Gauss 9,79:103 9,70-10°3 9,95:103 9,93:10°3
Gumbel 9,82:103 9,72:10°3 9,97:103 9,95:10°3

Apés a realizacdo da analise caracteristica, utiliza-se o 9° registro para excitar
o modelo BT e 0 18° registro para excitar os modelos BT-PI, BTR e BTR-PI, pois estes
registros sdo 0S que possuem a resposta maxima mais proxima dos valores
caracteristicos.

A Figura 5.45 e Figura 5.46 apresentam, respectivamente, a resposta no

dominio do tempo da rotagdo da torre e da translagéo da barcaca quando o modelo
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BT é submetido ao 9° registro da onda do mar e o modelo BT-PI é submetido ao 18°

registro da onda do mar.
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Figura 5.45 — Rotacdo da torre devido a acao aleatéria das ondas do mar.
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Figura 5.46 — Translacao da barcac¢a devido & acdo aleatéria das ondas do mar.

Verifica-se a existéncia de diferenca de fase entre os picos de resposta dos
dois modelos em questédo. Além disso, verifica-se uma ligeira redugéo na resposta da
rotacao da torre quando se introduz o péndulo invertido.

A Figura 5.47 e Figura 5.48 apresentam, respectivamente, a resposta do
deslocamento das péas e da rotacdo do péndulo invertido no dominio do tempo sendo

0s modelos submetidos ao 18° registro das ondas do mar.
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Tabela 5.27 — Pico méximo e RMS dos modelos submetidos a acéo aleatéria da onda do mar.

BT BT-PI BTR BTR-PI
Pico 0 (rad) 9,86-103 9,71-103 9,96-10° 9,94.103
RMS 0 (rad) 4,80-10° 4,79-10° 4,91-10° 4,90-10°
Pico Uc (M) 7,35-101 7,42-101 7,41-101 7,41-101
RMS Uc (M) 3,69-101 3,69-101 3,68-101 3,68-101
Pico Up (m) X X 6,39-10°3 6,34-10°
RMS Up (m) X X 2,40-10°3 2,38-10°3
Pico 04 (rad) X 2,10-107? X 2,38:107?
RMS 64 (rad) X 9,73-10° X 11,01-103

Embora a otimizagéao dos parametros do péndulo invertido tenha sido realizada
para uma excitacdo harmonica deterministica, a rotacdo da torre ndo apresentou
reducdes significativas quando aplicada uma excitacdo aleatéria das ondas do mar
por meio do Espectro de Pierson-Moskowitz e do Método de Monte Carlo. Isso ocorre
porque a energia deste espectro de onda do mar é mais predominante na faixa de
frequéncia entre 0,50 rad/s e 3,00 rad/s, enquanto o péndulo invertido é sintonizado
para reduzir a resposta ressonante da torre situada na frequéncia de 0,292 rad/s.

N&o obstante, o pico maximo e o RMS da translacédo da barcaca, deslocamento
da pa e rotacdo do péndulo invertido também sofreram poucas alteracbes quando

introduzido o péndulo invertido ou considerados a rigidez e amortecimento das pas.

5.8.3 Resposta dindmica no dominio da frequéncia

O espectro de Pierson-Moskowitz, conforme mostrado na Figura 5.41, é
aplicado em cada modelo estrutural, por meio da Equagéo 3.127 e Equacao 4.12.
Dessa maneira, determina-se o espectro de resposta da rotacdo da torre, da
translacdo da barcaca, do deslocamento das pas e da rotacdo do péndulo invertido
conforme mostrado, respectivamente, pela Figura 5.46, Figura 5.47, Figura 5.48 e
Figura 5.49.

O espectro de resposta da rotacdo da torre e da translacéo da barcaca nao sao
reduzidos significativamente quando o péndulo invertido € acoplado a torre do
aerogerador. Isso ocorre porgue a energia do espectro da onda do mar esta afastada

das frequéncias de ressonancia da estrutura.
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Figura 5.49 — Espectro de resposta da rotacéo da torre devido a agao das ondas do mar.

100 ¢ 4 -
/ \\ == BT-PI
;o\ ———BTR
/ \ BTR-PI
20 ] N\
107 'l N ]
h \
! \
— i N
T 4 | "\
S 107 o 3
[ N
\E, | \_\
S I .\'\.
6L | S 4
10 I .
! sl
| ‘\.\.
i ~~
gL | T~ il
10 | e
i
i
.i
10710 LA . . . . . | .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Frequéncia (Hz)

Figura 5.50 — Espectro de resposta da translagao da barcacga devido a agdo das ondas do mar.
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Figura 5.51 — Espectro de resposta do deslocamento da pa devido a acéo das ondas do mar.
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Figura 5.52 — Espectro de resposta do péndulo invertido devido & agdo das ondas do mar.

A Tabela 5.28 apresenta o desvio padréo da rotacao da torre, da translacéo da

barcaca, do deslocamento das pas e da rotacdo do aerogerador.

Tabela 5.28 — Desvio padréo dos graus de liberdade dos quatro modelos estruturais.

BT BT-PI BTR BTR-PI
RMS 0 (rad) 4,03-10° 4,02-107 4,03-107 4,02-10°
RMS Uc (m) 3,02:10°3 3,02:10° 3,02:10° 3,02:103
RMS Up (m) X X 1,93-101 1,91.10%
RMS 64 (rad) X 9,35-103 X 9,34-103

Os valores da resposta de RMS apresentados pela Tabela 5.27 e 5.28 possuem
uma divergéncia por volta de 20% para a rotacao da torre, translacao da barcaca e
deslocamento das pas. J4 em relacéo a rotacdo do péndulo invertido o erro relativo é
da ordem de 5%.

Portanto, os resultados obtidos pelo Método de Monte Carlo sdo satisfatorios e
0 método pode ser utilizado para representar o carater aleatério da excitacdo dinamica

das ondas do mar.

6 CONCLUSOES

Este trabalho expds um estudo de dois modelos estruturais simplificados de um
aerogerador offshore flutuante os quais foram submetidos as acfes dos ventos e das
ondas do mar. Um péndulo invertido foi acoplado a torre do aerogerador, dando

origem a mais dois modelos estruturais. Este acoplamento foi realizado com o objetivo



164

de reduzir as vibracdes excessivas da rotacdo da torre. As propriedades geomeétricas
e mecanicas do sistema principal foram obtidas de Jonkman (2007) e do
desenvolvimento das equacdes na Sec¢ao 5.1.

Na Secdo 5.3, utilizou-se a técnica de otimizagdo denominada busca exaustiva
para sintonizar cinco parametros do péndulo invertido: rigidez, amortecimento,
comprimento, posicdo e massa na ponta do péndulo invertido. Dois critérios foram
utilizados para selecionar uma configuracdo 6tima desses parametros: pico de rotacao
da torre e a variancia da rotagcéo da torre. Ambos 0s métodos consistiram em anélises
deterministicas no dominio da frequéncia. Essas analises da resposta da rotacédo da
torre foram realizadas separadamente para cada tipo de excitacdo: vento e ondas do
mar.

Milhares de configuragbes de péndulo invertido foram geradas, verificando-se
reducdes na rotacao da torre superiores a 95% para a acdo do vento e superiores a
90% para a acao das ondas do mar. Os parametros escolhidos do péndulo invertido
foram os seguintes: comprimento do péndulo invertido, 14=79 m; posi¢cado do péndulo,
d=10 m; massa nha ponta, mMg=19.000 kg; rigidez do péndulo invertido,
kq=3,98-10° Nm/rad; amortecimento do péndulo invertido, c¢=10® Nms/rad.
Posteriormente, realizou-se uma andlise gréafica, denominada mapa de respostas,
com o objetivo de refinar os valores da rigidez e amortecimento do péndulo invertido
e mostrar que existe um vale na superficie que conduz a respostas otimizadas. Dessa
analise, os valores da rigidez e do amortecimento permaneceram 0S mesmos.

Ressalta-se que durante a otimizacdo foram encontradas algumas
configuracbes de péndulo invertido onde a resposta da estrutura com péndulo
invertido foi superior a resposta da estrutura sem péndulo invertido. Isso ocorreu, pois
a sintonizagdo da frequéncia do péndulo invertido n&do foi realizada corretamente,
gerando amplificacdes nos resultados.

Escolhida uma configuracdo oOtima de parametros do péndulo invertido,
analises da Funcédo de Resposta em Frequéncia foram realizadas na Secdo 5.2 e
Secdao 5.4 para os quatro modelos estruturais e para cada excitacdo separadamente
com o intuito de avaliar graficamente os picos maximos e a variancia da resposta de
cada grau de liberdade: rotacédo da torre, translacdo da barcaca, deslocamento das
pas e rotacao do péndulo invertido.

Quando o aerogerador foi submetido as acdes do vento, a redugcdo do pico

maximo e da variancia da rotagédo da torre foi, respectivamente, da ordem de 95% e
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93%, enquanto a reducéo do pico maximo e da variancia da translacéo da barcaca foi,
respectivamente, da ordem de 96% e 95%. Essa reducao se deve ao fato de que a
frequéncia do maior pico da resposta da rotagao da torre e da translacdo da barcaca
era préoxima da frequéncia de sintonizacdo do péndulo invertido. JA quando o
aerogerador foi submetido as a¢des das ondas do mar, a reducdo do pico maximo e
da variancia da rotacédo da torre foi, respectivamente, da ordem de 90% e 65% pelo
mesmo motivo. Ja a reducdo da resposta da translacdo da barcaca nado foi
significativa, pois o maior pico ocorre na frequéncia de 1,341 rad/s que esta distante
da frequéncia de sintoniza¢do do péndulo invertido.

O pico de resposta do deslocamento das pas ocorre na frequéncia de
7,715 rad/s e, por estar longe da frequéncia de sintonizac&o do péndulo invertido, ndo
sofreu reducdes significativas quando o aerogerador foi submetido as duas acdes
separadamente. A consideracao da rigidez e do amortecimento das pas nos modelos
estruturais criou um pico adicional nas respostas da rotacdo da torre e da translacao
da barcaca, entretanto, como este pico era inferior aos demais picos, a variancia
dessas respostas nao sofreu reducdes significativas.

Da analise deterministica, as Tabelas 5.5 a 5.8 apresentaram os resultados das
respostas dos graus de liberdade dos quatro modelos estruturais para cada critério de
analise e para cada excitacdo. Diante disso, verificou-se que o péndulo invertido
reduziu significativamente os picos de resposta que estdo localizados proximos a
frequéncia de sintonizacao. Por se tratar de um controle passivo, o qual € eficiente em
uma determinada faixa de frequéncia, os picos mais distantes da frequéncia de
sintonizacdo nao sofreram reducdes significativas.

Na Secao 5.5 foi realizada analise de estabilidade dos modelos estruturais por
meio da avaliacdo da parte real dos polos das fun¢des de transferéncia, verificando
gue todos os modelos eram estaveis. Além disso, a introduc¢do do péndulo invertido
deixou o sistema mais estavel. A partir da andalise da parte imaginaria dos polos, foram
obtidas as frequéncias naturais amortecidas, uma vez que as parcelas de
amortecimento dos elementos do aerogerador sdo levadas em consideragéo.

Na Secdo 5.6, foi realizada analise modal dos modelos estruturais,
determinando-se as frequéncias naturais ndo-amortecidas e as deformadas modais.
Nos modelos sem péndulo invertido a frequéncia fundamental (modo de rotacéo da
torre) foi igual a 0,292 rad/s. Com a introducédo de um péndulo invertido sintonizado

neste modo fundamental, a frequéncia fundamental diminuiu para 0,159 rad/s,
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enguanto a frequéncia do modo de rotacdo do péndulo invertido foi igual a 0,379 rad/s.
As vibracdes excessivas referentes ao modo fundamental foram reduzidas
significativamente porque a frequéncia do dispositivo de controle é proxima da
frequéncia fundamental. Além disso, verificou-se que as divergéncias das frequéncias
naturais amortecidas e ndo amortecidas da barcaca, torre e pas sdo pequenas,
engquanto as do péndulo invertido sdo maiores. Essas divergéncias sao proporcionais
ao fator de amortecimento, visto que as parcelas de amortecimento sdo consideradas
apenas na Analise de Estabilidade.

O aerogerador esta localizado nas coordenadas 3.00 ° S e 38.00 ° W, situado
no litoral do Ceara. Na Secéo 5.7 as caracteristicas do vento foram obtidas com base
na NBR 6123:1988 e no espectro de Davenport, enquanto na Secdo 5.8 as
caracteristicas das ondas do mar foram obtidas com base no trabalho de Espindola e
Araujo (2017), no espectro de Pierson-Moskowitz, na Teoria de Airy e nas Equacdes
de Morison. Para cada excitacdo, foram realizadas analises no dominio do tempo
utilizando o Método de Monte Carlo e andlise no dominio da frequéncia utilizando os
espectros de forgas.

A aplicacdo do Método de Monte Carlo consisteiu em dividir os dois espectros
em 24 harmonicos, transformando-os em carregamentos harmodnicos com amplitude
de forca e frequéncia de forcamento definidas e fases aleatérias. Foram gerados 20
carregamentos aleatérios e escolhido aquele cujo pico maximo de rotacdo da torre
mais se aproxima do valor caracteristico da rotacdo da torre. Este valor caracteristico
foi obtido por meio de analise estatistica dos valores maximos de cada um dos 20
registros, utilizando a Distribuicdo de Gumbel. Uma vez escolhido o carregamento
aleatorio caracteristico, obteve-se o valor de pico maximo e do RMS de cada grau de
liberdade para cada modelo estrutural e para cada acgéao.

Na analise do dominio da frequéncia, o espectro de velocidade do vento de
Davenport e o espectro de altura das ondas do mar de Pierson-Moskowitz foram
transformados em espectro de forcas e multiplicados pelo absoluto do quadrado da
funcdo de transferéncia do grau de liberdade para se obter o espectro de resposta
daquele grau de liberdade. A partir do espectro de resposta de cada grau de liberdade
para cada modelo estrutural e para cada acéo, determina-se o desvio padrao da
resposta. Adicionalmente, para a excitacdo do vento, utilizou-se o fator de pico,
deduzido por Davenport (1961b), para estimar o valor de pico da resposta no dominio

da frequéncia.
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Os valores RMS da resposta obtidos por meio da analise no dominio do tempo
foram comparados com os valores de desvio padrao da resposta obtidos por meio da
analise no dominio da frequéncia, uma vez que o evento tem média igual a zero.
Complementarmente, para a excitacdo do vento, os valores maximos de cada analise
também foram comparados.

Na Secdo 5.7, quando o aerogerador foi submetido a excitacédo aleatéria do
vento, a reducdo dos picos maximos da rotacdo da torre foi da ordem de 65 % para a
analise no dominio do tempo e 70% para analise no dominio da frequéncia. Ja a
reducdo do RMS foi da ordem de 75% para analise no dominio do tempo e 67% para
a andlise no dominio da frequéncia. Para a translacédo da barcaca, a reducéo dos picos
méaximos foi da ordem de 77% para as analises no dominio do tempo e da frequéncia.
Ja a reducdo do RMS foi da ordem de 82% para andlise no dominio do tempo e 77%
para a analise no dominio da frequéncia.

Por outro lado, as otimizacdes, que foram realizadas de maneira deterministica,
atingiram reducdes entre 93% e 96% para 0s picos maximos e variancia da rotacao
da torre e translacdo da barcaca. As reducdes das andlises probabilisticas foram
menores, pois a energia do espectro ndo esta concentrada em apenas uma
frequéncia, mas distribuida ao longo de uma faixa de frequéncia.

N&o obstante, a resposta do deslocamento das pas nao sofreu reducdes
significativas, pois a frequéncia do pico de ressonancia estava distante da frequéncia
de sintonizagéo do péndulo invertido

A partir das Tabelas 5.18 e 5.19, os valores de pico obtidos pela analise no
dominio do tempo e no dominio da frequéncia possuem uma divergéncia inferior a
10%. A excecdo € o valor de pico da rotacdo da torre para o modelo BT-Pl e BTR-PI
onde a divergéncia foi da ordem de 18%. Entretanto, para estes dois modelos, as
divergéncias no valor do RMS e do desvio padrao foram praticamente nulas quando
as duas analises sdo comparadas.

N&o obstante, a rotacdo do péndulo invertido, apresentada na Secéao 5.7, foi
superior a 10° o que poderia inviabilizar a linearizacao das equacdes de movimento e
invalidar os resultados apresentados. Neste sentido, foi realizada uma anélise nao-
linear dos modelos BT e BT-PI, utilizando o Método de Runge-Kutta de 42 ordem, para
avaliar o erro relativo entre a analise linear e a analise ndo-linear tanto para a rotacéo
da torre quanto para a rotacdo do péndulo invertido. Para o modelo BT o coeficiente

de Pearson da rotacdo da torre foi igual a 0,99, enquanto para o modelo-BT-PI o
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coeficiente de Pearson foi igual a 0,88 para a rotacao da torre e 0,82 para a rotacao
do péndulo invertido. Como o coeficiente de correlacdo de Pearson foi superior a 0,80,
a linearizagcdo das equacOes é aceitdvel. Outra questdo que corrobora para a
validacdo da hipétese de pequenos deslocamentos é o fato de que o RMS da rotacéo
da torre e do péndulo invertido do modelo BT-PIl possuem um erro relativo inferior a
10% entre a analise-linear e ndo-linear.

Na Secéo 5.8, quando o aerogerador foi submetido & excitacdo aleatoria das
ondas do mar, a reducdo dos picos maximos e do RMS da rotacdo da torre foi
insignificante, ou seja, a introducao do péndulo invertido n&o foi capaz de reduzir as
vibracBes da torre do aerogerador. Isso se deve ao fato de que o pico de energia do
espectro de Pierson-Moskowitz estava situado proximo de 0,907 rad/s e que a energia
desse espectro proxima a frequéncia fundamental, 0,292 rad/s, era praticamente nula.

Por outro lado, as otimizacdes, que foram realizadas de maneira deterministica,
atingiram reducdes dos picos maximos e variancia da rotacdo da torre em,
respectivamente, 89,86% e 66,38%. ISso sugere que caso 0 pico do espectro de
Pierson-Moskowitz ou, pelo menos, parte significativa da energia desse espectro
estivesse situada proxima a frequéncia fundamental, uma reducado significativa na
rotacao da torre do aerogerador seria verificada.

A partir das Tabelas 5.27 e 5.28, os valores de RMS pela analise no dominio
do tempo e no dominio da frequéncia possuiram uma divergéncia por volta de 20%
para a rotacao da torre, translacéo da barcaca e deslocamento das pas. Ja em relacao
a rotacdo do péndulo invertido o erro relativo foi da ordem de 5%.

Quando o aerogerador foi submetido as a¢ées da onda do mar, a rotacéo da
torre e do péndulo invertido foram inferiores a 10° e, portanto, ndo foi necessario
realizar uma analise ndo-linear para comparar com os resultados obtidos pela andlise
linear, uma vez que a hipétese de pequenos deslocamentos foi validada.

Do trabalho exposto concluiu-se que, partindo de uma otimizagcédo baseada em
analise deterministica através da Fungcdo de Resposta-Frequéncia, € possivel
sintonizar um péndulo invertido na frequéncia fundamental de um aerogerador
submetido a excitagdo aleatéria do vento e das ondas do mar para reduzir as

vibragOes da rotagéo da torre e da translagéo da barcaca.
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TRABALHOS FUTUROS

Sugere-se como continuagao da pesquisa em trabalhos futuros, entre outros:

- Considerar um modelo estrutural que preveja o efeito de rotacédo das pés e a
elasticidade da torre;

- Considerar a interacao fluido-estrutura entre o vento e as ondas do mar com
o aerogerador;

- Considerar outros espectros de vento e de onda do mar como, por exemplo,
0s espectros de Kaimal e de JONSWAP (este com frequéncia de pico mais baixa);

- Considerar as acdes de sismos e de correntes maritimas;

- Acoplar um AMS a barcaca para minimizar as vibracdes de translacao desta;

-Realizar o procedimento de otimizacdo baseado em uma analise
probabilistica;

- Realizar um estudo experimental do modelo em escala reduzida;
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APENDICE 1: FUNCOES DE TRANSFERENCIAS - MAPLESOFT

1- FUNCOES DE TRANSFERENCIA DO MODELO BARCACA-TORRE DEVIDO AS
FORCAS DAS ONDAS DO MAR

> restart
As coordenadas do sistema para a massa m¢, massa m; e para a barra na direcéo
horizontal séo:

x, (1) =u (1) +35,0(2)

As coordenadas do sistema para a massa mc, massa m; e para a barra na direcéo
vertical séo:

Vv
~
3,
=

i

[[r]-cos(theta(?))
> y[b](¢t) := s[1]-cos(theta(t))

A energia cinética do sistema é:

> K = mlel (@i (Le)(1), ) + = om{ - (diff (m] (1), 0))? + - imi(sho[ 1]

(diff (x[b](2), )%, s[1]=0..[r]) :

A energia potencial do sistema é:

> 7 = <Kl ulel(1)? + k) (theta () + mr)-goylm)(e) + ime(xhol r)-g ¥ b1,
s[1]1=0.1r])
Vo= o k(0 + 5 k0007 + m gl cos(6(1)) + - p, geos(6(1)) 2

>V = expand(%)
1

1 2 1
V= > kcuc(t)2 + > k.0(t)" + mrglrcos(e(t)) + > prgcos(e(t)) lf

A energia dissipada do sistema é:

1

> B = —-blc]-(diff (ulc](1), 1)) + > -b[ ] (diff (theta(?), 1) )

1.
2



Bi=ob, (Euc(t)jz + %b,,[%e(t))z

Aplicando o Lagrangeano tem-se:
Para q=ulc]

> EDOI1] := diff (Physics[diff ] (K, diff (u[c](¢), 1)), t) - Physics[diff] (K, u[c](t))
+ Physics| diff | (B, diff (ulc](1), 1)) + Physics[diff | (V, u[c]()) =f(¢)

£p0, =m [ L e[ L[ Lo+ Lo [L o2
e S| | S [ Sew ||« o[ Lo |2
d

2
2
dr

t

> EDO[ 1] := expand(%)

EDO, =m d—zu(t) +m d—zu(t) +ml | —=06()|+—= d_ze(t) P
L Tel g2 e g c rr zpr r

2
n pr[% uc(t)J I +b, [i uc(t)j +ku (1) =£(1)

Para q=0

> EDO[2] := diff (Physics[ diff ] (K, diff (theta(¢), t)), t) - Physics[diff]
+ Physics(diff'] (B, diff (theta(t), t)) + Physics[diff'] (V, theta(z)

(K,
)
2 2 2 2
EDO, :—m,,[%uc(t) +1r[§e(t)]]1r+%pr[§e(t)]zj +%pr[d_u,(t)]zf

e(z)) +k 6() —m gl sin(6(r)) — % p, gsin(6(1)) £ =0

d? & 1 &’ 1 d?
mrlr[yuc(t)J rr[dt e( )] ?pr[ge(t)Jl?+3pr[?uc(t)Jlf
—i—br[%e(t)) +k.0(r) —m gl sin(6(r)) — —p gsin(6()) 2 =0

> EDO[2] = subs(sin(theta(t)) = theta(¢), sin( -6,(1) + 6(t)> =-6,(1) + G(t),EDO[Z])
& @2 1 d 1 @
EDO, :=mr{¥uc(t) +zr[— G(t)]] Lt pr[yﬁ(t)J P+ pr[guc(t)] P

+b [% e(z)) +K,6(1) —mgl0() — ~p 26(1) P=0

> EDO|2] := expand(%)
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> with(inttrans)
[ addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hankel, hilbert, invfourier, invhilbert, invlaplace,

invmellin, laplace, mellin, savetable]

Aplicando a transformada na primeira equacao, tem-se:

> laplace(EDO[ 1], 1, 5)
laplace(uc(t), t, s) s m,—u(0)sm, — D(uc) (0)m, + laplace(uc(t), t, s) s* m, —u(0)sm

3
— D(uc) (0) m, + laplace(8(t), t,s) s> Im —6(0)sl m — D(8)(0) Lm,

1 2 1 2
> 0(0) s 7. p,— > D(6)(0) L p,+ laplace(uc(t), t,
s) s L p,— u,(0) slrpr — D(uc) (0) l’,pr + laplace(uc(t), t, s) sb,—u,(0)b

1 22
+ > laplace(6(t),t,s) s Lp,.—

c

+ k. laplace(uc(t), t, s) = laplace(f (1), t, s)
> subs D(u,)(0) =0,u,(0) =0, D(6)(0) =0,8(0) =0,D(u[p1])(0) =0,u[ p1](0) =0,
D(u[p2])(0) =0, u[pZ](O) = 0,D(u[p31)(0) = 0, u[ p31(0) =0,%)
laplace(uc(t), t s) $ m, + laplace(uc(t), t s) s m_+ laplace(e(t), t s) s [.m,

+ % laplace(0(t), t,s) s lz p,+ laplace(uc(t), t, s) s L p,+ laplace(uc(t), t, s) sb,

+ k. laplace(uc(t), t, s) = laplace(f(t),t,s)

> Eql = Subs(laplace( (t),t,s) = U(s), laplace(8(t), t,s) = O(s), Zaplace(u (1), ts)
]

1
=U[pl](s), laplace( pz(t),t,s) [p2](s),laplace(up3(t),t,s) Ulp31(s),
laplace(f(t),¢t,s) (s), %)

2 2 2 1 22 2
Eql :=U(s)s"m, + U(s) s"m + O(s) s" [ m_ + ?G(s)s L p,+ U(s) s lrpr—i- U(s) sb,

+ k. Uls) =F,(s)
>
Aplicando a transformada na segunda equacéo, tem-se:

> laplace(EDO[2], ¢, s)



laplace(uc(t), t, s) § Iom —u(0)sl m — D(uc) (0) 1, m, + laplace(0(t), t,s) § Zf m,

—0(0) slf m, — D(6)(0) lfm + % laplace(0(1), t, s) $ 1’3, P, — % 0(0) Sli p

r r
— L p(6)(0) Bp + L laplace(u (1), 1,5) £ P p — ~u (0)sPp — — D(u)(0)
3 P, T 5 lap ace(uc , ,s) shp,— 5 u(0)ship, = (uc)
lf p.+ laplace(6(1),1,5) sb_—6(0) b_+ k laplace(6(t),t,s) —m gl laplace(6(t), 1, s)

1 ) B
ey prglr laplace(e(t), t, s) =0

(0) =0,u,(0) =0,D(8) (0) =0,6(0) =0, D(u[ p11)(0) = 0,u[ p11(0) =0,

> subs D(uc)
2])(0) =0,u[p2](0) =0, D(u[p3])(0) =0, u[ p3](0) =0, %)

D(u[p
laplace(u (1), 1,5\ s* | .m_+ laplace(6(1),t,s) s* P m + L (6(1),1,5) & P
place(u (1), 1,5) 5" m_+ laplac o 1,8) 8" m, + < laplace 4s)sThp,

1
+ > laplace(uc(t), t, s) § l;2~ p,+ laplace(0(1), t, s) sb, +k, laplace( (1), t, s)

1 2 _
— mrglrlaplace(e(t), ts) — > P8l laplace(8(t),t,5) =0

> Eq2 = Subs(laplace(uc(t), t, s) = U(s), laplace(8(t), t,s) = O(s), laplace(upl(t), t, s)
=U[pl](s), laplace(upz(t), t,s) =U[p2](s), laplace(up3(t), t,s) =U[p3](s),
laplace(f(t), t,s) = F[2](s), %)

1 1
Eq2 =U(s) §? [.m 4 O(s) s lf m, + 3 O(s) s li p,+ > U(s) s l}% p,+ O(s) sb. + k. O(s)

1
—m gl O(s) — > prgllz, O(s)=0

> with(LinearAlgebra) :
> sistema = [Eql, Eq2] :
> variaveis = [U(s), O(s) ] :

> A := GenerateMatrix(sistema, variaveis)
A=

7

2 2 2 2 L 2p
Hs lrpr—i-s mc—i-s mr—i-sbc—i-kc,s lrmr—i- 7S lrp ,

1

2
[s lrmr + >

22 272 1 253 1 2
sSTUpLsTLom + 3 L pr—i-sbr—i-kr—mrglr—zprglr”,

Fy(s) ‘

> with(linalg) :
> B = linsolve(A[ 1], A[2]) :
> U(s) == B[1]
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273 272 2 4 2
Uls) = (2(-25°Ep, —65°Em, + 3¢l pr+6glrmr—6sbr—6kr)F2(s))/(—s e,

p
— 44 li m.p, — 4 li m.p + 6gs2 li pf — 125 lf m,m, — 44 bcli p,+ 6gs2 lf m.p,
+ 18gs213mrpr— 125 bclfmr—4s2kcli p,+ 12gs2 [.m.m_ + 12gs2 lrmf +6gsb,

lf p,— 125 brlrpr — 125 kclf m +12gsb [ .m + 6gkclz p,— 125° b.m, — 125° b.m,
— 125kl p +12gklm —125b b — 125 km, — 125k m —12sb_k,

—125b,k, — 12k k)

O(s) == (6 (lrpr + 2mr) lrstz(s))/ ( —s4lfpf — 44 Zi m.p, — 45 li m.p, + 6gs° lf pi
— 125" Bmm —45b, Lp +6gs Emp +18¢s Emp —125b Fm —45k,
li p,+ 12gs2 [.m m + 12gs2 lrmf + 6gsbclf p,— 125 brlrpr— 12szkcl'2, m,
+12gsb,Im +6gk Pp —125bm —125bm — 125k 1 p +12gk [ m,

—125°b, b, — 128 km — 128 km, — 125b .k, — 125k, — 12k k)

2- FUNCOES DE TRANSFERENCIA DO MODELO BARCACA-TORRE DEVIDO AS
FORCAS DO VENTO

> restart
As coordenadas do sistema para a massa mc, massa m; e para a barra na direcéo

horizontal sao:

> x[b](¢) = u[c](t) + s[1]-theta()
x (1) =u (1) +35,0(2)

As coordenadas do sistema para a massa mc, massa m; e para a barra na direcéo
vertical séo:
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A energia cinética do sistema é:

1

> K = mlel (dif (el(1),0)? + = omlr)-(dif (Im)(0),0)? + = -im(shol 1

(diff (x[b1(2), 1)), s[11=0..[r])

1 2 1
Vi=—ku(t) + k6" + m.gl cos(6(1)) + - p geos(6()) I

7

>V = expand(%)
1

2 1
V= 7 kou (1) + — k.6(1) +m gl cos(6(t)) + - p geos(6()) I

A energia dissipada do sistema é:

> B = S blel- (@i (ule] (1), 1))* + 5 -blr]-(diff (theta(1), 1))
2 2
B :=%b€ (% uc(t)j n %br[ie(t)J
Aplicando o Lagrangeano tem-se:
Para g=ulc]

> EDOI1] := diff (Physics[diff | (K, diff (u[c](¢), 1)), t) ~Physics[diff ] (K, u[c](¢))
+ Physics[diff | (B, diff (u[c](2), t)) + Physics[diff | (V, u[c](2)) =f (1)

2 2 2
EDO, :=mc[d—2uc(t)] +mr[d—u,(z) +1 [ ¢ o )]] +%pr[%6(t)]lf
s

& d
+ pr(g ”c(’)] a [E ”C(t)j el =)

)

> EDO[ 1] := expand(%)
2 2 2 2
EDO, :=m [d—zu (t)] +m (d—u()] +m I (d—ze(t)) —I—ip [d—e(t)]l2
C dl C C rr dt 2 r 14

& d
+ p"[? uc(t)J [.+b, [E uc(t)j +k.u (1) =f(1)

Para q=0



183

> EDO[2] := diff (Physics| diff ] (K, diff (theta(¢), t)), t) - Physics[diff]

] K, theta(?))
+ Physics(diff'] (B, diff (theta(t), t)) + Physics[diff' ] (V, theta(z)) =

(
) =f(8)-1[r]

ED0~—m[d2u()+z[d2 e()]]z+i [ J1+i [ (z)Jﬂ

2 a? ¢ d7 2 Pl g2 ")

—i—br[%e(t)) +k 6(1) —m gl sin(6(1)) — ?prgsm(e( 1)) zf =f(0)1

> expand(%)

& o & 1 & 31 & >
mrlr[guc(t)J+mrlr(?e(t)]+?pr[¥e(t) lr+7pr ?uc(t) lr

+b, [% e(;)) +k8(1) —m gl sin(6(r)) — % p gsin(6()) £ =1(1)1,

> EDO|[2] = subs(sin(theta(t)) = theta(t), sin( -0,(1) + e(z)) =-6,(n)+ e(t),EDO[Z])

_ & @ 1 @ 31 ¢ >
EDOZ’_mr[guc(t)+lr[¥e(t)]]Zr+?pr[¥e(t)Jlr+7pr ?uc(l) lr

+br[ie(t)) +k.0(t) —m, gl 0(1) — % p g(r) P =£(1)1,

> with(inttrans) :
Aplicando a transformada na primeira equacao, tem-se:

> laplace(EDO[ 1], 1, 5)
laplace(uc(t), t, s) s* m,—u(0)sm, — D(uc) (0)m, + laplace(uc(t), t, s) s m,—u(0)sm,
— D(uc) (0) m, + laplace(©(1), t, s) s [m —6(0)sl m — D(8)(0) Lm,

1 22 1 2 1 2
+ > laplace(0(t),t,5) s I P, — > 0(0) sZ. p,— > D(6)(0) L p,+ laplace(uc(t), t,

s) s Lp,— u,(0) slp, — D(uc) (0) Lp, + laplace(uc(t), t, s) sb,—u.(0)b,
+k, laplace(uc(t), t, s) = laplace(f(t),t,s)

> subs(D(uc)(O) =0,u,(0) =0,D(6)(0) =0,6(0) =0,D(u[ p11)(0) =0,u[p1](0) =0,
D(u[p2])(0) =0, u[ p2](0) =0, D(u[ p3])(0) = 0, u[ p3](0) =0, %)



laplace(uc(t), t, s) $ m, + laplace(uc(t), t, s) s m, + laplace(0(1), t, s) s [m,

1
+ > laplace(8(t), t,s) § lf p,+ laplace(uc(t), t, s) s Lp,.+ laplace(uc(t), t, s) sb,

+k, laplace(uc(t), t, s) = laplace(f(t),t,s)

> Eql = subs(laplace( u (1),¢, s) =U(s), laplace(8(t), t,s) = O(s), laplace(upl(t), t, s)
]

=U[pl](s), laplace( pz(t),t,s) U[pZ](s),laplace(up3(t),t,s) =U[p3](s),
laplace(f(1),t,s) (s), %)

Eql =U(s) s? m, + U(s) s m,_~+ O(s) s* [.m, + % O(s) s* lf p,+ U(s) s lrpr + U(s) sb,

+k Uls) =F|(s)
>

Aplicando a transformada na segunda equacéo, tem-se:
> laplace(EDO[2], 1, 5)
laplace(uc(t), t, s) s Lm —u/(0)sl.m — D(uc) (0)L.m, + laplace(8(t), t, s) s l’% m

1 1
—0(0) sl}z, m — D(8)(0) lf m_+ Y laplace(©(1), t, s) s 113, p,— Y 0(0) sli P,

1 1 1 1
Y D(0)(0) Lp + - laplace(u,(1).1.5) SEp, - ~ 1(0) sPp — ~ D(1.)(0)
2
Lp, + laplace(8(t), t, s) sb,—6(0)b + krlaplace(e(t), t,s) — mrglrlaplace(e(t), t,s)

— % prglf laplace(0(t),t,5) = [ laplace(f(1),1,s)
subs( (u,)(0) =0,u,(0) =0, D(6)(0) =0,0(0) =0,D(u[p1])(0) =0, u[ p1](0) =0,
D(u[p2])(0) =0, u[p2](0) =0, D(u[p3])(0) =0, u[ p3](0) = 0,%)
laplace(uc(t), t s) s [m, + laplace(e(t), 1, s) § Zf m, + % laplace(e(t), £, s) § li P,
+ % laplace(uc(t), 1 s) § lf p,+ laplace(e(t), £ s) sb.+k, laplace(e(t), 1, s)

—mgl laplace(0(1),t,5) — % prglz laplace(0(t),t,s) = [ laplace(f(1),1,s)

> Eq2 = Subs(laplace(uc(t), t, s) = U(s), laplace(8(t), t, s) = ©(s), laplace(up](t), t, s)
]

=U[pl](s), laplace(upz(t), t,s) =U[p2](s), laplace(up3(t), t,s) =U[p3](s),
laplace(f(¢),t,s) =F[1](s), %)

Eq2 :=U(s) s [.m +0O(s) s 1’2, m, + % O(s) s lf p,+ % Ul(s) s lf p,+ O(s) sb, + k.O(s)

1
—m gl O(s) — > prglf O(s) =1 F,(s)

184
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> with(LinearAlgebra) :

> sistema = [Eql, Eq2] :

> variaveis = [U(s), ©(s) ] :

> A := GenerateMatrix(sistema, variaveis)
A=

I’

2 2 2 2 1l 2p
Hs lrpr—i—s m,+s m +sb, +k,s"l.m + > I'p

L F\(s)

2

1

272 272
s lrpr,s [om, + 3

2 23 1 2
[s [m, + s pr—i-sbr—i-kr—mrglr—?prglr”,

[F,(s)

> with(linalg) :
> B = linsolve(A[ 1], A[2]) :
> U(s) = B[1]

U(s) == <2F1(S) (s2 Zi pr+3gl’2, p,t6glm —6sb — 6kr>)/(—s4ljpf —4S4Zi m.p.
— 45 lf mrpr~|—6gs213 pi - 12s4lfmcmr—4s3 bcli pr—|-6gs2 lfmcpr—l— l8gs2 lfmrp)
— 128 b, FPm —45k Bp +12gs I mm +12gs° | m’ +6gsb p —125b 1 p
— 125k, Pm +12gsb L m +6gk Pp =128 b m —125bm —125k 1 p,

+ 12k Lm, — 125 b, b, =125k m — 125k m — 125bk —125b,k — 12k k)

O(s) = —(6 (s2 Lp,+ 2s2mc +2sb, + 2kc) lrFl(s)>/( —sﬁfpf — 4s4li m.p, — 45
li m.p + 6gs2 l:: pf — 124 lf m.m, — 45 bcli p.t+ 6gs2 lz m.p_+ 18gs2 lf m.p,
—125°b Lm —45k Bp +12¢5 L mm +12gs* | i’ +6gsb Fp —125b 1 p
—12¢ kclf m +12gsb [ .m + 6gkclf p,— 125 b.m, — 125° b.m —12 s> krl’,pr

+12gklm —12%b b —125%km. — 1255 k.m.— 12sb k. —12sb k — 12k k‘)
cr r c r roc ror cC r r c C 7

3- FUNCOES DE TRANSFERENCIA DO MODELO BARCACA-TORRE-PENDULO
INVERTIDO DEVIDO AS FORCAS DAS ONDAS DO MAR

> restart
As coordenadas do sistema para a massa mc¢, massa mr, massa mq € para as barras
na dire¢éo horizontal séo:

> x[b](2) = ul[c](¢) + s[1](theta(z))



x, (1) =u (1) +5,0(1)

> x[d](¢) = I[¢]-theta(z) — I[d]-(theta[d](r) — theta( )) [ 100)
x (1) =1,0(2) —1,(0,(1) —6(r)) +u,(

> x[bd](1) = [[¢]-theta(r) — s[2]" (theta[d](t) theta( )) [ 100)
xp (1) :=1.8(2) — ( ) u,

186

As coordenadas do sistema para a massa mc¢, massa my, massa mq € para as barras

na diregao vertical sao:

> y[m](¢t) = I[r]-cos(theta(t))

Vv
~
S
—
—
~
—

Il

s[1]-cos(theta(r))

> yld](t) = I[c] +[d]
v () =1 +1,
> y[bd](t) == I[c]-cos(theta(t)) + s[2]-cos(theta[d](¢) — theta(¢))
V(1) =1 cos(6(2)) + s, co (—(—)d(t) +9(t))

A energia cinética do sistema é:

1

Sl (i (L)), 1) + 5 mlr]- (@i (sl (1), ) + 5 vindhol ]

=
i

A energia potencial do sistema é:
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>

V= L

= Hel (ule]()? + 5

s[1]1=0.1r]) + %-k[d]-(theta[d](t))2 + m[d]-g-({[c]-cos(theta(¢)) + I[d]
-cos(theta[d](z) — theta(z))) + int(rho[d]-g-y[bd](¢),s[2]=0..1[d])

k7] (theta(t))* + m[r]-g-y[m](£) + int(tho[r]-g-y[b](1),

1 1 2 1 1 2
Vim o ku (1)’ + o k80 +m.glcos(8(1) + = p,geos(8(1) I} + 5 k,6,(1)

+mdg(lccos(9(t)) + ldcos(—ed(t) + G(Z))) + % pdgcos<—6d(t) + O(t)) lfl

+p gl cos(6(r) L,

A energia dissipada do sistema é:

> p— %-b[c]-(diﬁ‘(u[c](t), 0)? + %-b[d]'(diﬁ(theta[d](t), 02 + %b[r]-(diﬁ‘(theta(t),

Aplicando o Lagrangeano tem-se:
Para g=ulc]

> EDO[ 1] := diff (Physics[ diff ] (K, diff (u[c](¢), t)), t) - Physics[diff ] (K, u[c](¢))
+ Physics[diff | (B, diff (u[c](2), 1)) + Physics[diff ] (V, u[c](2)) = f(1)

& & & 1 &
EDO1 :_mc[guc(t)] +mr[? uc(t) +l’,[¥ e(l‘)]] + 7pr[? 9(1)] lf

& & d? d
+pr(¥uc(t)Jlr+md[lc{¥ 9(2‘)] —ld[ged(t) — [gﬁ(f)]]
& 1 @ ¢ d
+¥uc(t)] +?pd[—[¥6d(t)J +¥9(t)]lfl+pd[lc(¥9(t)J
2
+ %uc(t)] ld—i-bc(—uc(t)) +ku (1) =£(1)

> EDO[ 1] := expand(EDO[1])

EDO d_2 d_2 / d_ze 1 d_29 2
R by u(t) | +m, 7 u(t) | +m.l 2 )| +5p, p (0| L

o [ (e ) Lo 2 o) rorr[Le
mny u (1) 2 Pa‘a A o) 2 Pa'a d (1) ]+ Pglyle a7’ 2



Para q=0

> EDO[2] := diff (Physics[ diff ] (K, diff (theta(t), t)), t) - Physics[diff ] (K, theta(t))
+ Physics[diff'] (B, diff (theta(t), t)) + Physics[diff' | (V, theta(z)) =

))=0
. & & 1 & 31 & )
EDOZ.—mr[?uC(t)+lr[?e(t)]]lr+?pr[ge(l)]lr+Epr ?uc(t) lr
2

2 2 2
—i—md[lc[%e(t)] —ld[%%(f) (%em)] +%uc(1)] (L.+1)

1 & & | & &
o (e ) 2o (1 [ o) <20
2 Pale d12 2 ¢ d " Pglle dt2 dtz c d'c

d

—i—br[—e(t)j—i—kre( —m gl sin(6(1)) — = p,gsin(6(1)) £ + myg (-I,sin(6(1))

dr 2 T

—1,sin(-6,(1) +6(1))) — 7 p,gsin( -8, (1) +6(1)) £—p,gl sin(6(r)) 1,=0

> expand(%)

m,gl, sin(ed(t)) cos(0(z)) —mdgldcos(ed(t)) sin(0(¢)) + % pdglflsin(ed(t)) cos(0(2))

pdgl cos( )sm( (1)) —p gl sin(6(1)) 1, —m gl sin(6())
2 d & 1
_Eprgsm l+2m {—2 ] ld[?ed(t)]lc_?pdlc
d—ze()+ LB d—e() L2 e | +p,1,1 .
d| g2 4 Palela| "2 t Pyl &7 Patale| "y e

z'(e)iﬁd—ze & PR RS (O
—mygl.sin(8()) — = p,l; 1P ()| +m, " u () | I+ 3Pl ) (1)
2
2

w2 Lo +m vt ami [ Sw ) —m 2o
d’c d12 d 4 c rr 2 dd d12 d
& & 1 d? 1 ¢
+mdl§(¥e(t)]+mrl}%[¥9(l‘)]+7 dlfl[?uc(t)] ? r[_Z (t))lz
2
+%pr[%uc(1)]lf+kr9(1) +b (%eu)jw

188
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> & &
Zd+pd[lc [ge(t)] + guc(t)] ldlc
< G(t)] +5,000) = m,g1,0(1) = 2 p,g0(0) 2+ myg (~1,8() = 1, (~6,(1)

+0(0))) = 5 Py (~0,(1) +6(1)) £~ p,g1,6(1) 1,0

> EDO|[2] := expand(EDO[2])

& 1
Zd(yed(t)ch_Epdlc
2 d 2 d 2 d d
(5 00 ) a5 00 | 0t 47 o0+t [z w0

1 1
—myg1,0(0) +mygl,0,(1) —mygl,0(0) + = p,gl50 (1) — > p,gL0(1)

d2
EDO, = —pdglce(l) ly+2myl, [y@(t)] l,—my,

1 & 1 &
-3 prge(t) 1’2, —mrglre(l‘) +md [?uc(t)] ld+ ?pdlz [?9(1‘)] +md

12[—9(t)J+m (d—zu(t)Jl +ml [d—2u(t)]—m zz(d—ze(t))er
c dl2 d d12 c c rr d12 c d"d dtz d d

2 2 2 2
2 d o d 1 o d 1 3( d
ld[ dtz e(t)] +mrlr [ge(t)] +7pdld[¥ uc(t)] _?pdld[¥ ed(t)]
1 (& s 1 (& 2 d _
—l—?pr[ i e(t)]lr-i-?pr[ > uc(t)]lr—l-kre(t) +b (Ee(t))—o

Para q=6d :

> EDO[3] := diff (Physics[diff | (K, diff (theta[d](t), t) ), t) - Physics|diff ] (K, theta[d](¢))
+ Physics[diff'] (B, diff (theta[d](¢), t)) + Physics[diff ] (V, theta[d](z)) =0

2 2 2 2
£DO, r*m[&[ﬁem] —@[%%m - [% em]] +§uc(t)]ld—§pd[

& & 1 & &
_[ged(t)] +¥9(t)]lz—?pd[lc[¥9(t)] +—u,(t)]zj

> EDO[3] := subs(sin( -6,(1) + G(t)) =-0,(1) + 9(t),EDO[3])



by (g7 8D | F 8,0 + gl (0,0 +000)) + 7,2 (0,0) +6(0) =0

> EDO|3] := expand(EDO|3])
& & & &
EDO3 = —mdlc[ge(I)Jld-i-mdl;[—e (t)] —mdlj[ge(t)] _md(guc(t) ld
2 2 2
3 d 1 3( d 1 2 d 1
+§Pd1d[g9d<f>] _?pdld[_e(t)J —zpdfcld[ge(f)J ~ 3Py

& d 1
lj[guc(t)] +bd(aed(t)j kg 0,0) —mygl,0,(1) +mgl,0(1) — > p,g

> with(inttrans)
[ addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hankel, hilbert, invfourier, invhilbert, invlaplace,

invmellin, laplace, mellin, savetable]
Aplicando o Lagrangeano tem-se:
Para g=ulc]

> EDO[ 1] := diff (Physics[ diff ] (K, diff (u[c](), t)), t) -Physics[diff ] (K, u[c](t))
+ Physics[diff | (B, diff (u[c](1), 1)) + Physics[diff ] (V, ulc](2)) = f(1)

2 2 2 2
EDO, :—mc(%uc(t)] +mr[% u, (1) +lr[% O(I)]] %pr[d—z G(I)]lf

& d* & &
+pr( 7 uc(r)Jlﬁmd[lc[ Py e(r)] —ld[ 2 a0~ [ 2 9“)]]
2 2 2 2
+%uc(t)j+%pd[—[%6d(l)]+%6(l}]l§+pd[lc(d—29(t)J

2
+ % uc(t)J l,+b, (— uc(t)) + k. u (1) =f(t)

> EDO[ 1] := expand(EDO[1])

190



_ & & 2 1 )
EDO, ==m, | — u(t) | +m | —ult) | +ml | — 6( )|+ > Pl —5 0(7) |
dr

a7

N—
_l’_
3
Q:\
VR
=3 | a,
D
@
=
N——

& & &
+pr(¥uc(t)]lr+mdlc[¥9(t)] _mdld[? ed(l)

a? 1 a2

2
+md[%ucu)] —%pdlz[ged(t)] +3pd13[¥e(t)] ol [ eu)]

Para q=0

> EDO[2] := diff (Physics[diff ] (K, diff (theta(¢), 1)), t) Physzcs[dlﬂ] (K heta(z))
+ Physics[diff | (B, diff (theta(t), t)) + Physics[diff ] (V, theta(¢)) =

2 2
ED02:=mr[%uc(t)+lr[d—6()])l+i [ ( c(t))zf
4
2 2 2
e £ _zd%ed(,)_[d_em)] S >]U o
d2 d2
pdlc[ (dI e()J+¥9(z)]1§
2 2 2 2
+%pd(lc(d—9(t)]+d—u(t) [d e()]+i—u()]zdzc
p

—l—br[%ﬁ(t)j +k.0(t) —m.gl sin(0(¢)) —

2
Zd—i-pd{l

—ldsin(—ed(t) +6(t))) — ?pdgsin(—ed(t) +9(t)) li—pdglcsin(e(t)) 1,=0

> expand(%)
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mdgldsin(ed(t)) cos(6(¢)) — mdgldcos<9d(t)) sin(0(z)) + % pdgljsin(ed(t)) cos(0(2))

— % pdglflcos<9d(t)) sin(0(¢)) — pdglcsin(e(t)) 1,—m gl sin(6(7))

0 / / dze / ! [
() | Iy = myl, " ) |l = 5 Pyl
2
2

> EDO[2] := subs(sin(theta(l)) = theta(¢), sin( -6,(1) + G(t)) =-0,(1) + G(t),EDO[Z])

& & 1 & 3 1 & 2
EDO, Fmr(? uc(l‘) + lr[— e(t)]) lr+ 3 p”[? 0(1) lr + > P, ? uc(t) lr

2 2 2 2
+md[lc[§9(t)] —zd(ﬁed(t) - [d—e(z)J] +%uc(1)] (1, +1,)

> EDO|[2] := expand(EDO[2])
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& & !
EDO, = -p,gl.6(1) ld+2mdlc[ge(’)Jld—mdld(g%“)]’c_?pd’c
2 2 2 2
o d 2 d 2| d d
ld[yed(t)) —I—pdlcld[?e(t)] +pdldlc [¥ e(t)] +pdldlc(¥uc(t)J

1 1
—mgl,0(0) +mygl,0,(1) —mygl,0(1) + - p,gl16,(1) — — p,gl;0(0)

1 2 & 1 A &
) prge(t) Io—m.gl 6(z) +m, _dtz Uc(f) I+ ?pdld EG(Z) +m,
2 2 2 2
2 d d d 2 d
L [_dfz 9(’)] +md(_d12 “c(f)] lc+mrlr[g“c(t)j —mdld(ged(t)J +m,

2 2 2 2
S, o d 1 o d 1 3fd

o[ gL, (£ 2 o) -
+ 3 pr[ 2 e(t)Jlr-i- > pr{ 2 uc(t)]lr-l-kre(t) +br( & G(t))—O

Para q=06d :

> EDO[3] := diff (Physics[ diff ] (K, diff (theta[d](t), t)), t) - Physics[diff] (K, theta[d](z))
+ Physics|diff' ] (B, diff (theta[d](¢), t)) + Physics[diff ] (V, theta[d](z)) =0

2 2 2 2
EDO, = —md[lg[%e(t)] —Zd[%ed(t) - [% e(f)]] * %”c(t)]ld_ ?pd{
2 2 2 >
_{%ed(t)] +%e(t)]lz—%pd[lc[%9(t)J +%uc(f)]1§
+b, (%ed(t)j Hh8,(0) = myglysin(8,(0) — 8(0)) = 5 p,gsin(8, (1) —6(0))

=0
> EDO|3] = subs(sin( ~8,(1) + 8(1)) =-8,(1) + 6(1), EDO[3])
2 2 2 2
EDOy = -m, [lc [%G(t)] —l (%ed(f) - [% e(t)]j + %%(;)] lg— % Pd[
& & 1 & &
_[¥ ed(t)] +¥e(l‘)]lfi—?pd[lc[¥9(t)] +—u (l)]l;
d

+b, (Eed(t)j kg 0,(1) +mygly (=8,() +0(0)) + 5 p,g (-0,(1) +6(1)) [=0

> EDO|3] := expand(EDO|3])
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EDO, = -m,1 d—ze i P d—ze P d—ze & i
37T Male| T2 (0) | 1g+myl i 1)) =myly| =5 8(0) | —my |~ u ) |
1 3 d2 3 d2 2 d2 1
+?pdld[¥ed(t)] pdl [dﬂ 0(z) pdll dtz 0(¢) —7Pd

& d 1
lfl[guc(t)J +bd[56d(t)j kg 0,0) —mygl,8,(1) +mgl,B(1) — > p,g

1
£ (1) + = p,gl6(1) =0

> with(inttrans)
[ addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hankel, hilbert, invfourier, invhilbert, invlaplace,

invmellin, laplace, mellin, savetable]

4- FUNCOES DE TRANSFERENCIA DO MODELO BARCACA-TORRE-PENDULO
INVERTIDO DEVIDO AS FORCAS DO VENTO

> restart

As coordenadas do sistema para a massa mc, massa mr, massa mq € para as barras
na direcado horizontal séo:

> x[b](2) ==ul[c](t) +s[1]-(theta(z))
x, (1) =u (1) +s5,0(1)
> x[d](¢t) :=I[c]-theta(¢) — [[d]- (theta[d](t) —theta(?)) +u[c](?)
x (1) :=1.0(1) — ld(ed(t) —G(t)) +u
> x[bd](1) == [[c]-theta(s) —s[2]- (theta[d](¢) —theta(z)) +u[c](?)
X1 =1.0(1) —s, (Gd(t) —9([)) +u (1)

(1)

C

As coordenadas do sistema para a massa mc, massa mr, massa mq € para as barras
na direcéo vertical sédo:



y (1) =L +1,

> y[bd](2) == [[c]-cos(theta(s)) +s[2]-cos(theta[d](#) — theta(z))
V(1) =1, cos(8(7)) +s200s(—9d(t) -I-G(t))

A energia cinética do sistema é:

7 K= omle] (@i (<Le](1), )+ 5 ] (dif (xm)(0), )2 + 5-ini{eho 1] (dif (+[b1(1),
0)%. 50110 101) + 5 mld)- (diff (<[] (1), 1)) + 5 -ind{thol ] (diff (x[bd}(). 1) )% s{2]

=0..1[d])

o (o (i o1 o)+ (0]
Lo (Lum)(Low) e+ 3o (Lu) o tm (L[ Low)
L - (e +Lo)s

A energia potencial do sistema é:

>

V= 'k[C]'(u[C](t))2+% k(7] (theta(1))? +m[r]-g-y[m](2) + int(rho[r]-g-y[b](2), s[1]=C

L
2
W]y + %~k[d]~(theta

[d](t)) m[d]-g-({[c]-cos(theta(#)) + [d]-cos(theta[d](?)
—theta(#))) + int(rho[d]-g-y[bd](1),s[2]=0

-[d])
Vie >k u (1) + %kre(t)2+mrglrcos(9(t)) + % p g cos(6(1)) lf+%kded(t)2
+m,g (lccos(G(t)) —Hdcos(—ed(t) +9(t))) + % pdgcos<—9d(t) +9(t)) ZKZJ

+pdglccos(6(t)) L

A energia dissipada do sistema é:

> B o= bl @iff (ule)(1), ) + 5 bLd]- (diff (thetal d)(2), )2 + Bl ]- (i (theta(), 1))

1

2
1 d 2 d 2 d 2
B::?bc[auc(t)) +—=5 [—9(1)) +7br(59(l‘))
Aplicando o Lagrangeano tem-se:

Para g=u[c]

> EDO[1] = diff (Physics[diff | (K, diff (u[c](1), 1)), 1) -Physies[diff ] (K, u[c](7))
+ Physics[diff ] (B, diff (u[c](2), 1)) + Physics[diff ] (V, u[c](2)) =f(2)
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2 2 2 2
EDO, :=mc[d—u (r)) +mr[d—uc(t)] +m 1 [(‘:—tz G(t)] +%pr[::— e(;)jzf

& 2 d
+pr[¥ uc(t)] lr—i-mdlc[? 9(1)] —mdld[d—
i

2 2
% g0 et [ 00
2
+md(d—u (z)] —%pd [d—ed(z)] +%pdzj

d? d?
[d—lz 9(1‘)] +pdld10(d_12 e(r)J

Para q=0

> EDO[2] = diff (Physics| diff ] (K, diff (theta(¢), #)), t) - Physics[diff'] (K, theta(z) )
+ Physics[ diff] (B, diff (theta(), ) ) + Physics[diff] (V, theta(z)) =f(¢) -[[ ]

1 a2 1 d?
er+?pr[¥e(t)]zﬁ+7pr[¥uc(ng§
d? a2 d? a2
I|—e@|—-1|—06()—|—o —u
c[dtz (t)J d[dtz (D) [dﬂ (1) ]+dt2 (1)
2 2 2
_(d_e(t)]+j—t26(t))lz+%pdlc(—[j—t29d(t)

2 2
L [d—tz em) + §7 u (1)

—m gl sin(6(1)) — % prgsin(e(t)) Zf—i—mdg(—lcsin(e(t)) —stin(—ed(t) +6(t)))

2 2
L =m, [d—u (1) +1, [d—e(t)

L1+ [% G(t)j +k 6(1)

- % p,gsin(-0,(1) +0(1)) B—p gl sin(6(1)) [,=/(1) 1,

> expand( %)



k O(r) +b [ie( )J —m gl sin(6(7)) —ip gsin(0(0)) P+2m,l (d—ze(t)Jz
r dr rer 2 Fr r d'c dlz d
a2 &2
[; d)] ”z( oy ]+pd”2[ = ]+pd”2[ < >J
Fe
+pdll[ e u J mdglcsin(e(t))+mdgldsin(9d(t))cos(e(t))

—m,gl,cos(8 (1)) sin(6(r)) + % p,& Lisin(6 (1)) cos(6(1)) — % p.g

> EDO|[2] = subs(sin(theta(1)) =theta(1), sin( -6(1) +6(1)) =-6,(r) +6(1), EDO[2])
d? d? 1 d 1 d?
EDOZ:=mr[¥uc(t) + r[?"( )]jlr—i-?pl [d—e( )] P+ 5 pr[guc(t)Jlf

£
d? d? d? d?
+m, IC[EQU))—%[EGOI([) [dtz )JJ-F?MC(I)

& & 1 & & 1 &
_(Jed()]—i-?e())l;-i-?pdlc[ [ E d() +¥9(I)J%+7pd[lc[¥9(l)]
& & & d
+—t2uc ]li-i—pd IC[EG()j-Fgu ll+b [EG()j-f-kr@(t)—mrglre(t)

- % P 26(1) zf+mdg(-zce(x) —1,(-8,(0 +6(1))) — % P (-6,(1) +6() E
—p,gL0(1)1L,=f(t)1,

> EDO[2] := expand(EDO[2])

1
+myg,0,(1) —mygl,0(1) + = pdng,ed(z)

d
EDO,:=k 6(1) +b, [E 0(1)

d +pdc

2
ld—mdld[;i—tzed(t)]c 112[ 7 0 (1

2 2
lj(d— G(t)] +p,/ P [j_ﬁ B(I)] _ L pgO(t)E—m gl 6(t)—m. gl 6(r) —p,gl0(1) 1,

—%pdglze(t) +2m,l [—

dt2 d'c 2 Tr
d? d? d’ d?
+m, guc(t)ch—i-mrlr[?uC(t)J+mdlfl[¥6(t)J—mdl§[¥9d(t) +m,
P d—ze +m P d—ze + i L +—p P & i
c dt2 (t) mr r d12 (t) md t2 uc(t) d 2 pdd dtz uc(t) 3 pd
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Para q=06d :

> EDO[3] = diff (Physics[ diff ] (K, diff (theta[d](?), 1)), {) -Physics[diff] (K, theta[d](¢))
+ Physics( diff | (B, diff (theta[ d](?), t) ) + Physics[diff] (V, theta[d](¢)) =0

d? d? 4
EDO;=-m, [Q[? 9(2‘)] _ld[d_ Gd(t) - [? 9(2‘)]

7
2 2
_(d_e (z)] +j—126(t)]lz—%

d2

> EDO[3] = subs(sin(—ed(t) +e(z)) =-0 (1) +6(t),EDO[3])

2 2
EDO; = —md[lc[j—lz e(z)] —zd[d—e (1) —

d? d? 1 d? d? d
_(ged(t)] +¥9(1)J13—?pd{lc(¥6(t)] +¥uc(t)JZ§+bd(Eed(t)j

+k,0,(0) +mygl,(-6,(1) +6(1)) -l—%pdg(—ed(t) +6(1)) £=0

> EDO[3] := expand(EDO[3])

> with(inttrans)
[ addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hankel, hilbert, invfourier, invhilbert, invlaplace, invmellin,

laplace, mellin, savetable|

Aplicando a transformada na primeira equacao, tem-se:

> laplace(EDO[1], 1, )



1
-0(0) slcldpd—l-laplace(e(t), 4s) s2lcldpd—l—kclaplace(uc(t), t,s) —6(0)sl,m,+ 5 Gd(O) slczipd

1 1
— 5 8(0) sszd—uC(O)szdpd—e(O) slrmr—?9(0)Slfpr—uc(O)Slrpr—G(O)slcmd

1 1
—I—Gd(O) slym,— 5 laplace(Qd(t), t, S) szljpd—i— > laplace( (1), 1, 5) szlczipd—l-laplace(uc(t),

t, s) $ ldp + laplace(6(1), t, 5) s [om, + L laplace(0(1), 1, s) szlfpr —l—laplace(uc(t), f,

2
)s l P, +Zaplace( (t),t,s) K lm —laplace(Gd(t),t,s> szldmd+laplace(9(t),t,s) szldmd
—D(8)(0 —D(u,)(0 (uc)(O)mr—D(uc)(O)md—uc(O)bc—D(e)(O)lrmr

_% ()(o)zfpr— () (0) .p,—D(6) (0) L,m,+D(6,)(0) L,m,~D(0) (0) L, m,
|

+5 D(G)(O)Zzpd—%D(e)(O)l;pd—D( u)(0) L,p,~u(0)sm —u(0)sm,

—u (0)sm,+ laplace(uc(t), f, s) s m,+ laplace(uc(t), t, s) szmr + laplace(uc(t), f, s) s m,
+ laplace(uc(t), t, s) sb =laplace(f(1), 1, 5)

> subs(D(uc)(O) =0,u,(0)=0,D(6)(0)=0,6(0) =0,D(6[d]) (0) =0, 8[d](0) =0, %)
laplace(8(1), 1, s) s lcldpd—l— kclaplace(uc(t), t, s) — % laplace(ed(t), t, S) szljpd

+ % laplace(0(1), 1, 5) szlflpd-i- laplace(uc(t), t, s) s ldpd+ laplace(0(1), 1, 5) s I.m

+ % laplace(0(1), 1, 5) szlf p,+ laplace(uc(t), t, s) szlr p,+ laplace(0(1), 1, 5) s L.m,
— laplace(ed(t), t, s) s Lm,+ laplace(0(1), 1, 5) s Lm,+ laplace(uc(t), t, s) s m,
+ laplace(uc(t), t, s) 5 m_+ Zaplace(uc(t), t, s) s m,+ laplace(uc( 1),t, s) s b =laplace(f( 1),

ts)

> Eql = subs(laplace(uc(t), t, s) =U(s), laplace(0(1), t,s) =O(s), laplace(0[d](t), , s)
=0[d](s), laplace( f(1), t, s) =F[1](s), %)

0 (s) S Ep, + 2 O(s) s Ep, +U(s) S L,p,+O(s) s 1.m,

1
Eql :=0(s) szlcldpd—l-ko(s) -5

1
+7®(s)s2/fpr+U( $)SLp +0(s) 5 Lm,—0 (s)sLm,+0(s) s L,m,+U(s) s m

+U(s)s2mV+U(s)szmd+ U(s) sb =F(s)

Aplicando a transformada na segunda equacéo, tem-se:

> laplace(EDO[2], 1, s)
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cdb,

1
) sl lzp —6(0)sP1Lp (0)sL,1,p,—26(0)sl,L;m,+0,(0) sl m,+=0,0)s! Pp
—pdglcldlaplace(e(t),t,s) ~|—laplace(6(t),t,s) szl,lzpd—i-laplace(ﬂ(t),t,s) szl%l P,

+laplace(uc(t),t,s) Szlcldpd+2laplace(9(t),t,s)s lldmd—laplace(ed(t),t,s)s LLm,

1
- laplace(ed(t), t,s) s2lcl§pd—6(0) slflmd—e(

1

1
-5 u (0) sljpd-i-laplace(e(t), 4s) sbr—i-krlaplace(e(t), t,s) —6(0) b, + 5 P8

1 1
lilaplace(ﬁd(t), t, S) -5 pdglslaplace(e(t), ts) — > prglflaplace(e(t), t,s) ——=6(0)s

L

3
1 1

lj,pd—7uc(0)slfpr—?e(0)sljpr—u 0)slm,—u(0)sl,m,~u(0)sl.m —6(0)s

12m +Zaplace(9 ts)s 1421 + laplace(6(1), 1, 5) s 12m f%laplace(e (1), ts)s P P,

— laplace(@d(l), £, s) § lfimd-i- % laplace(uc(t), t, s) szlfipd-f- % laplace(0(1), 1, 5) szlflpd

1 1
+ 5 laplace(uc(t), t, s) szlfpr + 3 laplace(6(1), t, 5) szlfpr + laplace(uc(t), t, s) szlcmd

+laplace(u (1), S) Szl m +laplace(u (1), t,s) szlrmr—i-laplace(e(t), 4s) szlfmr

—m gl laplace £),t5s) —m L8l laplace(6(1), 1, 5) +mdgldlaplace<9d(t), t,s)

(6(
m, g laplace(8(),t,s) —D(0)(0) Zm —D(6)(0) Hm,—D(6)(0) Lm,
+% (6,)(0 z;pd+ (8,)(0) fimy =5 D(x) (0) fip, = 5 D(6) (0) fp,
> +D(6)(0) £p, D (1) (0) Lm,—D(u)(0) Lm, —D(u,)(0) Lm,
—D(G)(O)lclzpd—D(e)(O)lildpd—D(uc)(O)lcldpd—ZD(e)(O)lcldmd

+D(9d)(0) [1l,m,+ L D(Gd)(O) lclflpd:lrlaplace(f(t), Z,5)

O)Sémd-i-%Gd(O)sljpd-ﬁ—ed(O)slimd
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—pdglcldlaplace(e(t),t,s) + laplace(6(1), 1, 5) s lzpd—i-laplace(ﬂ 4s) 2121

+ laplace(uc(t), t, s) s lcldpd—i-Z laplace(0(1), 1, s) stLLm,— laplace(ed(t), f, s) s Llm,

1 1
-5 laplace(ed(t), t, s) s lclfipd—i- laplace(0(1), 1, 5) sb, +krlaplace(6(t), ts) + 5 P48

1 1
lélaplace(ed(t), t, s) — P8 Zczllaplace(e(t), ts) — 5 prglflaplace(e(t), 4s)
1
+ laplace(6(t), t, 5) szlimd-i- laplace(0(1), 1, 5) szlimd— 3 laplace(@d(t), £, s) szlfipd

- laplace(ed(t), A s) szlimd—i- % laplace(uc(t), t, s) szljpd—i- % laplace(0(1), 1, 5) szlzpd

1 1
+ 5 laplace(uc(t), t, s) szlfpr + 3 laplace(8(1), 1, s) szlfp + laplace(uc(t), t, s) s l.m

+laplace(uc(t),t,s) szldmd—i-laplace(uc(t) ts)s L.m, + laplace(6(1), 1, 5) 212m

d

—mdglclaplace(e(t),t,s) —m gl laplace(0(1), 1, 5) —I—mdgldlaplace(ed(t),t,s)

mdgldlaplace(e(t) s) = [ laplace(f(1),1,s)

> Eq2 = subs(laplace(uc(t), t, s) =U(s), laplace(6(t),t,s) =0O(s), laplace(08[d](?), t, 5)
=0[d](s), laplace(f(1), t,s) =F[1](s), %)

Eq2:=U(s)szlcldpd—pdglcl O(s) +0(s) s llzp +0(s) s L1 P, +20(s )L Lm,

szllm——G sllzpd-i-— vzlzpd—i-— $)SEp +U(s)s"Lm,

+Ul(s) szldmd-i- Ul(s) szlrmr— - pdgli(a(s) — 7 prglz(a(s) +0(s) szltzjmd-i-@(s) s

7

12m + = 3 O(s 2I3pd—|— O(s 2l?’p +0(s) s lzmr—mdglc(a(s)—mrglr@(s)

—m,gl,0(s) +? pdglj(ad(s) — @d(s) szlzpd—(ad(s)szlzmd—l-mdgld@d(s) +k O(s)

1
3
+0O(s) sbr:l’_Fl(s)

Aplicando a transformada na terceira equacao, tem-se:

> laplace(EDO[3], 1, s)
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1 1
> 6(0) szcszd+e(0) sLLm,——= laplace(8(1), t, 5) szzcszd—zapzace(e(z), ts) s L1m,

0)sl3p -0 (0)s12m —l—Lu,(O)slzp —Lp glzlaplace 0 (1),
a~ Vd a5 e dPa™ 5 Pa&'a d

pdglfilaplace(e(t), ts) + 1

3 0(0) sl?ipd-FuC(O) sldmd—laplace(e(t), 4 s) s Bm

dd

laplace(ed(t), t, s) s 12, p,t laplace(ed( 1,1, s) s lglmd - % laplace(uc(t), t, s) s ljpd

w|»— w|.—

laplace(0(1), 1, 5) szlzpd— laplace(uc(t), t, s) s Lym,—m,g ldlaplace(ed(t), t, s)

+m, g1 laplace(6(1),1,s) +D(0)(0) Em, — % D(ed)(O) de—D(ed)(O) Em,

+=D(u,)(0) szd+ % D(6)(0) szd+1)(uc)(0) ldmd-l—kdlaplace(ed(t), t,s)

+

D(6)(0) chfipd—FD(e) (0)1.1,m,~6 (0) bd+laplace<9d(t), t,s) sb,=0

> subs(D(uc)(O) =0,u(0) =0, D(6)(0)=0,0(0)=0,D(6[d])(0)=0,0[d](0) =0, %)
—% laplace(0(1), 1, 5) s chfzpd— laplace(0(1), 1, 5) s Llm,— % (4 Zélaplace(()d(t), £, s)

1 1
+ 5 pdgljlaplace(ﬁ(t), t,s) —laplace(0(1), 1, s) szlzmd—l— 3 laplace(ed(t), t s) Sz%pd

+ laplace(ed(t), t, s) szlfimd— % laplace(uc(t), t, s) s lczlpd— % laplace(0(1), 1, 5) slepd

—laplace(uc(t), t,s) s Lym,—m,g ldlaplace(ed(t), f, s) +mdgldlaplace(9(t), 4s)
+kdlaplace<6d(t), t,s) —l—laplace(ed(t), t,s) sb,=0

> Eq3 = subs(laplace(uc(t), t, s) =U(s), laplace(0(1), t,s) =O(s), laplace(0[d](t), t, s)
=0[d](s), laplace(f(1), t,s) =F[1](s), %)

1 1 1
Eq3:= Y O(s) szlclczipd—G)(s) szlcldmd— 5 pdgl§®d(s) + 5 pdglg@(s) —0O(s) szlflmd

+%®d(s) szlz,pd-i-@d(s)szlfimd—%U(s) szlfipd—%@(s)szlgipd—U(s)szldmd

—mdgld@)d(s) +m,gl,0(s) +kd®d(s) +®d(S)de:0

> with(LinearAlgebra) :
> sistema = [Eql, Eq2, Eq3] :
> variaveis := [ U(s), O(s), ©[d](s) ] :

> A = GenerateMatrix(sistema, variaveis)
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1 1
A::[[szldpd—l-szlrpr+szmc+52md+szmr+sbc+kc,szlcldpd+?szljpd—i-szlrmr—l—7szlfpr

2 2 1 5 )
+ s Zcmd-f-s ldmd,—2 s lfipd s ldmd,

2 1o L 2 2 > )
[s Icldpd—i- 3 lﬁpd—i-szlrmr—i- 2 szlfpr+szlcmd+s Lym,s Ismd—i-s limd—&-s lfmr

op_Lopele 1o
) pdgld— > prglr~|— 7S lz,pd—l— 35 lf_pr—mdglc—mrglr—mdgld—l—kr—l—sbr

1 1
—pdglcld+2szlcldmd-i-szlclflpd-i-szlildpd,mdgld+7pdgl£21—?szlfipd—szl§md
1 >
_szlcla,md—?s LEp,|.
Lepp —2i L4~p gl—aPPp —PPm —Llm — P
5 Sy TS My M8l 5 P8y T S Py T Sy TSy T 5 S Py

Fi(s)

1 1 5 P
—?pdglz-i-?s l;p + 5 ljm

d d

d—mdgld-i-kd-i-sde, [F|(s)

0

> with(linalg) :
> B :=linsolve(A[ 1], A[2]) :

5- FUNCOES DE TRANSFERENCIA DO MODELO BARCACA-TORRE-ROTOR
DEVIDO AS FORCAS DAS ONDAS DO MAR

> restart
As coordenadas do sistema para a massa mc, massa my, massa mp € para a barra na
direcéo horizontal séo:

x (1) =u(1)

x,(2) =u, (1) +1,6(1)

> x[b](t) = u[c](t) + s[1]-theta(?)
x, (1) =u (1) +5,0(1)

> x[pl](t) = u[c](t) + I[r]-theta(s) + u[ pl](¢)

xpl(t) =u (t) +1,6(¢) +up1(t)

> x[p2](t) == u[c](z) + I[r] -theta(t) + u[ p2](¢)
xpz(z) =u (1) +1.6(1) + upz(t)

> x[p31(¢) = u[c](t) + I[r]-theta(t) + u[ p3](z)

xpj(t) =u (1) +1.6(1) + up3(t)
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As coordenadas do sistema para a massa mc¢, massa my, massa mp e para a barra na
direcéo vertical s&o:

> y[pl](¢t) := I[r]-cos(theta(t))

yp]( ) =1 cos(e(t))
> y[p2](¢) = [[r]-cos(theta(t))
ypZ( ) :=1 cos(6(t))

> y[p3](¢) := I[r]-cos(theta(t))

A energia cinética do sistema é:

(i (+{81(1), 0 511 =0.1171) + 5 mlp)- (@i (<L p1 (1), 0))?
+ (diff (x[p2](1).0)* + (diff (+[p3](1), 1))?)

K=2m, (% uc(t)jz + m,_(a u (1) + 1}_(% o(1)

3 )) +%
+%pr[%uc(l)J (%emjzﬁ ~|—%pr(%uc(t)) zr+%
+

+lr(%9(t)j —i—%up](t)jz—l- (iu (1)

n (%”c(t) +;r(%e(z)j + 4, 3(0]2)

A energia potencial do sistema é:

>

V= L

= Hlel- (ule)(0))? + K] (theta(1))? + mlr]-g-vm) (o) + int(xhol r)-g {60,

s[1]=0.1[r]) +3m[p]-g-I[r]-cos(theta(r)) + % Kp) ((Lp11(1) —x{m](0))?
+ (x[p2](1) — x[m](1))* + ([p3](2) — x[m](1))?)
y :%kc”c(t)z + %kre( )" +m gl cos(0(z)) + = p.gcos(0(¢)) - +3m_gl cos(6(¢))
ok (1, (0% + (07 + u5(0?)

>V = expand(%)
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1 1 2 1
V= > kcuc(t)2 +> k. 8(1)" +m gl cos(6(1)) + 5 p.gcos((7)) lf + 3mpglrcos(9(t))
I TR SR
+ > kpupl(t) + > kpupz(t) + > kpup3(t)

A energia dissipada do sistema é:

7 B i= b diff (le)(0), 0)* + bl p)- (il p11(0), )% + (dif (ul p21 (1), 0))?

+ (diff ([ p3)(2), 1)) + Bl (dif (theta(r), 1))

+

%br[%e(t)jz

Aplicando o Lagrangeano tem-se:

Para q=ulc]

> EDO[ 1] := diff (Physics[ diff ] (K, diff (u[c](¢), 1)), t) - Physics[diff ] (K, u[c](¢))
+ Physics[diff | (B, diff (u[c](2), 1)) + Physics[diff ] (V, u[c](¢)) = f(1)

d* & & 1 (&
EDO, ==m, [? uc(t)] + m,,[? u (1) + z,,(? e(r)]J + pr[? 9(1)] ?

2 2 2 ’
+pr(%uc(t)]lr+ %mp(6[%uc(ﬂ] +6/,{% e(f)] "‘2[%%1“)]

> EDO[1] := expand(%)

_ (& & & >
EDO, :=m —u (8) | +m —u ()| +mil | —06()|+—=p o(¢) |/
c dl C r dt c rr 2 r 7

d2 d2 d2 2
+ pr(guc(t)J lr+ 3mp (?u‘(t)J + 3mplr[? e(t)] —I-mp [yup](t)]

2 2
+mp[%up2(t)] m (d—u (t)] +bc(iu‘(t)) + o (6) =f(2)

Para q=0

> EDO[2] := diff (Physics[ diff ] (K, diff (theta(t), t)), t) - Physics[diff ] (K, theta(z))
+ Physics[diff'] (B, diff (theta(t), t)) + Physics[diff' ] (V, theta(z)) =0



> expand(%)
@ ¢ 1 & 1 &
m.l [? uc(t)] +m | — G(t)] +3 pr[— e(z)] P+ - pr(g u (1) |
& & &
—29(t)] +mplr[¥up1(t)] +mplr[?up2([)]
2 d

+m, 1, [% u3(1) | +b, (— e(z)j +k.8(t) —m gl sin(6()) — % p.gsin(6(1)) I

& 2
+3mplr[—2uc(1)] +3mplr[
dr
j de

-3 mpglrsin(e(t)) =0
> EDO[2] = subs(sin(theta(t)) = theta(¢), sin( -8,(1) + e(z)) =-6,(1) + e(t),EDO[Z])

00, =m [ Eu iy +1 [ Lo |1+ Lo [ Lo+ [Lon)n
pimm | ) H L 0 | [ e, | 500 Lt S0 ]

Para q=u[p1l]

> EDO[3] := diff (Physics| diff | (K, diff (u[ p11(¢), t)), t) -Physics[diff ] (K, u[ p1](t))
+ Physics[diff ] (B, diff (u[p11(2), 1)) + Physics[diff' ] (V,u[p1](1)) =0

206
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2 2 2
EDO, :—%mp[Z[ﬁuc(ﬂ] +21r[%9(f)] +2[%upl(t)n +bp[%up1(t))

Para q=u[p2]

= EDO|4] = diff (Physics[diff ] (K, diff (u[ p2](1), 1)), t) PhySlCS[le?’]( s ulp2](t))
+ Physics[diff | (B, diff (u[ p2](t), t)) + Physics[diff | (V, u[ p2](¢)) =0

00, = Lm [2[ <0 +21 & <o) +o,
o2y > ¢ d dtz ty 1 dt (1
+kpup2(t):0

Para q=u[p3]

> EDO[5] == diff (Physics[diff ] (K, diff (u[ p3](1), 1)), t) - Physics[diff ] (K, u[ p3](z))
+ Physics[diff | (B, diff (u[ p3](¢), t)) + Physics[diff | (V, u[ p3](¢)) =

2 2 2
EDO; :—%mp[Z[%uc(ﬂ] +21, [ i 6(1 )] [ iz up3(t)J] +bp[%up3(t))

+ kp up3(t) =0

> with(inttrans)
[ addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hankel, hilbert, invfourier, invhilbert, invlaplace,

invmellin, laplace, mellin, savetable]

Aplicando a transformada na primeira equacao, tem-se:

> laplace(EDO[ 1], ¢, 5)
3 laplace(0(t), ,s) s* lrmp + k. laplace(uc(t), t, s) — D(uc) (0)m, — D(uc) (0) m,
- 3D(uc)(0) m, — D(up])(O) m, = D(upz)(O) m, = D(upj)(O) m, = u(0)b,
—3u,(0) sm, — upI(O) sm, — upZ(O) sm, — up3(0) sm, — u (0)sm, —u.(0)sm,
+3 laplace(uc(t), t, s) s m, + laplace(up](t), t, s) s m, + laplace(upz(t), t, s) s* m,

+ laplace(up3(t), t, s) s* m, + laplace(uc(t), t, s) sb, + laplace(uc(t), t, s) s m,

+ laplace(u, (1), t,s) * m, — D(8) (0) [, m, — % D(6) (0) £ p, — D(u,)(0) /,p

[

1 2
—3D(8)(0) l}_mp —0(0)sl m — > 0(0) s 7, p,— u,(0) slp —3 6(0) sl}_mp

+ laplace(0(t), 1, s) P [.m, + % laplace(8(t), t, s) s* lf p,+ laplace(uc(t), t, S) s L, P,

= laplace(f(t), t, s)
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(0) =0,u,(0) =0,D(6)(0) =0,6(0) =0, D(u[p1])(0) =0,u[ p](0) =0,
1)(0) =0, u[ p2](0) = 0, D(u[ p31)(0) = 0, u[ p31(0) = 0, %)
3 laplace(8(t), t, s) s lrmp +k, laplace(uc(t), t, s) +3 laplace(uc(t), t, s) s m,

+ laplace(upl(t), t, S) 5 m, + laplace(upz(t), t, s) s m, + laplace(upg(t), t, s) s m,
+ laplace(uc(t), t, s) sb, + laplace(uc(t), t, s) § m, + laplace(uc(t), t, s) $ m,
+ laplace(6(t), t, s) §? [m, + % laplace(8(t), t, s) s* lf p,+ laplace(uc(t), t, s) s* l, P,
= laplace(f(t),t,s)

> Eql = Subs(laplace( (t),t,s) = U(s), laplace(8(t), t,s) = O(s), laplace(up (1), ts)
]

1
=U[pl](s), laplace( pz(t),t,s) [p2](s),laplace(up3(t),t,s) Ulp31(s),
laplace(f(t),¢t,s) (s), %)

— 2 2 2 2 2
Eql :=30(s) s lrmp +k Uls) +3U(s) s m, + Upl(s) sTm, + Upz(s) sTm, + Up3(s) sTm,
+ U(s)sb, + U(s) § m, + U(s) s m,_+ O(s) § [m, + % O(s) $ lf p,+ Ul(s) s err

=F,(s)
Aplicando a transformada na segunda equacéo, tem-se:
> laplace(EDO[2), t, 5)
k. laplace(8(1), ,5) + laplace(®(1), 1, s) sb, — 8(0) b, — D(u,)(0) I, m,— D(8) (0) Pm,
— D(.)(0 )zfpr—m(uc)(m Im, —3D(8)(0) 1fmp

U, ) 0)/.m —D(up3)(0) lrmp —mrglrlaplace(e(l),t,s)

— % prglf laplace(e(t), t,s) -3 mpglrlaplace(e(t), Z,s) + laplace(uc(t), 1, s) § l[.m,
+ laplace(8(1), 1,5) & P m_+ = laplace(8(t), 1,5) £ p_+ ~ laplace(u (1), 1,5) 8

iplace Jbs)sTlom, 3 aplace hs)sTEp, 2 apace(uc , ,s)s
lf p,+3 laplace(uc(t), t, s) s lrmp + 3 laplace(6(1), 1, s) s lf m, + laplace(upl(t), t,

s) s lrmp + laplace(upz(t), t, s) s Zrmp + Zaplace(ups(t), t, s) s lrmp —u,(0)sl.m,

1 1
—0(0)s2m, — = 0(0)sEp, — — u,(0)sip, = 3u (0) s, m, —36(0) s’ m,
— upl(O) slrmp — upZ(O) slrmp — up3(0) slrmp =0

subs( (u,)(0) =0,u,(0) =0, D(6)(0) =0,0(0) =0,D(u[p1])(0) =0, u[ p1](0) =0,
D(u[p2])(0) =0, u[p2](0):O,D(u[pS])(O):O,u[p3](0):0,%)



209

krlaplace(e(t), t,s) + laplace(0(1), t, s) sb.— mrglrlaplace(ﬂ(t), ts) — % P8
1’2, laplace(8(t),t,s) — 3 mpglr laplace(6(t),t,5) + laplace(uc(t), t, s) s l[.m,

+ laplace(0(1), 1, 5) s lf m, + % laplace(0(t), t,s) s li p,+ % laplace(uc(t), t, s) s

lf p,+3 laplace(uc(t), t, s) s lrmp + 3 laplace(6(1), t, s) s> If m, + laplace(upj(t), t,

s) §? lrmp + laplace(upz(t), t, s) s? lrmp + Zaplace(up3(t), t, S) s* lrmp =0

> Eq2 = Subs(laplace( u (1), t,s) =U(s), laplace(8(t), t, s) = ©(s), laplace(upl(t), t, s)
]

=U[pl](s), laplace( pz(t),t,s) [pZ](s),laplace(up3(t),t,s) =U[p3](s),
laplace(f(1),¢t,s) (s ,%)

1 2
Eq2 =k O(s) +O(s)sb, —m gl O(s) — > prgli O(s) — 3mpglr®(s) + U(s) s [.m,

1 1
+ O(s) s 1;2, m, + Y O(s) s? li p,+ > Ul(s) s lf p,+ 3U(s) s lrmp +30(s) s lz m,

+ Up](s) § lrmp + Upz(s) $ lrmp + Up3(s) s lrmp =0

Aplicando a transformada na terceira equacao, tem-se:

> laplace(EDO[3], 1, s)

laplace(0(1), t, s) $ lrmp —0(0) slrmp + laplace(uc(t), t, S) § m, + laplace(u (0,1,
S) $ m, = u,(0) sm, — D(6)(0) lrmp

— ”p1(0) sm, + laplace(upl(t), t,s) sb
- D(uc)(O) m, = D(upl)(O) m, = upI(O) bp + kp laplace(up](t), t, s) =0

> subs D(uc) (0) =0,D(0)(0) =0,6(0) =0,D(u[pI])(0) =0,u[ p1](0) =0,
D(u pZ])(O) 0 u[p2](0) =0, D(u[p3])(0) =0, u[ p3](0) = 0,%)

laplace(0(1),t, s szlﬂm + laplace(u (t),t,s s> m + laplace(u_,(1),t,s s m
P P rl

P
+ laplace( ,(1), 1, s) sb +k laplace( 1 , (1), t,s) =0

> Eq3 = subs(laplace(uc(t), t,s) =U(s), laplace(8(t), t,s) = O(s), laplace(u ,(1), 1, s)
=U[pl](s), laplace(upz(t), t,s) =U[p2](s), laplace(up3(t),t,s) =U[p3](s),
laplace(f(t),t,s) =F[2](s), %)

,: 2 2 2 _
Eq3 =0(s) s lrmp +U(s) s m, + UpI(s) s*m, + Upl(s) sbp + kp Up](s) 0

Aplicando a transformada na quarta equacgéo, tem-se:

> laplace(EDO[4],1, 5)

laplace(0(1), t, s) s m, = 0(0 )slrmp + laplace(uc(l), t, S) § m, + laplace(upz(l), t,
S) $ m, = u,(0) sm, — D(8)(0) lrmp — upZ(O) sm, + laplace(upz(t), t,s) sbp
0

- D(uc)(O) m_ — D(upz)(O) m_ — upz(O) bp + kp laplace(upz(t), t, s) =

12 1Z



> subs(D(uc)(O) =0,u,(0) =0,D(6)(0) =0,6(0) =0,D(u[ p1]1)(0) =0,u[p1](0) =0,
D(u[p21)(0) =0,u[ p2](0) = 0, D(u[ p31)(0) =0, u[ p31(0) = 0, %)

laplace(0(t), t, s) szl m, + Zaplace(u (1), ¢t, s) 57 m, + laplace(upz(t), t, s) § m,
+ laplace( 51,1, S) sb +k laplace( pz(t), t,s) =0

> Eq4 = Subs(laplace(uc(t), s) = U(s), laplace(8(t),t,s) = O(s), laplace(upj(t), t, s)
]

t,
=U[pl](s), laplace(up2(t), t,s) =U[p2](s), laplace(up3(t), t,s) =U[p3](s),

laplace(f(¢), t,s) = F[2](s), %)

Eq4 =0(s )S lm + Uls )s m, +U HOK mp—i—Upz(s)sbp—i-kp%z(s) 0

Aplicando a transformada na quinta equacéo, tem-se:

> laplace(EDO[ 5 ] s)
2
laplace(0(1), t, s) s~ m, = 0(0) slrmp + laplace(uc(t), t, S) s“m, + laplace(upj(t), t,
s) s m, —u .(0) sm, — D(6)(0) L m, = upj(()) sm, + laplace(up3(t), t,s) sbp
— D(uc)(O) m, = D(upj)(O) m, —u, 5(0) b +k laplace( p3(t), t, s) =0

subs( (u,)(0) =0,u,(0) =0, D(6)(0) =0,0(0) =0,D(u[p1])(0) =0,u[ p1](0) =0,
D(u[p2])(0) =0, u[p2](0)=0,D(u[p3])(0)=0,u[p3](0)=0,%)

laplace(0(t), t,s) szl m, + Zaplace(u (1), ¢, s) s m, + laplace(up3(t), t, s) § m,
+ laplace( (1), 1, S) sb +k laplace( 3 5(1), t,s) =0

=U[pl](s), laplace(up2(t), t,s) =U[p2](s), laplace(up3(t), t,s) = U[;.?](s),
laplace(f(¢), t,s) = F[2](s), %)

> Eq5 = Subs(laplace(uc(t), t,s) = U(s), laplace(8(t), t,s) = O(s), laplace(u ,(0),1, s)
]

,: 2 2 2 _
Eq5 =0(s) s lrmp + U(s) s m, + Up3(s) sTm, + Upj(s) sbp + kp Upj(s) 0

> with(LinearAlgebra) :
> sistema = [Eql, Eq2, Eq3, Eq4, Eq5] :
> variaveis = [U(s), ©(s), U[pl](s), U[p2](s), U[p3](s) ] :

> A := GenerateMatrix(sistema, variaveis)
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L 220 2
?s lrpr,s m.,

__ 2 2 2 2 2 2
A.—Hs lrpr—i-s mc+3s mp—i—s mr+sbc+kc,3s lrmp—i-s lrmr—i- ,

2 2
sSm.,s m
P P

>

2 2 1 2p2 1 2 22
[3s lrmp—i-s [.m, + > err,kr—l—sbr—mrglr—?prglr—3mpglr+s I'm,

12

+ — Z3p +35Pm ,szl m ,szl m ,szl m
3 rtr r P r-p r-p r-p

>

2 2 2
[s S lrmp,s mp+sbp ~|—kp,0,0},

2 2 2
[s S lrmp,O,s m, —i—sbp—i—kp,O},

[szm,szl,m,0,0,szm +sb +k”,
o orp P PP

> with(linalg) -
> B := linsolve(A[1], A[2]) :
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> U(s) == BJ
U(s) :

—
[—

473 42 3 3 22 3 2
(2,(5) (=25 Emyp, — 65" Lmm —28b Dp +3gsEmp —185b L'm,
—65°b Pm.—25k Pp +18gs>L.m’ +6gs°l.m m +3gsb Pp — 185k Pm
pr r prtr r-p r-p r prtr pr p
2 2 2 3
— 65 kplrmr—i- 18gsbplrmp+6gsbplrmr+3gkplr pr—6s brmp—}- 18gkplrmp

+o6gk [ m —65°b

b —65km —6sb k —6sb k — 6k k))/(—s%‘fm 0
pr r pr rp pr Vp pr 14 p r

— 4P m.m p —45Pm m p — b ﬂp2+6gs4l%m p2—123612m m_m
r c phr r p rtr pr r 14 pr r c p r

—4s5bclfmppr—4S5bplimcpr— IZSprlimppr—4s5bplimrpr—s4kpf:pf —I—6gs4
lfmcmppr-l- 36gs4lfm127pr+ 18gs4lfmpmrpr+ 6gs3 bplf pf — 125 bclfmpmr
=365 b, Emm, —125b Emom —4s'bb Ep —4s'k Lmp —4s'k Emp
— 12s4kp lf m,p, — 4s4kp lf m.p, + 36gs4 lrmcmf) + 12gs4 lrmcmp m,_ + 36gs4 lrmlzj m
+ 12gs4 lrmpmf + 6gs3 bclf m, p,+ 6gs3 bp lz m.p. + 54gs3 bplf m, p,+ 18gs3 bp

kBpr =125 1imp —365 0 b Pm —125°b b Pm — 125k
Pty rrpty cprp cprr c
k
p

Pmom — 125k Pmm —4s’b k Pp —4s°b k Ip
P pr ¢ r c prtr p cr r

lf m.p, + 6gs2

+36gs3b,l n12+12gs3b_l m_ m —|—36gs3b I m m +12gs3b I m m

cr p cr p r pr ¢ p pr ¢ r

3 2 3 3 2 2 2 2
+ 108 gs bplrmp +72gs bplrmpmr—i- 12gs bplrmr +6gs bcbplr p.+06gsk,

2 2 2 2 2 2 2 5
lrmppr—i-6gs kplrmcpr+54gs kplrmppr—i- 18gs kplrmrpr— 125 brmcmp
—128bmm —125°b b lp —125kim p —365b k Pm —125°b k Pm
r-p r p rrr rr ptr c pr P c pr r
—365°b kPm —125b k Pm —4s%k k Pp +36gsb b I.m
p cr p p cr r c prtr ¢c pr p

2 2 2 2 2
+12gs bcbplrmr+36gs kclrmp—i— 12gs kclrmpmr+36gs kplrmcmp

2 2 2 2 2 2
+12gs kplrmcmr—i— 108 gs kplrmp—l-72gs kplrmpmr—i- 12gs kplrmr +6gsbckp
Pp +6gsb kPp —12s*b bm —125*b bm —365'b bm —125*b b m
rtr p cr'tr c r p p roc p r p p ror
—12s*kmm —125kmm —125°b kilp —125bk lp —36sk k Pm
p r r r p rtr C p r p

r ¢ p r p rr

2 2
— 12 kckplr m, + 36gsbckplrmp + 12gsbckplrmr+ 36gsbpkclrmp

2 3 3 3
+ lngbpkclrmr—i- 6gkckplr p,—12s bcbpbr— 125 bckrmp — 125 bpkrmc

—365b km —125b km —128b km —128°b k. m —365 b k m
prp pl" r l"C‘p l’p C Vp p

3 2 2
— 12 brkpmr— 12§ kpkrlrpr+36gkckplrmp+ lngckplrmr— 12§ bcbpkr
— 128 bk —125°b b k — 1257k km — 125"k k.m —36s"k km
crp prc crp pric prp

—12s2kkm—12sbkk—12sbkk—12sbkk—lekk)
prr cpr p cr recop cpr
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> 0O(s) = B[2
O(s) := (6lr (s2 lrmp pr+2s2mpmr+sbplrpr+6sbpmp +23bpmr+kplrpr+6kpmp

—_

2 6 2 673 63 5 2
+2kpmr)s Fz(s))/(—s lfmppr — 45 lrmcmppr—4s lrmpmrpr—s bplfpr
togs Pm pt =12 Pmmm —4sb Pmp —45°b Pmp —125°b Pm p

rptr rcpr crphr prochy pr phtr
5. 73 4 2 42 42 2 42
—4s bplrmrpr—s kpljpr +6gs l;‘mcmpp’ﬁ+36gs lrmppr~|- 18¢gs lrmpmrpr

+6gs3bp1,3,p3 —125°b Pm_m

—365°b Pmm —125b Pmm —4s*b b Fp
cr p r pr c p pr c r

c prtr

—4s4k,l3m p‘—4s4k l3m.p —125°k Pm p —4s*k Pm p —i—36gs41m,m2
cr ply prochr pr ptr prortr rcp

+ 12gs4 lrmcmp m,_ + 36gs4l n’

4 2 3 2 3
p pmr+12gs lrmpmr+6gs bclrmppr+6gs bp

2 3, 2 3, 2 2, 3.2 5

lrmcpr+54gs bplrmppr—i- 18gs bplrmrpr+6gs kplr P, — 125 brlrmppr

—365*b b Pm —125b b Pm. — 125k Pm.m —365 k Pmm —125k
c pr P c pr r cr P r pr c p P

Pmm —4sbk Pp —45b k Pp +36gs°h I.m>+12gs°b I m m.
rer cprtr pcrty cr'p cripy
+36gs°b Imm +12gs°b I m.m +108gs°b I.nm>+72gs b L.m m
pr ¢ p pr c r pr p pr p r
3 2 2 2 2 2 2 2 2
+12gs bplrmr +6gs bcbplrpr+6gs kclrmppr+6gs kplrmcpr+54gs kp
Pmp +18gsk Pmp —128°bmm —125bm m —125*b b 1 p
r p'r pr rty 14 c p r-p 14 p rrtr
—125%kIlmp —365°b k Pm —125b k Pm —365b k.Pm —125°b k Pm
rr ptr c pr p c pr 14 p cr P p cr 14
— 48k k Pp +36gs°b b Im +12gs°b b I.m +36gs k. I.m
c prir c pr p c pr r (e | P

+12g8k lm m +36gsSk Lmm +12gsk [.m m + 108gs°k I.m’
cripr prc'p procy prp

2 2 2 2 2 4
+72gs kplrmpmr—i- 12gs kplrmr +6gsbckplr p,+ 6gsbpkclr P, — 125 bcbrmp
—125*h bm —365*b bm —125*b bm — 125 kmm — 125k m m

p r c p 7 P p 7 r r ¢ p 14 P r
—128b kilp —128b k 1p =365k k Pm —125k k Pm +36gsb k I.m

p rrir rprtr c pr P c pr r c pr p
+12gsb k I.m +36gsb kilm +12gsb klm +6gk k Pp —125b b b

cpr'r pcrp piery cprty c’pr
—128b km —125°b km —365b km —125°b km —125b k. m

cr'p pric pr'p prr rc'p
—128bkm —365°bkm —125bkm —125%k k1 p +36gk k I.m

r-p c rp p rp r p rrir c pr p
+12gkk im—125b b k —125°b bk —125b bk — 125k k.m

cprr c’p'r crp prc cr'p
— 125k km —365k km — 125k km —12sb k k. —12sb k k. —12sb k k

pr c p r p p r r c pr p cr rcp

— 12k k k)
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> Ulp!](s) = B[3]

Up](s) = —(2 (s2 li p,+ 3glf p,+ 18glrmp +6glm —6sb — 6kr) mpstz(s))/(—s6
ljmppf — 4S613 mom,p, — 4S6li mpmrpr—s5 bpljpf + 6gs4lf mppf — 12 mecmpm
—45 b, Lmp, =450, Bmp —125b Bmp —45b Bmp —s'k 'p. +6gs*

lzmcmppr—i- 36gs4lfm;pr+ 18gs4lfmpmrpr+ 6gs3 bplf pf — 125 bclfmpmr

r

—365b Pmm —125°b Pm.m —4s*b b 13p —4s*k Pm p —45*k Pm p
pr c p pr c r c prtr cr phr pr clr

— 125k Pm p —4s*k Pm p +36gs4l m m’ + 12gs41,m m_m —|—36gs4l m m
pr ptr pr rtr r ¢ p I c p r rop i

4 2 3 2 3 2 3 2 3
+12gs lrmpmr +6gs bclrmppr+6gs bplrmcpr+54gs bplrmppr—i- 18gs bp

2 2. B2 5 4 2 4 2 4
lrmrpr+6gs kplrpr — 12 brlrmppr—36s bcbplrmp—12s bcbplrmr— 1257k,
Pmom —365'k Em.m —12s*k Pmm —45b k Bp —45b k Ep

pr pricp pric cprtr pcrby

+36gs3b,l n12+12gs3b_l m m —|—36gs3b I m m +12gs3b I m m
cr p cr p r pr ¢ p pr c¢c r
3 2 3 3 2 2 2 2
+ 108 gs bplrmp +72gs bplrmpmr—i- 12gs bplrmr +6gs bcbplr pr+6gs k,
2 2 2 2 2 2 2 5
lrmppr+6gs kplrmcpr—l-54gs kplrmppr—i- 18gs kplrmrpr— 125 brmcmp
—128°bmm —125°b blp —125klm p —365°b k Pm —125b k Pm
r-p r p rrhtr rr ptr c pr p c pr r
—365°b kPm —125°b k. Pm —4s°k k Pp +36gs*h b I.m
p cr p p cr r c pr r c pr p
+12g5°b,b I.m +36gs k[ m>+12gs*k . m m +36gs”k | m m
P c'r’’p crpr pric’p
+ 12gs2k I m m + 108gs2k / m2+72gs2k I m m + 12gs2k l,m2+6gsb k
pr ¢ r pr p pr p 7 pr r c p
Pp +6gsb kEp —125'b bm —125'b b m —365"b bm —125*b b m
r p crtr c r p p r c p r p p r r
—125'kmm —125s'km m —125°b kip —125bk | p —365k k [m
P rpr porrty rprty c’prp
2 2
— 125 kckp I'm + 36gsbckp Zrmp + 12gsbckp [.m, + 36gsbpkclrmp
2 3 3 3
+ 12gsbpkclrmr+6gkckplr p,—12s bcbpbr— 12 bckrmp— 12 bpkrmc
—365°b km —125h km‘—12s3bkm —125°b km —36s3b‘k m
pr'p p re’p rp-c¢ rpp
3 2 2
— 12 brkpmr— 12§ kpkrlrpr+36gkckplrmp+ lngckplrmr— 12§ bcbpkr
—125°b,bk —125°b b k. — 125k k.m — 125k k.m, —365"k km
P p rec cr p pr c prp

— 125k kom —12sb k k. —12sb k k. — 12sb k k —12kkk)
pr'r cp'r pc'r re’p cpr
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> Ulp2](s) = B[4]

Upz(s) = —(2 (szlf p,+ 3gl,2, p,+ 18glrmp +6glm —6sb — 6kr) mpstz(s)>/(—s6
ljmp pi — 4s6l’3, mm,p, — 4s6lf m,m.p, —s bpljpf + 6gs4li m, p}z_ — 12 limcmpm
— 45 bcli mppr—4s5 bplf m.p, — 125° bplf mppr—4s5 bpli mrpr—s4kpf:pf + 6gs4
lfmcmppr+ 36gs4lfm;pr+ 18gs4lfmpmrpr+ 6gs3 bplf pf — 125 bclfmpmr
—365 b, Emm, —125b Emom —4s'bb Ep —4s'k Lmp —4s'k Emp
— 12S4kp lf m,p, — 4s4kp lf m.p, + 36gs4 lrmcm[z) + l2gs4 lrmcmp m, + 36gs4 lrm; m
+ 12gs4lrmpmf + 6gs3 bclfmppr+ 6gs3 bplzmcpr-i- 54gs3 bplfmppr-i- 18gs3 bp

Pp>—125b I.m p.—365'b.b Pm —125'b. b m

125tk
rFr rrp c’prp cpry c

2 2

lrm’ﬂpr+6gs kp

lfm m — 3654k lzm,m —125*k lzm,m —4s3b,k l3p — 45D k‘l%p
pr pric’p prier cprty ety

3 2 3 3 3
+36gs bclrmp +12gs bclrmp m, +36gs bp lrmcmp +12gs bp [om.m,

3 2 3 3 2 2 2 2
+ 108¢gs bp lrmp +72gs bp lrmpmr-l- 12gs bp [.m +6gs bcbp L p.+6gs k.

2 2 2 2 2 2 2 5
lrmppr~|-6gs kplrmcpr+54gs kplrmppr—i- 18¢gs kplrmrpr— 1257 b.m m

ep
— 128 b.m m —125"b b lp —125'klm p —365 bk Pm —125 b k Pm
p r p rrtr rr p r C pl p C p r r
—365°b k.Pm —125b k Pm —4sk k Pp +36gsb b I.m
p cr p p cr r C p rtr C p r p
2 2 2 2 2
+12gs bcbplrmr+36gs kclrmp—i— 12gs kclrmpmr+36gs kplrmcmp

2 2 2 2 2 2
+12gs kp [.m,m_ +108gs kp lrmp +72gs kp lrmp m +12gs kp [m + 6gsbckp

Pp +6gsb kPp —12s*b bm —125*b bm —365'b bm —125*b b m
r r c r p p r c r r

r pcr prp P
4 4 3 3 2 2

—12skmm —12s'km m —125b klp —12sb k [ p —36sk k ["m

r.c p r-p r p rrir rprtr c pr p
— 1252k k. Pm +36gsb k I m +12gsb k I.m +36gsb kI m

c pr r c pr p c pr r p cr p
+12gsb klm +6gkk Pp —125b b b —125b km —125°b k.m

p crr c prir c pr cr p p r c

—365°h km —125b km —125bkm —125b km —365 b k m
pr p p r rc p rp c rp p
—128°bkm — 128k klp +36gkk Im +12gkk l.m —128b b k,
rp r p rrtr c pr p c pr r c pr
—128b bk —125b bk —128%k km — 125k km —365k k.m
c rp p rc cr p p r c p r p

—12s2kkm,—12sbkk—12sbkk—l2sbkk —12kkk>
porr cpr pcr re’p cpr
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> Ulp3](s) = B[5]

273 2 2 6
Upg(s) = —(2 (s L p,+ 3gl p,+ 18glrmp +6glm —6sb — 6kr) m, s Fz(s)>/(—s

2 673 673 5 2 43 2 612
lfmppr—4s lrmcmppr—4s lrmpmrpr—s bpljpr +6gs lrmppr — 125 lrmcmpm
5, 3 5. 73 5. 73 5, 3 4 2 4
—4ys bclrmppr—4s bplrmcpr—12s bplrmppr—4s bplrmrpr—s kpl‘:pr +6gs
2 42 2 472 3. 5342 5, 2
lrmcmppr+36gs lrmppr+ 18¢gs lrmpmrpr+6gs bplr p, —12s bclrmpmr
—365°b Pmm —125b Pmm. —4s*b b Pp —4s'k Pm p —4s*k Pm p
pr c p pr c r c prtr cr ptr pr chr
4 3 4 3 4 2 4 4 2
—12s kplrmppr—4s kplr m.p +36gs lrmcmp +12gs lrmcmpmr—l-36gs lrmpm‘
4 2 3 2 3 2 3 2 3
+12gs lrmpmr +6gs bcl,‘mppr+6gs bplrmcpr+54gs bplrmppr-i- 18gs bp

Pp>—125b I.m p.—365'b.b Pm —125'b. b m

125tk
rFr rrp c’prp cpry c

2 2

lrm’ﬂpr+6gs kp

lfm m — 3654k lzm,m —125*k lzm,m —4s3b,k l3p — 45D k‘l%p
pr pric’p prier cprty ety

3 2 3 3 3
+36gs bclrmp +12gs bclrmp m, +36gs bp lrmcmp +12gs bp [om.m,

3 2 3 3 2 2 2 2
+ 108¢gs bp lrmp +72gs bp lrmpmr-l- 12gs bp [.m +6gs bcbp L p.+6gs k.

2 2 2 2 2 2 2 5
lrmppr~|-6gs kplrmcpr+54gs kplrmppr—i- 18¢gs kplrmrpr— 1257 b.m m

ep
— 128 b.m m —125"b b lp —125'klm p —365 bk Pm —125 b k Pm
p r p rrtr rr p r C pl p C p r r
—365°b k.Pm —125b k Pm —4sk k Pp +36gsb b I.m
p cr p p cr r C p rtr C p r p
2 2 2 2 2
+12gs bcbplrmr+36gs kclrmp—i— 12gs kclrmpmr+36gs kplrmcmp

2 2 2 2 2 2
+12gs kp [.m,m_ +108gs kp lrmp +72gs kp lrmp m +12gs kp [m + 6gsbckp

Pp +6gsb kPp —12s*b bm —125*b bm —365'b bm —125*b b m
r r c r p p r c r r

r pcr prp P
4 4 3 3 2 2

—12skmm —12s'km m —125b klp —12sb k [ p —36sk k ["m

r.c p r-p r p rrir rprtr c pr p
— 1252k k. Pm +36gsb k I m +12gsb k I.m +36gsb kI m

c pr r c pr p c pr r p cr p
+12gsb klm +6gkk Pp —125b b b —125b km —125°b k.m

p crr c prir c pr cr p p r c

—365°h km —125b km —125bkm —125b km —365 b k m
pr p p r rc p rp c rp p
—128°bkm — 128k klp +36gkk Im +12gkk l.m —128b b k,
rp r p rrtr c pr p c pr r c pr
—128b bk —125b bk —128%k km — 125k km —365k k.m
c rp p rc cr p p r c p r p

—12s2kkm,—12sbkk—12sbkk—l2sbkk —12kkk>
porr cpr pcr re’p cpr
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6- FUNCOES DE TRANSFERENCIA DO MODELO BARCACA-TORRE-ROTOR
DEVIDO AS FORGAS DO VENTO

> restart
As coordenadas do sistema para a massa mc¢, massa my, massa mp e para a barra na
direcdo horizontal sdo:

x (2) =u (1)

i

x (1) ==u (1) + 1 6(1)

x, (1) =u (1) +35,0(1)

> x[pl](t) == u[c](t) + I[r]-theta(s) + u[ pI](¢)

xp](t) =u (1) +1.6(2) +up1(t)

> x[p2](t) = u[c](z) + I[r]-theta(t) + u[ p2](¢)
xpz(t) =u (1) +1.6(1) + upz(t)

> x[p31(¢) = u[c](t) + I[r]-theta(t) + u[ p3](2)

xpj(t) =u (1) +1.0(1) + up3(t)

As coordenadas do sistema para a massa mc, massa my, massa mp € para a barra na
direcéo vertical sao:

> y[m](¢t) = I[r]-cos(theta(z))
> y[b](¢t) := s[1]-cos(theta(t))

[[r]-cos(theta(z))

\Y
=,
=

~
—
=

=
=

Il

> y[p2](t) = I[r]-cos(theta(t))

> y[p3](¢t) = I[r]-cos(theta(z))

A energia cinética do sistema é:
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(i (+{B1(1), 0 5(11 = 0.1(71) + 5 ml p]- ((diff (<L p11(0), )2

1 d 2
K:=Emc[auc(t)j +

o (o)

p
+z},(%emj +4 ,(z)j2+ (—u () +1,,(%e(t)] +%u2(t)]2

d 2
+ (Euc(t) —l—lr(ae(t)j + Euﬁ(t)j )
A energia potencial do sistema é:

— krl-(theta(r))? + m[r]-gylm] (1) + int(tho[r]-gy{b)(1),
ST =0.107]) + 3l pl-gellr]-cos(theta(t)) + =4l p]- ((x{p11(1) = x{m](1))?
+ (x[p2](1) —alm)(1))* + (+[p31(1) —x[m](1))?)

V.= % k, uc(z‘)2 + % k 6(t ) +m gl cos(6(1)) + % p.gcos((7)) lf + 3mpglrcos(6(t))
ok (1, (07 + (0 + 0,507

>)i= expand(%)

V= ? ku (1) + % kre(t)2 +m gl cos(6(1)) + % p.gcos((7)) lf + 3mpglrcos(6(t))

c

&
L1 2 1 2, 1 2
2kp ()7 + 2kpu2(t) + 2kpu3(t)

A energia dissipada do sistema é:

B = bl (diff (ule)(1), ) + bl p)- (@il ul p11(0), )% + (diff (ul 21 (1), )
-b[r]- (diff (theta(t), 1))

Aplicando o Lagrangeano tem-se:

Para g=u[c]



> EDO[1] := diff (Physics[ diff ] (K, diff (u[c](¢), t)), t) -Physics[diff ] (K, u[c](t))
+ Physics[diff | (B, diff (u[c](2), 1)) + Physics[diff ] (V, ul[c](¢)) = f(1)

2 2 2 2
EDO, :=mc[%u (z)] +mr[d—u (1) +1r[% 9(1)]] +%pr[% e(t)]zf

c dt2 ¢
& 1 & & &
—i—pr[?uc(f)]lﬂ‘ 2 My (6 [?”c(t)] +6lr[¥9(t)] +2[?up1(1)]
2 2
o) ] ) 0

Para q=0

, theta(z))

> EDO[2] := diff (Physics[ diff ] (K, diff (theta(¢), t)), t) - Physics[diff]
=f(0)-1[r]

+ Physics[diff'] (B, diff (theta(t), t)) + Physics[diff'] (V, theta(z)

& & 1 &
ED02 :_mr[g uc(t) + lr [? e(t)J] lr+ ? P, {y 0(1)

—_ Z
~
~

+
2 2 2 2
m, [z [i—uc(t) + zr(ﬁe(t)j + %upl(l‘)] L +2 [%uc(t)

2 2 2 2 2

% O(t)] + % upz(t)] L +2 [% u (1) + zr[% e(;)] + % upg(t)] 1r]
d

)

2 2
G(t)] —i—%pr[d— e(t)jzi —i—%pr(%uc(t)]lf

+3m [ d—zu(t) +3m P d—ze(t) +m I d—zu (1) | +m 1 d—zu (2)
pr dtzc pr dtz pr dtz pl pr dt2 p2
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Para q=u[p1l]

> EDO[ 3] = diff (Physics[diff | (K, diff (u[ p11(2), 1)), t) -Physics[diff ] (K, u
+ Physics[diff | (B, diff (u[ p1](¢), t)) + Physics[diff | (V, u[pl](¢))

[p11(2))
pAGN
3

2 2 2
EDO, :=%mp[2(%uc(t)] +2zr[%e(¢)] +2[%up1(t)]J A0

Para q=u[p2]

> EDO[4] := diff (Physics[diff | (K, diff (u[ p2](2), t)), t) —Physics[diff ] (K, u[ p2](¢))
+ Physics(diff' ] (B, diff (u[ p21(¢), t)) + Physics[diff | (V, u[ p2](¢)) = %

1 & & & d
EDO, = —m, [2 (g”c(f)] +2lr(¥9(t)J +2 [?”ﬂmjj +b, [Eupz(t))
(1) = 510

Para q=u[p3]

> EDOIS5] = diff (Physics[diff | (K, diff (u[ p3](¢),t)), t) -Physics[diff | (K, u[ p3](¢))
+ Physics[diff | (B, diff (u[ p31(¢), t)) + Physics[diff | (V, u[p3](2)) = 1)
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[%uc(t)] +21,,(%e(¢)] +2[%up3(t)jj +b [ < pg(z))

> with(inttrans)
[ addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hankel, hilbert, invfourier, invhilbert, invlaplace,

invmellin, laplace, mellin, savetable]

Aplicando a transformada na primeira equacao, tem-se:

> laplace(EDO[ 1], 1, 5)

—uc(O)smc—uc(O)smr—Zsuc(O)smp—u ;(0)sm —u ,(0)sm —u

p p J2 p p3(0)smp

+ laplace(uc(t), t, s) s m, + laplace(uc(t), t s) s m, +3 laplace(uc(t), t, s) s m,

+ laplace(up A s) § m, + laplace( » 5(8), 8, s) s m, + laplace(upg(t), t, s) § m,
+ laplace(u ) sb, — D( )(0) m, — D(uc)(O) m, —3 D(uc)(O) m,
(

( 1) (0) m, —D(u,,)(0) m, —D(u,;)(0) m, —u,(0) b, — D(8)(0) 1 m,

- 7 D(0)(0) lr p,— D(uc)(O) lrpr —3D(0)(0) lrmp + kclaplace(uc(t), t,s)

+ laplace(6(t), t, s) §? [.m, + % laplace(8(t), t,s) s* lf p,+ laplace(uc(t), t, s) s* Lp,

1
+ 3 laplace(6(1), t, s) 571 m, = 0(0) sl .m, — > 0(0) sl}z, P, — u,(0) slrpr

—30(0) slrmp = laplace(f(t),t,s)

(0) = 0,D(8) (0) = 0,6(0) =0, D(u[ p11)(0) =0, u[ p11(0) =0,
)(0) 0 M[PZ](O) =0, D(u[p31)(0) = 0,u[ p31(0) =0,%)
laplace(uc(t), t, s) s m, + laplace(uc(t), t, s) s m_+3 laplace(uc(t), t, s) s m,

+ laplace(upl(t), 1, s) § m, + laplace(upz(t), t, s) s m, + laplace(up3(t), t s) § m,
+ laplace(uc(t), t, s) sb, +k, laplace(uc(t), t, s) + laplace(8(t), t, s) §? [.m,

1
+ 5 laplace(0(1), t, s) s lf p, + laplace(u (1), 1,5) s lLp.+3 laplace(8(t), t, s) s [m,

= laplace(f (1), t,s)

> Eql = subs(laplace( u (1),¢, s) =U(s), laplace(8(t), t,s) = O(s), laplace(upl(t), t, s)
]

=U[pl](s), laplace( pz(t),t,s) U[pZ](s),laplace(up3(t),t,s) =U[p3](s),
laplace(f(1),t,5) (s), %)
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— 2 2 2 2 2 2
Eql =U(s)s"m, + U(s) s"m, +3U(s) s mp+Upl(s)s mp+Up2(s)s n1p+%3(s)s m,

1
+ U(s) sb, + k. U(s) + O(s) s [m, + > O(s) s lf p,+ U(s) s lp, +3 O(s) s lrmp

=F(s)
Aplicando a transformada na segunda equagéo, tem-se:

> laplace(EDO[2], 1, 5)
~0(0) b, +k,laplace(8(1), t.s) — D(u,)(0) 1,m, — D(6) (0) 7 m, — % D(6)(0) 2 p,

— % D(u,)(0) £'p, = 3D(u,)(0) ,,m, —3D(6)(0) £2m, —D(u,,)(0) [,m,

1
— D(upz)(O) Zrmp — D(up3)(0) lrmp + laplace(0(t), 1, s) sb, + > laplace(uc(l), t,

s) $ lf p,+3 laplace(uc(t), t, s) s lrmp + 3 laplace(6(1), t, s) s lf m, + laplace(upl(l),
t, s) s lrmp + laplace(upz(t), t, s) s Zrmp + Zaplace(up3(t), t, s) § lrmp —u,(0)sl.m,

2 1 3 1 2 2
—0(0)stim, — 3 0(0) sL. p,— > u,(0) sk, p,—3 u,(0) Slrmp —30(0) sl m,

— upl

lf laplace(0(t),t,5) — 3 m, glrlaplace( 0(t),t,5) + laplace(uc(t), t, s) s* [.m,

(0) slrmp — upZ(O) slrmp — up3(0) slrmp — mrglrlaplace(e(t), t,s) — > P8
+ laplace(0(t), 1, s) s lf m_+ % laplace(0(t), t,s) s li p,= [ laplace(f(1),,5)

> subs(D(u,)(0) =0,,(0) =0,D(6) (0) =0,8(0) =0, D(u[ p/])(0) = 0, u[ p11(0) =0,
D(u[p21)(0) =0,u[p2](0) =0, D(u[p3])(0) =0, u[ p31(0) =0, %)
krlaplace(e(t), t,s) + laplace(0(1), t, s) sb. + % laplace(uc(t), t, s) 2 lf P,
+3 laplace(uc(t), t, S) §? lrmp + 3 laplace(6(1), t, s) s lf m, + laplace(upj(t), t,
s) s lrmp + laplace(upz(t), t, s) s? lrmp + laplace(ups(t), t, s) s? lrmp
— mrglrlaplace(e(t), t,s) — % prglf laplace(6(t),t,5) —3 mpglrlaplace(ﬁ(t), 4,s)
+ lapl. (1), 1,5) s |m_+ laplace(8(1), 1, 5) s I + Ll (6(1),1,5) &1
pace(uC , ,S)S .m_+ laplace Sbs)sTlm, 3 aplace 4s)sTEp
=1 laplace(f(1),1,s)
> Eq2 = subs(laplace(uc(t), t,s) =U(s), laplace(8(t),t,5) = O(s), laplace(upl(t), t, S)

=U[pl](s), laplace(upz(t), t,s) =U[p2](s), laplace(upS(t), t,s) =U[p3](s),
laplace(f(¢),t,s) = F[1](s), %)
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— 1 272 2 272
Eq2 =k O(s) + O(s) sb, + 7 U(s)s™ p,+ 3U(s) s lrmp +30(s)s" L m,
YU () SPlm +U ()P lm +U () Plm —mgl®(s) — ~p gP©

pl(s) s*lm, pz(s) s*lm, p3(s) st hm, —m.gl, (s) 2 P&l (s)

1
-3 mpger)(S) + U(s) s* [.m +O(s) s lf m_+ Y O(s) s Zf p,= [ F,(s)

Aplicando a transformada na terceira equacao, tem-se:

> laplace(EDO[3], 1, 5)
laplace(0(t), t, s) § lrmp + laplace(uc(t), t, s) $ m, + laplace(upl(t), t, s) s m

p
—0(0) slrmp + laplace(up](t), t,s) sbp —u,(0) sm, — D(6)(0) lrmp — upl(O) sm,

+ kp laplace(upl(t), t,s) — D(uc)(()) m, = D(upl)(O) m, = upl(O) bp

- % laplace(f(1), 1,5)

(0) =0,D(6)(0) =0,6(0) =0,D(u[pI])(0) =0,u[ p1](0) =0,
)(0) o u[pZ](O) =0,D(ulp31)(0) = 0,u[ p3]1(0) =0, %)

2 2 2
laplace(0(t), t,s) s lrmp + laplace(uc(t), t, s) sTm, + laplace(up](t), t, s) sTm,

(2),t, s) . laplace(f(t),¢t,s)

+ laplace(upl(t), t, S) sbp + kp laplace(u 3

pl

14
=U[pl](s), laplace( pz(t),t,s) [p2](s),laplace(up3(t),t,s) =U[p3](s),
laplace(f(t),¢t,s) (s), %)

> Eq3 = Subs(laplace( u (1), t,s) = U(s), laplace(8(t), t,s) = O(s), Zaplace(u ,(0),1, s)
]

: 2 -1
Eq3 =0 ()s lm + Ul(s )s m, +U (s)s n1p+[]p1(S)pr+kp[Jp](S)_ 3 F(s)

Aplicando a transformada na quarta equagéo, tem-se:

> laplace(EDO[4],1, 5)
2 2 2
laplace(e(t), t,s)s lrmp + laplace(uc(t), t, s) sTm, + laplace(upz(t), t, s) s m

p
—0(0) slrmp + laplace(upz(t), t, S) pr —u,(0) sm, — D(8)(0) lrmp — upZ(O) sm,
+ kp laplace(upz(t), t,s) — D(uc)(()) m, = D(upz)(O) m, —u, 5(0) b

= % laplace(f(1),t,s)
> subs D(u,)(0) =0,u,(0) =0, D(6)(0) =0,8(0) =0,D(u[p1])(0) =0,u[ p1](0) =0,
D(u[p2])(0) =0, u[pZ](O) =0,D(u[p3])(0) =0,u[p3](0) = 0,%)

2 2 2
laplace(0(t),t,5) s lrmp + laplace(uc(t), t, s) sTm, + laplace(upz(t), t, s) sTm,

1
+ laplace(upz(t), t, s) sbp + kp laplace(upz(t), t, S) =3 laplace(f(1),t,s)



> Eq4 = subs(laplace( u (1), t,s) =U(s), laplace(8(t), t,s) = O(s), laplace(u I(t) t, s)
=U[pl](s), laplace( pz(t),t,s) U[p2](s),laplace(upS(t),t,s) =U[p3](s),
laplace(f(t),¢t,s) (s), %)

— 2 _1
Eq4 =0(s ) s* Zm + Ul(s ) s m, +U 5(s) s mp—l—%z(s)sbp—i—kp%z(s)— 3 F(s)

Aplicando a transformada na quinta equacéo, tem-se:

> laplace(EDO| 5 ] s)
2
laplace(0(1), t, s) s m, + laplace( u (1), t,s) s“m, — 0(0) slrmp + laplace(up3(t), t,
2

s) m, = u .(0) sm, — D(6)(0) Zrmp — upj(()) sm, + laplace(up3(t), t,s) sbp

- D( C)(O) m, — D(up3)(0) m, —u, 5(0) b +k laplace( p3(t), t, s)

= % laplace(f (1), t,s)

> subs(D(u,)(0) =0,,(0) =0,D(6) (0) =0,8(0) =0, D(u[ p1])(0) = 0, u[ p11(0) =0,

D(u[p21)(0) =0,u[p2](0) =0, D(u[p3])(0) =0, u[ p3](0) =0, %)

2 2 2
laplace(0(t),t,5) s lrmp + laplace(uc(t), t, s) s*m, + laplace(up3(t), t, s) s“m,

+ laplace(up3(t), t, s) sbp + kp laplace(up3

(£),1, S) = % laplace(f(1),t,s)

> Eq5 = subs(laplace( u (1), t,s) =U(s), laplace(8(t), t,s) = O(s), laplace(u ,(1), 1, s)
=U[pl](s), laplace( pz(t),t,s) U[p2](s),laplace(upS(t),t,s) =U[p3](s),
laplace(f(t),t,s) (s), %)

_: 2 2 2 _1
Eq5 :=0(s) s Zrmp + U(s) s m, + Up3(s)s m, + Up3(s)sbp —i—kp Up3(s) F(s)

> with(LinearAlgebra) :

> sistema = [Eql, Eq2,Eq3, Eq4,Eq5] :

> variaveis = [U(s), ©(s), U[pl](s), U[p2](s), U[p3]1(s) ] :
> A := GenerateMatrix(sistema, variaveis)

224
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2 2 2 2 2 1 22 2 2
A ::Hs lrpr+s mc+3s mp—l—s mr—i—sbc—i-kc,s lrmr—i- ?s lrpr+3s lrmp,s m,
2 2
s m.,s m_|,
P P

2 1l 2p2 2 272 1 2
[s [m, + 5 lrpr—i-}s lrmp,kr—i-sbr—i-?as lrmp—mrglr—gprglr —3mpglr

+szlfmr+iszl3,p szlm,szlm,szlm ]
3 rry rp rp rp

[szm,szlm,szm +sb +k,0,0},
p r-p P 4 P

2 2 2
[s S lrmp,O,s mp—l—sbp—l—kp,O},

[szm,szl,m,0,0,szm +sb +k
P r-p P P P

>

> with(linalg) :
> B = linsolve(A[1], 4[2]) :
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> U(s) = B
— 3 3 2, 3 2
Uls) = (2F,(s) ($'b,Lp + sk, p +3gsb Lp +18gsb L.m +6gsb l.m +3gk,

—
[—

2 2 6
[p,+ 18gk,l.m +6gk 1.m —6s bpbr—6sbpkr—6sbrkp—6kpkr))/(—s Em,

2 673 673 5 2 473 2 612
P, —4s Zrmcmppr—4s lrmpmrpr—s bplfpr +6gs lrmppr — 125 Zrmcmpmr

5.1 5. 73 5. 3 5. 8 4 2 4
—4s bclrmppr—4s bplrmcpr—12s bplrmppr—4s bplrmrpr—s kpljpr +6gs
2 42 2 42 3; 3.2 5. 12
lrmcmppr+36gs lrmppr+18gs lrmpmrpr+6gs bplrpr—IZS bclrmpmr
—365b lzm,m —125b lzm,m —4s4b,b l3p —4s4k,l3m pﬁ—4s4k IS‘m’p
pr c p pr C r c prtr cr phy pr clr
— 125k Pm p — 45k Pm p +36gs4l m i’ + 12gs4l m.m_ m +36gs4l e m
pr ptr pr rtr r ¢ p r c p r r-p i

4 2 3 2 3 2 3 2 3
+12gs lrmpmr +6gs bclrmppr+6gs bpl’ﬂmcpr+54gs bplrmppr—l— 18gs bp

2 2, 3.2 5 4 2 4 2 4
lrmrpr+6gs kplr p, —12s brlrmppr—36s bcbplrmp— 125 bcbplrmr— 1257k,
Pmm —36sk Pmom —125°k Pm.m. —4s5°b k Pp —45b k Pp

r r pr c p pr (& r c pritr p crtr

3 2 3 3 3
+36gs bclrmp +12gs bclrmpmr +36gs bp lrmcmp +12gs bp [.m m,

3 2 3 3 2 2 2 2
+ 108 gs bplrmp+72gs bplrmpmr-l- 12gs bplrmr +6gs bcbplr pr+6gs k,
2 2 2 2 2 2 2 5
lrmppr+6gs kplrmcpr+54gs kplrmppr+ 18 gs kplrmrpr— 12§ brmcmp
—125°bmm —125'b b 1p —125 kimp —365 bk Em —125 b k Em
P r p rrtr rr ptr c pr p c pr r
—365°b kPm —125°b kPm —4sk k Pp +36gs°b b I.m
p cr p p cr 14 c prtr c pr p
+12g8%b b Im +36gsk I m>+12g8k lm m +36gs°k IL.m m
c pr r cr p cr p r pr ¢ p
+12g5%k Imm +108gs”k I.m> +72gsk I m m +12gsk [.m> +6gsb k
pr c 14 pr p pr p 14 prr c p
Pp +6gsb k Pp —125b bm —125*b bm —365*b bm —125*b b m
rtr p crir c rp p r c p r p p r r
—12s*kmm —125kmm —125°b kilp —128b k Lp —365k k Pm
r.c p r-p r p rrir rprtr c pr p
— 12s2k,k Pm +36gsb k Im +12gsb kI m +36gsb k[ m
c p r r C p r p C p r r p cr p
2 3 3 3
+ 12gsbpkclrmr+6gkckplrpr—12s bcbpbr—12s bckrmp— 125 bpkrmc
—365b km —125b km —125°b km —125b k m —365 bk m
p r p p r r r c p }"p C rp p
3 2 2
— 125 brkpmr— 125 kpkrlrpr+36gkckplrmp+ 12gkckplrmr— 12§ bcbpkr
—125°b,bk —125°b bk — 125"k k.m — 125k k.m, —365k k.m
p p r c c r p p r c p r p

—12s2kkm—12sbkk—12sbkk—12sbkk—lekk)
porr cpr pcr recp c'pr



> 0O(s) == B[2]
o(s) ::—(6(s3b Ip +25°bm +5klp +25b b +25%k m +2sb k +2sb k
prr p c prir cp p c cp pc
6 2 673 673 5 2
+2kckp) lrFl(s))/(—s ljmppr —4s lrmcmppr—4s lrmpmrpr—s bpl‘:pr
43 2 6 12 5, 73 5. 73 5, 3
+6gs lrmppr — 125 lrmcmpmr—4s bclrmppr—4s bplrmcpr—12s bplrmppr
5, 3 4 2 42 42 2 42
— 45 bplrmrpr—s kplfpr+6gs l’,mcmppr+36gs lrmppr—i-ngs lrmpmrpr
+6gs3b 13p2—12s5b Pmm —365°b Pmm —125°b Pmm —4s°b b l3p
prtr crpr pricp pricr cprhty
4, 3 4, 3 4, 3 4, 3 4 2
—4s kclrmppr—4s kplrmcpr— 125 kplrmppr—4s kplrmrpr-l-36gs lrmcmp

4 4 2 4 2 3 2 3
+12gs lrmcmpmr+36gs lrmpmr—i- 12gs lrmpmr +6gs bclrmppr+6gs bp

2 3; 2 3; 2 2, B2 5
L m.p +54gs bplrmppr—i- 18¢gs bplrmrpr+6gs kplr p, — 125 brlrmppr
—36s4bcb Pm —125*b b l%m — 125k Pmom —365k Pmom — 125k
pr p c pr r cr pr pr c p P

2 3 3 3 3 3 2 3
[om,.m, —4s bckplr p,—4s bpkclr p,+36gs bclrmp—l- 12gs bclrmpmr

3 3 3 2 3
+36gs bplrmcmp +12gs bplrmcmr—i- 108 gs bplrmp +72gs bplrmpmr

3 2 2 2 2 2 2 2 2
+12gs bplrmr +6gs bcbplrpr+6gs kclrmppr+6gs kplrmcpr+54gs kp
2 2 2 5 S 4
lrmppr~|— 18 ¢gs kplrmrpr— 125 brmcmp— 125 brmpmr— 12s°bh b 1 p

p rrir

—125'klm p =365 bk Em —125 bk Fm —365b k Pm —125°b k m
p'r cpr p cpr r p cr p p cr r

2 3 2 2 2 2
— 4y kckplr p.+36gs bcbplrmp +12gs bcbplrmr+36gs k lrmp

c

2 2 2 2 2
+12gs kclrmpmr—i- 36gs kp lrmcmp +12gs kp [.m m_ +108gs kp lrmp

2 2 2 2 2 4
+72gs kplrmpmr—i— 12g5s kplrmr —I—6gsbckplr pr+6gsbpkclr p,—12s bcbrmp
—125*b bm —365"b bm —125°b bm — 125 k.m.m — 125 k.m m

p r c p r p p rr r ¢ p r - p r

—125%b klp —128bk l.p —365k k Pm —125%k k Pm +36gsb k I.m
prrr Vp}"r cprp cpr; cprp

2
+ lngbckplrmr—i- 36gsbpkclrmp + 12gsbpkclrmr+ 6gkckpl p

°p —125°b b b
r c pr
—125°b k.m —128°b km —365b km —125b km — 125 bk m
Clp prc pl"p p}"}" VCp
—128bkm —365bkm —125°bk m — 125k kilp +36gkk |.m
I"pC rpp Ipl prrr cprp
+12gk k Im —128%b b k —125b bk —125b b k. — 125k k.m
cprr cpr crp prc cr'p

— 1258k km —365°k km —125k km —12sb k k. —12sb k k —12sb k k
prc p}"p prr Cpl" pC}" I”Cp

— 12k k k)

227
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2 2

,(8) == (Fl(s) (—s4ljpr —4s4113,m5pr—4s4lzmrpr+6gs213pr - 12s4lfmcmr

3 3 272 272 22 3 2 2
—4s bclrpr+6gs lrmcpr+36gs lrmppr+18gs lrmrpr—12s b.lim —4s"k,
li p,+ 36gs2 lrmcmp + 12gs2 [m m, + 36gs2 lrmpmr—i— 12gs2 l,,mf + 6gsbclf P,
— 125 b.lp, — 12s2kclfmr+ 36gsbclrmp +12gsb [.m + 6gkclf [ 125 b.m,

3 2 2 2
—1257b.m — 125 krl,‘pr+36gkclrmp +12gk lm —12s"b b — 125"k m,
—12s2krmr—125bckr— 12sbrkc—12kckr))/(—s6[jm p2—4s613m m_p —4

prr r e p Py

Pm m p —5b l4p2+6gs4l3m p2—123612m‘m m_—4s5b,l3m p —45b
rp Tty prtr roptr r e p cr pty )4
Bmp,—125b Emp =45 b Emp —5'k Lo’ +6gs* 2mmp +36g5* L
mzp +18gs412m m_p +6gs3b 13,p2—12s5b Pmm —365b lz,m m —125b
pP'r r p rtr prtr cr p r pr c p Y4
Pmm —4s'b b Pp —as*k Pmp —astk Pmp —125°k Pm p —as*k
r e cprbty cr " pty pr ey pr phy 2
lf m.p, + 36gs4 lrmcmlz) + 12gs4 lrmcmpmr—f— 36gs4 lrmlz;mr + 12gs4 lrmpmf

3 2 3 2 3 2 3 2 2 3
+6gs bclrmppr+6gs bpl’_mcpr+54gs bplrmppr-i- 18¢gs bpl’_mrpr+6gs kplr
0F =125 Im p —365*b b Pm —125°b b Pm — 125k Pm m —365k
r rr -ptr c pr p c pr r cr pr P
Pmm —125k Pmom —45b k Pp —4s°b k. Pp +36gs°b [.m
rc’p procr cprtr p crir cr-p

+12gs3b,1 m_m +36gs3b I m m —|—12gs3b I m m +108gs3b I.m?
crptr pric’p pric’r prp

3 3 2 2 2 2 2 2
+72gs bplrmpmr-l— 12gs bplrmr +6gs bcbpl"p’_+6gs kclrmppr+6gs kp
2 2 2 2 2 5 5
lrmcpr+54gs kplrmppr—l— 18gs kplrmrpr— 125 brmcmp — 12 brmpmr
—125*b blp =125k imp —365b k Pm —125b k Pm —365°b k. Pm
p rrty rrptr cpr’p cpry pcrp
3 2 2 3 2 2 2 2
— 12 bpkclrmr—4s kckplr pr+36gs bcbplrmp-i— 12gs bcbplrm’,+36gs kclrmp
+ 12gs2kclrm m +36gs2k I m m + 12gs2k I m m + 108gs2k I
P r pr ¢ p pr c r pr p
r

2 2 2 2 2 4
+72gs kplrmpmr—l— 12gs kpl m, +6gsbckplr pr+6gsbpkclr p,—12s bcbrmp

—125*h bom —365 b bm —125°b bm — 125k mm — 125 k.m m
p r o c p ¥ p p r r ¥ C p r p r

—125b kip —125°b k 1 p —365k k Pm — 125k k Pm.+36gsbh k I.m
p rrvr rpi r C p r p C pi r C p r p
2 3
+ 12gsbckplrmr + 36gsbpkclrmp + 12gsbpkclrmr—|— 6gkckp L p,—12s bcbpbr
—125°b kom —125°b km —365"b km —125b km —125 bk m
p p ¥ C p r p p ror r c p
—125%b k m —365"b k m —125b k m — 125k k1p +36gkk m
p C r p p }’p r p rrtpr C p r p
+12gk k Im —125b.b k —125°b,bk —125°b bk —125k km
y cphr crp prc crp
— 128k km —365%k km —125%k km —12sb k k. —12sb k k. —12sb k k
prc prp P cpr pcr rcop
— 12k k k)
p r
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1 44 2 43 473 23,2 42
U ,(s) =3 (Fl(s) (—S lfpr —4s Lmp —4s [imp +6gs [ p —I12s [ m.m,

—45 bglz p,+ 6gs2 lf m.p,+ 36gs2 lf m, P, + 18gs2 lf m.p, — 125 bclfmr — 4s2kc
li p,+ 36gs2 Zrmcmp + 12gs2 Lom m, + 36gs2 lrmp m, + 12gs2 lrmf +6gsb, lf P,
—125°b,1p — 1257k ['m, +36gsb,[m +12gsbl.m +6gkLp —125 bm,
— 125 bm, — 125k 1.p +36gk Lm, +12gk l.m —125b b, — 125 km,

- 12s2krmr— 12sb k. —125b k, — 12kckr))/(—séljmppf —43613 mcmppr—4s6

Pm m p‘—ssb Z4p2+6gs4l3,m p2—12s612,m,m m —4s5b,l3m p —45b
rop rtr prtr 1A p'r 4 c pr cr phr P
3 5, 3 5, 3 4 2 42 40
lrmcpr—IZS bplrmppr—4s bplrmrpr—s kpljpr+6gs lrmcmppr—i—36gs In
2 42 3 3 2 5 2 5 2 5

mppr—|—18gs lrmpmrpr+6gs bplrpr—IQS bcl},mpmr—36s bplrmcmp— 125 bp

12

rmcmr—4s4b,b l%p — 4k Pm p —4s*'k Pm p —125* Pm p,—4s4k
c prtr 7 pr ctr pr o ptr P

cr p

3 4 p) 4 4, 2 4 p)
L mrpr+36gs lrmcmp +12gs lrmcmpmr+36gs lrmpmr—|— 12gs lrmpmr

3 2 3 2 3 2 3 2 2 3
+6gs bclrmppr+6gs bplrmcpr+54gs bplrmppr+18gs bplrmrpr+6gs kplr

0F—125bimp —365 b b Pm —125*b b Pm. — 125k Pm m — 365k
r rrp Py cpr'p cprr crpr D

12

”

mgm, — 12s4kp lf m,m, — 45 bckp 1’3, P, — 45 bpkelf p,+ 36gs3 bclrmf;
+12gs3bclrm m,+36gs3b I m m +12gs3b I m m +108gs3b I
P pric’p pr ocr prp
3 3 2 2 2 2 2
+72gs bplrmpmr—k 12gs bplrmr +6gs bcbplrpr+6gs2kclrmppr+6gs kp
2 2 2 2 2 5 5
lrmcpr+54gs kplrmppr-i- 18gs kplrmrpr— 125 brmcmp— 125 brmpmr
—125* blp =125k Imp —365°b k Pm —128b k Pm. —365b k Pm
p rrir rr o phtr cpr p cpr r p cr p
—125b kPm —4skk Pp +36g°b. b Im +12gs°b b I.m +36gs>k | m
pcrr cprty cprp cp Ty crp
+ 12gszkclrm m +36gs2k I m m + 12gs2k I m m + 108gs2k l,m2
P r pr ¢ p pr c r pr p
2 2 2 2 2 4
+72gs kplrmpmr—l- 12gs kplrmr +6gsbckplr pr+6gsbpkclr P, — 12 bcbrmp

— 125 bm —365 b bm —125°b bom — 1250k mm — 125 k.m m
p ric pr'p porr pr

rcp r

—128b kilp —128b k Lp —365k k Pm —125k k Pm +36gsb k | m
p rrir rprir c pr P cpr r c pr p

+12gsb k I.m +36gsh k.ilm +12gsb klm +6gk k Pp —125°b b b
cpr r pcr p pLV r cpr r Lpr

—125°b kom —125°b km, —365b km —125°b km —125 bk m
p pr (& p}" p pr r r c p
— 125’ bk m, —365°b k m —125 bk m — 125k klp +36gkk I m
p c rp p rp r p rrtr cpr p
+12gk kI m —125°b b k —1257b bk —125°b bk —125k km
prr cp'r crp prc c'r'p
— 128k km —365°%k km —125k k.m —12sb k k —12sb k. k —12sb k k
pr c pr p prr cpr p cr rcp

— 12k k k)
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44 2 43 43 23 2 40
Us(s) == (Fl(s) (—s ijr —A4s'himp —4s Iimp +6gslp —12s [ m.m,

3 3 22 22 22 3 2 2
—4s b lp +6gs [ mp +36gs Zrmppr+18gs Lmp —1257b. [ 'm — 45"k,
3 2 2 2 2 2 2
L pr+36gs lrmcmp-i- 12gs™ 1 m m, +36gs lrmpmr-i- 12gs™1.m +6gsb I P,

3 2 2 2 3
— 125 brlrpr— 125 kclrmr+36gsbclrmp+ 12gsb [ m +6gk.L P, — 1257b.m,
—128°bm — 125k lp +36gkim +12gkim —125b b —125k.m,
ror rrir cr . p cr r c r roc
—125%km —12sb k. —12sbh k.—le,k,))/(—s6[4m p2—4s6l3m‘m p‘—4s6
ror cr r c c r ptr r c phr
Pm m.p —5b Z4p2+6gs4l3m p2—12s612_m,m m—4s5b Pm p —45b
14 p rr prtr r ptr ¥ c p r cr ptr P

3 5,3 5,3 4 2 40 4
Lm.p —12s bplrmppr—4s bplrmrpr—s kp[jpr +6gs lrmcmppr+36gs L

m2p +18gs412m m p‘+6gs3b l3p2—12s5b Pmm —365°b Pmm —125b
p'r rop rtr prtr cr p r pr ¢ p 4
Pmm —as'b b ls,p‘—4s4k Pm p — 45k Pm p — 125k ZS,m p —45*k
r c r c pr ¥ cr ptr pr chr pr p'r P

3 4 2 4 4 2 4 2
I mrpr+36gs lrmcmp +12gs Zrmcmpmr+36gs lrmpmr+ 12gs Irmpmr

3 2 3 2 3 2 3 2 2 3
+6gs bclrmppr+6gs bplrmcpr+54gs bpl}lmppr+l8gs bplrm}'pr+6gs kplr

0o —125b Im p —365 b b Pm —125°b b Pm — 125k Pm m —365"k
» rrp Py cprp cpr crop p

Pmom —125 k Pmom —45b k Pp —4s’b k Pp +36gs b1 n
y2 pricr cprtyr pcrty cr’p

+12g5° b lm m +36gs’b I.mm +12gs’b |.m.m +108gs’ b | m’
4 r pr ¢ p pr c r pr p

3 3 2 2 2 2 2 2
+72gs bplrmpmr—}— 12gs bplrmr +6gs bcbplr pr+6gs kclrmppr—}—6gs kp

2 2 2 2 2 5 5
L mcpr+54gs kplr mpprJr 18gs kplr m.p — 125 brmcmp — 12 brmpmr
—125* blp —125*kImp —365b k Pm —125b k Pm —365b k Pm
p rrir rr - ptr cpr p c pr r p cr p
—125h k,lzm —432k,k 13p +36g32b‘b I m +12gs2b,b [ m +36gs2k,l i
pcrr cprby cpr’p cprr cr'p
+ 12gs2k,l m_m +36gs2k I mm + 12gs2k I m m +108gs2k I.m?
cr pr pr c¢cp proc'r pr'p

2 2 2 2 2 4
+72gs kplrmpmr-l- 12gs kplrmr +6gsbckplr pr+6gsbpkclr P, — 125 bcbrmp

—125*h bm —365b bm —125b b m4—12s4k m.m — 125k m m.
p r o c p r p p ror r c p r p ¥

—128°b klp —125°bk lp —365%k k Pm —125k k Pm_+36gsb k I.m
p rrir rprtr c pr p c pr r cpr p

2
+ 12gsbckplrmr—|— 36gsbpkclrmp + 12gsbpkclrmr+ 6gkckpl p

”

—128b b b
r cpr

—128%b km —125°b km —365b km —125°b km — 125 b k. m
c'r'p prc prp prr rc’p

—125%bk m —365 bk m —125°b k m — 125k k.1 p +36gkk | m
pc rpp rpr prrty cprp
+12gkk Im —125b b k —125°b bk —125b bk — 125k km
prr cpr crp prc cr'p
— 128k km —365%k km —125k km —12sb k k. —12sb k. k. —12sb k k
pr c pr p prr cpr p cr rcp

— 12k k k)
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7- FUNCOES DE TRANSFERENCIA DO MODELO BARCACA-TORRE-ROTOR-
PENDULO INVERTIDO DEVIDO AS FORGCAS DAS ONDAS DO MAR

> restart
As coordenadas do sistema para a massa mg, massa mr, massa mq, massas mp e para
as barras na direcéo horizontal séo:

> x[b](7) = u[c](z) + s[1]-theta(z)

> x[pl](t) = u[c](t) + I[r]-theta(z) + u[pI](¢)
X () = (6) +1,8(0) + (1)

> x[p2](2) = u[c](t) + I[r]-theta(t) + u[ p2](2)
pZ(t) u,(t) +1.6(¢) +up2(t)

> x[p3](¢) = u[c](z) + I[r] -theta(t) + u[ p3](¢)
x 5(t) :=u (¢) +1.6(1) +up3(t)

3

> x[d](¢) = I[c]-theta(z) — I[d]- (theta[d](r) — theta( )) [ 100)

x, (1) :=1.6(1) — ( (2) ) +u (
> x[bd](t) = I[c]-theta(t) — s[2]- (theta[d](?) — theta( )) [ 1(2)
X (1) =1,0(t) — ( ) u,(

As coordenadas do sistema para a massa mc¢, massa my, massa mq, massas mp e para
as barras na direcdo vertical séo:

Vv
~
3,
=

[

[[r]-cos(theta(?))

> y[b](¢t) = s[1]-cos(theta(t))

> y[pl](¢t) = I[r]-cos(theta(z))

> y[p2](t) = I[r]-cos(theta(r))

> y[p31(t) = [[r]-cos(theta(z))



> y[d](t) = I[c] +1[d]
v () =1 +1,

> y[bd](t) = I[c]-cos(theta(z)) + s[2]-cos(theta[d](¢) — theta(t))
V(1) =1.cos(6(z)) +s,co ( 6,(t) +6(t))

A energia cinética do sistema é:

> 1 . 2 1 . 2 1 .
K = —mle] (diff (x[e)(1), )" + - mlr)- (diff (x[m)(1). 1))* + = -ine{sho[ ]

2 ’ 2
(diff (1B)(2), )% s[1] = 0.111) + 3 ml p)- (@i <1 p11(0), 1))
(i (L p21(0),0) + (diff (< p3)(1), 1)) + 5 mld)- (dif () (0), )% +

-int(tho[d]- (diff (x[bd](2), £))?, s[2] = 0 ..I[d])

K—%mc[%uc(t)f—i-%m’[%uc(t)—f-l},[%@(t)jjz+%pr(%9(1)jzﬁ
%p’(%uc(t))[%e(t)]lf %pr[%uc(t)jzlr—l-%mp((%uc(t)
d d d d (t)]z
dr p?

b (e ) + 5o ) [-(5rem]) + 5rem) 8
+%pd(lc[%9(t)) —I—%u (t))zld

A energia potencial do sistema é:

>
> K7 (theta(1))? + mlr]-g-y[m)(e) + int(tholr]-g-¥{b](r),
SU11=0.107]) + 3l pl-gellr]-cos(theta(s)) + =4l p]- (<L p11(1) = xlm](1))?

+ (Lp2](1) = 2[m)(1))? + (aLp3)(0) — 2[m)(1))?) + = -k[d]-(theta[d](1) ) + m]d]
g C

V= —-kel-(ulc](6)* +

(
2
-g-({[c]-cos(theta(t)) + I[d]-cos(theta[d](¢) — theta(¢))) + int(rho[d] -g-y[bd](?),s[2]
0./[d])

1 2 1
— k.0()" + mrglrcos(e(t)) + > prgcos(e(t)) lg + 3mpglrcos(9(l))

V.= >

1
5 k() +

ok (1, (0% F (07 + 1,5 (07) + 5k, 8,0 + myg (1,c05(8(0) + 1, cos(

-6,(1) +6(1))) + 7 p,gcos(=6,(1) +6(1)) 5 +p, gl cos(6(1)) I,
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2 1
k. u (t)2 + B k.6(1)” + mrglrcos(e(l)) + e prgcos(e(t)) lf + 3mpglrcos(6(l))

1 2
k5 (1) 5k, 0,(1)° 4 my gl cos(6(1)

2

+ mdgldcos<9d(t)) cos(6(¢)) + mdgldsin(ed(t)) sin(6(¢)) + % P8
Zﬁcos(@d(t)) cos(6(¢)) + % pdglésin(ed(t)) sin(0(¢)) + pdglccos(G(t)) 1

A energia dissipada do sistema é:

B = —-ble]-(diff ule)(0),0) + 5-blp)- (i (ul p1 (1), ) + (diff (ul p2)(1), )2

%-b[d]-(diﬁ‘(theta[d](t), 0)? + %-b[r]-(diff(theta(t), 0)?

Aplicando o Lagrangeano tem-se:

Para g=ulc]

> EDO[1] := diff (Physics[diff | (K, diff (u[ c](t),t)), t) - Physics[diff ] (K, u[c](t))
+ Physics[diff | (B, diff (u[c](¢), 1)) + Physics[diff ] (V, ulc](¢)) = f(1)

dr

2 2 2 2

+pr(§uc(t)]zr+ %mp(ﬁ[ﬁ%(z)] —I—6l},[%9(r)] 2(§up1(t)]
2 2 2 2

+2(%up2(t)] +2[%up3(t)]J +md[1c[% G(I)] —1d{d—2 0,(1)

a
2 2 2 2
- [%emjj —I—%uc(t)] +ipd[—(§6d(t)J +§em]

2 2 2 2
EDO, :=m, {d—zuc(t)] —i—mr[%uc(t) —I—lr[% G(t)]] + %pr[d— G(t)] lf
_l’_

2 l
& & d
o, |1 L300 | + a0 i+ b o) + ko =100

> EDO[1] := expand(EDO[1])
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d
2 2 2 2
+pr(§uc(t)]lr+3mp(%MC(I)J +3mplr{% 9(1)] +mp[%up1(t)]

[d

d2 d2 d2 2
+mp[¥up2(t)]+mp[¥up3(t)]+mdlc(¥e(t)J_mdld ged(t)]

& & 1 o & 1 o &
+mdld(¥e(t)J+md[¥uc(t)]_7pdld[¥ed(t) +?pdld ?9(1)

2 2
+pdldlc(§6(t)J +pd1d[%uc(t)] + b, [%uc(t)) +ku (1) =f(1)

Para q=6
> EDO[2] := diff (Physics[diff | (K, diff (theta(t), t)), t) - Physics[diff ] (K, theta(¢))
+ Physics[diff'] (B, diff (theta(t), t)) + Physics[diff ] (V, theta(z)) =0
& & 1 & 1 &
EDO, = m { T u (1) +1r[¥e(z)]] L+ pr[g G(t)] B+ pr[guc(t)] 2

—m, gl sin(6(z)) —mdgldcos(ed(t)) sin(0(z) ) —i—mdgldsin(ﬁd(t)) cos(6(t))

— % pdglécos<9d(t)) sin(0(¢)) + % pdglésin(ﬁd(t)) cos(6(¢)) — pdglcsin(e(t)) 1,

=0

> EDO[2] := subs(sin(theta(¢)) = theta(¢), sin(theta[d](¢)) = theta[d](¢), cos(theta(¢)) =1,
cos(theta[d](¢)) = 1,EDO[2])



r r

+b [— 9(1)] + & 0(c) —m gl 6(r) — % p,0(1) 2 —3m g1 8(1) —myg1,6(1)
+

1 1
m,gl,0 () — ?pdglfle(t) + ?pdglfl,ed(t) —p,gl.0(t) ;=0
> EDO|2] := expand(EDO[2])
1 &
EDO, = -m gl 0(t) — > prge(t) 1’2, — 3mpglr6(t) —m,gl 0(t) +2m,l, {? 6(1)] L
& 1 o & o &
_mdld[ged(t)ch_?pdlcld[ged(t)j+pdlcld ge(t) +pdld

2 2 2
Z? (%e(ﬂ) +pdldlc[%“c(t)J —i-br[%e(t)) + k.6(¢) +mplr{%up1(t)]

e 2 o) m (w0t 3m o (w ) —m 2 [ L6

myla e my P U dTom a2 U Mgty PR
L2 (&P P 2

+mplr(¥up2(t)] +3mplr [g e(t)] +mrlr[¥uc(t) +mplr ?uﬁ(i)

Para q=0][d]:

> EDO[3] := diff (Physics[ diff ] (K, diff (theta[d](t), t)), t) - Physics[diff] (K, theta[d](z))
+ Physics|diff'] (B, diff (theta[d](¢), t)) + Physics[diff' ] (V, theta[d](z)) =0
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d2 d2 1 d2 d2
_[¥ ed(t)] + ?6(”]]‘3}_ zpd(lc[g O(t)] + _M(t)]lczl
+by (% ed(t)] +k,8,(1) —mygl,sin(8 (1)) cos(6(1))
+ myglcos(8,(1)) sin(8()) — 3 p,gsin(6,(1)) cos(6(1)) + - p, g
Zécos(@d(t)) sin(0(¢)) =0

> EDO[3] := subs(sin(theta(¢)) = theta(¢), sin(theta[d](¢)) = theta[d](¢), cos(theta(¢)) =1,
cos(theta[d](¢)) = 1,EDO[3])

2 2 2 2
EDO, = _md[lc[ﬁe(t)] _ld(%ed(t) - [ﬁ 9(0]) +%%(;)Jld_%9d[

& & 31 & & )
[dtz Bd(t)] + 2 e(r)]ld > pd[lc[ 2 0(¢) | + 2 u(t) |1
d 1
+bd(aed(t)j + 4,0 (1) —m,gl,0 (1) +m,gl,0(1) —?pdglfied(t) + P8

126(1) =0
> EDO|3] := expand(EDO[3])
. d 5 (& o & &
EDO3‘__md[c[?e(t)Jld—i_md[d[?ed(t)]_mdld ?9“) —m, —uc(t) [d
1 3 & 1 3 &’ 1 2 d>
+?pdld[¥9d(t)]—?pdld[ge(l) _?pdlcld ye(t) - 5P,
p[L b [ Lo k,® 1,6 1,6(r) — ~
d & ”C(t) +b, dr d(t) +k, d(t) —m,gly d(t) +m;gl, (1) — > P8
p

1
136,(0) + 5 p,g136(1) =0

Para q=u[p1l]

> EDO[4] := diff (Physics| diff | (K, diff (u[ p11(¢), t)), t) -Physics|[diff ] (K, u[ p1](t))
+ Physics[diff | (B, diff (u[ p1](¢), t)) + Physics[diff | (V,u[pl](¢)) =0

1 & & & d
EDO,:=—m, [2 [guc(’)] +2’r[¥9(’)] +2 [?”ﬂ’(’)n +b, [Eupl(t))
+kpup1(t) =0
> EDO[4] = expand(EDO[4])
& & d&* d
EDO, =m, [? uc(t)] + mplr[g G(t)] —I—mp [—2 up](t)J +bp [E up](t))

dr
+kpup1(t) =0



237

Para g=u[p2]

> EDO[S5] = diff (Physics| diff | (K, diff (u[ p2](¢), t)), t) -Physics|diff ] (K, u[ p2](t))
+ Physics[diff | (B, diff (u[ p2](¢), t)) + Physics[diff 1 (V, u[ p2](¢)) =

2 2 2
EDOS:—%mp[Z[%uc(t)]vLZl[i e()] [%upz(t)J]vap[%upz(t))

+ kp upz(t) =0

> EDO|5] = expand(EDO|5])
2 2 2
EDO; = m, [% uc(t)) tml [ % G(t)] +m [% upz(t)J +b [ < pz(t))
+kpup2(t) =0

Para q=u[p3]

> EDOI6] = diff (Physics[diff ] (K, diff (u[ p31(2), 1)), t) -Physics[diff ] (K, u[ p3](t))
+ Physics(diff'] (B, diff (u[ p31(¢), t)) + Physics[diff 1 (V,u[ p3]()) =0

EDO =~ m |2 N NP B GPYON B +5,
2" a? ¢ "\ d? dt2 !

+ kp upS(t) =0

> EDO| 6] := expand(EDO[6])
2 2 2
EDO, = m, [% uc(t)j + m, L [ % G(t)] + m, [% up3(t)] + bp [% up3(t))
+kpup3(t) =0

> with(inttrans)
[ addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hankel, hilbert, invfourier, invhilbert, invlaplace,

invmellin, laplace, mellin, savetable]

Aplicando a transformada na primeira equacao, tem-se:

> laplace(EDO[ 1], ¢, s)



—u (0)sm, —u (0)sm —3u./(0) sm, —u

pl(())sm —u (0)sm —u

— , p3(0)sm

P
—u(0) sm, + laplace(u (1), 1, s) 5" m_ + laplace(u (1), t,5) 5* m,_+ 3 laplace(u, (1), 1,

s) s> m, + laplace(u,, (1), t,5) > m, + laplace(u, (1), 1, s) s* m, + laplace(u, (1), 1,

) s m, + laplace(u,(1), 1, s) s m, + laplace(u (1), t,s) sb, — D(8) (0) L 1,p,
—D(u,)(0) m, —D(u,)(0) m, —3D(u,)(0) m, —D(u,,)(0) m, —D(u,,)(0) m,
—D(u,3)(0) m, — D(u,)(0) m, —u,(0) b, + k, laplace(u, (1), 1, s) — 6(0) s1,1,p,,

+ laplace(6(t), ts)s / ldpd 0(0 )slrmr—%O(O)slfpr—uc(())slrpr

1
—36(0)slrmp —G(O)slcmd—l-Gd(O)sldmd—G(O)sldmd—i- ?Gd( )slzpd

1 1
-3 0(0) slipd —u,(0) sldpd + laplace(0(t), t, 5) s [.m, + > laplace(6(t), t,5) s
lf p,+ laplace(uc(t), t, s) s* lp, +3 laplace(8(t), t, ) s lrmp + laplace(6(t), t,

2 2 2 1
s) s I.m,— laplace(ed(t), t, s) s7lLym, + laplace(0(t),t,5) s lym, — > laplace(ed(t),

t, s) s? li, p,+ % laplace(©(1), t, s) $ li, p,+ laplace(uc(t), t, s) s 1 P, D(6)(0) Lm,

— = D(8)(0) £p, = D(w)(0) ,p, = 3D(8) (0) ,m, — D(6) (0) L, m,

+D(6,)(0) ,m, —D(6)(0) I, m, + %D(Od)(O) Bp,— %D(B)(O) B,

— D(uc)(O) L P~ laplace(f(1),¢t,s)

©
<
S
&
I
—~
<
[\)\_/
S
=
I

0,u,(0) =0,D(8) (0) =0,6(0) =0,D(u[pI]1)(0) = 0,u[ p1](0) =0,
D( [p 1)(0) =0, u[ p2](0) = 0, D(u[ p31)(0) =0, u[ p3](0) =0, D(6[d]) (0) =0, 6[d](0)

laplace(uc(t), t, s) s m, + laplace(uc(t), t, s) s m, +3 laplace(uc(t), t, s) s m,
2 2 2
+ laplace(upl(t), t, s) s"m, + laplace(upz(t), t, s) s m, + laplace(upg(t), t, s) s m,
+ laplace(uc(l), t, s) s? m, + laplace(uc(t), t, S) sb.+k, laplace(uc(t), t, s)

+ laplace(0(t), 1, s) s 1.1, Pyt laplace(0(1), t, s) s* [.m, + % laplace(0(t), t, s) s 1;2‘ P,

+ laplace(uc(t), t, s) s* lp,+3 laplace(8(t), t, s) s lrmp + laplace(6(t), t, ) s* l.m,

- laplace(ﬂd(t), t, s) s lym, laplace(6(t), t,s) s> lym, — % laplace(@d(t), t, s) s

1
pd - laplace(e(t), t,s) s 13 p, T laplace(uc(t), t, s) s 1 p,= laplace(f(1),t,s)

> Eql = subs(laplace( ,t,s) U(s), laplace(8(t), t,5) = O(s), laplace(up (2),1, S)
] )

=U[pl](s), laplace( St ,t,s) Ulp2](s), laplace(u (t),t,s) Ulp3]1(s),
laplace(0[d](t),t,s) = ©[d](s), laplace(f(t), ¢, F[2](s), %
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— 2 2 2 2 2 2
Eql =U(s)s"m, + U(s)s"m +3U(s) s m, + Up](s)s m, + Upz(s)s m, + Up3(s)s m,
1
+ Ul(s) szmd + U(s)sb, + k. U(s) + O(s) szlcldpd + O(s) §? [.m, + e O(s) s Zf P,
+ Ul(s) szlrpr—i-?a@(s) szlrmp—i-@(s) szlcmd—G)d(s) szldmd—}—@(s) szldmd

1 1
— 5 0,5) S’ Lp, + 5 O(s) > B, + Uls) *1,p, = Fy(s)

Aplicando a transformada na segunda equacéo, tem-se:

> laplace(EDO[2], 1, 5)
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-D(6)(0) £1,p,—2D(8)(0) 1,1 m, +D(8,)(0) I,1,m, —D(u,)(0) L, 1,p,

i

1
+ D(8,)(0) 1.Lp,—D(6)(0)[.E5p  + k laplace(6(1). t,s) + laplace(6(t),1,s) sb

1 1
— mrglrlaplace(e(t), t,s) + 3 laplace(6(t), t,s) PP Pt laplace( u (1), s) s

(1), 1,

li, p,+ % laplace(uc(t), t, s) s? lf p,+3 laplace(uc(t), t, S) §? lrmp — laplace(e
S) s ljma, - % laplace(ed(t), t, s) s lfl, Pyt % laplace(8(t), t, s) s li P,
+ 3 laplace(6(t), t,s) s* lf m, + laplace(6(t), t, s) s lf m, + laplace(up](t), t, s) s lrmp
+ laplace(uc(t), t, s) s [.m + laplace(6(t), t,s) s Zi m, + laplace(uc(t), t, s) s I.m,
+ laplace(upz(t), t, s) § lrmp + laplace(up3(t), t, s) s Zrmp + laplace(0(t), t, s) § 15 m,

1
+ laplace(uc(t), t,s) s* lym, + mdgldlaplace(ed(t), t,s) + > pdglfllaplace(ed(t), t, S)

1 1
mdgldlaplace(e(t), t,s) — > pdglélaplace(ﬂ(t), t,s) — > prglf laplace(8(t), t, s)

1
—3mpglrlaplace(6(t),t,s) —mdglclaplace(e(t),t,s) —u(0)sl,m,— ?9( )sl3 P,
1 1 1
ey u(0) slflpd Y uc(O)slf P, — 3uc(0)slrmp + Gd(O)slflmd + Y Gd(O)lepd

1
-3 0(0) sl’% p,—3 0(0) Slf m, = 0(0) slf m, — upl(O) Slrmp —u,(0)sl.m —6(0)s
2
lC

my—u(0)sl m,—u (0)sl. m —u (0)s] m, —0(0 )slfimd—ﬁ( )sl ldpd

P2 ripp
—29(0)slcldmd+Gd(O)slcldmd—uc(O)slcldpd+lap1ace(9( ), ts)s 12 dpd

+ 2 laplace(6(1), 1, s) s [1,m, — laplace(ed(t), t, s) s [.1,m, + laplace(uc(t), t,

1
s) szlcldpd—pdglcldlaplace(e(t),t,s) — Ylaplace(ed(t) ts)s / ldpd

1
+ laplace(6(1). 1.5) 1, [p, + = 8,(0) 51l p, — 6(0) s1,;p, — D(6) (0) Lym,

—D(1,)(0) £ m; = 5 D(6)(0) Byp, — 5 D(w,) (0) p, = 3 D(1,)(0) 2p,
5 D(6,)(0) Ep, — 5 D(0)(0) £p

r

~3D(u,)(0) ,m, +D(8,)(0) Eym, +
(

3
—3D(6)(0) £2m, — D(8)(0) 2 m, —D(u,)(0) ,m, — D(u,)(0) I,m —~ D(8)(0) &2 m,

)(0) [om — D(upj)(O) lrmp —06(0)b =0

—D(uc)(O) lcmd—D(u , :

D2

subs(D(u,)(0) =0,u,(0) =0, D(6)(0) =0,0(0) =0,D(u[p1])(0) =0, u[ p1](0) =0,
D(u[p2])(0) =0, u[p2](0) =0, D(u[ p3]1)(0) =0, u[ p3](0) =0,D(6[d]) (0) =0, 6[](0)
0,%)



k. laplace(0(t), t,s) + laplace( (1), t, s) sb.—m.gl laplace(0(t),t,s) + % laplace(0(1), t,

1 1
s) s* 1431 p,+ > laplace(uc(t), t, S) s* 1521 p,t > laplace(uc(t), t, s) s* 112_ P,

2 22 1 2
+3 laplace(uc(t), t, s) s lrmp — laplace(ﬁd(t), t, S) st bymy — 3 laplace(ed(t), t, s) s

pd i laplace(6(t), t,s) s Zi p,+3 laplace(6(t), t, s) s lf m, + laplace(6(t), t, s) s>

lr m, + laplace(up](t), t, s) s l’,mp + laplace(uc(t), t, s) s Im + laplace(0(1), t, s) s

li m, + laplace(uc(t), t, s) $ I.m,+ laplace(upz(t), t, s) § Zrmp + laplace(upj(t), t,
s) § lrmp + laplace(0(t), t,s) s ljmd + laplace(uc(t), t, s) $ Lym,

+ mdgldlaplace(ed(t), t s) + % pdgljlaplace(ed(t), l,s) — mdgldlaplace(e(t), t,s)

1 1

- pdglfl laplace(0(t),t,s) — > prglf laplace(©(t),t,5) — 3 mpglrlaplace(e(t), t,
S) — dglc laplace(e(t), 1, s) + laplace(@(t), t s) § li ld P, + ZIaplace(G(t), t,

s) §? L1,m,— laplace(ﬂd(t), t, s) s I1,m,+ laplace(uc(t) t, s) 21 ldpd

_ Pdglc 1 laplace(0(1),t,5) — % laplace(ed(t), t, s) & I, li, p,+ laplace(0(t),t,5) s

2
ldpd—O

> Eq2 = Subs(laplace( ,t,s) U(s), laplace(8(t), t, s) :®(S),laplace(u I(t) t, s)
=U[pl](s), laplace( 5(0),4,5) =U[p2](s ),laplace(up3(t),t,s) =U[p3](s),
laplace(0[d](t),t,s) = O[d](s), laplace(f(t),t,s) = F(s), %)

Eq2:=0(s)sb,+ U(s) S LL;p +O(s) S E1,p, +20(s) s 1. 1,m,—p gl 1,60(s)
+0(5) 1, Lo, —0,(5) L Lymy = 5 ©,(5) 1, B, + k. 0(s) + 5 Us) & Bp,
+ % U(s) s lz p,+3 U(s) s lrmp + Ul(s) P [m + U(s) s l,m,+ U(s) s lym,
—m.gl O(s) + % O(s) s* lz,pd + % O(s) s li p,+ 30(s) s lf m, + O(s) s lfm
+0() & By +0() & By — my21,0(5) = 5 p,g20(s) = 3-p, g2 O(s)
— 3mpglr®(s) —m,gl O(s) + Up](s) 5 1’,mp + Upz(s) s lrmp + Up3(s) s Zrmp

1 1
—@d(s)szli,md— ?Qd(s)szlflpd—f-mdgld@d(s) + ?pdgli,@d(s) =0

Aplicando a transformada na terceira equacao, tem-se:

> laplace(EDO[3], 1, 5)

o
C
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1

D(6)(0) I.1,m,+ > D(6)(0) lcli,pd + kdlaplace(ed(t), t, s) + laplace(e (1), ¢, s) sb,

d

1 1
— Gd(O) b, — 3 laplace(0(1), t, s) s Zzpd ey laplace(uc(t), t, s) $ ljpd

+ laplace(0 (1), t, s S Pm, + ilaplace 0.(1),ts s? l3p — laplace(0(t), t,s) s
d aa T3 aPa

d
1
Zémd — laplace(uc(t), t,s) s? lym, — n1dgldlaplace<6d(t), t,s) — P8
1
lg laplace(ed(t), t, s) +m,gl, laplace(0(1),t,s) + > pdglj laplace(0(1), t, s)

1 1
= 0(0)sLyp, + —u (0)sEp, —6,(0)sEm, —

+u (0)sl,m,+ 3

3

1
+6(0) slflmd +0(0) sl l,m, — laplace(©(1), t, s) s I1,m, — > laplace(0(2), t,

1 1
)1 Ep, + ?G(O)slcljpd—i-D(G)(O) Em, +D(u,)(0) L;m, + ?D(e)(O)

+ %D(uc)(O) Ep,—D(8,)(0) m, — %D(ed)(O) Lp,=0

> subs D(u )(O) 0,u,(0) =0, D(6)(0) =0,6(0) =0,D(u[p1])(0) =0,u[p1](0) =0,
2 ]

3
[d

1 3
= 0,00)sp,

D(u[p2])(0) = O,M[pZ](O)ZO,D(u[p3])(0):0,u[p3](0):0,D( [d]) (0) =0, 6[d](0)

1
k, laplace(@d(t), t, s) + Iaplace(ﬁd(t), t, s) sb,— 3 laplace(6(t), t,5) § 131 Py

— % laplace(uc(t), t, s) s? lj p, T laplace(ed(t), t, S) s? lflmd + % laplace(e (1), ¢, s) s?

d

3
[Py

1 1
s) - pdgli,laplace(ed(t), l,s) + mdgldlaplace(e(t), ts) + > pdgljlaplace(e(t),

1
t,s) — laplace(0(1), t, s) s> I1m,— > laplace(0(t), ¢, s) s> L lflpd= 0
> Eq3 = Subs(laplace( ,t,s) U(s), laplace(8(t), t,s) = O(s), laplace(up (2),1, s)
] )

1
=U[pl](s), laplace( St ,t,s) Ulp2](s ),laplace(up3(t),t,s) Ulp31(s),
laplace(0[d](t),t,s) = O©[d](s), laplace(f(t),t,s) = F(s), %)

1 23 1 22 272
Eq3:=kd®d(s)—I—@d(s)sbd—?@(s)s ldpd—?U(s)s ldpd—i-@d(s)s Lym,

1 23 22 2 1 2
+?®d(s)s ldpd—®(s)s Lym,—U(s) s ldmd—mdglde(s)—zpdgld

1 2 1 2 2
m,gl,0(s) + ?pdg%@(s) —O(s)s" 1. 1,m, — ?G(S)S lcldpd=0

Aplicando a transformada na quarta equagéo, tem-se:

— laplace(0(1), t,5) § lflmd — laplace(uc(t), t, s) s lym;—m,gl, Zaplace(@d(t), t,

0,(s)

Py
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> laplace(EDO[4] s)
laplace(0(1), t, s) s~ m, = 0(0) slrmp + laplace(uc(t) t, S) s m, + laplace(u

2
s) sTm, —u .(0) sm, — D(6)(0) lrmp ey,

—D(uc)(O)m —D(upl)(O)m —u_,(0) bp—i—kplaplace(upl(t), ,s)=0

(O)smp +laplace( pl(t) t,s)sb

P r pl
> subs D(u,)(0) =0,D(0)(0) =0,0(0) =0,D(u[p1])(0) =0, u[ p1](0) =0,
D(u[p2])( 0) 0, u[PZ](O)—O,D(u[p3])(0)=0,u[193](0)=0,D(9[d])(0)=0, 8[d](0)
=0,%)
laplace(0(1), t, s) K lrmp + laplace(uc(t), t, s) s m, + laplace(upl(t), t, S) § m,

+ laplace(upl(t), t, s) sbp + kp laplace(upl(t), t, s) =0

> Eq4 = Subs(laplace( A s) Uls laplace(@(t), t s) =0(s), Zaplace(upj(t), 1 s)
=U[pl](s), laplace( 5(1), ts) Ulp2](s ),laplace(up3(t),t,s) =U[p3](s),
laplace(0[d](t),t,s) = O[d](s), laplace(f(t),t,s) = F(s), %)

,: 2 2 2 _
Egq4 =0(s) s lrmp—l-U(s)s mp—i—Upl(s)s mp—i—Up](s)sbp—}-kp Up](s) 0

Aplicando a transformada na quinta equacéo, tem-se:

> laplace( EDO| ] s)

[5
laplace( (1), t, s) 571 m, — 0(0 )slrmp + laplace(uc(t) t, s) s m, + laplace(u
S) zmp —u,(0) sm, — D(6)(0) 7 m

r P
—D( C)(O) mp—D(up2)(0)m —u, ,(0 )b +k laplace( pz(t), ,S)=O

p

— upz(()) sm, + laplace( pZ(t) t,s sbp

> subs D(u,)(0) =0,u,(0) =0,D(8)(0) =0,6(0) =0, D(u[p1])(0) = 0,u[ pI](0) =0,
D(u[p2])(0) =0, u[ p2](0) =0, D(u[ p 3])(0) 0,u[p3](0) = 0,D(8[d])(0) =0,6[d](0)

2 2 2
laplace(0(t),t,5) s lrmp + laplace(uc(t), t, s) sTm, + laplace(up2(t), t, s) sTm,

+ laplace(upz(l), t, s) sbp + kp laplace(upz(t), t, s) =0

> Eq5 = subs(laplace( , 1 s) U(s), laplace(8(t), t, s) = ©(s), laplace(upl(t), t,s)

=U[pl](s), laplace( 5(1), ts) Ulp2](s ),laplace(up3(t),t,s) =U[p31(s),
laplace(0[d](t),t,s) = ©[d](s), laplace(f(t), 1, s) :F(s),%)

- 2 2 2 B
Eq5:=0(s) s lrmp + U(s) s m, + Upz(s) sTm, + Upz(s) sbp + kp Upz(s) =0

Aplicando a transformada na sexta equacgéao, tem-se:

> laplace(EDO[6], 1, 5)



laplace(0(1), t, s) s lrmp —0(0) slrmp + Zaplace(up3( )s L, s) s? ", + laplace(uc
s) § m, = u,(0) sm, — D(6)(0) lrmp — upj(()) sm, + laplace( , t,s) sb
0

— D(uc)(O) m, = D(up3)(0) m, =i, (0 )b +k laplace( 5(t ) )

0,u,(0) =0,D(8) (0) =0,6(0) =0, D(u[p11)(0) =0, u[ p11(0)

X 0,
D( [p 1)(0) =0, u[ p2](0) = 0, D(u[ p31)(0) = 0,u[ p3](0) = 0, D(6[d]) (0)

0,6[4](0)

]
<
S
&
)
—~
<
[\)\_/
S
=
I

laplace(0(t), t, s) Szl m, + laplace(up3(t) t, s) § m, + laplace(uc(t), t, s) s m,
+ laplace( 5(0), 4, s) sb +k laplace( pj(l), l,s) =0

> Eq6 = subs(laplace( t),t, s) U(s), laplace(8(1), t,5) = O(s), laplace(upl(t), t, S)
), 1

=U[pl](s), laplace( 5(1), 1, ) Ulp2](s ),laplace(upj(t),t,s) =U[p3](s),
laplace(0[d](t),t,s) = ©[d](s), laplace(f (1), 1, s) =F(s),%)

Eq6 :=0(s )s [.m +Up3( )s m, + Uls )s m, +U ()sbp—l—kpUpS(S)=0

> with(LinearAlgebra) :
> sistema = [Eql, Eq2, Eq3, Eq4, Eq5, Eq6] :
> variaveis = [U(s), ©(s), U[p1](s), U[p2](s), U[p3](s), ©[d](s) ] :

> A := GenerateMatrix(sistema, variaveis)
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2 2 2 2 2 2 2 2
A:=Hs ldpd—i-s lrpr—i-s m,+s"m;+3s mp—i—s m +sb, +k,s lcldpd—i-s [.m,

I 2p 2 2 2 1 22 2 2 2 2
—i—?s err+3s Zrmp—i-s lcmd—i-s ldmd—i-?s ldpd,s mp,s mp,s mp,—s ldmd

1 2p
_2sldpd},
2 2 1l 2p 2 2 2 L 2p 22
[s Llp,+s"Lm + 7S Lp, +3s lrmp—i—s lom,+s"1,m, + 5 S Lip sl om,

22 22 1 23 1 23 272 1 :
+sT L om, +s ldmd—mrglr—i-?s ldpd—i-?s [.p, +3s lrmp—mdgld—?pdgl(

1 2 272 2, 2 2
_Eprglr—3mpglr—mdglc+s lcldpd+s lcldpd+2s lcldmd—pdglcld+sbr

2 2 2 272 1 23 1 2_ 2
+k,s lrmp,s lrmp,s lrmp,mdgld—s ldmd—?s ldpd—i-?pdgld—s [.1,m,

I 2.2
_ES lcldpd]’

2 1 22 )
[—s lym; ——s ldpd,mdgld—s Iym, —

2
1,0 ,0.0,

2 2
s m s
)4

[2 2
s m.,S
14

[2 2
s m, s
P

> with(linalg) :

2

22 1 23 1 5
0.k, +sb,+s"I;m,+ —s ded—mdgld—?pdgld,

3

lm,szm +sb +k,(),0,0],
r-p P p p

Im.0.s"m +sb +k,0,0],
r-p P P P

2
lrmp, 0,0,s m, + sbp + kp,OH,

> B := linsolve(A[1], A[2]) :

> B = linsolve(A[ 1], A[2]) :
> U(s) = B[1]:

> 0(s) = B[2]:

> UlpI](s) = B[3]:

> U[p2](s) == B[4]:

> Ulp3](s) = B[5]:

> ©[d](s) = B[6]:

| )
- S

3

3 1 2_ 2 1
ldpd—i-Epdgld—s [1,m,—
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8- FUNCOES DE TRANSFERENCIA DO MODELO BARCACA-TORRE-ROTOR-
PENDULO INVERTIDO DEVIDO AS FORCAS DO VENTO.

ANALISE LINEAR PENDULO INVERTIDO 6 GL

> restart
As coordenadas do sistema para a massa me, massa my, massa mgq, massas mp e para
as barras na direcéo horizontal séo:

x ](t) =, (1) +1,0(1) + (1)

> x[p2](t) = u[c](z) + I[r]-theta(t) + u[ p2](¢)

(
% 5(1) = (6) +1,8(0) + (1)

> x[p31(t) = u[c](t) + I[r]-theta(t) + u[ p3](7)
pj(t) =u (t) +1.6(1) +up3(t)
> x[d](t) = I[c] theta(t) — [[d]-(theta[d]() — theta( ) + [ 1(2)

5 0) = 1,600) =1, (8,(1) = 0(1)) + (1)
]

> x[bd](t) = [[c]-theta(z) — s[2]- (theta[d](z) — theta( )) [ (1)
X (1) :=1.8(1) — ( ) +u(

>

As coordenadas do sistema para a massa mc¢, massa my, massa mq, massas mp e para
as barras na direcdo vertical séo:

> y[b](t) = s[1]-cos(theta(r))

\Y
=,
=

~
—
=

=
=

Il

[[r]-cos(theta(z))

> y[p2](¢t) = I[r]-cos(theta(r))

> y[p31(t) = [[r]-cos(theta(z))



y 3(t) = Zrcos(e(t))

p

> y[d](t) = I[c] +1[d]
v () =1 +1,

> y[bd](t) = I[c]-cos(theta(z)) + s[2]-cos(theta[d](¢) — theta(t))
V(1) =1.cos(6(z)) +s,co ( 6,(t) +6(t))

A energia cinética do sistema é:

> 1 . 2 1 . 2 |
K i= —mle] (diff (x[e)(1). 1)) + - mlr]- (diff (x[m] (1), 1))* + = -ine{tho[ ]
(i (LB)(2), )% s[11=0.001) + 3 mlp]- (i <L p11(), 1))
+ (i (p2)(0), ) + (@i (L p3)(0). 1)) + 5 omld]-(diff (<L) (0),))% +

2
-int(tho[d]- (diff (x[bd](¢), t))?, s[2] = 0.I[d])

>

>
Vim el @le)()? + 5 A ) (theta(1))? + mlr]-g[m)(0) + int(rhol r)-g-y(B](0),
ST =0.107]) + 3l pl-gellr]-cos(theta(t)) + =4l p]- ((x{p11(1) = x{m](1))?

+ (p21(0) = xm](0))? + (p3)(0) = x[m]())) + 5 -K{d]-(thetal d](1))? + m{d]

-g-(I[c]-cos(theta(¢)) + /[ d]-cos(theta[d](¢) — theta(z))) + int(rho[d]-g-y[bd](?), s[2]
=0..I[d])
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L kre(t)2 + mrglrcos(e(t)) + % prgcos(e(t)) lf + 3mpglrcos(6(t))

V.= >

ku (1) +

(02 + u (1) + 1 5(07) + = k,0,()° + myg (1, cos(0(1)) + 1, cos(

1
+7kp<” 2

-0,(1) +6(1))) + % p g cos(-0,(1) +6(1)) 2 +p, gl cos(6(1)) I,

>V = expand(V)

1 2 1
V.= 5 kcuc(t)2 + > k.6(t)" +m.gl cos(6(¢)) + e prgcos(e(t)) lf + 3mpglrcos(6(l))

1 2
k(1% + o kg 8,(0)" + my g, cos(6(r))

+ %kpupl(t)z + 5
+ mdgldcos<9d(t)) cos(6(¢)) + mdgldsin(ed(z)) sin(6(1)) + % p,g

Zﬁcos(@d(t)) cos(0(7)) + — pdglésin(ed(t)) sin(0(¢)) + pdglccos(G(t)) 1

Aplicando o Lagrangeano tem-se:
Para g=ulc]

> EDO[1] := diff (Physics[diff | (K, diff (u[ c](t),t)), t) - Physics[diff ] (K, u[c](t))
+ Physics[diff ] (B, diff (u[c](), 1)) + Physics[diff ] (V, u[c](2)) = f(¢)

dr

2 2 2 2
EDO, :—mc{d—zuc(t)] +mr[d—uc(t) +1r[d— G(t)]] —I—%pr[% e(t)]zf
2 2 2
+pr(§uc(t)]lr+ imp[6[§u£(l}] —|—6l’,[%9(1)] +2

> EDOI[1] := expand(EDO[1])
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d
2 2 2 2
+pr(§uc(t)]lr+3mp(%MC(I)J +3mplr{% 9(1)] +mp[%up1(t)]

[d

2 2
+mp[?upz(t)] +mp[? upj(t)] +mdlc(¥9(t)J —myl,

Para q=6

> EDO[2] := diff (Physics[diff | (K, diff (theta(t), t) ), t) Physzcs[dlﬁ"]

K, theta(z))
+ Physics[diff'] (B, diff (theta(t), t)) + Physics[diff ] (V, theta(z)) =f(¢

)-lr]

2

S
|
3
7/ N\
[}S)
<
)
—
-
=
+
\‘\
7~ N\
I\J|Q-N
D
=
=
N———
N—
\
+
/ﬁ
;/ VA
\

— mdglcsin(e 1) — mdgldcos(ed(t)> sin(0(¢)) + mdgldsin<9d(t)) cos(0(1))
— % pdglflcos(ed(t)) sin(0(¢)) + % pdglflsin<9d(t)) cos(0(7)) — pdglcsin(e(t)) 1
—f(0)1

>

> EDO[2] := subs(sin(theta(¢)) = theta(¢), sin(theta[d](¢) ) = theta[d](¢), cos(theta(¢)) =1,
cos(theta[d](¢)) = 1,EDO[2])
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d 1
+b, [— 9(1)] + k,8(1) —m g1 8(1) = p,g0(t) I —3m,g1,6(r) —m,gl 6(1)
+

1 1
mygly8,(1) = o P8 0(1) + = p,gL8,(1) —p gl 8(1) 1, =f(1)1,

& 1
an (?e(t)] - Pdglce(f) Zd+mdglded(t) + E pdg
1 ) 1 @ 3 | @ ) d?
_?pdglde(t)+?pr[¥9(t)]lr+?pr[¥uc(l‘) Lo+2myl, ge(t) l,
& 1 o & 2 &
_mdld[yed(t)ch_?pdlcld[ged(t)J+pdlcld ge(t) +pdld
P d—ze +p.1,1 & gl O(f) — L p gO() P —3m gl 6
2500 | 4oLl | 30| gL 6 — 50,200 2~ 3m, g1 6(1)

—m, gl 6(1) + br(% B(t)] +k 0(1) =f(1) I,

Para gq=0[d]:

> EDO[3] := diff (Physics[ diff ] (K, diff (theta[d](t), t)), t) - Physics[diff] (K, theta[d](z))
+ Physics[diff'] (B, diff (theta[d](¢), t)) + Physics[diff ] (V, theta[d](z)) =0
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d2 d2 1 d2 d2
_[¥ ed(t)] + ?6(”]]‘3}_ zpd(lc[? O(t)] + _M(t)]lczl
+by (% ed(t)] +k,0,(1) —mgl,sin(6,(1)) cos(6(1))
+ myglcos(8,(1)) sin(8()) — 3 p,gsin(6,(1)) cos(6(1)) + - p, g

lg cos(@d(t)) sin(0(¢)) =0

> EDO[3] := subs(sin(theta(¢)) = theta(¢), sin(theta[d](¢)) = theta[d](¢), cos(theta(¢)) =1,
cos(theta[d](¢)) = 1,EDO[3])

2 2 2 2
EDO, = _md[lc[ﬁe(t)] _ld(%ed(t) - [ﬁ 9(0]) +%%(;)Jld_%9d[

P2 P2 sl & d? 2
[dt2 lt ] ! dr* e(t)]ld 2 p"[l‘[ dr? o+ gz v )la
d
+bd(Eed(t)j +k,8,(0) —mygl,®,() +mgl,6(t) — 5 RULHORS 2 Pat
2e(t)=0
d

1L oaf & 1L oaf & Lo, e
+?pdld[?9d(’)]—gpdzd[?e(z) R B CI Y
o & d 1

2 ?”c(t) +bd[aed(t)j +kd9d(t)—mdgld6d(t) —I—mdglde(t) _?Pdg
p

2 1
lded(l‘) +

Para q=u[p1l]

2 2 2
EDO, :=%mp[2{%uc(z)] +21r(%9(t)) +z[§uplmn A0

(1) = 510

> EDO[4] = expand(EDO[4])
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Para q=u[p2]

> EDO[5] = diff (Physics[diff ] (K, diff (u[ p2](¢), 1)), t) —Physics[diff ] (K, u[p2](t))
o+ Physicsldiff ) (B, diff (ul p2)(1), 1)) + Physies[diff ] (7, ul p2)(1)) = L2

2 2 2
EDOj :=%mp[2(% uc(t)] +21r[%9(t)] +2[%upz(t)jJ +bp[%upz(t))

> EDO|5] = expand(EDO[5])

2 2 2
EDO; = m, [% uc(t)] +m zr[% e(z)] +m [% upz(t)j +5, [% up2(t))

Para q=u[p3]

> EDOI[6] := diff (Physics[diff | (K, diff (u[ p3](¢),t)), t) -Physics[diff | (K, u[ p3](¢))

+ Physics[diff | (B, diff (u[ p3](¢), t)) + Physics[diff | (V, u[p3](2)) = %

2 2 2
6;%%[2[%%0)] +21},(%eu)] +2[%up3(t)]] +bp[%up3(z))

> EDO| 6] := expand(EDO[6])

2 2 2
EDO:=m, [% uc(t)] +m zr(% e(z)] +m [% up3(t)] +5, [E up3(t))

> with(inttrans)
[ addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hankel, hilbert, invfourier, invhilbert, invlaplace,

invmellin, laplace, mellin, savetable]

Aplicando a transformada na primeira equacao, tem-se:

> laplace(EDO[ 1], 1, 5)



—u (0)sm, —u (0)sm —3u./(0) sm, —u

pl(O)sm —u (0)sm —u

— , p3(0)sm

P
— uC(O) sm, + laplace(uc(l), t, s) s m, + laplace(uc(t), t, s) s m +3 laplace(uc(t), t,

2 2 2
s) sTm, + laplace(upl(t), t, s) sTm, + laplace(upz(t), t, s) sTm, + laplace(up3(t), t,

s) s m, + laplace(uc(t), t, s) s? m; + laplace(uc(t), t, s) sb, —u,(0)sl, Py~ 0(0) sl.m,

1
ey 0(0) slf p.— u,(0) slrpr —306(0) slrmp —0(0) sl ,m, + Gd(O) sl,m,

0(0) slfl p, T laplace(uc(t), t,s) s ldpd

1 ) 1
—ed( )Sl pd—?

—0(0)sl,m, + 2
+ laplace(0(t), t, 5) s [.om + % laplace(0(1), t, s) s Zf p,+ laplace(uc(t), t, s) s lrpr
+3 laplace(e(t), t, s) s Zrmp + laplace(e(t), 1 s) § Zc m; — laplace(@d(l), t, s) § ld m;
+ laplace(0(t), ,s) s lym, — % laplace(ed(t), t, s) §? li, p,+ % laplace(©(1), t, s) 57
Ep,—D(8)(0)1.1,p, —6(0)sl L,p, + laplace(6(t),t,s) s I.1,p —D(8)(0) . m,

- % D(0)(0) 2 p, — D(u,)(0) ,p, — 3D(8) (0) 1,m — D(6) (0) I, m,

D(8,)(0) L,m, —D(6)(0) 1,m, + %D(ed)(O) Ep,— %D(G)(O) e,
— D

uc)( dpd +k, laplace(uc(t), t, s) — D(uc) (0) m, — D(uc) (0)m
-3 (uc)(O) !, D(upl)(O) m, = D(upz)(O) m, = D(up3)(0) m, — D(uc)(O) m,
C(O)b = laplace(f(t),t, )

c

7

subs(D(uC)
D(u[p2]
=0,%)

(0) =0,D(8)(0) =0,6(0) =0, D(u[p1])(0) =0, u[ p11(0) =0,
)( ) 0u[p2](0)=0,D(u[p3])(0)=0,u[p3](0)=0,D( [d]) (0) =0,6[d](0)

laplace(uc(t), t, s) s? m, + laplace(uc(t), t, s) s? m, +3 laplace(uc(t), t, s) s? mp
+ laplace(upj(t), t, s) § m, + laplace(upz(t) t, s) § m, + Zaplace( A s) § m,

+ laplace(uc(t), t, s) s m, + laplace(uc(t), t, s) sb, + laplace(uc(t), t, s) s L, P,

+ laplace(8(t), t, s) s I.m + % laplace(0(t), t, s) s lf p,+ laplace(uc(t), t, S) s L, P,
+ 3 laplace(6(1), 1, s) s lrmp + laplace(0(t), t, s) s l.m,— laplace(@d(t), t, s) s lym,
+ laplace(0(t), t, s) § Lym, — % laplace(ed(t), t, s) § lfl p,t % laplace(©(1), t, s) $

lfl p, T laplace(8(t), t, s) s L1, p, T k, laplace(uc(t), t, s) = laplace(f(t),t,s)

> Eql = Subs(laplace( ,t,s) U(s), laplace(8(t), t,s) = O(s), Zaplace(u GE ts)
=U[pl](s), laplace( 5(2), 2, ) Ulp2](s), laplace(u (6),ts ) Ulp3](s),
)

§ 3
laplace(0[d](t),t,s) = ©[d](s), laplace(f(t),t,s) = F[1](s), %)
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— 2 2 2 2 2 2
Eql :=U(s)s"m,+ U(s) s"m, +3U(s) s mp—i—Up](s)s mp—i—UpZ(s)s mp—i—Up3(s)s m,

1
+ U(s) s m,+ U(s)sb, + Uls) szldpd + O(s) szlrmr—i- > O(s) s* lf p,+ U(s) s Lp,
1
+30(s) szlrmp + O(s) szlcmd —@d(s) szldmd—f-G(s) szldmd — EGd(s) szl(szd

+ = 0(s) " Lp, +O(s) L 1p +k Uls)=F,(s)

1
2

Aplicando a transformada na segunda equagéo, tem-se:

> laplace(EDO[2], 1, 5)
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~2D(0) (0) 1, 1,y + D(8,) (0) 1, 1,m, + — D(6,)(0) 1, Bp, ~ D(1) (0) L, ,p,

—D(0)(0) 1, Ep, —D(8)(0) 21,p, + k laplace(®(1), t.s) —26(0) sl 1,m,

+0,(0) sl 1,m,+ 2 0,(0)sl.Lp, —u(0)sl.1,p —6(0)sl Lp, —6(0)sl1,p,

— pdglC L laplace(6(1),t,s) + 2 laplace(0(¢), t, s) sTLLm, — laplace(@d(t), t,

s)szl l,m

1 2, 2 2
ymy— ?laplace,'(Gd(t),t,s)s lcldpa,+laplace(uc(t),t,s)s lcldpd

+ laplace(6(1), 1, s) s* 1 l P, + laplace(0(t), 1, s) szlgldpd+mdgldlaplace(6d(t),t,s)

c

2

+ laplace(u A s) § lrmp — ? laplace(ﬁd(t), t, s) s li, p,+ % laplace(0(1), t,s) s

d

(

+ laplace(u , 1, s) s> Lym, laplace(@(t), t,s) s li m, + laplace(upl(t), t, s) s* lrmp
( p3

1 1
IZ, p,+ > laplace(uc(t), t, s) s> lf p,— Zaplace(ed(l), t, s) s> 1521 m, + Y laplace(0(1), t,
1
s) s lf p,+3 laplace(0(t), t, s) s lf m, + > laplace(uc(t), t, s) s? ZZ, P,

+3 laplace(uc(t), t, s) s* lrmp + laplace(uc(t), t, s) §? l.m, + laplace(uc(t), t, s) s [.m,

22 22 2
+ laplace(6(t),t,5) s [m, + laplace(6(t),t,s) s Lym, + laplace(upz(t), t, s) s lrmp

— % prglf laplace(6(t),t,5) — 3 mpglr laplace(6(t),t,5) — m,gl, laplace(6(t), t, s)
— mrglrlaplace(e(t), t,s) + % pdgli, laplace(@d(t), t, s) —mygl, laplace(0(1), t, s)

1
- pdglfllaplace(e(t), t,s) — up3(0) slrmp — uC(O) slym, — 0(0) sli m,

1 1 1
_upl(O)Slrmp + ?Od(O)lepd— ?G(O)SIZpd— ?uc(O)slfpr—i-ed(O)slfimd

1 1
-3 0(0) slf p,— 36(0) sl’% m, = — u,(0) sljpd —3u,(0) slrmp —u,(0) sl m,

—u,(0) sl .m —6(0) slf m_—6(0) slﬁm upz(O) slrmp + laplace(0(t), t, 5) sb,

T

— %D(G)(O) B, — %D(uc)(O) Ep, +D(8,)(0) im, — %D(G)(O) Pp

r

—3D(8)(0) m, = 5 D(.)(0) 2p, = 3D () (0) ,m, = D() (0) I, m,
—D(u,)(0) 1,m,—D(8)(0) £ m,—D(6)(0) £m, —D(u,,)(0) L,m, —D(u,)(0) .m,

—D(1,5)(0) I, m, — D(u,)(0) I,m, — D(6)(0) Pm,+ %D(Bd)(O) Ep,—6(0)b,

=1 laplace(f(1),1,s)

subs(D(u,)(0) =0,u,(0) =0, D(6)(0) =0,0(0) =0,D(u[p1])(0) =0, u[ p1](0) =0,
D(u[p2])(0) =0, u[p2](0) =0, D(u[ p31)(0) =0, u[ p3](0) =0,D(6[d]) (0) =0, 6[](0)
0,%)
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krlaplace(e(t), t,s) — p,8l.l, laplace(8(t),t,s) + 2 laplace(6(t), t, s) s l.1,m,
— laplace((-)d(t), t, s) 57 [1,m, — % Zaplace(ed(t), t, s) §? [, li, p,+ laplace(uc(l), t,

)s / ldpd~|—laplace(9(t),t,s) szlcljpd—l—laplace(e() ts)s 12 1P,

+m,gl, laplace(ed(t), t, s) + laplace(uc(t), t, S) § lym, + laplace(©(1), t, s) $ lg m,

2 2 1 2
+ laplace(upl(t), t, s) s Zrmp + laplace(upS(t), t, s) s lrmp -y laplace(ed(t), t, s) s

1 1
lg p,+ 3 laplace(©(1), t, s) s l(’; p,+ > laplace(uc(t), t, s) s lf P, — Zaplace(ed(t), t,
s) $ li,md + % laplace(©(1), t, s) s lf p,+ 3 laplace(0(t), t, s) § Zf m,

+ % laplace(uc(t), t, s) §? lj p,+3 laplace(uc(t), t, s) s lrmp + laplace(uc(t), t,

s) s? [.m,+ laplace(uc(t), t, s) s* [m, + laplace( (1), t, s) s Zf m, + laplace( (1), t, s) s
Pm, + lapl 21 m — L p gPlaplace(8(t),1,5)

my + lap ace(upz(t),t,s)s My = p,g!l, laplace (),t,s

-3 mpglr laplace(6(t),t,s) — m,gl, laplace(0(t),t,5) — mrglrlaplace(e(t), t,s)

1 2 1 2
+ > pdgldlaplace(ed(t), t, s) — mdgldlaplace(e(t), t,s) — > pdgldlaplace(e(t), t,

s) + laplace(0(2), t, s) sb =1 laplace(f(1),1,s)

> Eq2 = Subs(laplace( ,t,s) U(s), laplace(8(t), t,s) = O(s), Zaplace(u (1), ts)
=U[pl](s), laplace( (t),t,s) Ulp2](s), laplace(u (t),t,s) Ulp31(s),
laplace(0[d](t),t,s) = O[d](s), laplace(f(t), t, Fl[1](s), %

Eq2 =U(s) szlcldpd— pdglcldQ(s) +20(s) szlcldmd—i-@(s) szlclfl,pd—i-@(s) szlildpd

1
—@d(s)szlcldmd— ?Gd(s) szlclépd—i-kr@(s) +0O(s)sb, + U(s)szldmd

1 1

+ > Ul(s) s lf p,+ > Ul(s) s lflpd +3U(s) s lrmp + U(s) s L.m,+ U(s) s Lm,
1 1

Y O(s) s l;pd + Y O(s) s* lf p,+ 30(s) s* lf m, + O(s) s* Ifm

1
+ O(s) szlémd -5 prglf®(s) —3mpglr®(s) —m,;gl O(s) —m.gl O(s)

22
+O(s)s"Lm, +

1
—m,gl,0(s) — > pdgli,@(s) + Up](s) s l’,mp + Upz(s) s lrmp + Up3(s) s Zrmp

1 1
—i—mdgld@d(s) — ?Gd(s) szlzpd —@d(s) szljmd + > pdglflG)d(s) =1 F(s)

Aplicando a transformada na terceira equacao, tem-se:

> laplace(EDO[3],t, s)
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1
D(6)(0) I.1,m,+ > D(6)(0) lcli,pd + laplace(ﬂd(l), t, S) sb, + kdlaplace(ed(t), l,s)

1

—0,(0) b, +6(0) s 1;m,+ = 6(0) sl,L;p, — laplace(8(1), t,s) $*1,1,m,

— L taplace(0(1), 1,5) 1R p, —m gl laplace( (1), 1,5) — laplace(u (1), 1
5 laplace Jts)sTLLp, mdgdapace( r ,,s) aplace(u (1), 1,
) 1 23 1 273

s)s ldmd+?laplace(ed(t),t,s)s ldpd—?laplace(e(t),t,s)s ldpd

+ laplace(0 (1),t,s s Pm —ila lace(u (1),t 2Pp, — lapl (6(1),1,5) 2
p (d,,) My — — lap (uc,,s)sdpd aplace ,1,8) 8

1 1
lglmd_ Tpdglfllaplace(ﬁd(t),t,s) +mdgldlaplace(9(t),t,s) + 5 P8

1
lﬁlaplace(e(t),t,s) —i—uc(O)sldmd——Od( )sl3pd+—6( )sljpd—ﬁd(O)slflmd

3 3
+% (0)sPp +6(0 )slémd+%D(G)(O)lgpd—D(ed)(O)lflmd+%D(uc)(O)
szd+D(e)(0)zflmd+D(u)(0)1 m %D(Bd)( ) Ep,=0

subs D(uc)(O) 0,u,(0) =0, D(6)(0) =0,6(0) =0,D(u[p1])(0) =0,u[p1](0) =0,
D(u[p2])(0) = O,M[pZJ(O)IO,D(u[pﬂ)(O):O,M[p3](0):0,D( [d])(0) =0,6[d](0)

laplace(@d(t), t, s) sb,+k, laplace(ed(t), t, s) — laplace(8(t), t,5) s 1.1,m,

1

vy laplace(0(1), t, s) s L, lfl P, m,gl, Zaplace(@d(t), t, s) — laplace(uc(t), t,
2 1 23 1 23

S)S ldmd+ 3 laplace(ed(t),t,s>s ldpd— 3 laplace(e(t),t,s)s ldpd

+ laplace(® (1), 4,5\ 8 Bm, — — lapl (1), 1,8\ s> Pp , — laplace(0(1), 1, 5) 5
apace( (1), ,s)s my > apace(uc , ,s)s 1P, — laplace ,1,8) S

1 1
ljmd -3 pdgli,laplace(ed(t),t,s) + mdgldlaplace(e(t),t,s) + 5 P8

li, laplace(0(t),t,5) =0

> Eq3 = Subs(laplace( ,t,s) U(s), laplace(8(t), t,s) = O(s), Zaplace(u GE ts)
=U[pl](s), laplace( (t),t,s) Ulp2](s), laplace(u (t),t,s) Ulp31(s),
laplace(0[d](t),t,s) = O[d](s), laplace(f(1), ¢, Fl1](s), %

1
Eq3 :=®d(s)sbd+kd®d(s) —@(s)szlcldmd—?(a( )s / ldpd dglde(s)
1 1 1
—U(s)szldmd—l—?Gd(s)slepd—?G(s)szlg,pd—i-@d(s)szlfimd—?U(S)szlflpd

1 1
—0O(s) szlfjmd— ?pdngGd(s) +m,gl,0(s) + > pdglfi@(s) =0

Aplicando a transformada na quarta equagéo, tem-se:
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> laplace(EDO[4] s)
laplace( (1), ¢, s) s m, = 0(0) slrmp + laplace(uc(t), t, S) s* m, + laplace(upj(t), t,
s) s m, —u .(0) sm, — D(6)(0) lrmp — upl(O) sm, + laplace(upl(t), t,s) sbp
— D(uc)(O) m, = upl(O) bp — D(up])(O) m, + kp laplace(upl(t), t, s)

:%laplace(f(l‘),tss)

> subs D(uc)(O) =0, uc(O) =0,D(6)(0) =0,0(0) =0,D(u[p1])(0) =0, u[ p1](0) =0,
D(u[p2])(0) =0, u[p2](0) =0, D(u[ p3])(0) = 0, u[ p3](0) = 0, D(6[d]) (0) = 0, B[ ](0)

2 2 2
laplace(0(t), t,s) s lrmp + laplace(uc(t), t, s) sTm, + Zaplace(up](t), t, s) sTm,

1 .
+ laplace(up](t), t, s) sbp + kp laplace(up](t), t, s) =3 laplace(f(1),¢t,s)

> Eq4 = Subs(laplace( , 1, s) U(s), laplace(8(t), t, s) = ©(s), laplace(up](t),t, s)
=U[pl](s), laplace( 5(1), ts) Ulp2]1(s), laplace(u (1), ts) Ulp31(s),
laplace(0[d](t),t,s) = ©[d](s), laplace(f(t), ¢, F[1](s), %

. 2 2 2 _1
Eq4 :=0(s) s lrmp + U(s) s m, + Upl(s)s m, + Upl(S)pr —i—kp UPI(S) 3 F(s)

Aplicando a transformada na quinta equacéo, tem-se:

> laplace(EDO[5], 1, 5)
laplace(0(t), t, s) s lrmp + laplace(uc(t), t, s) s m, + laplace(upz(t), t, S) s m,
—0(0) slrmp + laplace(upz(t), t, s) sbp —u,(0) sm, — D(6)(0) L. m —u ,(0)sm

r'p p2 P
+ kp laplace(upz(t), t, s) — D(uc) (0) m, = upZ(O) bp — D(”pz) (0) m,

- % laplace(f(1), 1, s)

> subs D(u,)(0) =0,u,(0) =0, D(6)(0) =0,6(0) =0,D(u[p1])(0) =0,u[ p1](0) =0,
D(u[p2])(0) =0, u[p2](0) =0, D(u[ p31)(0) =0, u[ p3](0) =0, D(6[d]) (0) =0, 6[d](0)

m
p

+ laplace(upz(t), t, s) sbp + kp laplace(upz(t), t, s) = % laplace(f(1),t,s)

2 2 2
laplace(0(t), t,s) s lrmp + laplace(uc(t), t, s) sTm, + laplace(upz(t), t, s) s

> Eq5 = Subs(laplace( , L, s) U(s), laplace(8(t), t,s) = O(s), Zaplace(upl(t),t, s)
=U[pl](s), laplace( (1), ts) Ulp2](s), laplace(u (1), ts) Ulp31(s),
laplace(0[d](t),t,s) = O[d](s), laplace(f(1), ¢, Fl1](s), %

— 2 2 2 _1
Egq5 =0(s) s lrmp + U(s) s m, + Upz(s)s m, + Upz(S)pr —i—kp Upz(s) 3 F(s)



Aplicando a transformada na sexta equacéao, tem-se:

> laplace(EDO[ 6 ] s)

laplace(0(1), t, s) 571 m, + laplace( u (1), t,s) § m, = 0(0 )slrmp + laplace(upj(t), t,
2

s) m, —u .(0) sm, — D(6)(0) lrmp — upj(O) sm, + laplace(upj(t), t,s) sbp

- D( C)(O) m, — Mp3(0) bp - D(up3)(0) m, + kp laplace(upg(t), t, s)

:%laplace(f(l‘),tys)

> subs D(u )(0) =0, uc(O) =0,D(0)(0) =0,0(0) =0,D(u[p1])(0) =0, u[ p1](0) =0,
D(u[p2])(0) =0, u[p2](0) =0, D(u[ p3])(0) = 0, u[ p3](0) = 0, D(6[d]) (0) = 0, B[ ](0)

2 2 2
laplace(0(t), t,s) s lrmp + laplace(uc(t), t, s) sTm, + Zaplace(up3(t), t, s) sTm,

1 .
+ laplace(upj(t), t, s) sbp + kp laplace(upj(t), t, s) =3 laplace(f(1),¢t,s)

> Eq6 = Subs(laplace( , t,s) U(s), laplace(8(t), t,s) = O(s), laplace(upl(t), t, s)
=U[pl](s), laplace( 5(1), 1, ) Ulp2](s), laplace(u 5(1),ts ) Ulp3](s),
1(s)

s
laplace(0[d](t),t,s) = ©[d](s), laplace(f(t),t,s) = F[1](s

— 2 - L
Eq6 =0(s )s lm + Ul(s )s m, +U 5(s) s mp+%3(s)sbp+kp%3(s)— F(s)

> with(LinearAlgebra) :
> sistema = [Eql, Eq2, Eq3, Eq4, Eq5, Eq6] :
> variaveis == [U(s), ©(s), U[pI](s), UL p2](s), UL p31(s), ©[d](s) | :

> A := GenerateMatrix(sistema, variaveis)
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2 2 2 2 2 2 2 1
A;:Hs lyp,+s7lp +sm +s m;+3s mp—i—s m, +sb, +k,s"l.m +

2 2 2 1l 2p 2 2
+ 3 lrmp—i-s lom,+s"1,m, + —slpd—i-slcldpd,s

I 20
—?Slpd]

2 1 22 2 2 2
[s [m + —s lrpr—i-}s lrmp—}-s [om;~+s"1,m, +

2

1 23 2 1 2
pd —slp+3sl Tprglr—3mpglr—m

o) 22 22 2, 2 22
—?pdgld-l-s lomy+s"Lom +s"[m,+sb +s71 1p, +s101,p, —

+2szlcldmd,s Zm % Zm s Zm mdgl

2 1L 2, »
— lcldmd—?s lcldpd,

2 Ll 2p 1l 23 272
[—s lym;——s ldpd,mdgld—?s ldpd—s Lym,

2

2

ldpd,0,0,0,sbd—i-kd—mdgld—l- 3

[szm,szlm,szm +sb +k,0,0,0],
j4 r-p P P P

[szm,szl,m,o,szm +sb +k,0,0],
P r-p P p P

[szm,szlm,0,0,szm +s5b +k,0”,
P r-p P P P

> with(linalg) :
> B = linsolve(A[1],A[2]) :

> U(s) = B[1]
> 0(s) == B[2]:

> Ulpl](s) = B[3]:
> Ulp2](s) = B[4]:
> U[p3](s) = B[5]:
> 0[d](s) = B[6]:

1 23 272 1 2
iy ldpd—s ldmd+7pdgld

1 23 22
- ldpd—i-s ldmd_z

— 1
—
“
~—

~

~
O—-hij
—

]
—

Sm. -5 1,m
5 D d"a

is Bp,+511p k +

c mrglr B mdgld

1 2 2 12
-I-?pdgld—s lcldmd—?s L

260



261

APENDICE 2: PICOS MAXIMOS E VARIANCIA - FRF

clc
clear all
format long

Mc = 5452000; % Massa da barcaca
Kc = 9.95*%107%6; % Rigidez da barcaca
Bc =1.473056*10%6; % Amortecimento da barcaca

Br =2.0*10"7; % Amortecimento da torre

Pr 3860.66; % Massa especifica linear da torre

Lr 90; % Comprimento da torre

Mr = 56780+240000+3*4080.2; % Massa do cubo, da nacele e de participacdo
modal das pés

Kr = 7.2*%1078; % Rigidez rotacional da torre

g = 9.781l; % aceleracdo da gravidade

Fo=10"3 % Amplitude da forca

n=1
W=[0:0.001:10] % Faixa de frequéncia analisada

for w=0:0.001:10

s=i*w

Ht (n) = Fo*abs (- (6* (Lr*Pr*s"2+2*Mc*s”2+2*Bc*s+2*Kc) ) *Lr/ (-Lr"4*Pr"2*s"4-
4*Lr " 3*Mc*Pr*s"4-4*Lr"3*Mr*Pr*s*4-4*Bc*Lr"3*Pr*s"3+6*Lr"3*Pr 2% g*s™2-
12*Lr"2*Mc*Mr*s”4-12*Bc*Lr"2*Mr*s”*3-
4*KCc*Lr"3*Pr*s”2+6*Lr " 2*Mc*Pr*g*s*2+18*Lr"2*Mr*Pr*g*s”2+6*Bc*Lr"2*Pr*g*s—
12*Br*Lr*Pr*s”3-

12*Kc*Lr " 2*Mr*s*2+12*Lr*Mc*Mr*g*s”"2+12*Lr*Mr"2*g*s*2+12*Bc*Lr*Mr*g*s—
12*Br*Mc*s*3-12*Br*Mr*s”"3+6*Kc*Lr"2*Pr*g-12*Kr*Lr*Pr*s*2-
12*BCc*Br*s”2+12*Kc*Lr*Mr*g-12*Kr*Mc*s"2-12*Kr*Mr*s"2-12*Bc*Kr*s-12*Br*Kc*s-
12*Kc*Kr)); % Resposta da rotacdo do modelo BT

HT (n)=(Ht (n) /Fo) *2;

n=n+1

end

semilogy (W,Ht) % Plotagem do grafico da Funcdo de Resposta-Frequéncia
xlabel ('Frequéncia (rad/s)')

ylabel ('"\Theta (rad)"')

F=W/ (2*pi);

Variancia=trapz (F,HT) % Célculo da varidncia de um espectro unitario de
ruido branco
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APENDICE 3: OTIMIZACAO DO PENDULO INVERTIDO

Método de Resposta: Pico maximo de resposta

clear all
clc

tic

format long

Mc = 5452000; % Massa da barcaca

Kc = 9.95*%107%6; % Rigidez da barcaca

Bc =1.473056*10%6; % Amortecimento da barcaca
Br =2.0*%10"7; % Amortecimento da torre

Pr = 3860.66; % Massa especifica linear da torre
Pd = 3860.66; % Massa especifica linear do péndulo invertido
Lr = 90; % Comprimento da torre

Mr = 56780+240000+3*4080.2; % Massa do cubo, da nacele e de participacado
modal das pés

Kr = 7.2*1078; % Rigidez rotacional da torre

g = 9.781; % aceleracdo da gravidade

Fo=10"3 % Amplitude da forca

1=0

for Md=0:1000:60000 % Intervalo de andlise da massa do péndulo
invertido

1=1+1

k=0

for Bd=logspace(0,8,17) % Intervalo de analise do amortecimento do
péndulo invertido

k=k+1

j=0;

for Lc=79:2:87 % Intervalo de andlise da posicdo do péndulo invertido
x=Lr-Lc;

for Ld=2:2:x $ Intervalo de andlise do comprimento do péndulo invertido

K=round (10*1ogl0 (Md*g*Ld+Pd*Ld"2*g/2)) /10;

for Kd=logspace(K,8,15) % Intervalo de andlise da rigidez do péndulo
invertido

J=j+1
GmaxT=-1;
GmaxU=-1;
for w=0:0.01:5
s=i*w;
Ht=Fo* (abs ((6* (-Lc*Ld"4*Pd"2*s"4 + Ld"4*Lr*Pd"2*s"4 +
2*Ld"3*Lr " 2*Pd*Pr*s”4 -4*Lc*Ld"N3*Md*Pd*s”4 +4*Ld"3*Lr*Mc*Pd*s™4 + ... %

Resposta da rotacdao da torre
if Ht > GmaxT

GmaxT=Ht;
wmaxT=w;
end
Hu= Fo*( (abs ((2* (3*Lc"2*Ld"4*Pd"2*s"4~-
3*Le*LdMN4*Lr*Pd"2*%s™4 —-2*LA"3*Lr " 3*Pd*Pr*s™4+12*Lc"2*LAd"3*Md*Pd*s™4 + ... %

Resposta da translacao da barcaca
if Hu > GmaxU
GmaxU=Hu;
wmaxU=w;
end
end
WMAXT=wmaxT;
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GMODT=GmaxT;
WMAXU=wmaxU;
GMODU=GmaxU;

Resp(j, :,k,1)=[vpa (WMAXT, 3) , vpa (WMAXU, 3) , vpa (Md) , vpa (Lc) , vpa (Ld) , vpa (Kd) ,
vpa (Bd, 10) ,vpa (log (GMODT) , 3) ,vpa (log (GMODU) ,3) ]1; % Ordenacdo em matriz
espacial dos picos maximos de resposta da rotacdo da torre e da translacéo
da barcaca de cada combinacdo dos pardmetros do péndulo invertido

end

end

end

end

end

Método de Resposta: Variancia

clear all
clc
format long

Mc = 5452000; % Massa da barcaca

Kc = 9.95*%10%6; % Rigidez da barcaca
Bc =1.473056*10"6; % Amortecimento da barcaca
Br =2.0*10"7; % Amortecimento da torre

Pr = 3860.66; % Massa especifica linear da torre

Pd = 3860.66; % Massa especifica linear do péndulo invertido

Lr = 90; % Comprimento da torre

Mr = 56780+240000+3*4080.2; % Massa do cubo, da nacele e de participacéao
modal das pés

Kr = 7.2*%1078; % Rigidez rotacional da torre

g = 9.781; % aceleracédo da gravidade

Fo=10"3 % Amplitude da forca

1=0

for Md=0:1000:60000 % Intervalo de analise da massa do péndulo
invertido

1=1+1

k=0

for Bd=logspace(0,8,17) % Intervalo de analise do amortecimento do
péndulo invertido

k=k+1

j=0;

for Lc=79:2:87 % Intervalo de andlise da posicédo do péndulo invertido

x=Lr-Lc;

for Ld=2:2:x % Intervalo de andlise do comprimento do péndulo invertido

K=round (10*1ogl0 (Md*g*Ld+Pd*Ld"2*g/2))/10;

for Kd=logspace(K,8,15) % Intervalo de andlise da rigidez do péndulo
invertido

J=j+1
n=1;
for w=0:0.01:5

s=i*w;

Ht (n)=(abs ((6* (-Lc*Ld"4*Pd"2*s"4 + LA"4*Lr*Pd"2*s"4 +
2*Ld"3*Lr"2*Pd*Pr*s”4 -4*Lc*Ld"3*Md*Pd*s”4 +4*Ld"3*Lr*Mc*Pd*s™4 + ... %
Resposta da rotacdao da torre

Hu(n) =(abs((2* (3*Lc"2*Ld"4*Pd"2*s"4~-
3*Lc*Ld™4*Lr*Pd"2*s™4 -2*LAd"3*Lr"3*Pd*Pr*s”4+12*Lc"2*Ld"3*Md*Pd*s"4 + ... %

Resposta da translacao da barcaca
n=n+1;
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end

W=[0:0.01:5];

F=W/ (2*pi);
GMODT=trapz (F,Ht); % Varidncia da rotacdo da torre
GMODU=trapz (F,Hu); % Varidncia da translacdo da barcaca

Resp(j, :,k,1)=[vpa (Md), vpa (Lc),vpa (Ld),vpa (Kd),vpa(Bd,10),vpa (log (GMODT), 3)
,vpa (log (GMODU),3)]; % Ordenacdo em matriz espacial da varidncia da rotacéao
da torre e da translacdo da barcaca de cada combinacdo dos parédmetros do
péndulo invertido

end

end

end

end

end



APENDICE 4: MAPAS DE RESPOSTAS

Método de Resposta: Maximo pico de resposta

clc
clear
format long

Mc = 5452000; % Massa da barcaca

Kc = 9.95*%107%6; % Rigidez da barcaca

Bc =1.473056*10%6; % Amortecimento da barcaca

Br =2.0*10"7; % Amortecimento da torre

Pr = 3860.66; % Massa especifica linear da torre

Pd = 3860.66; % Massa especifica linear do péndulo invertido
Lr = 90; % Comprimento da torre

Mr = 56780+240000+3*4080.2; % Massa do cubo, da nacele e de participacao

modal das pés

Kr = 7.2*1078; % Rigidez rotacional da torre
g = 9.781; % aceleracdo da gravidade

Fo=10"3 % Amplitude da forca

1d=10; % Comprimento do péndulo invertido
Lc=79; % Posicdo do péndulo invertido
Md=19000 % Massa do péndulo invertido

Bd=logspace (4, 8,41)

o

for j=1:length (Kd)
KD (1l:1length(Bd), j)=Kd(3):;
end
for k=1l:1length (Bd)
BD(k,1l:1ength (Kd))=Bd (k) ;
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Intervalo do amortecimento do péndulo invertido
Kd=logspace (5,8,31) % Intervalo da rigidez do péndulo invertido

end
j=0;
for Kd=logspace (5,8,31)
J=3+1;
k=0;
for Bd=logspace(4,8,41)
k=k+1;
Gmax=-1;
for w=0:0.01:5
s=1i*w;
G=((6* (-Lc*Ld"4*Pd"2*s"4+Ld"4*Lr*Pd"2*s"4+
2*LAd"3*Lr"2*Pd*Pr*s”™4 - 4*Lc*LAdN3*Md*Pd*s”™4+. ..
% Funcdo de transferéncia de rotacdo do péndulo invertido
Gmod=Fo*abs (G); % Resposta de rotacdo do péndulo
invertido
if Gmod > Gmax
Gmax=Gmod;
WMax=w;
end
end
WMAX (k, ) =wmax;
GMOD (k, j)=Gmax; % Resposta do pico maximo de rotacdo do péndulo
invertido

display ([vpa ((WMAX (k,]))/ (2*pi)),vpa (Bd), vpa (Kd),vpa (GMOD (k,J))]);
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end
end
KD
BD
GMOD
h=surf (KD,BD,GMOD) % Mapa de resposta dos picos maximos
set (gca, 'XScale', 'log', 'YScale', '"log', 'ZScale', "log")

) ")

xlabel ('Kd (Nm/rad)' ylabel ('Cd (Nms/rad)'); zlabel('\Theta (rad)")
h.EdgeColor="'none'
toc

Método de Resposta: Variancia

clc

clear

tic

format long

Mc = 5452000; % Massa da barcaca

Kc = 9.95*%107%6; % Rigidez da barcaca

Bc =1.473056*10"6; % Amortecimento da barcaca
Br =2.0*10"7; % Amortecimento da torre

Pr = 3860.66; % Massa especifica linear da torre
Pd = 3860.66; % Massa especifica linear do péndulo invertido
Lr = 90; % Comprimento da torre

Mr = 56780+240000+3*4080.2; % Massa do cubo, da nacele e de participacéao
modal das pés

Kr = 7.2*%1078; % Rigidez rotacional da torre

g = 9.781; % aceleracédo da gravidade

Fo=10"3 % Amplitude da forca

Ld=10; % Comprimento do péndulo invertido
Lc=79; % Posicdo do péndulo invertido
Md=19000 % Massa do péndulo invertido

oe

Bd=logspace (4, 8,41) Intervalo do amortecimento do péndulo invertido
Kd=logspace (5,8,31) % Intervalo da rigidez do péndulo invertido

for j=1l:1length (Kd)
KD(l:1length(Bd),j)=Kd(j);
end
for k=1l:length (Bd)
BD (k,1:length (Kd))=Bd (k) ;
end
3=0;
for Kd=logspace(5,8,31)
j=j+1;
k=0;
for Bd=logspace(4,8,41)
k=k+1;
n=1;
for w=0:0.01:5
s=i*w;
G(n)=abs (((6* (-Lc*Ld"4*Pd"2*s"4+Ld"4*Lr*Pd"2*s"4+
2*Ld"N3*Lr"2*Pd*Pr*s"4-4*Lc*Ld"3*Md*Pd*s"4+
4*L,d"3*Lr*Mc*Pd*s™4 + 4*Ld"3*Lr*Md*Pd*s”™4 + ... %Funcao
de transferéncia de rotacdo da torre
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n=n+1;
end

W=[0:0.01:57;

VAR=trapz (W,G); %Varidncia da rotacdo da torre

GMOD (k, j) =VAR;

end

end
KD
BD
GMOD
h=surf (KD, BD,GMOD) % Mapa de respostas
set (gca, 'XScale', 'log', 'YScale', '"log', 'ZScale', "log")
xlabel ('Kd (Nm/rad)'); ylabel ('Cd (Nms/rad)'); zlabel('\Theta (rad)"')
h.EdgeColor="'none'
toc
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APENDICE 5: ANALISE MODAL - MAPLESOFT

Obtencao das frequéncias naturais e deformadas modais do modelo BT:
> with(linalg) :
> with(LinearAlgebra) :

> m[c] = 5452000; k[ c] := 9.95~106; rho[7] := 3860.66; k[r] :== 7.2- 108;g = 9.81; [[r] == 90; m[r] := 56780
+ 240000 + 3-4080.2

m,:= 5452000
k= 9.95000000 10°
p, = 3860.66

k. :=7.200000000 10°

g:=9.81
1.:=90
m, ==3.090206 10°

>

2
> rho[r;l[r] mle] +m[r]

3
M +mlr -0, mlr)-10r] +

rho[r] -l[r]2
2

M= Matrix( : [m[r]vl[r] +

+rho[r]~l[r]”)

3.4412072400000000000 10° 4.3447527000000000000 10’

4.3447527000000000000 10’ 6.10848000 10°

2
> K= Matrix[ k(r] —m[r]-g-l[r]—rho[r]+l[r],0}, [o, k[c]]D

2.9377976013000000000 10° 0
0 9.95000000 10°

> K- o)Z-M
-3.4412072400000000000 10° @ + 2.9377976013000000000 10°  -4.3447527000000000000 107 &
- 4.3447527000000000000 107 &’ ~6.10848000 10° & +9.95000000 10°
> (Determinant(%) =0)
1.9132857998979471000 10" &' — 3.6034559827158902400 10'® " + 2.9231086132935000000 10'> =0

> solve(%)
0.29146419140323661693, -0.29146419140323661693, 1.3410573359734801790, -1.3410573359734801790
> Eigenvalues(K, M)
0.084951374870342549825 + 0.1
1.7984347783682876948 + 0. 1

> Eigenvectors(K, M)
0.084951374870342549832 + 0.1
1.7984347783682876949 + 0. 1

-1.0000000000000000000 + 0.1 -0.013254868624866792004 + 0. I
-0.39135800252945016197 + 0.1  1.0000000000000000000 + 0. I

>




APENDICE 6: FORCA DE ARRASTO ESTATICA DO VENTO

Quadro A6.1:Forca de arrasto na torre

z (m) Dext (M) Vp (M/s) Fp.est (N) Mp.est (NmM)
0,00 6,00 0,00 0,00 0,00E+00
1,00 5,98 20,46 919,27 9,19E+02
2,00 5,95 21,85 1044,52 2,09E+03
3,00 5,93 22,71 1123,68 3,37E+03
4,00 5,91 23,34 1182,07 4,73E+03
5,00 5,88 23,84 1228,32 6,14E+03
6,00 5,86 24,25 1266,50 7,60E+03
7,00 5,83 24,61 1298,88 9,09E+03
8,00 5,81 24,93 1326,85 1,06E+04
9,00 5,79 25,21 1351,35 1,22E+04
10,00 5,76 25,46 1373,04 1,37E+04
11,00 5,74 25,69 1392,39 1,53E+04
12,00 5,72 25,91 1409,76 1,69E+04
13,00 5,69 26,10 1425,44 1,85E+04
14,00 5,67 26,29 1439,64 2,02E+04
15,00 5,65 26,46 1452,54 2,18E+04
16,00 5,62 26,62 1464,30 2,34E+04
17,00 5,60 26,78 1475,03 2,51E+04
18,00 5,57 26,92 1484,83 2,67E+04
19,00 5,55 27,06 1493,79 2,84E+04
20,00 5,53 27,19 1501,99 3,00E+04
21,00 5,50 27,32 1509,49 3,17E+04
22,00 5,48 27,44 1516,34 3,34E+04
23,00 5,46 27,56 1522,59 3,50E+04
24,00 5,43 27,67 1528,30 3,67E+04
25,00 5,41 27,78 1533,49 3,83E+04
26,00 5,38 27,88 1538,20 4,00E+04
27,00 5,36 27,98 1542,46 4,16E+04
28,00 5,34 28,08 1546,30 4,33E+04
29,00 5,31 28,17 1549,74 4,49E+04
30,00 5,29 28,26 1552,81 4,66E+04
31,00 5,27 28,35 1555,52 4,82E+04
32,00 5,24 28,44 1557,90 4,99E+04
33,00 5,22 28,52 1559,96 5,15E+04
34,00 5,20 28,60 1561,72 5,31E+04
35,00 5,17 28,68 1563,19 5,47E+04
36,00 5,15 28,76 1564,39 5,63E+04
37,00 5,12 28,83 1565,32 5,79E+04
38,00 5,10 28,90 1566,01 5,95E+04
39,00 5,08 28,98 1566,45 6,11E+04
40,00 5,05 29,04 1566,67 6,27E+04
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41,00 5,03 29,11 1566,67 6,42E+04
42,00 5,01 29,18 1566,45 6,58E+04
43,00 4,98 29,25 1566,03 6,73E+04
44,00 4,96 29,31 1565,41 6,89E+04
45,00 4,94 29,37 1564,61 7,04E+04
46,00 4,91 29,43 1563,62 7,19E+04
47,00 4,89 29,49 1562,46 7,34E+04
48,00 4,86 29,55 1561,12 7,49E+04
49,00 4,84 29,61 1559,63 7,64E+04
50,00 4,82 29,67 1557,97 7,79E+04
51,00 4,79 29,72 1556,16 7,94E+04
52,00 4,77 29,78 1554,20 8,08E+04
53,00 4,75 29,83 1552,09 8,23E+04
54,00 4,72 29,88 1549,85 8,37E+04
55,00 4,70 29,94 1547,47 8,51E+04
56,00 4,67 29,99 1544,95 8,65E+04
57,00 4,65 30,04 154231 8,79E+04
58,00 4,63 30,09 1539,54 8,93E+04
59,00 4,60 30,14 1536,65 9,07E+04
60,00 4,58 30,19 1533,64 9,20E+04
61,00 4,56 30,23 1530,51 9,34E+04
62,00 4,53 30,28 1527,27 9,47E+04
63,00 4,51 30,33 1523,92 9,60E+04
64,00 4,49 30,37 1520,47 9,73E+04
65,00 4,46 30,42 1516,91 9,86E+04
66,00 4,44 30,46 1513,24 9,99E+04
67,00 4,41 30,50 1509,48 1,01E+05
68,00 4,39 30,55 1505,62 1,02E+05
69,00 4,37 30,59 1501,66 1,04E+05
70,00 4,34 30,63 1497,61 1,05E+05
71,00 4,32 30,67 1493,47 1,06E+05
72,00 4,30 30,71 1489,24 1,07E+05
73,00 4,27 30,75 1484,93 1,08E+05
74,00 4,25 30,79 1480,52 1,10E+05
75,00 4,23 30,83 1476,03 1,11E+05
76,00 4,20 30,87 1471,47 1,12E+05
77,00 4,18 30,91 1466,81 1,13E+05
78,00 4,15 30,95 1462,09 1,14E+05
79,00 4,13 30,98 1457,28 1,15E+05
80,00 4,11 31,02 1452,40 1,16E+05
81,00 4,08 31,06 1447.,44 1,17E+05
82,00 4,06 31,09 1442,41 1,18E+05
83,00 4,04 31,13 1437,30 1,19E+05
84,00 4,01 31,17 1432,13 1,20E+05
85,00 3,99 31,20 1426,89 1,21E+05
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86,00 3,96 31,24 1421,57 1,22E+05

87,00 3,94 31,27 1416,20 1,23E+05

88,00 3,92 31,30 1410,75 1,24E+05

89,00 3,89 31,34 1405,24 1,25E+05

90,00 3,87 31,37 699,83 6,30E+04

Total 6,07+06
Quadro A6.2:Forca de arrasto no cubo.
z (m) Ae (M) Vp (M/s) Fo.est (N) Mp.est (NM)
90,00 7,07 31,37 2556,50 2,30E+05
Quadro A6.3:Forca de arrasto nas pas.
Pal Pa2e3

X (m) ci(m) | Ar(m) (n\]/}gs) F([I)\,Ie)st Mo,est (NM) | Vp (M/S) | Foest (N) | Mpest (Nm)
1,5 3,500 | 0,25 | 31,42 | 52,91 | 4,84E+03 | 31,35 52,66 4,70E+03
2,0 3,614 4,5 31,44 | 984,41 | 9,06E+04 | 31,34 978,23 8,71E+04
10,5 4,586 | 4,35 | 31,70 |1227,98| 1,23E+05 | 31,19 | 1188,85 1,01E+05
10,7 4,609 | 0,75 | 31,71 | 212,86 | 2,14E+04 | 31,19 205,96 1,74E+04
12,0 4,692 | 1,65 | 31,75 | 477,90 | 4,87E+04 | 31,17 460,59 3,87E+04
14,0 4661 | 15 | 31,80 | 433,18 | 4,51E+04 | 31,13 | 415,00 3,44E+04
15,0 4,635 3 31,83 | 863,09 | 9,06E+04 | 31,11 824,43 6,80E+04
20,0 4,379 | 4,1 | 31,97 [1124,30| 1,24E+05 | 31,02 | 1058,29 | 8 47E+04
23,2 4,216 2,5 32,06 | 663,63 | 7,51E+04 | 30,96 618,90 4,85E+04
25,0 4,111 | 3,75 | 32,11 | 973,57 | 1,12E+05 | 30,93 903,24 7,00E+04
30,7 3,751 4 32,26 | 956,29 | 1,15E+05 | 30,82 872,85 6,52E+04
33,0 3,613 | 2,15 | 32,32 | 496,87 | 6,11E+04 | 30,77 450,57 3,31E+04
35,0 3,493 1,5 32,37 | 336,17 | 4,20E+04 | 30,73 303,12 2,20E+04
36,0 3,433 2,5 32,39 | 551,49 | 6,95E+04 | 30,71 495,87 3,57E+04
40,0 3,193 | 2,35 | 32,49 | 485,03 | 6,31E+04 | 30,63 431,21 3,02E+04
40,7 3,151 1,6 32,50 | 326,23 | 4,26E+04 | 30,62 289,45 2,02E+04
43,2 3,001 | 1,65 | 32,56 | 321,56 | 4,28E+04 | 30,56 283,31 1,94E+04
44,0 2,953 3.4 32,58 | 652,75 | 8,75E+04 | 30,55 573,82 3,90E+04
50,0 2,593 55 32,72 | 934,95 | 1,31E+05 | 30,42 808,12 5,25E+04
55,0 2,293 3 32,83 | 453,99 | 6,58E+04 | 30,30 386,90 2,42E+04
56,0 2,232 1,5 32,85 | 221,24 | 3,23E+04 | 30,28 188,02 1,17E+04
58,0 2,023 1,8 32,89 | 241,25 | 3,57E+04 | 30,23 203,86 1,24E+04
59,6 1,617 1,5 32,92 | 161,03 | 2,41E+04 | 30,20 135,45 8,15E+03
61,0 1,097 | 155 | 32,95 | 113,08 | 1,71E+04 | 30,16 94,74 5,64E+03
62,7 0,350 1 32,99 | 23,33 | 3,56E+03 | 30,12 19,45 1,14E+03
63,0 0,000 | 0,15 | 32,99 | 0,00 0,00E+00 | 30,11 0,00 0,00E+00
Total 1,57E+06 9,35E+05
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APENDICE 7: CARREGAMENTO ALEATORIO DO VENTO
clc

clear all

format long

$Divisdes das frequéncias do espectro

W=[0.010 0.015 0.021 0.031 0.044 0.065 0.094 0.136 0.198 0.277 0.292 0.307
0.426 0.621 0.905 1.319 1.878 2.673 3.806 5.418 7.327 7.713 8.099 11.184]
$Divisdes das frequéncias do espectro

k=length (W) % Quantidade de divisodes

T=2*pi./ (W) %Divisdes dos periodos do espectro
f=W/ (2*pi) %$Divisdes das frequéncias do espectro

for j=1:1:
fmedio(j)=

1
J (
end

k_
(£(3+1)+£(3)) /2

vk=25.46; % Velocidade média do vento a 10 metros de altura para uma rajada
de 10 minutos

vm=31.37;% Velocidade media a 90 metros de altura para uma rajada de 10
minutos

kappa=0.005; % Fator de rugosidade do terreno

Fm=108.21*10"3; % Forca estatica média do vento a 90 metros de altura

1L=90; % Comprimento da torre

o)

% Calculo da amplitude da forca do primeiro harménico

fponto=linspace (f (1), fmedio(1),100)
Sd=((4*(1200*fponto/vk) ."2) ./ ((1+(1200*fponto/vk) ."2) .7 (4/3))) .* (kappa*vk"2
./fponto) %Espectro de Davenport

X=1./(1+(2*fponto*L/vm) .” (4/3)) % Admitdncia Aerodinamica

Sf=4* (Fm/vm) *2.*X.*Sd % Espectro de forcas
Forca(l)=sqgrt (2*trapz (fponto,Sf)) % Amplitude da forca do primeiro
harmdénico

[}

% Célculo da amplitude da forca do segundo harmédnico ao 23° harmdbénico

for j=2:1:%k-1
J
fponto=linspace (fmedio (j-1), fmedio (j),100);
Sd=((4* (1200*fponto/vk) ."2) ./ ((1+(1200*fponto/vk) ."2) .7 (4/3))) .* (kappa*vk"2
./fponto) %$Espectro de Davenport
X=1./(1+(2*fponto*L/vm) .~ (4/3)); % Admitédncia Aerodinamica
Sf=4* (Fm/vm) *2.*X.*Sd; % Espectro de forcas

Forca (j)=sqgrt (2*trapz (fponto,Sf)) % Amplitude da forca dos harmbénicos
end

Q

% Célculo da amplitude da forca do 24° harmdénico

fponto=linspace (fmedio (k-1),f(k),100)
Sd=((4* (1200*fponto/vk) .”2) ./ ((1+(1200*fponto/vk) ."2) .7 (4/3))) .* (kappa*vk"2
./fponto) %Espectro de Davenport



X=1./(1+(2*fponto*L/vm) .~ (4/3)); % Admitédncia Aerodindmica
Sf=4* (Fm/vm) *2.*X.*Sd; % Espectro de forcas

o)

Forca (k) =sgrt (2*trapz (fponto,Sf)) % Amplitude da forca do 24° harmdénico

% Método de Monte Carlo
tvet=[0:0.05:1800]; % Passo de tempo

p=20; % Quantidade de registros aleatdrios analisados

% Geracdo dos éadngulos de fase aleatdérios (Matriz 24x20)
Phi=[1.119141827620915 2.259652804339409 0.356286069202074
3.279104396776070 2.110201343121381 1.103761066184606
1.312850672017711 5.687247542678159 4.243607922037829
2.943472510517665 5.731097360343760 0.653523998430402
4.684404136108059 4.626104859159297 3.530279452000565
1.157325647178760 3.752389581723690 1.884559689211831
0.842719240905012 1.335814830684132 5.623084385912406
0.448951263460212 1.523587984299732 0.337748807322159
2.775421538804331 0.083460810008162 5.637219514165752

1.235639858537616 0.586664258999366 1.931243187404163
2.865494831539199 0.638807640212919 6.254218111719962
2.086600811768379 1.868285144723623 0.389841622976221
1.873922142120079 0.291233586577438 3.175698678525310
4.784179943757509 3.965129746860684 0.564805899394458
0.508073588915326 4.883546319388699 5.687129325923293
3.353788084726987 0.685836141321941 5.188710082217050
2.124330619168742 1.847087167482730 4.689225563498592
0.064946888501151 0.304403610167790 4.196640761499767
3.791701169358779 3.305599283157621 4.584899683586308
4.443804707385410 4.909536811232521 1.809412701984975
4.351306801615668 3.497659727995969 2.491413617939866
0.386985574292861 4.901987436486366 2.121101974552721
3.819334137249930 4.657436552719705 0.658561021965752
0.803546388811518 3.452862326103789 3.048786290632457
5.595023703852426 5.020015484857189 4.614001107536851
0.322527752611066 0.457951840408076 0.556234433910137
5.016186419374912 5.925094887101396 4.295911638846076
0.829901686668310 4.541012208709521 0.693371368168132
0.738229362339020 4.025749439626125 2.066000642951736
4.108022094031132 4.706931802117977 3.664264019234058
4.649760250050709 1.475461020474345 4.617874427385463
6.098450391994393 5.447083671484550 0.541827531009859
2.302389163669394 2.319744502794641 4.304160834427096
3.756978097994986 4.959719932708155 2.310031415270563
1.294511219712699 0.544541977219592 4.850203846030696
1.292291131328571 2.439582607394201 3.466926764810773
1.438555709142527 4.033431874173922 3.044079957469142
0.954073572371495 4.913023443679773 0.632128166476940
1.847673267608383 1.491458669734946 3.335568765347145
0.574903484377367 2.546671890967056 0.658768399390641
0.705500941250655 4.928705797664026 1.831990337482509
3.792112434751143 6.059646332561899 2.717383359690224
4.365256781354214 4.763278227882190 2.718371906911460
4.118615652578606 0.689611322091828 5.866986159808959
1.177850984580777 1.672450969706598 5.012915368584773
3.063704877531723 4.831507266569007 2.488183763096963
1.714925020997287 0.233952105708893 4.230436711726231
2.699033098857787 2.838361323429982 3.831845605562419
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0.373241922017954 1.984301789210015 4.855156339170493
.375817523958258 0.787485318861971 0.817765680794939
.580266857724160 0.049136353652676 2.658474672193279
.119087740550976 4.542256185374099 3.337686428474426
.683723270914774 3.969505195724331 0.794822095197272
.843852548368721 0.619484954696443 0.892383520566637
.057154086595854 1.233068344874731 1.994784258545611
.988182038201517 1.366990589146833 1.577342438373313

5.610396937344307 4.418481832199538 3.491804476336660
.158830911404128 1.332229074467986 0.485984328290810
.741577314704851 4.440422672193577 3.504691440421121
.969332424413729 1.044287784427691 3.911265633266999
.207377011105878 1.070855983143902 1.619756481098831
.493163648734639 0.464922849013956 4.298302356635038
.528280459777016 6.175335696777362 2.526996506732847
.899796859222935 0.969934093659535 2.396062585528902

1.012434604411393 4.763360889706630 5.473352602139498
.203995289567322 4.307347892749470 1.848190373817102
.334042245552515 5.230270390059744 3.754141594757702
.106823226418038 1.880086270147044 2.843722807327443
.655560958458128 2.259473133452101 3.508022993335031
.665550131692716 2.666174077802169 2.697721982334516
.784598682855310 0.153523450643100 1.823287794229398
.995040661199517 4.107256245186412 6.012605738033242

5.879370471356292 2.876984685232085 1.510970329669456
.799712339725491 4.770994657028428 4.653629039664620
.672731660353922 0.665517606145650 4.282370482686082
.910752060815570 1.333060733981930 0.619011485123802
.174671033951553 1.099618610532440 1.027740053857760
.184521092923721 5.619614182123306 3.245630945015714
.415208810352426 0.965036797699195 5.990747452535771
.398474912143775 4.270894042027910 0.229732217788181

4.069101578571473 4.266388092647181 3.994765718002131
.938704100215487 1.312776834743894 4.456548373122215
.484280490473979 0.750188749892403 3.815803197108242
.828298563783775 2.882257281723269 4.159121539338229
.839846628947621 2.200484676362774 4.159528981621973
.614801537954799 5.289996881876191 5.233370719716153
.611266274532733 3.854487488074221 3.658379395675063
.397565458034120 5.466000712624473 1.663655688800993

1.998518357657322 0.749047052753851 5.905122719325577
.056122055849593 3.012556290331793 4.016946936237913
.422552262245768 4.067177982146448 3.417336109288178
.530469532218564 3.282934828328993 6.243630293952551
.373985803716891 0.664750156010805 0.689249497326988
.399556367774191 2.542051085551412 2.817210093233528
.298490827438207 4.797241141344691 3.945189306823001
.850495815945265 5.861291846525899 6.111911041565059

1.206549703686543 0.872572350762426 4.374770419043622
.589488613751031 3.301213230656428 3.332251000753681
.410701010373987 3.046423341511610 2.472159227804106
.218726271582685 4.657461019141627 3.267586022069769
.184743147291111 0.942460541392518 3.682525065483232
.647107608693283 0.279313299446634 4.743385612568025
.525465393059006 2.779695712916075 4.321550256362297
.257097413521387 4.626561135936836 2.480020209305474

0.294028534026601 1.423660469833803 0.779086874656389
.123009836659705 0.078841371725634 3.666015196198733
.698159153473558 3.238125528917300 4.163026475947102
.701275882678879 3.578029415924322 2.457875249500080
.832488218378567 3.493114629713455 5.080043887926954



5.744289334269093

1.371246142302953

1.357286878841495
2.058154322521233
0.237038695730083
5.415983078856486
5.556101531929017

1.255775152029379
5.187296101192831
3.355623878187435

0.856351340967173
1.191985635708734
0.345412752115694
5.840904773029332
5.123291778670138

0.003282181167588
6.220040587349135
5.035015500959074

5.660223119880460
4.641013829956348
4.187216585127880
4.152837135355048
6.171993177217430

5.832762993595393
0.759383081358487
5.308384761184874

3.957674030273313
2.277098374907514
1.209578492016551
0.920580333658206
3.991066218365091

4.367838195530930
2.797168323191794
5.359545476688707

1.309801346420947
2.620270181631088
0.515668602578924
1.045901796341363
0.327215035073087

4.635995838166106
5.871040514410489
4.935812699272886

2.504411669486755
5.900801368935753
2.091900354260058
0.158513339283906
5.366468252137728
0.340796731709501
.078659881850389
.210413007494669
.279991062047019
.920675491409279
.6297105088192211]

oON oY N

3.966275018618402 4.964652390982749
1.217678429655527 5.756087709658405
4.830853742228301 1.050885019626128
6.219550171683680 3.232217903585179
3.694676670953122 0.972337683327193
2.556972653396841 4.704256768094172
4.963484102962544 2.001346858671412
0.565176783222146 0.701867890642297
4.264098190204105 3.111288970797141
3.110213326546865 0.927449811542833
5.345185375724144 3.522099386075745
4.377289118522540 3.661783629549848
5.523007250171545 6.213514936250494
5.437711039319239 3.848868640732733
3.315511658558806 3.012934288401863
1.431579385972865 3.129618732035186
3.610702928644704 5.310411154280232
3.681865133702631 1.550278748448997
0.524537987830011 3.933021325075382
4.585166135216206 5.596760609634386
4.831952249776259 3.653336029529873
3.644815262969872 0.106706948633417
5.420571312080106 3.042924723566216
1.315730947169044 3.470148842438934
0.201005480201111 3.862358323122944
0.311222372863791 3.076058962835017
0.773357994133284 1.291157955358185
1.187975508642822 0.267993001552682
1.771021687448823 3.384102733990217
3.136038402491855 3.366537321066705
0.778689465689496 3.081005741586600
5.491047836052014 1.698309377275394
3.549871337718895 4.023197851875985
1.294182332830932 5.956039459898122
0.664191915928651 0.892470690162506
3.901598227940489 3.604724765035672
5.850910857795841 4.578316372225682
0.398382227162173 5.406307503383149
6.185157011884856 5.396871752754288
3.225645453507235 1.115909170369394
0.841514868379802 0.194084758819687
1.893161837973323 1.856893846550003
2.934675970190693 4.072750703645379
5.291740212762654 3.512505072908179
2.185789442470519 2.802468081670383
1.112799454094543 4.164545876393372
5.645354899945003 0.742391006847260
3.392807590815109 4.441693142478093
1.808610774023741 2.604521925867957
4.800083890896504 5.140927595539671
% Geracdo das forcas harménicas de cada harmdnico
for 1=1:1:p
for j=1:1:k
a=1;

for t=0:0.05:1800

Forca Graf Comb(j,q,1l)=Forca(j)*cos((2*pi/(T(J)))*t+Phi(1l,3));

g=g+1;
end
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end
end

o

% Combinacdo das forcas harmdénicas com fases aleatodrias

for 1=1:1:p

ag=1

for £t=0:0.05:1800

Forca Graf Comb Tot (g, l)=sum(Forca Graf Comb(:,q,1));
a=q+l;

end

end

%$Plotar time history das forcas do l-ésimo registro

plot (tvet,Forca Graf Comb Tot(:,1)"')
xlabel ('Tempo (s) ')
ylabel ('Forca (N) ")
% Geracdo das respostas harmdnicas do grau de liberdade desejado de cada
harménico
for 1=1:1:p
for j=1:1:k
]
a=1;
for t=0:0.05:1800
ht(j,q,1)=(4.1820856565977742055439777137632e+39*cos (Phi (1,
J))*Forca(j) *cos ((6.283185307179586476925286766559*t) /T (3))*T(3)"4 -
4.6080034538430643133646268903447e+40*cos (Phi (1,
J))*Forca(j) *cos ((6.283185307179586476925286766559*t) /T (3))*T(3)" 2 +.. ;
a=q+1l;
end
end
end
% Combinacdo das respostas harménicas do grau de liberdade desejado
for 1=1:1:p
a=1;
for t=0:0.05:1800
R(g,1l)=sum(ht(:,q,1));
g=q+1;
end
end

Plotar o time history da resposta do l-ésimo

tvet=[0:0.05:1800];

plot (tvet, (R(:,1)) ") %Mostrar o time history da resposta do l-ésimo
registro

xlabel ('Tempo (s) ")

ylabel ('Theta (rad) ")

Q

% Anadlise caracteristica (de maximos)

for 1=1:1:p
Maximo (1)=max (abs(R(:,1))); % Maxima resposta de cada registro
end

for 1=1:1:p
RMS (1)=rms (R(:,1)); % RMS da resposta de cada registro
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end

u=mean (Maximo) % Valor médio da resposta maxima de cada registro
sigma=std (Maximo) % Desvio padrdo da resposta maxima de cada registro
xcgauss=u+l.645*sigma % Valor caracteristico utilizando Distribuicdo de
Gauss

prob=0.95 $ Probabilidade de um evento ndo ser ultrapassado
w=-log(-log(prob))

alphatil=pi/ (sigma*sqrt (6))

gama=0.5772157

xbarra=u-gama/alphatil

xcgumbel=xbarra+w/alphatil % Valor caracteristico utilizando Distribuicéo
de Gumbel
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APENDICE 8: GRAFICOS DE CARREGAMENTO ALEATORIO DO VENTO
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Figura A8.1- 1° e 2° registro da excitacdo aleatdrio do vento no dominio do tempo.

5 5
1 <10 T T T T T T T T 1 x10 T
0.8 B 0.8
0.6 1 0.6 -
0.4 H 0.4
. 02 H ~ 02
z z
8 o 8 o
5 8
Y o2t 0.2 f
04+t 1 0.4+
-0.6 - 1 0.6
-0.8 . 0.8
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Tempo (s) Tempo (s)
Figura A8.2- 3° e 4° registro da excitagéo aleatorio do vento no dominio do tempo.
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Figura A8.3- 5° e 6° registro da excita¢do aleatorio do vento no dominio do tempo.
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Figura A8.4- 7° e 8° registro da excitacdo aleatdrio do vento no dominio do tempo.
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Figura A8.5- 9° e 10° registro da excitacdo aleatdrio do vento no dominio do tempo.
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Figura A8.6- 11° e 12° registro da excitacdo aleatério do vento no dominio do tempo.
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Figura A8.7- 13° e 14° registro da excitacdo aleatério do vento no dominio do tempo.
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Figura A8.8- 15° e 16° registro da excitacdo aleatdrio do vento no dominio do tempo.
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Figura A8.9- 17° e 18° registro da excitacdo aleatdrio do vento no dominio do tempo.
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Figura A8.10- 19° e 20° registro da excitacdo aleatorio do vento no dominio do tempo.

1800



282

APENDICE 9: DOMINIO DA FREQUENCIA — ESPECTRO DE DAVENPORT

clear all

format long

vk=25.46; % Velocidade média do vento a 10 metros de altura
vm=31.37;% Velocidade média a 90 metros de altura
kappa=0.005; % Rugosidade do terreno

Fm=108.21*10"3; % Forca estatica a 90 metros de altura

Mc = 5452000; % Massa da barcaca

Kc = 9.95*%107%6; % Rigidez da barcaca

Bc =1.473056*10%6; % Amortecimento da barcaca

Br =2.0*10"7; % Amortecimento da torre

Pr = 3860.66; % Massa especifica linear da torre

Lr = 90; % Comprimento da torre

Mr = 56780+240000+3*4080.2; % Massa do cubo, da nacele e de participacao
modal das pés

Kr = 7.2*1078; % Rigidez rotacional da torre

g = 9.781; % aceleracédo da gravidade

Wres=0.291 % Frequéncia do 1° modo de vibracao

n=1

for w=0.0001:0.0001:10

f=w/ (2*pi);

s=i*w;

Sd(n)=((4* (1200*£/vk) .”2) ./ ((1+(1200*£/vk) .~2) .~ (4/3))) .* (kappa*vk"2./£f); %

Espectro de velocidades de Davenport

X(n)=1./(1+(2*f*L/vm) .~ (4/3)); % Admitancia aerodindmica

Ht (n)=(-(6* (Lr*Pr*s”"2+2*Mc*s"2+2*Bc*s+2*Kc) ) *Lr/ (-Lr"4*Pr"2*s"™4-

4*Lr " 3*Mc*Pr*s™4-4*Lr"3*Mr*Pr*s*4-4*Bc*Lr"3*Pr*s"3+6*Lr"3*Pr*2*g*s*2-
12*Lr"2*Mc*Mr*s”4-12*Bc*Lr"2*Mr*s”*3-

4*Kc*Lr " 3*Pr*s*2+6*Lr"2*Mc*Pr*g*s”"2+18*Lr"2*Mr*Pr*g*s”2+6*Bc*Lr"2*Pr*g*s—
12*Br*Lr*Pr*s”3-

12*KCc*Lr " 2*Mr*s " 2+12*Lr*Mc*Mr*g*s"2+12*Lr*Mr"2*g*s"2+12*Bc*Lr*Mr*g*s—
12*Br*Mc*s"3-12*Br*Mr*s”"3+6*Kc*Lr"2*Pr*g-12*Kr*Lr*Pr*s"2-
12*Bc*Br*s”2+12*Kc*Lr*Mr*g-12*Kr*Mc*s"2-12*Kr*Mr*s"2-12*Bc*Kr*s-12*Br*Kc*s-
12*Kc*Kr)); % Funcdo de transferéncia de rotacdo da torre

Sx1(n)=4* (Fm/vm) "2* ( (abs (Ht (n)))"2)*X(n) *Sd(n); % Espectro de respostas
n=n+1;

end

W=[0.0001:0.0001:107;

ff=W/ (2*pi) ;

semilogy (ff, Sx1)

xlabel ('Frequéncia (Hz)")

ylabel ('Sx (rad”2/(Hz))")

Sigma= (trapz (ff,Sx1))"0.5 % Desvio padrdo do espectro de respostas

g=sqgrt (2*log ( (Wres/ (2*pi))*1800))+0.577/ (sqrt (2*log((Wres/ (2*pi))*1800))) %
Fator de pico de Davenport

Xmax=g*Sigma % Pico maximo da rotacdo da torre no dominio da frequéncia
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APENDICE 10: CARREGAMENTO ALEATORIO DAS ONDAS DO MAR

clc
clear all
format long

W=[0.010 0.015 0.021 0.031 0.044 0.065 0.094 0.136 0.198 0.277 0.292 0.307
0.426 0.621 0.905 1.319 1.878 2.673 3.806 5.418 7.327 7.713 8.099 11.184]
$Divisdes das frequéncias do espectro

k=length (W) % Quantidade de divisodes

T=2*pi./ (W) % Divisdes dos periodos do espectro

o\

f=W/ (2*pi) % Divisdes das frequéncias do espectro
for j=1:1:k-1
fmedio (§)=(£ (J+1)+£(3)) /2

Tp=6.93 % Periodo de pico

omegaP=2*pi/Tp % Frequéncia de pico
Hs=1.62 % Altura significativa das ondas do mar

% Calculo da amplitude da altura da onda do mar do primeiro harménico

fponto=linspace (£ (1), fmedio (1),100)

Sh=2*pi*5/16* (Hs"2/omegaP) .* ( (omegaP./ (2*pi.*fponto)) ."5) .*exp (-
1.25.*%(((2*pi*fponto) ./omegaP).”(-4))) % Espectro de Pierson-Moskowitz
H(l)=2*sqrt (2*trapz (fponto,Sh)) % Amplitude da altura da onda do mar do
primeiro harménico

% Calculo da amplitude da altura da onda do mar do segundo harmbébnico ao 23°
harménico

for §j=2:1:k-1
J
fponto=linspace (fmedio (j-1), fmedio (j),100)
Sh=2*pi*5/16* (Hs"2/omegaP) .* ( (omegaP./ (2*pi*fponto)) ."5).*exp (-
1.25.*%(((2*pi*fponto) ./omegaP) .” (-4)))
H(j)=2*sqrt (2*trapz (fponto, Sh))
end

fponto=linspace (fmedio (k-1), f(k),100)

Sh=2*pi*5/16* (Hs"2/omegaP) .* ( (omegaP./ (2*pi*fponto))."5) .*exp (-
1.25.*%(((2*pi*fponto) ./omegaP).” (-4))) % Espectro de Pierson-Moskowitz
H(k)=2*sqgrt (2*trapz (fponto,Sh)) % Amplitude da altura da onda do mar dos
harménicos

Cm=2 % Coeficiente de Inércia

Cd=3 % Coeficiente de Arrasto
rhow=1000 % Massa especifica da agua
D=20 % Diédmetro da barcaca

h=4 % Altura da lé&mina d’agua

d=2506 % Profundidade do mar

g=9.81 % aceleracdo da gravidade
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Q

% Calculo iterativo do comprimento de onda e do numero de onda de cada
harménico

for j=1:1:%k
p—

p)=d;
p= :1000
) g* (3)"2*tanh (2*pi*d/ (Lt (p-1)))/ (2*pi);

fo

1;
t(
r
t(p

J
p
Epsilon=abs (Lt (p) -Lt (p-1)) /Lt (p) % Erro relativo entre as iteracdes
if Epsilon <10"-6
L(j)=Lt(p); % Comprimento de onda
break
end
end
kappa (j)=2*pi/ (L(j)) % Numero de onda
end

o)

% Céalculo da forca de inércia de cada harmdnico

for j=1:1:k
Forcalnercia (j)=Cm*rhow* (pi*D"2/4)* ((2*pi”2*H(J)/ (T () "2)

(cosh (kappa (j) *h) —sinh (kappa (7) *h) *coth (kappa () *d) )

end

)) * (1
) /kappa (3) ;

o)

% Calculo da forca de arrasto de cada harmdénico

for j=1:1:k

ForcaArrasto (j)=(8/(3*pi))* (Cd* ((rhow*D) /2)* (pi*H(J)/(T(3)))"2)* ((coth (kapp
a(j) *d) +kappa (j) *h* (csch (kappa (7) *d) ) "2+ ( (exp (2*kappa () *h) ) /4) * (-

2*coth(kappa(j)*d)+coth(kappa(j)*d)*coth(kappa(') d)+1l)+ ((exp (-

2*kappa (j) *h)) /4) * (-2*coth (kappa (J) *d) —coth (kappa (J) *d) *coth (kappa (J) *d) -
1))/ (2*kappa(j)));

end

o)

rel=ForcaArrasto./Forcalnercia % Razdo entre forca de arrasto e de inércia

Forca=Forcalnercia
% Método de Monte Carlo

p=20; % Quantidade de registros aleatdérios analisados
tvet=[0:0.05:1800] % Passo de tempo

Phi=[1.119141827620915 2.259652804339409 0.356286069202074

3.279104396776070 2.110201343121381 1.103761066184606
1.312850672017711 5.687247542678159 4.243607922037829
2.943472510517665 5.731097360343760 0.653523998430402
4.684404136108059 4.626104859159297 3.530279452000565
1.157325647178760 3.752389581723690 1.884559689211831
0.842719240905012 1.335814830684132 5.623084385912406
0.448951263460212 1.523587984299732 0.337748807322159
2.775421538804331 0.083460810008162 5.637219514165752
1.235639858537616 0.586664258999366 1.931243187404163
2.865494831539199 0.638807640212919 6.254218111719962
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.086600811768379
.873922142120079
.784179943757509
.508073588915326
.353788084726987

2.124330619168742
.064946888501151
.791701169358779
.443804707385410
.351306801615668
.386985574292861
.819334137249930
.803546388811518

5.595023703852426
.322527752611066
.016186419374912
.829901686668310
.738229362339020
.108022094031132
.649760250050709
.098450391994393

2.302389163669394
.756978097994986
.294511219712699
.292291131328571
.438555709142527
.954073572371495
.847673267608383
.574903484377367

0.705500941250655
.792112434751143
.365256781354214
.118615652578606
.177850984580777
.063704877531723
.714925020997287
.699033098857787

0.373241922017954
.375817523958258
.580266857724160
.119087740550976
.683723270914774
.843852548368721
.057154086595854
.988182038201517

5.610396937344307
.158830911404128
.741577314704851
.969332424413729
.207377011105878
.493163648734639
.528280459777016
.899796859222935

1.012434604411393
.203995289567322
.334042245552515
.106823226418038
.655560958458128
.665550131692716
.784598682855310
.995040661199517

1.868285144723623
0.291233586577438
3.965129746860684
4.883546319388699
0.685836141321941
1.847087167482730
0.304403610167790
3.305599283157621
4.909536811232521
3.497659727995969
4.901987436486366
4.657436552719705
3.452862326103789
5.020015484857189
0.457951840408076
5.925094887101396
4.541012208709521
4.025749439626125
4.706931802117977
1.475461020474345
5.447083671484550
2.319744502794641
4.959719932708155
0.544541977219592
2.439582607394201
4.033431874173922
4.913023443679773
1.491458669734946
2.546671890967056
4.928705797664026
6.059646332561899
4.763278227882190
0.689611322091828
1.672450969706598
4.831507266569007
0.233952105708893
2.838361323429982
1.984301789210015
0.787485318861971
0.049136353652676
4.542256185374099
3.969505195724331
0.619484954696443
1.233068344874731
1.366990589146833
4.418481832199538
1.332229074467986
4.440422672193577
1.044287784427691
1.070855983143902
0.464922849013956
6.175335696777362
0.969934093659535
4.763360889706630
4.307347892749470
5.230270390059744
1.880086270147044
2.259473133452101
2.666174077802169
0.153523450643100
4.107256245186412

0.389841622976221
3.175698678525310
0.564805899394458
5.687129325923293
5.188710082217050
4.689225563498592
4.196640761499767
4.584899683586308
1.809412701984975
2.491413617939866
2.121101974552721
0.658561021965752
3.048786290632457
4.614001107536851
0.556234433910137
4.295911638846076
0.693371368168132
2.066000642951736
3.664264019234058
4.617874427385463
0.541827531009859
4.304160834427096
2.310031415270563
4.850203846030696
3.466926764810773
3.044079957469142
0.632128166476940
3.335568765347145
0.658768399390641
1.831990337482509
2.717383359690224
2.718371906911460
5.866986159808959
5.012915368584773
2.488183763096963
4.230436711726231
3.831845605562419
4.855156339170493
0.817765680794939
2.658474672193279
3.337686428474426
0.794822095197272
0.892383520566637
1.994784258545611
1.577342438373313
3.491804476336660
0.485984328290810
3.504691440421121
3.911265633266999
1.619756481098831
4.298302356635038
2.526996506732847
2.396062585528902
5.473352602139498
1.848190373817102
3.754141594757702
2.843722807327443
3.508022993335031
2.697721982334516
1.823287794229398
6.012605738033242
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5.879370471356292 2.876984685232085 1.510970329669456
.799712339725491 4.770994657028428 4.653629039664620
.672731660353922 0.665517606145650 4.282370482686082
.910752060815570 1.333060733981930 0.619011485123802
.174671033951553 1.099618610532440 1.027740053857760
.184521092923721 5.619614182123306 3.245630945015714
.415208810352426 0.965036797699195 5.990747452535771
.398474912143775 4.270894042027910 0.229732217788181

4.069101578571473 4.266388092647181 3.994765718002131
.938704100215487 1.312776834743894 4.456548373122215
.484280490473979 0.750188749892403 3.815803197108242
.828298563783775 2.882257281723269 4.159121539338229
.839846628947621 2.200484676362774 4.159528981621973
.614801537954799 5.289996881876191 5.233370719716153
.611266274532733 3.854487488074221 3.658379395675063
.397565458034120 5.466000712624473 1.663655688800993

1.998518357657322 0.749047052753851 5.905122719325577
.056122055849593 3.012556290331793 4.016946936237913
.422552262245768 4.067177982146448 3.417336109288178
.530469532218564 3.282934828328993 6.243630293952551
.373985803716891 0.664750156010805 0.689249497326988
.399556367774191 2.542051085551412 2.817210093233528
.298490827438207 4.797241141344691 3.945189306823001
.850495815945265 5.861291846525899 6.111911041565059

1.206549703686543 0.872572350762426 4.374770419043622
.589488613751031 3.301213230656428 3.332251000753681
.410701010373987 3.046423341511610 2.472159227804106
.218726271582685 4.657461019141627 3.267586022069769
.184743147291111 0.942460541392518 3.682525065483232
.647107608693283 0.279313299446634 4.743385612568025
.525465393059006 2.779695712916075 4.321550256362297
.257097413521387 4.626561135936836 2.480020209305474

0.294028534026601 1.423660469833803 0.779086874656389
.123009836659705 0.078841371725634 3.666015196198733
.698159153473558 3.238125528917300 4.163026475947102
.701275882678879 3.578029415924322 2.457875249500080
.832488218378567 3.493114629713455 5.080043887926954
.744289334269093 1.371246142302953 1.357286878841495
.966275018618402 4.964652390982749 2.058154322521233
.217678429655527 5.756087709658405 0.237038695730083

4.830853742228301 1.050885019626128 5.415983078856486
.219550171683680 3.232217903585179 5.556101531929017
.694676670953122 0.972337683327193 1.255775152029379
.556972653396841 4.704256768094172 5.187296101192831
.963484102962544 2.001346858671412 3.355623878187435
.565176783222146 0.701867890642297 0.856351340967173
.264098190204105 3.111288970797141 1.191985635708734
.110213326546865 0.927449811542833 0.345412752115694

5.345185375724144 3.522099386075745 5.840904773029332
.377289118522540 3.661783629549848 5.123291778670138
.523007250171545 6.213514936250494 0.003282181167588
.437711039319239 3.848868640732733 6.220040587349135
.315511658558806 3.012934288401863 5.035015500959074
.431579385972865 3.129618732035186 5.660223119880460
.610702928644704 5.310411154280232 4.641013829956348
.681865133702631 1.550278748448997 4.187216585127880

0.524537987830011 3.933021325075382 4.152837135355048
.585166135216206 5.596760609634386 6.171993177217430
.831952249776259 3.653336029529873 5.832762993595393
.644815262969872 0.106706948633417 0.759383081358487
.420571312080106 3.042924723566216 5.308384761184874



1.315730947169044 3.470148842438934 3.957674030273313
0.201005480201111 3.862358323122944 2.277098374907514
0.311222372863791 3.076058962835017 1.209578492016551
0.773357994133284 1.291157955358185 0.920580333658206
1.187975508642822 0.267993001552682 3.991066218365091
1.771021687448823 3.384102733990217 4.367838195530930
3.136038402491855 3.366537321066705 2.797168323191794
0.778689465689496 3.081005741586600 5.359545476688707
5.491047836052014 1.698309377275394 1.309801346420947
3.549871337718895 4.023197851875985 2.620270181631088
1.294182332830932 5.956039459898122 0.515668602578924
0.664191915928651 0.892470690162506 1.045901796341363
3.901598227940489 3.604724765035672 0.327215035073087
5.850910857795841 4.578316372225682 4.635995838166106
0.398382227162173 5.406307503383149 5.871040514410489
6.185157011884856 5.396871752754288 4.935812699272886
3.225645453507235 1.115909170369394 2.504411669486755
0.841514868379802 0.194084758819687 5.900801368935753
1.893161837973323 1.856893846550003 2.091900354260058
2.934675970190693 4.072750703645379 0.158513339283906
5.291740212762654 3.512505072908179 5.366468252137728
2.185789442470519 2.802468081670383 0.340796731709501
1.112799454094543 4.164545876393372 2.078659881850389
5.645354899945003 0.742391006847260 6.210413007494669
3.392807590815109 4.441693142478093 6.279991062047019
1.808610774023741 2.604521925867957 2.920675491409279
4.800083890896504 5.140927595539671 0.629710508819221]

o°

Geracdo das forcas harmdénicas de cada harmdénico

for 1=1:1:p

for j=1:1:k
a=1;

for t=0:0.05:1800
Forca Graf Comb(j,q,1l)=Forca(j)*cos((2*pi/(T(j)))*t+Phi(1,]));
a=q+l;

end

end

end

o)

% Combinacdo das forcas harmdénicas com fases aleatdrias

for 1=1:1:p

ag=1

for t=0:0.05:1800

Forca Graf Comb Tot (g, 1l)=sum(Forca Graf Comb(:,q,1));
q=q+1;

end

end

$Plotar time history das forgas do l-ésimo registro
plot (tvet,Forca Graf Comb Tot (:,1)")

xlabel ('Tempo (s) ')
ylabel ('Forca (N)")

[

harmdénico

% Geracdo das respostas harmbnicas do grau de liberdade desejado de cada

287
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for 1=1:1:p

1

for j=1:1:k
]
q=1;

for t=0:0.05:1800
ht(j,q,1)=(383356083562236146971646439570.52*cos (Phi (1,
J))*Forca(j) *cos ((6.283185307179586476925286766559*t) /T (3))*T(3)" 3 +..
g=q+1l;
end
end
end

o

% Combinacédo das respostas harmbénicas do grau de liberdade desejado

for 1=1:1:p
a=1;
for t=0:0.05:1800
R(g,1l)=sum(ht(:,q,1));
q=q+1;
end
end

% Plotar o time history da resposta do l-ésimo
tvet=[{0:0.05:1800];

plot (tvet, (R(:,1))")

xlabel ('Tempo (s) ")

ylabel ('Theta (rad)'")

)

% Anédlise caracteristica (de maximos)

for 1=1:1:p
Maximo (1)=max (abs(R(:,1))); % Maxima resposta de cada registro
end

for 1=1:1:p
RMS (1)=rms (R(:,1)); % RMS da resposta de cada registro
end

u=mean (Maximo) % Valor médio da resposta maxima de cada registro
sigma=std (Maximo) % Desvio padrdo da resposta maxima de cada registro
xcgauss=u+l.645*sigma % Valor caracteristico utilizando Distribuicdo de
Gauss

prob=0.95 % Probabilidade de um evento ndo ser ultrapassado

w=-log (-log(prob))

alphatil=pi/ (sigma*sqgrt (6))

gama=0.5772157

xbarra=u-gama/alphatil

xcgumbel=xbarrat+w/alphatil % Valor caracteristico utilizando Distribuicédo
de Gumbel
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APENDICE 11:GRAFICOS DO CARREGAMENTO ALEATORIO DAS ONDAS

6 6
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3 3

Forca (N)

4

\ . . , . . , , 4 . . . . \ . . \
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Tempo (s) Tempo (s)

Figura A11.1- 1° e 2° registro da excitacdo aleatorio da onda do mar no dominio do tempo.
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Figura A11.2- 3° e 4° registro da excitacdo aleatorio da onda do mar no dominio do tempo.
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Figura A11.3- 5° e 6° registro da excitacdo aleatdrio da onda do mar no dominio do tempo.
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Figura Al11.4- 7° e 8° registro da excitacdo aleatdrio da onda do mar no dominio do tempo.
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Figura A11.5- 9° e 10° registro da excitacdo aleatdrio da onda do mar no dominio do tempo.
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Figura A11.6- 11° e 12° registro da excitag&o aleatorio da onda do mar no dominio do tempo.
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Figura A11.7- 13° e 14° registro da excitagdo aleatdrio da onda do mar no dominio do tempo.
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Figura A11.8- 15° e 16° registro da excitagdo aleatorio da onda do mar no dominio do tempo.
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Figura A11.9- 17° e 18° registro da excitag&o aleatorio da onda do mar no dominio do tempo.
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Figura A11.10- 19° e 20° registro da excitacdo aleatdrio da onda do mar no dominio do tempo.



293

APENDICE 12:DOMINIO DA FREQUENCIA - ESPECTRO DE PM
clear all

format long

clc

Mc = 5452000; % Massa da barcaca

Kc = 9.95*%107%6; % Rigidez da barcaca

Bc =1.473056*10%6; % Amortecimento da barcaca

Br =2.0*%10"7; % Amortecimento da torre

Pr = 3860.66; % Massa especifica linear da torre

Lr = 90; % Comprimento da torre

Mr = 56780+240000+3*4080.2; % Massa do cubo, da nacele e de participacao
modal das pés

Kr = 7.2*%1078; % Rigidez rotacional da torre

g = 9.781l; % aceleracdo da gravidade

Hs=1.62 $ Altura significativa da onda do mar
Tp=6.93 % Periodo de pico da onda do mar
omegaP=2*pi/Tp % Frequéncia de pico da onda do mar
W=[0.0001:0.0001:101;

cont=length (W) ;

T=2*pi./W;

d=2506 % Profundidade do mar

g=9.81 $ Aceleracdo da gravidade

for j=1l:1:cont

p=1;

Lt (p)=d;

for p=2:1:10000000

Lt (p)=g*T (j)"2*tanh (2*pi*d/ (Lt (p-1)))/(2*pi); % Célculo iterativo do
comprimento de onda

3

p;

Epsilon=abs (Lt (p)-Lt (p-1)) /Lt (p);

if Epsilon <10"-6

j<¥;
Epsilon;
L(j)=Lt(p); % Comprimento de onda
break
end
end
kappa (j)=2*pi/(L(Jj)); % Numero de onda
end

Cm=2 % Coeficiente de inpercia
rhow=1000 % Massa especifica da agua
D=20 % Didmetro da barcaca

h=4 % Altura da lédmina de &gua

n=1

for w=0.0001:0.0001:10

s=i*w;

Spm(n)=2*pi*5/16* (Hs"2/omegaP) * ( (omegaP/ (w))"5) *exp (-1.25* (( (w) /omegaP) " (-
4))); % Espectro de Pierson Moskowitz

RAO (n) =Cm*rhow* (pi*D"2) * ((pi”2/ (T (n)"2)))* (1- (cosh (kappa (n) *h) -

sinh (kappa (n) *h) *coth (kappa (n) *d) ) ) /kappa (n); % Operador de Amplitude-
Resposta

Ht (n)=((6* (Lr*Pr+2*Mr) ) *Lr*s”*2/ (-Lr"4*Pr"2*s"4-4*Lr"3*Mc*Pr*s"4-

4*Lr " 3*Mr*Pr*s”"4-4*Bc*Lr"3*Pr*s”"3+6*Lr"3*Pr"2*g*s"2-12*Lr"2*Mc*Mr*s”*4-
12*Bc*Lr"2*Mr*s”3-
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4*Kc*Lr " 3*Pr*s*2+6*Lr"2*Mc*Pr*g*s”"2+18*Lr"2*Mr*Pr*g*s*2+6*Bc*Lr"2*Pr*g*s—
12*Br*Lr*Pr*s”3-

12*Ke*Lr " 2*Mr*s 2+12*Lr*Mc*Mr*g* s 2+12*Lr*Mr " 2*g*s*2+12*Bc*Lr*Mr*g*s—
12*Br*Mc*s”"3-12*Br*Mr*s”"3+6*Kc*Lr"2*Pr*g-12*Kr*Lr*Pr*s”"2-
12*BC*Br*s"2+12*Kc*Lr*Mr*g-12*Kr*Mc*s"2-12*Kr*Mr*s"2-12*Bc*Kr*s-12*Br*Kc*s-
12*Kc*Kr)); % Funcdo de transferéncia da rotacdo da torre
Sx1l(n)=((abs(Ht(n)))"2)*(((RAO(n)))"2)*Spm(n); % Espectro de resposta
n=n+1;

end

F=W/ (2*pi)
Sigma=(trapz (F,Sx1))"0.5 %Desvio padrdo do espectro de resposta
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APENDICE 13: ANALISE NAO-LINEAR PELO METODO DE RUNGE-KUTTA

format long

clear all
Mc=5452000
Kc=9.95*10"6
Cc=1.47*10"6
rho=3860.66

L=90
Mt=296780+3*4080.2
Kt=7.2*10"8

o\

Massa da barcaca

Rigidez da barcaca
Amortecimento da barcaca
Massa especifica da torre
Comprimento da torre

Massa da nacele, cubo e pés
Rigidez rotacional da torre

oC o0 o o oe

o\

Ct=2*10"7 % Amortecimento da torre

g=9.81 % Aceleracdo da gravidade

Md=19000 % Massa do péndulo invertido

Lc=79 % Posicdo do péndulo invertido

Ld=10 % Comprimento do péndulo invertido
Cd=10"6 % Amortecimento do péndulo invertido

Kd=3981071.70553496
rhod=3860.66

o°

Rigidez rotacional do péndulo invertido
Massa especifica do péndulo invertido

o

DeltaT=0.010
Tempo=1800

K= (Tempo-0) /DeltaT;% Quantidade de passos de tempo

% Matriz de massa

A(l,1)=(1/3)*rho*L"3+Mt*L"2+Md* (Lc+Ld) *2+rhod*Lc*Ld* (Lc+Ld) +(1/3) *rhod*Ld"3

A(l,2)=-Md*Lc*Ld-Md*Ld"2-(1/2) *rhod*Lc*Ld"2-(1/3) *rhod*Ld"3;
A(1,3)=Mt*L+(1/2)*rho*L"2+Md* (Lc+Ld) +rhod*Lc*Ld+ (1/2) *rhod*Ld"2;
A(2,1)=-Md*Lc*Ld-Md*Ld"2-(1/2) *rhod*Lc*Ld"2-(1/3) *rhod*Ld"3;
A(2,2)=Md*Ld"2+(1/3) *rhod*Ld"3;

A(2,3)=-Md*Ld-(1/2)*rhod*Ld"2;
A(3,1)=Mt*L+(1/2)*rho*L"2+Md* (Lc+Ld) +rhod*Lc*Ld+ (1/2) *rhod*Ld"2;
A(3,2)=-Md*Ld-(1/2)*rhod*Ld"2;

A(3,3)=Ld*rhod+L*rho+Mc+Md+Mt ;

% Distribuicdo espectral

k=1

W=[0.010 0.015 0.021 0.031 0.044 0.065 0.094 0.136 0.198 0.277 0.292

0.426 0.621 0.905 1.319 1.878 2.673 3.806 5.418 7.327 7.713 8.099 11.

kk=length (W) ;
m=9;
T=2*pi./ (W) ;
f=W/ (2*pi) ;

for j=1:1:kk-1;
fmedio (J)=(£(J+1)+£(3))/2;
end;

vk=25.46; % Velocidade média do vento a 10 metros de altura
vm=31.37;% Velocidade media a 90 metros de altura

kappa=0.005; % Coeficiente de rugosidade

Fm=108.21*10"3; % Forca média a 90 metros de altura (Parcela estatica)
1L=90; % Comprimento da torre

% Distribuicdo da forca do vento

fponto=linspace (f (1), fmedio (1),100);

0.307
1847;
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Sd=((4* (1200*fponto/vk) ."2) ./ ((1+(1200*fponto/vk) ."2) .~ (4/3))) .* (kappa*vk"2

./fponto) ;
X=1./(1+(2*fponto*L/vm) .~ (4/3));
Sf=4* (Fm/vm) 2 .*X.*Sd;

Forca (1)=sqgrt (2*trapz (fponto, Sf)) ;

for j=2:1:kk-1;
js
fponto=linspace (fmedio (j-1), fmedio (j),100);

(1+ (2*fponto*L/vm) .~ (4/3)) ;
(Fm/vm) ~2.*X.*Sd;
(j)=sqgrt (2*trapz (fponto, Sf) ) ;

fponto=linspace (fmedio (kk-1), f (kk),100);
Sd=((4* (1200*fponto/vk) ."2)./(
./fponto) ;
X=1./(1+(2*fponto*L/vm) ." (4/3)) ;

Sf=4* (Fm/vm) ~2.*X.*Sd;

Forca (kk)=sqgrt (2*trapz (fponto,Sf));

p=20; % Quantidade de registros

% Angulos de fases de cada registro e cada frequéncia
Phi=[1.119141827620915 2.259652804339409 0.356286069202074

3.279104396776070 2.110201343121381 1.103761066184606
1.312850672017711 5.687247542678159 4.243607922037829
2.943472510517665 5.731097360343760 0.653523998430402
4.684404136108059 4.626104859159297 3.530279452000565
1.157325647178760 3.752389581723690 1.884559689211831
0.842719240905012 1.335814830684132 5.623084385912406
0.448951263460212 1.523587984299732 0.337748807322159
2.775421538804331 0.083460810008162 5.637219514165752
1.235639858537616 0.586664258999366 1.931243187404163
2.865494831539199 0.638807640212919 6.254218111719962
2.086600811768379 1.868285144723623 0.389841622976221
1.873922142120079 0.291233586577438 3.175698678525310
4.784179943757509 3.965129746860684 0.564805899394458
0.508073588915326 4.883546319388699 5.687129325923293
3.353788084726987 0.685836141321941 5.188710082217050
2.124330619168742 1.847087167482730 4.689225563498592
0.064946888501151 0.304403610167790 4.196640761499767
3.791701169358779 3.305599283157621 4.584899683586308
4.443804707385410 4.909536811232521 1.809412701984975
4.351306801615668 3.497659727995969 2.491413617939866
0.386985574292861 4.901987436486366 2.121101974552721
3.819334137249930 4.657436552719705 0.658561021965752
0.803546388811518 3.452862326103789 3.048786290632457
5.595023703852426 5.020015484857189 4.614001107536851
0.322527752611066 0.457951840408076 0.556234433910137
5.016186419374912 5.92509488710139%¢6 4.295911638846076
0.829901686668310 4.541012208709521 0.693371368168132
0.738229362339020 4.025749439626125 2.066000642951736
4.108022094031132 4.706931802117977 3.664264019234058
4.649760250050709 1.475461020474345 4.617874427385463
6.098450391994393 5.447083671484550 0.541827531009859

2.302389163669394 2.319744502794641 4.30416083442709¢6
3.756978097994986 4.959719932708155 2.310031415270563

(1+(1200*fponto/vk) ."2) .~ (4/3))) .* (kappa*vk"2
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.294511219712699 0.544541977219592 4.850203846030696
.292291131328571 2.439582607394201 3.466926764810773
.438555709142527 4.033431874173922 3.044079957469142
.954073572371495 4.913023443679773 0.632128166476940
.847673267608383 1.491458669734946 3.335568765347145
.574903484377367 2.546671890967056 0.658768399390641
0.705500941250655 4.928705797664026 1.831990337482509
.792112434751143 6.059646332561899 2.717383359690224
.365256781354214 4.763278227882190 2.718371906911460
.118615652578606 0.689611322091828 5.866986159808959
.177850984580777 1.672450969706598 5.012915368584773
.063704877531723 4.831507266569007 2.488183763096963
.714925020997287 0.233952105708893 4.230436711726231
.699033098857787 2.838361323429982 3.831845605562419
0.373241922017954 1.984301789210015 4.855156339170493
.375817523958258 0.787485318861971 0.817765680794939
.580266857724160 0.049136353652676 2.658474672193279
.119087740550976 4.542256185374099 3.337686428474426
.683723270914774 3.969505195724331 0.794822095197272
.843852548368721 0.619484954696443 0.892383520566637
.057154086595854 1.233068344874731 1.994784258545611
.988182038201517 1.366990589146833 1.577342438373313
5.610396937344307 4.418481832199538 3.491804476336660
.158830911404128 1.332229074467986 0.485984328290810
.741577314704851 4.440422672193577 3.504691440421121
.969332424413729 1.044287784427691 3.911265633266999
.207377011105878 1.070855983143902 1.619756481098831
.493163648734639 0.464922849013956 4.298302356635038
.528280459777016 6.175335696777362 2.526996506732847
.899796859222935 0.969934093659535 2.396062585528902
1.012434604411393 4.763360889706630 5.473352602139498
.203995289567322 4.307347892749470 1.848190373817102
.334042245552515 5.230270390059744 3.754141594757702
.106823226418038 1.880086270147044 2.843722807327443
.655560958458128 2.259473133452101 3.508022993335031
.665550131692716 2.666174077802169 2.697721982334516
.784598682855310 0.153523450643100 1.823287794229398
.995040661199517 4.107256245186412 6.012605738033242
5.879370471356292 2.876984685232085 1.510970329669456
.799712339725491 4.770994657028428 4.653629039664620
.672731660353922 0.665517606145650 4.282370482686082
.910752060815570 1.333060733981930 0.619011485123802
.174671033951553 1.099618610532440 1.027740053857760
.184521092923721 5.619614182123306 3.245630945015714
.415208810352426 0.965036797699195 5.990747452535771
.398474912143775 4.270894042027910 0.229732217788181
4.069101578571473 4.266388092647181 3.994765718002131
.938704100215487 1.312776834743894 4.456548373122215
.484280490473979 0.750188749892403 3.815803197108242
.828298563783775 2.882257281723269 4.159121539338229
.839846628947621 2.200484676362774 4.159528981621973
.614801537954799 5.289996881876191 5.233370719716153
.611266274532733 3.854487488074221 3.658379395675063
.397565458034120 5.466000712624473 1.663655688800993
1.998518357657322 0.749047052753851 5.905122719325577
.056122055849593 3.012556290331793 4.016946936237913
.422552262245768 4.067177982146448 3.417336109288178
.530469532218564 3.282934828328993 6.243630293952551
.373985803716891 0.664750156010805 0.689249497326988
.399556367774191 2.542051085551412 2.817210093233528
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.298490827438207 4.797241141344691 3.945189306823001
.850495815945265 5.861291846525899 6.111911041565059
1.206549703686543 0.872572350762426 4.374770419043622
.589488613751031 3.301213230656428 3.332251000753681
.410701010373987 3.046423341511610 2.472159227804106
.218726271582685 4.657461019141627 3.267586022069769
.184743147291111 0.942460541392518 3.682525065483232
.647107608693283 0.279313299446634 4.743385612568025
.525465393059006 2.779695712916075 4.321550256362297
.257097413521387 4.626561135936836 2.480020209305474
0.294028534026601 1.423660469833803 0.779086874656389
.123009836659705 0.078841371725634 3.666015196198733
.698159153473558 3.238125528917300 4.163026475947102
.701275882678879 3.578029415924322 2.457875249500080
.832488218378567 3.493114629713455 5.080043887926954
.744289334269093 1.371246142302953 1.357286878841495
.966275018618402 4.964652390982749 2.058154322521233
.217678429655527 5.756087709658405 0.237038695730083
4.830853742228301 1.050885019626128 5.415983078856486
.219550171683680 3.232217903585179 5.556101531929017
.694676670953122 0.972337683327193 1.255775152029379
.556972653396841 4.704256768094172 5.187296101192831
.963484102962544 2.001346858671412 3.355623878187435
.565176783222146 0.701867890642297 0.856351340967173
.264098190204105 3.111288970797141 1.191985635708734
.110213326546865 0.927449811542833 0.345412752115694
5.345185375724144 3.522099386075745 5.840904773029332
.377289118522540 3.661783629549848 5.123291778670138
.523007250171545 6.213514936250494 0.003282181167588
.437711039319239 3.848868640732733 6.220040587349135
.315511658558806 3.012934288401863 5.035015500959074
.431579385972865 3.129618732035186 5.660223119880460
.610702928644704 5.310411154280232 4.641013829956348
.681865133702631 1.550278748448997 4.187216585127880
0.524537987830011 3.933021325075382 4.152837135355048
.585166135216206 5.596760609634386 6.171993177217430
.831952249776259 3.653336029529873 5.832762993595393
.644815262969872 0.106706948633417 0.759383081358487
.420571312080106 3.042924723566216 5.308384761184874
.315730947169044 3.470148842438934 3.957674030273313
.201005480201111 3.862358323122944 2.277098374907514
.311222372863791 3.076058962835017 1.209578492016551
0.773357994133284 1.291157955358185 0.920580333658206
.187975508642822 0.267993001552682 3.991066218365091
.771021687448823 3.384102733990217 4.367838195530930
.136038402491855 3.366537321066705 2.797168323191794
.778689465689496 3.081005741586600 5.359545476688707
.491047836052014 1.698309377275394 1.309801346420947
.549871337718895 4.023197851875985 2.620270181631088
.294182332830932 5.956039459898122 0.515668602578924
0.664191915928651 0.892470690162506 1.045901796341363
.901598227940489 3.604724765035672 0.327215035073087
.850910857795841 4.578316372225682 4.635995838166106
.398382227162173 5.406307503383149 5.871040514410489
.185157011884856 5.396871752754288 4.935812699272886
.225645453507235 1.115909170369394 2.504411669486755
.841514868379802 0.194084758819687 5.900801368935753
.893161837973323 1.856893846550003 2.091900354260058
2.934675970190693 4.072750703645379 0.158513339283906
.291740212762654 3.512505072908179 5.366468252137728
.185789442470519 2.802468081670383 0.340796731709501
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1.112799454094543 4.164545876393372 2.078659881850389
5.645354899945003 0.742391006847260 6.210413007494669
3.392807590815109 4.441693142478093 6.279991062047019
1.808610774023741 2.604521925867957 2.920675491409279
4.800083890896504 5.140927595539671 0.6297105088192211;
% Forca harménica de cada registro e cada frequéncia
for 1=1:1:p;
for j=1:1:kk;

k=1;

for t=0:DeltaT/2:Tempo+DeltaT;
Forca Graf Comb(j,k,1l)=Forca(j)*cos((2*pi/(T(j)))*t+Phi(1,]));
k=k+1;

end;

end;

end;

% Somatdério das Forca harmdbdbnica de cada registro

for 1=1:1:p;

k=1;

for t=0:DeltaT/2:Tempo+DeltaT;

Forca Graf Comb Tot (k,1l)=sum(Forca Graf Comb(:,k,1));
k=k+1;

end;

end;

o)

% Time history do l-ésimo registro
tvet=[0:DeltaT/2:Tempo+DeltaT];
plot (tvet,Forca Graf Comb Tot(:,1));

% Método de Runge-Kutta de 4a Ordem de um sistema de EDO de 2a ordem

k=1;

Xt (k)=0; %Theta

Xd (k)=0; %$ThetaD

Xu(k)=0; %U

Vt (k)=0; %derivada (Theta)
Vd (k) =0; %derivada (ThetaDb)
Vu (k)=0; %derivada (U)

k=1;

for time=0:DeltaT:Tempo;

t (k)=time;

ts(k)=t(k);

Xts (k)=Xt (k);

Vts (k) =Vt (k) ;

Xds (k) =Xd (k) ;

Vds (k) =Vd (k) ;

Xus (k) =Xu (k) ;

Vus (k) =Vu (k) ;

$Vetor dos termos independentes - Parcelas n&do-lineares

B(l)=Forca Graf Comb Tot (2*k-1,1)*L-Ct*Vts (k)-Kt*Xts (k)- (-

Md*g*Lc*sin (Xts (k) ) +Md*g*Ld*sin (Xds (k) ) *cos (Xts (k) ) -

Md*g*Ld*cos (Xds (k) ) *sin (Xts (k) )+1/2*rhod*g*Ld"2*sin (Xds (k) ) *cos (Xts (k) ) -
1/2*rhod*g*Ld"2*cos (Xds (k) ) *sin (Xts (k) ) -rhod*g*Lc*Ld*sin (Xts (k) ) -
Mt*g*L*sin (Xts (k) )-1/2*rho*g*L"2*sin (Xts(k)));
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B(2)=0-Cd*Vds (k) -Kd*Xds (k) = (-

Md*g*Ld*sin (Xds (k) ) *cos (Xts (k) ) +Md*g*Ld*cos (Xds (k) ) *sin (Xts (k) ) -
1/2*rhod*g*Ld"2*sin (Xds (k) ) *cos (Xts (k) )+1/2*rhod*g*Ld"2*cos (Xds (k) ) *sin (Xts
(k))) s

B(3)=Forca_ Graf Comb Tot (2*k-1,1)-Cc*Vus (k)-Kc*Xus (k) ;

b=2;

c=3;

X(a)=((1+((A(a,b)/A(a,a))*(1-A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)*A(c,c)))" (-
1))*(A(b,c)*A(c,a)/(A(b,b) *A(c,c))-A(b,a)/A(b,b))+((A(a,c)/A(a,a))* (1-
A(c,b)*A(b,c)/(A(c,c)*A(b,b)))"(-1))*(A(c,b)*A(b,a)/(A(c,c)*A(b,b)) -
A(c,a)/A(c,c)))"-1)*(B(a)/A(a,a)-((A (a,b)/A(a,a))*(l—
A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)*A(c,c)))" ( ))* b) /A (b,b) -

A(b,c)*B(c)/ (A(b,b)*A(c )))—(( /A( a))*(1-
A(c,b)*A(b,c)/(A(c,c)* ( b)))” ( )) (B(c )/A(C c)-
A(c,b)*B(b) / (A( ) A(b )))),

end;

if a==2;

b=1;

c=3;

X(a)=((1+((A(a,b)/A(a,a))*(1-A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)*A(c,c))) " (-
1))*(A(b,c)*A(c,a)/ (A(b,b) *A(c,c))-A(b,a)/A(b,b))+((A(a,c)/A(a,a))* (1-
A(c,b)*A(b,c)/ (A( c)*A(b,b)))A(—l))*(A(c,b)*A(b,a)/(A(c,c)*A(b,b))—
A(c,a)/A(c,c)))"-1)*(B(a)/A(a,a)-((A(a,b)/A(a,a))*(1-
A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)* ( c)))"(-1))*(B(b)/A(b,b)-

A(b,c)*B(c)/ (A(b,b)*A(c )))—(( (a,c)/A(a,a))*(1-
A(c,b)*A(b,c)/(A(c,c)* ( b))) " (- ))*( (c )/A(C c)-
A(C,b)*B(b)/(A(C,C) A(b )))),

end;

if a==3;

b=1;

c=2;

X(a)=((1+((A(a,b)/A(a,a))*(1-A(b,c)*A(c,b)/(A(b,b)*A(c,c))) " (-
1))*(A(b,c)*A(c,a)/ (A(b,b)*A(c,c))-A(b,a)/A(b,b))+((A(a,c)/A(a,a))* (1-
A(c,b)*A(b,c)/(A(c,c)*A(b,b)))"(-1))*(A(c,b)*A(b,a)/(A(c,c)*A(b,b)) -
A(c,a)/A(c,c)))"-1)*(B(a)/A(a,a)-((A (a,b)/A(a,a))*(l—
A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)*A(c,c)))"(-1))*(B(b)/A(b,b)-
A(b,c)*B(c)/(A(b,b) *A(c, C)))-((A(a c) /A a))*(1-
A(c,b)*A(b,c)/(A(c,c)*A(b,b)))"(-1))* (B /A(c,C)-
A(c,b)*B(b)/(A(c,c)*A(b,b))));
end;
end ;

DeltaVtl (k)=DeltaT*X (1) ;
DeltaXtl (k)=DeltaT*Vts (k) ;
DeltaVdl (k) =DeltaT*X (2) ;
DeltaXdl (k)=DeltaT*Vds (k) ;
DeltaVul (k)=DeltaT*X (3);
DeltaXul (k)=DeltaT*Vus (k) ;
ts(k)=t (k)+DeltaT/2;

Xts (k)=Xt (k) +DeltaXtl (k)/2;
Vts (k)=Vt (k)+Deltavtl (k)/2;
Xds (k) =Xd (k) +DeltaXdl (k) /2;
Vds (k) =Vd (k) +Deltavdl (k) /2;
Xus (k) =Xu (k) +DeltaXul (k) /2;
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Vus (k) =Vu (k) +Deltavul (k) /2;

$Vetor dos termos independentes - Parcelas n&do-lineares

B(l)=Forca Graf Comb Tot (2*k,1)*L-Ct*Vts (k)-Kt*Xts(k)- (-

Md*g*Lc*sin (Xts (k) ) +Md*g*Ld*sin (Xds (k) ) *cos (Xts (k) ) -

Md*g*Ld*cos (Xds (k) ) *sin (Xts (k) )+1/2*rhod*g*Ld"2*sin (Xds (k) ) *cos (Xts (k) ) -
1/2*rhod*g*Ld"2*cos (Xds (k) ) *sin (Xts (k) ) -rhod*g*Lc*Ld*sin (Xts (k) ) -
Mt*g*L*sin (Xts (k))-1/2*rho*g*L"2*sin (Xts (k)));
B(2)=0-Cd*Vds (k) -Kd*Xds (k) = (-

Md*g*Ld*sin (Xds (k) ) *cos (Xts (k) ) +Md*g*Ld*cos (Xds (k) ) *sin (Xts (k) ) -
1/2*rhod*g*Ld"2*sin (Xds (k) ) *cos (Xts (k) )+1/2*rhod*g*Ld"2*cos (Xds (k) ) *sin (Xts
(k))):

B(3)=Forca Graf Comb Tot (2*k,1l)-Cc*Vus (k)-Kc*Xus (k) ;

if a==1;

b=2;

c=3;

X(a)=((1+((A(a,b)/A(a,a))*(1-A(b,c) *A(c,b)/ (A(b,b)*A(c,c))) " (-
1))*(A(b,c)*A(c,a)/ (A(b,b) *A(c,c))-A(b,a)/A(b,b))+((A(a,c)/A(a,a))* (1-
A(c,b)*A(b,c)/ (A(c ) (b b)))"~(-1))*(A(c,b)*A(b,a)/ (A(c,c)*A(b,b)) -
A(c,a)/A(c,c)))” —1) )/A(a,a)-((A(a,b)/A(a,a))* (1-
A(b,c)*A(c,b)/ (A (b, b) ( c)))"(-1))*(B(b)/A(b,b)-

A(b,c)*B(c)/ (A(b,b)*A(c )))—(( (a,c)/A(a,a))*(1-
A(c,b)*A(b,c)/(A(c,c)* ( b))) " (- )) (B(c )/A(C c)-
A(c,b)*B(b)/(A(c C)* (b )))),

end;

if a==2;

b=1;

c=3;

X(a)=((1+((A(a,b)/A(a,a))*(1-A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)*A(c,c))) " (-
1))*(A(b,c)*A(c,a)/ (A(b,b) *A(c,c))-A(b,a)/A(b,b))+((A(a,c)/A(a,a))*(1-
A(c,b)*A(b,c)/(A(c,c)*A(b,b)))"(-1))*(A(c,b)*A(b,a)/(A(c,c)*A(b,b)) -
A(c,a)/A(c,c)))"-1)*(B(a)/A(a,a)-((A (a,b)/A(a,a))*(l—
A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)*A(c,c)))"(-1))*(B(b)/A(b,b)-

A(b,c)*B(c)/ (A(b,b) *A(c, c)))—((A(a c) /A a))*(1-
A(c,b)*A(b,c)/(A(c,c)*A(b,b))) " (-1))* (B /A(C,C)—
A(c,b)*B(b)/ (A(c, C) A(b,b)))):

end;

if a==3;

b=1;

c=2;

X(a)=((1+((A(a,b)/A(a,a))*(1-A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)*A(c,c)))" (-
1))*(A(b,c)*A(c,a)/ (A(b,b) *A(c,c))-A(b,a)/A(b,b))+((A(a,c)/A(a,a))* (1-
A(C,b)*A(b,C)/(A(C,C)*A(b,b)))A(—l))*(A(C,b)*A(b,a)/(A(C,C)*A(b,b))—
A(c,a)/A(c,c)))"-1)*(B /A (a, a) ((A (a,b)/A(a,a))*(l-
A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)* c)))”(-1))*(B(b)/A(b,b) -

A(b,c)*B(c)/ (A(b,b)* (C C)))—((A )/A a))*(1-
A(c,b)*A(b,c)/(A(c,c)*A(b,b)))" (- ))* )/A(C,C)—
A(c,b)*B(b)/(A(c,c)*A(b )))),

end;

end

DeltaVt2 (k)=DeltaT*X (1l);%

DeltaXt2 (k)=DeltaT*Vts (k) ;

DeltaVvd2 (k)=DeltaT*X (2);%

DeltaXd2 (k)=DeltaT*Vds (k) ;

DeltaVu2 (k) =DeltaT*X (3);%

DeltaXu2 (k)=DeltaT*Vus (k) ;
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ts (k)=t (k) +DeltaT/2;

Xts (k) =Xt (k) +DeltaXt2 (k) /2

Vts (k) =Vt (k) +Deltavt2 (k) /2

Xds (k) =Xd (k) +DeltaXd2 (k) /2;

Vds (k) =Vd (k) +Deltavd2 (k) /2;

Xus (k) =Xu (k) +DeltaXu2 (k) /2

Vus (k) =Vu (k) +Deltavu2 (k) /2

$Vetor dos termos independentes - Parcelas ndo-lineares

B(l)=Forca Graf Comb Tot (2*k,1)*L-Ct*Vts (k)-Kt*Xts(k)- (-

Md*g*Lc*sin (Xts (k) ) +Md*g*Ld*sin (Xds (k) ) *cos (Xts (k) ) -

Md*g*Ld*cos (Xds (k) ) *sin (Xts (k) )+1/2*rhod*g*Ld"2*sin (Xds (k) ) *cos (Xts (k) ) -
1/2*rhod*g*Ld"2*cos (Xds (k) ) *sin (Xts (k) ) -rhod*g*Lc*Ld*sin (Xts (k) ) -
Mt*g*L*sin (Xts (k) )-1/2*rho*g*L"2*sin (Xts(k)));

B (2)=0-Cd*Vds (k) -Kd*Xds (k) = (-

Md*g*Ld*sin (Xds (k) ) *cos (Xts (k) ) +Md*g*Ld*cos (Xds (k) ) *sin (Xts (k) ) -
1/2*rhod*g*Ld"2*sin (Xds (k) ) *cos (Xts (k) )+1/2*rhod*g*Ld"2*cos (Xds (k) ) *sin (Xts
(k))) s

B(3)=Forca Graf Comb Tot (2*k,1l)-Cc*Vus (k)-Kc*Xus (k) ;

b=2;

c=3;

X(a)=((1+((A(a,b)/A(a,a))*(1-A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)*A(c,c))) " (-
1))*(A(b,c)*A(c,a)/ (A(b,b) *A(c,c))-A(b,a)/A(b,b))+((A(a,c)/A(a,a))*(1-
A(c,b)*A(b,c)/ (A(c ) (b b)))~(-1))*(A(c,b)*A(b,a)/ (A(c,c)*A(b,b)) -
A(c,a)/A(c,c)))” —1) ) /A(a,a)-((A (a,b)/A(a,a))*(l—
A(b,c)*A(c,b)/ (A (b, b) ( c)))~(-1))*(B(b)/A(b,b) -

A(b,c)*B(c)/ (A(b,b) *A(c )))—(( (a )/A( a))*(1-
A(c,b)*A(b,c)/(A(c,c)* ( b))) "~ (- )) B(c )/A (c,c)-
A(c,b)*B(b)/(A(c,c)*A(b )))),

end;

if a==2;

b=1;

c=3;

X(a)=((1+((A(a,b)/A(a,a))*(1-A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)*A(c,c))) " (-
1))*(A(b,c)*A(c,a)/ (A(b,b)*A(c,c))-A(b,a)/A(b,b))+((A(a,c)/A(a,a))* (1-
A(c,b)*A(b,c)/(A(c,c)*A(b,b)))"(-1))*(A(c,b)*A(b,a)/(A(c,c)*A(b,b)) -
A(c,a)/A(c,c)))"-1)*(B(a)/A(a,a)-((A (a,b)/A(a,a))*(l—

A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)*A(c,c)))"(-1))*(B(b)/A(b,b) -
A(b,c)*B(c)/ (A(b,b) *A(c, C)))—((A )/A a))*(1-
A(c,b)*A(b,c)/ (A(c,c)*A(b,b)))" ))*( /A(c,C)-
A(c,b)*B(b)/(A(c,c)*A(b,Db))));

end;

if a==3;

b=1;

c=2;

X(a)=((1+((A(a,b)/A(a,a))*(1-A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)*A(c,c)))" (-
1))*(A(b,c)*A(c,a)/ (A(b,b) *A(c,c))-A(b,a)/A(b,b))+((A(a,c)/A(a,a))*(1-
A(c,b)*A(b,c)/ (A(c )*A(b b)))~(-1))*(A(c,b)*A(b,a)/ (A(c,c)*A(b,b)) -
A(c,a)/A(c,c))) " - l) a)/A(a,a)-((A (a,b)/A(a,a))*(l—
A(b,c)*A(c,b)/ (A (b, b) ( c)))”(-1))*(B(b)/A(b,b) -

A(b,c)*B(c)/ (A(b,b)*A(c, C)))—((A(a c) /A a))*(1-
A(c,b)*A(b,c)/ (A(c,c)*A(b,b)))"(-1))* )/A(c,c)—
A(c,b)*B(b)/(A(c,C) A(b,b))));

end;



end ;

DeltavVt3 (k)=DeltaT*X (1l);%

DeltaXt3 (k)=DeltaT*Vts (k)

DeltaVvd3 (k)=DeltaT*X (2);%

DeltaXd3 (k)=DeltaT*Vds (k) ;

DeltaVu3 (k)=DeltaT*X (3);%
(k) )

DeltaXu3 =DeltaT*Vus (k

ts(k)=t (k) +DeltaT;

Xts (k)=Xt (k) +DeltaXt3 (k) ;

Vts (k) =Vt (k) +Deltavt3 (k) ;

Xds (k) =Xd (k) +DeltaXd3 (k) ;

Vds (k) =Vd (k) +Deltavd3 (k) ;

Xus (k) =Xu (k) +DeltaXu3 (k) ;

Vus (k) =Vu (k) +Deltavu3 (k) ;

%Vetor dos termos independentes - Parcelas ndo-lineares

B(l)=Forca Graf Comb Tot (2*k+1l,1)*L-Ct*Vts (k)-Kt*Xts(k)- (-
Md*g*Lc*sin (Xts (k) ) +Md*g*Ld*sin (Xds (k) ) *cos (Xts (k) ) -
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Md*g*Ld*cos (Xds (k) ) *sin (Xts (k) )+1/2*rhod*g*Ld"2*sin (Xds (k) ) *cos (Xts (k) ) -

1/2*rhod*g*Ld"2*cos (Xds (k) ) *sin (Xts (k) ) -rhod*g*Lc*Ld*sin (Xts (k) ) -
Mt*g*L*sin (Xts (k) )-1/2*rho*g*L"2*sin (Xts(k)));
B(2)=0-Cd*Vds (k) -Kd*Xds (k) - (-

Md*g*Ld*sin (Xds (k) ) *cos (Xts (k) ) +Md*g*Ld*cos (Xds (k) ) *sin (Xts (k) ) -
1/2*rhod*g*Ld”"2*sin (Xds (k) ) *cos (Xts (k) ) +1/2*rhod*g*Ld"2*cos (Xds (k) )
(k))) s

B(3)=Forca Graf Comb Tot (2*k+1l,1)-Cc*Vus (k)-Kc*Xus (k) ;

*sin (Xts

if a==1;

b=2;

c=3;

X(a)=((1+((A(a,b)/A(a,a))*(1-A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)*A(c,c))) " (-
1))*(A(b,c)*A(c,a)/ (A(b,b)*A(c,c))-A(b,a)/A(b,b))+((A(a,c)/A(a,a))* (1-
A(c,b)*A(b,c)/(A(c,c)*A(b,b)))"(-1))*(A(c,b)*A(b,a)/(A(c,c)*A(b,b)) -
A(c,a)/A(c,c)))"-1)*(B(a)/A(a,a)-((A (a,b)/A(a,a))*(l—

A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)*A(c,c))) " (-1))*(B(b)/A(b,b) -
A(b,c)*B(c)/ (A(b,b) *A(c, C)))—((A )/A a))*(1-
A(c,b)*A(b,c)/ (A(c,c)*A(b,b)))" ))*( /A(C,C)—
A(c,b)*B(b)/ (A(c, C)*A(b b)))):

end;

if a==2;

b=1;

c=3;

X(a)=((1+((A(a,b)/A(a,a))*(1-A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)*A(c,c)))" (-
1))*(A(b,c)*A(c,a)/ (A(b,b) *A(c,c))-A(b,a)/A(b,b))+((A(a,c)/A(a,a))*(1-
A(c,b)*A(b,c)/ (A(c,c)*A(b,b)))"(-1))*(A(c,b)*A(b,a)/(A(c,c)*A(b,b)) -
A(c,a)/A(c,c)))"-1)*(B(a)/A(a,a)-((A (a,b)/A(a,a))*(l—

A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)*A(c,c)))"(-1))*(B(b)/A(b,b) -
A(b,c)*B(c)/ (A(b,b) *A(c, c)))—((A(a c) /A a))*(1-
A(c,b)*A(b,c)/ (A(c,c)*A(b,b)) )" (-1))* )/A(C,C)—
A(c,b)*B(b)/ (A(c )*A(b b)))):

end;

if a==3;

b=1;

c=2;

X(a)=((1+((A(a,b)/A(a,a))*(1-A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)*A(c,c))) " (-
1))*(A(b,c)*A(c,a)/ (A(b,b) *A(c,c))-A(b,a)/A(b,b))+((A(a,c)/A(a,a))* (1-
A(c,b)*A(b,c)/(A(c,c)*A(b,b)))"(-1))*(A(c,b)*A(b,a)/(A(c,c)*A(b,b)) -



A(c,a)/A(c,c)))"-1)*(B(a)/A(a,a)-((A(a,b)/A(a,a))*(1-
A(b,c)*A(c,b)/ (A(b,b)*A(c,c)))"(-1))*(B(b)/A(b,b) -
A(b,c)*B(c)/(A(b,b)*A(c,c)))-((A(a,c)/A(a,a))*(1-
A(c,b)*A(b,c)/(A(c,c)*A(b,b)))"(-1))*(B(c)/A(c,c)-
A(c,b)*B(b)/(A(c,c)*A(b,b))));
end;
end ;
DeltavVt4d (k)=DeltaT*X (1) ;
DeltaXtd (k)=DeltaT*Vts (k) ;
DeltaVd4 (k) =DeltaT*X (2) ;
DeltaXd4 (k)=DeltaT*Vds (k) ;
DeltaVu4 (k)=DeltaT*X (3) ;
DeltaXud (k)=DeltaT*Vus (k) ;

if k <= K;

Xt (k+1)=Xt (k) + (DeltaXtl (k) +2*DeltaXt2 (k) +2*DeltaXt3 (k) +DeltaXt4d (k))/6;
Xd (k+1)=Xd (k) + (DeltaXdl (k) +2*DeltaXd2 (k) +2*DeltaXd3 (k) +DeltaXd4 (k))/6;
Xu (k+1)=Xu (k) + (DeltaXul (k) +2*DeltaXu2 (k) +2*DeltaXu3 (k) +DeltaXu4 (k))/6;
Vt (k+1)=Vt (k) + (Deltavtl (k) +2*DeltaVvt2 (k) +2*Deltavt3 (k) +Deltavt4d (k))/6;
Vd (k+1)=Vd (k) + (Deltavdl (k) +2*Deltavd2 (k) +2*Deltavd3 (k) +Deltavd4 (k) ) /6;

Vu (k+1)=Vu (k) + (Deltavul (k) +2*DeltavVu2 (k) +2*Deltavu3 (k) +Deltavu4 (k) ) /6;

end;
k=k+1;

end;
plot (t,Xt):;
ThetaNLin=Xt; % Rotacdo da torre - Ndo Linear

ThetaDNLin=Xd; % Rotacdo do Péndulo invertido - N&o Linear
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