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Resumo

O objetivo deste trabalho € apresentar uma caracterizacdo do principio do méximo para
uma classe de operadores uniformemente elipticos de segunda ordem com um termo nao
local e com condig¢des de fronteira mistas. Os resultados serdo apresentados em contextos de
espagos de Sobolev. Como consequéncia desta caracteriza¢do, obteremos diversos resultados
de monotonia com respeito aos parametros do autovalor principal. Também obtemos resulta-
dos de existéncia e ndo existéncia para determinados tipos de equagdes diferenciais elipticas

ndo lineares e com termo nao local.



Abstract

The goal of this work is to present a characterization of the maximum principle for a class
of second-order uniformly elliptic operators with a nonlocal term and with mixed boundary
conditions. The results will be presented in Sobolev spaces contexts. As a consequence of this
characterization, we will obtain several results of monotony with respect to the parameters of
the principal eigenvalue. We also obtain existence and non-existence results for certain types
of nonlinear elliptic differential equations.
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Introducao

As equagdes diferenciais parciais (EDP’s), tem sua importancia devido a variedade de
suas aplicagdes, em diversas dreas, onde modela problemas reais usando o rigor matematico.
No entanto, é sabido que encontrar solucdes para este tipo de equagcdo nao é uma tarefa
facil em geral. Além disso, em muitos casos, pela interpretacio do modelo € interessante
obter informacgdes sobre as solugdes positivas da equagdo. Por exemplo, em certas EDP’s
que modelam fendmenos em Dinamica de Populacdes a solugcdo representa uma densidade
populacional que € uma grandeza nao negativa. Neste sentido, o principio do maximo surge
como uma ferramenta que nos auxilia em obter a positividade das solu¢des, além de outros
resultados como ndo existéncia e propriedades qualitativas.

No contexto dos chamados operadores elipticos de segunda ordem, os primeiros resulta-
dos sobre o principio do méximo foram apresentados por Hopf em 1927 e 1952 (ver [18] e
[19] ), fornecendo condi¢des necessdrias para aplicd-lo. Em 1967 temos as contribuicdes
de Protter e Weinberger com seu cléssico livro sobre principio do médximo em equacoes
diferenciais (ver [22]) e também o principio do minimo fraco apresentado por Bony (ver
[7]), apresentando uma versdo em contextos de espacos de Sobolev. Todos estes resultados
apresentam condi¢des necessdrias para a aplicar o principio do méximo. Em 1994, Lépez-
Gomez e Molina-Meyer apresentam uma caracterizacao do principio do médximo fornecendo
condig¢des necessdrias e suficientes para a aplicagdo do mesmo (ver [21]). Em 1998, estes
resultados foram estendidos por Amann e Lépez-Gémez em [5], considerando condi¢des de
contorno mistas. Mais recentemente, Amann estendeu esta caracterizag¢do para incluir o caso
dos chamados principio do maximo fraco e principio do méximo muito fraco (ver [4]). Para
outros resultados de principio do méximo, veja também [6, 13, 20] e suas referéncias.

Nosso objetivo neste trabalho € caracterizar o principio do méximo para uma classe de
operadores uniformemente elipticos de segunda ordem com termo nao local e com condi¢des
de fronteiras gerais, conforme veremos mais adiante. Nosso estudo tem como base o artigo
[12] de Delgado, Duarte e Sudrez, porém, considerando operadores elipticos mais gerais, bem
como outras condi¢des de contorno, inspirados no artigo de Lopez-Gomez e Cano-Casanova
(ver [9)).



2 Introdugao

Este trabalho se divide em trés capitulos. O primeiro capitulo é baseado em [20], onde
faremos um estudo sobre alguns principios do mdximo no contexto de fun¢des em Espacos
de Sobolev para operadores da forma

N 82 N 0
L:=— Z alJ(X)W—FJ:ZIbI(X)g—FC(X), xeQ (D)

ij=1 J

onde Q é um dominio limitado de RN com dQ =ToUT e a;j,b;,c € L™(Q). Primeiramente
apresentaremos o principio do maximo generalizado de Bony e em seguida o principio do
maximo fraco de Hopf. Estes teoremas nos auxiliardo na classificacdo das chamadas fun¢des
super harmoénicas e supersolucdes da terna (£,8,Q), onde B é o operador de fronteira
definido por

v, sobre I,

By =< )
8_1\/// + By, sobre I'y.

Finalizamos o capitulo com uma versao destes resultados para o operador com o termo nao
local dado por

ﬁ—/ K(x,y)-dy,
Q

sendo K € L”(Qx Q),K>0e K #0.
No Capitulo 2 estudaremos a existéncia de um autovalor para o problema

L7u = Au sobre Q, )
Bu = 0 sobre JQ,
que possua uma autofungdo com sinal definido, onde
N d
L1 :=—div(AV-) + Z bj(x)s—+c(x) —/ K(x,y)-dy, 3)
j=1 0xj Q

sendo K € L”(Q x Q),K > 0. Para isso iniciaremos apresentando uma série de resultados

que nos auxiliardo na garantia da existéncia e unicidade de solug¢des para o problema linear

“4)

(L1 + ®)u = f sobre Q,
Bu = 0 sobre Q.

Também apresenta algumas no¢des de espacos de Banach ordenados e utiliza destas para
apresentar o teorema de Krein-Rutman. Teorema este que serd utilizado como auxilio na

garantia de existéncia e unicidade de um autovalor para o problema de autovalor relacio-
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nado a (4) cuja autofun¢do ndo muda de sinal. Tal autovalor serd chamado de autovalor
principal. Por fim, no terceiro capitulo, daremos uma caracteriza¢do do principio do maximo
para operadores da forma (3) relacionado a existéncia de um autovalor principal positivo.

Precisamente, mostraremos que sao equivalentes os cinco itens
i) 0p:=0[L7,B,Q2] > 0;
ii) (L71,B,Q) possui uma supersolugdo estrita h € WP (Q), p > N;
iii) (Lz,B,Q) satisfaz o principio do maximo forte;
iv) (Lz,B,Q) satisfaz o principio do maximo;
v) O operador resolvente do problema linear de valor de fronteira

L7u= femQ, 5)
Bu = 0 sobre dQ,
denotado por R : Ca3(Q) — Cx(Q), é bem definido e fortemente positivo. Finalizamos
o capitulo apresentando algumas consequéncias desta caracterizacdo, a saber: monotonia e
continuidade com respeito a alguns parametros do autovalor principal, caracterizagdo pontual
do autovalor principal e existéncia e ndo existéncia de solucdes positivas de certas equagdes

elipticas ndo lineares com termo ndo local.



Capitulo 1
Principio do Maximo

Neste capitulo iremos apresentar e demonstrar alguns resultados de principio do maximo
para operadores lineares elipticos de segunda ordem. Este resultado é extremamente im-
portante pois permite, por exemplo, concluir positividade de certas fun¢des a partir de uma
inequacao diferencial. Apresentaremos os resultados no contexto das funcdes nos espagos de
Sobolev. Mais precisamente em W2 (), p > N. Devemos observar que a escolha de p > N

€ motivada pela imersao compacta,
2.p L1-Y =
WaP(Q) c e (Q),

para p > N (conforme Teorema A.5). Também, pelo Teorema A.6, qualquer fun¢do u €
WP (Q), com p > N, é duas vezes classicamente diferencidvel q.t.p em Q. Estes resultados
se mostram importantes nas construcdes dos resultados, conforme poderemos observar no
decorrer do trabalho. Para resultados sobre principio do mdximo em contextos de espago de
Sobolev para p < N, recomendamos o artigo [4].

Dividiremos o capitulo da seguinte maneira: Primeiro apresentaremos uma série de
resultados técnicos que nos auxiliardo na demonstragdo do principio do maximo de Bony,
que serd um dos principais resultados deste capitulo. Este resultado ird estabelecer quando
uma funcao nao pode atingir seu minimo local em um conjunto, a partir de uma inequacao
diferencial estrita. Depois disso, apresentaremos uma versao de principio do maximo, agora
estabelecida por Hopf. Esta versdo pode ser considerada como uma melhora da versao
apresentada por Bony, uma vez que considera nio apenas desigualdade estrita. Além disso
estabelecerd o comportamento da fun¢@o no interior do conjunto, bem como na fronteira.
Apds estes resultados, serd apresentado um principio do maximo para fungdes que satisfazem
certas propriedades no bordo. Por fim, estabeleceremos um resultado andlogo ao anterior

para um operador linear uniformemente eliptico com um termo nao local.
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1.1 Nocoes preliminares

Iremos considerar no decorrer deste capitulo as hipdteses gerais:
H1. Q é um dominio de R¥,N > 1, cuja fronteira consiste de dois subconjuntos abertos
e fechados, I'y e I'y, de classe c!

0Q =Ty UIY.

Necessariamente, I’y e I'; devem possuir uma quantidade finita de componentes e I'g ou I'y
podem ser o conjunto vazio.

H2. Sejam B € C(T')) e v = (Vy,...,vy) € C(dQ,RY) um campo vetorial apontado para
fora, no sentido de que

(n(x),v(x)) >0

para cada ponto x € dQ, onde 1 (x) é o campo de vetores normais unitario exterior.

Denotaremos por
B :C(IH) CHI|) — C(IQ)
o operador de fronteira definido por

v, sobre Iy,

By =< )
a—l‘l// + By, sobre I'y.

H3. Consideraremos

(1.1)

A= (aij)1<i,j<n.A € MP"(C(Q)),
b= (by,....by) € (L*(Q))N,c € L*(Q),

onde J\/llsvym(C (Q)) é o conjunto das matrizes simétricas de ordem N com entradas em C(Q).
Estamos interessados em estudar operadores diferencias de segunda ordem da forma

N 82 N 0
L= _i’jZ_laij—axiaxj +]~_Zlbja_xj +c. (1.2)

As seguintes defini¢cdes desempenham um papel fundamental.
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Q
L
/\ ( FO |
[ I;J \‘ \_/
\
I
(a) Dominio limitado (b) Dominio ilimitado

Figura 1.1 Exemplos de dominios regulares

Definicao 1. (Operador Eliptico) Dado x € Q, dizemos que L ¢ eliptico no ponto x se existe
uma constante u, > 0 tal que

N
Y aij(x)&&; > wl€)?, VEERY.
=t

Isto é, forma bilinear associada a matriz A,,

B(&,n):=¢&"Am, (&n) € (RY,RY)

€ positiva definida, onde a matriz A, representa a matriz cujas entradas estao fixadas no tnico
ponto x. Chamamos L, de constante de elipticidade de £ em x.
O operador L € dito eliptico, se for eliptico em todo ponto x € Q. Dizemos que ele é

uniformemente eliptico, se existe uma constante it > 0 (que independe de x), de modo que
N ) N
Y ai(0)&E > plEl, V(x§) € (QRY).
ij=1

O maior u para o qual esta condi¢do € satisfeita ¢ chamada de constante de elipticidade de £
em .

Utilizaremos para um conjunto M C RY a notacdo |M| para indicar sua medida de
Lebesgue. Vamos fazer a seguinte convengdo: Se u € C(£2), entdo escrevemos

* u >0 se, e somente se, u(x) > 0 para todo x € Q;
* u > 0 se, e somente se, u(x) > 0 para todo x € Q;

Se u : Q@ — R é mensuravel, escrevemos
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* u >0 se, e somente se, u(x) >0 q.t.p em Q;
* u >0 se, e somente se, u(x) > 0q.t.pem Qe u(x) >0em K C Q, com |K| > 0.
Definicio 2. Seja u € W>P(Q), p > N. Entdo, u é dita supersolucio de (£,B,Q) se

Lu>0em Q,
Bu > 0 sobre 0Q.

Quando alguma dessas desigualdades ¢ estrita, u € dita supersolug@o estrita de (£,B,Q).
Diremos que u € superhamonica se Lu > 0 em Q.

Definimos

como o campo vetorial co-normal, ou seja

du

para todo u € C!(I'}). Observe que

2
(vim)={An,m) >pun*=pn>0
onde U € a constante de elipticidade de £ em Q. Isso caracteriza Vv como um vetor unitrio
apontado para fora.

Observagdo 3. A escolha de v := An é motivada pela defini¢do de solucido fraca. Isso ficard

mais claro na Sec¢do 2.4.

Ao final do capitulo serd apresentado um resultado para o operador
L1 :=—div(AV-)+ (b,V-) +¢ —/ K(x,y)-dy
Q

onde K € L*(Q x Q) é uma fungdo ndo negativa e ndo identicamente nula. Este operador serd
por vezes referido como operador diferencial linear com termo nao local ou simplesmente
operador com termo nao local.

A seguir apresentaremos algumas nocdes de regularidade de dominios limitados.
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Definicao 4. Dizemos que um conjunto € satisfaz a propriedade da esfera interior em um

ponto x € JQ se existe z, € Q e r, > 0 tal que

X — 2| = 1y, Br(2x) CQ

Figura 1.2 Propriedade da esfera interior em x.

Agora, seja I' uma componente de Q. Entdo:

(a) Q satisfaz a propriedade da esfera interior em I se existe r > 0 (que depende de x) tal

que, para todo x € I', existe um ponto z, €

|x —zy| =1, Br(zx) C Q.

Em tal caso, dizemos que  satisfaz a propriedade da esfera interior em I'. Quando I" =

dQ, dizemos simplesmente que Q satisfaz a propriedade da esfera interior uniforme.

Figura 1.3 Propriedade da esfera interior em I' C dQ.
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(b) Q satisfaz a propriedade da esfera interior uniforme no sentido forte em I se existe

r > 0 tal que para todo z € Q com dist(z,I") < r, existe um ponto x, € I" para o qual

dist(z,dQ) = |z—x;|, By (xZ + rﬂ) C Q.

|Z_xz|

Figura 1.4 Propriedade da esfera interior no sentido forte.

Em tal caso, dizemos que  satisfaz a propriedade da esfera interior uniforme no
sentido forte em I com pardmetro r. Quando I' = dQ, dizemos simplesmente que Q

satisfaz a propriedade da esfera interior no sentido forte.

Em [20] mostra-se que se 2 satisfaz a propriedade da esfera interior uniforme no sentido
forte em I' com parametro r > 0, entdo ele também satisfaz a propriedade da esfera interior
uniforme em I" com mesmo parametro. Para a reciproca € necessario que 1" seja, no minimo
de classe C'.

Observacao: Se um conjunto for de classe C? entio ele satisfaz a propriedade da esfera
interior no sentido forte. (Ver [20], Theorem 1.8.4).

1.2 O Principio do Maximo de Bony

Nesta secdo estamos interessados em apresentar € demonstrar o Principio do Maximo
de Bony. Para isso, inicialmente daremos uma série de resultados técnicos preliminares que
nos auxiliard na obten¢do deste teorema. Um deles é o proximo lema, que garante que uma
aplicacdo com uma certa regularidade leva conjuntos de medida nula em conjuntos de medida
nula.

Lema 5. Seja
F:Q—RY  f=(fi,/fv)
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com f; e WP(Q), p >N, para todo 1 <i < N. Assim, se M C Qe |M| =0 entdo | f(M)| = 0.

Demonstragdo. Paratodo xg € RN e ¥ > 0, denotemos por Cy(xg) o y-cubo fechado centrado

€m Xxo

CY(XO):H[xi_%/axi—i_%/] ) -x():('xl,"'axn)'
i=1
Dada uma funcio g : D — RY, g = (g1,...,gn), com g; € WHP(D), 1 <i <N, D = C,(0),
onde C(0) é o cubo de didmetro 1 e centro na origem, vamos obter uma estimativa para a
amplitude de g(D). Pelo Teorema A.5, u € C*, a = 1 — N/p e existe uma constante C > 0
tal que,

||g||c07a(D) < CHg“W‘*”(D)’

lg(x) —g(y)]
gllcpy + sup —————
I ’C(D) x,yeD |x_y‘oc

IN

C(llgllzr ) + IVellrp))

Usando que ||g||z»(py < C1]|Vg||r(p) para alguma constante Cy > 0, (ver [17], Theorem
7.10) e que [[g]|¢(p) = 0, segue que

sup lg(x) — giy)\
x,yeD ’x - y‘

IN

C(CIVellzrpy + IVEl (D)

= (CC+D)[|Veller )

Logo, para todos x,y € D,

)50 < K [ 9st) sl

onde K = CC; + 1. Como D = C;(0) é o cubo de centro 0 e raio 1, temos que para todo
x,yED,

x—y|% < 1. Assim,

|—

p

o) g0 <k( [ 1ver)" wnrecio)
C1(0)
e, portanto,

mas 60—t <x( [ )

x,yeC1(0)

Consideremos agora um cubo Cy(xo) qualquer em Q e defina

gi(x) == filyx+xp), x€C1(0),1<i<N,



1.2 O Principio do Médximo de Bony 11

observamos que g; € W17(C;(0)),1 < i < N. Portanto

max |fi(x) = fi(y)| = max |fi(yx+x0) = fi(Yy+x0)]

x,y€Cy(x0) x,yeC1(0)

= max i\X)— gi
x,y6C1(0)|g(> gi(y)|

1
< K(/ |vg,-|P) "
C1(0)
Como Vg;(x) = YV fi(yx+x0) segue que

max (7)) sm( Lo |Vﬁ<yx+xo>|l’)”.

x,y€Cy(x)

Vamos utilizar o teorema de mudanga de varidvel (ver Teorema A.3) para i : Cy(xog) — C1(0),
o difeomorfismo dado por i(z) = 1/y(z — xp). Temos que

1 -
’)—/ 0O ... O
1
0 - 0
Jac h(x) = Y
1
0 0 -
i Y
Dai, .
Jac h(x)| = —.
| Jac h(x)| "y

Assim segue que,

kol [ waomesr) ko [ T L)’

1-N p ;'
—&y ([ va@r)”
Cy(xo)
Sabendo que
NN | 0f] |9
|Vﬁ‘:(; dx; ) Z’ dx; ~ | dx;|
j=1 J = J l_]—l J
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I

vale,

N

max )|f,-(x) —fiy)] < K?’li’] {/Cy(xo) ( i

x,yECy(xg ij=1

dfi

ox;

Assim

N
F(Cyxo))| <TT max [fi(x) = fi(y)]

i1 %.Y€Cy(x0)

NNG-2) -
< kNN / (
[ Cy(xo) Z

i,j=1

d/i
8x_,~

s
) } . (1.3)

Agora, consideremos M C Q tal que |M| = 0. Entéo, para todo € > 0 existe uma sequéncia

de cubos, digamos C,, := Cy,(x) , n > 1, tais que

MclJCicQe ) |Gl<Y W<e (1.4)

n>1 n>1 n>1

Pela desigualdade de Holder, sabemos que, para 1/8 +1/B' =1,

€
7

Y by < (Zafi) d (Zbﬁ’) "

N L/ N af p
Tomando ]/[3:]_]\]/p’l/ﬁ’:N/p7a,,,:')/nﬁ’bn:lygs ondeln:/ (Z a ’) 5
n i7':1 xj
temos que !
s T2 (£ 2]
= =T Cu \i=119%]
1 1
N 7B\ P
<(zu’) (@)
n>1 n>1
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Substituindo a desigualdade anterior em (1.3) e usando (1.4) temos :

M)ISE,]\J‘(C”)

ez L(E )T
-2 l

< (z0) (B LEEDT

N
_N o2f; »
Ssl 17KN{/<Z fl)}
Q\ij=1 ox;
Como ¢ foi tomado arbitrario, segue o resultado. [ |

A seguir mostraremos que a forma quadrética hessiana é localmente ndo negativa em
qualquer minimo local estrito de fun¢des em W2 (Q) com p > N.

Lema 6. Seja u € W?>P(Q),p > N e xg € Q tal que u atinge um minimo local estrito

m € R em xo, ou seja, existe & > 0 tal que

u(x) > u(xp) =m, Vx& Bg (xo0)\{xo0}. (1.5)

Entdo, para todo € € (0,8), existe um subconjunto M de B¢ (xg), mensurdvel com |M| > 0

tal que a forma quadrdtica

2%u
Du(x) := (— X )

é ndo negativa q.t.p em M.

Demonstracdo. Seja S a superficie de classe C' de RN x R determinada pelo gréfico de
y = u(x), ou seja,
S={(x,y) eRVxR;x€Q, y=u(x)}.

Dado € € (0, &), defina

M = {% € Be(xg); 36 = 8(x) > 0 tal que (Vu(x),x — %) +u(x) <u(x), Vxe Bs(X) C Q}.

Isto é, M é o conjunto dos pontos X de B¢ (xp) cujo hiperplano tangente estd abaixo do grafico

de u em uma vizinhanga de Xx. Note que M € um conjunto fechado e portanto, mensurdvel.
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Agora vamos mostrar que para cada € € (0, ), existe 1 = 1(g) > 0 de modo que, para
todo h € By (0) C RY, vale

(hyx —x0) +u(xo) <u(x) Vx€Dg:={xe€Q;e<|x—xo| <}

1
De fato, defina = n(e) = & (igfu - u(xo)) . Dat, para todo i € By (0), temos que

1 /. 1
\h|<n = & (lll)lgfu—u(xo)) < & (u(x) —u(xp)), Vx&Dg. (1.6)
Por outro lado, para todo x € D,
|h|8o > |h||x —x0| > |{h,x—x0)| > (h,x — x0). (1.7)

De (1.6) e (1.7), obtemos que, para todo x € D¢,
(hyx —x0) +u(xp) < u(x).
Pela construc@o, para todo & € By (0) deve existir um tinico hiperplano paralelo a
y = (h,x —x0) +u(xp)

tangente a S em algum ponto x € M C Be(xp).

Figura 1.5 Caso N = 1. Reta secante e reta tangente em um ponto x € M C Bg(xp).

Agora considere f: Q —s R" a aplicacdo dada por f (x

) = Vu(x), x € Q. Conforme visto
acima, para todo i € By (0), existe x € M tal que f(x) = Vu(x) =

h, isto &, By (0) C f(M).
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Como |Bp(0)| > 0, segue que | f(M)| > 0. Por outro lado, u € W*P(Q), p > N implica que

d
fi= 22 ew' (@), 1<i<N.

Logo, pelo Lema 5 vale que |M| > 0.
Vamos mostrar agora que, nos pontos X € M tais que u € duas vezes diferenciavel, a

82
forma quadrética ( 3 au ) é ndo negativa. Com efeito, sabemos que para v € RV \ {0}
Xi xj
d%u u(x+1v) +u(x—1v) —2u(x)
2 2 T
Dlulx)-v" = 505 (%) = lim 7 ’

e que se ¥ € M, existe 0 tal que a seguinte desigualdade ¢ satisfeita
u(x) —u(x) > (Vu(x),x—Xx), Vx & Bg(x).
Dai, tomando v € RY de modo que ¥+ 1v € B3(X) e X —tv € Bg(x) obtemos

u(x+1v) +u(x—1tv) —2u(x) u(x+1v) —u(x)+u(x—1v) —u(x)

lim =lim
-0 12 1—0 12
> lim (Vu(x),x+1tv—x) t (Vu(x),x—tv—Xx)
t—0 t
Vu(x —(Vu(x
i (V0= T )
t—0 t
Portanto, 5
d
a—vbzt()_c) >0qtpemM,
€ consequentemente Dzu(x) € uma forma quadrdtica ndo negativa q.t.p em M. |

Antes do préximo resultado, precisamos da seguinte defini¢ao:

Definicao 7. Dada uma aplica¢do mensurdvel f : Q — R e um ponto xy € Q, dizemos que
f satisfaz

limsupess f(x) <0
X—rX0

se para todo € > 0, existe M C Bg(xp) N2, com [M| > 0 tal que f(x) <0 q.t.p em M.

Como tltimo resultado técnico temos a seguinte
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Proposicao 8. Suponha que c > 0eu < w2p (Q), p > N, possua um minimo local m <0 em
algum xo € Q. Entdo,

limsupess Lu(x) <O0. (1.8)

X=X

Demonstracdo. Suponha que u possua um minimo local estrito em x(. Pelo Lema 6, para
todo € > 0 suficientemente pequeno existe M C Bg(xg) com [M| > 0, tal que

9%u
2 _
b u(x) N (8x,-8xj)

é positiva definida q.t.p x € M. Isto &, paratodov € R v = (Viy.ery VN)

9%u
L 18x,~8xj

L,J

M=

0< (x)viviqtpx e M.

Em particular, tomando v =¢;, i = 1,..., N, os vetores da base candnica do RY, obtemos que

d%u
0< —(x), qgtpemM
< 8xl-2( ), q-tp
e consequentemente
Au(x) >0q.t.pem M.

Logo,

liminfess Au(x) > 0. (1.9)
X—X0
Como a matriz A = (a;;) é simétrica e £ é uniformemente eliptico, entdo A é positiva
definida e portanto todos seus autovalores sdo positivos. Além disso, R possui uma base de
autovetores ortogonais. Sejam wy = (Wip,...,Wwn1),...,wy = (Win, ..., WNN ) €Sses autovetores
com autovalores Aj, ..., Ay, respectivamente e considere as matrizes,

wir - WIN
C =

WN1 - WNN
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1
0o ...
vV

Logo podemos fazer a mudanga de varidvel

N 32 N azu

j 8y]

onde, v(y) = u(x), y = NCT x. Assim obtemos de (1.9) que

0%u
limsupess( Za,] - )>§O, qtpxeM.
xi0x;

X—X0 i,j= 1

Como xp é minimo local, temos que Vu(xg) = 0. Portanto,

limsupess(b, Vu(x)) = 0.

X—X0

Também, sendo ¢ > 0 e m = u(xp) < 0, vale que
u(xp)c <0.
Combinando (1.10), (1.11) e (1.12) tem-se que

limsupess Lu(x) <O0.

X—X0

(1.10)

(1.11)

(1.12)

No caso geral, quando x¢ ndo € um minimo local estrito de u, pode-se aplicar o resultado

anterior para a funcio auxiliar v(x) := u(x) + |x — xo[* , x € Q, donde obtemos

limsupess Lv(x) = limsupess (Lu(x) + L|x —xo|4) <0

X—rX0 X—X0

Como |x —xo|* é de classe C*, temos que

limsupess £|x — xo|* —hm £|x x|t =0.
X—X0
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Assim,
limsupess Lv(x) = limsupess Lu(x) <0
X—X(0 X—X(
e isso finaliza a demonstracao. |

O préximo resultado € o mais importante desta secao.

Teorema 9 (Principio do Maximo de Bony). Suponha que ¢ >0 e u € WP (Q),p >N,
satisfazem
inflgss Lu >0, VK C Q compacto .

Entdo, u ndo pode atingir um minimo local ndo positivo em 2.

Demonstragdo. Se fosse m = igf u < 0em Q, entdo, pela Proposicao 8

limsupess Lu(x) < 0.
X—X0

Consequentemente

limianess Lu(x) < lim supess Lu(x) <0,

X=X

onde K = B,(xg) é tal que u(x) > m, para todo x € B,(xg) o que contradiz

inflgss Lu>0,VK C Q compacto.

1.3 Principio do maximo fraco de Hopf

O principal objetivo desta secao consiste em apresentar € demonstrar uma versao do
principio do médximo de Hopf para funcgdes u € w2p (Q),p > N. Precisamente, temos o

seguinte resultado:

Teorema 10 (Principio do méximo fraco de Hopf). Suponha que ¢ >0euec W>?(Q),p >N,
satisfazem

Lu>0gqg.tpemQem:= igfu € (—o0,0].

Entdo, ou u = mem Q, ou u(x) > m para todo x € Q. Em outras palavras, u ndo pode

atingir m em ), a menos que u = m. Além disso,

infu =infu =m
Q aQ
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quando Q é limitado.

Demonstragdo. Vamos argumentar por contradicdo. Suponha que existam xp,x; € € tais

que
m:u(xo):igfug() e u(xy)>m. (1.13)

Ou seja, estamos supondo que u € nao constante e atinge seu infimo em Q.Vamos mostrar
que isso gera uma contradicio. Para isso, sabendo que € € aberto e conexo podemos tomar
y € C([0,1],Q) uma curva continua ligando xp a x; em Q, ou seja, tal que ¥(¢) € Q, para todo
1 €[0,1] e y(0) = xo, (1) = x;. Uma vez que u € W>P(Q),p > N, temos que u € C'(Q).
Assim, de acordo com (1.13), pela continuidade de t — u(7y(t)), existe ,,, € [0, 1) tal que

u(y(tm)) =meu(y(t)) >m, Vte (ty,1].

Isto é, yo = ¥(tn) é o primeiro ponto ao longo da curva y partindo de x; e chegando em x
onde u atinge m. Note que t,, = 0 se u(7y(t)) > m para todo ¢t € (0,1]. Embora, nesse caso,

Yo = Xo, em geral yg # xo. Essa situag@o € ilustrada pela Figura 1.6. Agora, defina
Tray:={y(t):0<r<1} e d:=dist(Tray,dQ) > 0.

Note que d > 0 pois dQ é fechado e Tray é compacto. Escolha y; € {y(¢) : t,, <t < 1} tal

d
que |yo —yi1| < 5 Por construgdo, u(y;) > m. Dali, pela continuidade de u, existe r > 0 tal

que
u(x) >m, VxeB:(y). (1.14)

Mais ainda, como u(yy) = m, necessariamente

d
r§|YO—y1|<§- (1.15)
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Figura 1.6 Construindo yg € y;
Seja p o maior r > 0 satisfazendo (1.14). Por (1.15), p > 0 € bem definido e satisfaz

d
p<lo—yl< > (1.16)

em particular, B, (y1) C Q (ver Figura 1.6). Pela continuidade de u e a maximalidade de p,
existe y» € dB,(y1) tal que u(y) = m. Se p = |yo — y1| podemos, tomar y, = yo. Considere
agora z o ponto médio do segmento ligando y; a y,, isto é, z:= (y; +y2)/2 e a bola B% (2).
Essa bola € tangente a B, (y1) em y, e satisfaz

By (2)\[y2} € Bp(n) (1.17)

(ver Figura 1.7). Como u(x) > m para todo x € B, (y1), (1.17) implica

u(x) > m, VxEB%(Z)\{yz}. (1.18)

Finalmente, considere a bola de raio p/4 centrada em y», B% (y2). A figura 1.7 esboga a
construcgao anterior. Note que (1.16) implica

Bg(yz) cQ

e, pelas hipdteses gerais iniciais, os coeficientes de £ sdo limitados em Bp (y2).
7
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Figura 1.7 A bola B% (v2)

O restante da prova consiste na constru¢cao de uma funcio nao-constante

we W2’P (B%(yz))
tal que
w(y2) =m, (1.19)
w(x) >m, Vxe BB%(yz), (1.20)
Lw(x) >0, q.tpem Bp (y2). (1.21)

Por (1.19) e (1.20), w atinge seu minimo absoluto (necessariamente menor do que ou igual a
m=w(y;) <0)em B p (y2). De acordo com o Teorema 9, uma tal fungio ndo pode satisfazer
(1.21). Essa contradicdo conclui a prova do teorema.

Agora, vamos considerar as fungdes

2
(x) = e ¥ @ e RN (1.22)

w(x) :=u(x) —ev(x), x € Q,

onde o > 0 e € > 0 sdo constantes. Por construgio w € W27 (B p (yz)). Assim, para completar
a prova do teorema € suficiente mostrar que existem o > 0 e € > 0 para as quais w satisfaz
(1.19), (1.20) e (1.21).

Como |y —z| = p/2, e u(y2) = m, temos w(yz) = u(y) — €v(y2) = m—€(e”

2
2
o7

e = m e portanto (1.19) se verifica. Em seguida, vamos provar que, para o > 0
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suficientemente grande,
Lv(x) <0, Vxe B%(yg). (1.23)

Como Lu > 0em Q, (1.23) implicard que Lw(x) = Lu(x) — €Lv(x) > 0 para todo x €
B%(yz) e € >0, consequentemente (1.21) se cumpre. De fato, para cada j € {1,...,N} ex €
RY, obtemos de (1.22) que

av(x) oz
o, = —20(xj—zj)e alx—z]
82
aV(zx) _ _2ae—a\x—z|2 + (4062()Cj _Zj)Z)e—odx—z\z _ [—206+4(X2(Xj _Zj)Z]e—odx—z\z
x4
J

onde x; e z;,i € {1,...N}, representam as i-ésimas coordenadas de x e z, respectivamente.
Além disso, para cada i, j € {1,....,N},comi# jex€R",

0%v(x 0 el o
3xz-é(?xz~ 3xi[ 206( —zZ ) olx—z]| ] :4a2(xi_zi)(xj_zj)e otlx—z|
e assim,
) ) 0
Lvlx) == dij — ) ajj +VY b, +c(x)v(x)
iJEi#j  dxidx; J; " ox] ,—Z‘l 7 0x;
- 2
— _40? Z aij(xi _ Zi)(Xj . Zj)e—oc|x—z|
i j=Lit]

N

— Z ajj[—2a +4a?(xj— Zj)z] e~

B ek —al—P  —af
2a Z bj(xj—zj)e +c(x)| e e %3

2
=—4a’ Z aij(xi—zl')(xj—zj)e_o“x_ZI —2a Zb xj—zj)e” o
=1

N
+200 Y [aj;— bj(x; — z))] +e(x) e, (1.24)
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Como £ é uniformemente eliptico em £, existe uma contante (t > 0 tal que

N
Z ajj(xi —zi)(xj —zj) > wx—z?, YxeQ
i,j=1

e dai
2

, p
jzlat] l )>.u167 VXGB%()/Q).

Para x € B%(yz) temos que |x —z| > p /4 (ver figura 1.7). Além disso, como By (y2) € um

subconjunto compacto de RY, segue-se que existem constantes C; > 0 e C, > 0 tais que

N
Z a;jj(x) = bj(x)(x;— z))| < C1,|e(x)| < G

gt.pemB ° (y2). Substituindo as estimativas acima em (1.24) concluimos que:

Lv(x) < (- ,u%az +2aC) +Cy)e ¥

desde que ¢ > 0. Portanto (1.23) vale para o > 0 suficientemente grande, basta tomar

—2C) +1/4C? +4uPC,

2

o>

Daqui em diante, no restante desta prova, iremos assumir que o > 0 foi escolhido dessa
forma.
Para completar a prova do teorema € suficiente mostrar que (1.20) vale para € > 0

suficientemente pequeno. Assim defina

S1:= aB%(yz) B%(Z),Sz = aB%(yZ)\SL

Observamos que S; é um subconjunto compacto de B (2)\(y2) (ver Figura 1.8) e, em

particular, uma vez que

vale
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Figura 1.8 As partes S| € S, de 8B% (y2)

Além disso, como u é continua, existe & > 0 tal que
ulx)>m+§&, VYxes. (1.25)

Agora, considere € > 0 satisfazendo

O<e< 5
P
1 —e%7

e vamos analisar o sinal de v(x). Em B 8 (z) temos:

x—z? < %2 = et > e_o‘% = v(x) > 0.
Em 9By (2).

x—z> = %2 — o= — eﬂx? =v(x)=0
Se x ¢ Bp (2),

2 p* —alx—z]? —af
|x —z| > e >e %7 = y(x) <0

donde obtemos
v(x) > 0se, e sése, x € Bp(z),

p
2
v(x) =0se, esése,x e &B%(z), (1.26)
v(x) <0se,esose,x¢ B%(z).
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Assim, para todo x € S, temos que

—alx—z]? —all —af
0<v(x)=e —e YT <l—e %7,

e pela escolha de €
2

0<ev(x) <e(l —e_apT) <&.
Consequentemente

ux) >m+&=wkx) = ulx)—ev(x)
> m+&E—-&=m.

Finalmente, por (1.26), para todo x € S, := aB% (y2)\(y2) temos que v(x) < 0 e, portanto
w(x) = u(x) —ev(x) > u(x) > igfu =m.
Uma vez que S{ US, = 83% (y2), a condigdo
w(x) >m, Vxé& BB% (y2)

estd satisfeita, o que conclui a prova. ]

O préximo resultado complementa o teorema anterior, fornecendo o comportamento da

funcdo na fronteira.

Teorema 11 (Lema da fronteira fraco de Hopf). Suponha que ¢ >0euc W*P(Q),p >N, é

uma fungdo ndo constante satisfazendo
Lu>0emQem:= igfu € (—o0,0]

Suponha ainda que exista xo € dQ tal que u(xg) = m, com Q satisfazendo a propriedade da

esfera interior em xq. Entdo,

du _
E(xo) = }1_}1)2(V,Vu(x)) <0
x€Q

Observagdo 12. Como estamos assumindo que u# € uma func¢do ndo constante € com as

demais hipéteses do Teorema 11 temos, pelo Teorema 10, que

u(x) >m, VxeQ.
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Portanto, o Teorema 11 estabelece que qualquer fungio super harmonica ndo constante u(x)
decai linearmente em direcdo do seu minimo, m = u(xp), quando x € Q se aproxima de
x0 € dQ, se m < 0. Ou seja, a fungio deve atingir seu minimo local com derivada exterior
negativa (ndo podendo ser nula).

Demonstracdo. Como, por hipdtese, €2 satisfaz a propriedade da esfera anterior, dado z €

podemos obter r > 0 suficientemente pequeno tal que
B, (z) CQ,B.(2)NIQ = {xo},(V,xo—2) >0euc WP (B.(z)),p>N.

Agora, considere 0 dominio D := B (xo) N B,(z) e defina

S| = &B% (X()) ﬁBr(Z), S> = Bg(Xo) ﬂaBr(Z).

Entdo, dD = dS; US, e S| é um subconjunto compacto de Q.
Tomando

2 2
v(x) = e I _ e x e RV,
podemos encontrar & > 0 suficientemente grande tal que

Lv(x) <0, Vx€B,(z), (1.27)

basta repetir os passos apresentados na demonstragdo do Teorema 10, substituindo p /2 por r.
No restante da demonstragdo, iremos supor que o > 0 foi escolhido para satisfazer (1.27).

Além disso, temos novamente que

v(x) > 0 se, e s6 se, x € B,(z)
v(x) =0se, e sé se, x € dB,(2)

v(x) < 0se, esése, x ¢ B(z)
Pelo Teorema 10,
u(x) >m, VxeQ. (1.28)
Assim, como S é um subconjunto compacto de Q, existe & > 0 tal que

ulx)>&+m, VYxes. (1.29)
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Agora fixe € > 0 tal que

§

O<e< 5
_efotr

e considere a fun¢do auxiliar w(x) := u(x) — ev(x),x € Q. Note que dw/dV estd bem definida
se du/dv existe, pois v € C*(RY). Em tal caso

P P P
a—vv”(xo) - a—l\f(xo) — Sa—:(xo). (1.30)

Como Lv(x) < 0, q.t.p x € B,(z), temos que
Lw(x) = Lu(x) —eLv(x) > —€eLv(x) >0, qtpxeD,
pois D C B,(z) C Q. Além disso, para cada x € S, temos que 0 < v(x) < 1 — e ¢ dai,
0<ev(x) <e(l —e*“rz) <E.
Portanto, obtemos de (1.29) que, para todo x € Sy,

wx) =u(x)—ev(x) >m+&—ev(x) >m+E—-E =m.

Temos também que, por ser v(x) = 0, para todo x € S, C dB,(z), a seguinte igualdade é
satisfeita
w(x) = u(x) — ev(x) = u(x) em S,.

Dai, por (1.28)
w(x) =u(x) >m, VYxeSH\{x} CQ,

enquanto w(xo) = u(xp) = m. Consequentemente, w € W>P (D), p > N e satisfaz as seguintes

propriedades
1. infess Lw(x) > 0 em D;
2. w(x) >m,Vx € dD\{xp};
3. w(xg) =m.
Portanto, o Teorema 10 implica que w(x) > m, para todo x € D\{x} e, necessariamente,

ow

5, (x0) <0. (1.31)
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Deve-se notar que w(x) > m, x € D, ndo pode ser obtido diretamente da defini¢do de w, pois
v(x) > 0 para todo x € D. Por (1.30) e (1.31) temos que

u

) < £ 2% (x0) = (v, Vv(x0))

ov

Por outro lado, para 1 <i <N

v

5 () = 2a(x —z)e b,
l
Dai,
Vv(x) = —ZOc(x—z)e*O“x*Z‘2
Vv(xg) = —20(xo —z)efo“x‘)*z‘2 = —2a(xg —z)e*O‘r2

€, consequentemente,

d
%(xo) <&(v,Vv(xp)) = —2a86_ar2<V,X() —z) <0,
pois (v, xg —z) > 0. Isso mostra que du(xp)/dv < 0. |

Como consequéncia obtemos o seguinte resultado que nos fornece algumas propriedades

de positividade das fungdes super harmonicas de £ em Q.
Teorema 13. Suponha que Q é limitado, ¢ > 0 e u € W>P(Q)\{0}, p > N satisfaz

infess Lu > 0 em Q,
u >0 sobre dQ.

Entdo, u(x) > 0, x € Q. Além disso, se Q satisfaz a propriedade da esfera interior e v é um

vetor apontado para fora de € em x, vale que

du
E (.X') < O,

para todo x € dQNu~'(0).



1.4 Caracterizagao das supersolucoes 29

Demonstragdo. Defina m := infu. Se m > 0, entdo u(x) > 0 para todo x € Q e a demonstra-
Q
¢do estd completa. Agora, suponha que m < 0, pelo Teorema 10,

infu=infu=m
Q 2Q

donde obtemos m = 0, uma vez que u > 0 sobre Q. Além disso u(x) > 0 para todo x € Q,

pois u # 0. As afirmacdes restantes seguem do Teorema 11. |

1.4 Caracterizacao das supersolucoes

Nesta secdo, mantemos as hipoteses gerais H2 e H3 e a hipdtese H1 € substituida por
H1’. Q é um dominio limitado de RN, N > 1, cuja fronteira consiste de dois subconjuntos

abertos e fechados, I'g e I'y, de classe c!
0Q =Ty UIYy.

Necessariamente, I’y e I'; devem possuir uma quantidade finita de componentes e I'g ou I'y
podem ser o conjunto vazio.

Note que os resultados anteriores exigem que ¢ > 0 no operador £. O préximo resultado
substitui esta hipotese pela existéncia de uma supersolucdo que seja estrita maior que zero

em cada ponto de Q.

Teorema 14. Suponha que (L,B,Q) possua uma supersolucio h € W*P(Q), p > N, tal que
h(x) >0, VxeQ.

Entdo, qualquer supersolucdo u € W»P(Q),p > N, de (L£,B,Q) deve satisfazer algumas

das seguintes alternativas:
Al. u=0em Q.
A2. u é fortemente positiva, isto é, u(x) >0, VxeQUT e

%(x) < 0,Vx € u~1(0)NTY.

A3. Existe uma constante m < 0 tal que u = mh em Q. Neste casoTo =0 e

u(x) <0, VYxeQ.
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Além disso, T = 0 deve ser o tinico autovalor para uma fungdo positiva do problema

LO=TpemQ, (132)
B =0 sobre IQ.

Demonstragio. Sejau € W>P(Q), p > N, uma supersolucio de (£,B,Q), ou seja

Lu>0em Q,
Bu > 0 sobre dQ.

Como h(x) > 0, para todo x € , podemos definir
u 2
= e W>P(Q),p > N.

Assim, segue que

Lu % a; —|— Z bj 9h) +c(x)hv
Pt g 8x,8x1 = J 8xj
dv ah N dv oh
= — lealj aXI ]’la—x]—'—va—xj +gb axJ—FVa—x])‘FC(X)hV

%y 8v%+ 82h+ﬁﬂ)
8xlx] 8xj ox; vaxixj dx;j dx;

Ny dh
+h; bjgﬂg bjg—kc(x)hv

Z aij(h

i,j=1

N 02y dh odv dv
- L “lf( i, 23737,) *@bfa—xj

N d%v N dh dv N 9v
_—hZa,jg)ClaxJ Zza,ja ax]+h_2b,a +vLh

i,j=1
N 2%y N 2N ah v  Lh
= {_”Z_"laij—axiaxj—i_j_zl Za‘Ja 9_)c]+_v

e dai,

Lu=hLyyemQ, (1.33)
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onde
N 82- N 0-
Ly :=— i bpi— , 1.34
com N
Lh o2 dh .
cp = 77 bh] ::l’)]—z;aijg, ]:1,...,N.

Como h € W*P(Q),p >N, h € C'(Q) e é duas vezes classicamente diferencidvel, logo

Lh 2 Y on
—ecL”(Q), b; — - — e L7(Q 1< j<N.
h € ( )7 j hi_zialjgxi € ( )7 >J>

Além disso,
Lh

o >0em Q
e, consequentemente, os Teoremas 10 e 11 podem ser aplicados para o operador L, definido
por (1.34) .
Como u é uma supersolugio de (£,B,Q) e h(x) > 0, paratodox € Qe Lu = hL,v em Q,

temos que
Lpv>0em Q. (1.35)

Mais ainda, Bu > 0 sobre dQ e, em particular, Bu = u > 0 sobre Iy, donde

v = % > 0 sobre T (1.36)
Similarmente, sobre I'{, temos que
d(hv) dv  dh dv oh
< = = gy 7 — _ — h— -
0 <Bu=B(hv) 5y + Bhv hav+vav+[3hv h8v+(3v+ﬁh)v
dv By
= h($+ T)

€ consequentemente

0 <Bu = hB,v sobre I'y (1.37)
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onde B, representa o operador de fronteira

v sobre Iy,

By =19 Bh
%—Fﬁhl]/sobrerl, ﬁh:ZT

para todo y € C(I'p) ® C'(T'y). Observe que

h
Br = % > 0 sobre I'y, (1.38)

uma vez que Bh > 0 sobre dQ. Além disso, B, € C(I'1). Note que, (1.38) independe do
sinal de B € C(I'), uma vez que a tnica hipétese imposta sobre 3 na defini¢do de B é que
B seja continua e como, por hipétese 1 € W>P(Q), p > N, é uma supersolucio de (£,5,Q)
entdo

Bh > 0 sobre dQ

e, uma vez que /(x) > 0, para todo x € Q, vale que

% > () sobre dQ

em particular sobre I'y. Combinando (1.35), (1.36) e (1.37), obtemos que v € uma super-
solugdo de (L, B, Q), onde L, é o operador definido em (1.34).
Vamos mostrar que alguma das duas primeiras alternativas ocorrem se # > 0 em Q. Entio

suponha que u > 0 em Q. Logo, ou
u(xp) = 0 para algum xp € Q (1.39)
ou
u(x) >0, VxeQ. (1.40)

Suponha que vale (1.39). Entio, v > 0 em Q e v(xy) = 0. Isto é, v atinge seu minimo em Q.
Como vale, £;v > 0 em Q, obtemos do Teorema 10, que v=u/h =0 em Q. Portanto u =0
em Q.
Suponha agora que vale (1.40). Logo v(x) > 0, para todo x € Q e, como v é uma
supersolucdo de (L, B, Q), pelo Teorema 11, temos que
adv

W(x) <0, Yxev (0)noQ. (1.41)
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Supondo I'y # @ e v(x;) = 0 para algum x; € '}, temos

0 < Buv(x1) = 97 (x0) + B )o(er) = 2o x)

o que contradiz (1.41). Portanto, v(x;) > 0, para todo x; € I';. Além disso, para todo
xo€ToNu™! (0), temos que v(xg) = 0 e por (1.41) segue que
d(hv) adv dh dv

(x0) = h(x0) 57 (x0) +v(x0) 57 (x0) = h(x0) 5 (x0) <O.

u
WOCO) T ov

Isso mostra a validade da Alternativa A2.
Agora, mostraremos que a Alternativa A3 ocorre se u(xg) < 0, para algum xg € Q. De

fato, nesse caso, temos
u(xo)

m<0

v(xo) =
e dai,

m :=minvy < 0.
Q

Portanto, como ¢;, > 0 e v € uma funcdo super harmonica de £;, em Q, segue do Teorema 10

que
v(x) >m, VYxeQ (1.42)
ou
v=mem Q. (1.43)
Suponha que vale (1.42). Entao, como m < 0, (1.36) implica em
v(x) >m, Vxe QUIY. (1.44)

Sendo v continua em  (compacto), existe x; € Q tal que m = v(x1). Por (1.44), x € I'y.
Consequentemente, usando o Teorema 11 vale que (dv/dVv)(x;) < 0. Assim, de acordo com
(1.37) e a definicdo de ‘B, temos que

0<By(x)) = %(xl) + Br(x1)v(x1) < Bu(x1)v(x1) = Bu(x1)m

e, consequentemente,
ﬁh (X]) < 0,
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o que contradiz (1.38), portanto (1.43) ocorre e assim
u=mhem Q. (1.45)

Por continuidade, (1.45) deve ser satisfeita em , o que garante a validade da primeira parte
da Alternativa A3. As afirmagdes restantes da Alternativa A3 seguem de (1.45). De fato,
suponha que I'g # 0 e tome xp € I'y. Entdo h(xg) > 0 e dai,

u(xp) = mh(xg) <0,
o que € impossivel, pois u > 0 sobre I'y. Logo, I'g = 0. Além disso, a estimativa
0<Lu=mLh<0emQ
implicaem Lu=0em Qe
0 <Bu=mBh <0sobre dQ =T,

nos fornece Bu = 0 sobre dQ. Portanto, temos que 4 > 0 é solugio de (1.32) com 7 = 0.
Vamos mostrar que T = 0 é o tnico autovalor de (1.32) para uma autofuncio positiva @.
De fato, suponha que 7 # 0 e existe ¢ > 0 solugdo de (1.32). Caso 7 < 0 entdo L(—¢) =
—7¢0 >0em Qe B = 0 sobre dQ. Logo, —¢ é uma supersolugio de (£,2B,Q) e como
—@ <0, ela deve satisfazer a primeira parte da alternativa A3. Logo, existe my < 0, tal que
@ = mgh. Dai, temos

0<L(—¢@)=mpLh <0 emQ,

o que € um absurdo.

Entdo, devemos ter que T > 0. Neste caso, L =10 > 0em Q e By = 0 sobre JQ.
Portanto ¢ é uma supersolugio de (£,B,Q). Logo, pelo caso anterior, ¢ satisfaz A2. Além
disso, como I'y = 0, ¢(x) > 0 para todo x € Q = QUI;. Daf, repetindo os passos da primeira
parte da demonstragdo da alternativa A3 trocando 4 por ¢, obtemos

Lo =0em Q,
B = 0 sobre JQ.
Portanto 7 = 0, mostrando a unicidade de 7. [ |

Nosso objetivo agora é enfraquecer a hipétese 4(x) > 0 em Q, substituindo por & > 0 em

Q. Esta importante melhora ird permitir usar solu¢des de problemas de valores de fronteira
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como supersolucdes. Para obter este refinamento no resultado serdo necessarios alguns lemas
auxiliares.

O préximo teorema nos fornece uma estimativa por baixo para a taxa de decaimento das
func¢bes super harmonicas positivas de £ em Q nos pontos de dQ onde elas se anulam.

Teorema 15 (Propriedade de decaimento uniforme fraco de Hopf). Para todo R > 0 existe
uma constante M := M(L,R) > 0 tal que para qualquer xy € Q com Bgr(xp) C Q e cada
fungdo u € W*P(Bg(xo)), p > N, satisfazendo

u(x) > 0 para todo x € Bg(x) (1.46)

Lu(x) >0 g.t.p em Br(xp). (1.47)

Entdo vale a seguinte estimativa

u(x) > (M min u) dist(x; dBgr(x0)), Vx € Bg(xo) (1.48)
B (x0)
2

Demonstragio. Sejam R > 0 e xo €  tal que Br(xo) C Q e suponha que u € W2 (Bg(xo))

satisfaz (1.46) e (1.47). Considere as funcdes auxiliares
E(x) = e*®—k=x0l") (x) .= E(x) — 1, x e RV

onde o € uma constante a ser escolhida posteriormente. Pondo x = (x1,...,xy) € xg =

(X015 ---,X0N ) temMoOs:

35)5;) = —201(xj —x0;)e?® H00F) = _201(x; —x0;)E(x).
Parai = j,
azaljcl(-;) — [4a2(x; — x01)* — 2] e B ~P0P) — (462 (x; — x01)? — 20 E (),
e parai # j,
d°E(x) R>—|x—xo|?)
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Observe que v satisfaz
v(x) >0 <= |x—xo| <R,
v(x) =0 < |[x—x0| =R,
v(x) <0 < |x—xo| >R.
Agora defina
D:={xeRY:R/2< [x—xo| <R} CQ, ¢t :=max{c,0} > ce L :=L—c+c".

Assim,

N 26 (x N X
Lrv==1Y a,j()c)a E( ) + Y bj(x) 8E() + T (x)v(x)
Pt dx;0X; = ox;
N
=— .Zl aij(x) [4062()61 —x0i)(xj —X0j) — 205] E(x)
i,j=
N
+ Zlb](x) (—Za(x] —xoj)E(x)) +ct(x)v(x)
=
N
— _40? .Z_’l a;ij(x)(x; —xo;) (x; — x0;) E (x)
N N
#2001 0 (0 () -2 L b0 (1) —x0) E(0) ¢ (9~ (1)
Jj= Jj=

N

~{ 40 3 a5 —s00 1y )
N »J

+200 Y [a(6) = b;()(x; — x05)] +¢* (x)}E(x) )

j=1

:{ — 40 (x—x0)TAy(x —x0) +2atr Ay — (b(x),x — x0)] + ¢ (x) }E(x) —c(x),
onde A, ¢ a matriz dos coeficientes principais de L, tr A representa o traco de Ay e b :=
(b1,...,bn). Seja u > 0 a constante de elipticidade de £ em Q, entdo para todo x € D,

RZ
(x—x0)TAc(x—x0) > pt|x —xo[> > Hy

Além disso
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[tr Ay — (b(x),x —x0)| < |tr Ay| +[(b(x),x —x0)]
< |tr Ax| + |b(x)]]x — x|
<|trAy|+|b(x)|R

e daf, por (1.1) existe uma constante C := C(||a;; | 1=(q), [|6)l 1=(q), R) = C(L,R) > 0 tal que
|tr Ay — (b(x),x —xp)| < C para todo x € D,
independentemente de xp. Assim, em D, temos que
Lv(x) < (= o’ uR> +20aC + et |l 1=(0) ) E(x) — ™ (x).

Argumentando como no Teorema 10, podemos escolher a := o/(L,R) > 0 suficientemente

grande tal que
L v(x) <0q.tpemD. (1.49)

Ao longo do restante dessa prova, vamos supor que ¢ > 0 foi escolhido para satisfazer (1.49).
Por (1.46), u(x) > 0 para cada x € B R (x0) e dai, pela continuidade de u

ug ;= inf u>0.

B (xo)
2

Agora, consideremos a fung¢do auxiliar

w::u—ev,&‘::ea;—R_l (1.50)

que estd bem definida em Bg(xg). Por (1.50), podemos observar que

wzuR—s(eaRz—l):OemB

(xo)

(S ]

pois

u> ug emBg(xo) ev<v(xg) = R

Em particular w > 0 em 8B§ (x0). Além disso, como v =0 em dBg(xg) e u > 0 em Bg(xp),

temos que
w > 0em dBg(xp).
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Consequentemente,
w>0em aDzaBR(xo)UaBg(xo) (1.51)
e ainda, de (1.49), em D vale que £*v < 0 e portanto,
LTw=LTu—eLYVv>LTu=(L—c+cHu>(cT—c)u>0

poisLuZO,c+Zceu20.

\ /¢

C

Figura 1.9 O conjunto D.

Dai, w é uma fungio super harménica de £ em D satisfazendo (1.51) e portanto, pelo
Teorema 13, observa-se que

w=u—€v>0emD. (1.52)

Por outro lado, para todo x € D, temos que

(R~ |x—o/?) (R ) (R—x—xo]) _ |

v(x)=e _l=e

Sabendo que a fungdo real f(s) = ¢°, s > 0 é crescente,

x—xo| >R/2equee’ —1>x,para
todo x > 0 temos

3 3
y(x) > e%aR(Rf\xfxo\) —1> E(XR(R_ |x —xo0|) = EOCRdiSt(x,aBR(x())).
Assim, segue de (1.50) e (1.52) que, para todo x € D,

u(x) > ev(x) > SR

> —z(eocR2 Y ugdist(x,dBg(xp)). (1.53)
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Finalmente, levando em consideracdo que, para cada x € B R (x0),

u(x) > ugp > L%edist(x, aBR(X())),

obtemos de (1.53) que

. 3aR 1 . _
l/lZmln{m,ﬁ}MRdlSt(',aBR<XO)) emBR(.XO).

Como a constante

. 3aR 1
M(E,R) = mln{m,l—e},

satisfaz (1.48), obtemos o resultado desejado. |

Se considerarmos dominios limitados e satisfazendo a propriedade da esfera interior
uniforme no sentido forte, o resultado anterior pode ser melhorado conforme veremos no

seguinte:

Teorema 16. Suponha que Q é um dominio limitado satisfazendo a propriedade da esfera
interior no sentido forte em um subconjunto aberto e fechado I'y de 0Q e seja u € w2p (Q),

p > N, uma funcdo super harmonica de L em Q tal que
u(x) > 0 para todo x € Q\I'y.
Entdo, existe 8 > 0 tal que
u(x) > 6dist(x,Iy) para todo x € Q.

Demonstracdo. Suponha que Q satisfaz a propriedade da esfera interior no sentido forte em
'y com paridmetro R > 0 e considere o subconjunto compacto de Q definido por

_ R
Kg := {x € Q;dist(x,FO) > 5} .

Seja u € WP(Q),p > N, tal que Lu > 0 em Q e u(x) > 0 para todo x € Q\I'y. Entio

ur ;= minu >0
KR

Seja x € Q com dist(x,Iy) < R e considere y, € I tal que

dist(x,T9) = [x — yx| € Br(xo) C Q,
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onde
X—Yx

|x_)’x|.

X0 :=Yr+R

Figura 1.10 A construgio de Bg(xo)

Uma vez que
_min u > uy,
B (xo)
2
de acordo com o Teorema 15, existe uma constante M = M (L, R) (que ndo depende de x) tal
que

u(z) > Muy dist(z,dBg(xp)), Vz € Br(xo)

portanto, para todo x € QN (T +Bg) :={x € Q; x=y+2z, y € [, z € Bg}, temos que
u(x) > Muy dist(x,dBgr(xo)) = Mug|x — yy| = Muy dist(x,T).

Agora, uma vez que u é continua, Kg é compacto, u(x) > 0 para todo x € Q\I'g e [y C Q é
limitado vale que
, u(x)
= inf ————>0
M= ke dist(x, To)
fazendo a escolha

0 := min{n,Mur}
obtemos o resultado desejado. |

O préximo resultado mostrard que, quando o termo independente ¢ de £ é muito grande,
entdo este operador estd nas condi¢des do Teorema 14, ou seja, que admitem supersolugdes

estrita positivas em Q.
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Lema 17. Suponha que Q seja de classe C*. Entdo existe oy > 0 de modo que (L+ wp,B,Q)
admite uma supersolugdo estrita positiva h € C (Q) com h(x) > 0, para todo x € Q.

Demonstragdo. Seja h(x) = M "’(x), x€QeM >0, onde v é conforme o Lema A.lI.
Como h(x) > 0, para todo x € Q, em particular 4(x) > 0, para todo x € I'y. Além disso sobre
I'y, vale que

_ oh _dy 0V
Bh= o+ Bh=Mho" 4 Bh=h(M~"+B) > h(My+B) >0

para M > 0 suficientemente grande. Isto significa que 84 > 0. Ora, uma vez que h € C? (Q)e
aij, bj, c € L”(Q), existe K| > 0 tal que |£h| < K;. Daf, tomando @y > 0 tal que |woh| > K7,
temos que

(L+my)h > 0.

Por fim, sabendo que 4 é uma supersolugio estrita de (£ + ayp,B,Q), entdo
(L+o)h=(L+0)h+ (0y—wp)h=(L+ wn)h+ (0—wy)h >0
e fixando M como acima podemos tomar @y € R suficientemente grande de modo que
(L4 wp)h > 0em Q.

Logo h satisfaz o requerido. |

Observacdo 18. O Lema A.1 garante a existéncia da y se € for de classe C2.

Finalmente estamos em condi¢des de melhorar o Teorema 14.

Teorema 19. Suponha que C seja de classe C? e (L,B,Q) possua uma supersolugdo
positiva h € W*P(Q), p > N. Entdo, qualquer supersolu¢do u € W>P(Q) de (L5, Q) deve
satisfazer alguma das Alternativas A1,A2 ou A3 do Teorema 14.

Demonstragdo. Pelo Lema 17, existe @ > 0 e g € C*(Q) tal que g(x) > 0 paratodox € Q e
g € uma supersolugio de (£ + ®,B,Q). Como & é uma supersolucdo de (£,5,Q), h > 0,
vale que

(L4 @)h=Lh+ oh> oh>0em Q.

Além disso, Bh > 0 sobre dQ. Logo, h € W*P(Q),p > N, é uma supersolucio de (£ +
®,B,Q) e como h > 0, deve satisfazer a hipétese A.2 do Teorema 14. Assim, i(x) > 0 para

todo x € Q\I'y e sendo Q de classe C?, segue do Teorema 16 que existe uma constante 6 > 0
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tal que
h(x) > ddist(x,T). (1.54)

Agora, seja u € W>P(Q),p > N uma supersolucio de (£,%8,Q). Se u = 0 entdo vale a
alternativa Al. Se u > 0, repetimos os mesmos argumentos feito acima para / e obtemos a
validade da alternativa A.2.

Por fim, resta mostrar que a alternativa A3 vale se u € negativa em algum ponto. Assim

suponha que exista x_ € Q tal que
u(x_) <0. (1.55)

Primeiro note que x_ ¢ Iy, pois Bu > 0 sobre dQ, em particular, u > 0 sobre I'y. Assim,
pela continuidade da u podemos tomar, sem perda de generalidade, x_ € Q. Em seguida,

para A > 0, consideremos a fungdo
vy (x) == u(x)+Ah(x), xe€Q.

Defina
A:={A>0;v; >0emQ}.

Afirmamos que v; > 0 em Q para A > Ay, Ay suficientemente grande, o que mostra que

A # 0. De fato, suponha por absurdo que para cada inteiro k > 1, exista x; € Q tal que
vi(xx) = u(xg) + kh(x) <O. (1.56)

Como Q € limitado, Q é compacto. Logo existe xo € Q € uma subsequéncia de {k};>1,
digamos {ky, }, tal que

Iim x, = xgp.
m—r—4-oo o 0

Por (1.56), temos que

1
k—u(ka) +h(xg,) <0, m>1, (1.57)
m

pois ky, > 0. Além disso, se m — oo, 1/k,, — 0 e, pela continuidade de u em ﬁ,

u(xy, ) = u(xo). Logo
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Portanto, tomando m — +o0 em (1.57), obtemos

lim (kiu(ka) +h(ka)> — h(xy) < 0.

m—y—+oo m

Uma vez que 7 > 0 em Q, pela desigualdade acima devemos ter i(xp) = 0. Assim, como
h(x) > 0, para todo x € QUT|, temos que xo € T'y. Isso implica que I’y # 0. Dai, se Iy = 0,
entdo vy > 0 para A > Ag. Suponha que I'g # 0. Como {x;, } é compacto e I'y é fechado
podemos escolher, para cadam > 1, i € I'¢ tal que

dist(xg,.T'o) = |k, — Y, |-

Uma vez que u € uma supersolucdo de (£,B,Q), u > 0 sobre I'g. Logo u(y,) > 0, para
todom > 1 e dai,

—u(xg, ) <u(yx,) —u(xg,), m>1.

Ora, sendo u € W>P(Q), p > N, temos que u é Lipschitziana em Q. Assim,
—u(x, ) < Llyk, —xx,| = Ldist(xg, ,Io), m>1, (1.58)

onde L > 0 é a constante de Lipschitz de u em Q.
Agora, combinando (1.57) e (1.58) segue que

kmh(xy, ) < —u(xy,) < Ldist(xg,,Io), m>1
e portanto, por (1.54), temos

Ldist(xy,,I0) > knh(xy,) > 6k, dist(xg, ,0Q).
Isto €,

Ok dist(xy, ,0Q) < Ldist(xg,,I'g), m>1. (1.59)
Finalmente, afirmamos que para m suficientemente grande

dist(x,, ,dQ) = dist(xy,, , o).
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De fato, como £ satisfaz a propriedade da esfera interior uniforme em I'g e x;, — xo € I',
se m — o0, podemos obter my > 0 e uma bola B,(xp) C Q de modo que

diSt(ka,Fo) = dist(ka,BQ), kam S Br(X()),
para todo m > mg e sendo

dist(x; ,0Q) = inf |x;, —
(X%,,,0Q) yem|km yl
vale o afirmado acima. Dai, de (1.59) obtemos que, para m > my, 5kkm < L, o que é
impossivel, pois

i =4

Essa contradi¢do mostra que v, > 0, para A > 0 suficientemente grande.
Provemos agora que o infimo de A é positivo. Com efeito, como u(x_) < 0, tomando
0 <A < —u(x_)/h(x_), vale que

Vi) = ulr) + Agh(x_) < ulx_) —
Portanto 0 < Ay ¢ A. O que mostra que A possui cota inferior positiva e portanto
:= inf A > 0.
H AeA

Vamos mostrar que vy, > 0. De fato, sendo p o infimo, existe Ak € A, sequéncia minimizante,
com ]}im A = W. Agora, como A; € A, entdo
—>00

va, () = u(x) + Ah(x) >0, VxeQ, VkeN. (1.60)
Fazendo k — +oc0 em (1.60), temos para todo x € Q
Jim vz, (x) = v () 0.

Isso mostra que tt € A. Observe também que

Lvy = Lu+puLh>0emQ,

Bvy = Bu+ uBh > 0 sobre 0L,
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pois u e h sdo supersolugdes de (£,%,Q). Portanto, v, € W*P(Q), p > N, é uma supersolu-

¢do ndo negativa da terna (£,8,Q). Entdo em Q vale que

e Bv, > 0 sobre dQ. Donde se conclui que vy, € uma supersolucdo de (£ + ay,B,Q).
Consequentemente deve satisfazer uma das alternativas A1, A2 ou A3 do Teorema 14. Uma
vez que vy > 0, a alternativa A3 € imediatamente descartada. Consequentemente vale,

vy =0 (1.61)
ou
Iy ~1
vu(x) >0,Vxe QUIT e W<0,Vx€vu (0)NTy. (1.62)
Suponha que vale (1.61). Definindo m := —u < 0, temos que 0 = v, = u —mh e portanto

u = mh em Q. Conforme vimos acima se vy > 0 obtemos necessariamente que I'g = 0.
Por fim, sabendo que u e h sdo supersolucdes de (£,8,Q) e m < 0, temos que, em Q,
0 < Lu=mLh <0 e portanto

Lh=0em Q.

E sobre dQ, 0 < Bu = mBh < 0. Isto é,
Bh = 0 sobre dQ.

Assim, T = 0 € o tinico autovalor para uma autofuncao positiva do problema

Lh=7them Q,
Bh = 0 sobre dQ,

ou seja, vale a alternativa A3. Por fim, mostraremos que a validade de (1.62) contradiz a
minimalidade de . De fato, pela defini¢do de u, para todo £ > 1 existe um ponto x; € € tal
que

— ulxe) + (u - 1) () = () + h() — h() = v (xx) — i) < 0.

Y k
(1.63)

uf

==
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Argumentando como anteriormente, existe xo € Q e uma subsequéncia de {k};>1, digamos

{km}m>1 tal que lim x; = xo. De (1.63) obtemos que
- m—y—+oo

h
vu(xe,) < (;;"m), m>1. (1.64)
m
Além disso, pela continuidade de 4 em Q.
im %) _
m——oo km

Logo, tomando m — +o0 em (1.64) vale que v, (x0) < 0 e, portanto, de acordo com (1.62),
temos que xg € vﬁl(O) NTy. Como antes, isso implica que I'y # 0, o que significa que o
teorema vale quando I'y = 0. Entdo, suponha que I’y # @ e para todo m > 1, seja y; € I' tal
que

dist(xg,,,I0) = |xx, — Y&, |

com 0s mesmos argumentos aplicados anteriormente obtemos (1.58) ou seja
—u(xy,,) < Llyk, — Xk, | = Ldist(xg,,Io),m > 1.

Por outro lado, por (1.63) temos que

) > (- Yt m

m

Dai, combinando a desigualdade acima com (1.58) obtemos:

1

Laist( Fo) = () > (1 - ) o).

1
(‘u - k_) h(ka) < LdiSt(ka’FO)’ m 2 1
m

Ora, sendo l_1>r3r1 1 /ky, = 0 temos que, para m suficientemente grande, u — 1/k,, > 0 e dai,
m oo

ki )
h(ka) <L X dlSt(ka,F()). (1.65)

m— 1
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Como Q ¢ de classe C2, vy satisfaz (1.62) e é uma supersolugdo positiva de (£,B,€2), pelo
Teorema 16 existe & := &, (vy) > 0 tal que

vu > 8y dist(xy, ., Io), Vx, € Q. (1.66)

Utilizando as desigualdades (1.63), (1.65) e (1.66) concluimos que:

h(x,) :
m/ o~ d t F _
km — 6“ 18 ('ka’ 0) /.Lkm _ 1

L .
= (614 — 1y — 1) dlSt(ka,Fo). (1.67)

0> vy(xg,)— dist(xy, ,T0)

A desigualdade (1.67) ndo pode ser satisfeita, uma vez que oy — L/(pk,, — 1) > 0 para m

suficientemente grande de modo que dist(xg, ,I'o) = dist(xy, , Q). Isso implicaria que
dist(ka,ro) <0.

Essa contradigdo implica que (1.62) ndo pode ocorrer. Logo devemos ter v, = 0. |

Finalizamos este capitulo com um resultado que caracteriza supersolugdes da terna

(L1,%B,Q) e é uma consequéncia do Teorema 19.

Corolario 20. Suponha que Q seja de classe C* e (L1,B,Q) possua uma supersolugdo
positiva h € W>P(Q),p > N. Entdo, qualquer supersolucdo u € W>P(Q) de (L1,B,Q)

deve satisfazer alguma das Alternativas A1,A2 ou A3 do Teorema 14.

Demonstragdo. Vamos mostrar que se & é uma supersolucdo de (L7,8,Q) e h > 0, entdo h
também é supersolucdo de (£,B,Q). De fato, seja 2 > 0 uma supersolucgdo de (L7,B,Q).
Por hipétese, K(x,y) > 0. Entéo

- / K(x,y)h(y)dy <0
Q

consequentemente
0<Lzh=CLh —/ K(x,y)h(y)dy < Lh em Q.
Q

Uma vez que Bh > 0 sobre dQ, entdo i > 0 também é supersolucdo de (£,B,Q). Isso
significa que qualquer supersolucdo nio negativa u € W>*(Q), de (Lz,%B,Q) é também
supersolucdo de (£,B,Q). Segue entdo do Teorema 19, que u > 0 deve satisfazer alguma
das Alternativas A1, A2 ou A3, do Teorema 14.
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Suponha agora que exista algum x_ € Q tal que u(x_) < 0, logo podemos considerar, o
conjunto A dos A > 0 para os quais a fungdo,

vy (x) :=u(x) + Ah(x), x€Q,
definida no Teorema 19 seja positiva. Uma vez que v; > 0, vale que,
Lgvy =Lvy — /Q K(x,y)va(y)dy < Lv;.
Por outro lado, como u e & sdo supersolucdes de (L7,B,Q), temos
Lvy = Lzu+ALsh > 0.

Portanto, v; é supersolugdo de (£,B,Q), e dai podemos repetir os mesmos passos da

demonstra¢do do Teorema 19 para garantir que v, = 0, onde
u:=infA >0

e consequentemente, garantir que vale a Alternativa A3 do Teorema 14. |



Capitulo 2
Autovalor Principal

Nosso objetivo neste capitulo é garantir a existéncia de um autovalor para um problema
linear eliptico com termo ndo local e condi¢des de contorno, cuja autofungdo associada seja
positiva. A garantia de existéncia de tal autovalor se mostrard importante na caracterizacao
do principio do maximo para este mesmo problema.

Dividiremos o capitulo da seguinte maneira: apresentamos inicialmente algumas no¢des
preliminares essenciais para o desenvolvimento do conteido. Em seguida introduzimos al-
guns conceitos de ordens e espacos de Banach ordenados que s@o necessarios para apresentar
o importante Teorema de Krein-Rutman e fazemos um estudo sobre as solu¢des do problema

linear eliptico com termo nao local.

2.1 Nocoes preliminares

Assumiremos aqui as seguintes hipdtese gerais

HI. Q é um dominio limitado de RY de classe C?, cuja fronteira consiste de dois subcon-

juntos abertos e fechados I'g e I'y,
0Q =T UTly.

I'y e I'y devem possuir uma quantidade finita de componentes e qualquer um deles

podem ser o conjunto vazio.
H2. Consideraremos

A= (aij)1<ijen A € MR (W=(Q)),

b= (by,....by) € (L(Q))N,c € L™(Q). 1)
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H3. B € C(I'y), n denota o vetor normal unitério apontado para fora de Q, e
vV =An
€ o campo vetorial co-normal, ou seja,
5= = (Vu,An) = (AVu,1)

para todo u € C!(I'y).

Neste capitulo iremos estudar a existéncia de autovalores para o problema

= Q
L7¢=10emQ, 2.2)
B = 0 sobre IQ,
onde
L7 :=—div(AV-)+ (b,V-) +¢ —/ K(x,y)-dy (2.3)
Q

e K € L”(Q x Q,R) é uma fun¢@o ndo negativa e ndo identicamente nula.
Vamos mostrar que estamos trabalhando com um caso particular dos operadores estudados
no Capitulo 1. Mais precisamente,

. N 82 N - 9
—div(AV-) +(b,V") +c = _wz_‘,laij T, —l-j;bja_xj +e, (24)

ondeb =bj— Z

&
* b= (bl, ...,bN)
* A = (aij)1<i,j<n € uma matriz simétrica

9vj
 Jx;
AVu = (Zaljaa

J

b le(Vl, . N):

QJ‘QJ n[V]z

. Vu:(&)q

Assim, temos que

Z i Hx]>
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Portanto,

' N ) N Ju N o9 du 8au du N 9%u
div(AVu) = Z E (Z aija_xj) = Zla_xz (aija_xj) ,121 ox; 8x] -I-WZ aij—axiaxj.

Além disso,

Consequentemente

N 8alj 8u i 8

i=1
N 0%u Qa,] ou Y
i,jZ:I Y 0x;0x; Z ox; 8xj Z b] 0

B N
onde b := Z

€ W=(Q), temos que b; € L™(Q). Assim,

aij,bj,c € L*(Q ) Portanto (2.3) pode ser rescrita como

DS YRSV NN
= a”&xiaxj = ox; o .

i,j=1

O que nos motiva a estudar £7 na forma (2.3) € a defini¢do de solugdo fraca.

Vamos apresentar um primeiro conceito de solucao para o problema

(2.6)

L7u= femQ,
Bu = 0 sobre Q.

Definiciio 21. Seja 1 < p < 4o, f € LP e u € W»P(Q). Entio, u é dita uma solucio de
(2.6) se u satisfaz (L7 + @)u = f q.t.p em Q e Bu = 0 sobre dQ no sentido dos tragos, ou

seja

Tr,u=0e (Tr,Vu,v) + BTr,u = 0 sobre I'y (2.7)
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ou, equivalentemente,
uc Wll(;p(g) e (Tr,Vu,v) + BTr,u =0 sobre I';.

Observagdo 22. Daqui em diante, omitiremos o operador trago por comodidade e escrevere-
mos simplesmente
Tru = u,

onde I' € {T"y,I";,0Q}.

Para realizar o estudo do problema de autovalor (2.3), apresentamos as seguintes defini-

coes:

Definicao 23. Um ndmero 7 € C sera dito autovalor de (2.2) se esta equacdo admite uma
solucgdo ndo trivial. Denotaremos por X(L7,,Q), o conjunto de todos os autovalores de
(2.2).

Um autovalor 7 € R, de (2.2) serd chamado de autovalor principal se possui uma auto-
funcdo associada que ndo muda de sinal. A autofun¢do associada ao autovalor principal serd

chamada de autofuncao principal.

Definicao 24 (Autovalor simples). Seja
TE RF‘IZ(,CI, ‘B,.Q.)

para o qual (2.2) admite uma tnica autofunc¢do ¢ a menos de multiplicacdo por uma constante.
Entdo, 7 € dito um autovalor simples de (2.2) se

{ (Lz1—T)u=¢@emQ, 2.8)

Bu = 0 sobre dQ,

ndo admite solucdo u € Wrzép (Q).

2.2 Ordens e Espacos de Banach Ordenados

Para garantir a existéncia de um autovalor para o problema (2.2), utilizaremos do Teorema
de Krein-Rutman. Para enuncid-lo precisaremos introduzir alguns conceitos sobre ordens em
espacos de Banach.

Dado um conjunto ndo vazio X, uma ordem, que denotaremos por <, em X €é uma relacdo
que € antissimétrica, reflexiva e transitiva. Um conjunto ndo-vazio X junto com uma ordem,

(X, <) é chamado um conjunto ordenado.
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Dado um conjunto ordenado (X, <) e um par (x,y) € X 2, dizemos que y > x se x <y,
enquanto que escrevemos x < y (ou equivalentemente y > x) para dizer que x <y comx # y
(ou equivalentemente y > x com x # y).

Seja V um espaco vetorial real. Entdo, uma ordem < em V € dita linear se para todo
x,y,2€VeAd Ry :=[0,4o0) valem

c x<y=x+z<y+z
e x<y=Ax<Ay

Um espago vetorial real V junto com uma ordem linear, (V, <) serd chamado de espago
vetorial ordenado (e.v.0).

Dado um espaco vetorial real V, um subconjunto P C V € dito um cone se

e P+PCP
b R+PCP
s PN(—P)={0}

Quando (V, <) é um espago vetorial ordenado, entdo pode-se observar que o conjunto P
definido por

P:={xeV;x>0} (2.9)

€ um cone, o qual chamaremos de cone positivo associado a ordem <. De fato, P € um cone,

pois, dados x,y € P arbitrarios e A € R vale que
xeEP=x>0=x4+y>04+y=y>0=x+yeP=P+PCP

XEP=x>0=>Ax>A0=0=>AxeP=R,PCP

Além disso, se x € PN (—P), onde —P := {x € V;x < 0}, temos que
xeEP=x>0exc(—P)=x<0
consequentemente, pela antissimetria x = 0, ou seja
x€PN(—P) <= x=0< PN (-P)={0}

logo, P € um cone.

Agora, seja V um espaco vetorial real junto com um cone P C V. A relacdo definida por

x <yseesomentesey—x¢& P (2.10)
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¢ uma ordem linear em V cujo cone positivo associado € P. De fato, sejam x,y,z €V e

A € R, e suponha que y — x € P, logo, com V € um espaco vetorial vale que
y—x=y+z7z—7—x€P<—=y+z<x+z
e como P é um cone, temos que
y—x€P<=A(y—x)EP<= Ax—AyeP<= Ax< Ay

isso mostra que < € linear. O fato de P ser o cone positivo associado a < segue da construcao.
Isso estabelece uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de ordens lineares de um
espacgo vetorial e seu conjunto de cones, de modo que dada uma ordem linear seu cone
positivo associado € dado por (2.9). E reciprocamente, para cada cone em E podemos definir

uma relag@o de ordem (2.10) que torna este cone o cone positivo associado a esta relagdo de

ordem.
Os vetores de P\{0} = {x € V;x > 0} sdo chamados positivos.
Seja (E, || - ||) um espago de Banach ordenado por um cone como em (2.10). Entdo

E:=(E,|-[,P)

€ dito um espaco de Banach ordenado (e.B.o) se P é fechado. Em tal caso denotaremos por
int(P) o interior do cone P, que pode ser vazio. No exemplo a seguir apresentaremos um

espaco de Banach ordenado cujo cone positivo possui interior vazio.

Exemplo 25. Considere o espaco de Banach ordenado LZ(Q) cujo cone positivo associado é
dado por
Pp2q) = {u € L*(Q);u>0gq.tpemQ}. (2.11)

Vamos mostrar que int(Py2(q)) = 0. Para isso € suficiente mostrar que dados u € P2 (q) €
R > 0, existem v € Bg(0) C L*(Q) e M C Q com |M| > 0 tais que

u+v<0emM.

Ou seja, u+v € Br(u)\Pp2(q) € portanto, u ¢ int(P2(q)). Note que, como u > 0 q.t.p em Q,
existe

0 <m:=infessu.
Q

Pela definicao de infimo essencial, o conjunto

K:={xeQu(x) <m+1}
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possui medida positiva.
Considere K, C K, com 0 < |K,| — 0, se n — +oo e defina

b —(m+1)emK,,
"] 0Oem Q\K,.

Note que
Wl = [ (=m=17= (m+1)? [ 1= (m+ 121K < 4o

pois |K,| < +oo. Logo v € L*(Q). Além disso, v € Bg(0), onde R := (m + 1)+/|K,|, que
pode ser tomado arbitrariamente pequeno (basta fazer |K,| — 0). Por fim, resta observar que

u+v=u—(m+1)<0qtpemK, CK,

pela defini¢do de K. Isso mostra o resultado.

Agora vamos apresentar um exemplo de um e.B.o cujo cone positivo associado € nao

vazio.

Exemplo 26. Defina o conjunto
Cx(Q) := {u € C'(Q);Bu = 0 sobre IQ}.
Este conjunto € um espaco de Banach ordenado cujo cone positivo associado € dado por
P={ucChk(Q);u>0emQ}.

Vamos mostrar que o interior de P € ndo vazio e dado por

int(P) = {u € Cy(Q);u(x) >0,Yx € QUT e g—z(x) <0,Vx e Fo}.

Considere

_ J _
A= {u € Cx(Q);u(x) >0,Vxc QUT; e %(x) <0,Vx e Fo} C Cx(DQ).
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Vamos mostrar primeiramente que A C int(P). Isto é, queremos mostrar que para todo u € A,

existe R > 0 de modo que Br(u) C P ou, equivalentemente,
u+v>0, We BR(O).

Note que, por ser u € A C Ci(Q), entio a fungio

X ETo 24 (3) = (Vu().v) <0

€ continua. Além disso, sabendo que I’y € compacto, existe xy € Iy tal que,

du du
ﬁ(x) < %(xo) =c0 <0, Vxely.

Considere Ry := |co|/||V||- € seja v € Bg, (0) C Ci(Q). Assim, dado x € T,

d(u+v) . du adv
v (x) = ﬁ(x) Ty

<co+ ||V||C1%(§)HV||DO <co+ |C()| <0.

0
0 ot | Go)| <ot 91Vl

Dai,
0
(gt V(1) <0, VxeTo, Ve Br (0). (2.12)
. du+v), ., , ) L
Em particular, como x € I'g — v (x) é continua e I'y é compacto, existe X € I' tal que
d 0
(g: V) () < (L(f)t Y (%), VxeTo, ¥veBr,(0). (2.13)

Por (2.12), existe 7 > 0 tal que (u+v)(¥—tv) >0, paratodoz € (0,7). Por (2.13) devemos
ter também

(u+v)(x—tv) >0, Vre(0,7), VxeTly, VveBg/(0).
Logo, existe 0 > 0 tal que

[§ = {x € Q dist(x,[y) < 8} C | J {x—1vit€(0,7)}. (2.14)

x€ly

Portanto,
u+v>0emIY, VveBg(0). (2.15)
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Por outro lado, como
u(x) >0, QUIN\IS :=Ww,

e W é compacto, segue que R := i‘%fu > 0. Dai, dado v € Bg,(0), temos que
u+v>Ry+v>0emW. (2.16)
Tomando R := min{R|,R;}, em vista de (2.15) e (2.16), vale
u+v>0 YveBg(0).

Segue dai que A C int(P).
Agora, suponha por absurdo que exista u € int(P) \ A. Logo u ndo satisfaz alguma das

seguintes alternativas:

(@) u(x) >0, VxeQuUTIy,

)
(b) %(x) <0, Vxely.

Suponha que (a) ndo vale. Entao deve existir x_ € QUT; tal que u(x_) = 0, pois u > 0.
Se x_ € Q, considere a bola B,(x_),R > 0, de modo que dist(B,(x_),dQ) > 0 e defina,
parar > 0,
1
v(x) := —el==P se [y —x| <r
0, se |x_ —x|>r

Note que v € C*(Q) e como dist(B,(x_),dQ) > 0 devemos ter v = 0 sobre dQ2 e consequen-
temente Bv = 0 sobre Q. Dai, v € C(Q). Observe que

ulx_)+vx_)= 0—e™ <0

Como r > 0 pode ser tomado arbitrariamente pequeno, podemos obter HvHC}B @) <R.com

R > 0 tao pequeno quanto se queira. Assim, temos que, para todo R > 0, exite v € Bg(0) C

Ch(Q) tal que u(x_) +v(x_) < 0. Donde concluimos que u ¢ int(P), o que é absurdo.
Sex_ €I't,uma vez que u € Cl%(Q), devemos ter sobre I'y,

du du
0= E(x_) +Bu(x-) = E(x_).

Considere v € Ca(Q), tal que dv(x_)/d(—Vv) < 0e v < 0em Q. Dado ¢ positivo segue que

d(u+ev) _ du dv
3—v) =y

(x_) <0 (2.17)
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Uma vez que —v € um vetor que aponta para o interior de Q, existe ty > 0 tal que C :=
{x_—1tv;t € (0,59)} C Q. Por (2.17), u+ €v é decrescente na dire¢do de —v e daf existe
xp € C tal que

u(xop) +ev(xp) <u(x_)+ev(x_) <0

Como € pode ser tomado arbitrariamente pequeno concluimos que u ¢ int(P), o que é
absurdo. Portanto, se u € int(P), entdo (a) deve ser satisfeita.
Agora suponhamos que (b) ndo ocorre, logo existe x_ € I'( tal que

du
3, (=) =0.

u . . C A =
Se =— (x_) =0, argumentamos como no caso anterior para garantir a existéncia de v € C% (Q)
tal que u(xg) 4+ €v(xp) < 0 para algum xp € Q e para todo € > 0, que implicaria que u ¢ int(P),
novamente um absurdo.

u u o
Se =—(x_) > 0, entdo, —v(x_) < 0. Como —v é um vetor que aponta para o interior

v d(—
de Q, existe 7y > 0 tal que {x_ —tv;r € (0,1p)} C Q. Logo, deve existir xy € Q tal que

u(xp) <u(x_)=0,

o que contradiz a hipétese de u > 0 em Q. Portanto, se u € int(P), (b) deve ser satisfeita.
Segue entdo que int(P) C A, e obtemos o resultado desejado.

Observagdo 27. Note que no exemplo anterior, vV pode ser considerado um campo vetorial

exterior qualquer.

2.3 O Teorema de Krein-Rutman

Vamos relembrar algumas nog¢des de operadores lineares compactos. Essas no¢des podem
ser encontradas, por exemplo, no capitulo 6 de [8].

Considere (E, || -||) um espago de Banach real e denote por £(E) o conjunto das transfor-
magdes lineares continuas de E em E. Dado T € £(FE) entdo o limite

r(T):= lim [|T" (2.18)

1
n
L

existe e € chamado de raio espectral de T. Observe que paran > 1

1Tl ee) < T Weey = 1T gy < UT )" = 1Tl
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e passando o limite, obtemos que r(T) < || T'|| ¢(). Também, tomando £ € C com |&| > r(T)

vale

r(Z) <1

e podemos obter o operador
RGT):=(1-1)" =¢ 1 ¢1)7!

o qual chamaremos de operador resolvente.

Definicao 28. Considerando T € £(E) e E um espago de Banach complexo, denotamos por

* o(T) o conjunto de valores A € C tais que A/ — T ndo é um isomorfismo de E¢ :=
E +iE, onde i é a unidade imagindria dos complexos. ¢(7') é chamado de espectro de
T.

* Um autovalor de 7 é um elemento A € C tal que N[AI —T| # {0}.
* p(T):=C\o(T), o conjunto resolvente de 7.

* Um autovalor A de T é dito algebricamente simples se N[(A] —T)"]| = N[AI —T],
paratodom € Ne dim(N[AI-T]) = 1.

Sabe-se que

r(T)= sup |A].
Aeo(T)

Considerando E um espaco de Banach real e T € £(E) o operador adjunto de T é o tinico
operador T* € £(E") que satisfaz, para todo (x,x’') € E x E’

T*x' (x) = x'(Tx)

Um operador T € £(E) é dito compacto se, para todo B C E limitado, o conjunto 7'(B)
for compacto. Denotaremos por /C(E) o conjunto dos operadores 7 € £(E) compactos.

Valem os seguinte resultados
1. T € K(E) se e somente se T* € K(E')

2. Im[C1—T)] é fechada, dimN[{I —T] < e

{ Im[¢I—T)=N[{I-T]" (2.19)

dimN[{I —T) = dimN[{'I — T"]



60 Autovalor Principal

Considere (X, || - ||x,Px) e (Y,]| - ||y, Pr) dois espagos de Banach ordenadose 7 : X — Y

um operador linear. Entao

» T ¢ dito positivo se
T(Px) C Py;

» T ¢ dito estritamente positivo se
T(Px\{0}) C Ay\{0};
T ¢ dito fortemente positivo se

int(Py) #0e T(Px\{0}) C int(Fy).

Estamos agora em condicdes de enunciar o Teorema de Krein-Rutman, que desempenha um

papel essencial para garantir a existéncia de um autovalor para o problema

(2.20)

(L1+ o)u=TuemQ,
Bu = 0 sobre IQ.

Teorema 29 (Krein-Rutman). Seja (E,|| - ||,P) um e.B.o com int(P) #0 e T € K(E) um

operador compacto fortemente positivo, ou seja
T(P\{0}) C int(P) (2.21)

Entdo valem as seguintes afirmagoes:

(a) r(T) > 0 ¢é um autovalor algebricamente simples de T com
N[r(T)I — T] = span|xo|
para algum xg € int(P).

(b) r(T) é o uinico autovalor real de T para um vetor P\{0}.

(c) r(T) é o vinico autovalor de T no circulo espectral

&l =r(T)

Al < r(T),YA € o(T)\{r(T)}.

Em outras palavras,
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(d) Para todo niimero real A > r(T), o operador resolvente R(A;T) € L£(E), definido

anteriormente é fortemente positivo, ou seja
R(A;T)(P\{0}) C int(P).
(e) Existe € >0e x>0 tal que
R(A,T)x < 0,YA € (r(T)—¢,r(T)).
(f) Para todo x € P\{0} a equacdo
r(Tu—Tu=x (2.22)

ndo admite uma solucdo u € E.

Demonstragdo. Para as demonstragdes de a) — e), ver, por exemplo, [20, Theorem 6.3.1],
[3, Theorem 3.2] ou [10, Theorem 12.3].

Uma vez que o item f) foi enunciado ligeiramente diferente dos apresentados nas
bibliografias, apresentaremos sua demonstragdo aqui.

Considere P* C E’ definido por:

P = {x' e E';¥'(x) > 0,Vx € P}.
O comentério feito apés a demonstragdo do Lema 6.14 de [20] nos diz que
int(P) # 0 = P* é um cone em E'.

Além disso, conforme observagdo 6.3.2, pagina 183 de [20], #(T) = r(T") e existe x|,
autofungdo associada a r(T) com x;, € P*.
Observe que, dado x € P\{0}, dizer que (2.22) ndo admite solugio é equivalente a dizer
que
x ¢ Im[r(T)I—T].

Vamos dividir a demonstracdo em trés passos.

Passo 1. A equagdo (2.22) ndo admite solugdo para y = xo. Com efeito, se existisse u € E
tal que r(T )u — Tu = xo, entdo u # 0 e aplicando r(T)I — T a ambos os lados terfamos, por
(@) que

(r(T)I = T)*u= (r(T)I - T)xo = 0,
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ou seja, u € N[(r(T)I — T)*|\N[r(T)I — T]. Isso contradiz o fato de r(T) ser algebricamente
simples.
Passo 2. Im[r(T)I — T] = N|[x}]. De fato, pela Alternativa de Fredholm, (ver [8, Theorem
6.6]),
Im[r(T)I —T] = N[r(T)I — T*]*.

Ora, mas N[r(T)I — T*| = span|x}), daf,
Im[r(T)I —T) = span[xh]™*.

Mas por definicdo,
spczz1[x6]L = {x € E;xy(x) = 0} = N[xp).

O que conclui a prova do passo 2.

Pelo passo 1 e passo 2, temos que xo ¢ N[x], o que equivale a dizer que x{,(xq) # O.
Como x;, € P*\{0} e xop € P\{0}, vale que x{,(xo) > 0. Consequentemente xg(xo) > 0.

Passo 3. Para todo x € P\{0},x{(x) > 0. Com efeito,
—T*x4(x) = Lx' (Tx)

0 I"(T) 0

Ja sabemos que r(T') > 0. Além disso, como T ¢é fortemente positivo e x € P\{0}, segue que
Tx € int(P). Como x{, € P* e Tx € P\{0}, vale que

xo(Tx) > 0.
Mais ainda, como T'x € int(P) e xo € P, existe € > 0 tal que Tx — €xg € P\{0}. Dai,
xo(Tx — €xg) >0

ou seja,
xo(Tx) > ex(xg) > 0.

Com isso temos que

finalizando a demonstracdo do passo 3.

Por fim, o passo anterior nos diz que para todo y € P\{0},

y & N[xp) = Im[r(T)I - T).



2.4 Solugdes fracas 63

Mostrando a validade do item f). |

2.4 Solucoes fracas

Nesta secao iremos definir o que € uma solucao fraca para o problema com termo nao

local

(2.23)

L7u= fem Q,
Bu = 0 sobre Q.

Antes disso, iremos apresentar uma motivacao para a definicao destas solugdes. A ideia
aqui € estabelecer um conjunto maior de solucdes para o problema (2.23), diminuindo as

exigéncias sobre sua regularidade. Assim, considere o seguinte

Exemplo 30. Sejam p € [2,+), f € L7(Q) e suponha que u € W**(Q) ﬁWll(;p(Q) ¢ uma

solucdo do problema (2.23). Vamos mostrar que u verifica a seguinte igualdade

/Qf¢:/1"1 ¢BudS—|—/Q<V¢,AVu>—|—/Q¢<<b,Vu>+uc+ua))—/Q {q)/QK(x,y)u(y)dy],

para todo ¢ € CT, (Q).
Com efeito, multiplicando a primeira igualdade de (2.23) por ¢ € C () e integrando

o= [ oLz

De acordo com a defini¢do de derivadas fracas de ordem ¢ e suas propriedades operacionais,

em Q, obtemos

para todo ¢ € CT5 (), temos que

/Qﬂp:/Q(p (—div(AVu)+(b,VuH—uc—/QK(x,y)u(y)dy)
:—/Qq)div(AVu)+/Q(])<b,Vu>+/Q¢uc—/Q [(])/QK()C,y)u(y)dy} (2.24)

N d
Observemos que §AVu = (..., 9ii;,...), onde @ii; = Z ¢a,~ja—u. Dai,
j=1 Xj

8¢ﬂ,- _ N 8(¢a,~j) u 0%u - 8(1) 8ai,~ u 0%u
o —Z[ o a—x,“’“w—ax,.ax,.] =L Ka—m“wﬂbﬁ)a—wﬂ’“w—ax.axj]’

J=1
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e assim
dPii; ¢ da;;\ du d%u
div(¢AVu) = Zl o Zl Kax-“'f +9 8x~J>8 oy o ax,}
ij i ij= i i i
B i 8_¢8u Z aa,J 814 . 0%u
_i7j=1 dx; 9x; Pt ox; 8x] ljax,ﬁxj
d¢ du
Z_:] e axja,J+¢)dlv(AVu)
J=
Ou seja,
div(pAVu) = Zl a¢ ou o, i+ 0div(AVu). (2.25)
i.Jj
Sabendo que,
N du N du 20 20
AV“—(; Vo, Za) Vo= (G0 )
do X)) du N du
(Vo,AVu) = <($7 8xN) <j2]alja—xja-~,jzlama_xj)>
20 ¥ 0 Y du
“on & gt o Vo,
B i d¢ du ia do du
N = NI ox, ox1 8x] l NJ dxn OX;
B IZV: IZV: Ao du’\ i d¢ du
] Nigx; dx; 8xj ~, " 0x; dx;
Consequentemente,
¢ 0
(V$,AVu) Z] aij afa_;' (2.26)
i,] t

Substituindo (2.26) em (2.25) obtemos

div(pAVu) = (Vo ,AVu) + ¢div(AVu)
Odiv(AVu) = div(0AVu) — (V,AVu). 2.27)
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Substituindo (2.27) em (2.24),
[ 10== [ aiv(oavu)+ [ (v9.4Vu)+ [ o(b.Vu)

+/¢uc+uw /{/ny }

ou
8)6]'7

. Ora, sendo

2

Ol

N
div(pAVu) = Z , onde i@i; = Zaij
i=1 j=1

pelo Teorema de Gauss para derivadas fracas (Ver Teorema A.2),

/Qdiv(q)AVu) :/aQ<(Z)AVu7n>dS

onde n = (Ny,...,Mn) € o vetor normal unitario apontado para para fora de Q. Dai

/f¢_ / (0AVu, 1 dS+/ (Vo,AVi)

+/Q¢(<b,Vu)+/Quc+uw) / { /ny dy} (2.28)

Além disso, como ¢ € CT, (Q), ¢ se anula em uma vizinhanga de I'g e como dQ =T, UTT,
vale que

| (oavumyas= [ (pavumas = [ 02 s,
o0 I r, dv
pois, du/dv = (Vu,An) = (AVu,n). Lembrando que, sobre I'|

vale que
/ (OAVu, 1)dS = / ¢)—dS _ / 0 Buds.
I
Substituindo a igualdade acima em (2.28) obtemos o resultado.

Isso nos motiva a seguinte
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Definicdo 31. Seja f € LP(Q), p > 2. Uma fungdo u € er(;z(Q) ¢ dita solugdo fraca de
(2.23) se

b(u,¢) = <f7¢>L2(Q)7 Vo € Cffo (), (2.29)

onde b : er(;z (Q) x er(;z () — R representa a forma bilinear definida por

b(u,v) :/1"1 v,BudS—l—/g(Vv,AV@—1—/Qv(<b,Vu>+uc> —/Q/Qvl((x,y)u(y)dy.

Daqui em diante, b(-,-) serd referida como a forma bilinear associada a (2.23), ou
equivalentemente, a terna (Lz,B8,Q).
O exemplo 30 mostra que toda solucdo forte de (2.23) é também uma solucao fraca.

Vamos mostrar agora que uma solucao fraca € forte se possuir a regularidade necessdria.

Proposicio 32. Sejam f € LP(Q) e u € W>P(Q) ﬂWl-l(;p(Q) para algum p > 2. Entdo, u é

uma solucdo forte de (2.23) se, e somente se, u é uma solugdo fraca.

Demonstragdo. Ja vimos no exemplo 30 que se u € solugao forte de (2.23), entdo € uma
solucdo fraca.

Reciprocamente, suponha que u € uma solucao fraca de (2.23). Entdo u satisfaz (2.29)
isto €, para todo ¢ € Cr (Q), temos a igualdade

(- 0)izie) = [ 19 = blu.9)

_/ ¢/3ud5+/ Vé,AVu) +/ (qu +uc>
—/Q/Q(])Kx,yuydy

Uma vez que

OLzu=— ddiv(AVu) + ¢(b,Vu) + duc — /Q OK (x,y)u(y)dy

0div(AVu) = div(9AVu) — (V$,AVu)

temos,

OLru+div(gAVu) = (AVu, Vo) + ¢ ((b,Vu) —|—uc> — /Q(PK(x,y)u(y)dy.
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Dai,

/Qm:/Q¢£Iu+/gdiv(¢AVu)+/rl/3u¢ds
:/Qq)ﬁzw/m(mvu,n)dﬂ/nﬁmpds

:/ngﬁzu—k/Fld)g—zdS—k/rlBuq)dS
:Aﬂmﬂkhé¢<§%+mods (2.30)

Agora, fixe y € C*(I'1) e seja ¢, € Cr, (), n > 1 uma sequéncia de fungdes testes tais que

On

1
=ye supp@, C {x € Q:dist(x,I')) < —}
I n

para n suficientemente grande e

[nll=@) <C, n>1,

para alguma constante positiva C. Tomando ¢, como fungdes teste em (2.30) temos que,

/Qf¢n=/9¢n£zu+/rl ¢n(§—z—l—ﬁu)d& (2.31)

para todo n > 1. Queremos passar ao limite esta igualdade. Para isto, vamos analisar a
convergéncia de cada parcela.
Fixando x € Q, podemos tomar Ny € N de modo que, paratodon € N, n > Ny, d(x.I'y) >

1/Np, consequentemente, para todo n > N,
0, =0em Q\ A,

onde :
Ap = {x € Q;dist(x,I'}) < —}.
n

Dai ¢,(x) — 0 em Q. Além disso, como f € LP(Q), 1 < p < 4o, f € L'(Q) e

1f9a] < Cf € LY(Q).
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Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

lim / f¢n =0.
n—-+oo JO

Além do mais, como A € M (Wh=(Q)), b € (L*(Q))N e ¢ € L*(Q), segue que L1u €
LY(Q), com
|£Il/l¢n| < |£IM|C € LI(Q).

Dai, novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

lim /Ezuq)n =0.
Q

n—y—+oo

Finalmente, sobre '}, vale que

€ C°°(F1).
I

V=20,

Dai, 5 5
u u
On <$+[3u) = l//(%—l—ﬁu) sobre I'y.

Fazendo n — oo, obtemos

d b,
O:Iim/gfq)n:lim [/Q(])nﬁz—l—uﬁ-/rl (Pn(a—z—l—ﬁu)dS] :/1“1W(3_:+ﬁu>'

Como isso € vilido para todo y € C*(I'}), pelo Teorema A.1 resulta que

0
% + Bu =0 sobre I'; (2.32)

Uma vez que u € er(;p(Q) e du/dv + Pu = 0 sobre I', vale que Bu = 0 sobre Q. Além
disso, substituindo (2.32) em (2.30), resulta que

| ro=[ otz voeci@)

Pelo Teorema A.1

Lru=f qtpemQ,

mostrando que u € solucdo forte de (2.23). |
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2.5 Existéncia de solucao fraca

Nesta secdo estamos interessados em estabelecer a existéncia de solug¢do fraca para um
problema relacionado com (2.23). Para isso, utilizaremos o Teorema de Lax-Milgram. Nossa

andlise serd feita em dois casos: f > 0 e 8 qualquer.

2,51 Casof3 >0.
Considere o problema

(2.33)

(L7+o)u=femQ,
Bu = 0 sobre JQ,

onde ® é um nimero real. A forma bilinear associada a (L7 + @,B,Q), é andloga a de
(L1,%B,Q), definida em (2.29), apenas trocando ¢ por ¢+ ® e por isso também a denotaremos

por b(-,-). Precisamente,

b(u,v) :/Fu vﬁudS—i—/g(Vv,AVu>—|—/§2v((b,Vu>—|—uc+ua)> —/Q/gsz(x,y)u(y)dy.

Nas proposi¢des seguintes, vamos mostrar que estamos nas condi¢des do Teorema de

Lax-Milgram.

Proposicao 33 (Continuidade da forma bilinear). Para todo ® € R existe uma constante
C:=C(w) > 0 tal que

[6(u,v)] SCHMHWFI(’)Z(Q)HVHWFI(‘)Z(Q) (2.34)

para todo u,v € er 2 (Q). Isto é, a forma bilinear b é continua.
0

Demonstragdo. Sejam u,v € Wll(;z(Q). Entao, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e a

desigualdade triangular,
]b(u,v)|:‘/ vﬁudS+/<Vv,AVu>+/v((b,Vu>+uc—|—ua))
I Q Q

A K<x,y>u<y>dyH

/F | v[j’udS‘ v ‘ /Q (Vv,AVu)

/Q [v /Q K (x,y)u(y)dy] ‘

<

+‘/Qv<<b,Vu)—|—uc+uw>‘

_|_
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g/ vBulas+ | | Vv,Avu>\+/Q}v<<b,w)+uc+uw)\
+/ \/vay y)|dy

< [ lBlias-+ [ 9s]avl + [ o] (Jo]19] + -+ ol u])
# (LG o)) s

<Bllwey | llas-+ [ [9v]1a¥il+ [ o111 9] + e+ 0l

# ([ kGt ) blas

Agora definindo

Al := | max {llaijlli=@)}, bl = max {[Ibjllz=@)} e [Klle := max K(x,y) (2.35)

1<i,j<N 1<j<N

obtemos

o) B~y [ vllulas+ Al | [99][9a] + 1l | [v]|Va

e oliegay f Wl + 181 [ ([ ] ) blay

Utilizando a desigualdade de Holder e a observagao 22, que diz que

= 'E“MELP(F)NPZ 17 uGWI’p(Q) ¢ FE{F(),Fl,aQ}
r

u

obtemos

16, V)| <IB ooy 1Ty wll 2o I Trvll 2 oy + 1A Tleo Vel | 20 VY]] 22
+[Dlleall Vel 2 () VIl 22 () + [l + @] =) el 2 () IV Il 22 ()
+ Kl l[ull 1@V llr )

Por outro lado, sabendo que

[Tewllzai) < 1 7ry ez 2 Wl 2 ()
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para todo w € W!?(Q) e lembrando que

du
axi

du
o'?x,-

N N
Iwllwia@) = Wl + Y, Q)“VWHLZ(Q) =Y
i=1 i=1

12( 2@)

obtemos a desigualdade
Wllwi2@) = [IVWllz2()-

Além disso, pela imersdao continua wh2 ! (Q), existe C; > 0 tal que

lullpr @) < Crllullwiag)

para todo w € W!2(Q). Assim,

()| B =) 1753 2 220y Nl 2y Wl 2y + A sl V12
+ bllel 2 Vw1200 + e+ @)= 20y 1V w20

1K el [ullwr2@) [VIIwr2(e)

=(||B||Lm<mu’rnH;Wl,z(m,mrl))+||A||w||u|rwl,z<m+||b||w
+ e+ 0| =) + ||K||oo> [ullwr200) IV[lw12(0)-
Tomando

C:=C(@) =Bl = ITr, ||%(W1.2(Q),L2(rl)) + |l [l w12 (02
+[|&]les + [c + @] =) + IK ][0 > O,

obtemos que
|6, )| < Cllullwrzyl Vw2 g)-

Logo b € continuo. |

Cabe observar aqui que @ nao desempenha papel algum na continuidade de b. O mesmo

nao ocorre com relacio a coercividade, como veremos a seguir.

Teorema 34. (de Garding) Suponha que B > 0. Entdo, existe @y € R tal que, para todo
® > @y, existe uma constante o := o.(®) > 0 para a qual

a0 > @l

@y HE W2 (Q). (2.36)



72 Autovalor Principal

Consequentemente, b(u,u) é coerciva no espago de Hilbert Wll(;z(Q) para todo @ > .

Demonstragcdo. Relembremos que o produto interno de er(;z(Q) ¢ dado por

12
(u,v)er(_)z(Q) = /Q(Vu,Vv> —f—/ﬂuv, Vu,v € Wr,"(Q).
Como 3 >0¢ u? >0, vale que

A BitdS >0, ueW.(Q).
1

Entdo, para todo u € er(;z (Q), temos:

b(u,u) = Bu2d5+/ (Vu,AVu) +/ (b Vu) —|—uc+u(o>

- / / uk (x,y)u(y)dy

b(u,u) > /(Vu AVu) +/ ( (b Vu>+uc—|—ua)) / / uk (x,y)u(y)dy.  (2.37)

Vamos obter estimativas por baixo para cada uma das parcelas acima. Seja 1 > 0 a constante
de elipticidade de £ em Q. Logo

(Vu,AVu) > pu(Vu,Vu)
/Q (Vi,AVW) > u /Q (i, Vi) = 1] [Vl . (2.38)

pois u € Wi,*(Q). Além disso,

‘ /Q (b, Vid)u

onde ||b]|e := 1r<nja<XN{||bj||L°°(Q)}. Note que, para todo € > 0, usando a desigualdade de

< bl . u ¥,

Young,
| |2 ’VMP

| ’
Vu| =¢€lu .
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Definindo 1 := €2, vale que

Vu
.y < ol [ vl < ol [ (D ‘)
Q
2
b SN ,  IVullzg)
= 50+ 5 < 5 g+ ).
Em particular,
) |Vl
KA (nllulle TL(Q)> (2.39)

Além disso,
/Q(uc+a)u)u =(c+ co)/gu2 > (a)—f—igfc)/guz = (a)+igfc)||u||iz(g). (2.40)

Por fim, pela imersdo continua W!?(Q) — L1(Q), existe C; > 0, tal que [ullL1(q) <
Cilully12(q) € dai,

2 2
[ uk(xy)u dy]<uz<u 21y < IK I 202 0
Em particular,

~ (1K |ooCH 112 < /Q /Q uK (x,y)u(y)dy. (2.41)

Consequentemente, substituindo (2.38), (2.39), (2.40) e (2.41) em (2.37) temos que

cutvaz e (o IVl T
b(us) 2|V P )~ (el + ) (@ infe) el

KOOCZ 2
Il

boo . boo
(s 2 g g+ (e =120 )

+ 1K [l [l 12

0

@ (2.42)

Escolhendo 6 € (0, ), seja 1 > 0 suficientemente grande tal que

112l
u— >u—06>0
2n



74 Autovalor Principal

e defina

a)o::—igfc—i-%—i-u—&

Dai, para todo @ > @y e u € er(;z(Q), temos que

b(u,u) > (1 6) (kuim) + Huniz(g)) IR -CHll 1,

0

—( _ 2 2
=(u 6+||KHDOC1)Hu||WF162(Q).
Isto é,
0
onde it — & + || K||«C? > 0, 0 que conclui a prova. |

Estamos agora em condi¢Oes de estabelecer a existéncia de solugdes fracas para (2.33) e
consequentemente apresentar o conceito de operador resolvente. Para isto, utilizaremos o
Teorema A.4, o Teorema de Lax-Milgram.

Daqui em diante vamos considerar @y como no teorema acima de modo que a forma

bilinear b(-,-) associada ao problema (2.33) é coerciva para todo @ > a.
Teorema 35. Seja @ > «y. Entdo, (2.33) possui uma tinica solugdo fraca u € Wllo’z (Q).

Demonstragdo. Considere o espaco de Hilbert Wll(;z(Q) e a forma bilinear
b: Wi (Q) x WA (Q) — R

associada a (2.33). Pela Proposi¢do 5, b(-.-) é continua. Além disso, para todo f € L*(Q), a
aplicagdo (f,-);2(q) Wll(;z (Q) — R, definida por

(fv)e) = / fu
Q
¢ linear e continua. De fato, sejam u,v € Wll(;z(Q) e A € R, assim

Gdutvpg = [ fAurn)=A [ fut [ fr=A{fu)pa+ )0,

0 que mostra a linearidade. Para mostrar a continuidade, basta observar que

Kbzl =| [ o] < [ 190 < 1l ol
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Lembrando que

[l 20 < HuHWr'gf(ﬂ)’

definindo 0 < C := || f||;2(q) < +o°, temos que
[(fru) )| < CHM|\WF1(-)2(Q)~

Mostrando que de fato esta aplicagdo € um funcional linear continuo definido em WFISZ(Q).
Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgram, para todo f € LZ(Q) existe um Unico u = uy €
er(;z(Q), tal que
12
b(u,v) = <fv V)LZ(Q)’ Vv e WFO (Q)
Em particular, a igualdade acima € vélida para toda v € CFO(Q). Deve-se observar que,

conforme construido, u € a Unica solugdo fraca de (2.20). Isso finaliza a demonstragao.
|

252 Caso p € C(I'1) qualquer

Vamos retirar a condi¢do > 0 na garantia de existéncia de solugdo fraca para o problema
(2.33), para isso vamos construir um outro problema relacionado ao problema (2.33), de
modo que o “novo” fB seja maior do que ou igual a zero. O préximo resultado nos auxiliard

neste quesito.

Lema 36. Considere Q de classe C*. Entdo existe oy > 0 suficientemente grande de modo
que (L1 + wy,B,Q) admite uma supersolucdo estrita positiva h € C*(Q), com h(x) > 0,
para todo x € Q.

Demonstracdo. A demonstracdo € andloga a do Lema 17, por isso a omitiremos aqui. H

Vamos agora a construcdo do novo problema. Seja £ como acima e consideremos o

operador
Loy i=—div(AV")+ (b, V) = [ Ki(x)-dy
onde,
2 Lh h(y)
b, =b——-AVh = — K =K —,
h A y Ch h € h(xay) (x’y)h(x)

Vale notar que by, € (L™(Q))", ¢, € L”(Q). Por conveniéncia, chamaremos

L:=—div(AV-)+ (b,V-) +c-, Ly :=—div(AV-)+ (by,V-) +cp-.
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Tomando £ na forma (2.5), € possivel mostrar que, dado u € ng(;p (Q) e definindo

a igualdade
Lu= L(hv) =hLyy

€ satisfeita, basta repetir os passos como na demonstra¢do do Teorema 14. Observando que

LII:ﬁ—/QK(x,y)-dy e ﬁzhzﬁh—/gKh(x7)’)'dy7
vale que

Lru= Lz(vh) = L(vh)— /Q K(x,y)h(y)v(y)dy = hLpv —h /Q K(x,y)@vw)dy

= h(ﬁhv—/gl(h(x,y)v(y)dy> = hLzpv.

Além disso, denotaremos por

® sobre Iy,
%h =

0
> + By, sobre Iy,

onde B, :=*Bh/h e ® & o operador de fronteira de Dirichlet. Assim,

- (o) ()

dy 1 dy
= |\Mh=——+ph)-=M—-— >M >0
( 8v+ﬁ>h 8v+ﬁ_ v+p
para M suficientemente grande. Ou seja, escolhendo M desta maneira obtemos f3;, > 0 sobre
I'1. Ecomo B € C(I'y) e h € C*(Q), temos que B, € C(I';). Por fim, observamos que para
todo u € C1(Q),

Bu = h%h% sobre dQ.

Isso nos diz que, se tomarmos u € W>?(Q), p > N, que seja solugdo forte de

(2.43)

(L14+0)u=femQ,
Bu = 0 sobre dQ,
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e realizarmos a mudanca de varidvel v := u/h, entdo v é solugdo forte de

(Lzp+ @)y = ]Zv sobre Q,
B,v = 0 sobre dQ.

(2.44)

Vale notar que a reciproca € verdadeira, ou seja, dada v solucao de (2.44), obtemos que
u = hv é uma solucdo de (2.43) e isso estabelece uma bijecdo entre as solucdes fortes destes
dois problemas. Como f; > 0, podemos utilizar os resultados encontrados até aqui para
(L1,B,Q) e aplicar em (L7,,B,Q).
Vamos mostrar que também existe uma relag@o entre as solugdes fracas destes problemas.
Para isso, considere
b, by s Wi (Q) x W (Q) — R

as formas bilineares associadas a (2.20) e (2.44), respectivamente. Assim, para todos u,v €
12
Wr (Q),

b(u,v) = /Q<VV,AVu>+/Qv((b,Vu>+uc+ua)> +/1"1 vBudS—/Q/QvK(x,y)u(y)dy

e
by (u,v) = /(Vv AVu>-|—/ ((l;h,Vu)-l—uch—f—ua)) -l-/l_1 vBhudS

//thxy dy

cujas integrais sobre I'; devem ser entendidas no sentido dos tracos. Dai vale o seguinte
resultado:

Lema 37. Para todos v,w € eréz(Q),

w

b(hv, h) = by(v,w).

Demonstragdo. Sejam v,w € er(;z(Q). Entdo, por defini¢do

w

b(hv,%) :/<V<h> AVhy) —I—/ ( (b th)—l—hvc+hva)) +/1"1 (Z)ﬁ(hv)dS

//h (%, 9)(y)v(y)dy.
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Como AV (hv) = A(hVv +vVh) = hAVv+vAVh e V(w/h) = (hVw —wVh)/h?, temos
que

w hVw —wVh
bl )= [

+/ BwvdS — // —K(x,y)h(y)v(y)dy
I
I
_ / Vi, AVY) + / (~Vw, vAV ) — / (~wVh,AVv) — / (¥ Vh, vAVE)
Q o'h h?

hAVv +vAVh) —1—/ ( (b th+vVh>+hvc+hva)>

+/ h<b hVv) —l—/ (b Vh>—|—/ng(c+w)+ BwvdS

I
//h (%, 0)h(y)v(y)dy

- / Vi, AVY) + / Y (Vw,AVH) — / Y (Vh,AVY) — / Y (Vh,AVE)
Q Qh Qh h?
+/w<b,Vv>+/ M(b,VhH—/ wv(c+w)+ | BwvdS
Q Q h Q

I
- | [ KGRy

E ainda
AVh
/<b,vv>w / (AVv, V) Y:/ (b, Vv)w / 2 Ty)w
Q h h
AVh AVh AVh
:/ b——Vv /(b 2—+—— Vv)w
h h
:/ b——AVh ) w-l—/ (AVh Vv)h
:/ by, Vv w-l—/ (AVh Vv>h
Donde

b(hv,%):/(Vw,AVv +/ 2 VWaAVh>+/<bh,VV>W+/<AthVV>%
Q Q

h2 <Vh AVh) —i—/ (b Vh)-l—/ wv(c+w)+ | PBwvdS
Q T

SRR RO 2.45)

Por outro lado,
AVh

AVh
/(AVh,W)YJr/ 3<Vw,AVh>:/<
Q h  Jaoh o h

WYy +vVw) = /Q<T V(ivw))
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vw

J v~ [ g navio = [avi v - ovn = [ aviy ()

_ / dzv(—AVh> /g "L div(AVE).

Pelo Teorema de Gauss para derivadas fracas (ver Teorema A.2)

W A%
div[ 2 avn) = / YW AVh.1)dS
/ (h ) [ (% avnn)

onde 1 é o campo normal unitdrio exterior a dQ. Como v,w € WIEO’Z(Q) e por hipdtese
(AVh,n) = dh/dv, temos

/Q (ava,v (25)) = /a Q(%Aw,nw— / ™ 4iv(AVh)

vw dh W
= dS— | —di AVh
I h v / v )

Assim, substituindo a igualdade acima em (2.45), obtemos
o, ) :/ (AVY, V) +/ by, Vi) /dzv (AV) VW+/ (b, Vh)
oh
+/ wv(c+ o)+ m—a’S—i—/ BwvdS — // h K(x,y)h(y)v(y)dy
I

I

_ / (AVY, V) + / b, V) / div(AVR) / 2 b,V

+/QT(c+(O)+/Fl (x*‘[ﬁl) ——dS — //WKX)’ —v(y)dy

:/ <AVv,Vw)+/ (bh,Vv>w+/ —vw+/ ovw+ [ BrywdS
Q Q Q h Q I
= [ [ wKieyv()dy
Qle

=bp(v,w).

O proximo resultado, que € um corolério do resultado anterior, estabelece uma bijecao

entre as solugdes fracas de (2.43) e (2.44)

Teorema 38. Seja h como no Lema 36. Entdo uma fungdo v € Wll(;z(Q) é uma solugdo fraca
de (2.44) se, e somente se, u .= hyv € eroz(Q) € uma solucdo fraca de (2.43).
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Demonstragdo. Suponha que v = u/h é uma solugdo fraca de (2.44). Assim, vale que,

6 0) = (£ 0)y2 0y, V0 € CF, 246

Pelo Lema 37, isso € equivalente a

S| S

)={fi @), V9 €Cr (Q).
Vamos usar a densidade de Cr; (Q) em er(;z(Q) (ver Teorema A.11) para mostrar que

b(l/t, l//) = <f, W>L2(Q)’ Yy e CF() (Q) (2.47)

Assim, considere y € CT (Q),¢ = hy € C%O(Q) - er(;z(Q). Pela densidade de Ct; () em
er(;z(Q) existe uma sequéncia ¢, € Cr, (Q),n > 1 tal que

0n — hy em W *(Q).

Usando (2.46) com ¢, temos,

Pn On
b(%g) = <f77>L2(Q)'

Fazendo n — o e usando a continuidade de b, obtemos (2.47). O que mostra que u = hv €
Wll(;z(Q) ¢ solugdo fraca de (2.43).

Agora, suponha que u = hv € solucdo fraca de (2.43). Temos entdo que

b(,0) = b(v,6) = (f,0) 120, 9 € CE(Q). (2.48)

Assim, dada ¢ € CT; (), temos que ¢ /h € C%O (Q) C er(;z (Q). Usando novamente a densi-
dade de CT, () em WFI(;z(Q), existe uma sequéncia Y, € Ct, () tal que

¢ :
Y — o em eroz(Q).

Fazendo n — oo e usando a continuidade de b, temos que

O, 0 S -
b(hvvz) - <f7 E) - <h7¢>7 \V/(P € CFO(Q)' (2.49)



2.6 Construgdo do operador resolvente 81

Pelo Lema 37, isso € equivalente a

bh(vv(z)) = <£7¢>7 v¢ S C?O('Q‘)

Portanto v € solucdo fraca de (2.44).
|

O préximo resultado garante a unicidade da solugdo fraca associada a (2.43). No entanto

observe que ndo se faz nenhuma exigéncia sobre o sinal de f3.

Teorema 39. Suponha que Q seja de classe C*. Entdo existe iy € R tal que, para todo

W > @y o problema (2.43) possui uma vnica solugdo fraca
= (Lz+0)" feWLHQ).

Demonstragio. Seja h(x) = %™, com My+ B > 0. Entdo pela escolha de h, B, > 0.
Assim pelo Teorema 35, existe @y > 0 tal que, para cada @ > @y o problema (2.44) possui

uma Unica solugdo fraca

vi= (Lo, + “’)_lz e WLH(Q).

Pelo Teorema 38, a funcao

nos fornece a Unica soluc¢ao fraca de (2.43). [ |

2.6 Construcao do operador resolvente

Estamos interessados em utilizar o Teorema de Krein-Rutman em um espaco de Banach
ordenado que possua um cone positivo associado cujo interior € ndo vazio. Isso nos ajudard a
garantir a existéncia de autovalores para o problema (2.2).

O Teorema 39 garante a existéncia e unicidade de solu¢do fraca do problema (2.33). Isso
nos permite definir o operador R : L*(Q) — er(;z(Q), que a cada f € L*(Q), associa a
u=NRf € er(;z (Q) a tinica solugio fraca de (2.33). Note que R ¢ linear e continuo. De fato,
consideremos A,BER, f,g e L*>(Q) ev e Wll(;z(Q).Temos

<Af+Bga>L2(Q) = A<f7v>L2(Q) +B<g7v>L2(Q) :Ab<9_%f7 V) +Bb(9_%g,\/)
= b(ARSf,v)+b(BRg,v) = b(ARS + BRg,v)
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segue da unicidade da solugdo fraca provada acima que
R(Af +Bg) = ARf +BRg

0 que mostra a linearidade do operador R.
Vamos mostrar a continuidade de 9R. Para isso é suficiente mostrar que existe uma
constante D > 0 tal que

RS lwi2@) < PIflliz), Vfe L}(Q).

Combinando o Teorema 34, a desigualdade de Holder e a imersdo W!?(Q) — L2(Q) temos
que

120y < 000) = [ fu< |l e,

< ||f||L2(Q)C1H””WLZ(Q)'

Logo, tomando D :=C}/a,

1981 llwi2(0) = lullwiz) < DIl fllr2q)-

Mostrando assim que R é continua. Entdo, considerando a imersdo compacta J : Wll(;z(Q) —
L*(Q) (ver Teorema A.5), temos que T :=JR : L*(Q) — L*(Q) é tal que T € K(L*(Q)).
Porém, conforme Exemplo 25, int(P;2(q)) = 0. Por este motivo ndo podemos aplicar o
Teorema de Krein Rutman no operador 7.

Para contornar este problema, vamos mostrar que podemos definir um operador de forma
andloga em um espago de Banach ordenado cujo cone positivo associado possua interior nao
vazio. Para isso considere o espaco de Banach ordenado

CH(Q) == {u € C'(Q);Bu = 0 sobre IQ},
cujo cone positivo associado é
P={ucCh(Q);u>0emQ}.

Conforme Exemplo 26, temos que

int(P):{uGP;u(x)>O,Vx€QUF1 e j—t(x)<0,‘v’x€l“0ﬂu_l(0)}. (2.50)
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O seguinte resultado nos ajudard a contornar este problema.

Teorema 40. Dado f € LP(Q), p > 2, entdo qualquer solucdo fraca u € Wll(;z (Q) de

{ Lru=femQ, 2.51)

Bu = 0 sobre dQ,

é solugao forte, isto é, u € W*P(Q). Em particular , se f € C(Q), entdo u € W»P(Q), para
todo p > 2.

Demonstracdo. Sejau € er(;z(Q) uma solugdo fraca de (2.51). Logo u verifica, para todo
v € Cr (Q),

/Q<AVu,Vv>—|—/Q<b,Vu>v+/Qucv+/rlBuvdS—/Qv/QK(x,y)u(y)dy:/va.

Donde obtemos para todo v € CT, (Q),

/Q<AVu,Vv)+/Q(b,Vu>v+/Qucv—l—/Fl[3uvdS=/Q <f+/QK(x,y)u(y)> vdy.

Isso significa que u € solugdo fraca de

Lu=f+ | Kixyuly) em @,
Q
Bu = 0 sobre Q.

(2.52)

Uma vez que Bu=0,se f:= f+ / K(x,y)u(y)dy pertencer a LP(Q), podemos utilizar o
Q

Teorema A.9 para garantir que u € W>” (Q). Por hipétese, f € LP(). Vamos mostrar que
K(x):= / K(x,y)u(y)dy € L (Q). De fato, temos que,
Q

K= [ Kyas| < [ 1K)y < 1K1 [ 1)y <=

pois u € WH2(Q) c L'(Q). Logo, K € L*(Q) e, consequentemente, K € L”(Q), para todo
p € [1,20]. Isso mostra que f € L”(Q). Portanto u satisfaz

Lu=femQ,
Bu = 0 sobre IQ,

com f € LP(Q), p > 2. Pelo Teorema A.9 obtemos que u € W>7(Q). [
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Este teorema nos permite definir o operador & : Ci (Q) — W*P(Q),p > N, que a cada
fE€CH(Q) CC(Q) associa a u=NRf € W»P(Q) a tnica solugdo fraca de
L = Q
(Lr+ou=7emO, o)
Bu = 0 sobre JQ,

cuja existéncia € garantida pelo Teorema 39. Note que o operador R € linear. A demonstragdo
disso é analoga a feita para o operador 9 no inicio da secdio. Assim, se considerarmos a
imersdo compacta 7 : W>P(Q) < Cy(Q), p > N, podemos definir o operador

R := TR : Cx(Q) — CL(Q). (2.54)

Uma vez que J € uma imersdo compacta e R € linear, temos que ‘R, € um operador linear e
compacto (ver [8, Proposition 6.3]). E sabido que se um operador é linear e compacto entio
ele € continuo (ver, por exemplo, o comentario na pigina 68 de [24]), logo o operador R, é
continuo.

Como estamos interessados em aplicar o Teorema de Krein-Rutman em ‘R, vamos

mostrar que vale o seguinte

Teorema 41. O operador R, definido em (2.54), é linear, continuo, compacto e fortemente

positivo.

Demonstragdo. A linearidade, a continuidade e a compacidade foram mostradas acima.
Assim, resta apenas mostrar que ‘R, € fortemente positivo, isto é

Re(P\{0}) Cint(P),

onde P € o cone positivo associado a C% (Q), cujo interior é dado por (2.50). Para isso, tome
f € P\{0}. Temos que f > 0e u=NRyf é a tnica solucdo forte de (2.53). Observe que,
sendo f > 0, devemos ter u # 0. Portanto, 0 # u € uma supersolugdo de (L7 + ®,B,Q).
Por outo lado, pelo Lema 36, esta terna admite um supersolucio i € C*(Q), com h(x) > 0
em Q. Entio estamos nas condicdes do Coroldrio 20 o que significa que u deve satisfazer
alguma das alternativas A1,A2 ou A3 do Teorema 14. Como u # 0, A1 nao ocorre. Se A3

fosse verdadeira, teriamos que u = mh com m < 0 uma constante. Em particular
O0<f=(Lr+o)u=m(Lz+0)h <0,

o0 que é absurdo. Logo u deve satisfazer a alternativa A2, o que equivale a dizer que u € int(P),

mostrando assim que R, € fortemente positivo.
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Observe que o principio do maximo teve influéncia direta na positividade do operador
resolvente. Pois basicamente verificar que R, € fortemente positivo equivale a mostrar que

u =Ry f satisfaz a alternativa A2 do Teorema 14, sempre que f > 0.

Observagdo 42. Devemos enfatizar a importincia da positividade da aplicacdo K (x,y) para
o uso do teorema de Krein Rutman. E conhecido que sem esta condigdo ndo & satisfeita, a
positividade do operador nio pode ser garantida em geral (veja, por exemplo, [2]). Além
disso, em [16] os autores apresentam algumas dificuldades encontradas nesse problema. O
exemplo 1.1 deste trabalho nos mostra que a positividade do operador R, pode ser perdida
se K puder assumir valores negativos. De fato, considere £ = —A. E possivel mostrar
que —A possui uma sequéncia de autovalores 0 < A; < A, < ..., taisquev;,j=1,2,..., as
autofungdes associadas a A;, sdo uma base ortonormal de autofungdes de Lz(Q) (ver por
exemplo, [14, Theorem 1], da sec@o 6.5.1). Além disso, conforme observagao que segue
abaixo deste mesmo teorema, as autofungdes sdo tais que v; € C*(Q). Por fim, segue de
regularidade eliptica que v; € C! (Q). A autofuncio principal v| é positiva. Considere o
problema

—Au+€v; / va(y)u(y)dy =vi+ vy em Q,
Q
u = 0 sobre 0Q,

(2.55)

onde € e § sdo constantes reais. Observe que neste caso estamos supondo K(x,y) =
evi(x)va(y). Onde K assume valores negativos, pois v, necessariamente muda de sinal,
caso contrario, violaria a unicidade do autovalor principal. Além disso, K € L™ (Q x Q), uma
vez que vy, vy € C7(Q).

Vamos procurar solugdes para (2.55) do tipo u = av; + Bv,, onde o, B € R. Ou seja,
queremos encontrar @ ¢ 3 de modo que u assim tomada satisfaca a primeira equacao de

(2.55). Observe que a segunda equagio € satisfeita pois v;, j = 1,2 satisfaz

—AV]' = ljvj cm .Q,

v; = 0 sobre Q.

Ora, para que u = ov] + v, seja solucéo de (2.55), devemos ter

—A(avy + Bv2) + vy /QVZ(y)(avl + Bv2)(y)dy = vi + 6vs,

—aAv) — BAv; +eavy /sz(y)vl(y)dy%— eBv; /sz(y)vz(y)dy =y + 0.
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Como estamos tomando autofunc¢des associadas a (—A,®,Q), normalizadas e ortogonais,

temos que
/Q n()vi(y)dy=0e /Q va(y)v2(y)dy = 1.

Assim temos,

alivy+BAavr +€Bvy = v+ 0V,
((Xll +€ﬁ — 1)\11 -+ (ﬁlz — 5)\/2 =0.

Donde obtemos
oA +€eB—-1=0,

Blr— =0,

pois v e v sdo linearmente independentes. Portanto os valores de @ e 3 sdo:

Logo,
1 ] ) c n o
uy=—\(1——e|vi+-—v
1 iy 1 1 1 2
€ solucdo de (2.55).

Vamos mostrar agora que esta € a unica solucio de (2.55). Para isso, consideremos o

problema

(2.56)

—Au= f—¢€eviRem Q,
u = 0 sobre dQ,

onde f :=v;+ Ovp. Observe que, como vi,v) € LZ(Q), entdo f —eviR € LZ(Q). Pelo
Teorema 39, para cada R € R, o problema (2.56) possui uma unica solu¢do ug. Vamos

encontrar R € R de modo que ug seja solugdo de (2.55). Na verdade, queremos que R =

/ v2(y)ug(y)dy. Ora, sendo ug solugdo de (2.56), para toda ¢ € Cy(Q2) vale que
Q

/Q—AMR¢:/Qf¢—/QR€v1¢<:>/QVuRV¢:/qu)—RE/QVIQD.

Em particular, tomando ¢ = v,, temos

/VuRszz/fvz—Ré‘/vlvz(:)/VuRV\Q:/fvz.
Q Q Q Q Q
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Como v, é autofuncdo de (—A,D,Q) associada a A,, temos que / VurVvy = A, / URV?,
Q

dai
/VMRVV2—/fV2<:>/ URV) = — /fV2

Assim, escolhendo R = = / F(y)va(y)dy, temos que ug é solugdo de (2.55). De fato, se ug
2 /0

1
€ solugdo de (2.56) para R = n / f(y)va(y)dy, entdo ug verifica em €,
2.JQ

1 1
g = f—evi- /Q SOy < —ug+evi - /Q FOWa(y)dy = £

@—Au;ﬁ—evl/g ur(Y)v2(y)dy = f

e ug = 0 sobre dQ. Mostrando que ug € solucéo de (2.55).

Agora, seja u; uma solugdo de (2.55). Vamos mostrar que u; € solucao de (2.56) para
1
R= = / f(y)va(y)dy. Dai a unicidade da solug@o de (2.56) garante a unicidade da solucéo
2 JQ
de (2.55). Temos que u; satisfaz

—Auy + v, /Qul(y)vz(y)dy =f emQ.

De modo que para toda ¢ € Cy (Q),

_/QAMI(])+8/Qv1¢/gul<y)v2(y)dy:/Qf(P'

Em particular, tomando ¢ = v, e fazendo integrac@o por partes temos

/VLt]VVQ—l-S/V1V2/u1(y)V2(y)dy:/va,
Q Q Q Q
/Vvaz:lz/ulvz:/fvz,
Q Q Q
1
/Qulvz—/l—z/gfvz.

. ) 1 )
Isso significa que u; € solugdo de (2.56) para R = ™ / fvy e consequentemente, u; € a
2JQ
Unica solugao de (2.55).
Por fim, vamos encontrar € > 0 suficientemente grande e 6 > 0 suficientemente pequenos,

de modo que o lado direito da primeira equagdo de (2.55) seja positivo, mas que sua solu¢ao
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u; seja negativa. Como v satisfaz

—Avy = llvl >0em Q,
vi = 0 sobre 0Q,

entdo, v; deve satisfazer a alternativa A2 do Teorema 14. Pelo Teorema 16, existe 5> 0tal
que
vi(x) > Sdist(x,0Q), VxeQ. (2.57)

Lembrando que v, € C ! (Q), vale entdo que v, é Lipschitziana com constante de Lipschitz
M > 0. Agora dado x € Q, pela regularidade de Q existe y € dQ tal que dist(x,Q) = [x —y|.
Portanto, lembrando que v, = 0 sobre dQ2, temos que,

—va(x) < |v(x)] = [v(x) —v(y)| < Mdist(x,dQ), VxeQ. (2.58)

De (2.57) e (2.58), temos que,

—Ai/[vz( ) < dist(x,dQ) <

)
Tomando 6 := &y = i

temente grande de maneira que

, vale que v| + dyva(x) > 0. Por fim, vamos encontrar € > 0 suficien-

1 o ) o) )
l——€e|vi+—m <0 =vi+Av <eév.
A ( A ) 8o

Assim, € suficiente encontrar € > 0 tal que

£

_V1_50

Para a primeira desigualdade de (2.59) temos

vi e fvl > Ayva. (2.59)

€ A A
-V > —V] <:>8>2—2.

2 8o 8o

Para a segunda desigualdade de (2.59), basta lembrar que

vy < Mdist(x,0Q) e v > ddist(x,0Q).
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Portanto

0

V] > — V).
1= "2

Tomando € > 2, vale que €v/2 > v| > sz/M. Dai, escolhendo € := gy = max{2,2kz/5},
(2.59) € satisfeito. Ou equivalentemente

1 I &
—(1=-2 + 2y, <0.
B (1 /1280) Vo }szl 0

Este exemplo mostra que se K(x,y) < 0, o operador resolvente de (2.55), se existir, ndo

serd fortemente positivo.

2.7 Existéncia do autovalor principal

Conforme mencionado anteriormente, estamos interessados em garantir a existéncia de
um autovalor para a terna (L7, 8, Q) cuja autofuncao associada possua sinal definido. Este

resultado se mostrard importante na caracterizacao do principio do maximo.

O resultado a seguir € uma consequéncia imediata do Teorema 29 combinado com o

Teorema 41.
Corolario 43. Para todo @ > @y as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

(a) r(Re) > 0 € um autovalor algebricamente simples de R, e existe @y € int(P) tal que
N[r(Ro)l —Re| = span[go]

onde I representa a identidade de Cy(Q);
(b) r(Re) € o tinico autovalor real de Ry, de um autovetor P\{0};
(c) |A] <r(Re), VA € 6(Re)\{r(Re) };

(d) Paratodo A € R com A > r(Ry), 0 operador resolvente
(Al —Re) ' € £(CY)

é fortemente positivo;

(e) 0(Rwp) =0(NR,) e r(Rep) = r(Ry) € um autovalor simples de Ry,. Além disso, ele é

o tinico autovalor de r(Ry,)) no circulo espectral

¢| =r(Row);
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(f) Para todo x € P\{0}, a equagdo
r(Re)u—Reu =x

néo admite solu¢do u € Ci(Q).

Agora estamos em condi¢des de garantir a existéncia e unicidade do autovalor principal
de (2.2).

Teorema 44 (Existéncia e unicidade do autovalor). Considere o problema de autovalor (2.2).

Entdo valem as seguintes propriedades:

(a) Existe um unico autovalor principal de (2.2), que serd denotado por

0y := 0|[L7,B,Q];

(b) A autofungdo principal Qg é vinica a menos de uma multiplicacdo por um niimero real,

satisfaz Qo € W2’°°(Q), é fortemente positiva e é uma solugdo forte de (2.2).
(c) O autovalor principal é simples;

(d) O autovalor principal é dominante, no sentido de que
Ret > 0y, Vt€X(L7,8,Q). (2.60)

Em particular
T>0pseteRNE(Lr,B,Q)\{o0}].

Demonstracdo. (a) A existéncia é garantida pelo Coroldrio 43. De fato, por este resultado,
sabemos que existe r(Ry) > 0 autovalor de Ry, cuja autofungdo associada é @y €
int(P) C Cy(Q), isto é, @y > 0. Donde temos,

%(D(p() = r(mw)%

Logo a funcdo ¢ verifica:

(Lz+w)p =

r(mw)q)emﬂ,

B = 0 sobre Q.

Pelo Teorema 40, @y € W>P(Q), p > N, é uma solugio forte de (2.43). Como
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(b)

1
r(Re)

1
(L1+0)po = ———@0 <= L@ = ( — @)@,

r(Re)

vale que

1
EI(P()— (m—w) (p()emQ

By = 0 sobre dQ

E portanto, o valor 7:=1/(r(fRe) — @) € R € um valor que satisfaz (2.2) com auto-
funcdo positiva @y.

Para a unicidade, suponhamos que existam o1,0, € R e ¢, ¢, € P\{0} tais que

EI(pj = 0;Q; em .Q,
Bp; =0sobre dQ,

para j = 1,2. Entdo, para ® > max{ @y, 01,0, }, temos que

(Lz+w)pj=(0;j+0)p; >0em Q,
Bp; =0sobre dQ,

e dai

Oj + o
Segue do Corolério 43 item (b), que

B 1 B 1
N 61—|-(0_ o)+ @

r(Re)

Ol+0=0+®

01 = Oy,

0 que mostra a unicidade do autovalor principal.

Vamos mostrar a unicidade da autofuncdo principal. Pelo item (a) sabemos que existe

uma autofungdo principal positiva ¢ associada a 0y. Agora, suponha que exista outra
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autofunc¢do ¢; associada a oy. Para j = 0,1 temos

ﬁz(pj = 0pQ; em Q,
Bp; =0 sobre 0Q.

Logo, para @ > wy suficientemente grande e j = 0, 1 temos que

(Lz+w)p;=(0o+w)p; >0em Q,
Bp; =0 sobre IQ

donde obtemos |

N o)+ o

Ro@; ®j-
Como ¢y > 0, pelo Coroldrio 43 item (b), temos que

_ 1
N O'o-l-a)’

r(Ro)
€ portanto
Ro@j =r(Re)@),j=0,1.

Consequentemente, gragas ao item (a) do Corolério 43,

N[r(Re)l —Re] = span[@1] = span|@o).

Logo, deve existir A € R tal que
¢ = Ao,
0 que mostra que a autofungao principal € inica a menos de multiplicagao por constante.

A regularidade da autofuncao principal e a positividade forte seguem diretamente do

Teorema 40 e Teorema 41.

Para mostrar a simplicidade do autovalor, argumentamos por contradi¢do. Assim, seja

¢ € P\{0} uma autofuncéo principal de (Lz,B,Q) e suponha que

{ (Lz—0p)u=¢@emQ, 2.61)

Bu = 0 sobre dQ,
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admite uma solucdo fraca u € Wll(;z(Q). Tome @ > wy tal que @ + 6y > 0. Observe
que, se tomamos @ > Wy € U € eroz(Q) solucdo fraca de (2.8), entdo u também ¢é
solucdo fraca de

(Lr+0)u=(0+T)ut+ @ € Chx(Q) em Q,

Bu = 0 sobre dQ,

e pelo Teorema 40, elas devem ser solucdes fortes de (2.8). Assim,

Por outro lado, como ¢ € autofuncao, vale

%a)(P =

Pelo Coroldrio 43 itens (a) e (b), temos que

1
o)+ O

%wq) = I"(%w)([) = o,

agora, dividindo (2.62) por ® + 0y, obtemos

1
u=Rpu+ - —50,
Op+® ® (O'o-l-a))z(p

r(Rep)u—Reu = rz(f)%w)q),
(r(Rep)l —Rep)u = rz(i)%w)(p.

Consequentemente 72(R) @ € Im[r(Re)I —NRe). Isso significa que u é uma solugdo

fraca satisfazendo a equacao

Isso contradiz o Coroldrio 43 item (f). Logo oy deve ser um autovalor simples de
(2.2).

(d) Vamos mostrar agora que

Ret > 0y, VT€X(L7,B,Q). (2.63)
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Tomemos entdo 7 € X(L71,B,Q)\{op}. Note que, para todo @ > ax

(Lz+w)p = (t+o),

¢ = (T+0)Reo,
1

Rop = P
1
To © 0(Re)\{0},

e dai, pelo Coroldrio 43 item (c), vale que

1
T+ O

1
‘ <r(Re) = Go+w,Vw2 .

Entdo, para todo ® > ay

(Ret+ ®)? + (Imt)* > (0 + 1),
(Ret)? +2Ret® + w* + (Im)? — 6§ — 2600 — ®> > 0,
(Ret)? +20(Ret — 00) + (Im7)* — 03 > 0,
(Ret)? (Imt)? — of
®

> 0.

+2(Ret — 0p) +

Tomando @ — +o0 obtemos ReT > 0p. Isso prova (2.63). Se T € R, 7 = Ret,Imt =0
€ como vimos
2 2
7°4+20(7— 0p) — oy > 0.

Pelo que acabamos de mostrar ReT = T > 0. Resulta da desigualdade acima que

20(t—0p) >0,

T > 0Oy,

pois 2m > 0, isso finaliza a prova.



Capitulo 3

Caracterizacao do Principio do Maximo
e Aplicacoes

Este capitulo consiste em relacionar o principio do mdximo com a existéncia de um
autovalor principal positivo e também com a existéncia de uma supersolucdo estrita de
(L1,B,Q).

Dividimos este capitulo da seguinte maneira: primeiro apresentamos € demonstramos
uma caracterizacao do principio do maximo para operadores lineares elipticos de segunda
ordem com termo nao local. Em seguida veremos uma série de consequéncias deste resultado,
dentre elas, propriedades de monotonia do autovalor principal com respeito a operador de
fronteira, dominio e termo integral. Também obtemos um resultado de garantia de nao
existéncia de solugdes e uma caracteriza¢do pontual do autovalor principal. Por ultimo, como
consequéncia da caracterizacdo do principio do méximo junto com o teorema da fun¢do
implicita obtemos um resultado que garante existéncia e unicidade de solu¢des de um dado
problema.

Lembremos que uma funcio 1 € WP (Q), p > N, é dita supersolucio estrita de (£7,%5,Q)

S€

>
{ Lzh>0em Q, G.1)

Bh > 0 sobre dQ,
com uma das desigualdades estrita. Apresentamos outras defini¢des que serdo fundamentais.
Definicdo 45. Dizemos que a terna (L7,B,Q):

« Satisfaz o principio do maximo forte se qualquer supersolucio 1 € W>7(Q)\ {0},
p >N, de (L7,B,Q) é fortemente positiva, isto &,
dh

h(x) >0,9x €QUIY, e ——(x) <0,Vx€ h=1(0)NTy;
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» Satisfaz o principio do maximo se qualquer supersolugdo & € w2p (Q), p> N, de
(L1,B,Q) satisfaz h > 0.

Lembre-se que a existéncia de um autovalor principal nos fornece uma fun¢ao que nao
muda de sinal. O seguinte resultado estabelece condi¢es necessarias e suficientes para a

validade do principio do méximo.

Teorema 46 (Caracterizac@o do Principio do Maximo). As seguintes afirmacoes sdo equiva-

lentes:
i) 0p:=0[L1,B,Q] >0;
i) (L1,%B,Q) possui uma supersolucdo estrita positiva h € W>P(Q),p > N;
iii) (Lz,B,Q) satisfaz o principio do mdximo forte;
) (Lz,B,Q) satisfaz o principio do mdximo;

v) O operador resolvente do problema linear

(3.2)

Lru= femQ,
Bu = 0 sobre dQ,

denotado por Ry : Cle Q) — CI% (Q), estd bem definido e é fortemente positivo.

Demonstragdo. i) = ii) Suponha que oy > 0 e seja h = @y onde @y > 0 é uma autofuncéo
principal associada a 6. Entdo, B4 = 0 sobre dQ e

L1h = ocph > 0em Q.

Pelos Teoremas 38 e 40, h € W27 (Q) para todo p > N. Assim, h = @y é uma supersolugio
estrita positiva estrita de (L7,B,Q) e, portanto, i) implica em ii).

ii) = iii) Suponha que (L7, B, Q) possua uma supersolugio estrita positiva 1 € WP (Q),
p >N, e sejau € WHP(Q)\{0},p > N, uma supersolucio de (£7,B,Q). Observe que
estamos sob as hipoteses do Corolério 20. Entdo, dado u € w2p (Q), p > N uma supersolucio
de (L7,B,Q), temos que esta fun¢do deve cumprir uma das alternativas A1,A2 ou A3. Como,
por hipdtese, u # 0, a Alternativa A1 nao pode ser satisfeita. Como / é supersolucio estrita
positiva, u ndo pode satisfazer a Alternativa A3. De fato, se u satisfizesse a Alternativa A3,

entdo existiria uma constante m < 0 tal que u = mh. Dai, valeria

0< Lzu=mLzh <0,
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se L7h >0, ou
0 <Bu=mBh <0,

se Bh > 0. Pois & é supersolucdo estrita de (L7,B, Q). Em qualquer um dos casos temos uma
contradi¢do. Portanto u ndo pode satisfazer a Alternativa A3. Assim deve valer a Alternativa
A2 que equivale dizer que u é fortemente positiva. Como u foi tomada arbitraria, (Lz,B,Q)
satisfaz o principio do méximo forte.

iii) = iv) Se (Lz,B,Q) satisfaz o principio do méaximo forte, entdo, qualquer supersolu-
¢io u € WHP(Q)\{0},p > N, de (Lz,B,Q) satisfaz

u(x) >0, Vxe QUFI,%()C) <0, Vxeu '(0)NTy,

e sendo
Bu > 0 sobre dQ,

vale que u > 0 sobre I'g. Logo temos que

Isso significa que (L7,B, Q) satisfaz o principio do maximo.
iv) = i) Suponha que (Lz,B,Q) satisfaz o principio do maximo e suponha por absurdo
que oy < 0. Entéo, uma autofungdo principal @y > 0 de (L7,B,Q) satisfaz:

L7(—@y) = —0p¢p > 0 em Q,

e B(—¢@p) = 0 sobre Q. Assim, —¢p é uma supersolucdo de (L7,B,Q). Pelo Coroldrio
20, devemos ter —@p > 0, ou seja, ¢y < 0. Mas isso contradiz o fato de ¢y > 0. Esse absurdo
surgiu do fato de supormos oy < 0. Logo, se (L7,B,Q) satisfaz o principio do maximo
devemos ter oy > 0.

i) = v) Seja f € Ci(Q). Considere u € W?*(Q), p > N, uma solugio de

(3.3)

Lzu= femQ,
Bu = 0 sobre dQ.
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Escolha @ > max{myp,0}. Assim, as seguintes equivaléncias ocorrem em €:

(L1+0)u=0ou+f
wmwu+%wf: u
u— (D%wu = ma)f

4 Bl
0}
LR P D o0
. » u—w of- .
Como oy > 0,
1 1
R,.) = _
r(Fo) oo+ o

Assim, pelo Coroldrio 43 item (d), o operador (1/® —Re) ™! € £(CY(Q)) estd bem definido
e € fortemente positivo. Tendo em vista (3.4), dizer que u € solucao de (3.3) € equivalente a

1 /1 -1
= —(=——-n Rof.
u (w w) wf

0]

Logo, pela forma que foi construido, devemos ter

1 /1 -
Rp := — (— —E)%w> Re-
o \o

Pelo Teorema 41, R, € fortemente positivo. Ora, sendo JRy a composi¢ao de dois operadores
fortemente positivos, ele é também fortemente positivo. Isso conclui a implicacéo de i) em
V).

v) = ii) Suponha que R esteja bem definido e seja fortemente positivo, entdo dada
f€CH(Q),f >0, sejau a tinica solugio de

L7u= fem Q,
Bu = 0 sobre Q.

Sendo R fortemente positiva, segue que u(x) >0 em Q. O que nos fornece uma supersolugio
estrita de (L7,B,Q).
|
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3.1 Propriedades de monotonia do autovalor principal

Nesta secao estamos interessados em apresentar algumas propriedades de monotonia do
autovalor principal. Vamos estudar, por exemplo, qual a relagdo do autovalor principal de
(L7,B,Q) com o autovalor de (L7,B,Qg), onde Qp é um subdominio préoprio de Q; Qual a
relagdo do autovalor de (L7, B[B1],Q) e (L1, B[B:],Q), onde B[B;] e B[P,], sdo operadores
lineares de fronteira como B mudando a fun¢do 8 € C(I') por B e By, respectivamente,
com f1, B, € C(I'y) e B < B,. Estes e outros questionamentos serdo respondido aqui. Para
facilitar nosso estudo, vamos introduzir algumas defini¢cdes e notacoes.

Dado um subdominio préprio g de Q de classe C?, com

dist(I';,0QpNQ) > 0, (3.5)
denotaremos por
@ em dQyNQ,
B|Qo)o := 3.6
olg { B sobre dQyNIQ. (5.6)

Observe que esse operador separa a fronteira de €29 em dois subconjuntos abertos e fechados
dQyNTye dQyNI'y de dQy. A hipdtese (3.5) garante que em cada componente de 9,
B[Qo] assuma apenas uma das condi¢des de fronteira: Dirichlet ou mista.

Quando Qy = Q, denotaremos ‘B[Q] simplesmente por B.

(a) dist(T';, Q0N Q) >0 (b) dist(T'},0Q0NQ) =0
Figura 3.1 Exemplos de subdominios
Na figura esquerda acima temos um exemplo de um subdominio onde o operador de

fronteira B[Q] pode ser bem definido, enquanto que a direita isso ndo pode ocorrer, visto

que dist(I"}, QN Q) =0 e isso faz com que B[Qp] possa assumir dois valores distintos em
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um mesmo ponto. Observe que se ﬁo C Q, entdo temos que dQy C Q e consequentemente,
dQYNQ=09Qpe dQNIQ=0.

Neste caso, B[Qo]¢ = ¢. Em outras palavras, se Qo C Q, entdo o operador B[Q)] se torna o
operador de Dirichlet. Além disso, denotaremos por o[L7, B[], Qo] 0 autovalor principal
do problema linear de valor de fronteira

{EI<P=7L§DCIH Q, a7

B[Qo] @ = 0 sobre dQy.

Como ja foi visto anteriormente, o autovalor principal do problema (2.2), sera denotado por
G[,CI,’B,Q] = 0p.

Se I'] # 0 e no operador B tomarmos uma outra fungio fB; € C(I'1) no lugar de 3, indicare-
mos por

¢ sobre Iy,
B =< 9 (3.8)
Pl 79 + B¢ sobre I'y.
v
Quando f; = B, denotaremos B[] simplesmente por ‘B.
SeI'y # 0 e tomarmos em B uma outra fungio 3 € C(I'}) no lugar de fB e considerarmos

um subdominio proprio Qg de €2, definimos

@ sobre d0QyNQ,

Blp1 ol = { B[] sobre Qo NIQ. e

Como consequéncia imediata do Teorema 44, obtemos o seguinte resultado, que desem-

penha um papel fundamental nesta secao.

Lema 47. Considere s € R e (L7 +s5,B,Q). Se denotarmos por (L1 +s5,B,Q] 0 autovalor
principal de

(Lz+5)p=ApemQ,

B =0 sobre dQ,

entdo vale que
o[L1+5,B,Q|=0[L7,B,Q]+s.
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Demonstragdo. Seja ¢ a autofungio principal associada ao autovalor 6[L7 +s,B, Q). Vale
que,

(L1+5)0s=0[L1+5,B,Q|¢p; em Q,

B, =0 sobre dQ,

€ consequentemente

‘CI(pS = (G[‘CI+S’%7Q] _S)(ps cm Qv
B, = 0 sobre dQ,

como @ > 0 e satisfaz o problema de autovalor (2.2), segue da unicidade do autovalor

principal, garantida pelo Teorema 44, que
o[L7,8,Q|=0[Ls+5,5,Q]—s5,

isto €
o[L1+5,B,Q| =0[L1,B,Q]+s5.
[ |

Os seguintes resultados sao consequéncias do Lema 47 e Teorema 46 e nos apresen-
tam algumas propriedades de monotonia do autovalor principal. O primeiro estabelece a
dominéncia do autovalor 6[L7,B,Q] sob o autovalor ¢[L7,D,Q)].

Proposicao 48. Suponha que I'y # 0. Entdo
G[ﬁz,%,g] < G[ﬁz,@,Q].

Demonstragd@o. Vamos mostrar que o autovalor principal de (L7 — 0y, B, Q) satisfaz o[ L7 —
00, B, Q] > 0. Pela caracterizagdo do principio do maximo, é suficiente mostrar que (L7 —
09,9, Q) admite uma supersolugao estrita positiva. Assim, seja @g a autofungio associada
ao autovalor o[L7,B,Q] := 0p. Sabemos, do Teorema 44, que @y é fortemente positiva.
Assim, para cadax € QUT'|, @n(x) > 0 e sobre I'y, ¢ = 0, ou seja

@5 > 0 sobre dQ.
Além disso, em Q, temos que L7 @y = 0p@Ps. Dai,

(L1—00)pp =0 em Q.
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Portanto, como ¢ satisfaz

(L1 —00p) ¢y = 0 sobre Q,
D Py = @y > 0 sobre dQ.

Entdo (L1 — 0p,®, Q) admite uma supersolucio estrita positiva. Consequentemente, pelo

Teorema 46 vale que o autovalor associado a (L7 — 0y, D, Q) satisfaz
G[,CI - G(),@,Q] > 0.

Pelo Lema 47,
G[,CI— G(),@,Q.] = G[ﬁI,@,Q] — OQ.

Logo
o[L7,9,Q] > 0y := 06[L7,B,Q].

O préoximo resultado estabelece a monotonia do autovalor principal com respeito ao

dominio.

Proposicao 49. Seja Qo um subdominio préprio de Q de classe C? satisfazendo (3.5). Entdo
G[,CI, %,Q] < G[,CI, %[Qo],ﬂo].
Demonstragdo. Seja ¢y a autofungdo associada a 6[L7,B, Q. Logo ¢y satisfaz

L1 @x = CoPy sobre Q,
By = 0 sobre 0Q,

e ¢ fortemente positiva, de modo que ¢(x) > 0 para todo x € QUTI";. Além disso como Qg ¢é

subdominio préprio de , temos que dQyNQ # D e
1. (L1 —00)¢s = 0em Qo;
2. ¢u(x) >0, VxedQyNQ;
3. p(x) =0, Vxe€dQynNTy;

4. aa;(’v%(x) +B(x)pn(x) =0, VxedQyNTH.
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Portanto, ¢ satisfaz
(,CI — G())(pg =0em .Q.(),
B[Qo] @ > 0 sobre dQ,

ou seja, Py € uma supersolucdo estrita positiva de (L7 — 6y, B[Qo], Qo). Pelo Teorema 46,
o[L1 — 00, B[Qo], Q0] >0
e pelo Lema 47,
o[L1 — 00, B[Qo], Q0] = o[L1,B[Q0], 0] — 00,

logo
Op := G[,CI,%,.Q.] < G[ﬁ[,%[g()],ﬂ()].
|

O préximo resultado nos fornece uma relacdo mais ampla entre autovalores principais,
no sentido que podemos tomar fungdes em L™ () em vez de apenas nimeros reais. Estes

valores somados ao operador L7 serdo chamados de potenciais.

Proposicao 50. Sejam Py, P, € L (Q) tais que P; < P> sobre um conjunto de medida positiva.
Entdo
G[ﬁz—l—Pl,%,.Q] < G[ﬁz—l—Pz,iB,.Q].

Demonstragdo. Sejam @) a autofung@o principal associada a 6[L7 + P;,B, Q]. Temos que,
em

(£I+P1)(p1 - G[£I+Pl7%7g](pl
(L1 —0[L7+P1,B,Q])p1 = —Pi1¢)

Agora note que

(,Cz—i—Pz—G[ﬁI—FPl,’B,QD(Pl :(CI—G[£I+P1,’B,Q](p1)+P2(p1
=—Pio1 +Pr¢1 = (P,—P1)p1 >0,

pois P; < P, em Q.
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Além disso, sobre dQ, B¢, = 0. Portanto ¢; é uma supersolug@o estrita positiva de
(Lz+P,—0o[L1+ P,B,Q],B,Q). Pelo Teorema 46,

O[Lr+P,— 0oL+ P,8,Q],5.Q] >0,
e pelo Corolario 47,
0< G[,CI+P2—O'[,CI-i-Pl,sB,.Q],‘B,.Q] = G[,CI+P2,%,Q] —G[£I+P1,%,Q].

Dai,
G[ﬁz—l—Pl,‘B,.Q] < G[£I+P2,%,Q].

A propriedade de monotonia apresentada no Corolério 50 nos fornece uma ferramenta
bastante util para garantir a ndo existéncia de solu¢gdes de alguns problemas elipticos nao
lineares. O exemplo a seguir nos fornece uma aplicacdo bem ttil deste resultado.

Exemplo 51. Seja f : [0,+e) — R tal que |f(s)/s| é limitada. Se f(s) < 0, para todo
s > 0, entdo o problema

{ Lzu=Au+ f(u) em Q, (3.10)

Bu = 0 sobre dQ,
ndo admite solucdo positiva para A < o[L7,B,Q)].
Soluc¢do: Suponha que u > 0 seja uma solugdo em w2p (Q), p > N, do problema (3.10).
Note que esta fun¢do verifica,

Lru=Au—+ f(u) < (EI—¥> u=2Au,

em Q. E Bu = 0 sobre dQ. Uma vez que |f(s)/s| é limitada, devemos ter f(u)/u € L*(Q).
Pela unicidade do autovalor principal segue que A = 6[L7 — f(u)/u,B,Q]. Agora, pela
Proposi¢do 50 e sabendo que — f(u)/u > 0, temos

A =o[Lr— fu)/u,B,Q] > 6|Lz,B,Q].

Isso significa que o problema (3.10) ndo admite solucdo para A < 6[L7,B,Q)].

Podemos ainda utilizar a Proposi¢do 50 para estabelecer a relagdo entre o autovalor
principal de um operador L7 + P, onde P, € L™”(Q), n € N, é uma sequéncia convergente
aum valor P € L™(Q) e o autovalor de L7 + P. Isso estabelece que o autovalor principal é

continuo com respeito ao potencial.
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Coroléario 52. Sejam P, € L™(Q), n > 1, uma sequéncia e P € L™ (Q) tais que

lim P,=PemL”(Q).

n—-y oo

Entdo
lim G[,CI-I-P,Z,‘B,Q] = O'[,CI—FP,‘B,.Q].

n—-y oo

Demonstracdo. Pela definicdo de sequéncia convergente, para todo € > 0 dado, existe
n(g) € N tal que, para cada n > n(€)

1£n = Pllo < €
|P,—P| <€ qtpemQ
P—e<P,<P+e qtpemQ.

Pela Proposi¢do 50, para cada n > n(¢g) vale que
O[Lz+PB,Q]—e<o[Lz+P,B,Q <o[Lr+PB,Q|+¢,
como ¢ foi tomado arbitrario, temos que

lim o[L7+P,,B,Q]=0c[L7+PB,Q|

n—y+oo

Vale também uma relacdo de monotonia entre os autovalores principais quando mudamos
a fungdo K(x,y) do termo ndo local. Para estabelecer este resultado, vamos fixar algumas
notagdes. No operador L7, quando mudarmos a fungdo K (x,y) por uma fungdo K;(x,y), j € N

indicaremos essa mudanga por L7 ;, ou seja,

zn:ﬁ—é&@wmwm

e L € um operador linear eliptico de segunda ordem conforme definido no inicio do capitulo
2. Os autovalores associados a (Lz,B,Q) serdo denotados por ¢[Lz;,B,Q]. Com isso

podemos enunciar a

Proposicao 53. Sejam K, K, € L™(Q x Q) fun¢des ndo negativas e ndo identicamente nulas.
Se K1 < Ky em Q x Q, entdo

G[L:IZa%:'Q'] < G[EIla%vg]'
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Demonstragdo. Seja ¢, a autofuncdo principal associada a 6[L7,,2B,Q]. Em Q, temos que
L1202 = 0[L12,B,Q) ¢
£o2— [ Kalx.)p2()dy = 0[L12,B. 2

Lor— 0[L12,B,Q)¢r = /Q Ka(x,y)92(y)dy.

Assim,

(‘CII —G[ﬁzz,%,g])q}z:E(Pz—/QKl(X,y)(Pz(y)dy—6[512,%,9])%
— [ Kale3)a(0dy— [ Kil)g2(0)dy
Q Q

= [ (Kalx) =K1 (x.3) 2(0)dy > 0,
pois K| < K, em Q x Q e ¢, é autofun¢@o principal. Além disso, B¢, = 0 sobre JQ.

Logo, (L11 — 0[L12,B,Q],B,Q) possui uma supersolucdo estrita positiva. Pelo Teorema
de Caracterizacdo do Principio do Médximo,

G['CII - 6[5127%79]7%79] > 0.
Pelo Corolario 47,
6[511 - 6[5127%’9]7%79] - G[‘Czla%7g] - G[‘CIL%vQ]'

Portanto,
G[£IZ7 B, Q] < G[EII ‘B, Q]
[ |

Com a ajuda deste resultado podemos estabelecer a continuidade do autovalor principal
com relagdo a fungdo K(x,y), no seguinte sentido:

Corolario 54. Sejam K, € L”(Q x Q),n > 1, uma sequéncia de fungcdes ndo negativas e

ndo identicamente nulas, K € L™ (Q x Q) com K > 0 e suponha que

lim K, =KemL”(QxQ).

n—yr+oo

Entdo,

G[ﬁzn,%,g] — G[L‘I,SB,.Q.].
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Demonstragdo. Para simplificar a notagdo, escreveremos o, := o[L7,,B,Q]. Como K, —
K em L”(Q x Q), para todo € > 0 existe ng € N tal que

1Kn = K]l < &,
K, —K| <€, qtpemQ
0<K,<K+e€e, qtpemQ.

Uma vez que K + € € L™(Q x Q), pelo Teorema 53, vale que
0[L11e,B8,Q] <0, <0[L,B,Q],
onde 6[L7¢,B, Q| representa o autovalor de
Lrie=L— [ (K(xy)+e)-()dy
Logo, (0;) é limitada em R. Assim, existe 6* € R tal que, a menos de subsequéncia,
Op — 0" (3.11)

Pelo Teorema 38 u € W>P(Q), p > N, é solucio fraca de

L = Q
(L7+@)u=femQ, (3.12)
Bu = 0 sobre JQ,
se e somente se v := u/h, é solugdo fraca de
(Lzp+ o) = f sobre Q
h ’ (3.13)

B,v = 0 sobre dQ.

Lembre-se também que f3;, > 0, que a forma bilinear b;,(u,v) associada a (3.13) é continua
e que pelo Teorema 34, existe @y > 0 suficientemente grande de modo Para todo @ > @y,
by (u,v) é coerciva.

Agora, note que ¢, ¢ autofungdo de

{ (L2 + @) ¢n = (00 + @) Py em Q, (3.14)

B, =0 sobre Q,
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se e somente se v, = ¢, /h é uma auto fung¢io de

(Lzpp+ @)y = (0, + @)vem Q, (3.15)
B,,v, = 0 sobre 0Q,
onde
‘CIhn:‘Ch_/ Khn(x7y>7 Khn(-x7y) :Kn(xvy)M
Q h(x)
Sabendo que K, — K em L™(Q x Q), vale que
_ _ h(y) h(y)| _ () _
’Khn(x7y) Kh(xay)| - K"(x’y)h(x) K(x’y)h(x) - h()()HKn(x?y) K(xay)
h(y)
<[22 1K~ Km0

Portanto Kj, — Kj, em L™(Q x Q), e consequente, ||Kj||1=(axq) € limitada.

Tomemos v, as autofuncdes de (3.15) ortogonais e normalizadas em L? (Q). Vale que,
para cada n € N a forma bilinear by, associada a (3.15) é continua. De fato, conforme vimos
na demonstragdo do Teorema 33, adaptando a by, obtemos que para todo u,v € er(;z (Q),

|bhn<uvv)| < CH”wa‘(f(Q) ||v||W1162(Q)

onde
0.< €= 1Bl 1Ty B w2, 2y + ATl H 181l + @l + [ Kinlo <+,

pois || Kpn|1=(@xq) € limitada. De maneira andloga, utilizando o Teorema 34 para b, com
suas devidas adaptagdes, € o fato de ||Kp,[|;=(x ) ser limitada, garantimos a existéncia
de @y > 0 suficientemente grande de modo que by, seja coerciva para todo @ > @y. Logo,
existe & > 0 tal que

=112
OCul| 12

<
FO (Q) — bhn(”vu)

para todo u € er(;z(Q).
Note que vy, satisfaz by(va, ¢) = (Gnvn, §)2(q), para toda ¢ € Cr, (©2). Como, para cada

n € N, by, é continua e coerciva, vale que

alval?

W) < b(vy,vy) < C||vn||WF1(,)z

Q)
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Dati, v, € limitada em Wll(;z (Q). Sabendo que er(;z(Q) ¢ um espago de Banach reflexivo,

deve existir um v* € WIJOZ(Q) tal que, a menos de subsequéncia
v, = v em WIEO’Z(Q),
e pela imersdo compacta er(;z(Q) < L*(Q), temos também que
v, — v em L2(Q).

Seja y € Cr, (Q) arbitrario e defina T : er(;z(Q) — R dado por

70) = bun(v¥)+ [ W [ Kinle3))dy:

Claramente 7 ¢ linear. Além disso, usando que WFI(;Z(Q) < L1(Q) e fazendo contas andlogas

as da demonstracdo do Teorema 33, obtemos que

2
7O < o0+ | [ ¥ [ Kl O)s| < (€ IRl Wl 0y ) g oy
o que significa que T é continuo. Dai, como v, — v* em Wll(;z(Q), temos que

T(vp) = T(v"). (3.16)

Por outro lado,

‘ Lo [ Kutesmiar— [w ] Kh<x,y>v*<y>dy'

Lv { [ Kt ypn)as — [ Kh<x,y>v*<y>dyﬂ

< [ 101 Kinea)ao) = K ) dy

= [ 191 [ K ) ~ Kan )"0+ Kin (5, 5)5°0) — Kio* )]

< [ vl  Kine ) )= 0y + [ [Kx) ~ KaGan)l” )]

1
< [0 | [ (x2a)? ="y + 1= Killl )

i ! . N
< [ 190 1Bl =73+ K~ Ealel
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e como Kj, — K em L”(Q x Q) e v — v* em L?(Q), temos que:

/ v / Kin(,3)va(y)dy — / v / Ky 0)dysen— +o.  (3.17)
Q Q Q Q

Por (3.16) e (3.17), vale que, a menos de subsequéncia,

lim by, (va, W) = b, (v, W), Yy € Cr (Q). (3.18)

n—4-o0

Lembrando que, a menos de subsequéncia 6, — 6 em R e v, — v" em LZ(Q), € como para

toda y € G (Q) (-, ¥);2(q) € um funcional linear em L?(), obtemos que

lim (o,v,, ¥) = (6", ), Vy e (Q). (3.19)

n—y+oo

Isso significa que v* é uma solucéo fraca de

(3.20)

(Lzp+@)v=(0,+®)vemQ,
B,v =0 sobre Q.

Por fim, note que como v, > 0, [|v,[|2q) = 1 € va — V", temos que [[v||;2(q) = 1 € daf
v* > 0. Isso significa que 6™ é o autovalor valor principal de (3.20). Observando que
v'h/h > 0 é solugdo de (3.20), temos que v'h > 0 € solugdo de (3.14). Portanto 6™ é o

autovalor principal de (3.14). Isso finaliza a prova. |

Seguindo esta linha de estabelecer a monotonia do autovalor principal, vejamos o que
ocorre quando mudamos no operador de fronteira B a fungdo 8 € C(I'y).

Proposico 55. Suponha que T'y # 0 e sejam By, Bo € C(I'y) tais que By < B,. Entdo
G[£Za%[ﬁl]7g] < G[£I7%[ﬁ2]7g]
Demonstragdo. Seja @) a autofuncio associada a [L7,B[B1],€2]. Entdo, sobre Q,

Lzo1=0[L1,B[B1],Q]¢
(Lzo1 —o[L1,B[B1],Q])p1 =0, (3.21)
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sobre I'y, @ = 0 e sobre '

0
ﬂ+I31(X)<Pl =0

v
d
A —Bioy

v

dai,

% +B2(x) 01 = —P1¢1 + o1 = (B2 — 1)1 >0

pois B, > Bi. Isto significa que
B[B1]@1 > 0 sobre IQ. (3.22)

De (3.21) e (3.22), obtemos que ¢; € uma supersolugdo estrita positiva da terna
(L1 —o[L1,B[B1],Q],B[B:], Q). Pelo Teorema 46,

o[L1 —o[Lz,B[B1],Q],B[B],Q] >0
e pelo Corolario 47,
0<o[Lz—0[Lz,B[fi],Q],B,B[B],Q] = 0L, B[R], Q] — oLz, B[fi], Q.

Dai,
G[ﬁza %[ﬁl]wQ‘] < G[‘CIa%[BQLQ]'
|

Vamos agora estabelecer relacdo de monotonia entre autovalores principais, agora envol-
vendo subdominios e operadores de fronteira ligeiramente diferentes. Na verdade, o proximo

resultado € ema consequéncia direta das Proposi¢des 49 e 55.

Proposicao 56. Suponha que T'y # 0. Sejam By, B2 € C(I'1) tais que By < Ba e seja Qo C Q

um subdominio de classe C* satisfazendo (3.5). Entdo,
G[ﬁz,‘B[ﬁﬂ,Q] < G[EI,%[Bz,Qo],Q()].

Demonstragdo. Se Q = Q,
B[, Q0] = BB
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Como B < B, e Bi # Ba, pela Proposigao 55,
o[Lz,B[pi],Q] < o[Lz,B[B2,Q], Q] = o[Lz,B[B], Q.
Suponha entdo que Qg é um subdominio préprio de . Pela Proposi¢do 55,
o[Lz,B[B1],Q] < o[Lz, B[], Q.
Agora, pela Proposicdo 49, 6[L7,B(B:], Q] < o[Lz,B[B2, 0], Q0] Logo,
o[L1,B[B1],Q] < 0[L1,B[B], Q] < 6[Lz,B[B2, 0], ),

ou seja,
o[Lz,B[B1], Q] < 6[Lz,B[B2,Q0],0].
[ |

Finalizamos esta secdo com o préximo teorema, que estabelece uma caracterizacdo
pontual do autovalor principal.

Teorema 57. Suponha que p > N e definamos o seguinte conjunto
Pi= {‘l/ eW?P(Q)yw(x) >0,YxeQ e By >0 sobre 89} )

Entado,

o[L7,B8,Q] = sup inf £II'U.

Wemxeﬂ W

Demonstrag@o. Denotemos por oy := 6[L7,B,Q] o autovalor principal de (Lz,B,Q) e @o
a autofungdo principal associada a 6. Tomemos A < 6[L7,B,Q]. Vamos mostrar que

o[Lz,8,Q] < sup inf EIW.

WG‘BXGQ v

Para isso, note que em Q,
L@y = 0oPo

e como A < 0y,
(L2 —2A)@o = (60— A)@o > 0.
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Além disso, By = 0 sobre dQ. Ou seja, @y é uma supersolugio estrita positiva da terna
(L1 —A,8,Q). Pelo Corolario 47, vale que

oLz —A,B,Q]=0[L7,B,Q]—A=0p—A1 >0.

Pelo Teorema 46, (L7 — 14,8, Q) satisfaz o principio do maximo forte.

Como o[L1 — A,B,Q] > 0, pela Caracteriza¢do do Principio do Médximo, o operador
resolvente de £7 — A existe e estd bem definido. Portanto, dado f € L(Q),p > N, o
problema

(L1—A)u=femQ
Bu = 0 sobre JQ

possui tinica solucdo fraca. Fixado h € C? (Q) satisfazendo
Bh =1 sobre dQ,
consideremos f :=1— (L7 — A)h e fagamos a mudanga de varidvel
w:i=h+u.
Logo,

(,CI—)L)W: (ﬁz—)u)h-l-(ﬁz—l)u: (ﬁz—lﬂl-l-l—(ﬁz—l)h: lem Q,

Bw = Bh+Bu = Bh =1 sobre IQ.

Pela construgdo feita acima, o problema

(Lz—A)w=1lemQ,
Bw = 1 sobre dQ,

possui tnica solugdo forte, a saber w = u + h. Seja y; esta solu¢do. Como (L7 —A,B,Q)
satisfaz o principio do maximo forte e y; é supersolugdo estrita positiva desta terna, ela é
fortemente positiva e por isso, yi(x) > 0, para todo x € QUT'|. Logo

vi(x) >0,¥x€Q
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By, =1>0sobre dQ,

donde podemos concluir que y; € P e P # 0. Agora, em £, vale que

(Lz—=2A)y =1
Ly =14+Ay;
Ly > Ay
Ly S,
L4
dai,
Ly (x) Lry(x) (3.23)

A < inf —="——2 < sup inf
Taee YY) T yepree w()

Como (3.23) vale para qualquer A < ¢[L7,B,Q], tomando uma sequéncia A, € R,n > 1 tal
que A, < o[L71,B,Q] paratodon € Ne

lim QLn = G[,CI,%,.Q],

n—-po0

obtemos r
lim A, =6[L7,B,Q] < lim sup inf zy(x)
n——yoo n—>°°weq3x€§2 l//(x)
Logo
Lzy(x)

o|L7,B,Q] < sup inf
F2 B0 e B )

Vamos mostrar por contradi¢do que nao poderia ocorrer

oLz, B.0] < sup inf LY. (3.24)
yepreQ  Y(x)

,CII[/(X)

De fato, se vale (3.24) entdo, pela definicao de supremo, dado € > 0, sup inf
yepreQ  Y(x)

ndo € cota superior. Dai, existe ¥ € *J3 tal que

sup inf 'CIL(X) — &< inf EIW(X) < LIII/(X)
yepre?  Y(x) xQ y(x) v(x)
Tomando
Lry(x)

X
0 < 2¢e < sup inf —0|L7,8,Q],
e e
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temos que

Loy(x) Lav®) g

o|L7,B,Q]+¢€ < sup inf < )
R L TS v

e portanto, para todo x € Q,

L1y (x) .

olL7,8,Q]+e<
£z, ¢ ()

Donde obtemos que em € vale

(0[L2,B, Q]+ e)y(x) < Lzy(x)
(,CI — G[,CI,%,.Q] — 8)1// > 0.

Lembrando que, W € B, ou seja, y(x) >0 em Q e By > 0 sobre dQ. Logo, ¥ é uma
supersolucdo estrita positiva da terna (L7 — o[L7,B, Q] — €,8,Q). Pelo Teorema 46,

O'[,CI— G[,CI,‘B,Q] —8,%,9] > 0.
Usando o Corolario 47, temos
0< G[,CI— G[,CI,‘B,.Q] —8,%,(2] = O'[,CI,‘B,Q] —G[,CI,‘B,Q] —e=-€<0

o que € uma contradi¢do. Tal contradi¢@o surgiu de supormos que (3.24). Portanto, devemos
ter

o[L7,B,Q] = sup inf M

wquer L4} (x)

3.2 Encontrando conjunto de solu¢oes

Vamos utilizar a caracterizag@o do principio do maximo e o Teorema da func¢do implicita
para garantir a existéncia e unicidade de um conjunto de solu¢des de uma equacao eliptica

nao-linear.

Proposicao 58. Seja f: R x Q xR — R continua, com

s f(A,x,s)
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de classe C'. Considere o seguinte problema:

{ Lru= f(A,x,u)uemQ, (3.25)

Bu = 0 sobre 0Q.
Suponha que (X, up) € WHP(Q), p > N, uma solucdo de (3.25). Se ug >0 e
df(Ao,x,s)/ds <0, VxeQ,

entdo existem r > 0, 8 > 0 e uma aplicagdo continua T : (Ao —r,Ao+r) — Bg(uo), tais que
(A,T(L)) sdo as tinicas solucdes de (3.25) em (A —r, Ao+ r) x Bs(ug) C R x W?P(Q),p >
N.

Demonstragdo. Seja @ > 0 suficientemente grande. Assim, temos que (A,u) é soluc¢do de
(3.25) se, e somente se,

{ (Lz+@)u= f(A,x,u)u+ ouem Q, (3.26)

Bu = 0 sobre dQ,

Ou, equivalentemente,
u=NRe(f(A,x,u)u+ ou).

Vamos definir uma aplicacao F' que satisfaca as hipdteses do Teorema da fun¢do implicita.
Para isto, considere F : R x Ci (Q) — C(Q), dada por

F(Au) =u—Re(f(A,x,u)u+ ou).

Conforme construido, podemos observar que (A,u) é solugdo de (3.25) se, e somente
se, F(A,u) = 0. Como, por hipédtese, s — f(Ag,x,s) é diferencidvel para todo s > 0, e sendo
up > 0, temos que F' é diferencidvel. A derivada de Fréchet de F' com relag¢do a u em (Ao, up)

¢ dada por:

DyF (2o,u0)6 = & — Ro(f5(Ao, %, u0)uos + f (A0, %,10)G + @E).

Vamos mostrar que D, F (Ag,up) € uma bije¢do. Lembrando que Ry, é compacto, podemos
observar que D, F (Ay,up) é uma perturbagéo compacta da identidade. Isso implica que, para
mostrar que D, F (A, up) é bijetiva, é suficiente mostrar que € injetiva. Vamos mostrar que

ela é injetiva. Argumentamos por contradi¢do. Suponha que D, F (Ay,up) ndo seja injetiva,
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logo, existe 0 # & € Ci(Q) tal que D, F (Ao, up)E = 0. Assim, em Q temos

DyF (Ao, u0)§ =0,
& = Ro(fs(Ao,x,u0)uo& + f (Ao, x,u0)§ + 0E),
(L1 + 0)& = fi(Ao,x,u0)uo + f (Ao, x,u0)E + @8,
L18 = fi(Ao,x,u0)uoS + f(2o,x,u0)S,
0= L7& — fs(Ao,x,u0)uo§ — f (Ao, x,u0)E . (3.27)

Tendo em vista (3.27) e o fatode 0 # & € CI% (Q), obtemos que 0 é um autovalor do problema,

(L1 — fs(Ao,x,up)uo — f(Ao,x,up)) u = Tuem Q, (3.28)

PBu = 0 sobre JQ. ’
Pela dominancia do autovalor principal estabelecida pelo Teorema 44, temos que

G['CI_fY(Avaau())MO_f(a()rx?u())’%ag] <0. (3.29)

Vamos mostrar que (L7 — f(Ao,x,uo)uo — f(Ao,x,up), B, Q) admite uma supersolugio estrita
positiva o que faz com que (3.29) ndo possa ocorrer, devido a caracterizagao do principio
do mdximo estabelecida pelo Teorema 46. Recorde que uy > 0 e Lzug = f(Ao,x,up)uo.
Portanto,

(EZ _f:V(AO?x; l/l())l/l() _fs<7t'07-x7 I/t()))l/l() = EI”O - fs()‘Orx7 uO)(“O)Z - f(%?x; Ll())u()
= —fs(A0, x,u0) (u0)* > 0,

pois fs(Ao,x,up) < 0. Pelo Teorema 46, temos que
oLz — fs(Ao,x,up)up — f (Ao, x,up),B,Q] > 0.
Isso significa que (3.29) nao pode ocorrer e consequentemente, devemos ter
N[L1 — fs(Ao,x,u0)up — f(Ao,x,up)] = 0.
Dai, F : R x C4(Q) — CL(Q) satisfaz:

1. E continua e diferencidvel com F (Ao, up) = 0;

2. D,F(Xo,up) é bijetiva.
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Pelo Teorema A.12, existem (Ao —r, 4 +7) C R, Bs(ug) C Cay(Q) e uma aplicagio continua
T:(A—riy+r)— Bs(up), caracterizada por TAyg = up e F(A,TA) =0 para todo A €
(Ao — r, A9 + r). Isso equivale a dizer que (A,7TA) sdo as tnicas solugdes de (3.25) em
(o = 1.2+ 1) x By (uo). "

Além de fornecer condi¢Oes necessdrias e suficientes para que o principio do maximo
ocorra, podemos observar também que a caracterizacao do principio do mdximo possui um
papel importante em diversas aplicacdes, como garantia de existéncia e unicidade de solucdes
de certas equacoOes diferenciais ndo lineares, monotonia do autovalor principal com respeito
a diversos parametros como dominio, potenciais, operador de fronteira e termo ndo local
e também nos auxilia em uma caracterizacdao pontual do autovalor principal. Por esses e
outros motivos, este teorema ¢ uma poderosa ferramenta de Andlise que pode ser utilizada

no estudo de Equagdes Diferenciais Parciais.



Apéndice A

Apresentaremos aqui alguns conceitos e resultados basicos utilizados ao longo do texto e
daremos algumas referéncias para as demonstragdes.
Seja ¢ : Q — R de classe C*. Definimos o suporte de ¢ como

supp ¢ := {x € Q; ¢(x) # 0},

e vamos denotar por Cy () o conjunto das fungdes ¢ € C*(Q) com suporte compacto.
Supondo que € € limitado temos

Cy(Q) = {9 € C(Q); suppp C Q}.

Analogamente se tomamos dQ = I'gUT'j, onde I'y e I'; sdo subconjuntos abertos e fechados
de dQ, podemos definir

Cr(Q) ={¢ € C™(Q);suppp C Q\I'},

onde I' € {I"y,I";,0Q}.
Para 1 < p < o denotamos por L”(Q) o conjunto das fungdes u : Q& — R mensuraveis,

segundo Lebesgue, tais que
/ ul? < +oo.
Q

e L”(Q) o conjunto das fun¢des reais mensurdveis, segundo Lebesgue, que sdo limitadas.
Sabe-se que L”(Q) e L™(Q) sdo espacos de Banach com as normas

E .
H”HU’(Q) = (/Q |”|p) e ||ul|eo :=inf{M > 0; |u| < M q.t.p Q}
respectivamente. Além disso denotamos por Lf’ (L) o conjunto das fungdes reais mensura-

veis tais que
[l <o
K

para todo subconjunto compacto K de Q. E Lj; .(Q) representa o conjunto das fungdes reais
mensuraveis tais que
supess |u| < oo
K
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para todo subconjunto compacto K de Q. E sabido que o conjunto LZ(Q) € um espaco de
Hilbert com o produto interno

u,v = [ uv, u,vELZQ.
()20 = [, @
Para qualquer multi-indice

o=(0y,..,0n) € NV

temos as seguintes notacoes

N Do olel.
ol:=) o = —
e jz’l P axf‘l ...8)&]”

Usando integracdo por partes vale que, dado u € C% (Q), para toda ¢ € Cy' (),

/QMD“¢:(—1)|°‘|/Q¢D“M. (A.1)

Para uma demonstragcao desse resultado veja, por exemplo, [24, Lemma 6.1.1]. Note que
como D% ¢ possui suporte compacto, o lado esquerdo da igualdade (A.1) faz sentido mesmo

que u € L},.(Q). De fato, temos que

‘/QMD“Q)

onde S C Q representa o suporte compacto de ¢. Essa observacdo nos motiva a seguinte
definicdo.

< [1ullD®gl < o1l [ Jul <=
S N

Definiciio 59. Sejam u,v € L},.(Q) e o € NV Ento dizemos que
v=D%

no sentido fraco ou equivalentemente, que v € a derivada fraca de ordem « de u, se
/MD% = (—1)0‘/ du, Yo €Co(Q) (A.2)
Q Q
A derivada fraca, se existir € unica. De fato, se v,w € L}OC(Q) satisfazem

/pr:/qu), Vo € C3(Q)

entdo v =w q.t.p em Q (veja [8, Corolario 4.24]).
Sejam 1 < p <o, k € NV e a € NV com || < k definimos o espago de Sobolev como

WhP(Q) :={ue Ll (Q);3D% e D% c LP(Q)}.



121

Tal espacgo é de Banach com a norma

P
( Z ||Da”||£p(g)> , S€ p < oo,
[ullwer @) ==

0<|a|<k

Y, D% =), se p=eo.
0<|o|<k

Se p =2, W5?(Q) é um espago de Hilbert, com produto interno

(U, v)wraq) = Y /D“uD“v, u,v € W2(Q).
Q

0< || <k

Enunciaremos agora alguns resultados cldssicos que sdo utilizados ao longo do trabalho.

Teorema A.1. Sejam © C RY um conjunto aberto e u € L}, .(Q) tais que

/u¢ — 0,V € C3(Q).
Entdo, u =0 q.t.pem Q.
Demonstracdo. Ver [8, Corollary 4.24.], [ |

Teorema A.2 (Teorema da Divergéncia). Sejam © um subconjunto aberto aberto de RY de
classe C' com fronteira dQ limitada e u € W' (Q). Entdo

/Q div(u)dx = /(9 (Toq(u).m)ds.

Demonstragdo. Ver [24, Theorem 6.3.4]. [ |

Teorema A.3. Suponha que Q é um conjunto aberto em R e #: Q — RY ¢ um difeo-
morfismo de classe C!. Se f é uma funcio Lebesgue mensurdvel em h(Q), entdo foh é
Lebesgue mensurdvel em Q. Além disso, se f € L' (h(Q)), entdo

/h(sz)f(x)dx B /gfoh(x)“ac h(x)|dx

Demonstragdo. Ver [15, Theorem 2.47] [ |

Teorema A.4 (Teorema de Lax-Milgran). Sejam H um espaco de Hilbert e a : H> — R uma
forma bilinear continua e coerciva. Entdo, para todo ¢ € H' existe um tinico up € H tal que

¢o(u) =a(ug,u), YuecH.
Demonstracdo. Ver [8, Theorem 5.6.], [ |

Teorema A.5 (Imersdao de Sobolev). Seja p € (1,+) entdo as seguintes imersdes sao
continuas
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N,
i) W'P(Q) C LV7(Q) se p < N.

i) WhP(Q) c ¢%¢$(Q), se p > N.

Np

iii) WP (Q) C LV-2 (Q) se p < N/2.

iv) W2P(Q) c C1¢(Q), se p > N/2, onde

N N N N
[—}—H——, se [—] <=
c:=4LP p p p

_ [N] N
17,se |—| =—.
4 4

Demonstragdo. Ver [1, Theorem 5.4] [ |

Teorema A.6. Suponha que
ue |J wP(Q)
N<p<+oo
entio u € C'(Q) e é duas vezes classicamente diferencidvel q.t.p em Q. Além disso, a

derivada cldssica D%u é igual a correspondente derivada fraca g.t.p em Q para todo multi-
fndice a € NV com |a| < 2.

Demonstragdo. [23, Cap. viii, Theorem 1] |

Teorema A.7 ( Teorema de Rellich-Kondrachov). Suponha que p € [1,+c0). Entdo as
seguintes imersdes sao compactas

Np

i) W2P(Q) — L1(Q) sep<N/2parat0d01§q<N >
—<p

i) WhP(Q) < €% paratodo ¢ < yse p >N e W*P(Q) < C'¢ se p > N/2, para todo
¢ < 7, onde y é dado por

Além disso,
WhP(Q) — LP(Q),Vp € [1,+)

Demonstragdo. [24, Theorem 6.2] [ |

Teorema A.8 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p < o e g 0 seu expoente conjugado, ou
seja
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Suponha que f € LP(Q) e g € LY(Q). Entdo fg € L' (Q) e

L1781 < 1l iacoy

Demonstracdo. Ver [8, Pag. 92, Theorem 4.6], |

Teorema A.9 (de regularidade de solugdes fracas). Sejam £ um operador uniformemente
eliptico satisfazendo as hipéteses do Capitulo 1, f € L(Q), p > 1. Suponha que o problema

Lu= femQ,
Bu = 0 sobre dQ,
possua uma solugo fraca. Entdo, u € W>?(Q).

Demonstragdo. Ver [17, Theorem 9.15 e Lemma 9.17] [ |

Lema A.1. Suponha que € seja de classe C?. Entdo existem VAS c? (Q) e y> 0 tais que

d
a—l‘lllz% vxerl

Demonstracdo. Ver [20, Lemma 2.2.2] [ |

Teorema A.10 (Teorema do Trago). Suponha que Q € de classe C le sejam p € [1,+) e
I e {Ty,I'1,dQ}. Entdo existe um tnico operador linear e continuo

Tr € £W'P(Q),LP(T))

tal que

Tru=u| , YuecWH(Q)NC(Q)
r

Tr- serd chamado de operador dp traco de W' (Q) sobre I' e, para todo u € WP (Q), Tru €
LP(T') sera referido como o trago de u sobre I'.
Pela unicidade, obtemos também que

Toa =Tr, ®Tr,
Demonstragdo. Ver [24, Theorem 6.3.3.]. [ |
Este resultado nos permite definir o conjunto
Wi P(Q) := {u e WP (Q); Tru =0} = N[Tr],

onde I' € {T"y,T'1,0Q}.
Teorema A.11. Sejam I' € {I'9,I';,dQ} e p € [1,00). Entio,

, — WP (Q)
WP (Q) =Cr(@) T
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Demonstracdo. Ver [20, Theorem 4.2.2] e secao 5.3.2 de [14]. [ |

Teorema A.12 (Teorema da Funcao Implicita para espacos de Banach). Sejam X,Y,Z espacos
de Banach, U C X e V C Y vizinhancas de xq € yq respectivamente e ' : U X V — Z continua
e diferencidvel com respeito a y. Suponha também que F (xo,yo) = 0 e F,(xo,y0) seja bijetiva.
Entio, existem bolas B,(xp) C U,Bg(yo) C V € uma tnica aplicagdo continua T : B,(xp) —
Bgs(yo) tal que Txp = yo e cujas tnicas solu¢des de F(x,y) = 0 em B,(xp) X Bs(yo) sdo
(x,Tx).

Demonstragdo. Ver [11, Theorem 15.1] [ |
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