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Resumo

O método da fungéo caracteristica aplicado na renormalizacdo da energia e e da forca

resultante em um sistema com N particulas distribuidas aleatoriamente

Everton Luis da Silva e Silva

Orientador: Prof. Dr. Annibal Dias de Figueiredo Neto

Neste trabalho nés estudamos a distribuicdo de probabilidade da energia potencial de interacao
de uma particula teste imersa em um gas de NN particulas nao interagentes através de um po-
tencial central V(R) = k/R%~! definido no espaco d—dimensional, onde R ¢ a distancia entre
a particula teste e a i—ésima particula do sistema, § > 0 é o expoente associado ao médulo da
forca e k é o parametro de acoplamento. A fim de garantir um limite bem definido para a funcédo
caracteristica da energia potencial e da forca resultante sobre a particula teste nds renormali-
zamos a energia média no limite N — oo. Além disso, nds caracterizamos as condicdes para a
renormalizacdo do pardmetro de acoplamento e determinamos a relacdo exata entre o tamanho
do sistema Ly e o nimero de particulas N que garanta a convergéncia da energia. Nos mostra-
mos essencialmente a existéncia de trés regimes distintos: (i) para ¢ < d o tamanho do sistema
€ necessariamente constante e como consequéncia a energia potencial bem como a forca resul-
tante tém um valor médio bem definido com flutua¢do nula quando N — oo, caracterizando
o limite de Vlasov puro, (ii) para § > d + 1 a energia potencial e a forca ndo tém média bem
definida quando N — oo,e sdo portanto puramente causadas por flutuacdes, o que caracteriza o
limite flutuativo puro. Neste caso particular o limite termodinamico pode ser aplicado e garante
a convergéncia da energia, (iii) para d < § < d + 1 um valor médio bem definido existe para a
energia, contudo é impossivel definir uma renormalizacdo que garanta a convergéncia da forca
resultante para um vetor bem definido quando N — ~c.

Palavras-chave: Renormalizacdo da energia, funcdo caracteristica, limite de Vlasov, limite
flutuativo.
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Abstract

Characteristic function method applied to renormalize the potential energy and the resultant

average force in a N body random distributed system

Everton Luis da Silva e Silva

Supervisor: Prof. Dr. Annibal Das de Figueiredo Neto

We study the probability distribution for the potential energy of a given test particle interacting
with N random particles through a central potential V (R) = k/R°~! defined in a d—dimensional
space, where R is the relative distance between the particles, § > 0 is the power law exponent as-
sociated to the force intensity and k is the coupling parameter. In order to assure a well-defined
limit for the probability distribution of potential energy, together with the probability distribu-
tion of the resultant force we renormalize the system energy when N grows to infinity. We also
characterize the renormalization conditions for the coupling parameter and the necessary relati-
onship between the size L and the number N of the system particles. We show essentially the
existence of three possible renormalization, depending on the exponent ¢ and the space dimen-
sion d: (i) for 6 < d the system size is necessarily constant and as a consequence the potential
energy as well as the resultant force have a well-defined average value with a null fluctuation
as N — oo, characterizing the pure Vlasov limit, (ii) for 6 > d + 1 the potential energy and the
resultant force do not have a well-defined average value and are both purely due to fluctuation,
which characterizes the pure fluctuation limit. In this particular case the thermodynamic is valid
and ensures the convergence of the system, (iii) for d < § < d + 1 a well-defined average value
exists for the potential energy, however there is no possible renormalization that can be defined
in order to assure that the resultant force converges to a well-defined vector for N — oc.

Keywords: Energy renormalization, characteristic function, Vlasov limit, fluctuation limit.
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Capitulo 1

Introducao

O desenvolvimento axiomatico da teoria de probabilidades, segundo o padrdo e o rigor ma-
temadtico s6 foram satisfatoriamente desenvolvidos em um livro publicado em 1933 por A. Kol-
mogorov [1]. Neste trabalho, um dos principais de sua carreira, intitulado "Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung", Kolmogorov lanca as bases axiomaticas da teoria de probabilida-
des levando em conta os trabalhos de E. Borel sobre teoria métrica das fun¢des de uma varidvel
real. Além de Komolgorov varios outros autores, entre as décadas de 1920 e 1940, contribui-
ram grandemente para o desenvolvimento e consolidacdo desta disciplina, entre eles podemos
citar: B. de Finetti, Alexandr Yakovlevich Khintchine e P. Lévy. Dentro deste terreno fértil de
descobertas, alguns dos primeiros trabalhos de Khintchine [3, 4] e A. N. Kolmogorov fundaram
a conhecida escola de teoria de probabilidades na Universidade de Moscow.

Neste cendrio, um dos problemas mais comuns na época era definir as condi¢des para que
uma sequéncia de Varidveis Aleatdrias convirja para o dominio de atracdo da distribuicdo de
Gauss. Assim, de maneira completamente independente, A. Ya. Khitchine [8], P. Lévy [9] e W.
Feller [10] resolveram este problema e determinaram as condicOes suficientes e necessdrias da
convergéncia de uma sequencia de variaveis aleatdrias para uma distribuicdo Gaussiana. Nas
palavras de Khitchine [8]: uma distribuicdo F'(x) pertence ao dominio de atracdo de outra dis-
tribuicdo G(x) (por exemplo uma Gaussiana) quando para a soma Sy de N varidveis aleatdrias
independentes e identicamente distribuidas de acordo com F(x), existe um ntmero (y > 0, ny
tal que a distribuicdo de Sy /(x — nn tende a G(z) quando N — oc.

O Teorema Central do Limite e a Lei dos Grandes Numeros surgiram neste contexto e es-

tdo hoje entre os mais importantes resultados dentro da teoria de probabilidades. O teorema

Sn—FE[SN]

Varlon] convirja

central do limite, por exemplo, lida com as condi¢des necessarias para que

Xii
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em distribuicdo para a distribuicdo normal com pardmetros O e 1 quando N — oo, onde
Sy = X1+ -+ Xy é asoma de N variaveis aleatdrias independentes e identicamente dis-
tribuidas. Por outro lado, lei dos grandes nimeros estabelece as condicdes necessarias para que
SN%E[SN] convirja para zero, ou equivalentemente, para que SWN convirja para o valor médio (ou
esperanca) das variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas. Em ambos os
casos estas sequéncias sdo do tipo SNQLNbN, onde axy > 0 e by sdo numeros reais. Caracterizar
os possiveis limites desse tipo de sequéncia foi o trabalho da vida de muitos dos pesquisado-
res citados no pardgrafo inicial deste trabalho, jA que sequéncias de varidveis aleatdrias nédo
necessariamente convergem para uma varidvel aleatdria com distribuicdo normal como na lei
dos grandes numeros e no teorema central do limite. Deste modo, na caracterizacdo da con-
vergéncia de sequéncias de varidveis aleatorias estes pesquisadores foram levados naturalmente
ao estudo das distribuicOes infinitamente divisiveis e estdveis, as quais sdo fundamentalmente
importantes para o estudo que sera desenvolvido nesta tese.

Em 1925 A.Ya. Khitchine e A. N. Kolmogorov iniciaram um trabalho sistemdtico sobre con-
vergéncia de séries infinitas cujos termos sdo varidveis aleatérias mutuamente independentes
[6]. Neste trabalho, os autores mostraram que para uma sequéncia contavel de varidveis alea-
térias a convergéncia das médias e das varidncias garante quase com certeza a convergencia da
série. Em outras palavras, os autores mostraram que Z;V:1 X;/N = E[Sny] — E[X;] para qual-
quer sequéncia X1, Xo,--- de varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas
com variancia finita. Dizemos que, uma sequéncia de variaveis aleatérias X, X5, -- satisfaz
a lei fraca dos grandes numeros quando SN%E[SN] Lt 0, onde Sy = X7 +--- + Xy. Analo-
gamente, dizer que X1, Xo, - -- satisfaz a lei forte dos grandes nimeros significa que SN%E[SN]

converge em quase toda parte para zero. No caso em que as varidveis aleatorias sdo identica-

mente distribuidas com média F [X;] = m < oo, temos SN%E[SN] = SWN — m e portanto a lei
Sy—E[Sn] P / . Sy P / . .
Fraca ="~ — 0 € equivalente a 3}* — m. Este resultado ¢é conhecido na literatura como

a lei fraca dos grandes nimeros de Khintchin. Entretanto, se eliminarmos a condicdo de que a
média das varidveis aleatdrias € finita serd que podemos dizer que SWN converge em distribuicao
para alguma variavel aleatéria X ? Em outras palavras: o que podemos dizer do limite SWN B x?
A resposta para essa pergunta (que serd explicitamente demonstrada no proximo capitulo) é que
X é uma variavel aleatéria com distribuicao estdvel. Deste modo, para caracterizar os possiveis
limites das sequéncias de variaveis aleatérias torna-se necessario conhecer como se comportam

as classes de distribuicdes infinitamente divisiveis e estaveis e para isso torna-se indispensavel
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fazer um estudo detalhado sobre as funcoes caracteristicas.

Foi exatamente nesse cendrio que, em 1928, B. de Finetti iniciou uma sequencia de traba-
lhos [11, 12, 13, 14, 15] envolvendo fungdes com incrementos aleatdérios baseados na teoria
das distribuicoes infinitamente divisiveis (estas distribuicdes serdo abordadas com mais deta-
lhes no préximo capitulo). O problema geral analisado por Finetti em seus trabalhos, incluindo
também os casos com variancia infinita, foi investigado de maneira independente por P. Lévy
[16, 17], que estudou o comportamento das distribuicOes estdveis conhecidas por exibir va-
ridncia infinita, exceto no caso particular da Gaussiana (que é uma distribuicdo estavel com
variancia finita). O trabalho desenvolvido por Lévy, posteriormente descrito no seu livro classico
“Théorie de lUaddition des variables aléatoires” [18], apresenta uma formula geral para repre-
sentar funcdes caracteristicas infinitamente divisiveis que ficou conhecida posteriormente na
literatura como representagdo candnica de Lévy para funcgdes caracteristicas infinitamente divisi-
veis. Contudo, em 1937, em um trabalho intitulado “A new derivation of a formula of P. Lévy”
[19], Khintchine mostrou que o resultado obtido por Lévy pode ser derivado a partir de uma
extensdo do método de Kolmogorov, de modo que hoje na literatura este resultado é conhecido
como representagcdo candnica de Lévy-Khintchine para funcdes caracteristicas infinitamente divisi-
veis. Estes resultados podem ser encontrados no livro escrito por Khintchine em 1938 intitulado
“Limit Distributions for Sums of Independent Random Variables” [20]. Embora todos estes autores
tenham trabalhado de maneira independente, a importéancia dos trabalhos de A.Ya. Khintchine,

B. de Finetti e Kolmogorov, etc foi reconhecido pelo préprio P. Lévy [21], que escreveu:

“Sem pensar em minimizar o papel de Khintchine, que me antecedeu em vdrios pontos e
que sem duvida teria encontrado os pontos em que eu o antecedi, sem esquecer também
as obras anteriores de Cauchy, Pélya, B. de Finetti e Kolmogorov, creio ( também posso

dizer) que esta teoria é essencialmente meu trabalho.””

P. Lévy e A.Ya. Khintchine publicaram apenas um trabalho juntos [22] cujo principal resultado é
o teorema que estabeleca a representacdo canonica para a funcao caracteristica de distribuicoes
estaveis. E realmente uma pena que esses dois grandes génios, que deram contribuicdes tio
importantes para o campo da teoria de probabilidades, tenham publicado apenas um trabalho
juntos. O leitor pode ficar agora imaginando o que mais eles poderiam ter desenvolvido se

tivessem trabalhado juntos mais vezes.

Tradugdo livre do autor



Uma vez que todos esses resultados envolvem o estudo da convergéncia da soma de uma
sequéncia de N variaveis aleatdrias, podemos aplicd-los a fim de descrever as propriedades de
sistemas com N particulas, tais como estrelas, galaxias, particulas de um gas, etc. Em outras
palavras podemos sempre considerar que a soma de N varidveis aleatdrias pode ser interpre-
tada como a a energia potencial ou mesmo a forca resultante sobre uma particula teste imersa
num gds de N particulas ndo interagentes. Dentro do contexto da mecanica estatistica, as pro-
priedades de sistemas com N corpos tem sido extensivamente estudadas por muitos autores,
em particular no contexto da astrofisica [23, 24] e da termodinamica [25]. Além disso, muitos
resultados interessantes foram obtidos por Chavanis [26] no contexto da forca gravitacional em
d—dimensdes seguindo a mesma metodologia utilizada por Chandrasekhar [23] para a forga
gravitacional em trés dimensdes. Chavanis mostrou que em d = 3 dimensdes, a distribuicao
da forca gravitacional resultante é um tipo particular de distribuicdo de Lévy conhecida como
distribuicdo de Holtsmark [27]. Isto significa que a variancia da forca gravitacional produzida
por uma particula diverge algebricamente. Por outro lado, para d = 1 a variancia ¢é finita e
portanto a distribuicdo da forga resultante é uma Gaussiana. Em particular, o caso d = 2 é um
ponto critico pois a distribuicdo da forca é Gaussiana, embora a variancia apresente uma diver-
géncia fraca, enquanto que a calda dessa distribuicdo é algébrica e produzida pelas particulas
da vizinhanca.

Muito embora a forca gravitacional desempenhe um papel central neste problema funda-
mental de N corpos, os autores da referéncia [28] levaram em conta um modelo guiado por
uma forca cujo médulo é descrito por uma fungéo que escala com 1/7°, onde § > 0 generali-
zando assim os resultados obtidos por Chavanis. Os autores calcularam a funcéo caracteristica
da soma de N vetores aleatdérios que representam a posicdo de cada uma das particulas do
sistema em relacdo a uma particula teste. Deste modo é possivel renormalizar o valor médio
da forca resultante no limite em que N — oo sob diferentes regimes denominados: limite de
Vlasov e limite Flutuativo. Usualmente o limite flutuativo é bem definido quando o expoente da
forca é 6 > d, onde d é a dimensdo do sistema, embora este limite possa ser definido para § < d
contanto que a forca resultante média seja nula. Em contraste, o limite de Vlasov é bem definido
quando § < d , neste caso a forca resultante média converge para um vetor bem definido quando
N — oo. Estes resultados serdo descritos explicitamente no capitulo 3 desta tese.

Apesar de todo progresso reportado, surpreendentemente nao ha estudos sistematicos que

utilizem o método da funcdo caracteristica a fim de renormalizar a energia de um gas com N
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particulas. Para desenvolver este estudo, todo o framework desenvolvido por Lévy, Khintchine,
Kolmogorov, Finetti, etc serd utilizado por nés a fim de caracterizar a densidade de probabilidade
associada a energia potencial de uma particula teste imersa num gas de N particulas. Além
disso, nds aplicaremos o teorema da continuidade de Lévy a fim de garantir a convergéncia
da funcdo caracteristica e consequentemente a convergéncia da energia nos limites de Vlasov e
flutuativo, devidamente caracterizados na referéncia [28] (que serdo descritos em detalhes no
capitulo 3). Esta ndo é uma tarefa simples, pois a energia potencial se comporta de maneiras
absolutamente distintas para § = 1 e para 0 # 1 fazendo com que seja necessaria uma analise
cuidadosa da forma da funcdo caracteristica em cada range possivel de valores do expoente §.
Esta tese esta dividida em dois capitulos. No capitulo dois apresentaremos todas as nogoes
preliminares e todas as ferramentas necessdrias para o desenvolvimento dos célculos necessdrios
para atacar o problema de interesse. Além disso, ainda no capitulo dois apresentamos o célculo
explicito para a obtencdo da funcdo caracteristica que vamos usar para renormalizar a energia
do sistema. No capitulo 3 apresentaremos um breve resumo dos resultados obtidos na referéncia
[28] a fim de contextualizar os resultados originais deste trabalho. Por fim apresentaremos os

resultados obtidos ao longo deste projeto de doutorado.



Capitulo 2

Nocoes preliminares

Para a compreensao dos resultados apresentados nesta tese de doutorado € necessario o
conhecimento prévio de teoria de probabilidades, em particular sobre a convergéncia de somas
de varidveis aleatdrias. Neste sentido, este capitulo é dedicado a definir e enunciar os principais
pontos que serdo utilizados no desenvolvimento do trabalho. Por uma questdo de objetividade
apenas enunciaremos a maioria das proposicoes e teoremas, sem Nnos preocuparmos com as
devidas demonstragdes. Contudo, caso o leitor queira se debrugar nas deducoes elas podem ser

encontradas nas referencias [29, 30, 31, 32, 33].

2.1 Espaco de probabilidade

Dado um experimento aleatdrio qualquer e fixado um conjunto . ndo vazio definimos:
1. . é chamado espaco amostral ou evento certo (aquele que ocorrera com certeza),
2. um subconjunto </ de . é denominados evento
3. os elementos de . representam os resultados possiveis do experimento aleatdrio
4. o conjunto {()} é o evento impossivel

Uma vez fixado o conjunto ndo vazio ., podemos afirmar que .# é uma o—algebra de .7 se

uma colecao de subconjuntos de . satisfaz:
1. 0 e 7;

2. /¢ € .F paratodo & € .7;

11



2.1 Espaco de probabilidade 12

3. @ € #,i¢c Nimplica que | J;cy & € Z.

Deste modo o par (.¢,.%) é chamado espaco mensurdvel. Em palavras e de maneira simples,
uma sigma algebra de um conjunto . € uma colec¢éo de subconjuntos de .# incluindo o conjunto
vazio e o proprio ., de modo que a sigma dlgebra é fechada sob complementariedade e é
fechada sob unibes contaveis. Em teoria de probabilidades os elementos da o—algebra sao
considerados eventos aleatorios.

A definicdo de uma sigma algebra pode parecer um pouco assustadora a primeira vista,
contudo € necessaria uma vez que estamos interessados em associar um nimero (denominado
probabilidade) a um dado evento </ dentro de um espaco amostral .. Em outras palavras,
precisamos garantir que estes subconjuntos sdo mensuraveis, caso contrdrio nao faz sentido as-
sociar probabilidades a eles. Portanto, basicamente queremos evitar conjuntos ndo mensuraveis
na nossa teoria e é exatamente isso o que a o —algebra definida anteriormente faz!

Os axiomas

Dado um espaco mensuravel (., .%), uma medida de probabilidade é uma funcdo P : . ¥ —

[0, 1], tal que:
1. P(</) > 0;
2. P(¥)=1;

3. se o7; com i € N sdo conjuntos mutuamente exclusivos (disjuntos) entdo P (U

2ien P ().

o) =

€N

Deste modo, definimos que uma medida em . é uma funcdo que associa aos subconjuntos
de .#! um ntmero real entre zero e um. E importante notar que s6 é possivel definir esta
medida pois os subconjuntos de . pertencem a uma sigma algebra. Assim, essas condicoes sdo
os axiomas da teoria de probabilidade, de modo que qualquer conclusdo é baseada direta ou

indiretamente dos axiomas e apenas dos axiomas.

Definicao 2.1. (Espaco de Probabilidade). Chamamos de espago de probabilidade o trio defi-
nido por (., %, P).

Em palavras, um espacgo de probabilidade é bem definido se temos um espaco amostral .7,

uma o—algebra .% é uma medida P.

10s subconjuntos de . sdo a prépria o—algebra.
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Definicao 2.2. (Varidvel aleatéria). Seja (., .#, P) um espaco de probabilidade, uma funcéo
X : ¥ — R serd chamada de varidvel aleatdria se for uma funcdo mensuravel, isto é, se para

todo z € R, {X < z} é um evento aleatério.

Desta maneira, uma variavel aleatéria (VA) é uma funcdo X que associa a cada resultado
possivel ¢ de um experimento aleatério um ntmero real X(¢{). Uma questdo que em geral
surge quando estamos lidando com fenémenos aleatérios é o problema de determinar a proba-
bilidade de uma varidvel aleatéria X assumir um valor menor que um dado z real, ou qual a
probabilidade de X estar dentro de um intervalo continuo [z1, z3]. Conforme a defini¢do (2.2)

probabilidades sdo atribuidas apenas a eventos aleatdrios representados por:
{X <z}

Esta notagdo representa um subconjunto de . formado por todos os resultados ¢ tal que X (¢) <
x. Em geral é comum lidar com eventos aleatdrios independentes, isto é, quando a ocorréncia

de um evento ndo altera a probabilidade do outro.

Definicdo 2.3. (Eventos aleatérios independentes). Os eventos aleatdrios <7 com i € N sdo

ditos independentes se P (ﬂf\il szfz) = Hf\il P(<).

Para concluir a nossa andlise é importante ressaltar que {X < z} ndo é um conjunto de
numeros, mas sim um conjunto de resultados experimentais. Por exemplo, no experimento de
lancar um dado nds podemos associar para cada um dos seis resultados possiveis (; os numeros
X(¢;) = 10i onde i = 1, ...,6. Sendo assim o conjunto {X < 35} consiste dos elementos (;, (2, (3
pois X ({;) < 35apenas sei = 1,2 ou 3. De maneira similar, a notacdo {z; < X < x5} representa
os subconjuntos de . que contém todos os resultados ¢ tal que z; < X(() < z2 onde x; e x2
sdo dois numeros dados. Por fim, a notacdo {X = z} é um subconjunto de . consistindo de
todos os resultados (¢ tal que X (¢) = z. Em aplicacOes praticas estamos em geral interessados
em determinar a probabilidade de uma varidvel aleatdria assumir um valor em uma certa regido
na reta real.

A probabilidade de uma varidvel aleatéria X assumir um valor real x é denotada por P(X =
x). Quando os valores assumidos pela varidvel aleatdria sdo discretos, isto é, X € {z1,x2...}

definimos a funcdo de probabilidade?, fx(rx) = P(X = z) tal que, como consequéncia dos

2As vezes também denominada funciio massa de probabilidade.
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axiomas apresentados no inicio deste capitulo podemos afirmar que

Y fx(z) =) P(X=x)=1 2.1)

A fim de elucidar a compreensao sobre o significado da funcédo de probabilidade, vamos consi-
derar o lancamento ao acaso de uma moeda no qual, naturalmente, apenas dois resultados sdo
possiveis: cara, denotado por h e coroa, denotado por t. Assim, o espago amostral é o conjunto
& = {h,t}. Podemos entdo definir que X({ = h) =0e X (¢ =t) = 1 s@o os dois tnicos valores
possiveis que esta variavel aleatéria pode assumir, entdo as respectivas probabilidades de cada
evento sdo P(X =0) =pe P(X = 1) = ¢q. Sendo assim, a funcdo de probabilidade fica definida
como

p se zx=0,
fx(z) = (2.2)

q se x=1,

tal que pela equacdo (2.1) podemos afirmar que p + g = 1.

2.2 Funcao distribuicao e funcao densidade de probabilidade

Os elementos do espago . que estdo contidos no evento {X < z} mudam a medida em
que o numero x assume diferentes valores. A probabilidade P{X < z} do evento {X < z} é
portanto um ndmero que depende de z. Esse nimero é denotado por F,(x) e é conhecido como

fungdo distribui¢do acumulada da varidvel aleatoria X.
Definicao 2.4. (Funcdo de Distribuicdo). Seja um espaco de probabilidade (., #,P) e X :
& — R uma variavel aleatéria. Definimos a funcao distribuicdo de X, F': R — R por

F(z)=P{X <z} (2.3)

com as seguintes propriedades:

Proposicdo 2.1. Seja F' : R — R uma funcdo distribuicdo, entdo vale que
1. F(oo)=1e F(—o0) =0
2. Euma funcao crescente, isto é, se x1 < x3 entdo F(z1) < F(z2)

3. Se F(zp) = 0 entdo F(x) = 0 para todo = < x
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4. P(X >z)=1—-F(x)
5. P{x1 <z < x9} = F(x2) — F(x1)

Em vez de trabalhar com a funcéo distribuicdo é muitas vezes mais util utilizar a funcdo densidade

de probabilidade px (x) definida da seguinte maneira

px(x) = . 2.4)

Definicdo 2.5. Dizemos que X € uma variavel aleatéria absolutamente continua se existe uma

funcdo p: R — R tal que a funcéo de distribuicédo é dada por

F(z)= /Oo px(z)dz,Vr € R (2.5)

—00

Proposicao 2.2. (Propriedades da Funcao Densidade). Se px é uma funcio densidade, entao

valem as seguintes propriedades
L px(z) =20
2. [Z px(z)de =1
3. [;7 px(x)de = P{zy <z < x9} = F(x2) — F(a1)

Definicdo 2.6. (Varidveis Aleatdrias Independentes). Duas varidveis aleatdrias X e Y sdo ditas

independentes se px y(z,y) = px(x)py(y) ou equivalentemente F(z,y) = F(x)F(y).

Deste modo, a funcido densidade de probabilidade desempenha um papel similar ao da funcéo
de probabilidade (2.1) definida previamente para varidveis aleatdrias discretas. Em outras pa-
lavras, a funcdo densidade determina a probabilidade de uma variavel aleatéria assumir valores
dentro de um intervalo definido. Esse intervalo pode ser um intervalo na reta real para uma
variavel unidimensional, ou pode ser um volume no espago d—dimensional quando estamos tra-
balhando com vetores aleatérios. Além disso, podemos definir a média da variavel aleatéria X

através da funcdo densidade da seguinte maneira:

Definicao 2.7. (Esperanca ou média). Seja X : . — R uma varidvel aleatdria cuja funcéo

densidade € p. A esperanca ou média de X € definida como

E[X] = /Oo xpx(z). (2.6)
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desde que a integral seja bem definida. Se E [X] < oo dizemos que X ¢ integravel.

Proposicao 2.3. (Propriedades da média). Sejam X,Y :: . — R varidveis aleatdrias integra-

veis. Entdo valem as seguintes propriedades:
1. E[aX +bY] =dE[X] 4+ VE[Y]Va,b € R;
2.se X <Y,entao E [X| < E[Y];

3. Se Xy,---, Xy sdo varidvel aleatéria independentes, entdo E [ X1, - , Xn] =E[Xq]-----

E[Xn];

4. para toda funcdo mensurédvel ¢ : R — R a esperanca de uma varidvel aleatéria ¢(X) é

dada por
Ewaﬂz/ o (x)dF ().

— 00
No caso em que a varidvel X for absolutamente continua com densidade px(x), segue da
definicdo 2.5 que

Ble(0)] = [ plahpx(@)da.

— 00

Definicao 2.8. (Momentos). Seja X uma varidvel aleatéria e a € R. Definimos o k—ésimo
momento de X em torno de a como E(X —a)*. Se a = E [X], entfio E(X — E [X])¥ é 0 k—ésimo

momento central de X.
Naturalmente o primeiro momento de X é a propria média E [X].

Definicdo 2.9. (Varidncia). A variancia da varidvel aleatéria X corresponde ao segundo mo-

mento central de X, isto é,

Var [X] =E(X —-E[X])? =E[X?] - (E[X])? 2.7)

2.3 Sequéncia de variaveis aleatdrias

Ao longo desta tese estamos interessados em trabalhar com sequéncias de variaveis aleatdrias
uma vez que nosso objetivo final (desenvolvido no capitulo 3) é descrever as condicdes de
renormalizacdo de um sistema com N particulas, onde iremos considerar que a posicéo relativa

entre essas particulas e uma dada particula teste é um vetor aleatério X. Com isto em mente,
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podemos dizer que um vetor aleatdrio é o vetor

—

X = (X1, ,Xg) (2.8)

cujas componentes X; sdo varidveis aleatérias. Assim, da mesma maneira que fizemos ante-
riormente, podemos definir a funcdo de distribuicdo associada a essa sequéncia da seguinte

maneira:

Definicdo 2.10. Sejam X;,---, X, varidveis aleatérias definidas no espaco de probabilidade

(7,.F, P). A fungdo distribuicdo multivariada (ou conjunta) é a funcdo F : R* — R dada por
F(xy,...,xq) = P{X1 <21,...,Xg < x4} = P{X € D} (2.9)

Assim, a probabilidade de X assumir qualquer valor em uma dada regiio D do espaco d—dimensional

é dado por
P{X €D} = / Px1, X, (X1, xg)dry .. dxg, (2.10)
D
tal que
adF<J}1 NN l’d)
= (T) = = 2 2.11
pX(x) le ..... Xd($17 )xd) 81'17 L 78xd ( )

¢ a func¢do densidade de probabilidade multivariada.

Proposicao 2.4. Se Xy, -, X, sdo independentes, entdo
d
F(xy, - xq) = [ [ Flai),V(z1,- - 2q) € RY (2.12)

2.3.1 Transformacoes

Funcoes densidade se comportam de maneira bastante peculiar sob mudancgas de varidveis.
Sendo assim, vamos considerar dois vetores aleatorios X e Y em d dimensdes e uma transfor-
macgéo 7' : X — Y de um conjunto de varidveis X para outro conjunto de varigveis }7'()? ). A
fim de preservar a probabilidade em qualquer volume do espaco precisamos modificar a funcdo
densidade. Vamos representar as funcdes densidade associadas a essas varidveis por p¢(Z) e
py(#/). Consideremos agora um pequeno volume JV em torno de um ponto arbitrdrio Zy per-
tencente ao espaco de X. Esse volume serd transformado para um volume 7'(6V) em torno do

ponto 7(Zy) no espaco de Y, conforme ilustrado na figura 2.1.
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X3 ¥3

08V T, AT(8V)
(%)

=

y

b X2 . y2

— —

1 Y1

Figura 2.1: Transformacdo de um volume 0V representado pelo desenho de um circulo para um
volume 7'(§(V')) representado pelo desenho de um triangulo.

Como estamos falando do mesmo evento precisamos considerar que a probabilidade asso-
ciada a um volume do espago deve ser a mesma em ambos os sistemas de coordenadas, tal

que

/ po(@)di = / pe (9. 2.13)
% geT(8V)

Assim, supondo que a densidade é aproximadamente a mesma em §V e em 7'(§V) podemos

escrever

| os@dimpg@)sv e [ pp(@di pp )TV, (2.14)
Zesv geT(6V)
Essa aproximacdo tornar-se-a exata no limite 6V — 0, isto é:

. (2.15)

- Sy T oV

A razdo entre esses dois volumes é dada pelo valor absoluto do determinante da jacobiana

L OV
sV0 T(3V)

= | Tz ((Z0))] (2.16)

tal que o determinante da jacobiana para o mapeamento de ¥ para Z(%) calculada no ponto 7 é

dada por
dz1(y) Oz2(y) Ozn(y)
o1 Jy1 T oY1
8(901 ) X ) 8151(1/) 8522(31) T 8%”(3/)
J- = i _ ) AL Y2 Y2 Y2 2.17
v (@) ’ (Y1, Y2, --Yn) . : : ( :
Oz1(y) Oz2(y) 0z (y)
8yn 0yn U 8yn
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O determinante da jacobiana mede a variacdo local de um volume infinitesimal de lado dx; em

relacdo a um volume infinitesimal de lado dy;

/ 9(F)dz = / 9 (E ) Ty ()1 2.18)
7esV FET(V)

T

Desta maneira, a condi¢do de que a probabilidade é preservada em qualquer volume do espaco

sob mudanca de coordenada pode ser escrita como

py(§) = pg(Z(H)]Jg-z(G)|- (2.19)

Em uma dimensao podemos escrever

dx

)l (2.20)

py (y) = px(z(y))

Este resultado é fundamental para o desenvolvimento do modelo que serd desenvolvido nesta
tese (no capitulo 3) uma vez que nosso foco principal é estudar o comportamento de uma
sequéncia de variaveis e vetores aleatdrios que representam, respectivamente, a energia poten-
cial e forca resultante média sobre uma dada particula teste imersa em um gas de N particulas

nao interagentes.

2.4 Funcao caracteristica

Estudar o comportamento de uma sequéncia de variaveis aleatdrias ndo é em geral uma
tarefa simples. Contudo podemos definir uma funcdo complexa ¢ : R — C que forneca uma rota
analitica alternativa para que ndo precisemos trabalhar diretamente com funcoes distribuicéo e
densidade. Esta funcio é denominada funcéo caracteristica do vetor aleatério X e ¢ definida

como a transformada de Fourier da funcdo densidade.

Definicdo 2.11. Seja X = (X1, ,X4) um vetor aleatério d—dimensional, tal que X; onde
i =1,---,d sdo variaveis aleatdrias continuas. Define-se como funcéo caracteristica ¢(2) do

vetor aleatério X a funcdo ¢ : R? — C definida por

ox(2) =E [eﬁ'ff } . [cos(,z. )2)} +iE [sin(z- )Z')} . (2.21)
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Da proposicdo 2.3 segue imediatamente que

ox(2) = / h cos(Z - Z)dF (&) + i / h sin(Z - Z)dF (Z),VZ € RY. (2.22)

—00 —00

talque 7 € Rl e - & = 2121 + --- + 2z4r4. Se X é absolutamente continuo, entfio a funcfio

densidade p () existe, de modo que a fungéo caracteristica assume a forma

o(2) = / po (@) EaT (2.23)
Rd
A densidade p () de uma realizacdo simultdnea ¥ = (z1,--- ,z4) de cada componente de X

satisfaz as propriedade definidas na secdo 2.2, ou seja, p¢(Z) > 0 e [pq pg(Z)dZ = 1. E comum

na solucdo de problemas praticos usar o logaritmo natural da funcao caracteristica
U(2) =1Inp(2), (2.24)
de modo que ¥(Z) é conhecido como segunda fungéo caracteristica de X .

2.4.1 Funcdo caracteristica para uma soma de vetores aleatdrios independentes

Vamos considerar agora uma sequéncia S definida como a soma de N vetores aleatorios
independentes e identicamente distribuidos, isto é, S = X; + X5 + ... + X . Assim, a cada vetor
aleatdrio d—dimensional X; associamos uma funcéo densidade de probabilidade p ¢ (7;), onde

T

i=1,2,..N.

Teorema 2.1. Se § = X’l +)?2+...—|—)?N, onde X’l, o X’N sdo VA's independentes e identicamente

distribuidos, ento a funcio caracteristica de S é dada por ® §(2) =g (2)9x, () oz, (2) =

Demonstrag¢do. Sabemos que a fun¢do densidade da soma de dois ou mais vetores aleatdrios
independentes ¢ a convolugéo de suas densidades individuais, isto &, p5(Z) = pg (T1)*px, (T2)*
* pg,(Zn). A fim de obter a funcdo caracteristica associada a soma dessas IV varidveis

aleatdrias tomamos a transformada de Fourier p(¥) e obtemos

Flos@} = [ ps(@)eds = ag(:) 2.25)
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portanto

B(2) = Flpg, (1) * pg, (@) * .. *pg (Fn)} (2.26)

Entretanto, sabemos que o teorema da convolucao estabelece que a transformada de fourier da
convolucdo de duas ou mais funcoes € igual ao produto das transformadas de Fourier de cada

funcéo individual, o que nos leva a seguinte conclusao

Flog, (@) xpg, (@)« ... *pg (@n)}=Flpg (@)} Flpg, (@)} . - Flog, (@n)}
(2.27)
tal que F{pg (7))} = ©(%)® nada mais é do que a funcio caracteristica do vetor aleatério X;.

Desta maneira, a equacgao acima tornar-se-a

= —

©5(2) = ¢z (2) 05,2

= [e(@I", (2.28)

Como queriamos mostrar. O

Teorema 2.2. Seja X uma varidvel aleatdria cuja funcdo caracteristica é o, entdo X € integravel
se, e somente se, ¢ é uma funcio de classe C'. Ao mesmo tempo, X tem varidncia finita se,
e somente se, ¢ é uma funcfo de classe C2. Em particular, E[X] = —iyp/(0) e Var[X] =

—¢"(0) + ¢'(0)%.

2.5 Convergéncia de sequéncias de variaveis aleatdrias

Seja {Xn}n>1 uma sequéncia de VAs, tal que as sequéncias {Fx }n>1 € {¢n}n>1 sdo for-
madas, respectivamente pelas funcoes de distribuicao e fungdes caracteristicas correspondentes.
A questao que surge € a seguinte: se uma das sequéncias converge de alguma forma, entdo o
que deve acontecer com as demais? De fato, hd uma relacdo biunivoca entre func¢éo distribuicdo
e funcdo caracteristica, e portanto é completamente natural pensarmos que se garantirmos a
convergéncia da funcdo caracteristica entdo a funcao distribuicdo também converge. De fato

isso ocorre e pode ser sintetizado a partir da definicdo e dos teoremas descritos abaixo.

Definicdo 2.12. Seja {Xy}n>1 uma sequéncia de VAs, e seja {Fn}ny>1 a sequéncia de fun-

coes de distribuicdo correspondente. Dizemos que {Fy}y>; converge fracamente para uma

30Omitimos o indice i em (g) pois as varidveis aleatérias sdo identicamente distribuidas.
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N—o0

distribuigio F se Fiy(z) F(z);

Teorema 2.3. Seja a sequéncia {Fiv }y>1 de funcdes de distribui¢do, entdo { Fiy } y>; converge
fracamente para F' se e somente se a funcdo caracteristica da sequéncia ¢y (z) converge para

alguma funcdo ¢(z) a medida que N — oo, isto é, o (2) Ao, o(2).
Assim, podemos finalmente enunciar o teorema de P. Lévy

Teorema 2.4. (Teorema da continuidade de Paul Lévy). Sejam as funcdes de distribuicdo
Fi,F,,... e ¢1,p9,... as funcdes caracteristicas correspondentes. Se py converge para uma

certa funcdo ¢ entdo temos que

1. existe uma funcao de distribuicdo F' tal que Fy converge fracamente para F;

2. ¢ é a funcédo caracteristica correspondente a F'.

2.6 Distribuicoes infinitamente divisiveis

Na secdo anterior discutimos a convergéncia da funcéo distribuicdo e da funcao caracteristica
associada a uma sequencia de VA's { X } y>1. Contudo o que podemos dizer da convergéncia da
prépria sequéncia { X} y>1? Conforme discutimos na introducéo desta tese, sabemos que se a
média e a varidncia da sequéncia sdo finitas e bem definidas entdo a lei dos grandes nimeros
e o teorema central do limite descrevem bem a convergéncia desta série. Por outro lado se a
condicdo de média finita ndo é garantida entdo o que deve acontecer?

Para responder essa pergunta vamos considerar as sequéncias de nimeros reais {ay}n>1 €

{bn}n>1 tais que by < oo e ay < oo para todo N. Assim, vamos definir a varidvel Xy ; =

Xk by

k- Nh onde 1 < k < N. Note que ndo estamos fazendo nenhuma consideracido em relacio

a média ou a varidncia da varidvel aleatéria X ;. Portanto, a sequencia {Xxy}ny>1 pode ser

escrita como

N  Vezes
T N—
Xi+--+Xy bv+---+by
ANpt-+ Xvy = : an - Nay ’
_ Xi+--+ Xy  Nbn
N an Nay’

_ Sv-by (2.29)
an
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onde Sy = X + --- + Xn. Deste modo podemos escrever o seguinte arranjo triangular

Sl—bl
= X
a 1,1
Sy —b
ERELC - Xo1+ Xopo
a
Sy —0b
% = XN,1+XN72+"'+XN,N
N

Assim, de acordo com o teorema 2.1 podemos afirmar que, para todo N > 1, existe uma fungao

caracteristica

(I)(Z) = SOXN,l(Z) "PXN2 (Z) e PXNN ('Z) = [SO(Z)]N : (2.30)

Deste modo podemos afirmar que (Veja a demonstragdo do 2.1)

F(z) = Fxy, * Fxy,*x o xFxyy, (2.31)
onde F(x) é a funcdo distribuicdo da sequéncia % =Xn1+ Xn2+ -+ Xy n. Com base
nestes resultados podemos enunciar a seguinte definicdo:

Definicdo 2.13. Seja Xuma varidvel aleatéria cuja funcdo de distribuicdo é F'(z) e a funcéo

caracteristica € ® entdo X tem distribuicdo infinitamente divisivel se:

1. para todo N > 1 existem VAs Xy 1 + Xn2 + - + Xy v independentes e identicamente

distribuidas tais que X 2 Xni1+Xno2+ -+ XN N

2. paratodo N > 1 existe uma funcéo caracteristica ®(z) tal que ®(z) = px,(2) - Pxy,(2) -

N
—pxan (2) = ()]
Desta maneira fara sentido nos referirmos também a fungéo caracteristica ® como infinitamente
indivisivel.
2.7 Limites de somas de variaveis aleatdrias e distribuicOes estaveis

Vimos na secdo anterior que se uma sequéncia do tipo W converge para uma variavel

aleatdria X entdo sua distribuicdo sera infinitamente divisivel. Nesta secdo estamos interessados
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em definir o que sdo distribui¢des estaveis. Conforme veremos no capitulo 3 precisamos garantir
que a funcéo caracteristica de uma soma de VAs S = X;+Xo+...4+ Xy seja convergente quando
o numero de particulas cresce ao infinito garantindo a validade do teorema da continuidade de
Lévy. Neste cendrio, o conceito de distribuicdo estdvel é fundamental no trabalho que vamos
desenvolver. Para compreender melhor do que isto se trata vamos estudar a funcao caracteristica
nos casos particulares em que a varidvel aleatéria em questdo tem distribuicdo Gaussiana ou

distribuicdo Lorentziana.

2.7.1 Distribuicdo de Gauss

Definicao 2.14. A variavel aleatéria X tem distribuicdo normal padrao se ela tiver funcéo den-

sidade dada por

1 2
px(x) = me_T,Vx eR. (2.32)

Contudo, podemos alterar sua amplitude da distribuicdo por um parametro o e desloca-la

no eixo das abscissas por um parametro u a fim de obter uma distribuicao centralizada. Assim

podemos definir:

Definicao 2.15. Uma varidvel aleatdria Y tem distribuicdo normal com parametros i e o se
tivermos Y = 0X + pu, onde X tem distribuicdo normal padrdo. Neste caso escrevemos X ~

N(u,o?).

Teorema 2.5. A fungdo caracteristica correspondente a distribuicdo normal com parametros

eo?é

p(z) = exp (iuz - 20222> (2.33)

Demonstragdo. Pela definicdo, a funcdo caracteristica de Y é dada por

o(y) = / oy (y)eVdy. (2.34)

Contudo, pela equagéo (2.20) podemos facilmente mostrar que

1 z?
py (y) = WG_T, (2.35)

“Onde X, representa a posicio relativa entre a i—ésima particula do sistema e uma dada particula teste.
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assim, como Y = o X + u, temos

el 2
_ —Z tizox
o(z) = Noroe e 2 odz,
_ ezu e_%azzz /6_;(I_iza)2dx,
V2o
1
= exp (iuz — 20222> . (2.36)

O

Vamos considerar agora uma sequéncia S = X; + X» + ... + Xy de varidveis aleatdrias
independentes e identicamente distribuidas. Concluimos imediatamente pelo teorema (2.1)
que

N
$g(z) =exp <iNuz — 20222) , (2.37)

qualquer que seja NV, onde ®¢(z) é a funcdo caracteristica associada a soma de varidveis aleaté-
rias definidas.
Aplicando a transformada inversa de Fourier concluimos que a densidade de probabilidade

associada a soma tornar-se-a

1 (@—p)?
S €T = 767 ONo2 . (2.38)
ps() 27t N o2

Portanto, a densidade associada a soma é também Gaussiana.

Afirmagdo 2.1. Sejam X1, X,,..., Xy VAs independentes com distribuicdo de Gauss e seja S =

X1+ X2+ ... + Xn. Entdo a soma normalizada dessas VA's também tem distribuicdo de Gauss.

Coroldrio 2.1. Se Y tem distribui¢do normal com pardmetros e o, entio E[Y] = pe VarY =

a2

~ . 2,2 / ~ ] ~
Demonstragdo. Do teorema 2.5 ¢y (2) = exp (zuz - %) é a funcdo caracteristica de Y, entéo

2.2
¢©'(2) = (ip—o*2)exp (z',uz - 022 ) ) (2.39)

0222
O'(z) = (i,u o2y — 02) exp (i,uz - > ) (2.40)
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que sdo fungdes continuas em R com ¢'(0) = ip e ¢”(0) = —o? — p?. Segue do teorema 2.2 que
E[X] = —i¢'(0)=pu (2.41)

Var[X] = —¢"(0)+¢'(0)* =0 (2.42)

Como queriamos demonstrar O

2.7.2 Distribuicado de Lorentz

Definicao 2.16. A variavel aleatéria X tem distribuicdo de Lorentz padrao se

1

- m7 (2.43)

px(z)

Assim como fizemos anteriormente, podemos alterar a amplitude da distribuicdo por um pa-
rametro o e deslocd-la no eixo das abscissas por um parametro ;. a fim de obter uma distribuicéo

centralizada. Assim podemos definir:

Definicao 2.17. Uma variavel aleatdria Y tem distribuicdo de Lorentz com parametros u € R e

v>0seY =~X + pu,onde X tem distribuicdo de Lorentz padrao.

Teorema 2.6. A funcéo caracteristica correspondente a distribuicdo de Lorentz com pardmetros
ne-yeé

p(2) = exp (ing —7|z]) - (2.44)
Demonstragdo. Pela equacdo (2.20) podemos facilmente mostrar que

1

= 2.45
Py (W) 7 (1 + z2) (2.45)
assim, como Y = yX + u, temos
eizu eizvx
= d
o(2) pom / TR
= e re !
T )
= exp (iuz —7v|z|). (2.46)

Como queriamos mostrar. O
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De maneira andloga ao que fizemos no caso da distribuicdo de Gauss vamos considerar agora
uma sequéncia S = X; + Xy + ... + X de varidveis aleatdrias independentes e identicamente

distribuidas. Mais uma vez concluimos imediatamente pelo teorema (2.1) que

On(z) = exp(iuNz—~yN|z|). (2.47)

Aplicando a transformada inversa de Fourier obtemos a densidade de probabilidade associada a

soma
1 [t .
p(e) = o /_ _ dq®n(q)e ",
_ jr(NVJ)\g . (2.48)
Afirmagdo 2.2. Sejam X1, Xs,..., Xy VAs independentes com distribuicdo de Lorentz e seja

S = X1+ X2+ ... + Xy. Entdo a soma normalizada dessas VAs também tém distribuicao de

Lorentz.

Comparando as equacgdes (2.44) com (2.33) observamos que a func¢éo caracteristica associ-
ada aos processos de Gauss e Lorentz possui a mesma forma funcional que podemos generalizar

como

©(qg) = exp(iuNz—olz[?), (2.49)

tal que o = 1 para Lorentz, o = 2 para Gauss e o € um parametro de escala. Sendo assim,
podemos observar que a densidade px () associada a soma de N varidveis aleatdrias idénticas é
também uma Lorentziana. Em outras palavras, a distribuicdo da soma de N variaveis aleatorias
Lorentzianas também é Lorentziana. Este resultado é bastante curioso, pois em vez da distri-
buicdo da soma se tornar uma Gaussiana ela permanece Lorentziana. Portanto, dizemos neste
caso que a distribuicdo de Lorentz é uma distribuicdo estavel, pois sua convolucdo resulta
numa mesma distribuicdo. Usando este raciocinio, podemos entio afirmar que a distribuicdo
Gaussiana é também estavel. Com base nesses resultados podemos dizer que uma distribuicdo

¢ estavel® se satisfaz a seguinte definicio:

Definicao 2.18. Seja Xi,- -, Xy cdpias de uma varidvel aleatéria X. Entdo dizemos que a

distribuicdo de X é estavel se a variavel aleatdria X; + --- + Xy tem a mesma distribuicédo de

>do inglés: Stable laws, a—stable, ou Lévy stable distribution
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X.

Proposicao 2.5. Seja X uma variavel aleatdria cuja funcao caracteristica é ¢, entdo as seguintes

afirmacoes sdo equivalentes:

1. X tem distribuicdo estavel,

2. Para todo n > 1 existem varidveis aleatérias X1, ..., Xy independentes e identicamente

. . , . D
distribuidas a X, e constantes ay e by tais que ay X + by = X1,..., Xn;

3. para todo N > 1 existem constantes ay e by tais que (p(z))" = p(ayz)e®N,
No caso da distribui¢do Gaussiana, por exemplo, temos:

o222

2

(o(2))N = exp (iz,u, — )N = (Wz) exp (itu(N — \/N)) = planz)e®,  (2.50)

tal que a, = VN e by = (N — +/N)u. De modo anélogo é facil mostrar que no caso da

distribuicdo de Lorentz ay = N e by = 0.
Proposicao 2.6. Toda distribuicdo estdvel é infinitamente divisivel.

Este resultado é bastante interessante e deve deixar o leitor se questionando “que outros tipos
de distribui¢oes também gozam dessa propriedade?”. Lévy [5] e Khintchine [22] resolveram
esse problema analiticamente e determinaram a forma da funcéo caracteristica de toda a classe
de distribuicdes estaveis. O resultado obtido por esses autores pode ser condensado no teorema

que segue.

Teorema 2.7. (Representacdo canodnica de Lévy-Khintchin). Toda func¢éo caracteristica estavel

pode ser representada canonicamente por

Inp(z) = ipz —olz|* [1 — zﬂé tan (ga)} a# 1, 2.51)

mz—a\z|[1+ﬁzgln|z|}. a=1

IBR:

onde0<a<2 —-1<f<1l,o>0e ﬁ = 0set = 0. A forma analitica de uma distribuicdo

estdvel de Lévy € conhecida apenas para os seguintes valores de « e 3:
1. a« =1/2e =1 (Distribuicdo de Lévy),

2. a =1, f =0 (Distribuicdo Lorentz),
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3. a =2, f =0 (Distribuicdo Gaussiana).

Coroldario 2.2. Seja X uma varidvel aleatdria com distribuicdo estdvel e funcdo caracteristica

dada em (2.51), entdo segue que:
1. X ndo é integravel para 0 < a < 1;
2. E[X]=pparal < a <2
3. Var[X] =20 para o = 2;
4. VarX = oo para < a < 2.

Demonstracdo. Se o # 1, temos pelo teorema 2.7 que,

(o) = [iu —ao (1 +iftan %) zafl] o(z), se z>0 (2.52)
lip+ao (1 —iftan %) (—2)* ! p(z), se z2<0

» {—cw(a —1) (1 +iftan ) 222 + [ip — ao (1 + if tan ) za_1]2} o(z), se z>0
P"(2) =
{—aa(a —1) (1 —iftan Z) (—2)* 2 + [ip + o (1 — if tan ) (—z)afl]z} o(z). se z<0

Assim, para 0 < a < 1 temos

lim o' (2)] = oo, (2.53)
z—0

. " o

ll_r)r(l)\go (z2)] = oo. (2.54)

Logo, pelo teorema 2.2 X ndo é integravel e Var [X]| diverge. Para 1 < a < 2 temos que

lim ¢'(2) = iy, (2.55)
z—0
lim [¢"(2)] = oo. (2.56)
z—0

Portanto, pelo teorema 2.2 concluimos que E [X] = p e Var [X] diverge. Por outro lado, para

a = 1 temos pelo teorema 2.7

¢'(z) = | (2.57)
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Assim, concluimos que

lim [¢'(2)] = oo, se B#0 (2.58)
z—0
linégo'(z) = i—0c#1+4+0, se =0 e o#0 (2.59)
Z—

e portanto X néo é integrével e Var [X] diverge. Por fim, para o = 2 temos ¢(z) = exp (ipz — 3022?)

de modo que pelo coroldrio 2.1, E [X] = p e Var [X] = 20. O

A fim de compreender o comportamento das distribuicoes estaveis no limite assintético z — oo
vamos considerar uma distribui¢do estdvel simétrica (5 = 0) com média nula (¢ = 0), de modo

que a respectiva funcido densidade pode ser escrita como

px(z) = 1 /00 e 17" cos(zx)dz. (2.60)
0

s

fazendo uma expansdo em série de poténcia para o = 1 e |z| >> 0 [34] obtemos

1 (-DFT(ak +1) . [kra
p(x) = - kzl PEREEE sin | —5 + R(|z|), (2.61)
tal que R(|z|) = O (|z|7*"*V~1) e I'(z) é a fungdo gama de Euler. Assim concluimos que a
funcdo densidade de uma distribuicdo estdvel se comporta assintoticamente como uma lei de

poténcia, isto é,
I'(1+ «a)sin(ra/2) 1
7l [I+e |z e

px(x) ~ (2.62)

A distribuicdo definida em (2.62) é conhecida na literatura como distribuicdo de Pareto [35].
Em outras palavras, podemos afirmar que o comportamento assintdtico de distribui¢des estaveis
de Lévy converge para a distribuicdo de Pareto. A fim analisar o comportamento dos momentos
estatisticos desta distribuicdo assintética, vamos considerar a densidade (2.62) ndo normalizada
e analisar como o primeiro e o segundo momento se comportam em relacdo a . O segundo

momento pode ser calculado a partir de

9 00 x2

min
[e.9]
—a+2

x T (2.63)

Tmin
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De modo andlogo o primeiro momento tornar-se-a

o x

—art1]% (2.64)

xX T

Tmin
Assim, a partir das equagdes (2.63) e (2.64) concluimos que:

1. o primeiro e o segundo momento divergem para o < 2, ou seja, distribui¢cdes estaveis de

Lévy tém varidncia e média divergente quando a < 2,
2. o primeiro momento ¢€ finito se o > 1.

Em sintese, quando «a < 2 a variancia € infinita, quando « > 1 a média da distribuicdo existe e
é igual a p, jd quando o = 2 a distribuicdo gaussiana resulta. Estes resultados estdo de acordo

com o corolario 2.2.

2.8 Representacao canoOnica da funcao caracteristica

Vamos considerar um vetor aleatério U € R? cuja densidade p (1) € definida como

pp(@) = - (2.65)

tal que u. > 0, @ > 0. Além disso, C(@) e f(u) sdo duas funcdes ndo negativas definidas de um
modo tal que p; (%) € normalizada. Portanto, a fungéo caracteristica do vetor aleatdrio U é dada

por

oo ilu|a-Z
C(a) / edm] dS,. (2.66)

|m1+a
C

xyﬁ(Z):/ ei“'Zdﬁ+/
|| <ue WESy

Fazendo y = || e 4- Z = z podemos escrever a integral sobre a varidvel radial da seguinte forma

00 eizy
Ja(z) = /R dy, (2.67)

yl—l—a

na qual a, R > 0 e z € R. Fazendo a transformacao £ = zy para z > 0 chegamos a

oo i€
Ja(2) = 2° / e, (2.68)

R £1+a
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Vamos considerar inicialmente que « é um néo inteiro positivo. Expandindo a exponencial em

série de poténcia obtemos

e = P(i€) + R(i€) (2.69)
onde
PNk
Plic) = Z]j) (2.70)
:oo .\
R(i) = ). (zg,), (2.71)
k=p+1 ’

de modo que p é o maior inteiro menor que «, isto é, p < a < p + 1. Assim, a equacdo (2.68)

tornar-se-a
) = [T [T R
<P 2R (5 o0 T2
== gl(—zﬁ—i)dg_za/o gl(j-i)dg—i_za/o gl(j-éa)dé’ 2.7
tal que
/°° = (i¢)F d¢
zR €1+a N R k! <a+1’
== Zk' /R COH_]_ atl—Fk°
i' Ca—s-l k
- k=0 k! sz
P ik (zR)k
= X W e (2.73)
k=0
onde o — k > 0. Temos ainda o termo
zR R(@f) /zR p (ZC)k dC
d - )
/O §1+a g 0 k:;rl k! Ca—l—l
i ik Ck_a zR
k—p-i-lk! k—al, ’
ZR k—a
Z K k—a (2.74)

k=p+1
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de modo que k£ — « > 0. Por fim,

> R(i¢ > git i¢
gl(JZra)dg = / Caﬂ()dC’

- / Z Z/i! o+l

k=p+1
_ e /Oo ¢’ dy,
Flp+1—-a) )y y*P

= i °T(-a). (2.75)

Levando em conta que i~ = ¢~*2 e ['(a+1)['(—a) = n/ sin(ma) obtemos o seguinte resultado

_m  cos (&) —isin (%F)
glra ™ T(a+1) sin(a) ' (2.76)

Substituindo (2.73), (2.74) e (2.76) em (2.72)

p 'k ka k—a a ar\ _ ;o QT
() = ZQZ%ZR Z 5 ZR 21 cos (%) —isin (%)

— Mt -« Fa+1) sin(a)
_ i (if)kRk_o‘ B z%r oS (az—”) —¢sin (%) 2.77)
— Ela—k) TD(a+1) sin(a)
A fim de obter a expressao de.J,(z) para todo z real precisamos considerar que
Jo(2) = JE(2) +iJIm(2) (2.78)
onde J¢(—z) = JEe¢(2) e JIM(—2) = —JI™(%). Assim, para todo z > 0
Ry = Y I e T cos (%) o (2.79)
@ N kla— k| I(a+1) sin(amr) '
képar
Rk~ T sin (%)
me — 'k;—l k 2 a 2.80
o' (2) Z k‘\a—k! S MNa+1) Sin(om)z ( )
kéimpar

Portanto, para z < 0 as somas pares e impares acima mantém a mesma forma que para para
z > 0. Por outro lado, z* deve ser substituindo por |z|“ na parte real e por (z/|z|)|2|“ na parte

imagindria. Assim, podemos escrever (2.77) para todo z

Jo(2) = To(z) + g(2) (2.81)
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|z cos (0‘2—”) — zé sin (%)

To(z) = il sin (o) (2.82)
oo . kRk—a
g9(z) = kzo (Z|)a y (2.83)

Logo, se a ndo é um inteiro concluimos que a integral .J,(z) é igual a uma série de potencia
mais um termo analitico.

Por outro lado se considerarmos que « é um inteiro positivo, podemos resolver a integral

(2.67) por partes fazendo a mudanca de varidveis u = eV — %‘ =izeW ev = —r— =

dv _ , —(a+1 _ 0 © i
=Y (@+1) com Jo(2) = w|gy — fR vdu . Assim podemos escrever

y—a ) oo e’} 7y—a )
Jo(z) = — =€V —/ < >ize’yzdy. (2.84)
(0] R R «
Fazendo uma nova mudanca de varidveis u = e’V — Z—Z =izeW ev = 3”,7;;11 = % =y “
obtemos:
—a @ ; —a+l | 00 —a+1 )
Jo(z) = — Y_ewz) 4207 eV l — / Y ize dy ¢,
o r «a |l —a+l R r \—a-+1
—a | iy —at+l |0 )2 o0 .
B R 2 R 1 R U R / yotlevEgy  (2.85)
o' r  a(—a+1) r a(—a+1) /g

Seguindo o mesmo raciocinio podemos escrever uma outra mudanca de varidveis u = e =—

% =izeW* e v = y::i; — Z—Z = ¢y~ ! e entdo chegamos a:
yfa iz o0 Z'nyoﬂrl iy o0 (ZZ)2 y7a+2 iz oo
Jo(z) = —=—e + ———e¢ — e +
o) r  o(—a+1) r of—a+1l) | —a+2 R
o) y—a+2 )
— ize"?Yd 2.86
| e (2.86)
-, iyz - —a+1 ) - N2, —a+2 iyz o0
Jalz) = |- A T GO e +
a a(—a+1) a(-a+1)(—a+2)] 5
(i2)® /OO —at2 i
+ eV dy. (2.87)
a(—a+1)(—a+2) Jg Y 4
Por fim, fazendo uma tltima mudanca u = e¥¥? — % = ize¥? e v = % = Z—Z =y~ ot2
concluimos que
—a i np—0t1 i )\2,,—a+2 - \3,,—a+3 e
Tz = vy ()% (iz)%y ] |
a a(—a+1) a(—a+1)(-a+2) al—a+1)(—a+2)(—a+3) R
I (iZ)4 /oo yfa+3€iyzdy. (2 88)
a(—a+1)(—a+2)(—a+3) Jr
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Apoés executar essa sequéncia de mudangas de varidveis podemos observar o padrdo que se

forma na equacdo. Deste modo, é possivel generalizar o resultado da seguinte maneira:

N = _yfoz B izyfoﬂrl B (Z-Z)nyaJrZ B (Z‘Z)nynia eiyz ©
Talz) = a ala—1) a(a—l)(a—2)+“' a(a—l)...(a—n)] R+
(iz)n+l > 7a+n6i z
a(al)(a?)...(an)/R Y Ty (2.89)

A fim manter essa série convergente quando y — oo vamos truncar a série considerando n =

a—1
—a P —0+1 5 )2,,—0a+2 i \a—1, —1 oo
Ja(z) = Lyt ey o (i9)%y L (iz)* 'y vz 4
a ala—=1) ala—1)(a—2) ala—1)(a—2)...1 R
(iz)nJrl /oo 1y
Y2d 2.90
+04(04—1)(0[—2)...1 R v (2.90)
assim podemos reescrever essa série como
iy a@—1 0 . i
ez Y . (Zz)a o iyz
I D IUARICETEIEL IR
k=0 R
iRz o—1 F o\ o0 Liyz
e , (iz) e
= = > (a—k—1)(iR2)" + a'/R . dy, (2.91)
k=0
tal que a > k . Fazendo izy = -7 = % = -1
o8] ez‘yz o0 e—T
/ dy = / € 4T =T(0,—izR) (2.92)
R Y —izr T
onde I'(0, —izR) € a funcdo gama incompleta descrita por
(0, —i2R) = —v—In(—izR) — i (i2R)"
9 - ’7 kk' )
k=1
= (izR)*
= —y—In(—i)—lnz—InR— A
k=1
im 2. (izR)*
= —fy—?—lnz—lnR—Z Tkl (2.93)
k=1
concluimos que
o etyz i 2. (izR)*
dy=—-—v+——lnz—InR— (2.94)
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Substituindo este resultado na integral (2.91) obtemos

6iRz a—1 (’L )a

k
Ja(z):a!RaZ(a—k—l)!(iRz)k+ ; { +——lnz—lnR Z kZ) } (2.95)

k=0

Reagrupando os termos podemos escrever

Ja(2) = 9(2) + Ta(2) (2.96)
tal que
i(iz)*m ol v IR (iz)“
R e B B (2.97)
iRz o—1 ; k
e iz)* izR)
9(2) NI > (a—k—1)!(iRz) ~ v (2.98)
k=0 k=1
Voltando para as variaveis originais chegamos a
o0 ez|u|u-zd . S o 500
/zRW\Ha U] = To(Z- 1) + g(Z - ), (2.99)

tal que a partir das equacoes (2.82) e (2.97) o primeiro termo do lado direito da equacgdo acima

pode ser escrito explicitamente como

(aﬂ> Uz (QW)
7'('"& . 2|a COS ? ZW S1n 7

, se « nao inteiro

Ta(gﬂ) _ _F(Oé+1> sin(ar)
a(h . 7)o R (i 2) intei
N U EA L VIR P
a2 al o o!

(2.100)
Do mesmo modo, a partir das equacoes (2.98) e (2.83) o segundo termo da equagdo (2.99)

tornar-se-a

k pk—a
(i ) Zk 0 luk;ﬁ)a Rk| ) se « nao inteiro
glu-2) =
et k (zu z (it-ZR)F . .
o o(a@—k—1DIGRa - )k — Zk | o se a inteiro.

Substituindo (2.99) em (2.66) temos

U5(2) = / i+ [ C(@)Ta(Z- 0)dSy + / g(Z-1)dSy, (2.101)
| <uec €Sy €S,
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de onde podemos definir os seguintes objetos

F(2) :/ e“’fdﬁ+/ g(Z-1)dSy,
|| <uc ueSy

I.(2) = C(0)Ta(Z - 0)dS,. (2.102)

UESy

A partir da equagdo (2.100) para « inteiro podemos obter a funcédo 7, (Z- ) paraac =1e a =2

T(Z-0) = —i(a-Z)ln\ﬁ-E\—g]ﬁ-E\—i—i(a-Z)[—fy—lnuC] (2.103)
. A._;2
Ty(Z 1) = —’Za.zm.a—(“;) {—y—InR—Inla- 2|} (2.104)

Assim, para « = 1 podemos escrever a equagao (2.102) como

L) = C(a) {—i(a Anja-Z—Sla- 2 +i(a-5) [—y —In uc]} dsy,
uESy 2

- / {—i|5|(ﬂ-:2)(1n\5|+1n|ﬂ-2\)—g|5|]ﬂ 2| + 4|2 (4 z)[—’y—lnuc]}C(fL)de,
UESy
= |7 {—i(a-z) (ln|5]+ln\ﬁ-2|)—g]ﬂ FERICE) [—7—1nuc]}0(a>dgdz.105)
ueSy
assim
11(2):\Z|{—i/ (a.z«)lnm.acm)dsd—”/ |- 2|C(@)dSy +
aESy 2 Jaes,
—i—i(—'y—lnuc—ln]z_’])/ (a-z)C(a)dsd}, (2.106)
UWESy
definindo
A(5) = / @ - 2|C(a)dSy, (2.107)
UESy
Bi(3) = / (it £)C(@)dSy, (2.108)
UESy
Di(2) :/ (@-2)In|a - 2|C(a)dS,. (2.109)
UESy

deste modo a equacdo (2.106) tornar-se-a

(%) = - {gAl(é) —i[=D1(2) + (= — Inue — In|2]) Bl(z)]} 2. (2.110)
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Por outro lado, para oo = 2

. A~ 2
L) = C(a){”a-z|a.5|(“ )
a€Sy 4

{—y—Inu,—In|a- Z|}} dSq,

. SN2
_ / e g2 — 1A e — | — a2} Y C(a)as,,
UESy 4 2

=12 .
= —|Z|/ {mﬁ-ﬁ\ﬂ-£’| + (0 2)2{—y —Inu. — In|Z] —1nya.2\}}0(a)dsg.111)
UESy

2 2
Assim
. 122 (in o . P
I(Z) = —— < — -2l 2|C(a)dSq + (—y — Inue. — In|2]) (@-2)°C(0)dSq
2 12 Jaes, €Sy
—/ (a.2)21n|a.210(a)d5d} (2.112)
UESy
definimos
Ay() = / (it £)2C(a)dS,, 2.113)
UESy
By(2) = / G- z|u- 2|C(4)dSy (2.114)
UESy
Dy(2) :/ (@ 2)%In |t - 2|C(0)dSy, (2.115)
UESy
logo
. o [T I S B
L(Z) = —|7] ZBQ(Z)+(—’Y—IHUC—IH|Z’)§A2(2)—iDQ(Z) : (2.116)

Por outro lado, a partir da equagdo (2.100) para « ndo inteiro podemos obter a funcdo 7, (Z- @)

To(i-7) = ——12% L (2.117)
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Assim a equacdo (2.102) tornar-se-a
am u-Z . sarm
LE = Cayd A COS(?)‘H@@; Sm( 2 ) 1S
“  Jaes, Ia+1) sin(a) @
am
B 7.‘.’2“0( COS (7) / e K
o _F(a—|—1) { sin(a) 4€S, [ 2"C(a)dSa +
sn(9) [ a7,
—i— / |u Z1“C(1)dSq (2.118)
sin(ar) aes, \u Z)
assim definimos
A(3) = / i+ 5*C/()dS, (2.119)
ueSy
. -z .
Bo(3) = / L2 F0C (@) dS, (2.120)
UESy ”U, Z‘
A2 — 1By (2) sin (&£
L) = - T (2) cos (%) — iBq(2)sin (%) 1z 2.121)
Fa+1) sin(am)
Definindo ¥(z) = In ®(z) chegamos a
exp (—|Z]* [E(Z) + Q(2)]) , se 0<ax<l
exp (—|2] [21(2) + Q(2)]), se a=1
B(z) = {exp (z'z- (0 — |21% [Za(®) + Q(Z)]) L ose l<a<?2 (2.122)
exp (i;?- (0 — 212 [Ea(2) + Q(z)]) . se a=2
exp (z'g- (0 — |22 [Ea(2) + 9(5)]) . se 2<a<oo
A partir das equacoes (2.121), (2.110) e (2.116) concluimos entdo que
™ Aq(2) cos (4F) — iBq(2) sin (%)
Sa(z2) = : 2.12
(2) INa+1) { sin(a) (2.123)
=1e) = S M)~ i[=Di(2) + (—7 ~ Inue ~ In|21) By(2)], (2.124)
=2(2) = 7 Ba(3) +(—y — nu, — In|2) Ag(é) %D (2). (2.125)

Estes resultados serdo utilizados no préximo capitulo a fim de renormalizar a energia de um
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sistema composto por uma particula teste imersa em um gds de N particulas ndo interagentes.
Nosso proposito é caracterizar os limites que garantem a convergéncia simultanea tanto da
energia potencial quando da forca resultante sobre a particula teste. Sendo assim, no préximo
capitulo vamos apresentar as condicOes necessdrias para a normalizacdo da forca resultante
média para contextualizar os resultados originais desta tese que serdo apresentados logo em

seguida.



Capitulo 3

Distribuicao de probabilidade da forca

de um sistema de N particulas

3.1 Introducao

Dentro do contexto que envolve problemas de N particulas, a forca gravitacional natural-
mente ocupa um papel de destaque e vem sendo extensivamente estudada na literatura. Em
particular, os estudos de Chandrasekhar [23], Antonov [36] e Lynden-Bell e Wood [37] trouxe-
ram grandes avangos no contexto da compreensdo das propriedades estatisticas da forca gravi-
tacional. Vale destacar o trabalho de Chandrasekhar [23] no contexto da fisica de plasmas no
qual o autor considerou a forca gravitacional em d = 3 com expoente da lei de potencia que
caracteriza a forca § = 2. O autor obteve a distribuicdo da forca resultante sobre uma particula
teste localizada no centro de uma esfera de raio L em um sistema com N particulas uniforme-
mente distribuidas dentro da esfera. Chandrasekhar mostrou que no limite termodinamico a
razdo entre o numero de particulas e o volume do sistema ¢ constante levando a uma distri-
buicdo de Lévy simétrica com o = 3/2, que é o mesmo expoente da distribuicdo de Holtsmark
[27]. Neste mesmo contexto, simulacdes numéricas foram conduzidas por Ahmad e Cohen [38]
e mais recentemente por Del Popolo [39] a fim de testar a previsdes descritas na literatura além
de considerar os efeitos causados quando se considera que o tamanho do sistema é finito. Neste
caso, a distribuicdo da forga resultante ndo converge para uma distribuicdo independente de N.
Mais recentemente, em uma série de trabalhos Chavanis e Sire [40, 41] e Chavanis [26, 42]
estudaram a distribuicdo da forca gravitacional em d = 1 e d = 2 usando o mesmo procedi-

mento desenvolvido por Chandrasekhar [23] em d = 3. Além disso, Chavanis [26] estendeu

41



3.2 Renormalizacdo da forca resultante média sobre uma particula teste 42

estes resultados para qualquer dimensdo d com ¢ > 0, considerando uma distribuicdo isotré-
pica p(r)Cr¥, onde C' > 0 e o expoente v é restrito ao intervalo —d < v < 0. Partindo dessas
consideracdes, Chavanis obteve a distribuicdo da forca resultante no limite N, L — oo levando
em conta que NL% ¢ constante, de modo que a distribuicio obtida é uma distribuicdo de
Lévy simétrica com expoente o« = ngTV < 2. Apesar de todos estes avancos na caracterizacdo
da distribuicdo da forc¢a gravitacional resultante sobre uma particula teste em um sistema com
N particulas, as condi¢cdes necessdrias para a convergéncia de uma forga resultante que escala
de acordo com uma lei de poténcia com um expoente ¢ > 0 arbitrario sé foi descrita em 2019

na referéncia [28]. Na prdoxima sec¢do vamos detalhar o estudo desenvolvido nesta referéncia

levando em conta todos os cdlculos apresentados no capitulo anterior.

3.2 Renormalizacado da forca resultante média sobre uma particula

teste

O comportamento de um sistema de N particulas idénticas ndo interagentes pode ser des-
crito através do formalismo apresentado no capitulo anterior. Vamos considerar um gas de N
particulas aleatoriamente distribuidas de modo que a fungéo densidade é dada por p ¢:(Z), onde
7 € R tal que d ¢ a dimens&o espacial. O vetor aleatério X; = & — ; representa a distancia entre
uma particula teste idealizada, localizada em Z, e a i—ésima particula do sistema, localizada em

;. Assim, a forca resultante F, que a particula teste experimenta pode ser escrita como
N
=N S
Fres = Z F (Xz)a (31)
i=1

onde FN ()?1) é a contribuicdo devido a presenca da i—ésima particula. E importante ressaltar
que neste modelo a particula teste interage com todas as particulas do gas, mas as particulas do
gés ndo interagem entre si. Vamos considerar que {X;} paratodoi =1,..., N é uma sequéncia
de de N vetores aleatérios independentes e identicamente distribuidos de modo que | X;| = | X|.
Assim, podemos escrever a forca individual sobre a particula teste de uma maneira geral como
uma poténcia inversa de um § arbitrario

X

F_:NX = KNS, (32)
) =g
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onde ky,d > 0. A fim de definir uma escala de renormalizacdo podemos introduzir uma fator

de escala Ly tal que |X| — Ly|R|. Assim a equacfio (3.2) tornar-se-a

FN(X) =an onde ay = N (3.3)
Vamos definir a varidvel aleatéria auxiliar U = R/|R|° cuja funcio densidade é dada por pg (1),
tal que @ = #/|7]°. Assim, a partir dos resultados obtidos na secfo 2.3.1 podemos escrever

1 pg@/|idd)

=Rl 3.4)
) W|1+%

. or
P (@) = 04l 5

Precisamos determinar como a funcdo densidade se comporta quando |i| — co. Deste modo,
vamos considerar o limite

m_py (@) (7). 3.5)

= —— lim p3z
- d
|| 00 S|a@|\+s 17—0 R
Assim, o comportamento assintético de p;;(u) € determinado pelo comportamento de pz(7) a
curtas distancias. Ademais, vamos considerar que existe uma constante 7. tal que pj(r) para

r < r. (ou equivalentemente |i| < u.) é dado por

pa(r) = 9" (3.6)
Logo, da equacdo (3.2) obtemos
L1 g(a)
pU(U) - 5 ‘ﬁ|1+ngV (37)

pg(t) = B (3.8)

tal que

a = , (3.9)

< Sq

Q
—~
~—

C(a) = . (3.10)

Q’) ‘
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Ao longo deste trabalho vamos considerar v = 0. A fim de obter a funcdo caracteristica associada

a forca resultante, podemos escrever
Sy (2) = [Tz~ () (3.11)

Definimos (I)ﬁiN(g) = exp (\If 2 (2))

— exp (N\IJEN(Z)) . (3.12)

Logo, da equacdo (3.3)

= exp (N\I/ﬁ(aNZ)) , (3.13)
portanto
N . -
nd"(z) = A}gnoo {N¥;(an?)}, (3.14)

Pelo teorema de Levy (2.4), se o limite acima existe, entdo ®"(z) é uma funcfio caracteris-
tica. Assim, usando a equagdo (2.122) obtida no capitulo anterior podemos escrever a funcdo

caracteristica associada a forca resultante para todo « da seguinte maneira

(

(=Nlan|*[2]% [E(g2) + QanZ)]) , se 0<a<l
Nlan|[Z] [E1(an?) + Q(an2)]), se a=1
In®(z) = lim 4 (iNlay|2- (q0) - Nlan||2I° [Eale2) + QanD)]),  se 1< a <315)

(—
(
(z lan|Z - (qU) — Nlan|?|2]2 [E (aNz)—l—Q(aNZ)]), se =2
(

iNlay|Z- (g0 — |22 [Ealan?) + Q(aNZ)]) , se 2<a<
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Fluctuation(0 < o < 1) Singular (o = 1) Vlasov (1 < a < 00)

Nlany|* =K —Nlay|Injay| = K Nlany| =K
1/
avl = ()" lavl=ewp(-xfy)  lanl=%
N >0 N > 2eK N >0

Tabela 3.1: Renormalizacdes de a que garantem a convergéncia da funcdo caracteristica.

onde ¢ = an/|any| = sgn(kn). A partir das equagdes (2.121), (2.110) e (2.116) podemos

concluir que

T Ay(2)cos (%F) —iB,(2)sin (%
Zal2) = Ia+1) { . ( 251)11((15 . ( 2 )}7 (5:16)
Ei1(z) = A8 —i[=Di(3) + (=7~ Inue — In|2) Bi(2)], 3.17)
Zo(z) = %TBQ(@)+(—7_1nuc_1nygy)ﬂ42(2)—302(2). (3.18)

As possiveis renormalizacoes de ay sdo dadas de modo a garantir um limite bem definido para
a equacdo (3.15) e estdo resumidas na tabela 3.1. Para todas as renormalizagdes da tabela 3.1
temos que

A}gnoo ay =0= A}gnooQ(aNz) =0 (3.19)

Assim, a equacdo (3.15) tornar-se-a (Para mais detalhes sobre o processo de renormalizacao

e a obtencdo da equacéo abaixo veja o apéndice A)

—0%|21°24(¢2), onde oy =K' se 0<a<l

i7- (¢Kv) — SonA1(2)|Z], onde on = K/Inay se a=1
im®(z) = lim Q7. (qKU) - 0%|21Za(q2), onde oy = KNI~/ se 1< d329)

iz (qK(jH—@Z-M-Z, onde aN:K(N_llnN)l/2 se a=2

iz <qKU’>—§z_"M-z_’, onde oy =KN~1/2 se 2<a<oo

onde o € o parametro global de dispersdo, ja o vetor ¢ e a matriz M sdo definidas nos apéndices

A.1 e A.2. Podemos notar que quando « > 1 usamos a renormaliza¢do (ver tabela 3.1)

K
lav] = 5 (3.21)

de modo que no limite em que N — oo o pardmetro de dispersdo oy vai pra zero. Desta
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maneira, chegamos a

lim oy = 0= In®(2) = i(¢KU). (3.22)
N—o0

Esse resultado sugere que a forca resultante converge para um valor médio dado por

Fonp = lim (FN)) = (¢KU) = lim FY

res res’
N—oo N—o0

(3.23)

tal que mf significa mean-field, uma vez que o sistema é dominado pelo campo médio gerado
devido a natureza de longo alcance da interacdo, conforme veremos com mais detalhes ao abor-
dar o caso da energia potencial no proximo capitulo. Este limite é definido na referéncia [28]
como o limite de Vlasov. Em sintese, podemos dizer que quando « > 1 a renormalizac¢éo (3.21)
garante a convergéncia da forca resultante média no limite de Vlasow.
Por outro lado, para o caso singular & = 1 podemos observar que usando a renormalizacdo
(ver tabela 3.1)
lay|In|ay| = f%, (3.24)

chegamos a

lim oy = 0= In®(2) =7 (¢K7) < lim FY,
N—o0

— ¢K. (3.25)

Assim, de maneira similar ao que acontece no limite de Vlasov, definido anteriormente, podemos
ver que a forca resultante média também converge para um valor bem definido quando N — cc.

Por fim, para concluir nossa analise, podemos observar que para 0 < « < 1 a forca ﬁiN nao
tem média finita definida, e diferente do caso singular, ndo ha uma renormalizacdo que possa
ser definida a fim de garantir que a forca resultante média convirja para um valor bem definido
quando N — co. Como consequéncia notamos que aplicando a renormalizacdo

K 1/
lan| = <N> , (3.26)

a respectiva funcdo caracteristica assuma a seguinte forma:
In®(2) = — lim o%|2]“2a(g2). (3.27)
N—oo
De modo que no limite N — oo obtemos

lim FY, = lim onS, = K5, (3.28)
N—oo N—o0
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onde S, é um vetor obtido a partir de =,(¢2). Deste modo, embora o valor médio da forca
resultante nao seja definido, a sua flutuacao é. Assim podemos dizer que para 0 < o < 1 a forga
¢ puramente devido flutuacgdes e o limite de Vlasov ndo pode ser definido. O regime 0 < o < 1
é definido na referéncia [28] como o limite flutuativo. Em sintese podemos entdo dizer que
se o < 1 a renormalizacdo (3.21) garante a convergéncia da funcdo caracteristica no limite

flutuativo, mas a média da forca resultante ndo é bem definida.

3.3 Energia e funcao densidade de um sistema com N particulas

Uma vez que definimos na secdo anterior as condi¢des necessarias para garantir a conver-
géncia da funcdo caracteristica da variavel aleatéria associada a forca resultante do sistema,
podemos analisar o que acontece com a energia potencial. Isto posto, vamos definir a energia

potencial de interacdo do sistema apresentado na secdo anterior como

N
Vi, = > VV(X)). (3.29)

i=1
Vamos considerar uma sequencia de N particulas idénticas tal que X, = X para todo i =
1,---, N. Assim, podemos definir a energia potencial de interacdo entre a i—ésima particula do

sistema e a particula teste como

. Ay 1 se §#1,
V() 0-11x|8 (3.30)
—kyIn|X| se §=1,
na qual
5 =6—1, (3.31)

é o expoente da energia. Este tipo de interacdo € tipicamente definida como interacao de curto
ou longo alcance dependendo do valor do expoente da energia. Se a condicdo ¢’ < d (ou de
maneira equivalente 6 < d+1) € satisfeita a interacdo € por definicdo de longo alcance, por outro
lado se ¢’ > d (ou de maneira equivalente § > d + 1) a interacdo é de curto alcance [43]. Deste
modo, concluimos que § = d+1 é uma fronteira de transicio entre a entre um potencial de curto
e longo alcance. A natureza de longo alcance da interacdo significa que a dindmica do sistema

¢ dominada por um campo médio e ndo pela interacdo com as particulas da vizinhanca. A fim
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de obter a distribuicdo da energia potencial apresentada em (3.30) nds podemos renormalizar
o sistema através de uma escolha adequada do parametro de acoplamento «x e do tamanho do

sistema L. Assim, a equagdo (3.30) assuma a seguinte forma

ﬁ by S, U se & #1,
vN(X) = ! (3.32)

~byNInLy +by SN, U se 6=1,

onde
LNaN 5 ?é 17
by =4 01 (3.33)
LNCLN se o0=1.
Além disso, nds definimos a variavel aleatéria auxiliar U = R' ™ parad # 1 e U = — In R para

§ = 1, onde R = |R|. Isto posto, vamos considerar uma transformacio 7' : R — U de um
conjunto de varidveis R para outro conjunto de varidveis U (veja a subsecdo 2.3.1). Ademais
vamos denotar a fun¢do densidade de probabilidade em relacdo a essas variaveis por pr(r) e
py(u) tal que u = r'~% para § # 1 e uw = Inr para § = 1. Assim, a partir dos resultados da

subsecdo (2.3.1) temos que

0
pu(u) = pr(r) | 5| (3.34)
Logo
pu(uw) = f(u)pr(r), (3.35)
onde
u8/1-9
se 0#1
fluy=¢ =0l (3.36)
e v se 0=1.

Portanto, podemos calcular a funcdo densidade pr(r) da posicdo relativa R escrevendo esta

densidade em coordenadas esféricas e integrando sobre a variavel angular,

/ﬂ(ﬁ@lw"  pa—1)dV = / p(r, 1, 0q_1)r?tdrdSy
Sa

= 2 lg(r)dr, (3.37)

tal que g(r) = [ s, p(r, o1, ,pa—1)dSq é uma funcio da varidvel radial. A partir do resultado
acima, obtemos,

Lo (). (3.38)
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Substituindo este resultado na equacdo (3.36) chegamos a

ud—1+6/1-6
pu(u) = (3.39)

e udg(r) se 0=1.

Com este resultado em maos, precisamos analisar o comportamento assintético de py(u) para
0 > 1 e parad < 1. No primeiro caso, isto é, quando § > 1 podemos concluir que

A polu) = &z I a(r). (3.40)

Em palavras, podemos entdo dizer que o comportamento de py(u) quando v — oo é determi-
nado pelo comportamento a curtas distancias de g(r). A fim de garantir que py(u) seja descrito
por uma lei de poténcia vamos considerar que g(r — 0) = ¢, onde ¢ é uma constante positiva de

modo que

C

Deste modo, a funcdo densidade da varidvel aleatéria U tem um comportamento de lei de
potencia com o pardmetro de escala

d
of =5, (3.42)

para 6 > 1. De outra maneira, podemos dizer que a calda da distribuicdo é dominada pela
contribuicdo das particulas mais proximas. Por outro lado, quando § < 1 precisamos considerar

1—

valores grandes de r, uma vez que u = ' %, e portanto neste caso quando u — oo implica que

r — oo. Assim o comportamento assintético de py(u) pode ser descrito por

lim py(u) lim g(r). (3.43)

U—00 TS/ r oo

Por simplicidade, vamos supor que o comportamento de lim,_,~, g(r) é tal que a varidvel alea-
téria U tem variancia finita e portanto podemos considerar que o’ > 2. Finalmente, para o caso
0 = 1onde U = — In R, obtemos

pu(u) = rpr(r). (3.44)

A partir da equacao (3.38) chegamos a

pu(u) = g(r)rt = py(u) = g(r)e . (3.45)
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0<a <1 d+1<d< o0 0<04<ﬁ‘l1 d < < oo
_ _ _ 4 _
l<ad <2 241<d<d+1 L <a<2 do§(g

2 d+1 d+2 2
_ _d _ 2 _d
o =2 0=5+1 o= s 0 =3
2<a’ <0 1<d<g+1 <a<d 0<d<d

Tabela 3.2: Nesta tabela apresentamos o comportamento dos pardmetros §, o e ¢’ em cada
intervalo possivel de /.

Logo, o comportamento assintético de py(u) também é determinado pelo comportamento de
g(r) para r grande, isto é:

lim py(u) = lim g(r)e ", (3.46)

U—00 T—00

e mais uma vez consideraremos que a calda de g(r) se comporta de um modo tal que U tem
variancia finita.

A partir da equacdo (3.9) (com v = 0) se considerarmos d < & < oo € simples ver que o
expoente associado a distribuicdo da forca fica restrito ao intervalo 0 < « < 1 (veja a tabela 3.2).
Portanto, a condicdo 0 > d implica que o limite flutuativo definido na secdo anterior e descrito
pela equacdo (3.26) é valido. Assim, podemos analisar cada um dos possiveis intervalos de o’ e
verificar como os demais parametros (9, « e ¢’) se comportam em cada caso conforme resumimos

na tabela 3.2.

3.3.1 Funcédo caracteristica da varidvel aleatdria associada a energia

A funcdo caracteristica da soma by vaz LU quando ¢ # 1, tal que o/ # 1 e o/ # 2 é dada por

(—N|bN|""\z\0‘/ [2(qz) + Q(sz)]> , se 0<a <1
In®(z) = lm §izNon(U) — N|by|*|2]* [Ea(qz) + Qbyz)], se 1<a <2 (347)
ZZNbN< 7y — N|by|? |z|20U 1+ Q(byz)], se 2<ad <oo
)
<_N\bNya’\z\a’ [E(qz) + Q(sz)]> , se 0<a <1
In®(z) = lm $izNoy(U) — N|by|' |2 [Ealgz) + Qbyz)], se 1<a <2 (3:48)
zszN< 7) — N|by|? |z]2UU 1+ Q(bnz)], se 2<a <oo
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onde g = by /|bn|. Por outro lado, para os casos singulares, temos

In®(z) = A}im {—=iNbyz (In (|bx]|2]) + Inue + 7)
—o0
_ T _
N|bN|\z|(2+Q(sz))}, se o/ =1 (3.49)
e
1
In®(z) = lim iNsz{<U)—7T|bN||z|+N|bN||,22(ln]bN|
N—o00 4 2
+In|z| + Inu. +v—Qbnz)}, se o =2. (3.50)

Uma vez que estamos interessados em um limite bem definido para as equacoes (3.49) e (3.50),a
seguinte condicdo deve ser satisfeita

lim by =0= lim Q(byz)=0. (3.51)
N—00

N—oo

Note que se esse limite é valido, de acordo com o teorema (2.5), quando 2 < o’ < oo a distri-
bui¢do correspondente é uma gaussiana com variancia 7. Por fim, para o caso particular § = 1

a funcdo caracteristica pode ser escrita como (para uma visdo mais detalhada veja o Apéndice

B)
Nb2 2 .2
In®y(z) = lim {iNbN (InLy + (U)) — % (1+ Q(—sz))} : (3.52)
—00
onde (U) = —(Iln R). Nosso principal objetivo nas préximas subsecdes é renormalizar by a fim

de garantir um limite bem definido para as equacoes (3.49), (3.50) e (3.52) levando em conta
o limite flutuativo e o limite de Vlasov definidos na sec@o anterior e caracterizados respectiva-

mente por (3.21) e (3.26).

3.3.2 O limite de Vlasov puro

Para o caso 0 < d (¢’ < d) notamos que « > 1, o que corresponde ao limite de Vlasov
definido na sec@o anterior. Neste caso o > 1 levando a uma distribui¢do com média finita (veja
o coroldrio 2.2e a equacdo 2.64). Note que nas equacoes (3.48) e (3.52) o termo que depende
da energia média (U) diverge quando N — oc. A fim de garantir um limite bem definido para a
energia vamos considerar que

) (3.53)

K/
bN:W
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onde K’ tem o sinal de K parad > 1 e o sinal de —K para 0 < ¢ < 1. E fécil ver que by — 0
quando N — oo de modo que a condicdo (3.51) € satisfeita. Esse procedimento corresponde a
reescalar a intensidade da interacdo por um fator que varia com 1/N, conhecido na literatura

como prescricdo de Kac [44]. Usando as equagdes (3.53), (3.33) e (3.21) obtemos

. Kfl(é—l), se 0F#1
lim Ly = (3.54)

N—oo ’

L se & # 1.

Além disso,como consequéncia direta de (3.33) é facil mostrar que

, K’ o
Nlby|* = Ly N' ; (3.55)
o que leva a uma flutuacao nula quando N — oo. Além disso
K/
kN = — lim Ly, (3.56)

N Noo

o que implica que Ky — 0 quando N — oo. Isso corresponde a um regime de acoplamento
fraco, uma vez que o parametro de acoplamento é assintoticamente nulo. Portanto, a energia

potencial pode ser escrita como

K'(U), se 0#1
Vi = lim (Viy,) = (3.57)

Ao K'U) — K'In (%) se §=1

onde mf significa mean-field, uma vez que o sistema é dominado pelo campo médio gerado
devido a natureza de longo alcance da interacdo, uma vez que ¢’ < d. Isso significa que a
interacdo entre a particula teste e as N particulas restantes do sistema é dominada por um
campo médio e nao pela interacdo com as particulas da vizinhanca. Assim a correlacdo entre
a particula teste e as particulas vizinhas deve ser nula e a dinAmica ndo pode ser descrita pela
equacao de Boltzman e sim pela equacdo de Vlasov. Estes resultados mostram que a unica
maneira de manter tanto a energia quanto a forca resultante convergentes quando N — oo
levando a um limite de Vlasov puro é mantendo o tamanho do sistema fixo, conforme descrito

pela equacéo (3.54) no regime de acoplamento fraco (ky — 0).
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3.3.3 Limite flutuativo puro

Notamos que § > d implica que o pardmetro de escala associado a distribuicao da forca
pertence ao intervalo 0 < « < 1. Este intervalo corresponde ao limite flutuativo definido
na secao anterior onde a equacdo (3.26) vale. Contudo, no caso particular onde § > d + 1
(6’ > d) podemos mostrar que o parametro de escala associado a distribuicdo da energia também
pertence ao intervalo 0 < o/ < 1. Uma vez que ¢’ > d a interagdo é descrita por um potencial
de curto alcance, assim a energia da particula teste depende da interacdo com as particulas
da vizinhanca bem como a distribuicdo descrita em (3.41). A fim de garantir que (3.48) para
0 < o/ < 1 convirja quando N — oo vamos considerar que

/
by | = % (3.58)
onde K’ é uma constante positiva. Usando as equacoes (3.26) e (3.33) para § # 1 podemos

obter uma relacdo direta entre o tamanho do sistema e as constantes K e K’ que é dada por

. L4
lim =& =
N—o0

16—1
aK

1
p7
= ((5_1) Ko’

(3.59)

onde a densidade de particulas p = limpy oo Lﬁd ¢é portanto constante. Assim, aplicando o limite
N

termodinamico N — oo, L% — oo com p = £~ fixo obtemos
N

6—1
d

K'\ @
lim = (5 1) <p> : (3.60)

que corresponde ao regime de acoplamento forte, uma vez que a constante de acoplamento xy
tende a um valor constante quando N — oo. Por outro lado, a condicdo (3.51) é satisfeita, uma

vez que
5
e
lim by = i — 0. (3.61)
d—1rr%—1
N—oo (6 —1)LYy Na'p

De posse dos resultados apresentados até aqui a funcao caracteristica de U para 6 > d + 1 pode

ser expressa no limite assintdtico N — oo em termos das constantes p e xy na forma

In®(z) = —%w’a(qz). (3.62)
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Podemos observar que neste caso, diferente do limite de Vlasov puro, ndo ha nenhuma
renormalizacdo que garanta a convergéncia da energia potencial a medida em que N — oc.
Como consequéncia tanto a energia quanto a forca resultante sdo causadas por flutuacoes de
modo que o limite de Vlasov ndo pode ser definido. Por conta disso chamaremos o caso em
que 6 > d + 1 de limite flutuativo puro. Assim, podemos dizer que no limite flutuativo puro
a relagdo entre o nimero de particulas N e o volume do sistema L4, implica no ja conhecido
limite termodinimico onde N e L4, tendem ao infinito enquanto a razdio entre essas grandezas
se mantém constante. Em outras palavras, quando § > d + 1 o limite termodindmico garante

que tanto a energia quanto a forca resultante sobre a particula teste sejam convergentes.

3.3.4 O limite misto

Assim como fizemos anteriormente, vamos considerar § > d o que implica que o parametro
de escala associado a distribuicdo da forca pertence ao intervalo 0 < o < 1, o que corresponde
ao limite flutuativo onde a equagéo (3.26) vale. Contudo, quando § < d+ 1 (¢’ < d) a interacéo
é por definicdo de longo alcance e podemos facilmente checar que o respectivo parametro de
escala é o/ > 1. Assim, a fim de garantir que a equacédo (3.48) para o/ > 1 convirja quando

N — oo vamos considerar que
NayLy

=K (3.63)

Substituindo a equagdo (3.26) na equacao acima chegamos facilmente a

. Ly \

onden = (6—1)K'/K é uma constante positiva. Esse resultado deixa claro que o limite termodi-
ndmico ndo pode ser aplicado neste caso. Em outras palavras, é impossivel manter a densidade
de particulas p constante quando L% e N tendem ao infinito. Além disso, podemos escrever o
parametro de acoplamento como

K/
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Uma vez que d + 1 — J > 0 entdo ky — 0 quando N — oo 0 que caracteriza o regime de

acoplamento fraco. Usando a equacao (3.63) chegamos a

d
. ’ . Ks
W NN =, e =0 (560
K/2
lim N|by|? = lim —— =0, (3.67)
N—o0 N—ooco N

K'InN B

N 0. (3.68)

lim N|by|?In|zby|
N—oo

Assim, a funcéo caracteristica da energia potencial se reduz a ®(z) = ¢'(U)%, Este resultado
¢ bastante similar com aquele que obtemos no caso do limite de Vlasov puro, o que é esperado
uma vez que estamos lidando com uma interacio de longo alcance ja que &' < d. Contudo,
neste caso o limite ndo é de Vlasov nem flutuativo uma vez que embora seja possivel definir
um limite convergente para a energia potencial nao é possivel definir o mesmo para a forga
resultante média. Este resultado nos leva a definir um novo limite que denominaremos limite
misto. Em sintese, podemos dizer que quando analisamos o limite de Vlasov puro vimos que o
tamanho do sistema se mantém fixo de modo que quando aumentamos o nimero de particulas
o acoplamento se torna cada vez mais fraco. Ou seja, no limite de Vlasov nés podemos mexer
no acoplamento, mas ndo podemos mexer no tamanho do sistema. Por outro lado, no limite
flutuativo puro, onde vale o limite termodindmico, vimos que a parametro de acoplamento se
mantém fixo quando aumentamos o numero de particulas, enquanto que o tamanho do sistema
cresce junto com N. Ou seja, no limite flutuativo puro podemos mexer no tamanho do sistema,
mas nao podemos mexer no acoplamento. Dessa maneira chegamos ao limite misto onde o
quando o numero de particulas cresce o tamanho do sistema cresce junto enquanto o acopla-

mento se torna cada vez mais fraco. Ou seja, no limite misto podemos mexer tanto no tamanho

do sistema quanto no acoplamento.

3.3.5 A fronteira de transicdo § =d + 1

Conforme discutimos no inicio deste capitulo o caso § = d + 1 caracteriza a fronteira de
transicao que define o potencial como de curto ou longo alce. Além disso, conforme vimos na
subsecdo 3.3.3 se § > d + 1 a interacdo € de curto alcance e neste caso tanto a energia potencial
quanto a forca resultante ndo tém média bem definida de modo que no limite termodinamico
a fungdo caracteristica do sistema converge. Contudo, para o caso § = d + 1 que queremos

analisar nesta subsecdo € facil checar a partir da equacoes (3.42) e (3.31) que o/ = 1e ' = d.
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Neste caso, a funcdo caracteristica é dada pela equacao (3.49). Usando a equacdo (3.31) para

0 # 1 e aequagdo (3.26) concluimos imediatamente que

da+1
d

K Ly
by = 3.6
e
%
K
d
Para garantir a convergéncia da equacdo (3.49) vamos considerar que Nby Inby = —K’, onde

K’ é uma constante positiva. Desta maneira podemos reescrever essa condi¢do na forma:

K/
by —exp <_NbN> =0. (3.71)

Podemos ver que a equacdo acima é uma equacao transcendental e portanto ndo possui solucao
analitica. Apesar disso, podemos analisar alguns limites, por exemplo, notamos que by — 1 se
Nby — oo, contudo by = 1 ndo é uma solucdo desejada por nos pois a condicao (3.51) nédo
é satisfeita. Além disso, se Nby — oo diverge, entdo a funcdo caracteristica (3.49) também
diverge. Por outro lado, by — 0 se Nby — 0 satisfazendo a equacdo (3.51) e garantindo a
convergéncia de (3.49). A fim de determinar o ntimero de particulas N = N, a partir do qual
by Inby se aproxima de zero a medida em que N cresce, vamos definir a fun¢édo
K/

g(by) = —byInby = g(bn) = N (3.72)

Diferenciando esta expressdo com respeito a by € facil ver que g(by) € maximo quando by, = %
(veja a figura 3.1), onde Ny é o numero de particulas para o qual g(by) é maximo. Notamos
1

também que g(by = 1) = 1 e portanto

1 K

S =" = Ny=eK' (3.73)

(& NO
Deste modo, se N > eK’ implica que g(by) < % (lado esquerdo da linha tracejada vermelha na
figura 3.1). Assim, concluimos que precisamos apenas garantir que N > e¢K’ a fim de garantir
que g(by) seja préoximo de zero. Analisando as a equacdes (3.69) e (3.70) podemos ver que a

medida que N cresce, Ly deve ir para infinito mais devagar do que .- vai para zero a fim de
Nd

garantir que by e xy Sejam assintoticamente nulos satisfazendo a (3.51) e garantindo a conver-
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Figura 3.1: Comportamento da funcdo g(by) = —by Inby.

géncia de (3.49). Substituindo (3.69) em (3.71) chegamos a seguinte equacdo transcendental

relacionando Ly e N

d

dd 5
AN~ K'dNa~!
Ly - & exp [ -2 )~ (3.74)
KilLy

A fim de determinar como o tamanho do sistema Ly cresce com N resolvemos a equacao (3.74)
numericamente e plotamos a solugdo para d = 1, d = 2 e d = 3 na figura 3.2. Os quadrados
pretos representam a solu¢do numérica, enquanto que as linhas continuas representam o fitting
que mais se aproxima da solu¢do numérica. Estas curvas fitadas parad =1, d =2 e d = 3 sdo
dadas respectivamente por: Ly = 0.33N"88 Ly = 0.65N°38 e Ly = 0.77N"?!, Deste modo
podemos concluir que para as trés dimensdes analisadas, Ly vai para infinito mais devagar

do que - vai pra zero, garantindo assim que by — 0 quando N — oco. Com base nestes
N

resultados, concluimos que a funcéo caracteristica (3.49) tornar-se-a
In®(z) =iK'2. (3.75)

Portanto, dadas as condi¢des apresentadas na simulacdo numérica a energia potencial do sis-
tema converge para um valor bem definido. Embora neste caso néo seja possivel aplicar nem o

limite de Vlasov puro nem o limite flutuativo puro e embora o sistema néo seja por definicdo de
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Figura 3.2: Comportamento do tamanho dos sistema em funcdo de N parad=1,d=2ed = 3.
Consideramos K = K' = 1.

curto nem de longo alcance ele incorpora caracteristicas de ambos. Por exemplo, o acoplamento
¢ fraco como acontece no limite de Vlasov puro (longo alcance) e tem média bem definida. Por
outro lado, o tamanho do sistema cresce com o numero de particulas da mesma maneira que
ocorre no limite flutuativo puro, contudo o limite termodindmico ndo garante a convergéncia
da energia.

O caso

3.3.6 Ocasod=d

O caso 0 = d leva ao caso singular & = 1 onde vale a condicéo (3.24). Podemos verificar que
any — 0,Inay — 0e Nay — 0 quando N — oo. Para o caso particular em que d = 1, de acordo
com a equacdo (3.30) a energia potencial é logaritmica. Portanto a funcdo caracteristica cor-
respondente é dada por (3.52) e o comportamento assintotico da funcdo densidade é dada por
(3.46), onde assumimos que a variavel aleatéria U possui variancia finita. Combinando as equa-

¢oes (3.33) e (3.3) concluimos imediatamente que by = k. A fim de garantir a convergéncia
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de (3.52) vamos considerar que
NeylnLy = K’ (3.76)
Combinando (3.33) e (3.24), by = an Ly concluimos que
K/
lim LN In LN = = 0, (377)
N—o0 NaN

e portanto, quando N — oo implica que Nay — 0 e Ly In Ly — oo. De outra forma, podemos

dizer que Ly — oo quando N — oo. Além disso

K/
li = — = .
Noeo "N NinLy O (3.78)
K/
lim Nk¥, = ——— =0, (3.79)
N—oo NIn“ Ly
que corresponde ao regime de acoplamento fraco. Como consequéncia,
lim Q(—knyz) =0, (3.80)
N—o0

e portanto a funcdo caracteristica (3.52) converge para ®(z) = ¢'K'= implicando que para o

caso d = 1 a energia converge para um valor bem definido no limite N — oc.

Por outro lado, quando d = 2 e d = 3 temos respectivamente que o/ =2 e o/ = % Assim, a

fim de garantir a convergéncia da energia vamos considerar que

K/
by = ~ (3.81)
Contudo, a partir da equacao (3.33) podemos escrever
anyLy
= . .82
bn 71 (3.82)
Uma vez que, neste caso, o > 1 vale a condicdo (3.24), assim concluimos que
K Ly
Noy=—————. 3.83
N Inay (d—1) ( )

A fim de garantir que Nby vai pra zero quando N — oo, garantindo também a convergéncia
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da funcdo caracteristica, o tamanho do sistema Ly = L precisa ser constante. Deste modo

podemos escrever

LK 1
lim Nby = —— 1li — =0 3.8
Ngréo N (d — 1) a;rgo < InaN> ( 4)

Portanto, quando renormalizamos o termo da energia via (3.81) na funcdo caracteristica tere-

mos como consequéncia que o tamanho do sistema Ly = L deve ser constante. Além disso

podemos mostrar que

, KLY a%
lim Njby|* = ——— lim (—2— | = .
Ngnoo ’bN‘ (d — 1)0‘/ Ngnoo lnaN 0’ (3 85)
lim N[by[2 = L? lim (— N ):o, (3.86)
N—o00 N—o0 hlaN
lim N|by|?Inby = —L? lim <aN+aNL> = 0. (3.87)
N—o0 N—o0 lnaN

Assim, concluimos que quando d = 2 e d = 3 o tamanho do sistema deve ser mantido fixo a
fim de que a funcdo caracteristica, e portanto a energia do sistema, seja convergente quando
N — oo. E curioso notar que, conforme vimos anteriormente, quando d = 1 o tamanho do
sistema tende ao infinito junto com o numero de particulas. Conforme vimos nas subsecoes
(3.3.3) e (3.3.4), onde ¢ é sempre maior do que d, notamos que o tamanho do sistema nao é
fixo e vai pra infinito junto com o nimero de particulas. Ja na subsec¢éo (3.3.3), onde definimos o
limite de Vlasov puro com § < d, notamos que o tamanho do sistema deve ser mantido fixo para
garantirmos a convergéncia simultdnea da energia potencial e da forca resultante média. Com
base em todos estes resultados podemos observar que o ponto § = d é um ponto de transicdo a
partir do qual o tamanho do sistema deve ser fixo ou deve variar com o nimero de particulas, de
modo que quando estamos exatamente no ponto § = d o tamanho do sistema sé é fixo quando

d=2ed=3.



Conclusao

Neste trabalho, calculamos a funcdo caracteristica de uma varidvel aleatéria associada a
energia potencial de interacdo de uma distribuicdo de particulas no espaco d—dimensional.
Nés consideramos um sistema de N particulas que interagem com uma particula teste através
de um potencial que escala com 1/R°~!, onde R ¢ a distAncia entre a i—ésima particula do
sistema e a particula teste e § > 0. Nds renormalizamos a energia potencial e a forca resultante
sobre a particula teste impondo a convergéncia da funcdo caracteristica no limite N — oc.
Este procedimento nos leva a uma relacdo entre o tamanho do sistema Ly e o numero de
particulas de um modo tal que podemos definir trés regimes diferentes: o limite de Vlasov puro,
o limite flutuativo puro e o limite misto. Para § > d + 1 definimos o limite flutuativo puro, de
modo que o parametro de acoplamento é constante quando N — oo caracterizando um regime
de acoplamento fraco. Neste caso,o limite termodinamico pode ser aplicado, uma vez que a
razdo entre o tamanho do sistema Ly e o numero de particulas permanece constante no limite
N — oco. Além disso, a energia potencial e a forca resultante ndo tém média bem definida, isto
é, a forca resultante e a energia potencial sdo puramente devido a flutuaces 6 F e 6V, conforme
mostrado na figura 3.3.

Em contraste, para 6 < d n6s definimos o limite de Vlasov puro, onde o tamanho do sistema
deve ser mantido fixo de modo que o parametro de acoplamento tende a zero quando N — oo,
caracterizando um regime de acoplamento fraco. Neste caso, o limite termodindmico nao pode
ser aplicado e a forca resultante bem como a energia potencial tem uma média bem definida
(F) e (V), conforme ¢é ilustrado na figura 3.3. E importante notar que neste caso as flutuacoes
§F e §V sdo pequenas e tendem a zero quando N — oco.

Finalmente, para d < § < d + 1 nds definimos o limite misto de modo que o parametro
de acoplamento tende a zero quando N — oo. Neste caso, o limite de Vlasov puro e o limite
flutuativo puro ndo sdo validos pois embora exista um valor médio bem definido para a energia

0V ndo é possivel definir uma renormalizacido capaz de garantir que a forca resultante média

61
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Figura 3.3: Este diagrama resume os resultados deste trabalho.

convirja para um vetor bem definido quando N — oo. Este resultado € ilustrado na regido
d < 0 < d+1 dafigura 3.3. Além disso, mostramos que a densidade de probabilidade da varidvel

aleatdria R é dada por pr(r) = rd—1

g(r), onde g(r) é uma funcdo ndo negativa. Nossa andlise
€ as vezes baseada em algumas simplificacoes, por exemplo, assumimos que quando ¢ > 1
a funcdo ¢(r) é constante quando » — 0 de modo que a calda da densidade de probabilidade
pu (u) se comporta como uma lei de potencia com expoente o’ = d/§—1. Caso contrario, quando
0 < 1, consideramos que a func¢éo g(r) se comporta de um modo tal que a densidade py(u) se
comporta de modo que a varidvel aleatéria U tenha varidncia finita. E importante enfatizar
que no caso da forca nio é necessario fazer qualquer consideracio sobre o comportamento da
distribui¢do para r — oo, pois é suficiente conhecer o comportamento depy(u) em torno da
particula teste.

Um ultimo comentario pode ser necessdrio: o caso particular onde § = d + 1 é exatamente
a fronteira de transicdo entre a existéncia de uma energia média onde o acoplamento € fraco e
a interacdo € de longo alcance, e a sua ndo existéncia (6 > d + 1) onde o acoplamento é forte
e a interacdo é de curto alcance. De modo que quando § = d + 1 o tamanho do sistema cresce
com N de tal maneira que a anergia do sistema converge para um valor bem definido. Por outro
lado, o caso § = d caracteriza um ponto critico a partir do qual o tamanho do sistema deve ser
mantido fixo (6 < d) ou deve variar com N (§ > d), de modo que quando 6 = d o tamanho
do sistema € fixo apenas se d = 2 ou d = 3. Portanto os resultados apresentados neste trabalho
para um sistema de N particulas em d—dimensdes generaliza as condi¢des necessdrias para a
convergéncia simultanea da energia e da forca resultante sobre uma particula teste.

Como perspectivas para este trabalho podemos destacar: o desenvolvimento de simulacoes
numéricas em d = 1, d = 2 e d = 3 para verificar a validade dos resultados apresentados. Pode-
mos ainda verificar se estes resultados sdo alterados se confinarmos as particulas, por exemplo,

em um anel como no caso do modelo do anel auto-gravitante (Ring-model). Embora o modelo
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apresentado neste trabalho néo seja dindmico, os resultados obtidos apresentam uma descricdo
precisa de quais sdo as condicdes iniciais que devem ser satisfeitas para que a energia do sistema

ndo divirja logo no incio da dindmica.



Apéndice A

Renormalizacao da forca

Neste apéndice vamos determinar a forma da funcdo caracteristica associada a forca resul-

tante

A.1 Ocasoa=1

A partir das equagodes (3.48), (2.125) e (3.14) podemos escrever a funcao caracteristica da

forca resultante para o caso o = 1 como

o - . . . o N T .
®(2) = limexp {—N\aNHz| [—zBl(qz)(—y —Inwu.) +iB1(g2) In|an||Z] + iD1(q2) + §A1(qz)] }
logo

s . . — AN | = T ~
12 = Jim {exp [~iNlan| (lan]|5)Bi(a2)|2] — Nlawl 215 A1(2)] +

N—oo

+iNlan||Z] (B1(¢2) (= — Inu.) — D1(q2))}

a partir da equacao (2.108) temos que

Bi(2) = / (@~ 2)C(4)dSy = 2 - < / C(a)ade) = 7.7,

tal que

7= / C(@)adSy,
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logo
— . . i\ = | T ~
n(z) = lim {exp [iNlax|n(anlZ)Z - 7121 — Nlax||515 A1(a2)] +
+iNlay||Z| (=2 #(— — Inuc) — Di(g2))} .
eportanto

R . . SN = o 5 T ~
L) = ngnoo{exp [zN|aN|ln(|aNHz|)z-vz|—N|aNHz|§A1(qz)]+ (A1)

+iNlan||Z] (=7 U(—y —Inue — In|Z]) — D1(q2))} -

A fim de manter a convergéncia da equacdo acima vamos considerar que

]aN] In \aN] = E,
N
assim, quando N — oo entdo ay — 0 e lnay — —oo. Na equagdo (A.1) observamos dois
elementos imaginarios de modo que podemos desprezar o segundo em relacdo ao primeiro,
uma vez que N >> 1. Assim, chegamos a

n(z) = lim {exp iz (K7 —ong A1)l }

N—oo

K

onde oy = Nay = v

de modo que oy — 0 quando N — conforme aparece na equacgéo

(3.20).

A2 Ocasoa=2

A partir das equagodes (3.48), (2.125) e (3.14) podemos escrever a funcao caracteristica da

forca resultante para o caso «« = 2 como

. ‘
B(z) = lim expiNayZ(U) — =Nlan|?|Z? | = Ba(2)+
N—oo 2 4

1

+ (= —Inu. —In(lan||2])) %Ag(i) — §D2(2) + Q(CLNZ)] } )
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A partir da equacdo (2.115) chegamos a

. 2
Az (2) = /es (@-2)*C(a)dSq = /C(@) (Z[ﬂk[ﬂk) dSqg=2-M - 2,

onde

a = ([, ,[d]a),
2 = ([, [2a)

A partir destes resultados podemos escrever a funcdo caracteristica como

1 .
®(z) = lim exp{iNaNZ<U)—2N]aN|2\Z|2 %Bg(ﬁ’)—i-

N—oo

. .1 . .
+(—y—Inu. —In(lan]||Z]))2-M - 2 — §D2(z) + Q(aNz)] } .
A fim de manter a convergéncia da equagdo acima consideramos que

anN —

2=

assim, limy_,00 2(anyZ) — 0 quando N — oo (vamos de antemdo desprezar esse termo nas

proximas equagoes). A partir dos resultados acima chegamos a

K2 1 K?
D(z) = A}iinooexp {z;? (KU) + [—Z;TN Z?Bs(2) — SN 2P (—y — Inu,) Ag(2)+

1 . i a . ol
+§N|aN\2|z]21n(]aNHz|)z M -2 +N|aN\2|224D2(z)]}

2 .
Uma vez que N >> 1 podemos desprezar os termos que dependem de KW Assim chegamos a

N—oo

1 1
®(z) = lim exp (iz- (KU) + [2N]aN|2ln(|aN|)|5|2;3'M-,§+N|aN\2|z"]22D2(é)]>,

K? K?
Nlay|*In|ay| = ~ DK+ SN
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Mas como N >> 1, podemos escrever

K2
Nlay|*In|ay| ~ WIHN.

2 2

1K K

Deste modo, podemos ver que o termo que depende de 2 - M - 7 vai pra zero mais devagar do

que o termo que depende de D»(%). Sendo assim, podemos escrever

s
ch
I
o
=
S
+

2
ON > >
N2 M-
5 Z z,
onde oy = %2 In N, conforme aparece na equacdo (3.20) para a = 2.

A3 Ocasol<axl1

A partir das equagodes (3.48), (2.125) e (3.14) podemos escrever a funcao caracteristica da

forca resultante para o caso o < 1 como
®(z) = lim exp (=Nlan|*Z]* [Ea(2) + Qan2)]), (A.2)
N—oo

onde

=.(2) = T An(2) cos (%) — iBy(2) sin (%)
[e] F(Oé + 1) Sin(om‘) .

A fim de manter a convergéncia de (2.116) vamos considerar que

onde K é uma constante positiva. Deste modo, limy_,~ 2(ayZ) — 0 e chegamos a
®(z) = exp (—K|Z]"Eq(Z) . (A.3)

conforme aparece na equacao (3.20) para a < 1.
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A4 Ocasol<a<?2

A partir das equagodes (3.48), (2.125) e (3.14) podemos escrever a funcao caracteristica da

forca resultante para o caso 1 < a < 2 como
B(2) = exp (iNaNZ- (0 — N|an|%|Z]® [Ealan?) + Q(aNZ)}) .

A fim de garantir a convergéncia vamos considerar que

K
aN = —.
NTN
Assim
LK
®(z) = lim exp (iKZ-(U) — | ’_ 121 [Ea(an?) + Q(an?)] ) .
N—o00 No—1

Aplicando o limite chegamos a
0(2) = exp (iKZ- (U) - 0% |41°Za(on))

onde oy = KN(1—-2)/ @, conforme aparece na equacdo (3.20) para 1 < a < 2.



Apéndice B

Funcao caracteristica para / = 1

Conforme pontuamos no final da subsecdo 3.3.1, para o caso § = 1 consideramos que a
variancia da varidvel aleatéria U ¢é finita e portanto se o limite limy_,o 2(b,z) = 0 é vdlido,
podemos afirmar que a funcdo caracteristica é dada pelo resultado do teorema 3.3.1. Assim,
podemos escrever

B(z) = exp i<U)z—UC;Z 1+ Q(2))

Da equacdo (3.30) temos que V = —kyIn(LyR) = —knyUn, onde Uy = In Ly + In R. Assim,
a funcdo caracteristica pode ser escrita como ¢y (z) = ®_, v, (2) = P, (—knz). Portanto, de
acordo como teorema2.1, a funcéo caracteristica da soma V" = Zfi 1 V pode ser escrita como

dy v (2) = [Py, (—rn2)]Y. Entdo

N/f?va%]?ﬂ

Oyn(z) = exp |[iNky(—InLy+(U))z (14+Q(z))

onde (U) = —(In R). Conforme aparece na equacdo (3.52).
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