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Resumo

Exploramos um sistema de interacao forte bidimensional que representa um quark-
antiquark pesado de estado ligado, onde consideramos um potencial que possui um termo
coulombiano e um termo linear. Primeiro, resolvemos a equacao de Schrodinger no espaco
de fase com o potencial linear. No segundo caso, para tratar a equacao de Schrodinger
no espaco de fase, um procedimento baseado na transformacao de Bohlin é apresentado e
aplicado para o potencial Cornell. Neste caso, o sistema é separado em duas partes, um
analogo ao oscilador e outro utilizando teoria de pertubacao. Em seguida, quantizamos
o hamiltoniano com os operadores estrela na representacao do espaco de fase de modo
que podemos determinar através do método algébrico as autofungoes do hamiltoniano nao
perturbado (solugao do oscilador), sendo que a outra parte do hamiltoniano foi usado o
método de perturbagao. As autofungoes encontradas (perturbada mais nao-perturbada)
estao associados com a funcao de Wigner via o produto Weyl utilizando a teoria de repre-
sentacao do grupo de Galilei no espaco de fase. A funcao de Wigner é analisada, é estudado

a nao classicalidade dos estados pelo indicador de nao classicalidade da funcao de Wigner.

Palavras Chaves: Interacao forte, Potencial Cornell, Funcao de Wigner, Espaco de fase,

Transformacgao de Bohlin.






Abstract

We explore a bi-dimensional strong interaction system that represent the bound state of
heavy quark-antiquark, where we consider a potential which it has coulombian and linear
terms. First, we solve the Schrodinger equation in the phase space with the linear poten-
tial. In the second case, to treat the Schrodinger equation in the phase space, a procedure
based on the Bohlin transformation is presented and applied to the Cornell potential. In
this case, the system is separated into two parts, one analogous to the oscillator and the
other we treat using pertubation method. Then, we quantizes the Hamiltonian with aid
star operators in the phase space represatation so that we can determine through the alge-
braic method the autofunctions of the undisturbed Hamiltonian (oscillator solution), and
the other part of the Hamiltonian was the perturbation method. The eigenfunctions found
(undisturbed plus disturbed) are associated with the Wigner function via Weyl product
using the representation theory of Galilei group in the phase space. The Wigner function
is analyzed, the non-classicality of states is studied by the non-classicality indicator of the

Wigner function.

Key words: Strong interaction, Cornell potential, Wigner function, Phase space, Bohlin

transformation.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho investigaremos um sistema de interacao forte descrito por
quarks-antiquarks pesados no espaco de fase. O sistema especificamente é caracterizado
por um potencial de Cornell que é a combinacao de um potencial linear mais um potencial
de Coulomb. O estudo destes potenciais leva em consideracao duas caracteristicas funda-
mentais da Cromodinamica Quantica (QCD), a liberdade assintética e o confinamento de
quark 56,20, 291 Outro interesse é que o potencial de Cornell pode ser utilizado para ana-

lisar a transicao entre as fases de confinamento e deconfinamento da matéria [21, 22, 25, 27, 26]

Existem varios estudos realizados com o potencial de Cornell na literatura. Como exem-
plo, tem-se o trabalho de Vega e Flores ) em que resolveram a equacio de Schrodinger
com o potencial de Cornell utilizando o método variacional e Mecanica Quantica Super-
simétrica (SUSY QM), onde encontraram os autovalores, autofungdes e fungao de onda na
origem do potencial de Cornell . Rodrigo et al, calcularam a energia correspondente para
uma dada separacao entre um quark-antiquark a partir da acao de Nambu-Goto usando
um espaco AdS deformado ', e mostraram que a configuracao de energia tem a forma
de um potencial de Cornell 1. Khoka et al "% utilizaram o método interativo exato
analitico (AETM) para resolver a equagao de Schrodinger N-dimensional com o potencial
de Cornell estendido onde obtiveram a energia e o espectro de massa de quark-antiquark
pesado 2], Leite, Belich e Vitéria a procura de solucoes de estado ligado, analisaram a
interagao entre uma particula escalar e um potencial do tipo Cornell no cenario da teoria
de Kaluza-Klein 7. A despeito desses varios estudos, a analise desses estados no espaco

de fase nao foi estudado.

A motivacao deste trabalho é que nao foi observado ainda na literatura um estudo via
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funcao de Wigner para o sistema de quarks-antiquarks pesados no formalismo da Mecanica
Quantica Simplética. Nesta direcao, uma anélise da nao-classicalidade no espago de fase é
importante para obter pistas acerca da natureza estatistica do estado quantico do méson.
Sendo assim, a funcao de Wigner é fisicamente atraente. A funcao de Wigner é real e nao é
positiva definida, entdo, f,(q,p) é identificada como uma quase-distribuigdo de probabili-
dade [0 1510 1], Todavia, uma caracteristica particular de f,,(q, p), é as integrais marginais
[dqfu(q,p) = |lo®)* e [dpfu(q,p) = |o(q)]* que sdo auténticas distribui¢oes de proba-
bilidades ' *J. Outro aspecto importante, é que em experimentos recentes, a funcao de
Wigner foi medida para vérios estados quanticos de um fon de berilio “Be™ aprisionados
em uma armadilha de Paul ' %,

Como ponto de partida, em 1932 Wigner propos o primeiro formalismo para a des-
cricao da mecanica quantica no espaco de fase [6, 15,46, 9,755 45 L2 Ble foi motivado
pelo problema de encontrar formas para melhorar a mecanica estatistica. Baseado na ma-
triz densidade, trata as equagoes de transporte para super-fluidos 1. Na compreensao da
teoria cinética o conceito de espaco de fase surge como uma ferramenta natural 13051 Nesta
direcao, Wigner introduziu seu formalismo utilizando um tipo de transformada de Fourier
da matriz densidade [ 77 p, que por sua vez, resultou na funcdo de Wigner, f,(q,p)
50,5541 'No formalismo de Wigner [ % ' "I cada operador A, definido no espaco de Hil-
bert H, é associado com uma fun¢ao, chamada de a,(q, p), no espaco de fase I' [46, 14, 47]
Entao, existe uma aplicagdo dada por €2, : A — a,(q, p), tal que a édlgebra associativa dos
operadores definidos em H, leva a uma &lgebra associativa (mas nao comutativa) em T,

dada por Q, : AB — ay * by, onde o produto estrela (produto de Weyl) * é definido por
[16]

ihA

Ay * by = ay,(q, p)e 2 by(q, p) (1.1)

e R
onde A = 0,0, — 0,0, Vamos usar no trabalho A = ¢ = 1 as unidades naturais.

Observa-se que a Eq. (1.1), pode ser vista como um operador A= a,* atuando em fungoes
by, tal que E(bw) = ay * by 'O produto estrela é interessante para estudos de repre-
sentacoes unitarias irredutiveis de grupos cineméaticos considerando operadores do tipo a,,*
L], Consequentemente, existe procedimentos distintos analisados no que diz respeito a na-
tureza nao comutativa em H que é associada a estrutura nao comutativa em I’ [10, 11, 12],
Assim, este formalismo de estrutura simplética e o produto de Weyl tem sido estudado
nas representacoes unitarias do espaco de fase, permitindo a representacao simplética da
equagao de Schrodinger 19 Esta abordagem de estrutura simplética fornece um procedi-

mento adequado para deduzir a funcao de Wigner utilizando de modo concreto a invariancia

2 1 x Pt Produto Estrela
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de calibre e efeitos de superposicao (1512 Egta representacao simplética tem sido aplicado
em teorias cinéticas e '), Amorim et al ' estenderam para o caso relativistico utlizando
operadores do tipo a,* e utilizando representagoes unitarias e irredutiveis. Com isso, leva-

ram a equacao de Klein-Gordon e a equacao de Dirac no espaco de fase [11, 48, 16, 15, 10]

Utilizamos a mecanica quantica simplética com o objetivo de analisar o comporta-
mento da funcao de Wigner para o setor da cromodinamica quantica, interacao forte de
quarks-antiquarks pesados. Primeiro, considerando o potencial linear que é o modelo mais
simples do potencial de Cornell. Neste caso, estudamos a funcao de Wigner para trés ti-
pos de mésons (cc, bb e bc). A seguir incluimos o termo de Coulomb e o parametro de
negatividade associado ao estado fundamental e o primeiro estado excitado do méson cc é

calculado, resultado até o momento nao disponivel na literatura.

A dissertacao é organizada da seguinte maneira. No capitulo 2, apresentamos um esbogo
sobre a funcao de Wigner e o produto de Weyl e suas propriedades. No capitulo 3, uma
teoria de representacao unitdria no espago de fase é construida. No capitulo 4, é também
um capitulo de revisao sobre o modelo padrao de fisica de particulas, enfatizando a Cro-
modinamica Quantica. No capitulo 5, estudamos a interacao quarks-antiquarks pesados no
espago de fase analisando o comportamento da funcao de Wigner. Por fim, no capitulo 6,

as consideracoes finais e perspectivas sao apresentadas.

1 % Pt Produto Estrela 3






Capitulo 2

Funcao de Wigner e o Produto de Weyl

A Mecanica Quantica utilizando a regra de quantizagao de Weyl e a quase-distribuicao
de Wigner, possibilita que sistemas quanticos sejam examinados no espaco de fase 0 A
quase-distribuicao de Wigner foi apresentada em 1932 por Wigner (291, Wigner tinha como
proposito efetuar corregoes quanticas a mecanica estatistica, e também tentava resolver
o problema da superfluidez do hélio 0], Apesar disso, antes de Wigner, em 1930, Dirac
interessado pelo estudo da distribuicao de elétrons em atomos em regimes semi classico,
introduziu uma representacao da mecanica quantica no espago de fase B0 estudo em
particular de Dirac, era a representacao de operadores no espago de fase e da mesma
forma, escreve a equacao de evolucao temporal para a densidade de elétrons que ficou
conhecida como equacdo de Liouville-von Neumann I, Tanto o trabalho de Dirac quanto
o de Wigner segue procedimentos semelhantes, sendo o de Wigner com peculiaridades que
levam a estrutura da geometria nao-comutativa [32, 53],

O mapeamento no espago de fase da mecanica classica inserido no espaco de fase
quantico ocorre pela troca de variaveis q e p por operadores hermitianos @ e 15, respeitando
a relacao [@, 13] = 1h1. Neste sentido, observa-se que é perdida a ideia de ponto, onde A
limita uma drea no espaco de fase com valor minimo > *. Mas, se recupera a ideia de
ponto quando se toma o limite classico h — 0 [37, 57, 38, 35, 40],

A funcao de Wigner tem se mostrado uma ferramenta poderosa nao apenas de calculo,
mas com diversas aplicagoes no campo da Fisica, como exemplo, mecanica estatistica,
6ptica quantica, Fisica de particulas e etc ' #7 %% % 2l Neste capitulo, o conteddo est4 dis-
posto da seguinte forma. Realizamos brevemente uma revisao da representacao da mecanica
quantica no espaco de fase e da fungao de Wigner, dando destaque em suas propriedades,
evolucao temporal, produto de dois operadores equivalentes em Wigner e propriedades do

produto de Weyl, fundamentado nos trabalhos 70 77 9% 99, 40, 41,2, 45, 44, 57, 50]
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2.1 A Matriz Densidade

Na mecanica quantica representa-se o estado macroscopico de um sistema através do

operador densidade

p= Zw i ()X (t)]

onde {1;} ¢é o ensemble estatistico e w; = Nl ¢ o peso estatistico. A matriz densidade

abrange toda a informacao fisica que podemos obter sobre o ensemble em estudo [0, 4]

Tomando o estado puro, obtém-se

p(t) = [ (EO)Xv ()] (2.1)

A média de um operador A sobre os ensembles enunciada pela mecanica quantica

estatistica é escrita como
(A) = (W|Alp) = Tr(pA) = Tr(Ap). (2.2)
onde p apresenta as propriedades:
° p=p;
e Trp=1;
A equacao de evolugao temporal para p é obtida a partir da equagao de Schrédinger,

o,
tho [0 (t)) = H{t)[V (1)),
onde H(t) ¢ a energia total. Tomando a derivada temporal de p na Eq. (2.1), obtemos

2 — 2 wnwon = | (glvor) wol+vo) (el

= %H(t)w(t))w(t)l + _Lﬁil¢(t)><w(t)|H(t)-

Ou seja, se obtem uma equagao que é governada pela evolugao temporal de p, denominada
equacao de Liouville-von Neumann, dada por
dp

tho, = [H(t), p(t)]- (2.3)

6 ¥ % T Produto Estrela
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Entao, observamos que serd viavel através da matriz densidade construir mecanica
quantica no espaco de fase. Esta representacao é denominada de método da funcao de

Wigner[’ » 37,19, 5, 3]

2.2 Funcao de Wigner e suas propriedades

Existem varias formas de representacao matricial concedida para o operador estatistico
p, podendo ser dada na representagao de posigao por (¢|p|¢’) e na representacao de momen-
tum por (p|p|p'), sendo estas basicamente as mais usuais!”” " ** I Nesta perspectiva,
se define a funcao de Wigner como uma transformada de Fourier dos elementos da matriz

densidade [ ], isto é,

fula,p) = Qp) = (27T7’i)_1/d2 exp (%) <q - %‘p’q + %> : (2.4)

ou, de forma semelhante

Fola) = 9p) = 2y [ak exp (S (o~ g\p]p r3) (25)

Ou seja, temos o mapeamento linear Q : p — f,,(q,p). Assim, para estado puro p = [p)v|,

a funcao de Wigner fica na forma
_ -1 % T z _Zz
fu(q,p) = (2mh) /dz exp ( = ) W (q + 2) 0 (q 2) : (2.6)

Como exemplo, vamos obter a funcao de Wigner para o oscilador harmonico. Para cal-
cular a funcao de Wigner de um sistema, devemos ter a solugao da equacao de Schrodinger
do sistema correspondente A equacao de Schrodinger para o oscilador harmoénico uni-

dimensional na representacao da posicao é escrita como

2m 0q? + 2

( s m‘”2q2)w<q>:Ew<q>.

A solucao desta equacgao acima é dada por [

oule) = i) = () e

onde = y/mw/h e Hy,(aq) sdo os polinémios de Hermite. Desse modo, a fun¢ao de Wigner

1 % Pt Produto Estrela 7



IS4 Universidade de Brasilia 2.2. Funcao de Wigner e suas propriedades

do oscilador harmonico pode ser calculada a partir da integral

o

\/m2nn!

Utilizando o método de completar quadrado na exponencial dentro da integral, temos

fula,p) = (2nh)~! ( ) e /dyeipy/h_a2y2/4Hn[a(q — y/2)[Hula(q +y/2)],

fulep) = k)t [ =) et
w Qap - \/%2””'
. /dye(ﬁl“y/”QHn[a(q —y/2)[Hyla(q +y/2)], (2.7)
e realizando uma mudanca de variaveis para z = —Qéi—pa + ay/2, obtemos
fulap) = (—12@en) " (o) e (2.8)
U a V/m2mn! '
« / dse Hofa(z + g + @) Halolg + 5= — )] (2.9)

Fazendo uso da relagao

/ dze ™ Hyp(z + a)H,(z + b) = /72" m!b" ™ L~ (—2ab),

[ee]
temos , )
3 —o(—1)M2rh) e L, (2022 + -2 ). 2.10
fuw(q,p) =2(=1)"(27h)""e 4aZh G+ sy (2.10)
Onde as solugoes para n = 0 e n = 1 sao dadas por
0 1 _( 2+ 2)
fula,p) = —e 77, (2.11)
e
1
fig,p) = ;e—@“ﬁ)(zp? +2¢> - 1). (2.12)

Os graficos (2.1) e (2.2), mostra o comportamento no espago de fase da fun¢ao de Wigner
versus as coordenadas ¢ e p para o estado fundamental e o primeiro estado excitado de
acordo com a Eq. (2.11) e (2.12).

Consequentemente, observa-se que a fungao de Wigner conforme ilustra os gréficos,

8 ¥ % T Produto Estrela



2 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO DE WEYL IS4 Universidade de Brasilia

apresenta valores negativos no espaco de fase. Portanto, este carater esta relacionado com

[47, 48, 44]
0.4
0.2
| 0
9 | ]-02
—-0.4

a caoticidade do sistema .
Figura 2.1: Grdfico da fungdo de Wigner versus q e p referente ao estado fundamental (n = 0)

do oscilador harmoénico.
0.4
0.2
) 0
9 —0.2
—-0.4

Figura 2.2: Grdfico da fun¢io de Wigner versus q e p referente ao primeiro estado excitado (n
= 0) do oscilador harménico.

A fungao de Wigner é real, porém, pode ser negativa. Por tal razao, nao pode ser

considerada como uma distribuicao de probabilidade 56 %7, Tomando o produto das funcoes

1 % Pt Produto Estrela 9
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de Wigner f, e fz correlacionadas aos estados |1)) e |¢), tem-se

WIS = (@nh) / Fo (.0 0) f(g, ps ) dadp,

(2.13)

onde o lado esquerdo da equagao acima pode assumir valores positivos ou nulo se, e somente

se, os kets satisfazem a relagdo de ortogonalidade. Admitindo que seja nulo, isto resulta

numa integral de f;(q,p; t) fo(q, p;t) nula 36,5795 990 Contudo, observa-se que fo(g,p;t)

e fo(q,p;t) nao sao nulas. Isso implica em valores negativos. Em vista disso, a funcao de

Wigner é uma funcio real normalizada, mas nio ¢ positiva definida !

LA seguir

analisamos algumas propriedades da funcao de Wigner com base nos trabalhos [36, 57, 58],

A funcao de Wigner é delimitada no certo intervalo.

Demonstracao:

Considere um estado puro, disposto pela Eq. (2.4), isto é

fulq,p) = Q(p) = (27r7’i)‘1/d2 exp (%) <q - %‘p’cﬁ g>

Definimos as fung¢oes de onda normalizadas na forma

1 ipz z

p1(2) = Ee ml(g+ 5),
1 z

©2(2) = E?ﬂ(q — 5)-

Neste caso, a funcao de Wigner ¢é representada como o produto escalar

fular) = o [ deel@eae) = o forlea).

e deste modo, temos

fulasn)l = (el

Fazendo uso da desigualdade de Cauchy-Schwartz

[(1lea)|* < (p1lin) (@alea)

10 P x T
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2 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO DE WEYL IS4 Universidade de Brasilia

e sabendo que as fungoes ; e o sao normalizadas.

(1)) |” < 1.

Temos que,

| fuw(a,p)| < (2.14)

%.
Assim a desigualdade |f,(q,p)| < % implica que a funcao de Wigner é diferente de zero
em uma regiao cuja a drea do espago de fase é menor ou igual a 2/h ), Dessa forma, para
um estado puro, vemos que a funcao de Wigner contém informacao acerca do principio de

incerteza de Heisenberg, de maneira que, as coordenadas ¢ e p nunca devem esta posicionado

no espaco de fase na forma de um tnico ponto [36, 57, 29]

Integrando a funcao de Wigner em p ou ¢, recupera-se as densidades de probabilidades

para as fungoes de onda, isto €,

()2 = / fudp = {alpl). (2.15)

(@) = / fudd = (lplp). (2.16)

Demonstracao:

Para provar a Eq. (2.15) introduzimos a Eq. (2.4) em [ f,dp, que leva a

/dpfw — (2nh)~! /dpdz <q - g‘p‘q + %> exp (%) . (2.17)

Inicialmente, realizamos a integracao em p, o que nos leva a obter

/dz <q . g’p‘q—i— §> (/dp(27rh)1 exp (%)) , (2.18)

onde a expressao dentro do parénteses é a fungao delta de Dirac, §(z). Desta maneira, se
obtém a densidade de probabilidade de encontrar a particula numa regiao entre ¢ e ¢+ dgq,

ou seja,

[z (a=3fpla+5)66) = talola) = ot (2.19)

1 % Pt Produto Estrela 11



IS4 Universidade de Brasilia 2.2. Funcao de Wigner e suas propriedades

Procedendo de forma semelhante para Eq. (2.16), substituindo na Eq. (2.4), tem-se

/dqfw = (27?71)_1/ dkdq exp (%qk) <p — g‘p‘p + §> . (2.20)

Integrando em ¢, obtemos

/dk <p— g‘p’p—l- §> (/dq (2rh) ™! exp <_2qk)> , (2.21)

em que a expressao dentro do parénteses ¢ a funcao delta de Dirac, §(k). Logo, a densidade

de probabilidade de encontrar uma particula entre p e p 4+ dp é dada por

[ i <p - g\p\p+ §> 5(k) = {plolp) = @) (2.22)

A funcao de Wigner é normalizada, isto é
/fw(q,p)dqdp =Trp=1 (2.23)

Demonstracao:

Substituindo a Eq. (2.4) em (2.23), temos

/ fula: p)dgdp = (2mh)~" / dzdpdq exp (%) <q - g

integrando na coordenada p, temos

/fw(q,p)dqdp = /dqu <q - g‘p‘ﬁ §> ((%h)l/dpe"gz) , (2.25)

em que a expressao dentro do parénteses é a funcao delta de Dirac. Dessa forma, obtém-se

dor). e

/fw(q,p)dqdp = /dqu <q— g‘p‘q+§>5(2). (2.26)

= /dq {glplg) = Trp =1, (2.27)

12 1 x Pt Produto Estrela



2 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO DE WEYL IS4 Universidade de Brasilia

Integrando o produto de duas fungoes de Wigner p; e py, temos

[ dadptunta.p)fusta ) = 55 Tl (2.25)

Demonstracao:

Utilizando a Eq. (2.4), temos que
1\?
/dqdpr(Q’p>fw2(Qap) = (%) /dede1d22 eh (71tz2)

Z1 21 Z9
< {a=3loler3) (4=

zZ
q+—2>.

P1 5

Integrando em p, surge uma funcao delta de Dirac d(z; + 23), e integrando em 23, obtemos

1 z1 21 z1 Z1
/dqdpfwl(Qap)wa(qap) = (%) /dqd21 <q T~ q+ §> <q — 5P q+ 5> :
Introduzindo a mudanca de variaveis
I ﬁ "n_ ﬂ
qg =dq 9 q q+ 9
1
/ dqdpfu1(q:p) fu2(q, p) = <%) / dq'dq” (q'|p11q") ("|p2ld’) - (2.29)
Em seguida, com a propriedade de completeza na equacao acima, temos
1 / / /
dqdp fu1(¢,p) fu2(a,p) = (5= ) [ dd'(d|prp2ld)
2mh
= () (o) (2.30)
=~ \9:n P1P2)- :
As fungoes A, (g, p) estao associadas ao operador A(Q, P) na forma
_ wEN [ E z
Au(g,p) = /dz eXp( - ) <q 2‘A(Q,P)’q+ 2>, (2.31)
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IS4 Universidade de Brasilia 2.2. Funcao de Wigner e suas propriedades

ou,

Au(q,p) = /dz exp (_;qk) <p— g‘A(Q,P)‘p+ §> (2.32)

O equivalente de Wigner para o operador densidade p é dado por
fw = (27‘-77/)73,010- (233)

Uma vez definido os correspondentes em Wigner para qualquer operador quantico na

representacao de Wigner ', O valor médio ¢

(A) = (YlA|p) = /dpquw(q,p)fw(q,p) =Tr(Ap). (2.34)

Demonstragao:

Substituindo a Eq. (2.4) e (2.32) na Eq.(2.34) tem-se

3 inz'
<A> _ /dpquw(q,p)fw(Qap) = Tfr(pA) = (%) /dqdpdz’dz//exp (Z];:)

Z/
X q—E

Integrando em p, surge uma fungao delta de Dirac §(2’" + z”). Integrando na varidvel z”,

"

Jquwq+%>.(z%)

A(Q,P)’q+ %> <q — %

temos
A — lo—Zla N o—Zla Z
(A) = [ dgdz' (q = 5| AQ, P)la+ 5 ) (a4—5|AQP)a+3 ). (2.36)
Introduzindo uma mudanca de variaveis,
I ﬁ "n_ i
q =4 9 q q-+ 9
temos
(4) = / dq'dq” (¢'|A(Q, P)|q") {d"Ipld") = Tr(pA). (2.37)

Um aspecto é estabelecer de modo univoco o equivalente de um operador quantico

A(Q, P) com o seu reciproco na representacao de Wigner A, (q,p). Neste caso, usa-se a

14 1 x Pt Produto Estrela



2 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO DE WEYL IS4 Universidade de Brasilia

quantizacdo de Weyl " “1 Assim, se define a funcdao de Weyl como, dada uma funcio
no espago de fase, a(7,0), hd um operador quantico no espaco de Hilbert, A(Q, P) L,

correlacionado a a(1,0) de modo que

1 i(cQ+TP)
A(Q, P drdoc e *  «af(r,0), 2.38
@P =5 | (r.0) (2.39)
onde se associa o 7 com a coordenada de posicao e o a coordenada de momento no espago

de fase. Escrevendo o operador quantico A(Q, P) em termos de A, (q,p) obtém-se

a(r,0) = / dqdp ¢ Ay(g, p)- (2.39)

. N . i(oQ+7P)
Essa equivaléncia pode ser analisada, demonstrando que o operador W(Q, P) =e~ &,

respeita a condicao de ortogonalidade e completeza no espago dos operadores de classe
A(Q, P) 571 Usando a relacao de Baker-Hausdorff, eA+? = eAeBe’%[A’B], se escreve
W (P, Q) na forma

i0Q itP  ioT

W(Q,P)=er ere2n,

onde [Q, P| = ih. Resolvendo a expressao a seguir

il . on ZTP ZUT
(q'|e=n 0P g) = (g'|e™ ™ eF et |g) .

Onde a equagao de autovalor é definida por @ |q) = ¢|q), tal que et7oQ lg) = et#od lg). O

operador de translacao possui a propriedade e lg) = |¢ — 7), 0 que resulta em
(q/|e=7 7P g) = 2 GIERG (g — g k7).
Usando este ultimo resultado podemos escrever
Tre~2(0Q-7F) = (27h)*§(0)d(7),

observe que é valida a propriedade para o traco de um operador A definido por TrA =

1 % Pt Produto Estrela 15



IS4 Universidade de Brasilia 2.2. Funcao de Wigner e suas propriedades

[ dadp {(¢'|Alq) = (2xh)~® [ dqdpA,(q, p). Com isso, tem-se

Tre~#(Q-7P)  _ (27rh)_3/dqdp/dz exp(ipz) q— —‘e #(0Q-TP) ‘q—i— >, (2.40)
= (27rh)3/dqdp/dz exp(ipz) exp(io(q — z — 7))d(z + 7).

Integrando a expressao acima em z e usando a funcao delta de Dirac. Obtemos
Tre #(Q@=7P) = (27Th)3/dqdp eret . (2.41)
Logo, verifica-se a presenca de duas funcoes deltas representadas na forma integral, isto é,

Tre "MoQP) — (277)36(0) 6 (7).
O resultado obtido aqui revela as relagoes de ortogonalidade

Tre #(Q=TP)e=70Q7P) — (27h)35(0” — 0)3(7' — 7). (2.42)

Se percebe que ha uma equivaléncia entre a Eq. (2.32) e (2.33) e a Eq. (2.38) e (2.39). O

ponto de partida é utilizar a expressao
AQ,P) = /dO‘dT afo, T)e%(“QU“TP/), (2.43)
Assim, usando a propriedade de ortogonalidade tal que

alo,T) = %Tr{ (Q, P)e” #(oQ +TP,)} :

Vamos mostrar que a Eq. (2.43) existe. Neste caso, substituindo a equagao

alo.7) = [ dadpeHo@ P A, g ), (2.44)

diretamente na Eq. (2.43). Com isso, efetuando os calculos dos elementos de matriz repre-

sentados na coordenada de posigao. Obtemos

(dlA@, P)ld) = (2ah)~° / dodrdq"dq" (¢"|A(Q, P)lq")

"

e%(aQ’-ﬁ-‘rP’) ’q//> <q’€%(aQ+TP) ’q/> .

x (g
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2 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO DE WEYL IS4 Universidade de Brasilia

Com o auxilio da Eq. (2.42), encontramos

(gl AQ, P)ld') = (dlA(Q, P)lq) . (2.45)

Logo, isso mostra que a expansao (2.43) também existe.

2.3 Operadores Equivalentes na Representacao de Wigner

Nesta secao, vamos demonstrar as propriedades que trata dos operadores descritos na
representacao usual da Mecanica Quantica e os seus correspondentes em Wigner de acordo

com os trabalhos /% 11 97 4490, 32,16, 15]

Tomando um operador A = A(P) que depende apenas de P, ou seja, o correspondente
em Wigner A, = A(p) terd a mesma forma funcional. Onde P é substituido por p.

Demonstragao:

Dado um operador A(P), e expandindo numa série de P, ou seja
A(P) = A(0) + PA'(0) + ... (2.46)
Usando a Eq. (2.31) e substituindo A(Q, P) pela expansao, obtém-se
k 2

Ay(q,p) = /dk exp (—?) <p— 5'A(O) + PA'(0) + %A”(O) + ...’p—i— §> . (2.47)

Tendo em mente a equagao P |p) = p|p), obtemos

Au(a,p) :qu/ﬁkwp<j%)<p—g&+g>
+ Aﬂ»/ﬁk@m(—%;)(p+§)<p_§k+g>

, igk\ (p+ %) k k
+ A(0) /dk: exp (—%>( 2‘2) <p—§‘p+§>+...

Considerando <p — g‘p + §> = (k) calculamos a integral em k, isto é

1%@:A@+nﬂm+§m@+m:A@. (2.48)
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Usando o andlogo para a Eq. (2.32), temos para o caso em que o operador A = A(Q)

depende apenas de @), isso implica em A, (q,p) = A(q).

Um operador multiplicativo é dado por A(Q, P) = l¢, onde ¢ é uma constante.

Demonstragao:

Utilizando a Eq. (2.31) e colocando uma constante ¢ na posigao do operador A(Q, P),

onde constantes nao atuam em kets. Temos
Dz
Au(g,p) = dz exp 7 q— —‘ (q+ >

Auw(q,p) = /dz exp (72) <q— —‘q+ > (2.49)

Usando a propriedade <p — g}p + §> = §(k) e integrando em z, temos
Aulq,p) =c. (2.50)

O traco é TrA = (2rh)™® [ dgdp Aw(q,p).

Demonstragao:

Tomando a expressao (27h) % [dqdp A, (q,p) e inserindo a mesma na Eq. (2.31), ob-

temos

(27Th)_3/dqdp Au(g.p) = /dqdp/dz exp (%) <q— —‘A Q, P) ‘q+ >

Observa-se que surge uma delta de Dirac quando é feita uma integracao em p, de tal

maneira

(2ﬂh)3/dqdp Aulq,p) = /dqdp<q— g‘A(Q,P)‘qﬂL@/dz exp (%)

Assim, temos

(27?71)_3/dqdp Au(q,p) = /dqdz <q - %’A(Q, P)‘q + §> i(z). (2.51)

0 que nos conduz a equacao,

) [ dadp Auta.p) = [ dalalA(Q.P)la) = Tra. (2.52)
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Da relagao acima, integrando a func¢do A, (g, p) na coordenada de momento, obtem-se
o valor esperado de um operador A projetado na representacao da posicao posto na forma

[dp Aw(q,p) = (27h) =3 (q|Alq). Ao passo que, é valido a inversa !,

A propriedade a seguir trata do produto de operadores na formulacao de Wigner e fala

sobre os elementos nao diagonais de um operador. Essa propriedade é dada por

!

(@AQ. P)l) = (2rh)® / do 75 (0,4 — ¢, (2.53)

onde a(o, 7) é a transformada de Fourier de A, (g, p).

Demonstracao:

Usando a relagao para um dado operador genérico A(Q, P) = ﬁ i dodre™ ™5 a(r,0),

obtemos a expressao como segue

ioQ-l»TP
WAQ.P)) = [ dodr a(o.7) (ale ™5 ). (254
Utilizando a relacdo de Baker-Campbell-Hausdorff eA+8 = e4e® e~ 2[AB] aplicada no brac-

ket dentro da integral e utilizando a (2.42), obtemos
(WA@. P = ey [ do o (g - o). (259

Portanto, o estudo de operadores equivalentes na representacao de Wigner passa a
ser conhecido P, A seguir é estudado os produtos de operadores correspondentes na for-

mulacao de Wigner.

2.4 O Produto de Weyl

Um ponto caracteristico importante do método de Wigner se refere a transformada de
Weyl do produto de dois observaveis, AB 790 Na formulagao de Wigner, representa-se
o produto de dois observaveis AB em funcao dos correspondentes em Wigner de A e B

COmO [ K 7 ]

(AB),, = /dz el <q — g)AB‘q + %> : (2.56)
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Usando a relagao de completeza [ dg|g)g| = 1, temos

(AB)w:/dqu S <q—§‘A‘q> <q‘B‘q+%>. (2.57)
Tal expressao pode ser escrita utilizando a Eq. (2.55), ou seja

(AB), = (27h) _12/dqu' e'n /dadalei;ﬁ(Q+q/(q+ql_g))04(07 ¢ —q+ g)

x w3 g g+ %)‘

Fazendo as mudangas de varidveis, 7 = ¢' — ¢+ 3 e 7' = ¢ — ¢’ + §, obtemos

(AB), = (2Wh)_12/dada’d7d7" ei%hmoz(a, T)e' 2 f(o’, e (2.58)

CT/T+O'T/

Onde e"2r — pode ser expandida numa série de poténcias. Neste caso, é substituida por

A , . 1. . . ,
um fator e2n, em que A é um operador bidiferencial, isto é [39, 57)

99 97

~9gop  pog

Onde as flechas indicam o sentido de atuacao. Usando as funcoes A,, = f dqdpeioq#p alo, 1)

corg+1'p

e B, = f dgdpe’w— B(o’,7'), obtem-se o produto de operadores na representacao de

Wigner dado por """

(AB).y = Au(q, p)e Bu(g. p),
ou

(AB)y, = Bu(q,p)e™# Au(q,p).

Assim, o produto deformado entre os equivalentes de Wigner A,, e B,,, por meio de ezr é

o produto estrela de Weyl definido por

(AB),y = Au(q,p)e® Bu(q,p) = Au(g,p) * Bul(g, D).

O produto de Weyl (produto estrela) gera um novo campo na matematica chamado de

geometria nao - comutativa A geometria nao - comutativa se originou nas pesquisas
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2 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO DE WEYL IS4 Universidade de Brasilia

de Weyl e Moyal os quais estudaram regras de quantizacao no espacgo de fase . Uma
observacao a ser feita é que o produto de Weyl nao é comutativo. O produto * conecta o

método de Wigner com o formalismo da quantizagao de Weyl [37, 39, 57, 36, 44],

2.5 Evolucao Temporal da Funcao de Wigner

A equacao que descreve a evolucao temporal da funcao de Wigner é uma equacao
diferencial de primeira ordem no tempo representada no espacgo de fasel’” 1 Essa equacao

¢é obtida a partir da equacao de Liouville-von Neumann escrita como [0, 57, 4]
thoyp = Hp — pH, (2.59)

onde H é o Hamiltoniano do sistema. O mapeamento linear é Q : A — a,/(q,p) onde
Q(A) = (2rh)7! [dze

em H que leva uma algebra associativa nao-comutativa em I' 0], Aplicando o operador §2

ipz

= (q—3|Alg+73). Isto é, temos uma algebra associativa de operadores

na equacao de Liouville-von Neumann em ambos os lados, isto é

ihQ(0yp) = Q(Hp) — Q(pH). (2.60)
Como resultado, temos
i %:Hw*fw—fw*Hw (2.61)

em que o paréntesis de Moyal é dado por {H., fu}y = Hw * fu — fu*x Hy. O paréntesis

de Moyal pode ser escrito como

h(9d 937

{a,b}py = axb—bxa=2ia(q,p)sen [5 (8_q8_p — 8_pa_q>] b(q,p), (2.62)

onde nesta expressao a funcao seno pode ser interpretada como uma série de poténcia cor-
respondente ao paréntesis de Moyal. Utilizando a identidade e"4/2 — e=4/2 = 2 sen (h%)

e expandido sen (h%), ou seja [50, 57, 44]

A A1 /AN 1 /. AN°®

No limite classico (A — 0), a equagao dinamica para a fun¢ao de Wigner satisfaz a
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equacao de Liouville-von Neumann classica escrita como 57, 57, 50, 32]

Ofw OHyOfy, OHyOfw

= — ={H 2.64

com H, substituindo a func¢ao hamiltoniana. Ou seja, o método de Wigner resgata as
equacoes canonicas da mecanica classica. Observa-se que ha uma conexao do formalismo

de Wigner e o principio de correspondéncia [37, 39, 36, 35, 13]

O formalismo de Wigner apresentado até agora, estd descrito na representacao de
Schrodinger da mecanica quantica, onde o estado do sistema evoluem no tempo. Contudo,

pode ser estudado na representacao de Heisenberg [37, 55,131,

2.6 Propriedades do Produto de Weyl

O produto de Weyl ou produto estrela é uma ferramenta matemédtica que modifica
operadores da Mecanica Quantica usual em fungoes no espaco de fase ¢ produto de
Weyl satisfaz as seguintes propriedades.

O produto  entre f(q,p) e g(¢,p) é definido por '

e —
f(a,p) *g(q,p) = f(q,p) exp [% ((‘%gp - a%a%)] 9(q.p). (2.65)

O produto * se trivializa [ 1.

cx f(q,p) = f(q,p) *c = cf(q,p). (2.66)

Demonstracgao:

Expandindo em série o operador e%, temos
vl (55T 1y (57
&P = 2 \agap  apaq) "2\ 2 ) \agap

O produto de Weyl nao comuta.

Sl ot
Sl

) +...» f(g,p)-

f(a,p)*9(q,p) # 9(q,p) * f(q,p). (2.67)
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ou
fa,p)e’® gla,p) # 9(a,p)e™™ f(a,p),
Demonstragao:
1:
ih ih
q*p= (q+ 58p)p=qp+ 5
2:

P U
pxqg=\P 5 V4 q = pq 9

O produto x de duas fungoes eleva uma a posicao de operador, isto é

. =
fla,p)*g(q,p) = f<q+@%p—@%> 9(q,p)

20 20
— flap) n th 0 zh%
Demonstracgao:
Considere a e b definidos como a = 83 eb= 83, ou seja
P q

ih

(g8 8
£a.9) % 9(a.p) = Fla.p)e* 5% ) g(q,p).
Sabe-se que e f(x) = f(z + a). Com isso, temos

fla,p)*g(g,p) = f (q + %a,p - %ib) 9(p,q).

Logo, substituindo a e b, onde a = aﬁ eb= 8@, temos
P q

- —
ih O ih O
fla,p)xg(g.p) = f (q + 2oy P Ea_q) 9(p, q).

1 % Pt Produto Estrela 23



IS4 Universidade de Brasilia 2.6. Propriedades do Produto de Weyl

Onde

~

f=fla,p)*.

O conjugado complexo muda a ordem do produto estrela.

(f+9)t =g"* f1. (2.68)
Demonstracgao:
Utilizando a Eq. (2.65), e mudando as varidveis por ¢’ = q e p’ = p, ou seja

th (0 0O 0 0

tansatan =ew |5 (50 - L] fanad.s) (2.69)

q.p'=q,p
Expandindo a fun¢ao exponencial em série de Taylor, temos

o0

th 1 [ih\"
exp [3(&18},/ - apaq’)} - Z ! <§> (0g0p — 0p0y)".

n=0
Consequentemente, escrevendo o binémio para a expressao (0,0 — 0,0,)", isto é

n

03~ 0,0, = Y0 ( 1) o B0, (2.70)

m=0
O produto estrela de Weyl é escrito como
fla.p) *g(g.p) = <3> > (=1 (m) (0,70, f(a,p)] [07'0y ™ g(q, )] -(2.71)

n!
n=0

m=0
Quando realiza-se o complexo conjugado da equagao acima, obtemos
o0

Ganraan) = Y1 (5) {(—1)“ > (1) oo )]

X [a;nag*mgwq, pﬂ } (2.72)

em que o termo (—1)" surge da conjugagao complexa do termo (ifi/2)". Associando esse
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termo no binomio, tem-se
= n n—m m
(_1)n(aq8p’ - 8108(1’) = <_aqap/ + apaq’) = Z(_l)m (m) [apaq’] [aqap’} :
m=0

Quando atua estes operadores em duas fungoes no espaco de fase, encontra-se

n

0,0y = 0,00) (@, P)9(d . ¥) = D (~1)" (Z) 00y fla.w)] |00 "9 (a,)].

m=0

(=1)"(940p — 0,04) f(q:p)9(d,p) = i(—l)m <:,L) [32‘”“3;”9(61719)] [3?3?‘” (q,p)} :

Comparando as tltimas duas equacoes, chega-se na expressao

(=0)" o (=" () [0y 0y f(q,p)] [958 "9(q, p)]
= X" 1970 9(a,p)] 070" fla.p)] - (2.73)

Substituindo a Eq. (2.73) em (2.72), obtem-se

o

(f(q,p)*g(q,p))T = Z%(%)n{(—l)" no(—l)mC;) [3;"“”8;"9%%29)}

= g'(q,p)* f(g.p).

O produto estrela é associativo. Considere o produto estrela entre f, g e h dado por

(f(q.p) * g(q,p)) *h(q,p) = f(q,p) * (g(q,p) * h(q,p)). (2.74)

Demonstracgao:
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2.6. Propriedades do Produto de Weyl

Temos que

(flap)gla.p)) <hla.p) = {f <q

ou

f(q,p)*<g(q,p)*h(q7p)> = f

26
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Capitulo 3

Teoria de Representacao no Espaco de Fase

No presente capitulo, se define uma classe de operadores estrela que sera base na repre-
sentacao unitaria do grupo de Galilei-Lie estendido 290,571 Egse procedimento nos leva
a escrever a equacao de Schrodinger no espaco de fase 16,4795 9500 estudo do espaco de
Hilbert simplético na mecanica quantica tem inicio com G. Torres-Vega e Frederick (1990)
(15, 19] que propuseram uma equac¢ao do tipo Schrodinger no espaco de fase [0, 30, 18, 19]
Porém, a funcao de onda foi projetada numa base que nao expandia todo o espaco I
13,41 Posteriormente, Oliveira et al (2004) P9 introduziram uma funcéo (g, p), que se
conectava a funcao de Wigner e foi obtida uma interpretacao fisica da teoria [57, 50, 50],
Em vista disso, foi utilizado teorias de representacao de grupos de simetrias dando origem
4 Mecanica Quantica Simplética ' 7). Sendo assim, tem-se uma estrutura simplética (o
espaco de fase) I', equipado e composto por fungdes de quadrado integraveis em que a base
serd montada. Deste modo, temos a construgao do espago de Hilbert sobre o espaco de
fase simplético H(I") [0, 571, Assim, nesta variedade onde esta contida uma funcao de onda,
foi concedido uma interpretagao fisica para esse objeto matematico. Neste espaco de fase
construido por meio de uma teoria de representacao se tem um formalismo autocontido que
se generaliza para outros campos da Fisica. Como exemplo, a teoria quantica de campos
%], Neste capitulo, definimos & = ¢ = 1 por motivos praticos. Temos na elaboracio desse

capitulo as seguintes referéncias [*7> 7% 9% 90 01 00, 92, 20]

3.1 Espaco de Hilbert e a Estrutura Simplética

Define-se um dado conjunto G como sendo uma variedade diferencial n-dimensional, em
que podemos associar a cada ponto ¢ € G e representado pelas coordenadas g = (¢, ....¢"),
um espago vetorial real 7;G n-dimensional denotado espago tangente de G em ¢ 57, 501,

Pode-se designar por T#G ou T'G* o espaco dual, também conhecido no estudo de geometria
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diferencial como espaco cotangente onde as coordenadas de cada ponto sao tratadas por
(q,p) = (¢*,...¢",p",..p") 1. Entao, podemos equipar o espaco cotangente com uma

estrutura simplética, dada pela 2-forma "> ']
w = dq A dp. (3.1)

A partir dessa forma simplética, em conjunto com a definicao do operador

(33 53 »
~\9qop Opoq |’ '

obtemos para as fungdes f(q,p) e g(q,p) em C*, os parénteses de Poisson

w(fA, gA) = fAg ={f g}, (3.3)
em que se define esses colchetes como {f, g} = g—f;g—}g) — %%. Segue que o espago dual T*G

caracterizado por uma estrutura simplética é classificado como espago de fase denotado

por I', de modo que um dado vetor relacionado é explicitado da seguinte forma w =

(Wl yw™) = (¢' ..., q" Pty p") e ¢ = (¢4, ...,q") e p= (p',...,p") sdo vetores posicao e

momentum pertencentes a variedade G 1. Observa-se na Eq. (3.3) que, ao fazermos uso

dos operadores X e X, definidos por

of 0 Of 0
Xi=fA=—2— -2 — 3.4
e
g 0 0dg 0
X —gA =2~ 77 3.9
esses operadores determinam campos vetoriais em relacao a I’ 79590 Com base nessas

definicoes, a partir de I' inserimos o espaco de Hilbert correlacionado ao espaco de fase I
[50, 57]

Nesse espaco vetorial complexo, definimos um conjunto de funcoes complexas de qua-

drado integraveis, ¢(q,p) em I', de maneira que

/dpdq ©(q,p) (g, p) < o0,
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é uma forma bilinear real I'’l. Nesse caso, podemos escrever v(q,p) = (g, ple), com auxilio
de

/dqdp lq,p)q.p| =1,

onde (p| o vetor dual de |p). Este espago de Hilbert simplético é denotado por H(T")
[ ? I’ i }

3.2 Operadores de Bopp

Os operadores de Bopp [ }, também conhecidos como operadores pseudo-diferenciais,

sao obtidos de maneira formal pela seguinte regra de quantizacao 1

1.0
q= —1h— 3.6
I=q+5ihg, (3.6)
e de forma equivalente para a coordenada p
1.0
p=p— —ih—. 3.7
p=p=gihg (3.7)

Esses operadores sao outra representacao para as coordenadas de posicao ¢ — ¢ e momento
D — —iha%. Na literatura os operadores ¢ — q + %@'hﬁp ep—p— %maq recebe o nome de
”Bopp Shifts”"'). Tais operadores atuam sobre funcdes ou distribuicoes definidas no espaco
de fase T '), Os operadores de Bopp no espaco de fase foram estudados por de Gosson na
teoria de espagos modulados 9,

Como motivagao, considere um exemplo, onde o produto estrela é uma ferramenta
fundamental na andlise de quantizacao da deformacao de funcoes definidas sobre I' P,

Temos por defini¢ao que

c=axb

de modo que

1\ : 1 1
_ QLa(q’,q”) - o IS/
c(q) (_47rh) //e 2 a(q+2q)b(q QQ)dqdq :

Nesta equagao a transformada de Fourier simplética para o produto de dois operadores de
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Weyl é definido como

¢ = ab.

Analogamente, escrevemos para ¢ a transformada de Fourier simplética dada na forma

1 " 7 11 / / ’
co(q) = | — /e%”(q ag (q—q)bs(q)dd,
Ah

o que nos leva depois de feito alguns calculos, a obter
. n 1. b 0
a= —th— | a

1.0
pxa= (p - Ezh(‘?—q) a, (3.8)

onde % e a% sao os gradientes das coordenadas de posicao e momento 1,

3.3 Operadores no Espaco de Hilbert sobre I

Quando se introduz um espaco vetorial estruturado no qual se tem definidas funcoes
sobre I, a forma do mapeamento Q : H(I') — H(I') ' pode ser observada através da
aplicacdo de um operador linear, de modo que os vetores |®) e |¥) pertence ao espago de
Hilbert #H(I") %% 76901 Considere a relacio

Q@) = [¥).
) é um operador linear, isto é
Q (Cl|\I/> + C2’@>) = CIQ’\II> + CQQ|(I)>

Considere ¢ = {§2,0...} um conjunto de operadores lineares sobre H(I'), é um espago
vetorial ordenado e equipado com operagoes de adicao e multiplicacao satisfazendo as

rela(;()es[ > 3]

[+ O]|¥) = Q|T) + O|D)

[ W) = c[QW)].
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Nota-se que o ket Q¥) e bra (¥|Q ndo sio dual, ou seja, QU + (U|QF 1. Se Qf =0,
tem-se

(QO)f = ofal,

Neste caso, se Q = QF, obtemos
(v|]e) = (8laf|w).

Tomando dois vetores de estado |¥) e |®) , o produto externo entre eles fica na forma
B = |®)(¥|. Neste caso é valida a relacio B = B'. O seu adjunto é Bt = [W)(®| I+,

Se o operador linear € aplicado em |w), resulta em
Qlw) = wlw),

onde w representa um autovalor real, entdo o operador € obedece a relacio 2 = Qf. Esta

propriedade classifica os operadores como hermitianos [38, 59, 1]

3.3.1 Operadores Unitarios

Operadores unitarios satisfaz a relacao
UUt=U'U = 1.
Neste caso, a condi¢ao de adjunto é equivalente ao inverso do operador linear, isto é
Uut=uv-".
Neste caso, |¥) e |Ws) se transforma na forma

podemos escrever o produto escalar

(W) [W5) = (U |UTU W) = (Uy|Ws).
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logo, temos uma transformacgao unitaria que conserva o produto escalar e sua norma
[13, 38, 39]

3.3.2 Operador Translagao no Espago de Hilbert Simplético H(I)

Consideramos a seguir a definigao geral de translagao espacial, sendo t(a;), escrito da
seguinte forma [
a;

t(ai)¥(qi, pi) = ew’q’(q@‘ + 572%‘), (3.9)

em que temos uma fase arbitraria e®. A seguir, iremos explorar quatro propriedades refe-

rentes ao operador de translacao com base no trabalho [35],

1. Conservagao da probabilidade. Se |¥) encontra-se normalizado, entao para t(a)|¥)
transladado, a normalizagdo é valida. Para tanto, a translagao (U |W) = (U|tT(a;)t(a;)|¥)

precisa ser unitaria.

2. Interpreta-se duas translagoes infinitesimais a; e b; formando uma translagao apenas.
Isto é, a; + b;, nos leva a t(a;)t(b;) = t(a; + b;).

3. Existe uma translagao t(—a;) = t~*(a;).
4. Tomando o lim,, ,ot(a;) = 1 recupera-se o operador identidade.

Assim escrevemos o operador t(a;) = e*i%. Isso permite escrever p; = hk; na representacio

t(a;) = "% Considerando a expansao para a Eq. (3.9), t(a;) =1+ i;i, tem-se

Z']/?\CLZ‘ i a;
<1 + > ) U(g;,pi) =e d)‘lj(%‘ + Evpi)'

ady

Utilizando o operador e’ na representacio da posicao e g(r) = g(r + a), obtém-se

ho th
PV (g, pi) = ?‘If(%pi) - anq’(%pi),
(]
em que escrevemos o fator % na forma % = ¢, 0 que resulta em ¢ = 9. Logo ¢ tem

dimensao de momentum, ou seja, ¢ = p, o que leva p a ser escrito na forma 3]
N 1h
P=a— 50 (3.10)

Como o operador satisfaz a condi¢ao 0, = —8;, isto implica que o operador p é um
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observével fisico I, E ainda, escrevemos (3.10) de forma mais compacta p = px. A

seguir serd tratado o operador posicao.

3.3.3 Operador Posicao no Espago de Hilbert Simplético H(I")

Como vimos anteriormente o operador p é hermitiano. Isto corresponde a ser um ob-
servavel. Logo, teremos o analogo para o operador de posicao de tal modo que a trans-
formacao imposta t(a)gt'(a) = §+ a seja vélida 3% 99] Nesse sentido, considere o operador
arbitrario dado por

¢=Aq+ Bp+ CO, + D0,

onde A, B, C' e D sao constantes. Usando a relacao de Heisenberg temos

P el = ih.

[Ag+ Bp+ C0O,+ DO, p — 5

Assim, temos
hA
S+ D=ih

Definindo A =1 e D = 2 encontramos o operador posicao escrito como
2 G

q=q+ =0, (3.11)

ou seja, escreve-se ¢ = qx.

Recorrendo a transformacao

t(a)qt'(a) = 7+ a, (3.12)

A ¢ utilizando a férmula de

Baker-Hausdorff-Campbell e*Be ™ = A 4+ 3> | L[A, B],, onde n indica o nimero de

comutadores repetidos. Isto é

esta relacdio acima é verificada aplicando o operador e Be™

Da;, Da;,
exp[@&]q exp[—zll] =q+a. (3.13)
h h
Consequentemente, se nota que o operador em (3.13) realiza deslocamentos nas quantidades
de movimento, isto é, um gerador de translacao. Contudo, também se observa a presenca de
uma fase. Motivado pelos operadores de Bopp que representam os operadores de posicao e

momento, um estudo a seguir referente ao grupo de Galilei no espago de fase é apresentado.
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3.4 O Grupo de Galilei

O estudo do grupo de Galilei no espago de fase é construido a partir do grupo de Lie com
dez parametros especificados [ ° ). De forma generalizada as transformacoes de Galilei

para dois sistemas de referéncia (x, t) e (x',t') associados sao definidas pelas equacdes [ "}

r; = Rx; + vt + a,
¢ =t+r, (3.14)
p; = p+mu;,

onde 7’ sdo as coordenadas espaciais, R é uma matriz de rotagdo pertencente ao grupo
0O(3), t e T é a coordenada temporal e de translagdo temporal, a é o deslocamento no
espago, m e v; sao a massa da particula e a velocidade relativa indicando a alteragao de
sistemas de referéncia inerciais, isto é, boost. Com as transformacoes unitarias conhecidas
U:H() — H(T), e tomando a Eq. (3.10) e (3.11), a relacdo de comutagao adquire o

seguinte aspecto

th

~ o~ th
[Q7P] = [q + Eapap - an]
th ih i’h?
= [Q7p] + E[apyp] - 5[(]’ 8q] + T[apaaq]

~

com () e P especificando os geradores que levam a obedecer a relacao de Heisenberg
[39, 58, 501, Agora, dando énfase a algebra de Galilei-Lie inserimos os ingredientes necessérios

tendo o operador K definido como
K =mQ — tP, (3.15)
onde m e t sao parametros. Em seguida, se define o operador estrela da seguinte forma

—

K; = kx = mq x —tpx

ih ih
= m(g+50,) — tp - 50,

Temos que na mecanica classica o momento angular é definido como L = Q x P (3],

34 ¥ % T Produto Estrela



3 TEORIA DE REPRESENTACAO NO ESPACO DE FASE IS4 Universidade de Brasilia

No espago de Hilbert simplético H(I") o operador momento angular fica escrito na forma

~ —

L; = Eiijjl/D;; (3-16)

onde €;;; ¢ um tensor antissimétrico. Utilizando as Eqs. (3.10) e (3.11) na (3.16), obtemos
o operador estrela equivalente
~ ih ih h?

L,; = Lz’* = eijk.quk — Eeijkqjaqk + §€ijqu8pj + gﬁijkapjaqk. (317)

Um sistema livre de interacao é descrito por um gerador de evolucao temporal escrito como

3
" ZPE :P12+P12+P12‘

1
— 2m 2m (3 8)

No formalismo da mecanica simplética, temos o correspondente definido pelo operador

estrela dado por

D2 3 D2
Hepee v L
2m — 2m
3 . 2
1 ih
= — i — —0,. | . 3.19
2m, — <p 2 Qz) ( )

Deste modo, temos a algebra de Galilei-Lie estendida de acordo com os comutadores dos

geradores do grupo de Galilei [45, 30, 57, 50]

|Li, L) = iheiji Ly, [L;, H] =0,
Li. Kj) = ihei Ky, [Ki Kj] =0,
Li, P = ihew Py, [P P =0, (3.20)
(K, Pj| = ihmd;;1, [P, H =0
]

onde m é um parametro que corresponde a massa, elemento carateristico da extensao
central ' ”. Em seguida, faremos algumas demonstracoes dessas relacoes de comutacio

fundamentada nas referéncias *% % 1% 1,
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Demonstracao 1. Para provar a relagao [f(\l, ]33] = ihméiﬁ, utilizaremos a seguinte
propriedade [a + ab, c] = [a, ] + a[b, ¢|, com « constante complexa e a, b, ¢ representam
operadores, temos que

(K., B] = [mQ; — tP,, P). (3.21)

reescrevendo a relac¢ao (3.21), tem-se

— o~

K, Pj] = m[Qi, P}] — t|P;, P}].

nos leva a obter
[K;, P;] = moj;1. (3.22)

Demonstragao 2. Para deduzirmos a expressao [K;, H| = 2mihP;, recorremos a iden-

tidade [a + ab, ] = [a, c] + a[b, c], ou seja

= m|Qs, P;Fy] — t[P;, PPy (3.23)
temos também a propriedade [a,bc| = [a, c]b + c|a, b], tal que encontraremos outra forma

de escrever (3.23)

= 2mihP;. (3.24)

Demonstracao 3. Para que a relacao de comutacao [L;, Pj| = ihe;;, P seja verificada,

usando a expressao [ab, ¢| = alb, c] + [a, c]b, temos

= Eijk@;[/P;a ﬁ’r\n] + €ijk @;; ﬁr\n]f);
= ihéjmﬁi]’kﬁ;

— iR€imis - (3.25)
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Demonstracao 4. O comutador de [fl, ?J] = iheijkf/(\k é verificado usando as regras

de comutacao [a + ab,c] = [a, ] + alb, c] e [ab, c] = alb, c] + [a, c]b, ou seja

[Li, K] = [Gijk@;ﬁy mQAm - tﬁ;]
= mEijk[@;E, ér\n} - teijk[@ﬁ; 15;1]
= —imhékmeijk@ — ithajmeijkﬁ;
= iﬁmeijm@ — itheimkl/[’;
= ihmeijk@\k — ithﬁijk;]/j;

= iheg Ky (3.26)

logo, esta verificada a algebra associada aos operadores estrela. Onde p , K , E, H no cendrio
da simetria Galileana, correspondem aos geradores de translagoes, transformagoes puras de
Galilei, rotagoes e translagao temporal (50,491 Nesta representacao @ e P sio transformado

pelas transformagoes puras de Galilei de acordo com

e ivE Ajei"% = IB] + mu;1, (3.27)
e va@;e“’% = C/Q; + v;t1. (3.28)

Além disso
(@, Pr] = ihdj1. (3.29)

Note que as Egs. (3.27) e (3.28) foram obtidas usando e*Be™* = B + [A, B] + ....

Assim, @; e fA’] podem ser interpretados como observaveis fisicos de posi¢ao e momento,
com as Eqgs. (3.27) e (3.29) especificando a direcdo que Q e P transforma-se sob trans-
formagoes puras de Galilei 716,50 Nesta representacao, temos os invariantes de Casimir

da algebra de Galilei-Lie que sao dados por

-
L =H—-— :
' — (3.30)
~ 1 ~ ~

onde I; é o invariante que descreve a Hamiltoniana de uma particula livre, ao passo que I
corresponde ao invariante relacionado com os graus de liberdade do spin. Neste trabalho,

é considerado I = 0.
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Representa-se o observavel fisico através do gerador de translacao temporal H. A

evolucao temporal desse observavel é dada por [30, 6]

A(0)ei" 7, (3.32)

>

Aty =e

em que A(t) é o observavel fisico no instante ¢. Consequentemente, a equagao que descreve

a dindmica para o operador E(t) é obtida tomando-se a derivada temporal da Eq. (3.32),

DA(t) i

ot [A), H] + =5, (3.33)

St |

a qual resulta na equacao de Heisenberg.

Com os elementos constituintes da Mecanica Quantica no espaco de fase é possivel a
construgao de uma base em H(I") 1620 Para tanto, na construcao da base, considere os

operadores de posicao e momentum definidos por

~ ih 0
P = g 1 —_—
pr=p 2 0q

1~

=pl+ §P. (3.34)
De maneira analoga, temos

ih 0
Q=qgx=p Ea_p

1~

Obtemos formalmente operadores multiplicativos (c-number) diretamente associados ao

operador identidade escritos na forma

P = 2p1, (3.36)

Q@ = 2q1, (3.37)

que sao () e P operadores hermitianos. Estes operadores podem ser escritos como

P==(P+P). (3.38)
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Q= %(@ +Q). (3.39)

e quando submetidos a transformacao pura de Galilei, os operadores () e P se transformam

como posi¢ao e momentum, isto €

>

e VE Qe = 20 + vtl, (3.40)
e " 2P % = 2P + mol. (3.41)

Em consequéncia, os operadores Q e P comutam entre si, isto é, [Q, P] = 0, isto significa
que Q e P néo sdo interpretados como observaveis, uma vez que a relacio de Heisenberg
nao é obedecida [, Contudo, o uso desses operadores possibilita a construcao de um
referencial de espaco de fase no espago de Hilbert L6, 501, Entao, se define uma base de

autovetores normalizados |¢, p) com um conjunto de autovalores {¢} e {p} satisfazendo

QY(q,p) = q¥(q,p), (3.42)

e, analogamente,

PY(q,p) = p¥(q,p), (3.43)

em que V(q,p) = (g, p|¥) é uma funcao de onda no espacgo de fase I'.

Através da relacao de completeza, obtemos o produto interno

(0, 0 — / (¢, p) V(g p)dadp. (3.44)

De forma semelhante, tem-se
(0115) = [ ¥i(a.9) = Wala p)dudp (3.45)
Um operador A aplicado em V¥, fica dado
(g, p|AW) = /<q,plﬁlq’,p’><q$p’|\1f>dqdp, (3.46)

onde [|¢',p'){(¢,p'|dgdp = 1. Para o cdlculo do valor médio na base {g¢,p}, toma-se o
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correspondente do operador A= a(q,p)* no espago de fase, ou seja

(0| A|T) = /<‘If!q,p><q,plﬁlq’,p’><q’,p’!‘I’>dqdpdq’dp’

U*(q,p)a(q, p) * ¥(q,p)dqdp

/ a(q,p) [Y(q,p) » V" (q, p)] dgdp. (3.47)
Onde (q,p|A\|q’,p’> = zzl\é(p —p')0(q — ¢'). O valor esperado de @ é dado por

(T|Q¥) = /q [W(q,p) * ¥*(q,p)] dgdp

= / qo(q)dp, (3.48)

onde o(q) é a densidade de probabilidade para medir @ na representacao da posicao ¢ [ ],
isto é
olq) = / [(g, p) x ¥*(q,p)] dp- (3.49)

Analogamente, temos

o(p) =/[‘P(q,p)*‘1’*(q,p)] dq. (3.50)
3.5 Equacao de Schrodinger no Espaco de Fase

Iremos obter nesta se¢ao uma equacao responsavel pela dinamica de um sistema quantico.
Para tal, se define uma funcdo dependente do tempo W(q,p,t) representada no espago
de Hilbert simplético H(I"). A funcao ¥(q,p,t) ndo pode ser interpretada com o mesmo
contetido fornecido na funcao de onda da Mecanica Quantica usual, pois os autovalores g

e p pertencem aos operadores auxiliares () e P [46, I,

Consideremos a funcao de onda que evolui no tempo dada na forma

—itH
U(q,p,t) = exp ( = ) * U(gq,p,0), (3.51)

onde U(t,0) = exp (). Em seguida, a Eq. (3.51) é derivada com relacdo ao tempo, ou
h
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seja
ov t —1 —itH
(g’tp’ ) - (hz)h(q,p) *eiﬂp< Zh ) *¥(q,p,0)

= ﬂh( ) x U ( t 3.52

= "——hg,p q,p:t). (3.52)
Consequentemente, a equagao de evolugao temporal para W(q,p,t) é escrita do seguinte
modo P ,

iYL b, (3.53)

ot

Utilizando o operador Hamiltoniano definido na forma usual

H=h+V(q)
2

- 2p—m +V(q), (3.54)

entao a Eq. (3.53) é escrita como

th 0

- OV(g,p, 1) p’ R 0* ihp 0
ihe D7) th 9
2 0q

Er ———————) \If(q,p,t)+V<q+

v t :
2m  8mdg®> 2mdq ) (g,p,t), (3.55)

que é a equagao de Schrodinger no espago de fase. A dedugao desta equacao somente é

verificada se a extensdo central (3.20) que rotula a representacao for (m # 0) '" 5

A Eq. (3.55) através da densidade Lagrangiana dada por

ih ih

L= g(qﬁatqf AR Rp(\lﬂaqqf AL
P’ oot N t

¢é invariante por transformacao de calibre.
Usando a propriedade f(q, p)*c = ¢f(q, p) introduzida no método de separacao de varidveis,

tem-se

U(q,p,t) = (q,p) * (1)
U(q, p)@(1), (3.57)
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substituindo o produto de fungdes escrita na Eq. (3.52), obtém-se a equagao de autovalor

~

Hv(q,p) = Hx(q,p)
= EvY(q,p), (3.58)

em que E é uma constante. Assim, a solucao geral da Eq. (3.52) é escrita como

(g, p,t) = ¥(q,p)exp (_ZE) : (3.59)

Considerando que existe uma associacao com a fungao de Wigner e a solugao da Eq.

(3.52), temos a seguinte relagao para fungao f,,

fula.p.t) = U(q,p,t) x Ui(q,p,1). (3.60)

Veja que a conexao pode ser verificada usando a equacao de Schrodinger simplética e o

complexo conjugado da funcao W, ou seja

gt
_ 9% (g, p,t)

_ gt
LD — wi(g,p, ) H, (3.61)

Em seguida, multiplicando W' pelo lado esquerdo da Eq. (3.52), enquanto que a segunda
Eq. (3.61) é feito uma multiplicagdo por Wx pelo lado direito, e tomando a diferenca entre

as duas equacoes, obtemos

L O (W)
ih——p— = H(UxU) — (Ux0h) H
=H % f, — fu*x H, (3.62)
que leva ao resultado final
TSPy gy, (3.63)

onde {a, b} ,, = axb—bxa representa os parénteses de Moyal. Desse modo, a Eq. (3.63) pode
ser encontrada na literatura como equagao de Moyal para o formalismo do espaco de fase
90,9320 B consequentemente existe uma analogia com a equacao de Heisenberg, ou seja, os
operadores evolui no tempo e as funcoes de onda nao possui dependéncia temporal % 7],
Assim, a partir da equacao de Moyal, as fungoes de Wigner apresentam comportamento

de permanecerem estaciondrias inicialmente enquanto que as transformadas de Weyl dos
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operadores sao dependentes do tempo. A dinamica dessa equacao é equivalente a equacao
de Liouville-von Neumann, onde o estado do sistema sera descrito pela funcao de Wigner
seguido pelo parénteses de Moyal que substitui o comutador 6],

Além do mais, a funcao de Wigner satisfaz a condicao de normalizacao, dada por

/fd%nﬂ@@hi/w@nﬂ*WW%nﬂ®@ﬁ=1 (3.64)

Também pode-se verificar com base na relagao (3.60) que a fungao de Wigner ¢é real, isto

€,

[W(g,p, 1)+ Wi(q,p, )] = [W(q,p, )] [W(g,p, 1))
= U(q,p,t)*V'(q,p,t)
= fu=11, (3.65)

na qual a fun¢ao f,, nao é positiva definida. Outro aspecto importante da funcao de Wigner,
é quando se multiplica por (g, p) pelo lado direito na Eq. (3.58), levando-nos assim a

escrever a equagao da seguinte forma

Hfu(q,p) = H* fulq,p)
— Bfu(a.p). (3.66)

onde H é o hamiltoniano. A Eq. (3.66) para um sistema fisico definido e descrito por uma
fungao que comuta H(q, p), possibilita obter as auto-energias e os auto-estados. A fungao
H(q,p) corresponde a transformada de Weyl para um operador hamiltoniano H oo
Assim, tem-se a funcao de Wigner representando o auto-estado que descreve o sistema
associado com o autovalor. Logo, conhecida a solugao i, encontra-se a fungao de Wigner
no espaco de fase. Tal resultado fornece um significado fisico para as fungoes de onda em

H(T'), que sdao denominadas de quasi-amplitude de probabilidade [56, 57, 50, 48],
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Capitulo 4

Interacao Forte no Espaco de Configuracoes

Inicialmente, neste capitulo abordaremos uma breve introducao a Fisica de Particulas
Elementares e Cromodinamica Quantica que governa as interagoes fortes, alicerces tedricos
para o entendimento proposto posteriormente a analise da interacao forte na representacao
da Mecanica Quantica Simplética. Na literatura, a Fisica de Particulas Elementares ou
Fisica de Altas Energias, vem passando por grandes progressos no ambito tedrico e experi-
mental [, Contudo, o termo concedido para Teoria das Particulas Elementares nao parece
muito viavel, pois nem todas as particulas identificadas na natureza é elementar, isto é, tais
particulas sao dotadas de estruturas internas. Entao, se define Fisica de Particulas como o
estudo dos blocos fundamentais da matéria e suas interagoes, tal que na escala subatomica
a matéria é decomposta em blocos ainda menores formando prétons, elétrons, néutrons,
neutrinos, mésons 7 e etc > °). O marco inicial para o desenvolvimento da Fisica de
Particulas acontece em 1897 pelo Fisico inglés J. J. Thomson na deteccao do elétron aliado
com a teoria de Maxwell para o campo eletromagnético [51,92] B not4vel nessa linha os
trabalhos de Dirac a cerca do pésitron, o neutrino postulado de forma teérica por Wolfgang
Pauli e a previsao do méson por Yukawa congrega argumentos fortes (60, 53] pal construcao
utiliza-se os métodos da Teoria Quantica de Campos mais os principios da invariancia de
Calibre local, pilares para estabelecer a teoria fundamental das interagoes fortes, eletro-
magnética e fraca. Assim, é incorporado no cenario da teoria um rétulo chamado Modelo
Padrao da Fisica de Particulas, devido aos intimeros testes enfrentados em laboratorios
tendo éxito nos resultados. Esta teoria se apoia nos fundamentos dos grupos de simetrias
unitarios SU(3)c x SU(2), x U(1)y que descreve as interagoes forte, fraca, eletromagnética
], Neste caminho, o grupo SU(3)¢ estd associada a interagao forte dos quarks e liga es-
tes nos hadrons, mecanismo conhecido como confinamento. O grupo SU(2);, x U(1)y estéd

associada a teoria da interacao eletrofraca que foi um modelo formulado por Glashow-
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Weinberg-Salam onde foi unificado a interacao fraca e a eletromagnética. Neste capitulo

seguimos as referéncias [ 01 0% 00 02, 00, 71, 75,75, 79,

4.1 Quarks e Léptons

As particulas (ou campos) que compdem o que podemos observar estao inseridas em
dois grupos denominadas de particulas de matéria (ou campos de matéria) e bésons de
calibre. O primeiro grupo forma os blocos constituintes fundamentais da matéria que sao
representados em duas categorias: quarks e léptons, cujas caracteristicas consistem em
ser todos fermionicos com spin semi-inteiro [ © %% %1 Og 1éptons (que significa leve em
grego) sao particulas que sentem a interacao dos campos eletromagnético e fraco quando
estao carregados. Todavia, podem apenas sofrer a interagao do campo fraco se estiverem
neutros. Para tanto, podemos listar os léptons em grupos, sendo trés carregados, o elétron
e, 0 muon p e o tau 7, e trés léptons néutrons, os neutrinos associados a cada um carregado
denominados por v, v, e vy 57 A interagao dos léptons ocorre apenas com fétons v e com
os bésons intermediarios rotulados de W e Z, com spin inteiro que sao os mediadores da
interacao eletrofraca (). O comportamento do elétron e dos neutrinos ¢ sua estabilidade
comparado ao i e o 7. Consequentemente, para os quarks, o que os diferencia ¢ a interagao
forte que é mediada pelos glions que tem spin 1. Os glions se apresentam em oito tipos
diferentes e nao possuem massa. Deste modo, as particulas estao agrupadas em pares ou

dubletos, também chamados de familias ou geracoes [70, 691

4.2 Campos de Calibre

Nesta secao introduzimos os campos que sao 0s personagens importantes para com-
preender a estrutura das interagoes entre as particulas associada com as simetrias. Em
particular tém-se um tipo de teoria de campos chamada de teoria de campos de calibre
fundamentada nos principios de calibre, peca chave para deixar a teoria invariante perante
as transformacoes de calibre locais 775 71O caso mais conhecido da teoria de campo de
calibre advém da eletrodinamica baseada no problema de uma particula carregada. Neste

sentido, os campos elétricos E e magnéticos H se encontram conectados nas equagoes de
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Maxwell na forma [ 7

10H
10E 1

onde € = 1 em unidades naturais.

Usando a notacao relativistica, as equacgoes de Maxwell podem ser reescritas na forma

covariante do seguinte modo:
P F = T, (45)
onde
o F,, =0,A, —0,A, ¢éo tensor de campo eletromagnético,
e ;¥ = (cp,j) é o quadrivetor de corrente eletromagnética,

e A = (¢, A) é o quadrivetor potencial eletromagnético.

Os campos elétricos E e magnético B sao escritos em termos dos potenciais por

10A
E:—VCb—EE? (4.6)
H=v x A (4.7)

Como podemos observar, o campo eletromagnético fica invariante perante as trans-

formagcoes dos potenciais, isto é

A— A— A, (4.8)
oA
00+ 5 (4.9)

onde A é uma fungao escalar. A Eq. (4.8) e Eq. (4.9) sdo denominadas de transformagoes
de calibre. Assim, a invariancia da teoria eletromagnética mediante as transformacoes de

calibre é de grande relevancia, pois com base nos grupos de simetria internos, obtém-se a
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teoria eletrofraca e forte [ ™,

4.3 Campo Escalar de Klein-Gordon para Spin 0

Considere a densidade Lagrangiana para uma unica variavel ¢ de campo escalar que é

expressa na forma [ ']

1 1 /me\2
— LAY 2 2 2
L= 50u0)0"0) =5 () " (4.10)
Neste caso, temos
oL
= 0!'¢. 4.11
50,00 ¢ 1y
Ou, de forma mais explicita como
1 1 2
£ = 5(000000 — 016016 — 20026 — Bs00s0) — 5 (1) & (4.12)
Da qual,
oL
= 0y = %9, 4.13
5 (00d) o = "¢ (4.13)
oL
= —010 = 0. 4.14
ou,
oL me\ 2
55_—<%Q 8, (4.15)
Logo, a equacao de Euler-Lagrange fornece
2
0,0"6 + (7%0) ¢ =0. (4.16)

Esta é a equacao de Klein-Gordon que descreve apenas particulas de spin nulo e massa m,

como o méson 7 interagindo com o campo eletromagnético cujo campo ¢ possui somente

uma componente 797571 Para solugoes na forma de ondas planas [ ], isto é, solugoes
dada por
b = exp [— (poazo — ﬁf)] (4.17)
onde
PP =pd P =m? (4.18)
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em que p° e P, sdo a energia e momento do pion, ao passo que m é a massa de repouso da

particula. Assim, a equagao de Klein-Gordon no caso estatica é dada por[ ]
(0,0" +m*)¢p = gé(z). (4.19)

cuja solucao ¢ o potencial de Yukawa expresso como 4]

olr) = 7 (4.20)
4.4 Campo Spinorial de Dirac para Spin %
Para o caso do campo spinorial v, a densidade Lagrangiana é escrita na forma [60, 73]
£ = i(he) iy 0,0 — (mc)iu (4.21)

onde v e 1 sdo os spinores que representa as variaveis de campo independentes. Assim,

utilizando a equacdo de Euler-Lagrange para v, obtém-se

oL

— =0, 4.22
700, 22

o .
a0 = ihey" 0,10 — mc*y. (4.23)

e consequentemente,
o mce

iy o — <?> P =0. (4.24)

Esta é a equacio de Dirac que representa uma particula fermiénica com massa m [ ™.

De forma andloga, utiliza-se a equacao de Euler-Lagrange para 1, tendo como resultado

oc . - 0L -
200) ihcpyH, o0 mc. (4.25)
10, 07" + (%) b = 0. (4.26)

que é a equagao de Dirac adjunta para particulas de spin 1/2 (75, 71,
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4.5 Transformagao de Calibre Local

A densidade Lagrangiana de Dirac escrita como
L = ihcpy 0, — mcip, (4.27)
fica invariante através da transformacao de calibre global, isto é
) — e (4.28)

Onde 6 é um numero real. Todavia, se o fator de fase se modificar em cada ponto do
espago-tempo, isto é, se f(x) for uma fungao de x* (75,79, 901y transformacao é dita local,
ou seja

Y — 0@y, (4.29)

Neste caso, a densidade lagrangiana nao é invariante sob transformacoes de calibre local.

Para isso, basta tomar a derivada de 6 na Eq.(4.29), ou seja

O, (€)= i(0,0)e + € ,1p. (4.30)
consequentemente, tem-se
L — L — he(8,0)y"y. (4.31)
Por conveniéncia, introduz-se um fator fora de 6 dado por —:L, isto é
Az) = —%60(:):). (4.32)

onde ¢ é a carga da particula. Assim, £ é escrito em funcao de A da seguinte forma
L — L+ (qy")d, A (4.33)
leva sob transformacao de calibre local a
_igX(x)

W= e R 1. (4.34)

Portanto, admite-se que a densidade Lagrangiana total seja invariante por uma trans-

formacao de calibre local.
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Outro ponto observado é que a densidade Lagrangiana livre de Dirac também nao é

invariante de calibre local [ ™. Entao, é necessario fazer a suposicao de que
L = (ihcpy" 8,0 — mc*np) — (qy) Ay, (4.35)

com A, = (Ap, A;) correspondendo ao campo de calibre. Com base na lei de transformacao
dada por
Ay — A+ 0 (4.36)

Essa equagao respeita a invariancia de calibre local. O novo campo vetorial que acopla 1
no tltimo termo da Eq.(4.35) , se torna necessério %991 Devido o campo vetorial, nota-se

através da densidade lagrangiana de Proca, isto é

1 1 [ mac?
L=——F"F, +— AYA,. 4.37

16 8 ( h ) v ( )
que o tensor de campo eletromagnético F*¥ é invariante pela Eq. (4.36), porém A" A, nao
serd. Consequentemente, o campo de calibre precisa ter massa nula para a invariancia de
calibre local nao ser eliminada [ % °1l, Logo, quando se impoe a invariancia de calibre
local na Lagrangiana de Dirac, é necessario introduzir o campo vetorial com m = 0, ou
seja

£ = (ihedy" 9,1 — mc*i) + (—ﬁFF) ~[qerm)A] . (439

onde A" é o potencial eletromagnético.
Assim, um ponto crucial entre transformacoes global e local aparece no momento do

célculo na derivada dos campos visto na Eq. (4.30),

Db — e~ (au - z’%(aﬂA)) . (4.39)

Se ¢é feita uma substituicao da derivada 0, pela derivada covariante D, na densidade
Lagrangiana de Dirac

. q
Dy =0 +iz A

Usando a Eq. (4.36), a transformagao de A, elimina o termo na Eq. (4.39), recuperando a

(4.40)

invariancia da densidade de Lagrangiana. De fato, esta mudanca da derivada 0,, por uma

derivada covariante D, ¢ uma ferramenta que transforma uma Lagrangiana invariante
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global em uma local [79, 76, 601

4.6 Representacao SU(3) do Quark

Os quarks podem existir em trés estados completamente degenerados no qual possui
a mesma massa e exatamente a mesma interacao sendo denominados de estados de cor
(04,72, %] Quarks e glions sdao os campos da interacao forte e o grupo de simetria que
representa a interacao forte é o SU(3) /"7 750991 () conjunto das matrizes unitarias
de dimensao 3 x 3 com determinante igual 1 forma o grupo especial unitario SU(3), que esté
acoplado a oito geradores 045152 - 0g geradores sao matrizes 3 x 3 e é comum denota-los

por \; onde 7 = 1,2, ..., 8 e expressas como

) 010 ) 0 —i 0 ) 1 0 0
)\1—5 1 00 )\2—5 1 0 0 )\3—5 0 -1 0 (4.41)
000 0 0 O 0 0 0
001 . 00 —i . 000
)\425 000 A==10 0 0 >\6—§ 0 01 (4.42)
1 00 i 0 0 010
) 00 O . 1 0 0
A==-10 0 —i =——=10 1 0 4.43
() . L 8 23 ( )
0 ¢« O 00 -2
Essas sao as matrizes de Gell-Mann. As matrizes \; satisfazem as condigoes
A=), (4.44)
Tri\] =0. (4.45)

O grupo SU(3) pode ser expressado dos oito geradores hermitianos independentes, tal que

a transformagao de simetria SU(3) é escrita como (64, 52

A~

U = el (4.46)

o que permite escrever os oito geradores em termos dos \;,

. 1
Ti=3h  (i=1..9) (4.47)
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As matrizes A\; atua nas bases canonicas escritas na forma

1 0 0
r=101, 9= ) b=10 (4.48)
0 0 1

Vemos que os operadores T; correspondem as cargas de cor e obedecem as relagoes de

comutagao da algebra de Lie do SU(3), ou seja
T3, T;) = ifijTh, (4.49)
onde f;i sao as constantes de estrutura. E sao antissimétricos, isto é
Jijk = —fjik = fiki (4.50)
E, ainda, a relagoes de anticomutacao para T; sao dadas por
~ A 4 A

onde d;j, sao constantes simétricas [64, 821,

4.7 Densidade de Lagrangiana de Campo da QCD

Nesta secao, o objetivo sera apresentar a Lagrangiana da QC'D dando uma breve in-
trodugao. A teoria da Cromodindmica Quéantica (Quantum Chromodynamics - QCD) re-
presenta uma lagrangiana renormalizavel da teoria quantica de campos das interacoes
fortes [''l. Os elementos chaves da QCD sao os campos fermionicos de spin 1 /2 denomi-
nados de quarks que carregam carga elétrica fracionaria e os campos de calibre de spin 1
nao-abelianos chamados de glions que correspondem aos bésons de calibre associados a
cor 15 %1 Sendo assim, a densidade de Lagrangiana da QCD que descreve a interagao

entre quarks e glions é escrita na forma "> ™5 %,

—( 1 % Nz
L=q(il) —m)q— ZFWF # (4.52)
onde Ip = iDA" e (i =1,...,8). O termo giy"D,q representa as interagdes de calibre entre
quarks e glions, F lﬁ,/F v & o termo cinético do gltion, ¢ é o campo de quark representado

tanto no espaco de Dirac quanto no espago de cor e sao acomodados em trés componentes
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de cor definidas como "'/,

= (4.53)

onde os Indices sobrescritos sao rotulados por red, green e blue que corresponde as diferentes
cargas da interacao forte. A densidade de Lagrangiana da Eq. (4.52) é invariante perante

as leis de transformacoes [61, 79, 79]

PRI (4.54)
D,q— ei‘z’i(m)%Duq7 (4.55)

A etapa seguinte esta relacionado com o estudo de um dado setor de interacao forte, a

ser tratado no espaco de fase.
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Capitulo 5

Interacao de Quarks-Antiquarks

Pesados Nao-Relativisticos

Neste capitulo, nosso objetivo é tratar a interacao de quarks-antiquarks pesados no
regime nao-relativistico da Mecanica Quantica Simplética. Existe um grande interesse por
tais sistemas quarkonio por apresentarem um boa descricao de forma quantitativa para
setores da cromodinamica quantica baseado no potencial de Cornell. Nosso desenvolvimento
consiste no primeiro momento a resolver equagao de Schrodinger no espaco de fase com um
potencial linear. Nesse caso, estudamos o comportamento da funcao de Wigner associada
ao estado fundamental para os mésons c¢, bb e bé.

Na sequéncia, a fim de tratar a equacao de Schrodinger no espaco de fase, um pro-
cedimento baseado no método da transformacao de Bohli é apresentado e aplicado no
potencial de Cornell que descreve um estado ligado de quark-antiquark. Com esse proce-
dimento trataremos o problema do potencial de Cornell do espaco de configuragao para o
espaco de fase de forma separada, tal que a primeira parte do sistema consiste ter oscila-
dor, enquanto que a outra parte é usado métodos perturbativos. Em seguida, analisamos a
funcao de Wigner referente ao estado fundamental do méson cc, primeiro estado excitado,
e o parametro de negatividade é calculado. No capitulo anterior, foi introduzido o sistema
de interagao quarks-antiquarks na forma relativistica. Porém, neste capitulo o sistema de
interacao forte sera tratado pela aproximacao nao-relativistica no formalismo da mecanica
quantica simplética.

A figura 5.1 a seguir mostra a forma do potencial de Cornell, dado por

V(r)=ar+ S (5.1)

onde a e b sao constantes.
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r/fm

Figura 5.1: Potencial de Cornell feito no Matlab.

Na figura 5.1 o potencial de Cornell possui um termo de Coulomb que decorre da
troca de um gluon entre o quark-antiquark dominante para distancias curtas. O termo
linear é dominante para grandes distancias que é responsavel pelo confinamento de quark
[36, 24,26, 27, 23] "Fgte é um resultado extraido do experimento. Primeiro, serd tratado a parte

linear do potencial de Cornell.

5.1 Potencial Linear

Nesta secao resolveremos a equacao de Schrodinger no espacgo de fase submetido ao
potencial linear considerado o caso mais simples que contém caracteristicas do problema
de interacdo forte da QCD "% 2%l No cendrio da mecanica quantica simplética, a

equagao de Schrodinger é escrita na forma

2

2p—m * (g, p) + AgxY(q,p) = E¥(q,p). (5.2)

onde os operadores px e g sao definidos como
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ih

pr=p =50, (5.3)
ih

o= q+ 50y, (5.4)

Se utilizarmos as Egs. (5.3) e (5.4) na Eq. (5.2), escrevemos a equagao de schrodinger

2

1 .

4%)w+A(m% a)w E, (5.5)

e, consequentemente, a Eq. (5.5) pode assumir a forma,

2 2 ~
p*Y  ih h iAh B
e — SO — o+ A+ 0, = B, (5.6)

Utilizando a transformacgao w = % + Ag, e por meio da seguinte expressao
8w 8w Ow Aaw
g 0w dq ow’

temos que a parte complexa da Eq. (5.5) se anula, restando apenas a parte real. Sendo

(5.7)

assim, temos

(‘92¢
onde a = %. Entao, a Equacao de Schrodinger é reduzida para uma equagao de Airy
expressa do seguinte modo
0%
onde definimos k = % Assim, a solucao geral desta equacgao é
E E
w@O:CLM{M“(f——)}+cu%Lf“<f——>1. (5.10)
a o« a o«

Onde Ai e Bi sao as fungoes homogéneas de Airy. Todavia, Bi vai ao infinito para w — 00,
neste caso a solucao nao é relevante, e entao tomamos Cy = 0. Sendo assim, a solugao da

Eq. (5.9) é reduzida para,

U(q,p) = C1A; [o™? (w — EB)] (5.11)
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Podemos reescrever a Eq. (5.11) da seguinte forma,

B2 )2 -1/3 p2
(5r)  (3a+-e)

em que ¥(q,p) é uma funcao real. Como consequéncia, pela virtude da associatividade,

1/)(9719) = (1 4; ) (5-12)

dado ¥ x 1 o< 1, escrevemos a solucao da funcao de Wigner em termos da funcao de Airy

A P2
w(q,p) = NA; —+XMN-FE 5.13
fu(q,p) (8m> (2m+q ) (5.13)
onde N ¢ a constante de normalizacao.
Pela condicao f,(q,p) = 0, podemos determinar os niveis de energia, ou seja
B2A2\ /3 P2

Ai — 4+ XN —FE|| =0 5.14
! < 8m ) (2m AL ) ( )

A energia do sistema é determinada pelas raizes da funcao de Airy

P2

E=+—a 3, (5.15)

2m

em que r; é a raiz de Airy. No nosso caso, consideramos somente a energia para o estado

fundamental referente ao sistema de mésons analisados. Dessa forma, a Eq. (5.15) toma a

2 A2 )\2 -1/3
= _ <—> ro. (5.16)

forma,

&m

Consequentemente, a condicao de normalizacao para a funcao de Wigner é dada por

/OOO /_z fu(q,p)dgdp = 1, (5.17)

A2 )\2 -1/3 p2
— 4+ N¢q— F
( 8m > (Qm A >

onde N = o~ V3. Para interpretar fisicamente nosso resultado, consideremos a solucéo
obtida na Eq. (5.18) dada pela fungao de Wigner.

Em seguida, os gréaficos para os resultados encontrados com a fungao de Wigner asso-

e, portanto,

fula,p) = NA;

(5.18)

58 ¥ % T Produto Estrela



5 INTERACAO DE QUARKS-ANTIQUARKS

PESADOS NAO-RELATIVISTICOS DB5 universidade de Brasilia

ciada ao sistema de interacao cc, bb e bc sao apresentados. Em consequéncia, mediante a
funcao de Wigner uma analise foi feita apenas para o estado fundamental de cada sistema

de interacao quarks-antiquarks pesados na aproximacgao nao-relativistica.

6
4 g(1iMev!)

Figura 5.2: Funcdo de Wigner para o estado fundamental do méson cc.
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Figura 5.3: As figuras 5.2(a)-(d) representa os grdficos seccionados da figura 5.2 para o nivel
de energia minima do méson cc de acordo com a variagcdo de energia cinética.

Para o sistema de méson ¢¢, levamos em consideracgao a Eq. (5.18). O sistema de méson
charme-anticharme é mostrado na figura 5.2 representado pela funcao de Wigner para o
estado fundamental. Definimos as unidades de MeV para a funcao de Wigner, MeV ~! para
q e MeV para p, respectivamente. Os valores experimentais do méson c¢ é, massa reduzida
m = 630 MeV, parametro de confinamento A = 600 MeV? e a méxima distancia relativa
de aproximacao entre quark-antiquark, ¢ = 4077 MeV ! retirados das referéncias [56, 57,
Do gréfico 3D observa-se que para o estado fundamental do méson c¢ a funcao de Wigner
assume valores negativos no espaco de fase e este fato esta relacionado ao carater quantico
desse estado. Em seguida, sao feitos cortes no grafico 3D visualizados na figura 5.3. Na
figura 5.3(a), quando colocamos p = 0 MeV, tem-se uma fungdo de Wigner que possui
valores negativos indicando o carater nao-classico desse estado do méson cc. observado

também nas figuras 5.3(b)-(c). p = 0 MeV representa um extremo. Quando variamos a
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energia cinética para p = 100 MeV ocorre um deslocamento do grafico da funcao de Wig-
ner para o lado esquerdo como mostra a figura 5.3(b). Podemos prosseguir aumentando
a energia cinética para p = 200 MeV, o que evidencia ainda mais o afastamento para a
esquerda do gréfico da fun¢ao de Wigner ilustrado na figura 5.3(c). Se variarmos a energia
cinética para p = 400 MeV observamos que o grafico da funcao de Wigner se deslocou
visivelmente para a esquerda, isso pode ser observado na figura 5.3(d). Assim, observa-se
que existe um limite a direita de existéncia para a fungao de Wigner nao ser zero. Esse li-
mite se aproxima do valor experimental referente a distancia relativa de aproximacao entre
quark-antiquark charme que é da ordem de ¢ = 4077 MeV ! aproximadamente. Entao,
uma condicao de contorno é imposta no zero e, assim, percebe-se que a existéncia do quark-
antiquark charme é do zero até onde vai a funcao de Wigner, respectivamente. Notamos
que, a analise no espago de fase esta revelando que para a variacao da energia cinética se
tem um limite maximo de existéncia do méson charme-anticharme conforme identificado
no grafico acima. Esse sistema observado no espaco de fase, embora seja muito simples no
caso da andlise do potencial linear para descrever essa situacao de quarks, permite observar

o confinamento o que nao é observado com a solucao do espaco de configuracao.

Analogamente ao que foi feito no caso do méson quark-antiquark charme (c¢), podemos
proceder para o sistema de méson formado por um quark-antiquark bottom (bb). Usando

a solucao dada na Eq. (5.18), esta pode ser graficamente representada na figura 5.4.
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p (10°MeV)

Figura 5.4: Grdfico de f,(q,p) versus q e p para o estado fundamental do méson bb.

Para o méson bb, o comportamento da funcdo de Wigner é mostrado na figura 5.4, em
que é observado valores negativos para a funcao de Wigner indicando a nao-classicalidade
deste estado. Os valores experimentais sao, m = 2080 MeV, A = 2100 MeV? e g = 2382
MeV ! reportados em [36, 571, Consequentemente, sao realizados cortes no grafico 3D da
funcao de Wigner associada ao estado fundamental do méson bottom-antibottom, o que
resulta nos graficos bidimensionais de f,,(q, p) observados nas figuras 5.5. Assim, grafamos
a funcao de Wigner para p = 0 MeV, isto nos dar uma funcao de Wigner que tem uma
parte positiva e outra parte negativa mostrado nas figuras 5.5(b)-(c). Na sequéncia, ob-
servamos um afastamento do grafico da funcao de Wigner para o lado esquerdo quando
variamos a energia cinética para p = 250 MeV e para p = 750 MeV. Quando variamos
para p = 1000 MeV, a funcao de Wigner é deslocada visivelmente para a esquerda, con-
forme é observado na figura 5.5(d), ou seja, saiu do primeiro grafico da fun¢ao de Wigner
e estd deslocando-se para a esquerda. Observa-se que o sistema de quark-antiquark bot-
tom existe entre o valor zero e um valor préximo do experimental, ¢ = 2382 MeV !,
ilustrado na figura 5.5(a). Entao, a medida que aumentamos a energia cinética do sistema
de méson bottom-antibottom, significa que para velocidades muito altas, o sistema nao
existira o que é fisicamente compativel. Assim, observamos que existe uma distancia de

confinamento dada pelo sistema de quark-antiquark bottom que é o resultado do primeiro
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Figura 5.5: As figuras 5.5(a)-(d) representa os grdficos seccionados da figura 5.4 para o nivel
de energia minima do méson bb de acordo com a variacao de energia cinética.

grafico da fungao de Wigner analisado. Esta analise mostra que o confinamento ¢ revelado

no espaco de fase, ao passo que nao se revela com a solugao do espaco de configuracao.
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Assim, continuamos fazendo a mesma analise para o sistema formado pelo méson be.
A figura 5.6 corresponde a funcao de Wigner associado ao estado fundamental do méson
bottom-anticharme. Pode-se dizer que, o grafico 3D de f,(q,p) apresenta comportamento
similar aos sistemas analisados anteriormente. Observa-se que a fungao de Wigner possui
valores negativos e este fato esta associado ao carater quantico do estado de nimero do

méson em estudo. Baseado nas referéncias ' “ os valores experimentais sao, m = 976
MeV | parametro de confinamento A\ = 820 MeV? e distancia relativa de interacao ¢ = 3300

MeV~! para o méson bottom-anticharme.

fla.p)

p (10°MeV) &

gq(10°Mev™")

Figura 5.6: Grdfico de f,,(q,p) versus q e p para o estado fundamental do méson be.

E realizado cortes na figura 5.6 da funcao de Wigner associada ao estado fundamental
do méson bc que sao mostrados na figura 5.7. Notamos que a funcao de Wigner é negativa
para o estado fundamental, isto significa que esse estado do méson é nao-classico conforme
¢ mostrado nas figuras 5.7(a)-(c). Com isso, grafamos a fungao de Wigner para p = 0 MeV,
o que resulta na fungao de Wigner com uma parte positiva e outra negativa conforme é
ilustrado na figura 5.7(a). Na outra situagao, variamos a energia cinética para p = 250
MeV | observa-se que o grafico da funcao de Wigner esté se deslocando para a esquerda,
figura 5.7(b). Na sequéncia, quando variamos a energia cinética para p = 450 MeV e
para p = 690 MeV, percebemos que o grafico da funcao de Wigner continua visivelmente
se afastando para a esquerda conforme é observado nas figuras 5.7(c)-(d). Novamente, a

andlise no espaco de fase esta informando com a variagao da energia cinética, tem-se um

64 ¥ % T Produto Estrela



5 INTERACAO DE QUARKS-ANTIQUARKS

PESADOS NAO-RELATIVISTICOS DB5 universidade de Brasilia

limite maximo de existéncia do méson b¢ indicado pelo grafico. Ou seja, verifica-se que o
sistema existe entre um valor zero e um valor que se aproxima do experimental ¢ = 3300
MeV 1. Isso é um grafico limite porque nao existira sistema estavel para energia cinética
muito alta, o que é razoavel fisicamente. Portanto, nesta analise do potencial linear que
descreve o méson be, observamos que o potencial antever o confinamento, ou seja, sé existe
méson bc nesta regiao, sendo que nao existe em qualquer outra regiao do espago de fase,
pois o sistema esta confinado por definicao. E, observamos que é absolutamente compativel
com os resultados da cromodinamica quantica. Podemos ver que todos os estudos feitos
para sistemas de mésons charme-anticharme, bottom-antibottom e bottom-anticharme que
foram realizados no espaco de configuracao nao revela o confinamento. S6 é possivel ob-

servar o confinamento analisando a funcao de Wigner, por isso que a funcao de Wigner é

importante.
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Figura 5.7: As figuras 5.7(a)-(d) representa os grdficos seccionados da figura 5.6 para o nivel de
energia minima do méson bc de acordo com a variagdo de energia cinética.
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5.2 Potencial Cornell

Nesta se¢ao, o objetivo é resolver o problema do potencial de Cornell [25, 8, 89] que
descreve o sistema de méson c¢ no espaco de fase. Para tal, resolveremos a equacao de
autovalores para esse potencial, procurando por solugoes reais. O estudo do potencial de
Cornell leva em consideracao duas caracteristicas importantes na interagao forte, a primeira
chamada de liberdade assintética e a segunda de confinamento 56, 2°] Neste contexto, para
resolver esse problema, propomos o método baseado na transformaciao de Bohlin [ 71, o
que nos conduz a tratar a hamiltoniana do sistema em duas partes, de modo que a primeira
parte se transforma no oscilador harmonico bidimensional enquanto que a segunda parte
utilizamos métodos perturbativos da teoria quantica. Em seguida, determinaremos a fungao
de Wigner para o estado fundamental e o primeiro estado excitado do quark-antiquark
charme. Na sequéncia, de posse da funcao de Wigner associada ao estado do méson cc,
calcularemos o parametro de negatividade.

Inicialmente, teremos o potencial de Cornell que é dado na forma,

b
V(r) = -+ ar, (5.19)

r
em que |[r| = \/¢? + ¢5. O primeiro termo representa o potencial de Coulomb devido
os dois quarks que sao carregados, o segundo termo é responsavel pelo confinamento. A
nossa analise serd restrita ao caso bidimensional. Nesta direcao, a hamiltoniana classica do

sistema é escrita na forma:

2 2 2 2
H:P1x+P1y+P2m+P2y

2m 2m

+ V(r), (5.20)

onde m é a massa reduzida do quark-antiquark charme em unidades de MeV . E diffcil
encontrar solugoes para a equacao de Schrodinger no espaco de fase devido ao potencial de
coulomb, pois no denominador aparece operadores, o que dificulta o estudo. Nesse sentido,
a fim de contornar tal problema, utilizaremos a transformacao de Bohlin para o potencial

V(r). Dessa forma, define-se a transformacao de Bohlin como segue,

41y = (q7 — @) +i(2¢1¢2), (5.21)
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onde as coordenadas x e y estao associadas com

T = q% — qg, (5.22)
Y = 212, (5.23)
e, para as componentes
. P11+ ipo
P, +iP=——. 5.24
Y= Sar tigo) 524)
E assim temos
P191 + P2ga
= —————, 5.25
2(qt + 43) (5:25)
D291 — P1G2 (5.26)

Y2+ gd)

Essas equagoes podem ser introduzidas na Eq. (5.20), o que nos conduz a escrever o ha-

miltoniano na forma,

H:l{ (p1 + i) }+(q

2 2
. 5.27

4 43)

Podemos, entao, fixar a energia, isto significa dizer que é equivalente a definir uma hiper-

superficie no espaco de fase, isto é, H = F, escrevemos

(p? + p3)

5 — 4E(al + ¢3) + dalar + ¢3)° = —4b, (5.28)

Em que temos na Eq. (5.28) o primeiro termo e o segundo formando o oscilador bidimen-

sional. A Eq. (5.28) passa a ser reescrita na forma

pitp;  Wim

2, 2y _
5 T g (@t a) = —4b. (5.29)
Sendo que definimos
w2
_4E = m2 (5.30)
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Em seguida, escrevemos qq, ¢s € p1, p2 em termos dos operadores criagao e aniquilagao

- mW 1
/ S 31
“ 2k ((h mW) ’ (5-31)

: (5.32)

(o)
= M(q2+ ””), (5.33)
(2 =5).

(5.34)

teremos o seguinte valor de b a seguir

B —kW(Ny 4+ Ny + 1)

’ 4

(5.35)

Ao substituirmos a Eq. (5.35) na (5.30) obtém-se a energia do sistema

—2mb?
E= ) .
(N1 + Ny + 1)2k2 (5.36)

Consideremos, agora, a teoria de perturbacao para solucionar a equagao de Schrédinger
no espaco de fase sujeito ao potencial de Cornell. Tendo o Hamiltoniano para o sistema
proposto, o procedimento de quantizacao da mecanica quantica simplética considera os

operadores de posi¢ao e momentum escritos como

a= % (q1 X :ﬁ;;) , (5.37)
at = % (q1 . _::114*/> , (5.38)
7o % (q2 ;{Z;*/) , (5.39)
o % (q2 _:ﬁ;) (5.40)
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Tal que, os operadores estrela g;x e p;* sao dados por

(N
*=aGt gy 5.41
q q; + 2 0p; ( )
i 0
*=4iT g 5.42
Assim, escrevemos a equagao de Schrodinger no espago de fase do seguinte modo
2, .2
P +p
{—( o 2 _ AB(q} + ¢3) + 4a(q? + ¢3)° + 4b| ¢ (q1, p1, g2, p2) = 0. (5.43)

Em consequéncia, facamos o estudo da Eq. (5.43) usando teoria de perturbacao. Segue
entao que
[Ho + H1:| *P(q1, P15 G2, p2) = —4b(q1, p1; G2, P2), (5.44)

onde, 1{[\0 corresponde a parte do hamiltoniano bidimensional nao perturbado dado por

—  (pi*+p3*)

Hoy = === — 4B(qi x +a3%), (5.45)

e, temos o Hamiltoniano perturbativo dado por

Hy = a(g} » +q3%)%, (5.46)
Assim, escrevemos
How(0)<QIapla Q2;p2) = bﬁl?mw(o)(ql,pl, QQ7p2)7 (5-47)

onde ¥V (q1, p1, g2, p2) corresponde a autofuncao do hamiltoniano nao perturbado. A solucao

referente a parte nao perturbada do hamiltoniano f[\o ¢ escrita do seguinte modo:

Uy (@151, G2, P2) = Py (@1, 1)y (G2, 2) (5.48)

onde @, (q1,p1) e I'n, (g2, p2) correspondem as solugdes para cada diregao.
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Podemos escrever os operadores atuando nos vetores de estados na forma

Py, = /1Py, 1, (5.49)
a'®,, =vn, +1d,, 4, (5.50)
Bl = v/l (5.51)
T, = Vg + 1041 (5.52)

Vamos determinar a equacao diferencial nao-linear baseado no método algébrico mediante

métodos perturbativos. Usando as seguintes relacoes

ad, =0, (5.53)
bl = 0, (5.54)

encontramos a solucao para o estado fundamental nao-perturbado dado por
(g2 2 (2 2
U0(41,p1. 42, p2) = Ne™ DL (5 + ph)e” DL, (63 + p3), (5.55)

onde N é a constante de normalizacao e L,,, L,, os polinomios de Laguerre de ordem n,
ny. Consequentemente, os autovalores da perturbacao em primeira ordem para o estado
fundamental da Eq. (5.47) sdo dados por

)y kW 4ak2

1
bé,o = T(Th + ng + 1) + TITR

(5.56)

Consideremos o hamiltoniano da parte perturbativa H; escrito em termos dos opera-

dores, isto é

H, = T [(a' +a)? + (0" +)%]", (5.57)

Sendo assim, desenvolveremos a teoria de perturbacao no espacgo de fase. Neste sentido,

temos
H*¢(Q17P1>Q2>P2) = _4b¢(Q1,p1,Q2,P2)' (5-58)

~ 1 . .
Tomaremos, agora, a fungao de onda wgl{m do sistema perturbado escrita como

(0) (0)
= D T Y (5.59)
mi#ni, bn17n2 - bmlme

ma#ng
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Em consequéncia, podemos escrever de forma explicita,

1%11)’”2 (Q1; D1, 42, ]92) = wﬁﬂ)m (Qh D1, Q2,p2)

%ijl ma C_I1 D1, Q2>p2)|H1|"¢n1 m(Ch,PlaC]z’pz))
+ E b(o) - b (5.60)
mi#ny, n1,n2 mi,ma
ma#ng

X 77Z)7(7(L)3 mo (qlvplu Q2,p2)

Para efetuar tal célculo, nosso objetivo, agora, sera calcular o estado perturbado mediante

a seguinte expressao

1= (W8 0121, 22) g [0 + 0+ (6 407 [0 (0 pr @2 p2)), (5.61)
Desta relacio, teremos,

1= 55 (Gl [0+ 0] 00,02)) (5.62)

Iy = 5752 (G ol (0! @0+ 5)[61,.) (5.63)

Iy = 555 ((Onmal [0+ [00,0,)) (5.64)

Em que estabelecemos I = I + I, + I3. Para a obtengao das Egs. (5.62), (5.63) e (5.64),

fazemos uso da relacao de ortonormalidade definida da seguinte forma:

/(I):L(Q1ap2)q)m(q17p1)dq1dpl = 5n,m7 (565)

/F;I;(qlapQ)Fm(qlapl)dqldpl = 5n,m7 (566)

Em consequeéncia, os calculos para os termos Iy, I, I3 sao extensos e serao apresentados
no apéndice. Em vista disso, usando a equagao dada no apéndice e a Eq. (5.60) obtemos
os estados perturbados. Para tal, o estado fundamental perturbado do méson charme-

anticharme é dado na forma

a 7 V6
)= i g |-mid - - vmi- ) e
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De maneira analoga, teremos os primeiros estados excitados para o méson charme-

anticharme. Portanto, o resultado encontrado para o primeiro estado excitado é dado por

a V30 ~1-11V6 NG
Yo =+ — [— o+ = - 30l - 5v2u() - (0)] . (5.68)

2W3 2 2
€
a V30 —1-11V6 V6
Yo = Yor + g [—Twé?é Y0 — 3uh3 — 5V — 7wi?£] . (5.69)

Para interpretar fisicamente nosso resultado, devemos associar a funcao de Wigner com
as autofungoes obtidas. Assim, a funcao de Wigner para o nosso problema é escrita da

seguinte maneira,

fular,p1,q2,p2) = V0, (@1, 11, @2, p2) * I (1, p1, g2, 2). (5.70)

Para obter as correcoes da energia em primeira ordem para o primeiro estado excitado

do méson b% e b&% resolvemos a matriz quadrada definida na forma,

Waa Wa
W= ",
Wba Wbb

onde W;; = <¢§O)|Hl|¢§.o)>. Assim, efetuando os calculos, encontramos

25ak> 2ak?
_ | m2W?2  m2wW?2
W= 17ak®>  25ak% | °

m2W?2  m2w?2

Os autovalores obtidos dessa matriz sao Ay = 30,83 (%) e Ay = 19,17 (%)

Neste caso, temos as seguintes equagoes para a correcao da energia do primeiro estado

excitado dada por

kW 2
_kW ]{32
béﬁ = ——(m +ny+1) 419,17 (m‘;—WQ> . (5.72)
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Sendo assim, os graficos para os resultados encontrados com a funcao de Wigner asso-
ciada ao setor do méson c¢ sao apresentados a seguir. Aqui, levamos em consideracao as
coordenadas ¢y e p, mantidas constantes nos graficos. Neste caminho, os eixos sao dados
por g e p correspondendo a q; e pp, respectivamente. A figura 5.8 mostra o comporta-
mento da funcao de Wigner para o estado fundamental do méson c¢. Percebemos que a

fungao de Wigner é toda positiva neste estado. Em seguida, as figuras 5.9 e 5.10, cor-

fla.p)

Figura 5.8: Grdfico de f,(q,p) versus q e p para o estado fundamental do méson cc.

respondem aos graficos da funcao de Wigner associada ao primeiro estado excitado do
quark-antiquark charme. Note que a fungao de Wigner associada ao primeiro nivel exci-
tado possui uma regiao negativa maior, revelando a nao classicalidade do estado do méson

charme-anticharme em comparacao com o grafico da figura 5.8.

1 % Pt Produto Estrela 73



PB4 Universidade de Brasilia 5.2. Potencial Cornell

Figura 5.9: Grdfico de f,(q,p) versus q e p para o primeiro estado ezxcitado do méson cc.

flgp)

Figura 5.10: Fung¢ao de Wigner para o primeiro estado excitado do méson cc.

Tendo a funcao de Wigner, podemos determinar o parametro de negatividade referente

ao sistema de méson em questao. Portanto, os resultados deste cédlculo estao mostrados na
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tabela 5.1 a seguir.

Tabela 5.1: Parametro de negatividade n(1)).

G
0,0 0
0,1 0

1,0 0.230300420

Conforme é visto na tabela 5.1, observa-se que o parametro de negatividade aumenta
para o primeiro estado excitado do méson charme-anticharme, evidenciando um aumento
do carater quantico desse sistema. Os resultados estao consistente com os valores observados

nos graficos ja destacados anteriormente.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais e Perspectivas

Realizamos neste trabalho um estudo acerca de um sistema de interagao forte descrito
por quarks-antiquarks pesados via funcao de Wigner no formalismo da mecanica quantica
simplética. Esse setor é caracterizado de forma especifica por um potencial linear res-
ponsavel pelo confinamento acrescida de uma parte do tipo potencial de Coulomb. Este é
chamado de potencial de Cornell, caracterizando experimentalmente este setor da QCD.

Inicialmente, uma revisao sobre a funcao de Wigner no espago de fase e o produto
de Weyl foi desenvolvida, investigando suas propriedades em detalhes. Mostramos a as-
sociacao dos operadores estrela no espago de fase perante a representacao da mecanica

quantica usual.

Posteriormente, uma teoria de representacao no espago de fase é construida onde defini-
mos uma classe de operadores estrela que foi peca chave para desenvolver a representacao
unitaria do grupo de Galilei-Lie estendido no espaco de Hilbert. Em decorréncia disso,
escrevemos a equacao de Schrodinger no espaco de fase de forma que verificamos a conexao

entre a representagao de Galilei e o formalismo de Wigner.

Em seguida, uma revisao bibliografica acerca da Cromodinamica Quantica foi feita
buscando apresentar aspectos da matéria hadronica formada por quarks e 1éptons denomi-
nados de campos de matéria. Neste contexto, abordamos os campos de calibre ingrediente

fundamental ao lado do grupo de simetria SU(3) que representa a interacao forte.
Em consequéncia, foi estudado o sistema de interacao quarks-antiquarks pesados em

que foram analisados trés diferentes mésons com base na equacao de Schrodinger nao-

relativistica no espago de fase. Primeiramente, foi resolvida a equacao de Schrédinger com
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potencial linear considerado o caso mais simples onde observamos o comportamento da
funcao de Wigner associada ao estado fundamental dos quark-antiquark charme, quark-
antiquark bottom e quark bottom mais antiquark charme no espaco de fase. Observamos
que a analise no espaco de fase, permite mesmo para esse modelo simples observar o con-
finamento de mésons, sendo nao visto nos casos usuais. E, ainda, verificamos através da
analise no espaco de fase que esta mostrou por meio da variacao de energia cinética, tem-
se um limite maximo de existéncia do méson que se dar através dos graficos obtidos. Na
sequéncia, resolvemos a equacao de Schrodinger com o potencial Cornell no formalismo
da mecanica quantica simplética para o méson charme-anticharme utilizando o método
da transformacao de Bohlin, tal que recorremos a teoria de perturbacao independente do
tempo para esse sistema. Por fim, a funcao de Wigner associada ao estado fundamental
e o primeiro estado excitado do quark-antiquark charme foi encontrada e determinamos
o parametro de negatividade. Através do parametro de negatividade observamos que a
medida que aumentamos a ordem de energia do méson para o primeiro estado excitado, o
volume da parte negativa da funcao de Wigner aumenta, o que evidenciou um aumento do

carater quantico do sistema. Resultados esses, até o momento nao vistos na literatura.

Neste trabalho nao levamos em conta o spin, como perspectivas para futuros desen-
volvimentos, iremos utilizar a equagao de Pauli-Schrodinger no formalismo da mecanica

quantica simplética.
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Apéndice A

Calculo do Sistema Interacao Forte

Neste apéndice iremos mostrar parte dos célculos feitos para o sistema de interacao

no espaco de fase. Neste sentindo, com base nas relagoes de ortogonalidade e equacgoes de

autovalores conhecidas, escrevemos

I

+ + + + + o+ o+ o+ o+ A

=5 |V 1)+ 2) (01 + 3) 1+ Dm0 (A1)
(13 + 11)0 1, m1+20mz 5

(n1 + 1)/ (01 4+ 1) (01 + 2))0my 1+ 20mams

(7 = 101)0m1,n1 Oy

V03 2) (1 + 1), 128000

(7)8rms 1 Oz

(n? + nl) 1.1 Omans
(ng — 11 (1 — 1)0my g —20ms ns

(ny + 3)\/ (n1 + 1) (01 + 2)0my 1 +20ma.ms
(n1)(n1 + 1)0my 1m0 O,
(
(
(
(

n1+1 mi,m1 m2n2

)6
ny —1) VA (73 = 11)0my 1 Oma o
1)

ny + (nl + 2) mi, n15m2 no

nl) (nl - n1)5m1 ni— 25m2 ng

(nl + 1) \/ (n% - n1>6m17n1*25m2,n2

Vi = D = 2)(0 = 3)0m,m, - 10mana
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Tendo em conta os mesmos argumentos, escrevemos o segundo termo

%2 [\/(n1 + 1) (n1 + 2) (1 + D) (01 + 2)0ms s Omamgi2 (A.2)
noy/ (N1 + 1) (11 + 2)8mymy +20mg.ms

(ng + 1)/ (11 4 1) (01 + 2)0my .y +20mams

\/(m + 1)(n1 + 2)(n2 — 12)0my ny+20mams—2

n1v/ (n1 + 1) (01 + 2)8mymy Ompng 2

(1) (72)0m, 1 Oma o

(nl) (77,2 + 1)5m1,n1 5m27n2

n1y/ (N3 — 12)0m, nyOmayns—2

(n1 4+ 1)/ (ng 4+ 1) (N2 + 2)8my 1 Omoma 12
(n2)(n1 + 1)y 1y Omy s

(n1 4+ 1)(n2 + 1)0m, 1y Omo s

(n1+ 1)1/ (n3 — 12) (Omy ny Omgng—2

Vni(ny — 1) (ng + 1) (02 4 2)0my my—20msms—2
na /11 (1 = 1)dms my 20 m,

(n2 4+ 1)v/n1(ny — 1)0my ny—20ms ns

\/nl (ny — 1)na(ng — 1)5m1,n1—25m2,n2—2]

+ o+ + o+ + o+ o+ o+ o+ +

e também, para o terceiro termo
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a

= [V + D+ 202+ 3) (2 + Do dm o (A.3)
(13 + 112) 01 s 42011

(ng + 1)v/n2(ng + D)na(na + 2)0my my+20my m

(12 = 12)0mg g Oy s

\/(nQ + 1>3(n2 + 1)6m2,n2+26m1,n1

&
Il

) m2,n2 mhnl

L + nQ) mo n25m17n1

N2 — ) \/ (nQ - 2)(5m2,n2725m1,n1

(n
(3
(
(ng + 3)v/(n2 + 1) (12 + 2)0mymst20my .y
(173 4 12) Oy s Oy s
(
(
(
(

n ) m2,n2 6m17n1
N2 — ) (n2 - n2)5m2,n2§m1,n1

ng + )(77,2 + 2)5m2,n2 5m17n1
n2) ( n2>5m2 no— 26m1 ni
(nQ + 1) (n% - n2)5m2,n2—25m17n1

V08 = 1) (m2 = 2)(1> = 3)0rnsz 40 |

+ O+ o+ o+t o+ o+ o+ o+
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