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RESUMO

Representacao Matematica do Comportamento Mecénico Ciclico de Solos
Saturados e nao Saturados

Materiais granulares, como os solos, apresentam um comportamento mecanico relativa-
mente complexo. Usualmente, o comportamento mecanico de solos é estudado com o
auxilio da Mecéanica dos Meios Continuos. Materiais submetidos a carregamentos ciclicos
apresentam comportamento mecanico diferenciado, com relacao a carregamentos monoto-
nicos. A teoria matematica da elastoplasticidade tem sido empregada na simulagao numeé-
rica do comportamento de solos. Em simulacoes com carregamentos ciclicos, o conceito de
subcarregamento é 1til na representacao da transicao elastica-plastica. O conceito de va-
ridveis internas é fundamental na criacao de leis com memoria de caracteristicas internas.
As equagbes resultam num Sistema Algébrico de Equagoes Diferenciais (DAS) que pode
ser resolvido pelo método Runge-Kutta. Quatro esquemas sao analisados: a) Forward-
Euler (FE), explicito de primeira ordem b) Backward-Euler (BE), implicito de primeira
ordem; ¢) Modified-Euler (ME), explicito de segunda ordem e d) Runge-Kutta-Dormand-
Prince (RKDP), explicito de quinta ordem. Os esquemas Runge-Kutta “embedded”, como
o ME e RKDP, sao tteis na elaboragao de algoritmos que determinam automaticamente
o tamanho dos subpassos. Estes sao necessarios para garantir a acuricia e, no caso do
esquema BE, a convergéncia. Critérios de ruptura sao considerados na construcao de
modelos constitutivos. Para solos, os mais comuns sao Mohr-Coulomb, Lade-Duncan e
Matsuoka-Nakai. O critério Matsuoka-Nakai pode ser considerado mediante a equacao
apresentada por Sheng et al. (2000) e que tem origem no trabalho de Argyris et al.
(1974). Dois novos critérios sao introduzidos: um para materiais isotropicos, com carac-
teristicas similares ao critério de Lade-Duncan, e outro para materiais granulares com
anisotropia inerente e/ou induzida. O Algoritmo Genético Evolutivo (AGE) é empregado
na determinacao de paradmetros constitutivos. Para isso, os parametros sao reunidos em
individuos por meio de fungoes de representacao. A evolucao dos individuos leva aos
melhores parametros para um conjunto de ensaios experimentais. Ilhas de individuos
ajudam a manter uma diversidade dos individuos. O modelo Subloading tij (Subtij) de
Nakai & Hinokio (2004) é revisto e suas equagoes sao deduzidas dentro da estrutura da
elastoplasticidade com subcarregamento. Com isso a integracao numérica do DAS corres-
pondente pode ser facilmente realizada com os esquemas Runge-Kutta. Um novo modelo
para solos saturados e carregamentos ciclicos é introduzido. Este modelo, denominado
Subloading Cam-clay (SubCam), tem origem nas idéias do modelo Subtij e no conceito de
subcarregamento. O modelo SubCam ¢é capaz de representar algumas caracteristicas de
solos. Dois modelos para solos nao saturados sao apresentados. O primeiro, denominado
Barcelona Estendido (BarcelonaX) é uma extensao simples do modelo Barcelona (BBM)
de Alonso et al. (1990), tendo as mesmas caracteristicas que o BBM, com excegao a repre-
sentacao da resisténcia. Esta considera a dependéncia do angulo de Lode, similarmente ao
critério de Matsuoka-Nakai. O segundo, denominado Subloading Barcelona (SubBar), é
uma extensao do modelo BarcelonaX com a adi¢ao do conceito de subcarregamento. Com
isto, ele tem capacidade de representar o comportamento mecanico para carregamentos
ciclicos. O modelo BarcelonaX introduz um novo parametro que controla a suavizacao da
tinica superficie no espaco tensao/succao. O modelo SubBar adiciona dois parametros,
em que cada um controla a variacao da flexibilidade para ciclos de tensao ou sucgao.
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ABSTRACT

Mathematical Representation of the Cyclic Mechanical Behaviour of
Saturated and Unsaturated Soils

Granular materials, such as soils, exhibit a relatively complex mechanical behaviour. Usu-
ally, the mechanical behaviour of soils is studied with the aid of the Continuum Mechanics.
Materials under cyclic loadings exhibit a different mechanical behaviour, with respect to
monotonic loadings. The mathematical theory of elastoplasticity has been employed to
the numerical simulation of the behaviour of soils. For cyclic loadings, the concept of
subloading is a useful tool to represent the elastic-plastic transition. The concept of
internal variables is essential to the elaboration of laws which memorize the internal fe-
atures of the material. The resulting equations form a Differential Algebraic System
(DAS) which may be solved by the Runge-Kutta method. Four schemes are analysed:
a) the explicit first order Forward-Euler (FE); b) the implicit first order Backward-Euler
(BE); ¢) the explicit second order Modified-Euler (ME); and ¢) the explicit fifth order
Runge-Kuta-Dormand-Prince (RKDP). The embedded Runge-Kutta schemes, like ME
and RKDP, are useful to the elaboration of algorithms which automatically determine
the substep size. These substeps are necessary to increase the accuracy and, in the case
of BE scheme, to assure the convergence. Failure criteria are considered by constitutive
models. For soils, the Mohr-Coulomb, Lade-Duncan and Matsuoka-Nakai are commonly
adopted. The Matsuoka-Nakai criterion may be considered by means of an equation pre-
sented by Sheng et al. (2000) and which has roots in a work of Argyris et al. (1974).
Two new criteria are presented: one for isotropic materials, with similar characteristics
to that of Lade-Duncan criterion, and other for materials with inherent and/or induced
anisotropy. The Evolutionary Genetic Algorithm (EGA) is employed to the determina-
tion of constitutive parameters. For that, the parameters are grouped into individuals by
means of representation functions. The evolution of individuals leads to the best parame-
ters for a set of experimental results. Islands of individuals help to keep the diversity of
individuals. The subloading tij model (Subtij) of Nakai & Hinokio (2004) is reviewed and
its equations are deduced under the framework of elastoplasticity. Therefore, the solution
of the corresponding DAS may be done with Runge-Kutta schemes. A new model for
saturated soils subjected to cyclic loadings is introduced. This model, named Subloading
Cam-clay (SubCam), was originated with some ideas of the Subtij model and considering
the subloading concept. The SubCam model can represent the cyclic behaviour of soils.
Two models for unsaturated soils are presented. The first one, named Extended Barcelona
(BarcelonaX) is a simple extension to Barcelona model (BBM) of Alonso et al. (1990),
which has the same characteristics of BBM, with the exception of the shear strength
representation. This considers the influence of Lode angle, similarly to Matsuoka-Nakai
criterion. The second model, named Subloading Barcelona (SubBar), is an extension to
the BarcelonaX model which adds the concept of subloading, therefore, this model is able
to represent the cyclic behaviour. BarcelonaX model adds a new parameter to control the
unique surface in the stress/suction space and SubBar model adds two new parameters
to control the decrease of flexibility due to suction and/or stress cycles.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Materiais granulares, como os solos, apresentam um comportamento mecanico relativa-
mente complexo. Tal caracteristica decorre do fato de que esses materiais consistem de
graos, vazios e fluidos dentro desses vazios, portanto seu comportamento micromecanico
é inerentemente descontinuo e heterogéneo.

O comportamento mecanico de materiais granulares pode ser estudado, macroscopica-
mente, considerando o conceito de meio continuo e desprezando as parcelas adicionais de
grandes deformacoes. Nestes casos, a complexidade diminui um pouco, no entanto, ainda
permanecem algumas dificuldades durante a representacao matemaética dos fenémenos
fisicos envolvidos.

Este trabalho visa mostrar que o arcaboug¢o matematico da Teoria da Elastoplastici-
dade é capaz de representar satisfatoriamente algumas caracteristicas dos materiais gra-
nulares sujeitos a carregamentos monotonicos e/ou ciclicos. As equagoes aqui propostas

procuram simular as seguintes caracteristicas:
e Comportamento mecanico nao linear;
e Variacao de deformacao volumétrica com mudanca de tensao hidrostatica;
e Tensao desvio constante para grandes deformagoes cisalhantes;

e Influéncia da tensao principal intermediaria no comportamento de resisténcia e de-

formabilidade;
e Resisténcia dependente da anisotropia induzida e inerente;
e Ocorréncia de deformacoes plasticas durante descarregamento;

e Mudanca suave de comportamento ap6s um pico de resisténcia em materiais densos

ou pré-adensados;

e Densificagao de materiais fofos ou normalmente adensados submetidos a ciclos de

carregamento-descarregamento;



e Influéncia da sucg¢ao matrica na resisténcia e deformabilidade.

Para isso, algumas idealizacoes, como os conceitos de Estados criticos, Critério de ruptura,
Plastificacao e Subcarregamento, sao consideradas. Essas idealizacoes sao tentativas em se
descrever, por meio de expressoes numéricas e/ou equagoes, alguns fenémenos observados
experimentalmente.

A verificacdo da capacidade e qualidade de representacao das formulacoes desenvolvi-
das deve ser feita comparando os resultados calculados com valores obtidos experimental-
mente. Para isso, ensaios de laboratorio sao realizados, ou, observacoes de retro-analise
sao obtidas, fornecendo uma base objetiva de comparacao.

Como, geralmente, os ensaios de laboratério definem trajetorias de tensao a priori,
as equagoes constitutivas devem ser resolvidas para dados valores de tensao. Como o
comportamento de materiais granulares geralmente ¢ nao-linear, essas equagoes sao cons-
truidas em forma de taxas ou incrementos e o processo de solucao requer a integracao ou
solucao do Sistema Algébrico Diferencial correspondente. Em anélises de problemas de
valor inicial e contorno, como, por exemplo, aqueles simuladas pelo Método dos Elementos
Finitos, as relagoes constitutivas devem ser integradas (“Stress-update”) para incrementos
ou taxas de deformagao fornecidos.

Portanto, neste trabalho, além de mostrar o desenvolvimento matematico dos Modelos
Constitutivos, apresentam-se métodos numéricos para a solucao dos sistemas de equacoes
resultantes. O estudo desses métodos, ou esquemas, procura verificar o balanco qualidade
de solucao versus velocidade de execucao, fornecendo indicativos para a escolha do método
adequado tanto para a simulacao de ensaios de laboratério, quanto para programas de
solucao de problemas de valor inicial e contorno.

As equagoes constitutivas para materiais granulares requerem a determinacao de cons-
tantes para a definicao das leis evolutivas de cada fenomeno fisico que se deseja repre-
sentar. Essa constantes sao conhecidas por Parametros Constitutivos e, dependendo da
complexidade do modelo, podem exigir procedimentos de tentativa-e-erro, além de re-
quisitarem uma certa quantidade de resultados de ensaios de laboratorio. Este trabalho
também trata do problema de calibracao de parametros dos modelos estudados por meio
de Algoritmos Genéticos Evolutivos.

O desenvolvimento de modelos constitutivos capazes de representar apropriadamente
a maior quantidade de caracteristicas mecanicas dos materiais granulares ¢ um grande
desafio proposto pela atual engenharia de solos. Este desafio tem tomado parte da pesquisa
em Geomecanica Computacional, que visa auxiliar o entendimento do comportamento
hidro-mecanico de obras geotécnicas. Para isso, os fenomenos fisicos sao estudados e
idealizacoes matemaéticas sao elaboradas. O resultado desta metodologia ¢ a formacao de
Sistemas Algébricos de Equagoes Diferenciais.

Neste trabalho, os Sistemas Algébricos Diferenciais (DAS) sao formados pelas equagoes

da Teoria Matemaética da Elastoplasticidade. Mostra-se que diversos modelos elastopléas-
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ticos, tanto para solos saturados como para solos nao saturados, podem ser representados
por um mesmo equacionamento, desenvolvido sob o conceito de Calculo Tensorial. Esse
equacionamento tem a vantagem de permitir a aplicacao dos mesmos esquemas de solu-
cao ou integracao da relagao constitutiva, necessarios tanto as simulacoes de ensaios de
laboratoério quanto as anélises de problema de valor inicial e de contorno. O DAS de cada
modelo é resolvido por esquemas explicitos baseados no método Runge-Kutta. Algumas
investigacoes com esquemas implicitos também sao efetuadas.

Novas relacoes constitutivas sao introduzidas, considerando o mesmo arcaboucgo mate-
matico da elastoplasticidade. Essas novas equacoes sao lteis na representacao das carac-
teristicas (macroscopicas) de materiais granulares listadas anteriormente. Considera-se as
relacoes para solos saturados e parcialmente saturados. O objetivo principal da pesquisa
é manter a simplicidade das formulacoes.

A anélise numérica de obras geotécnicas, consideradas simplificadamente como uma
composicao de estruturas continuas, por meio de modelos constitutivos, requer a execucao
de uma grande quantidade de ensaios de laboratério. A execucao dos ensaios visa fornecer
informacoes sobre o material para que se possa determinar os parametros constitutivos
dos modelos matematicos. Neste trabalho, todos os modelos estudados e introduzidos
sao aplicaveis a geometria tridimensional e, portanto, requisitam equipamentos especiais
de laboratorio como o Equipamento Triaxial Cibico e o Cilindro Vazado. Com isso, os
resultados obtidos nos equipamentos do laboratorio do Instituto de Tecnologia de Nagoya,
Japao, sao utilizados.

Os parametros dos materiais dependem das equacoes de um modelo especifico e devem
ser determinados racionalmente sob um procedimento especifico. A determinacdo desses
parametros certamente deve ser embasada em varios resultados de laboratoério. FEntre-
tanto, para alguns modelos, como suas equacoes constitutivas sao geralmente postas sob
forma incremental, ou de taxas no tempo, procedimentos de tentativa-e-erro devem ser
considerados. Além disso, idealmente, os melhores valores dos parametros deveriam ser
adotados nas analises. Assim, um método robusto de obtenc¢do e otimizagao de parame-
tros constitutivos, que depende de um conjunto de resultados de ensaios de laboratorio,
é apresentado. Tal método é construido sob o conceito da Teoria Genética Evolucionéria
que permite encontrar qualquer quantidade, ou conjunto de valores, que otimiza certa
funcao, neste caso, a funcao é uma medida da qualidade de representacao do modelo

constitutivo.

1.1 OBJETIVOS

O objetivo principal deste trabalho ¢ apresentar equacoes constitutivas capazes de re-
presentar da melhor forma possivel o comportamento mecanico de materiais granulares

saturados ou parcialmente saturados sujeitos a carregamentos monotonicos e ciclicos. O
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comportamento mecanico deve compreender as relagoes tensao-deformacgao e caracteris-
ticas de resisténcia. A resisténcia ao cisalhamento para materiais anisotropicos também
podera ser considerada. As formulacoes devem levar em conta a influéncia da tensao
principal intermediaria e devem ser aplicaveis a problemas tridimensionais. O sistema de
equagdes diferenciais deve ser resolvido, para isso métodos de solugio (integracao) poderdo
ser pesquisados. A eficiéncia e a acuracia de cada esquema de integracao deve ser avali-
ada. Um procedimento para a determinagao e otimizacao dos parametros constitutivos

relevantes a cada modelo apresentado devera ser estudado.

1.2 ESCOPO E ORGANIZACAO

Este trabalho é basicamente dividido em trés partes: a) Modelos constitutivos, incluindo
critérios de ruptura; b) Solugao do sistema de equagoes (DAS) da elastoplasticidade; e
¢) Determinagao e otimizagao dos parametros constitutivos. Um breve resumo de cada
capitulo é apresentado a seguir.

O presente Capitulo faz a introducao com a seguinte hipotese: Modelos elasto-
plasticos tém potencial aplicagao a problemas geotécnicos com carregamentos
ciclicos e materiais saturados e parcialmente saturados.

No Capitulo 2, uma breve revisao bibliografica é apresentada.

O Capitulo 3 apresenta um resumo da teoria matematica da elastoplasticidade. Ao
mesmo tempo, faz-se a introducao do conceito de Subcarregamento, importante no de-
senvolvimento dos modelos SubCam, Subtij, SubCamX e SubBar. Esse conceito é o
ingrediente adicional, com relacao ao modelo Cam-clay, que permite a consideracao do
estado de densificagao do material. Isso é feito mediante a definicao de duas superficies no
espaco de tensoes e a relacao entre essas distancias com uma medida de indice de vazios,
ou, deformacao de subcarregamento.

O Capitulo 4, importante para o entendimento dos graficos de validagao de cada
modelo, apresenta o resumo dos resultados de laboratoério. Esses resultados sao a base de
comparacao para a qualidade de reproducao dos modelos constitutivos.

No Capitulo 5, um novo critério de ruptura ¢ apresentado. Seu equacionamento
resulta numa representacao da resisténcia maxima de materiais granulares similar a do
critério de Lade-Duncan. Além disso, naquele capitulo, faz-se uma revisao dos critérios
de ruptura mais comuns em engenharia, tais como Mohr-Coulomb, Tresca, von Mises,
Drucker-Prager, Lade-Duncan e Matsuoka-Nakai.

No Capitulo 6, um novo critério de ruptura para materiais granulares com anisotro-
pia inerente e induzida ¢ apresentado. Este critério pode servir como fundacao para a
elaboragao de novos critérios anisotropicos. O conceito principal usado na sua derivacao
é a simples teoria de Tensores Projetores.

O Capitulo 7 apresenta um novo modelo para materiais granulares submetidos a
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carregamentos ciclicos. O objetivo principal deste modelo é a simplicidade, permitido a
imediata codificacao em programas de simulacao. Apesar de sua simplicidade, tal modelo
é capaz de representar algumas caracteristicas importantes, como a variacao do estado
de densificacao a longo dos ciclos de carregamento e descarregamento. Este modelo,
denominado por Subloading Cam-clay (SubCam), é uma pequena extensao do modelo
Cam-clay e requer a determinagao de um parametro adicional.

No Capitulo 8, faz-se a revisao do modelo elastoplastico com grande capacidade
de representacao de materiais granulares tridimensionalmente, conhecido por Subloading
tij (Subtij). Este modelo utiliza um espago de tensoes transformado, tij, e foi proposto
por Nakai & Hinokio (2004) com o intuito de representar o processo de densificagao de
materiais granulares.

O Capitulo 9 contém a revisao do modelo para solos parcialmente saturados, conhe-
cido por Barcelona Basic Model, ou BBM. Além disso, naquele capitulo, uma pequena
extensao deste modelo é apresentada, resultando noutro modelo denominado por Barce-
lonaX. Tal extensao visa unificar as superficies de plastificacao, representada num espago
de quatro dimensoes, facilitando a integracao numérica das equacoes constitutivas.

No Capitulo 10, um modelo para solos nao saturados sujeitos a carregamentos mo-
notonicos e/ou ciclicos é apresentado. Sua deducdo considera as equagdes do modelo
Barcelona (BarcelonaX) e o conceito de subcarregamento, por isso é denominado de Su-
bloading Barcelona Model. A principal diferenca deste modelo, com relacdo ao modelo
BarcelonaX, é a possibilidade de controlar o decaimento da flexibilidade mecéanica tanto
devido a ciclos de variagdo de suc¢ao quanto de tensdo, média e/ou cisalhante.

Como todos os modelos sao apresentados sob o mesmo arcabouco, com apenas os
esquemas apresentados no Capitulo 11, pode-se resolver os correspondentes DASs, tanto
para trajetorias de tensao impostas, quanto para incrementos de deformagao fornecidos
(solugao via FEM).

No Capitulo 12, uma metodologia robusta para obtencao de parametros constitutivos
é apresentada. Esta metodologia baseia-se na teoria Genética Evolucionaria, na qual cada
individuo equivale a um conjunto de parametros e a fungao objetiva (“fitness”) é dada pela
qualidade de representacao do modelo.

No Capitulo 13, algumas conclusoes e sugestoes para pesquisas futuras sao apresen-
tadas.

O Apéndice A apresenta, resumidamente, a notacao usada neste trabalho, sendo ttil
no entendimento das equacoes apresentadas.

No Apéndice B, uma breve revisao dos conceitos de projecao e tensores projetores
é feita. No Apéndice C, também se faz a revisao dos autotensores. Estes conceitos sao
uteis na deducao e entendimento dos critérios de ruptura, incluindo o critério anisotro-
pico, para a determinagao dos gradientes de campos tensoriais e para o entendimento do

algoritmo de integracao do tipo previsor-corretor.
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No Apéndice D, algumas derivagoes importantes do Calculo Tensorial sao apresenta-
das, como a derivada do tensor inverso de um tensor de segunda ordem e a determinacao

do tensor aij do modelo Subloading tij.
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Capitulo 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

Apesar da enorme evolucao proporcionada pelos conceitos relacionados ao modelo Cam-
clay (Roscoe et al., 1958; Schofield & Wroth, 1968), como os Estados Criticos, ainda
existem certas caracteristicas inerentes aos solos que sao dificeis de serem representadas
por um modelo matemético. Algumas delas sao: a) anisotropia; b) caracteristicas transi-
entes e idade do material; c) estruturagao interna; d) comportamento ciclico; e) dilatancia
positiva durante endurecimento; f) influéncia do grau de compacidade ou adensamento
na deformabilidade e resisténcia do solo; g) influéncia da saturagdo no comportamento
mecanico e vice-versa; h) influéncia da tensao principal intermediaria, dentre outras;

Para trajetorias de tensao do tipo proporcional, em que a razao entre os incrementos
de tensao segue um aumento unidirecional, sem decréscimo, pode-se dizer que as teorias
de endurecimento isotrépico ou cinematico, quando inseridas, ao mesmo tempo ou nao,
em modelos elastoplasticos permitem uma representacao razoavel das propriedades rela-
cionadas ao endurecimento dos materiais (Pedroso, 2002). Entretanto, experimentos com
carregamentos ciclicos mostram que a resposta de um material nessas circunstancias é
bem mais complexa do que sob carregamentos proporcionais (Nakai & Hinokio, 2004).

Certamente é de justificavel importancia e inerente dificuldade o estudo do compor-
tamento mecanico do solo, quando esse sofre acao de diversos tipos de carregamentos
como simétricos, assimétricos e com ciclos de reversao. Assim, varias pesquisas tém sido
desenvolvidas em que atencao especial é concedida a influéncia de solicitacoes ciclicas
e variadas trajetorias de tensao nas caracteristicas mecanicas dos materiais. Dentre as
descobertas mais proeminentes destacam-se os conceitos da Transicao elastica-plastica,
multiplas superficies de plastificacdo e o conceito de Subcarregamento (Mroz, 1967; Krieg,
1975; Dafalias & Popov, 1975; Hashiguchi & Ueno, 1977; Hashiguchi, 1989).

A descricao do comportamento mecanico de solos nao saturados tem se preocupado
com a pesquisa pelas melhores medidas de estado. Como medidas mais comuns de estado,
destacam-se a tensao liquida, dada pela diferenca entre a tensao total e a pressao no ar
(g’

= g — u,J) e a succao matrica, dada pela diferenca entre as pressdes no ar e na

agua (s = u, — uy) (Fredlund & Rahardjo, 1993). Talvez um dos maiores problemas



2.1. Plano Espacialmente Mobilizado

para a modelagem de solos nao saturados seja a dificuldade em se executar ensaios de
laboratorio. Estes geralmente sao lentos e requisitam cuidados especiais devido a alta
pressao nas instalagoes (Fredlund & Rahardjo, 1993).

Alonso et al. (1990) propuseram uma extensao do modelo Cam-clay para solos parcial-
mente saturados. Este modelo, conhecido por “Barcelona Basic Model”, aqui simplesmente
Modelo Barcelona, tem sido largamente estudado, devido sua capacidade de representar,
um tanto quanto satisfatoriamente, as principais caracteristicas dos solos nao saturados
(Sheng et al., 2003a,b; Macari et al., 2003; Pinheiro, 2004; Cordao-Neto, 2005; Farias et al.,
2006). Dentre elas, destacam-se: a) aumento da resisténcia com a suc¢do; b) aumento
aparente da pressao de consolidac¢ao com o aumento da succao; ¢) variacao do colapso com
a variacao de tensao média; aumento até um pico seguido de decréscimo; e d) ocorréncia
de deformacoes plasticas com a variagao da succao.

A seguir, uma breve revisao da bibliografia necessaria ao desenvolvimento desta Tese

é apresentada.

2.1 PLANO ESPACIALMENTE MOBILIZADO

Procurando representar a influéncia de todas as tensbes principais no comportamento
mecanico dos solos, Matsuoka (1974) definiu trés planos no espago tridimensional de
tensoes principais, tendo por base as inclinagoes das retas tangentes aos trés circulos
de Mohr tracados no grafico tensao cisalhante versus tensao normal, e considerando os
pares formados pela combinacao de o1, 09 e 03. Esses planos foram chamados de Planos
Mobilizados, pois sup6s-se que seriam planos nos quais as particulas dos solos estariam
em maxima mobilizag¢ao, quando solicitadas ao cisalhamento.

Posteriormente, Matsuoka & Nakai (1974) definiram um plano passando pelas inter-
seccoes dos trés planos mobilizados, com os planos cujas normais sao paralelas aos eixos
das tensoes principais, denominando-o de Plano Espacialmente Mobilizado (SMP — “Spa-
tially Mobilized Plane”), supondo que nesse plano ocorre a maxima mobilizagdo média das
particulas do solo, submetidas a esforcos cisalhantes. Essa verificacao foi fundamentada
nas analises de varios ensaios triaxiais, cujos resultados mostraram a unicidade de relacoes
entre taxas dos invariantes de tensao e deformacao, quando definidos nao mais no plano
octaédrico — goe € Toer (OU p € q de Cambridge), mas sim no SMP — ogyp (normal) e
Tsup (cisalhante) (neste trabalho, ¢ty e tg, respectivamente).

Nakai (1980) introduziu uma nova defini¢do para os incrementos dos invariantes de de-
formacao, usados em conjunto com os invariante de tensao no SMP. Estes passaram a ser
representados por de%,,;p (normal) e dv&,,p (cisalhante) (aqui, dey e deg) em contrapo-
sicao aos previamente definidos: degyp e dysyp. Essa substituicao possibilitou melhores
relacOes (inicas) entre os incrementos dos invariantes de tensdo e de deformacdo, como

na relacao tensao-dilatancia (ds/daty versus 4en/des) (Nakai & Matsuoka, 1983).
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2.2. Tensor tij e Modelos tij-clay e tij-sand

A eficacia do SMP com relacao a capacidade em representar o comportamento mecé-
nico do solo foi comprovada por varios estudos. (Matsuoka & Nakai, 1977, 1982, 1985).
Isso foi decisivo na aceitacao do, entao, bem conhecido, critério de ruptura de Matsuoka-
Nakai (Matsuoka & Nakai, 1974). Esse critério tem como vantagens gerar uma curva
suave no plano octaédrico, ao contrario do que acontece com o critério de Mohr-Coulomb,
fornecer a mesma resposta que o critério de Mohr-Coulomb para estados axis-simétricos
de compressao e extensao, e considerar a influéncia dos trés invariantes do tensor de ten-
sao na resisténcia dos solos. Além disso, o critério de ruptura de Matsuoka-Nakai tem
fundamentagdao num conceito de significado fisico importante: o carater friccional dos
solos. Neste conceito, a resisténcia ao cisalhamento ¢ dada para uma relacaio maxima
(constante) entre tensdo cisalhante e tensdo normal. Portanto, o critério de ruptura de
Matsuoka-Nakai é analogo ao de Mohr-Coulomb, mas determina a razao méaxima tg/ty

para o plano em que as particulas do solo estao mais mobilizadas em média, o SMP.

2.2 TENSOR TI1J E MODELOS TIJ-CLAY E TIJ-SAND

Objetivando facilitar e racionalizar a formulacao utilizada na representagao das proprie-
dades mecanicas dos solos, Nakai & Mihara (1984) definiram um tensor de segunda ordem
(tij), alternativo ao tensor de tensdes convencional, que leva em conta o comportamento
tridimensional do solo, mediante sua obtencao a partir das relagoes no SMP e nao no
plano octaédrico. O tensor tij é uma nova quantidade mecéanica capaz de representar o
estado de tensoes, mas que modifica os componentes de tensao segundo uma eventual
anisotropia induzida. Essa modificacao acontece justamente pela definicao do tensor tij,
dada por t;; = o;,akj, em que a;; é um tensor de segunda ordem, cujos valores principais
sao os componentes do vetor normal ao SMP, calculados pelas razoes entre as tensoes
principais. Do ponto de vista pratico, pode-se considerar que o tensor tij é um novo
auxilio matematico, da mesma maneira que o tensor o;;, para se estudar as caracterfs-
ticas de resisténcia e deformabilidade do solo. Sua aplicagdo & modelagem constitutiva
fornece resultados satisfatorios, como aqueles apresentados por diversos autores (Nakai &
Matsuoka, 1983; Chowdhury, 1998; Chowdhury & Nakai, 1998; Pedroso, 2002; Pedroso &
Farias, 2003).

Nakai & Matsuoka (1986) apresentaram um modelo para argilas utilizando o SMP
e o tensor tij. Esse modelo, denominado por “tij-clay”, possibilitou a consideracao da
tensao intermedidria no comportamento do material. A trajetoria de tensao também é
levada em conta mediante a divisao do incremento de deformacao plastica em uma parte
devida ao fluxo associado e uma parte devida & compressao isotropica. Sua capacidade de
aplicagao também foi demonstrada. Posteriormente, Nakai (1989) introduziu um modelo

para areias, também utilizando o tensor tij, conhecido por “tij-sand”.
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2.3. Conceito de Subcarregamento

2.3 CONCEITO DE SUBCARREGAMENTO

Uma extensao da elastoplasticidade convencional para a representagao de carregamentos
ciclicos foi feita por Mroz (1967), que definiu um campo de modulos de endurecimento
dando origem ao conceito das multiplas superficies de plastificacao. Este conceito per-
mitiu, de certa forma, a representacao da transicao gradual entre o regime elastico e
elastoplastico. Em sua proposta, curvas tensao-deformacao, observadas em ensaios unidi-
mensionais em metais, foram representadas por finitos segmentos com moédulos tangentes
constantes. Posteriormente, Krieg (1975) e Dafalias & Popov (1975) em seus modelos de
duas superficies (“two-surface model”) ou modelos com superficie limite (“bounding sur-
face model”), independentemente, consideraram duas superficies: uma superficie limite
e outra superficie de carregamento. Essa tltima, diferentemente das vérias superficies
sugeridas por Mroz, tem variagao continua com o moédulo plastico.

Hashiguchi & Ueno (1977), com o intuito de simular o comportamento de “softening”
de materiais granulares, acrescentaram a teoria da elastoplasticidade o estado de sub-
plastificacao. Para isso, definiram uma superficie interna a superficie de plastificacao con-
vencional (normal), com evolugao dependente da transigio elastica-plastica. Essa nova su-
perficie foi designada superficie de subcarregamento (“Subloading surface”), considerando
que é uma extensao da superficie de carregamento para o estado de sub-plastificacao. Por-
tanto, também independentemente, sugeriram um modelo de duas superficies, entretanto,
com interpretacao fisica, dada pelo conceito de estado de sub-plastificacao. Os modelos in-
troduzidos foram denominados modelos com superficie de subcarregamento (“Subloading

surface models”).

2.4 MODELO SUBLOADING TI1J

Nakai & Hinokio (2004) apresentaram um novo modelo constitutivo, com base nos con-
ceitos do Plano Espacialmente Mobilizado e do Tensor Modificado tij, com o intuito de
uma melhor reproducao do comportamento mecanico dos solos, principalmente quando
solicitagoes ciclicas sdo aplicadas. Este modelo, denominado por “Subloading tij” (aqui,
simplesmente por Subtij) adota o conceito de “Subloading Surface” elaborado por Hashi-
guchi (1989) e tem a capacidade de representar a influéncia do estado de compacidade das
areias ou de adensamento dos solos argilosos. Para isso, um tnico parametro ¢ adicionado,
quando em comparacao com o modelo anterior tij-clay.

Algumas das caracteristicas contempladas pelo modelo Subtij sdo: a) influéncia da
tensdo principal intermediaria na deformacao e resisténcia do solo; b) dependéncia da
trajetoria e dire¢do do fluxo plastico; ¢) dilatancia positiva durante endurecimento (strain
hardening); d) comportamento do solo sobre carregamento ciclico (em parte) e e) influén-

cia da densidade e/ou pressao confinante na deformagao e resisténcia. Com isso, o modelo
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2.5. Modelo Barcelona

Subtij é aplicavel a simulagoes de problemas de contorno um tanto quanto complexos como

a densificagao do solo mediante a introducao de estacas de areia (Farias et al., 2003, 2005).

2.5 MODELO BARCELONA

O modelo “Barcelona Basic Model” (BBM) foi proposto por Alonso et al. (1990) com
intencoes de representar o comportamento de resisténcia e deformabilidade de solos nao-
saturados. Ele tem a importante caracteristica de ser simples, utilizando a teoria da
elastoplasticidade e conceitos do modelo Cam-clay, como Estado Critico e dominio elastico
variando com a deformacao volumétrica plastica.

Macari et al. (2003) apresentaram um estudo dos modelos Barcelona e de Oxford
mediante simulacoes de amostras ctibicas submetidas a carregamento axis-simétrico. Para
isso, utilizaram um equipamento triaxial ciibico com controle da succao.

Os trabalhos de Cordao-Neto (2005) e Pinheiro (2004) possuem informagoes recentes
sobre o modelo Barcelona. Dentre estas, destacam-se o emprego da solugao acoplada a
problemas de contorno no primeiro trabalho e a extensao do modelo, melhorando sua
capacidade em representar o comportamento mecanico fora do plano triaxial, mediante a

consideracao do Plano Espacialmente Mobilizado e do tensor tij no segundo.

2.6 SOLUCAO DO SISTEMA ELASTOPLASTICO

A aplicacdo de cargas externas a qualquer macigo (de solo) induz mudancas nas tensoes
e deformacoes. A Mecanica do Continuo fornece conceitos que permitem a avaliagao do
comportamento interno do material, para algumas condi¢des de contorno. O resultado do
equacionamento é um Sistema Algébrico de Equagoes Diferenciais (Ellsiepen & Hartmann,
2001; Hartmann, 2001). Existem restricoes devido as condigbes de Kuhn-Tucker que
tornam o sistema do tipo rigido e com restrigoes (“stiff and constrained”) (Buttner &
Simeon, 2002). Assim, métodos um pouco mais elaborados devem ser adotados na procura,
pela solucao desses sistemas.

A Plasticidade Computacional trata da solugao da relagao constitutiva nao linear por
meio de integra¢des numéricas (Simo, 1994; Simo & Hughes, 1998). Os métodos mais
comuns sao classificados em Explicitos e Implicitos. Os esquemas de integracao explicita,
subdividem os incrementos de tensao ou deformacgdo em partes e adotam um processo
seqiiencial atualizando os estados de tensao e deformacao, para derivadas avaliadas no
inicio dos passos. Em esquemas implicitos, os gradientes sao calculados em estados inde-
terminados - futuros, de forma que o sistema de equagoes resultante devera ser resolvido
iterativamente. Se a solugao for iterada pelo métodos de Newton, segundas derivadas das
funcoes de plastificagdo e potencial plastico sao necesséarias, aumentando o grau de difi-

culdade das transformacoes algébricas, principalmente quando modelos mais complexos
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2.7. Outras Relagoes Constitutivas

sao considerados (Pedroso et al., 2005; Pedroso & Farias, 2005)

Métodos explicitos sao mais simples de serem implementados em computadores. Além
disso, podem ser usados na construcao de integradores de mltiplo uso, com aplicacao a
varios modelos constitutivos (Pedroso & Farias, 2005). Esses métodos sao derivados do
Método Runge-Kutta (Hairer et al., 1993; Hairer & Wanner, 1996). Alguns métodos
Runge-Kutta possuem avalia¢oes intermediarias de ordem diferentes (Gear, 1971), per-
mitindo a medicao local dos erros na solugao, de forma embutida (“embedded”). Esses
métodos permitem a elaboragao de esquemas com subdivisao automatica dos passos que
sdo bastante eficientes na solugdo de equagoes da elastoplasticidade (Sloan, 1987; Sloan
& Booker, 1992; Sloan et al., 2001).

As equacoes evolutivas das variaveis internas de cada modelo constitutivo também
devem ser integradas. Farias (1993, 1997) apresentou trés formas para a determinagio
das varidveis internas. Dentre elas, a que considera a integracao conjunta da relacao
tensao-deformacao e da evolucao das variaveis internas parece ser a mais indicada. Esta
forma também é considerada por outros pesquisadores (Simo, 1994; Jeremi¢ & Sture,
1997; Borja, 1990; Sloan et al., 2001; Ahadi & Krenk, 2003).

Pedroso & Farias (2002a, 2005) mostraram que os esquemas explicitos com passos
automaticos sao mais eficientes e mais precisos na solucao do DAS dos modelos SubCam
e Subtij em comparacao com esquema Backward-Euler. Outra grande vantagem de tais
esquemas ¢ a facilidade no controle do erro global na simulacao de um problema de

contorno, mediante o correspondente controle no erro local.

2.7 OUTRAS RELACOES CONSTITUTIVAS

Outros métodos nao convencionais também existem para a representacao da relacao
tensao-deformacao. Dentre eles, cita-se aqueles conhecidos por Redes Neurais Artifici-
ais (RNA) que funcionam como um sistema de ajuste de pesos mediante treinamento
da rede. Esse treinamento requer uma boa quantidade de resultados experimentais em
amostras e pode resultar numa alternativa razoavel ao método convencional da teoria da
elastoplasticidade (Martinez-Carvajal et al., 2005; Martinez-Carvajal, 2006).

2.8 CALCULO TENSORIAL

O Calculo Tensorial é a ferramenta utilizada na Mecanica do Continuo. Sua importancia
reside no fato de simplificar as expressoes entre os componentes das entidades manipula-
das. A definicao de tensor é a caracteristica que permite isso, por meio da classificacao de
entidades diferentes que possuem dependéncia ou nao dos sistemas em que sao observadas.
O conceito de invariancia toma o papel principal em varias leis fisicas.

A palavra tensor foi introduzida por William Rowan Hamilton em 1846, mas ele a
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2.8. Calculo Tensorial

utilizou para o que é hoje chamado de “modulus”. A palavra adquiriu o significado atual
com Woldemar Voigt em 1899. A notagao foi desenvolvida por volta de 1890 por Gregorio
Ricci-Curbastro sobre o titulo de Geometria Diferencial Absoluta e foi colocada de forma
acessivel para varios matemaéticos apos a publicacao por Tullio Levi-Civita do trabalho
Célculo Diferencial Absoluto em 1900. Varias tradugoes seguiram. O Calculo Tensorial
adquiriu aceitacao maior apés a introducao da Teoria Geral da Relatividade de Einstein,
por volta de 1915. A Relatividade Geral é formulada inteiramente na linguagem de ten-
sores que foi ensinada a Einstein diretamente por Levi-Civita. Todavia, tensores também
sao usados em outros campos como Mecanica dos Meios Continuos, por exemplo, o tensor
de deformagoes. (http://en.wikipedia.org/wiki/Tensor).

Tensores podem ser vistos como vetores em espacos de ordens diferentes (Brannon,
2000). Isso permite a aplicacao de quase todas as defini¢oes e propriedades dos vetores aos
tensores, como norma, angulo entre vetores/tensores e produtos interno; até mesmo setas
orientadas podem ser utilizadas como um método simbdlico de visualizacao de tensores.

Coordenadas curvilineas estao ligadas & origem do Calculo Tensorial e sao importan-
tes quando permitirem a simplificacao da geometria do problema considerado. O estudo
das coordenadas curvilineas também é adequado quando literaturas mais antigas forem
pesquisadas, pois boa parte do material cientifico na 4rea de tensores, escrito em tempos
anteriores, utiliza os conceitos da geometria Riemmaniana e coordenadas curvilineas. Ou-
tra conseqiiéncia favoravel do estudo das coordenadas curvilineas é o maior entendimento
dos problemas representados em sistemas ortonormais (Brannon, 2002a).

Boa parte das leis fisicas mecanicas sao melhor entendidas e visualizadas quando certas
direcoes particulares das entidades em estudo sao postas como sistema de referéncia. Essas
direcoes sao conhecidas por direcoes principais e, no contexto da mecanica dos meios
continuos, sao determinadas de diversas formas, até mesmo graficamente pelo Circulo de
Mohr (Brannon, 2003b), que é usado na definicdo de um dos mais importantes critérios
de ruptura para solos: Mohr-Coulomb. Percebe-se, entao, a importancia da determinacao
dos valores e diregoes principais.

A determinacao dos valores e direcoes principais compreende um problema de determi-
nacao dos autovalores e autovetores. Dependendo da situacao, solugoes analiticas trazem
complicacoes, principalmente quando forem transcritas em c6digos de computadores. Isso
ocorre devido aos erros (de truncamento) internos que os computadores possuem. Por-
tanto, o estudo por métodos robustos de determinagao dos autovalores e autovetores sao
necessarios. Hartmann (2003) apresentou um estudo entre os métodos mais utilizados
para a determinagao analitica computacional dos autovalores, autovetores e até mesmo
dos autoprojetores (ou autodiadas). Dentre eles, aquele publicado em Malvern (1969)
parece ser o mais difundido.

O conceito que unifica as propriedades dos autovetores e autovalores é a decomposi¢ao

espectral. Desta, podem ser obtidas novas entidades com caracteristicas titeis: os auto-
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projetores (Brannon, 2003a). Esses permitem a simplificagdo da representacdo espectral
e a elaboracao de fungoes isotropicas de tensores como, por exemplo, a exponencial de

um tensor (exp a).
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Capitulo 3

ELASTOPLASTICIDADE E SUBCARREGAMENTO

Inicialmente, é importante ressaltar que o termo tensao neste trabalho equivale & tensao

efetiva definida pela Mecanica dos Solos, dada por g = g®/“iva = gtotal

— Uy, l, em que
U, € a pressao na agua e I o tensor identidade de segunda ordem. Em modelos para
solos nao saturados, o termo tensao indicarad a tensao liquida, dada pela diferenca entre a

tensdo total e a pressido no ar (g = ghiwids = gtotal

—ugl, em que u, é a pressao no ar).
Adota-se a convencao de sinais dada pela Mecanica dos Solos, na qual os valores positivos
indicam compressao. Recomenda-se a leitura do Apéndice A para a familiarizacao com a
notacao empregada nesta tese.

A base fundamental para quase todos os modelos elastoplasticos apliciveis a solos é
construida com os conceitos da Teoria Matematica da Elastoplasticidade (Hill, 1971): a)
decomposicao linear das deformagdes; b) critério de plastificagao; ¢) potencial plastico; e
d) condigbes de carregamento e descarregamento. Tentativas de extensdo destes modelos
a representacao do comportamento ciclico dos materiais foram feitas por varios autores,
principalmente considerando-se o conceito de endurecimento cinemaético, no qual o do-
minio elastico, cercado pela superficie de plastificacdo, move no espago de tensoes. Esta
extensao possui algumas vantagens, contudo requer a obtencao nao tao facil de alguns pa-
rametros constitutivos adicionais. Além disso, estes parametros geralmente nao possuem
interpretacao fisica clara.

Uma extensao fortuita da elastoplasticidade bésica foi iniciada por Hashiguchi & Ueno
(1977) com a introdugao do conceito de subplastificacao. Este conceito considera a transi-
¢ao suave entre o comportamento rigido elastico e o elastoplastico, mediante a introducao
de uma superficie de subplastificagdo, também conhecida por superficie de subcarrega-
mento. Os modelos com superficie de subplastificacao propostos por Hashiguchi & Ueno
(1977) mostram claramente o objetivo de cada superficie construida no espago de tensoes:
a) a superficie de carregamento é relacionada a decisdo carregamento-descarregamento; b)
a superficie potencial plastico fornece a diregao das deformagdes plasticas; e ¢) a superficie
normal de plastificacao indica a regiao no espaco de tensoes ja visitada pela superficie de

subcarregamento. Em seguida, Hashiguchi (1989) apresentou uma completa explicagao do
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conceito de subcarregamento, comparando-o com outras idealizacoes que tentam simular
o comportamento ciclico de materiais. Além disso, a extensao para a consideracao da his-
terese e efeito Masing sdo acrescentadas. Hashiguchi (2001) mostra que o endurecimento
cineméatico nao é aceitavel para solos, pois estes raramente suportam tensoes de tracao,
e sugere a adocao de superficies que rodam no espago das tensoes, como idealizado pelo
endurecimento rotacional. Similarmente aos modelos com endurecimento cinemético, esta
ultima extensao também requer a introducao de parametros de dificil obtencao.

A teoria convencional, sob o ponto de vista da mecanica do continuo, idealiza a decom-
posicao das pequenas deformacoes em duas parcelas independentes: eldstica e plastica.
Entretanto, como notado por Collins & Houlsby (1997), alguns materiais sao melhor re-
presentados pelo acoplamento entre as deformacoes elasticas e plasticas. Além disso, Muir
Wood (1990) mostra alguns modelos para solos, fundamentados na teoria do estado cri-
tico, contendo a rigidez elastica em funcao do volume especifico, e, entao, da deformacao
plastica volumétrica, que é, por sua vez, um tipo de variavel interna plastica. Assim,
embora o conceito da decomposicao linear seja bastante comum, é evidente que outras
composicoes devem ser pesquisadas para melhor representacao de alguns materiais.

Modelos elastoplasticos usam variaveis internas. Estas sao medidas de controle de um
certo modelo matematico que tenta representar algum fendémeno fisico. A representagao
do estado mecanico de um material geralmente leva em conta a histéria de carregamento
e descarregamento. Algumas varidveis podem ter origem diretamente na micromecanica
e outras podem ser do tipo fenomemologicas, ou seja, sao originadas de observagoes ma-
croscopicas. Também se pode ter a mistura dos dois tipos de observacoes na elaboracao
de variaveis internas. O adjetivo interno indica precisamente que estas variaveis sao inde-
pendentes das leis fisicas, como as do movimento e equilibrio, consideradas pela Mecanica
do Continuo. Ou seja, sao quantidades internas tao somente existentes para um certo
modelo constitutivo. Geralmente, as varidveis internas ajudam na representagao de feno-
menos nao-lineares.

Em modelos elastoplasticos com endurecimento isotropico, geralmente uma tdnica va-
ridvel interna é definida, servindo de controle para tamanho da superficie de plastificacao,
ou seja, da regiao de comportamento puramente elastico. A evolucao dessa varidvel é
dada em forma de taxa, na qual um parametro constitutivo, valido somente ao modelo
considerado, ¢ acrescentado. Modelos com endurecimento cinematico (rotacional) podem
exigir a adicao de mais variaveis internas para a construcao do mecanismo de movimento
e/ou rotagao da superficie de plastificagdo no espago das tensoes.

O modelo com subcarregamento acrescenta uma variavel interna, que, geralmente,
mede o tamanho da superficie de subcarregamento. Esta tltima pode ser adicionada a
um modelo elastoplastico convencional, melhorando a capacidade do modelo em repro-
duzir o comportamento ciclico. Aquela varidavel permite representar o efeito de densifi-

cagao/adensamento de materiais granulares, mediante a elaboragao de uma lei evolutiva
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para a distancia entre a superficie normal e de subplastificacao. Essa distancia sera nula
para materiais normalmente adensados ou fofos, e serd maior que zero para materiais pré-
adensados ou densos. Assim, na sua forma mais simples, um modelo com subcarregamento
requer a adicao de apenas um parametro constitutivo.

As equacoes da elastoplasticidade podem ser facilmente generalizadas para a consi-
deracao de modelos com subcarregamento. Para isso, é necessario a definicao do endu-
recimento da superficie de subcarregamento. E importante lembrar que a condicdo de
consisténcia, neste caso, é calculada para a superficie de subcarregamento. Matematica-
mente, a conseqiiéncia disso é notada somente na alteracao do denominador dos tensores
constitutivos C e D®, por meio do coeficiente plastico h? que, agora, ¢ calculado pela
multiplicagao da nova variavel interna, adicionada pelo subcarregamento, pelo modulo de
endurecimento alterado pelo estado de densificacao/pré-adensamento (diferenga entre os
tamanhos das superficies).

Resumidamente, as principais caracteristicas de um modelo elastoplastico, com duas
superficies de plastificagdo, considerando o conceito de subcarregamento, com endureci-

mento isotropico e com fluxo associado, sao:

e A superficie de subcarregamento e a superficie normal sao analogas entre si e tém

tamanhos zy e z7, respectivamente (Figura 3.1a);

e A direcao da deformagao plastica ¢ paralela ao gradiente 7 = V da fungao que

define a superficie de subcarregamento;

e O estado de tensao o estd sempre na superficie de subcarregamento. Existe um
estado ¢’ conjugado ao o na superficie normal que, geralmente, nao entra explici-

tamente na formulacdo (Figura 3.1a);
e A superficie de subcarregamento cresce e diminui;

e O endurecimento da superficie normal de plastificacao geralmente ¢ definido de
forma similar ao endurecimento de modelos convencionais. Por exemplo, em ana-

logia ao modelo Cam clay, o endurecimento da superficie normal pode ser: z; =
(21/x)h;

e O endurecimento da superficie de subcarregamento é vinculado ao da superficie
normal mediante a introducao de uma lei de variacao para a diferenca § entre
seus tamanhos. Essa diferenca diminui com a ocorréncia de deformacao plastica
(Figura 3.1b);

e A distancia § serve de medida de quanto ciclado/densificado o material se encontra;

e Apobs o recarregamento, observa-se novamente surgimento de deformacoes elasto-

plasticas (Figura 3.1c¢);
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e Em materiais pré-adensados/densos, enquanto os modelos convencionais (com uma
superficie de plastificagdo) geram resultados nos quais existe um pico de resisténcia
bem elevado, o modelo com subcarregamento fornece uma resposta suave para o

amolecimento (“softening”) (Figura 3.1d);

e A rigidez pode aumentar ao longo de ciclos de carregamento-descarregamento;

Zq
4 /
)
20
P
(b)
o convencional o convencional
subcarregamento subcarregamento
€ €
(c) (d)

Figura 3.1: Conceito de subcarregamento (“subloading”): (a) Superficies normal e de
subcarregamento; (b) Transi¢ao elastica-plastica e variacao da diferenca entre z; e zo; ()
Relagao tensao-deformacao de modelos convencionais e com subcarregamento - material
normalmente-adensado (fofo); (d) Relagdo tensao-deformacgao de modelos convencionais
e com subcarregamento - material pré-adensado (denso).

A implementacao computacional de um modelo com subcarregamento é até mais facil
que a de um modelo convencional, pois, como o estado de tensoes sempre esta na superficie
de subcarregamento, a determinacao de um eventual estado de tensoes que intercepta a
superficie de plastificacao nao é necessaria. Essa determinacao deve ser codificada em
modelos convencionais e geralmente é feita por um algoritmo com o método “Newton-
Raphson” (Pedroso, 2002).

3.1 ELASTOPLASTICIDADE MATEMATICA

A montagem do Sistema Algébrico de Equacoes Diferenciais (DAS - “Diferential Alge-

braic System”) de um modelo elastoplastico requer a definigdo das leis de evolucao das
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varidveis internas e do fluxo plastico. Este tltimo define a direcao e magnitude das defor-
macoes plasticas. Convencionalmente, considera-se a decomposicao linear do incremento
de deformacao em parte elastica e parte plastica. Com essas hipoteses, chega-se aos ten-
sores de quarta ordem de modulos elastoplasticos C e D®. A Tabela 3.1 apresenta
antecipadamente as equacgoes necessarias a implemegtagéo zomputacional de um modelo
elastoplastico. A seguir essas equacoes serao deduzidas.

A hipotese inicial para o desenvolvimento do DAS elastoplastico é a divisao linear da
taxa de deformacao total entre parte elastica e parte plastica. Ao mesmo tempo, a Lei de
Hooke Generalizada (Figura 3.2) é considerada.

O DAS resultante tera a seguinte forma:

y=F(x,y)x, z(ty) =x0 e y(to) =yo (3.1)

na qual z e y podem, alternadamente, representar os tensores de tensao ou deformacao.

A

vy
3
zzzz@
]
2Q-
@)
[}
=
20,
=
20

RI0
=

2
(0]
@)
(0]
2

2Q
2.
2
1Q

L)
2Q

Figura 3.2: Lei de Hooke generalizada.
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Tabela 3.1: Elastoplasticidade convencional.

Conceito/Definigao Expressao
Decomposigao dos incrementos de deformacao eE=¢£"+¢€"
Lei de Hooke generalizada; incrementos de tensao inde- £° = Qe’”le o
pendentes (“stress-increment driven”) ~ )
Lei de Hooke generalizada; incrementos de deformagao & = Qe’”le L g°

independentes (“strain-increment driven”)

Endurecimento Z; = /\Hi
Lei de fluxo el = Ar
Tensor identidade de segunda ordem I =ie ®e;

Tensor identidade de quarta ordem simétrico para ten- I°Y™ = % (g ®I+1 I)
sores simétricos
Tensor projetor que gera um tensor de segunda ordem PV™mdev — [svm _ %! ® I
“simétrico-desviador”
Modulo plastico h? = =", yHy

Modulo tangente elastico linear ge = %I;Symde” + el ®1
~ ~ 14

Moédulo tangente elastoplastico C?=C"+ gfﬁ k

Modulo tangente elastico linear i;)e = ngsymde” +KI®l

(D%p)a(Y:De)

Modulo tangente elastopléstico k

Wl
%

I
zzzzb
[y}

Obs.: ¢ indica elastico, P plastico e ™€ elastico ndo linear.

Geralmente, a lei elastoplastica é representada compactadamente por meio de tensores

de quarta ordem. Neste formato, a relacao entre tensoes e deformacoes é indicada por:

S (3.2)

20
I
zzzzQ
[}
<
2Q
o
o
2Q
I
zzzzu
3

em que C” e D sao tensores de quarta ordem de modulos de flexibilidade (“compliance”)
e de rigidez (“;igidity”), respectivamente.
Para chegar ao DAS da plasticidade, as seguintes equagoes sao consideradas:

a) decomposicao aditiva das deformagoes:

E=¢g+¢ (3.3)
b) lei de Hooke generalizada:
£=C":¢ ou ¢g=D":¢& (34)
c) lei de fluxo:
¢ = Ay (3:5)
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d) lei de endurecimento:
5 = AH; (3.6)

e) condigao de consisténcia:

f=0 (3.7)
em que 7 (Eq. 3.5)) é um tensor de segunda ordem que pode ser o gradiente da funcao
de plastificagao no caso de fluxo associado e H; (Eq. 3.6) relaciona as variaveis internas
com o multiplicador plastico A.

Partindo da decomposigao aditiva (Eq. 3.3), lei de Hooke (Eq. 3.4) e lei de fluxo

(Eq. 3.5), chega-se as seguintes relagoes:

E=C°:g+Ar ou ¢=D°:(¢—Ar) (3.8)
em que
1+v v 1 1
e _ v — 1 I e _ _Psymdev I I ]
¢ =—7F1 plel o € =55E tors ©F (3:9)
e
E vE
D¢ = Ivm Il D¢ =2GP"™ L KT ® T 3.10
z 1+vZz +(1+1/)(1—2V)*®Z Moz ~ TRIeL  (310)

sao os tensores (modulo) eléstico e A & o multiplicador plastico. E, v, K e G sdo 0s para-
metros elasticos, médulo de Young, coeficiente de Poisson, médulo de rigidez volumétrica
e modulo de rigidez ao cisalhamento, respectivamente.

Indicando por z; as varidveis internas que diretamente influenciam a funcao de plasti-
ficacao f, a condicao de consisténcia pode ser expandida pela féormula do diferencial total,

resultando em: o7 o7
f:@:g+zi:a_ziéi:¥:g+zi:yizizo (3.11)
em que os gradientes V = g_i ey = g—i foram definidos. Caso o modelo adote fluxo
associado, a direcao do fluxo plastico r serd paralela ao gradiente V.
Finalmente, inserindo a lei de fluxo (Eq. 3.5) e a de endurecimento (Eq. 3.6) na
Eq. (3.11) (consisténcia), o multiplicador plastico ou de Lagrange podera ser expresso em

funcao das taxas de tensao ou deformacao, como é mostrado abaixo:

AN=—2_"=__ ou —

3.12
— v, VD (3.12)

Vo V:ge:
T —

M 2m.

i H;

7

22

Para facilitar, os seguintes valores escalares sao definidas:

P — _ZyiHi (3.13)
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*-V:

2 zz@

- Zy ; (3.14)

permitindo representar a Eq. (3.12) da seguinte forma:

5 -
= % ou =

Lf

2 zzu

21

(3.15)

il |

Substituindo as Eqgs. (3.15) nas equagoes (3.8), os seguintes tensores (modulos) podem

ser encontrados:

e, 1OV L (e w:D
(& — e ~ =~ De — D€ _ ~ =~ 316
= < T =2 YiHi N E = VD%:r—)uM (3.16)
ou, entao,
reV
gep _ ge 4 = ~ ou _NDep _ pe _ _('Q L,) (Lf Q ) (317)

)

Similarmente, substituindo as expressdes para A (Eq. 3.15) na lei de endurecimento

(Eq. 3.6), as seguintes equagoes sdo encontradas:

em que
H;
b = EY (P = — Z%Hz) (3.19)
‘ H,;
Bi=3V:D (@:g;g:g—zgﬁm) (3.20)

sao tensores de segunda ordem independentes das taxas de tensao ou deformacao.

3.2 SISTEMA ALGEBRICO DE EQUACOES DIFERENCIAIS

O sistema algébrico de equacoes diferenciais (DAS), formado pelas equagoes da elas-
toplasticidade, pode ser representado matricialmente, considerando as relacoes tensao-
deformagao (Eqs. 3.2) e a evolucgdo das variaveis internas (Eqgs. 3.18).

Em simulagoes (pontuais) de ensaios em laboratorio, nos quais as trajetorias de tensao
sao impostas, ¢ necessério a resolugao do DAS em que o incremento de tensdo (g) ¢ varidvel

independente. Este sistema serd denominado de “driver” e possui a seguinte representacao
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matricial:

Q0

3 Q6p<g7zi> 0 lo4 . .
N R 4 E R T e S R
Zi bz<g,ZZ) 0 0

Quando os incrementos de deformacao (€) forem variaveis independentes, como no caso
dos solucionadores do problema de valor inicial e de contorno pelo Método dos Elementos
Finitos (MEF-IBVS), a solugao do DAS geralmente é conhecida por “stress-update”. Neste

caso o DAS ¢é representado por:

& D% (o, z; >
{z}: [S (“ ) O]o{g}zyzf(x,y):t o= {:, x} (3.22)

3.3 SOLUCAO

Os sistemas das Eqgs. (3.21) e (3.22) tém a forma geral de um Sistema Algébrico Diferencial
(DAS) (Eq. 3.1) e podem ser resolvidos pelos métodos ja bem estudados pelos matematicos
(Hairer & Wanner, 1996).

Métodos de integracao explicitos e implicitos podem ser aplicados na solucao dos sis-
tema de equagoes resultante. Com métodos explicitos de passos variaveis (Sloan, 1987;
Sloan & Booker, 1992; Sloan et al., 2001) e determinados automaticamente, a implemen-
tacao fica bastante facilitada.

Com o algoritmo da Figura 3.3, pretende-se mostrar como a implementacao de um
modelo elastoplastico (genérico) com subcarregamento (ou nao) pode ser atualizado, para
valores de incrementos de tensao dados.

Para incrementos de deformacao dados (“stress-update”) o algoritmo da Figura 3.4
pode ser adotado.

Nos algoritmos das Figuras 3.3 e 3.4, as rotinas para a integracao numérica das equa-
coes constitutivas foram indicadas. No Capitulo 11 serao apresentados alguns esquemas

de solucao tanto para o sistema “driver” quanto para o problema de “stress-update”.
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Entrada: Incremento de tensao g
Saida : Incremento de deformz;(;éo €
! Verificar condi¢do carregamento-descarregamento
Calcular gradiente V' e coeficiente plastico h?
A=V g/
if A <0then !Descarregamento

while integragcao (com subpassos automdticos) do
t Integrar com C“(a)

Superficie normal permanece imovel
Superficie de subcarregamento passa pelo ponto de tensao
Atualizar variaveis internas (descarregamento)

Ise ! Carregamento

while integracao (com subpassos automdticos) do
t Integrate with C“(g), C? (g, z) e bi(a, z;)

)

Superficies normal e de subcarregamento movem
| Atualizar variaveis internas (carregamento)

Figura 3.3: Rotina de atualizacao para modelos genéricos elastoplasticos com duas ou
mais superficies para incrementos de tensao dados.

Entrada: Incremento de deformagao €
Saida : Incremento de tensao o

!'Verificar condi¢d@o carregamento-descarregamento
Calcular gradiente V

numerador (A) « V:D:€
if numerador (A) < 0 then ! Descarregamento

while integracao (com subpassos automdticos) do
t Integrar com D(g)

Superficie normal permanece imovel

Superficie de subcarregamento passa pelo ponto de tensao

Atualizar variaveis internas (descarregamento)

else ! Carregamento

while integracao (com subpassos automdticos) do
Integrar com D(ag), D?(q, z) e Bi(g, z)
Superficies normal e de subcarregamento movem
Atualizar variaveis internas (carregamento)

Figura 3.4: Rotina de atualizacdo (“Stress-update”) para modelos genéricos elastoplés-
ticos com duas ou mais superficies para incrementos de deformacao dados.
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Capitulo 4

ENSAIOS DE LABORATORIO

Durante a construcao e até mesmo ao longo do tempo de vida de algumas obras de
engenharia civil, diversas solicitagoes mecanicas surgem externamente aos macigos de solo
e rocha e estruturas interligadas a esses macigos. As solicitacoes provocarao diferentes
trajetorias de tensao e deformacao, internamente, nos materiais envolvidos. A solucao dos
problemas de comportamento mecanico comumente é alcancada com o uso de algumas
simplificagoes como a limitacao geométrica em duas dimensoes e a desconsideracao dos
termos de segunda ordem das deformacoes.

Em algumas situacoes, as anélises mecanicas podem ser representadas bidimensional-
mente, em outras, a andlise tridimensional é imprescindivel. As relagoes constitutivas
deverao considerar as hipdteses simplificadoras das analises, entretanto os equipamentos
disponiveis para ensaios em amostras do material estudado acrescentam limitacoes adici-
onais. Por exemplo, o equipamento triaxial convencional nao permite estudar situacoes
em que o estado da particula, idealizada por um volume elementar no centro da amos-
tra (Figura 4.1), possa ter mais que dois componentes de tensdo/deformagao. Outros

equipamentos possuem suas limitagoes.

O¢
a
ol
t

r

T

Figura 4.1: Estado de tensdo num ponto; Dire¢oes (a) axial, (r) radial e (t) transversal.

Certamente o embasamento experimental é a matéria prima fundamental para o de-
senvolvimento de equacoes constitutivas, pois, afinal de contas, a modelagem constitutiva
tenta representar matematicamente um fendémeno real da natureza, para o qual se deve

ter profundo conhecimento; conhecimento esse que s6 pode ser adquirido por meio de
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verificacao experimental.

A elaboracao de leis constitutivas tridimensionais sofre grande influéncia da quali-
dade dos resultados obtidos em ensaios. Assim, é dificil afirmar que um equacionamento
tem maior abrangéncia que outro. Além disso, outros problemas surgem com relacao
4 aquisicao dos dados experimentais, pois interferéncias entre as partes mecanicas que
aplicam carga/deslocamento, vazamentos de ar/agua, distribuigao nao-homogénea de ten-
soes/deformagoes na amostra, condi¢oes de lubrificagao, dentre outros, causam diversas

condicoes que podem diferir daquelas consideradas pelas equacoes.

4.1 EQUIPAMENTOS

Apenas quatro componentes de tensao podem ser simulados pela maioria dos equipamen-
tos de laboratorio de comportamento mecanico (Tabela 4.1). Além disso, nem sempre
os quatro ocorrem ao mesmo tempo. Neste trabalho, consideram-se os resultados de trés
tipos de equipamentos: triaxial verdadeiro ou ciibico, triaxial convencional e cilindro va-
zado (Figura 4.2). Para estes equipamentos, os componentes de tensdo sao indicados

conforme:

e 0,: (a) de axial, correspondente & tensao na direcao vertical nos trés equipamentos
(Figura 4.2);

e 0,: (r) de radial, correspondente as tensoes radiais no equipamento convencional e
cilindro vazado e a uma das dire¢oes horizontais no equipamento verdadeiro (per-

pendicular ao plano do papel);

e 0;: (t) de 6 ou transversal, correspondente a dire¢do 6 no equipamento cilindro

vazado e & outra direcao horizontal no equipamento verdadeiro;

e 7, correspondente ao componente cisalhante que estd no plano cuja normal é

paralela a 6.

Oq O'a

Ot
o Ir - v
(a) (b)

Figura 4.2: Representacao esquematica dos equipamentos - estados de tensao: (a) Tri-
axial convencional; (b) Triaxial verdadeiro; (¢) Cilindro vazado.
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Tabela 4.1: Limitacoes dos equipamentos de ensaio, com relacao ao provavel nimero
de componentes de tensao e deformacgao, capaz de representar o estado mecanico nas
amostras. Componentes (a) axial, (r) radial e (t) transversal.

Equipamento Nimero de Componentes Tensao Deformagao
. . . oo, 0 O eq 00
Triaxial Convencional 2 0 or 0 0 e O
0 0 o 0 0 e
. . . Oq 0 0 Ea 00
Triaxial Verdadeiro 3 0 or O 0 & 0
0 0 Ot 00 Et
vy oq 0 oat ea 0 eat
Cilindro Vazado 3 ( 0 or O ) < 0 e O >
oat 0 o gat 0 &p

4.2 MATERIAIS

O principal material utilizado neste estudo ¢ uma argila com limite de liquidez w; =
44.7%, limite de plasticidade w, = 24.7% e densidade dos graos de G, = 2.65. Essa
argila é conhecida por Fujinomori e é comum na area de Chubu e Kansai do Japao
(Chowdhury, 1998). Nesta pesquisa nao foram realizados ensaios de laboratério. Os
resultados do laboratorio do Instituto de Tecnologia de Nagoya (NIT) foram utilizados.
Os ensaios de comportamento mecanico foram realizados com amostras reconstituidas da
argila Fujinomori, tendo em vista a maior repetitividade e homogeneidade que esse tipo
de amostragem pode oferecer. Maiores detalhes sobre o preparo das amostras podem ser
encontrados em Nakai & Matsuoka (1986).

As razoes pela escolha da argila Fujinomori como material de estudo foram: a) é o
material usualmente apresentado nos artigos do Professor Nakai, portanto, é 1til na verifi-
cagao das equagoes deduzidas (modelo Subloading tij); b) varios resultados foram disponi-
bilizados pelo (NIT), contendo resultados de testes mecanicos com trés tipos diferentes de
equipamento: triaxial convencional, triaxial verdadeiro e cilindro vazado (Figura 4.2); e ¢)
varias trajetorias, incluindo tridimensionais com ciclos de carregamento-descarregamento,
foram simuladas no NIT, permitindo a elaboracao de modelos validos para geometria tri-
dimensional.

Trés conjuntos de parametros para os modelos Subtij e SubCam foram usados com
a argila Fujinomori. Cada conjunto corresponde a um determinado grupo de amostras,
cujos ensaios foram realizados pelos alunos do laboratoério de geomecanica do Professor
Nakai. Para facilitar a diferenciacao dos graficos, os trés grupos de amostras da argila

Fujinomori sao simbolizados por um cédigo com trés letas, por exemplo:

e FO# (Fujinomori-Old) é resultante dos ensaios antigos, com OCR iguais a 1, 2, 4 e
8, apresentados por Chowdhury (1994);

e FNW (Fujinomori-NeW) sao resultados obtidos pela Sra. Myata, Sr. Kido e Sr.
Nishimura (Nakai & Hinokio, 2004); e
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e FCH (Fujinomori-CHowdhury) corresponde aos ensaios realizado pelo Dr. Chowdhury
(Chowdhury, 1998).

Também foi considerada a areia Toyoura. A Tabela 4.2 mostra o conjunto de para-
metros correspondentes ao conjunto de amostras/materiais. No entanto estes parametros
servem apenas como uma orientacao inicial, considerando que as simulacoes apresenta-
das serao realizadas com parametros otimizados. Nesta tabela, mostram-se também os
parametros, sugeridos em Nakai & Hinokio (2004), para areia Toyoura do Japao (TSD -
Touyoura SanD).

Tabela 4.2: Parametros de referéncia para os materiais analisads e os modelos Subtij e
SubCam.

Chave Material A K v Rcs  Bstij Cstij  Cscam

FO1 Fujinomori-Old(ocr=1) 0.0891 0.01960 0.2 3.500 1.5 500 1000
FO2 Fujinomori-Old (ocr=2) 0.0891 0.01960 0.2 3.500 1.5 500 1000
FO4 Fujinomori-Old (ocr=4) 0.0891 0.01960 0.2 3.500 1.5 500 1000
FO8 Fujinomori-Old (ocr=8) 0.0891 0.01960 0.2 3.500 1.5 500 1000
FNW  Fujinomori-NeW (ocr=1) 0.1039 0.00990 0.2 3.200 1.5 500 1000
FCH Fujinomori-CHow(ocr=1) 0.0778 0.00824 0.0 3.628 1.4 500 1000
TSD Toyoura-SanD 0.0700 0.00450 0.2 3.500 2.0 50 1000

Os parametros (A, k, v, Rcs, Dstij, Cstij € Cscam) da Tabela 4.2 serao clarificados nos
Capitulos subseqiientes. De antemao, aproveita-se a oportunidade para se descrever cada

um deles:
e \: Indice de compressibilidade (A = 0.4343C,);

e x: Indice de descompressdo (k = 0.4343C,);

v: Coeficiente de Poisson;

e Rcs: Razao 01/03 no estado critico; fungao do angulo de atrito no estado critico de

14sin¢cs .

acordo com a seguinte expressao: Rog = 1 pyp

o (y;: Coeficiente de ajuste para a superficie de plastificagao do modelo Subloading

tij;

e cy;;: Coeficiente que controla a taxa de endurecimento ao longo dos ciclos de

carregamento-descarregamento para o modelo Subloading tij;

® C..am: Coeficiente que controla a taxa de endurecimento ao longo dos ciclos de

carregamento-descarregamento para o modelo Subloading Cam-clay;
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4.3 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Considerando os diferentes equipamentos e trajetorias, elaborou-se um conjunto de chaves
(Tabela 4.3), que indicam o tipo de ensaio com sua trajetoria de tensao/deformacdo. As
duas primeiras letras representam o equipamento e a tltima, uma informacao adicional
sobre a trajetoria.

Combinagoes entre o codigo do material e a chave do equipamento /trajetoria sao feitas.
Para finalizar, adiciona-se um nimero indicativo de um ensaio especifico. Por exemplo,
FO1.CTP.01 indica o ensaio de nimero 01 realizado com a argila Fujinomori-Old no

equipamento triaxial convencional com p constante.

Tabela 4.3: Nomenclatura dos equipamentos (chaves) e componentes de ten-
sdo/deformacao aplicados na definicdo das trajetorias seguidas pelo ensaios. Obs.: o
(P) da chave corresponde ao invariante de tensdo média p de Cambridge.

Chave Descri¢ao Componentes
CTX Triaxial convencional (“Conventional TriaXial”) 0, O
CTP Triaxial conv. com p const. (“Conv. Triax. w. P const.”) 0, O
CTA Triaxial conv. com o, const. (“Conv. Triax. w. o4 const.”) o, o,
CTR Triaxial conv. com o, const. (“Conv. Triax. w. og const.”) o, o,
TTX Triaxial verdadeiro (“True TriaXial”) Oa Of oy
TTP Triaxial verdadeiro com p const. (“True Triax. w. P const.”) o, o, oy
HCY Cilindro vazado (“Hollow-CYlinder”) Oa Or  Eat
PSA Deformacao plana (“Plane-StrAin”) 0, O

Para cada ensaio, um conjunto de seis graficos é apresentado. Estes graficos auxiliam
o entendimento do comportamento do material, facilitando a elaboracao de equacoes

constitutivas. Os seis graficos procuram apresentar as seguintes informacoes:
1. Relagao tensao desviadora ¢ (normalizada por p) versus deformagao desviadora eg;
2. Relagdo tensao desviadora ¢ (normalizada por p) versus deformacao volumétrica e,;
3. Trajetoria de tensao no plano g versus p;
4. Relacdo deformagao volumétrica e, versus deformagao cisalhante ¢, (dilatancia);

5. Relacao deformacao volumétrica e, (ou volume especifico v) versus tensdo normal

p (ou logaritmo natural de p);
6. Trajetoria de tensao no plano II (ou octaédrico).

Os invariantes de tensao e deformacao considerados na elaboracao dos gréaficos podem

ser calculados pelas equagoes reunidas na Tabela 4.4.
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Tabela 4.4: Invariantes de tensao e deformacao.

Laboratoério 3D
tro
p pr— —0a+oér+at p = T%
1= 5V (00— 07+ (0, =002+ (0 — o) + 607 q=1/2|deva|
€y =Eq+&r + &4 Ey =1rg

ca=L\/(6a— )2+ (6r — )2+ (5s — €a)2 + 62, 4= \/g |devgl|
Obs.: tra = I :a = a1 + ay + as (a; sdo coordenadas cartesianas)
deva = E‘Symdw ra=a—(tra)l/3

A seguir, apresentam-se alguns resultados com a argila Fujinomori nos equipamentos
triaxial convencional e triaxial cibico. Resultados com a areia Toyoura no equipamento
triaxial ctibico também sao apresentados. Por conveniéncia, os resultados para extensao
sao mostrados abaixo (¢ < 0) da origem das ordenadas. Esbocos dos trés critérios de
ruptura: Mohr-Coulomb (MC), Matsuoka-Nakai (MN) e Lade-Duncan (LD) também sao
apresentados. Estes foram calculados com os valores maximos de angulo de atrito para
os maiores valores da razao ¢/p. Trés grupos de resultados sdo mostrados: a) Ensaios
ciclicos com argila Fujinomori (FO1); b) Ensaios monotonicos com a argila Fujinomori

(FCH) e ¢) Ensaios monotonicos com a com a areia Toyoura (TSD).

4.3.1 ENSAIOS CICLICOS COM A ARGILA FUJINOMORI (FO1)

As Figuras 4.3 até 4.12 mostram os resultados apresentados por Chowdhury (1994) com a
argila Fujinomori (FO1 - “Fujinomori Old” com OCR=1). Os cinco primeiros resultados,
Figuras 4.3 até 4.7, correspondem aos ensaios com tensao média (p) constante. Resultados
de dois ensaios do tipo triaxial convencional (CTC) sao apresentados nas Figuras 4.8 e
4.9. Por ultimo, os resultados dos ensaios triaxiais ctibicos sao mostrados nas Figuras 4.10
até 4.12.

O ensaio FO1-CTP-01 (Figura 4.3) foi realizado com ciclos de compressao e extensao
com amplitudes iguais e mostra o ganho de rigidez com o ntmero dos ciclos; nota-se que
a deformacao volumétrica praticamente nao varia apds o nimero excessivo de ciclos de
compressao-extensao-recompressao. As Figuras 4.4 e 4.5 mostram resultados dos ensaios
FO1-CTP-02 e FO1-CTP-03 realizados com ciclos de amplitude crescente que parecem
fazer com que a deformagao volumétrica sempre aumente com os ciclos. As Figuras 4.6 e
4.7 mostram os resultados dos ensaios com um ciclo apenas (FO1-CTP-06 e FO1-CTP-07);
no primeiro, o carregamento comeca em compressao e no segundo em extensao. Nestas
duas ultimas figuras, nota-se um leve aumento de deformacao volumétrica ao longo do

descarregamento.
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Figura 4.3: Resultados do ensaio FO1-CTP-01 com a argila Fujinomori; Triaxial con-
vencional com p=392 kPa constante.
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Figura 4.4: Resultados do ensaio FO1-CTP-02 com a argila Fujinomori; Triaxial con-
vencional com p=196 kPa constante.
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Figura 4.5: Resultados do ensaio FO1-CTP-03 com a argila Fujinomori; Triaxial con-
vencional com p=196 kPa constante.
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Figura 4.6: Resultados do ensaio FO1-CTP-06 com a argila Fujinomori; Triaxial con-
vencional com p=196 kPa constante.
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Figura 4.7: Resultados do ensaio FO1-CTP-07 com a argila Fujinomori; Triaxial con-
vencional com p=196 kPa constante.

As Figuras 4.8 e 4.9 mostram os resultados do tipo CTC, triaxiais convencionais com
G/p = 3 e a argila Fujinomori (FO1). O primeiro possui um ciclo com compressao seguido
de descompressao e extensao. O segundo é do tipo monoténico e é util para a calibragao

de parametros, pois é o mais simples de ser realizado, dentre os demais.
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Figura 4.8: Resultados do ensaio FO1-CTR-01 com a argila Fujinomori; Triaxial
convencional com ¢/p = 3.
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Figura 4.9: Resultados do ensaio FO1-CTR-02 com a argila Fujinomori; Triaxial
convencional com ¢/p = 3.
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As Figuras 4.10 até 4.12 apresentam resultados de ensaios triaxiais verdadeiros (ct-
bicos), com diversas trajetorias de tensao e a argila Fujinomori (FO1). Também sdo
ciclicos e possuem trajetérias que saem do plano de axissimetria com angulos de Lode va-
riando. Verifica-se que os ensaios com trajetorias tridimensionais sao bastante complexos

e, possivelmente, modelos matematicos terao dificuldades em representa-los.
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Figura 4.10: Resultados do ensaio FO1-TTX-01 com a argila Fujinomori; Triaxial
cubico com p=98 kPa.
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Figura 4.11: Resultados do ensaio FO1-TTX-02 com a argila Fujinomori; Triaxial
cibico com p e q variaveis.
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Figura 4.12: Resultados do ensaio FO1-TTX-04 com a argila Fujinomori; Triaxial
cubico com p e q variaveis.
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4.3.2 ENSAIOS MONOTONICOS COM A ARGILA FUJINOMORI (FCH)

Resultados de ensaios monotonicos com diferentes valores de angulo de Lode com a argila
Fujinomori (FCH) sao mostrados na Figura 4.13. Nestes, pode-se verificar a dependéncia
da resisténcia com relacao ao angulo de Lode. Também se verifica que a deformabilidade

depende do angulo de Lode.

N ~
- ]
| . S~
= 1 L «
o | /—ﬁ nl / a\
ac° / a° | T
S | / S | =<
i o Q |
| x|l A =
o o ;/
‘ o_]
| E Iy}
i
o o |]
o'f“ 77777 — — — — — — \” o'f“ 77777 \ 77777 — — — — \”” B e T
2 4 6 8 10 12 14 0.0 1.0 2.0 3.0
& (%) & (%)

— FCH.TTP.O1
— FCH.TTP.02
FCH.TTP.03
— FCH.TTP.04
FCH.TTP.05

T T T T T T ]
2 4 6 8 10 12 14
ea (%)

Figura 4.13: Resultados dos ensaios FCH-TTP-{01,02,03,04,05} com a argila Fuji-
nomori; Triaxial cibico com p=196 kPa constante e varios valores do angulo de Lode.

4.3.3 ENSAIOS MONOTONICOS COM A AREIA TOYOURA (TSD)

Por tltimo, resultados de ensaios monotoénicos com diferentes valores de angulo de Lode
sao mostrados na Figura 4.14, com a areia Toyoura. Nestes, pode-se verificar a depen-
déncia da resisténcia com relacao ao dngulo de Lode. Verifica-se, também, a dilatancia

positiva durante endurecimento, devido, provavelmente, a um estado volumétrico denso.
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Figura 4.14: Resultados dos ensaios TSD-TTP-{01,02,03,04,05} com a areia
Toyoura; Triaxial ctibico com p=196 kPa constante e varios valores do angulo de Lode.
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Capitulo 5

CRITERIOS DE RUPTURA E SUPERFICIES DE
PLASTIFICACAO

A utilizacao de computadores no estudo do comportamento mecanico de obras de enge-
nharia civil é hoje um requisito indispenséavel. Varios métodos de solucao que podem ser
descritos sob um fluxo ordenado de instrugoes sao implementados em maquinas computa-
doras e utilizados em diversas analises. Com isso, a abordagem numeérica computacional
ganhou aceitacao pratica, tornando-se objeto de estudo cientifico no ambiente académico.
Dentre os métodos numéricos de solucao de sistemas de equacoes parciais, o Método dos
Elementos Finitos tornou-se bastante difundido entre académicos e até mesmo profissio-
nais em atuacao pratica.

Do ponto de vista da Mecanica do Continuo, as interacoes mecanicas entre os corpos,
regidas pelas leis do movimento, podem ser representadas matematicamente por um sis-
tema algébrico de equacoes diferenciais. A construcao desse sistema é possivel mediante
a elaboracao de conceitos fundamentais como os tensores de tensao e de alongamento
ou deformacao. Os corpos analisados sao separados em sistemas isolados, levando-se em
conta as interagoes através da interface de contorno. Os corpos sao simplificados por in-
finitas particulas que se movimentam ao longo do tempo. As relacoes entre as particulas
sao matematicamente idealizadas por intermédio da elaboracao de Modelos Constituti-
vos. O objetivo geral das analises de comportamento mecanico é a previsao da situagao
da estrutura em momentos diferentes.

As estruturas poderao sofrer movimentos de corpo rigido, deformacoes e até mesmo
ruptura. A verificagdo numérica desses fendmenos ira requisitar uma boa escolha leis cons-
titutivas. Dentre elas, destacam-se os Critérios de Ruptura. No ambito da engenharia de
metais, os critérios de von Mises e Tresca sao as vezes adotados. Para materiais granu-
lares, como os solos, geralmente considera-se os critérios Mohr-Coulomb, Lade-Duncan e
Matsuoka-Nakai. O critério Mohr-Coulomb tem grande aceitacao entre os engenheiros,
entretanto, considerando a implementacao computacional, existe a desvantagem de as suas
equacoes possuirem descontinuidade com relagao as derivadas de primeira ordem. Caso

seja aceito que a resisténcia em compressao e extensao sejam iguais aquelas sugeridas pelo
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critério Mohr-Coulomb, pode-se convenientemente adotar o critério Matsuoka-Nakai que
resulta em uma superficie continua envolvendo o cone hexagonal de Mohr-Coulomb. Algu-
mas vezes, o critério Lade-Duncan parece ser mais representativo, principalmente quando
for necessario a previsao de uma resisténcia em extensao levemente superior aquela suge-
rida pelo critério Mohr-Coulomb.

O conceito chave para a deducao do critério de ruptura Matsuoka-Nakai é a defini-
cao do Plano Espacialmente Mobilizado. Esse conceito, proposto por Matsuoka & Nakai
(1974), tem fundamento em diversos estudos do funcionamento micro-mecanico de materi-
ais granulares. O Plano Espacialmente Mobilizado (SMP) é um conceito 1til para auxiliar
a determinacao de quantidades relacionadas ao comportamento mecanico das particulas
do material. Por isso, sua adocao em simulacoes numéricas de solos é de grande valia,
tanto sob o ponto de vista de deformabilidade quanto de resisténcia.

Para materiais isotropicos, a formulagao apresentada por Sheng et al. (2000), cujo
resultado fornece uma alternativa ao critério Matsuoka-Nakai, é reavaliada. Essa alterna-
tiva teve inicio com a equagao apresentada em Argyris et al. (1974) e serd denominada
de critério “Argyris-Sheng et al.”.

Em seguida, um novo critério de ruptura que prevé resisténcia similar ao de Lade-
Duncan é introduzido. Sua formulacao parte da definicao de um par de invariantes, cuja
deducao ¢ proveniente de algumas propriedades geométricas do SMP, quando visto no
espaco das tensoes principais ou Haigh-Westergard. Por ultimo, mostra-se a utilizacao
dos invariantes que permitem definir os critérios Drucker-Prager, Argyris-Sheng et al. e o
novo critério na construcao de superficies de plastificacao, a partir de um mesmo equaci-
onamento. Os gradientes dessas superficies sao deduzidos de forma tnica e sua aplicagao

a problemas tridimensionais pode ser feita utilizando o conceito de auto-projetores.

5.1 FERRAMENTAL MATEMATICO

A ferramenta de maior utilidade na deducao das equacoes propostas neste trabalho é o
conceito de tensores projetores. A forma apresentada por Brannon (2003a), que utiliza
uma notacao simples e direta para a representacao dessas entidades é empregada. No
Apéndice A, algumas defini¢oes necessarias ao entendimento das equacoes sao resumidas.

Inicialmente, ¢ importante lembrar que tensores sao vetores, desde que a dimensao
do espaco seja ajustada adequadamente. Assim, varios conceitos familiares aplicados aos
vetores tridimensionais também poderao ser aplicados aos tensores como vetores em nove
dimensoes.

Uma operacao util em vetores (e tensores) é a de proje¢ao, na qual um vetor (tensor)
pode ser projetado na dire¢ao de outro de forma paralela e /ou perpendicular. No Apéndice
B, detalhes da derivacao das formulas de projecao sao mostrados. As dedugoes estao bem

apresentadas em Brannon (2000, 2002b). Brevemente, o tensor de segunda ordem P, que
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projeta um vetor qualquer  na dire¢ao de outro vetor unitario 72 é obtido pela férmula:

(5.1)

Sy

P,=n®n ou,igualmente, P, =1

O tensor de segunda ordem

2

, que projeta o vetor  no plano cuja normal é v seri,

entao:

Q. =

em que I representa o tensor (simétrico) identidade de segunda ordem.
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|
S

® (5.2)

Sy

n

Um tensor simétrico de segunda ordem pode ser representado, alternativamente, em
um sistema com coordenadas equivalentes aos seus autovalores e base de acordo com seus
autovetores (unitarios) (Apéndice C). Com os autovalores \; e autovetores unitarios ¥;
pode-se, entao, encontrar a decomposi¢ao espectral de um tensor a de segunda ordem

pela formula:

zzg
Zd)

3 3
Z KOk ® Z kPr = APy (soma implicita para k) (5.3)
O produto Py = 93 ® ¥y, resulta em um tensor de segunda ordem simétrico, denominado
autoprojetor (Brannon, 2003a) ou bases para autovalores (“eigenvalue-bases”) (Miehe,
1997). Apesar de nem sempre ser possivel encontrar autovetores iinicos, os autoprojetores
serdo sempre unicos (Brannon, 2003a; Bagar & Weichert, 2000) e podem ser obtidos
analiticamente (Malvern, 1969; Miehe, 1997; Bagar & Weichert, 2000; Hartmann, 2003;
Brannon, 2003a). Esse conceito pode ser generalizado para tensores de quarta ordem,
para os quais podem ser definidos um conjunto de autotensores.

Em modelagem constitutiva, os autoprojetores auxiliam na obtenc¢ao de gradientes de
campos escalares como, por exemplo, as funcoes de plastificacao. Dado o campo escalar
Y(ok), em que oy sdo os valores principais (autovalores) do tensor de segunda ordem

simétrico g, seu gradiente pode ser encontrado pela seguinte formula:

oY doy, oY doy
Z 3o, 60’ o P; em que = Py (5.4)

5.2 BREVE REVISAO DO CONCEITO DE PLANO ESPACI-
ALMENTE MOBILIZADO (SMP)

Por meio de experimentos em materiais granulares, como os solos, submetidos a carrega-
mentos que causam tensoes com componentes de valores desiguais, observa-se que, parece
existir uma faixa, ou banda, em que ocorrem as maiores deformacoes cisalhantes. Nesta
faixa, eventualmente, ocorrerd a ruptura. Em trés dimensoes, o Plano Espacialmente
Mobilizado (“Spatially Mobilized Plane”), introduzido por Matsuoka & Nakai (1974), é
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5.2. Breve Revisao do Conceito de Plano Espacialmente Mobilizado (SMP)

considerado um desses planos e pode auxiliar na representacao do comportamento mecéa-
nico de materiais granulares (Oda & Iwashita, 1999).

Inicialmente, apresenta-se uma situacao bidimensional, na qual uma amostra de solo
ideal esta sujeita ao estado de tensoes mostrado na Figura 5.1a. Este estado é ilustrado
graficamente, na mesma figura, tracando-se o circulo de Mohr, correspondente ao estado
bidimensional de tensao. A partir do conceito da envoltoria de Mohr-Coulomb, em que ¢
¢ o angulo de atrito, considera-se que o plano de ruptura na amostra terd inclinacao de
45° + ¢/2, com rela¢do ao plano de aplicacdo da tensdo principal maior, que, no espago
da amostra (x-y-z), equivale ao plano horizontal. A normal 72 a este plano, geralmente,
pode ser encontrada achando seus componentes com relacao a um sistema de coordenadas
espectral (1-2-3) com bases paralelas as diregGes principais e com escalas correspondentes
as tensoes principais.

Em duas dimensoes, o plano (45° + ¢/2) ilustrado na Figura 5.1a possui razao 7/c
maxima e que, provavelmente, ird ditar o comportamento de resisténcia de materiais for-
mados por agrupamento de particulas, como os materiais granulares. Em contrapartida,
a medida que a coesao do material aumenta, como nos metais, menor serda a influéncia
do angulo de atrito fazendo com que o plano de maxima mobilizacao seja definido ape-
nas pelo valor maximo de tensao cisalhante. Neste caso, a inclinacao de tal plano tera

praticamente valor igual a 45°.

Y (Iy
plano de ruptura
amostra // i )
-
n T
. “’":LO el
Tn - 2 Oa @13 53
| Ao
| P12
|
)
0, on x Oy
o
T g3 [op] o1
(a) (b)

Figura 5.1: Planos mobilizados em duas e trés dimensoes: (a) Plano mobilizado e
envoltorias Mohr-Coulomb em duas dimensoes com o3 na horizontal, como em ensaios
convencionais triaxiais; (b) Envoltorias Mohr-Coulomb em trés dimensdes. Angulos de
atrito mobilizados para cada par de tensao principal.

Se os trés componentes principais de tensao forem diferentes entre si, trés planos po-
dem ser definidos, considerando a combinacao de trés pares de valores principais, que sao
utilizados na elaboragdo de envoltorias do tipo Mohr-Coulomb para trés angulos (mobi-

lizados) de atrito (Figura 5.1b). A questao que surge é: Qual desses planos tera maior
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5.3. Critérios de Ruptura

influéncia no comportamento de resisténcia e deformabilidade do solo? Com o pensamento
de que o plano mais influente serd uma composicao das inclinagoes dos trés planos mobili-
zados (Figura 5.2), definidos para ¢ = @75, ¢ = ¢hy e ¢ = ¢51°, Matsuoka & Nakai (1974)
introduziram o Plano Espacialmente Mobilizado (Figura 5.2), cujos componentes da sua
normal sdo obtidos com relacdo ao sistema de coordenadas espectral (1-2-3), conforme

indica a seguinte férmula:

T
Aomp = VB | = = = ou seja,  Mi1-2-3) = I3
~smp \/0—71 \/(72 \/a (1_2_3) ) ) K

(5.5)

Iyo;

em que I, e I3 indicam o segundo e terceiro invariantes do tensor de tensoes, respectiva-

mente, e g; sao as tensoes principais.

a

45+07,/2

Q ®
0-2

45+(72

45+0552 (

Figura 5.2: Trés planos mobilizados e Plano Espacialmente Mobilizado (SMP).

A normal ao SMP varia com as tensoes, ou seja, ¢ induzida pelos componentes de
tensao. Caso o estado de tensoes seja isotropico, essa normal ird coincidir com a normal
ao plano octaédrico no espago Haigh-Westergard. Um pequeno desvio da situacao hidros-
tatica fard com que a normal ao SMP sofra uma rotacao de certa forma, indicando uma
possivel anisotropia induzida pelo estado de tensoes. Enquanto o plano octaédrico pode
ser adequado para materiais puramente coesivos, o SMP certamente ¢ mais adequado a

materiais com comportamento friccional.

5.3 CRITERIOS DE RUPTURA

Critérios de ruptura sao, praticamente, os primeiros a serem adotados quando da elabo-
racao ou utilizacao de um modelo elastoplastico. A seguir, alguns critérios convencionais
sao brevemente relembrados e um novo, que sugere uma forma alternativa ao critério

Lade-Duncan, serd introduzido.

Repr. Mat. do Comportamento Mec. Ciclico de Solos Sat. e ndo Sat. - Dorival M. Pedroso 43



5.4. Tresca, von Mises e Mohr-Coulomb

Para alguns materiais, a envoltoria de resisténcia possui uma seccao curva, quando
projetada no plano de axis-simetria. Entretanto, apenas as equagoes que resultam em
critérios lineares, naquele plano, serao consideradas. A superficie de resisténcia terd a
forma de um cone deformado, quando desenhada no espago das tensoes principais ou
Haigh-Westergard. As comparagoes serao feitas observando-se as sec¢oes no plano II das
envoltorias de resisténcia.

Inicialmente, define-se um angulo # analogo ao de Lode, como ilustrado na Figura 5.3,

que pode ser obtido em fun¢ao dos componentes de tensao pela seguinte equacao:

q

1. 9\/§det§ tr

f = —sin em que S=0g —

; Vi sl

U

(5.6)

w
Q

Na Eq. (5.6), det s representa o determinante da matriz contendo os componentes do

tensor s e tr g corresponde ao traco do tensor o.

+30°

Figura 5.3: Plano II e angulo # analogo ao de Lode; g4, op € 0¢ formam um sistema de
coordenadas no qual o4 e op estao no plano Il e o é alinhado como o eixo hidrostatico.

5.4 TRESCA, VON MISES E MOHR-COULOMB

Tresca e von Mises sao dois critérios que foram inicialmente aplicados a materiais pura-
mente coesivos, como os metais. O primeiro, Tresca, diz que o principio de ruptura (ou
plastificagao) se iniciard quando um valor méximo de tensao cisalhante for atingido. O se-
gundo, von Mises, foi inicialmente elaborado considerando a teoria da energia de distor¢ao
e afirma que a plastificagao acontecera quando o segundo invariante do tensor desviador
de tensoes se aproximar de certo valor. As seccoes octaédricas desses critérios sao mos-
tradas na Figura 5.4a, para uma tensao média p—196 kPa. Nesta figura, as envoltérias
dos critérios de Tresca e von Mises foram determinadas de forma que as resisténcias em
compressao correspondessem as mesmas calculadas com o critério Mohr-Coulomb. Es-
ses dois critérios nao consideram o aumento da resisténcia do material quando a pressao

de compressao isotropica aumenta. Assim, possuem linhas paralelas ao eixo hidrostético
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5.4. Tresca, von Mises e Mohr-Coulomb

quando suas superficies sdo projetadas no plano de axis-simetria (Figura 5.5).
O critério de Mohr-Coulomb tem carater friccional e é bem conhecido entre os en-
genheiros geotécnicos. Sua expressao, para materiais sem coesao, pode ser definida em

termos dos valores principais de tensao, conforme a seguinte equacao:

= sin¢ (0'1 Z 09 2 03) (57)

em que ¢ ¢ o angulo de atrito (constante) igual em compressao e extensdo. Na Figura 5.4
mostra-se uma seccao octaédrica da superficie obtida pelo critério Mohr-Coulomb, para
uma tensao média p igual a 196 kPa e angulo de atrito ¢ igual a 36.87°. Na Figura 5.6,
mostram-se vistas tridimensionais no espaco Haigh-Westergard do critério Mohr-Coulomb.

Define-se a quantidade 7,,, como a razao entre a distancia maxima op(mnqz) ao longo
do eixo op (compressao), do hexégono irregular de Mohr-Coulomb até a origem do sistema
de coordenadas (04, 0p, 0¢) no plano Il com a distancia ao longo do eixo o¢ desde a
origem do espaco de tensbes principais até o plano octaédrico (Figura 5.3). Assim 7,4, €

dado pela seguinte equacao:

OB(maz) 2\/5 sin (bmax
oo 3 — Sin Oz

nmax -

(5.8)

Na Figura 5.4b, mostram-se as envoltérias no espago Haigh-Westergard dos critérios

de Tresca, von Mises e Mohr-Coulomb.

(o1 Pnax =40 °
—— Tresca

—— von Mises
30 | — Mohr-Coulomb

AN

von Mises

X~

Oz O3

Mohr-Coulomb

(a) (b)
Figura 5.4: Critérios de Tresca, von Mises e Mohr-Coulomb. Os ntimeros 10, 20 e 30
correspondem aos angulos de atrito, em graus, usados no calculo da resisténcia, sem coe-

sao, segundo o critério Mohr-Coulomb. (a) Curvas envoltorias no plano II; (b) Superficies
envoltorias no espaco Haigh-Westergard.
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O; (o}

7

’ 0-2 /0'2
(a) (b)

Figura 5.5: Critérios de Tresca e von Mises no espago de Haigh-Westergard: (a) Critério
de Tresca; (b) Critério de von Mises.

(a) (b) (c)

Figura 5.6: Critério de Mohr-Coulomb no espago Haigh-Westergard: (a) Vista do plano
IT; (b) Vista tridimensional; (c) Vista tridimensional.

5.5 LADE-DUNCAN

O critério de Lade-Duncan (Lade & Duncan, 1973) é representado no espaco Haigh-

Westergard por uma superficie intermediéria as superficies de Drucker-Prager e Matsuoka-

Nakai e que coincide com essas duas tltimas em compressao. A forma matemética deste
critério pode ser dada em termos dos invariantes de tensao, como sugere a formula:

3

I

— =k .
I LD (5.9)

em que k;p é uma constante, funcao do angulo de atrito e que pode ser obtida por:

P 54 B (3 —sin ¢max)3
P ﬁng@am - 37]72naz +2 (1 + sin quax) (1 — sin ¢maw)2

(5.10)

A Figura 5.7a mostra algumas secgoes octaédricas da superficie obtida com o critério
Lade-Duncan para um angulo de atrito igual a 36.87° e tensao média p constante igual a

196 kPa. Na mesma figura, comparam-se as curvas relativas aos critérios Mohr-Coulomb
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5.5. Lade-Duncan

e Matsuoka-Nakai. Na Figura 5.8 os critérios Drucker-Prager, Lade-Duncan e Matsuoka-
Nakai sao ilustrados. Verifica-se que a resisténcia em extensao prevista pelo critério

Lade-Duncan é um pouco superior que as equivalentes resisténcias previstas pelos critérios
Matsuoka-Nakai e Mohr-Coulomb.

(o} Pnax =40 °

—— Mohr—Coulomb
—— Lade-Duncan
—— Matsuoka—Nakai

Matsuoka-Nakai

[¢F] O3,

Lade-Duncan
» O,  Mohr-Coulomb
(a) (b)
Figura 5.7: Critérios Mohr-Coulomb, Lade-Duncan e Matsuoka-Nakai. Os ntimeros 10,
20 e 30 correspondem aos angulos de atrito, em graus, usados no calculo da resisténcia,

sem coesdo, segundo o critério Mohr-Coulomb: (a) Curvas envoltorias no plano IT; (b)
Superficies envoltorias no espago Haigh-Westergard (¢ = 26°).

Drucker-Prager g;
Drucker-Prager

Lade-Duncan Matsuoka-Nakai Lade-Duncan Matsuoka-Nakai

(a) (b)

Figura 5.8: Critérios Drucker-Prager (cinza), Lade-Duncan (dourado) e Matsuoka-Nakai
(vermelho): (a) Vista do plano II; (b) Vista tridimensional.
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5.6. Matsuoka-Nakai

5.6 MATSUOKA-NAKAI

O conceito do Plano Espacialmente Mobilizado (SMP) é bastante simples. Sua demons-
tracao parte da consideracao do estado de tensoes em uma particula dentro de um corpo
continuo. Esse estado de tensoes é representado matematicamente por um tensor de
segunda ordem que possui nove componentes (seis independentes) com valores medidos
com relagao a um sistema de representagao. De acordo com o conceito de decomposicao
espectral, existe um sistema de coordenadas cujos valores sao os autovalores do tensor
de tensoes e a base é dada pelos autovetores unitéarios desse tensor (sistema espectral).
Os autovalores sao as tensoes principais, que, geralmente, sdo apresentadas em forma do
grafico de Mohr (Figura 5.1b).

O critério Matsuoka-Nakai é obtido considerando a existéncia de um plano paralelo ao
SMP, passando pelo corpo continuo. Com os componentes segundo ao sistema espectral,
a normal ao SMP pode ser encontrada segundo a Eq. 5.5. Neste plano, o vetor (£*7) de

tensoes (“stress vector”) é calculado segundo a formula de Cauchy:

or 0 0 ny"?
T = ge ":"smp =10 oo O ngmp (5'11)
smp
00 o3 (1—2—3) \"3 (1-2-3)

As projecoes normal e ortogonal do vetor ™ ao longo da normal ao SMP terao mag-
nitudes iguais a tensdo normal e cisalhante atuando no SMP, respectivamente. Assim,
considerando os invariantes caracteristicos I1,, Is, € I3, do tensor @, os seguintes invari-

antes sao obtidos:

sm 3]30
Oy = £ = 5 (5.12)
20
LigIsy I3, — 912
Tsmp = \/||1;Smp||2 - O-gmp = \/ = [: 3 (513)

Analogamente ao critério Mohr-Coulomb, que advoga que a resisténcia maxima ao
cisalhamento é dada para uma razao constante entre tensao cisalhante e tensao normal, o
critério Matsuoka-Nakai diz que a resisténcia maxima, tridimensional, serd obtida quando
a TazZao Tgmy € Ogmy atingir um certo valor, ou seja,

Tsmp 110120

= = k]V[N (514)

Osmp ]30

em que kj;y € uma constante, funcao do angulo de atrito e dada por:

PJET R =9+ 8tan® Ger (5.15)

kMN =
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5.7. Argyris-Sheng et al.

A Figura 5.7a mostra algumas seccoes octaédricas da superficie obtida com o critério
Matsuoka-Nakai para um angulo de atrito igual a 36.87° e tensao média p constante igual
a 196 kPa. A Figura 5.7b mostra a visualizac¢ao tridimensional das superficies dos critérios

Mohr-Coulomb, Lade-Duncan e Matsuoka-Nakai no espaco Haigh-Westergard.

5.7 ARGYRIS-SHENG ET AL.

Argyris et al. (1974) propuseram uma equac¢do que, quando multiplicada a razdo q/p
méaxima, permite simular a variagao da resisténcia com o angulo de Lode, para um par
de valores constantes de angulo de atrito e tensao média. Entretanto, tal equacao possui
uma pequena limitacao, na qual o angulo de atrito méximo, para que a seccao curva
octaédrica seja convexa, é de 22°. Sheng et al. (2000) propuseram uma alternativa similar
a equacao de Argyris que fornece curvas convexas para angulos de atrito de até 48.59°.

Essa alternativa é representada pela seguinte equacao:

2w 4
M(0) = M0z - 5.16
(6) (1—|—w—(1—w)sm39) (5.16)
em que,
. . 4
Mm(w — g — GSH.l ¢ma:c e w— 3 — S?n ¢ma:c (517)
P/ max S — SN Py 3 + sin Gras

O angulo 6 que aparece na Eq. (5.16) pode ser obtido a partir da Eq. (5.6). Assim, o
critério aqui denominado “Argyris-Sheng et al.” serd dado para a razdo q/p constante,

com relacao ao angulo de atrito, mas varidvel com o angulo de Lode, conforme:

1/4
q 2w
- =M(0 = Mz : 1
P (6) <1+w—(1—w)sm30) (5.18)

Uma vantagem em se utilizar a formulacao acima, em contraposicao a adogao do
critério Matsuoka-Nakai, é a maior facilidade em se obter as derivadas dos invariantes,
com relacao ao tensor de tensoes. Geralmente, as seguintes derivadas sao necessarias ao

se implementar modelos elastoplasticos em computadores:

dp 1 dg 3s df 1.5 (3
3

- = —— =5 ( ~devs® —sin3f 5.19
dg ©dg 2 dg  q*cos30 \ q evg —sim §> (5.19)

em que dev s? é o tensor desviador do quadrado do tensor desviador de tensoes, ou seja,

9 trses tro
devs=ses— ~3 =I, emque s=g-—

I (5.20)

Q

A derivada da razao M (0) com relacdo ao angulo # também serd necessaria. Essa derivada
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é igual a
dM(0)  0.75M (1 — w) cos 30
d)  1+w—(1—w)sin3f

(5.21)

A Figura 5.9a mostra algumas sec¢oes octaédricas da superficie obtida com o critério
Argyris-Sheng et al. para um angulo de atrito igual a 36.87° e tensdo média p constante
igual a 196 kPa. Na mesma figura, comparam-se as curvas relativas aos critérios Mohr-
Coulomb e Matsuoka-Nakai. Verifica-se que as curvas geradas com o critério Matsuoka-
Nakai e com o critério Argyris-Sheng et al. sdo praticamente coincidentes, para todos os

angulos de atrito apresentados.

5.8 DRUCKER-PRAGER

Nesta seccao, o critério Drucker-Prager serd deduzido de forma diferente daquela co-
mumente utilizada. Para isso, considera-se o conceito de tensores projetores (Brannon,
2003a). Inicialmente, no espaco Haigh-Westergard, definem-se um vetor g com compo-
nentes iguais as trés tensoes principais e outro vetor desviador s com componentes iguais

aos trés valores principais de tensao desvio, conforme equacoes a seguir:

01 20'1 — 09 — O3
g = § 09 e §:§ 209 — 03 — 01 (522)
(o8] 20’3 — 01 — 09

(1—2-3) (1-2-3)

No espaco Haigh-Westergard, a normal ao plano octaédrico possui os seguintes com-

ponentes, com relagdo ao sistema espectral (1-2-3):

1 T
Mot = —= |1 1 1} 5.23
~et T /3 [ (1-2-3) (5:23)
Do ponto de vista geométrico, um vetor £ qualquer neste espaco podera ser decomposto
em parte paralela e perpendicular ao plano octaédrico. Para isso, basta realizar a multi-

plicacdo (contragao simples) dos seguintes tensores projetores pelo vetor &:

/s 1/3 1/3 2/3  —1/3 —1/3
Poc = s s Vs e Q=" 2% -3 (5.24)
/3 1/3 1/3 2 “1/3 =13 2/3 A

em que P, projeta o vetor paralelamente & normal ao plano octaédrico e @Q,., ao longo
deste plano.
Assim, definem-se dois vetores, um (p,, ;) paralelo & normal ao plano octaédrico e outro

(q,.;) ortogonal & esta normal, e que podem ser calculados de acordo com as seguintes
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5.8. Drucker-Prager

expressoes:
Dot = gOCt 0T € Gy = rot *ag (525)
Verifica-se facilmente que:
+ o+ ™
01 g9 03
Eoct = 7 e goct =93 52 =S (526)
(1-2-3) 53) (1-2-3)

E importante lembrar que os vetores @, s, Poct € Qe € SUAS Magnitudes sao invariantes,
dependendo somente do estado de tensdes g. Uma forma similar para a elaboragao de
critérios de ruptura foi apresentada por Desai (1980), na qual apenas os invariantes do
tensor g sao empregados na construgdo de um polindmio que representa a fungao de
ruptura.

Em seguida, dois invariantes sao definidos: o primeiro (P,.) é determinado pela norma

Euclidiana do vetor p,,, e outro, representado por Q,., pela norma do vetor q,., (Eq. 5.27).

01+ 09 + 03

Poui| = ———F—— =pV3 e rot:‘

Poct = ’ goct

7 — J5e5 = \[ (5.27)

Assim, o critério Drucker-Prager podera ser expresso em funcao dos invariantes P, e

Qoet, bastando-se adotar a razao

rot 2\/§ Sin ¢maz
—k Epp = Das = — AT 5.28
Poct b e aue br 7 3 —sin ¢max ( )

para os estados correspondentes ao limite de ruptura. A Eq. (5.28) permite uma interpre-
tagdo geométrica clara, observando-se que a razao Q,ct/ Poer define o angulo de abertura de
um cone com raio igual a (), e altura igual a P,., tracado no espaco Haigh-Westergard.

O plano formado pelos invariantes P, e (¢ possui isomorfismo com relagao ao espaco
Haigh-Westergard. Por exemplo, o produto interno ¢ : g ¢é igual a P2, + Q2 e o vetor
normal a uma certa superficie de plastificacao desenhada neste plano sera normal a mesma;
isto nao ocorre no plano q wversus p. Essa caracteristica facilita, por exemplo, tanto o
desenvolvimento de superficies de plastificacao e potencial plastico quanto o entendimento
de esquemas de integra¢ao do tipo retorno radial/obliquo (Brannon, 2000).

Com os invariantes isomorficos Py € Qoer, 0 critério “Argyris-Sheng et al.” podera ser

reescrito como a seguir:

rot 2w o
=MO) = My - 2
P, (9) l+w—(1—-w)sin36 (5.29)
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5.9. Novo Critério de Ruptura (SMP-based)

Entretanto, o valor de M,,,, para o célculo de M (0) sera agora:

_ 2V/25i0 Gae

3 —sin ¢max

Mmaac = Nmaz (530)

Desta forma, uma interpretacao geométrica analoga aquela feita para o critério Drucker-
Prager podera ser feita, notando, entretanto, que a abertura do cone (deformado) no

espaco Haigh-Westergard sera funcao do angulo de Lode.

5.9 NOVO CRITERIO DE RUPTURA (SMP-BASED)

Com a mesma idéia aplicada & deducao anterior do critério Drucker-Prager, apresenta-
se um novo critério de ruptura que fornece resultado similar ao Lade-Duncan, entre-
tanto, com deducao matematica dependendo apenas de propriedades geométricas no es-
paco Haigh-Westergard e considerando exclusivamente o conceito de Plano Espacialmente
Mobilizado (SMP). Este novo critério sera chamado de SMP-based.

Inicialmente, define-se um tensor P, projetor de segunda ordem que projeta qual-
quer vetor presente no espaco Haigh-Westergard segundo a diregao da normal fis,,, ao

SMP. Este projetor é obtido pela seguinte formula:

Yoo  Vyeim Vyeios
-Esmp = i'fsmp ® ’I:I,smp = [_3 l/m 1/0'2 l/m (531)

ez Yvmes N ), g

O tensor que projeta qualquer vetor perpendicularmente a normal 7, ¢ dado por:

Qsmp = ! - Esmp (532)

Assim, a partir da decomposicao do vetor o em parte normal e paralela ao plano SMP,

pode-se obter os seguintes vetores:

7 Yver
Pomp = Pmp @@ = I—; (/a1 + /T2 +/T3) { Ve (5.33)

1
/v (1-2-3)
gsmp = Qsmp °*g =0 — Z?smp (534)
As normas euclidianas dos vetores p,,,, € g,,,, permitem definir as seguintes medidas
invariantes:

Psmp

Py = | - \/%(\/J_ﬁ— VT2 + /T3) (5.35)
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5.9. Novo Critério de Ruptura (SMP-based)

= \/0% + 03+ 0% — P2 (5.36)

Qsmp = Hgsmp

Analogamente ao critério Drucker-Prager, utiliza-se a seguinte expressao para a repre-

sentacao da resisténcia maxima:

Qsmp

2 1
- knovoa o ki
Psmp

em que  Kkpppo = 4| ————— — 1 5.37
(k1 + 2ky)? k2 (5:37)

e as seguintes constantes foram definidas em funcao apenas do angulo de atrito:

kl — 277max + \/§ kg _ \/§ — Nmax e ]{33 _ 2 + \/§nmax - 2777271@:6 (5 38)
N NG V3 (Ve +2)

A defini¢ao da Eq. (5.37) possui interpretacdo similar aquela feita para o critério

Drucker-Prager. Qual seja, a razao Qgmp/Psmp define o angulo de abertura de um cone
(deformado) com raio igual a @, e altura igual a Pi,,, tracado no espago Haigh-
Westergard. Entretanto o raio (s, varia com o angulo de Lode, levando em conta a
influéncia da tensao principal intermediaria.

Com o auxilio das Figuras 5.9b e 5.10, verifica-se que este novo critério possui seccao
octaédrica similar & mesma obtida com o critério Lade-Duncan. No entanto, o novo
critério é obtido por uma expressao similar & do critério Drucker-Prager, por meio dos

invariantes P, e Q,,, que permitem a elaboragao de superficies de plastificagao com a

smp

mesma forma octaédrica deste critério, como serd apresentado a seguir.

O (pmax:4oo

—— Mohr-Coulomb
—— Lade-Duncan
SMP-based

(o} Pmax =40 °

—— Mohr-Coulomb
—— Matsuoka—Nakai
- Argyris—-Sheng et al.

(o)) O3 Oz O3

(a) (b)

Figura 5.9: Comparagcao entre critérios de ruptura. Os nimeros 10, 20 e 30 correspondem
aos angulos de atrito, em graus, usados no calculo da resisténcia, sem coesao, segundo
o critério Mohr-Coulomb: (a) Comparacao entre os critérios Matsuoka-Nakai e Argyris-
Sheng et al; (b) Comparagao entre os critérios Lade-Duncan e SMP-based.
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5.10. Superficies de Plastificacao

0,

[

iV Oy
(a) (b)

Figura 5.10: Critérios SMP (prata) e Lade-Duncan (vermelho): (a) Vista do plano II;
(b) Vista tridimensional.

/
|

5.10 SUPERFICIES DE PLASTIFICACAO

A teoria da plasticidade prevé uma superficie fechada (convexa) cujo interior agrupa os
estados de tensao correspondentes ao regime elastico. Geralmente essa superficie, denomi-
nada de superficie de plastificacdo, quando seccionada pelo plano octaédrico, possui uma
forma similar a seccao octaédrica da superficie preconizada pelo critério de ruptura. Em
modelos para materiais isotropicos, apenas as tensoes principais sao utilizadas na definicao
da superficie de plastificacao. Uma lei de fluxo é considerada para se definir a direcao das
deformacoes plasticas. Para isso, uma superficie potencial plastico é introduzida servindo
apenas para a determinacao dessas dire¢oes. Em alguns modelos, a superficie potencial
plastico é idéntica a superficie de plastificacao.

Inicialmente, considera-se a seguinte equacao de uma elipse, num plano de abcissa P

(75 (2 -

em que Pp corresponde ao centro da elipse, L a distancia do centro a qualquer extremidade

e ordenada Q:

da elipse e u a razao Q/P no ponto de maxima ordenada Q.

Nesta se¢do, mostra-se como uma simples equagao de um elipsoide (Eq. 5.39) pode
ser utilizada na construgdo de superficies de plastificagdo/potencial plastico com secgao
octaédrica possuindo forma similar aos critérios Drucker-Prager, Matsuoka-Nakai e Lade-
Duncan. Para isto, as coordenadas P e () pertinentes & equacao que define tal elipsoide sao
substituidas pelos invariantes Poet, Qoct, Psmp € Qsmp, conforme combinagoes apresentadas
na Tabela 5.1.
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5.10. Superficies de Plastificacao

Tabela 5.1: Substituicao das coordenadas P e () e coeficiente p necessaria a definicao
das superficies com seccoes octaédrica similares aos critérios de ruptura Drucker-Prager,

Matsuoka-Nakai e Lade-Duncan.

Seccao octaédrica do elipsdide  Critério de ruptura P Q 1 Eq.
Drucker-Prager Drucker-Prager P Qo: kpp 528
Matsuoka-Nakai Argyris-Sheng et al. P,y Qo M(0) 5.29

Novo critério Novo Pop Qsmp  knove 5.37

A Figura 5.11 mostra, no espaco das tensoes principais, as envoltorias de resisténcia e

superficies de plastificagdo obtidas com a Eq. (5.39) e as equagoes da Tabela 5.1.

o, Jo, o,
(a) (b) (c)

Figura 5.11: Superficies de plastificacao com seccao de formato similar ao critério de

ruptura: (a) Superficie de plastificacdo com ¢ = 26°, P = P, Q = Qoct € [t = Nimaz ©

critério Drucker-Prager; (b) Superficie de plastificagdo com ¢ = 26°, P = Py, Q = Qo

e u = M(0) e critério Argyris-Sheng et al.; (c) Superficie de plastificacdo com ¢ = 26°,

P = Pyp, Q@ = Qomp € 1t = knovo € 0 NOVO critério.

As Figuras 5.12, 5.13 e 5.14 mostram as formas das superficies obtidas.

Gl..\

i

0, O3
(b)
Figura 5.12: Superficie com sec¢do octaédrica similar ao critério Drucker-Prager (angulo

de atrito: ¢ = 26°): (a) Vista tridimensional; (b) Vista quase normal ao plano de axis-
simetria; (¢) Vista normal ao plano octaédrico.
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5.10. Superficies de Plastificacao

0-1

'l

./"/
4 g, 0-2 03
(a) (b)

Figura 5.13: Superficie com sec¢ao octaédrica similar ao critério Argyris-Sheng et al.
(angulo de atrito: ¢ = 26°): (a) Vista tridimensional; (b) Vista quase normal ao plano de
axis-simetria; (c) Vista normal ao plano octaédrico.

0-1"-

0, O3
(b)
Figura 5.14: Superficie com sec¢do octaédrica similar ao critério SMP-based (angulo

de atrito: ¢ = 26°): (a) Vista tridimensional; (b) Vista quase normal ao plano de axis-
simetria; (¢) Vista normal ao plano octaédrico.

A lei constitutiva introduz a relacdo entre todos os seis componentes de tensao, ou
incrementos, e os seis de deformacgao, ou incrementos. Os gradientes das superficies de
plastificagdo e potencial plastico deverao ser referidos aos seis componentes de tensoes.
Assim, as derivadas de um campo escalar com relacao a um tensor de segunda ordem
deverao ser encontradas. Essa determinacao pode ser facilmente obtida considerando-
se a decomposicao espectral de tensores de segunda ordem (Eq. 5.3) e o conceito de
autoprojetores (Eq. 5.4). As Figuras 5.15, 5.16 e 5.17 ilustram os gradientes unitarios, no

espaco Haigh-Westergard.
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5.10. Superficies de Plastificacao

Figura 5.15: Vetores normais a superficie com seccao octaédrica similar ao critério
Drucker-Prager (angulo de atrito: ¢ = 26°): (a) Vista tridimensional; (b) Vista quase
normal ao plano de axis-simetria; (¢) Vista normal ao plano octaédrico.

(b)

Figura 5.16: Vetores normais a superficie com seccao octaédrica similar ao critério
Argyris-Sheng et al. (4ngulo de atrito: ¢ = 26°): (a) Vista tridimensional; (b) Vista
quase normal ao plano de axis-simetria; (c) Vista normal ao plano octaédrico.

\\\ NI

0,

S

\\\\ s\\\ | —
R E

(a) (b)
Figura 5.17: Vetores normais a superficie com sec¢ao octaédrica similar ao novo critério
(angulo de atrito: ¢ = 26°): (a) Vista tridimensional; (b) Vista quase normal ao plano de

axis-simetria; (¢) Vista normal ao plano octaédrico.
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5.11. Verificacao

5.1 VERIFICACAO

Alguns ensaios triaxiais ctibicos sao apresentados em seguida. Estes fornecem resultados
que podem evidenciar a resisténcia do material, considerando a influéncia dos trés invari-
antes de tensao. Além disso, tenta-se observar a possivel variacao de resisténcia segundo
diferentes direcoes. As trajetorias de tensao sao elaboradas para alguns valores do angulo
de Lode. Os resultados sao descritos em forma de gréaficos, nos quais as escalas dos eixos
utilizam os invariantes de Cambridge.

Nos graficos, mostram-se as trajetorias no plano Il para cada ensaio. Eventualmente,
indicam-se os pontos de méaxima razao ¢/p por meio de um asterisco (“*”). O angulo de

atrito ¢p,.. que aparece nas figuras foi calculado para a razao M. = (¢/D)mas dada de

acordo com:

3M,
maxr — in~! s 5.40
10) sin (6 n Mma:p) ( )

A Figura 5.18 apresenta resultados obtidos por ensaios ciibicos na argila Fujinomori
do Japao (Chowdhury, 1998). Pode-se verificar que, para os valores méaximos de ¢/p,
a envoltoria do critério Matsuoka-Nakai (Figura 5.18b) representa razoavelmente bem a
resisténcia deste material. Entretanto, ressalta-se, novamente, que os resultados possuem

um certo nivel de erro e que uma faixa de resisténcia deveria ser considerada.

<
- .. ® o — © © Xk
| .’
- / ¢ o) o 0© © © $O
Q] /'/O * *
— o O o9 &
Ao
©_| o2 ©
a® L/Q -
S, B e = 34.63

s 2 —— Mohr-Coulomb
< ¢ e 9=o0° —— Matsuoka—Nakai
o | 4 & §=15° SMP-based
N :: 9 =30° —— Lade-Duncan
°9 0 val o 9 =45°
o la *k  max g/p value 0 =60°
© ‘ i (o)} O3

0 2 4 6 8 10 12 14

eq (%) M -plane, e, = 0.699
(a) (b)

Figura 5.18: Ensaios com p=196 kPa constante na argila Fujinomori: (a) Curvas tensao-
deformagao; (b) Trajetorias de tensdo no plano II e critérios de ruptura.

Para a areia Toyoura (Martinez-Carvajal, 2006), cujos resultados em equipamentos do
tipo triaxial-verdadeiro sao apresentados na Figura 5.19, seguem-se as mesmas conclusoes,

feitas anteriormente para a argila Fujinomori.
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eoo0o0o0® .*.
K9] 00 ® o0
| °® o°* __o— o— &
[ ] ® 0 — o
e 0% o
° @) .o — %
o o. o~ D<> & —— AN *
— | g = o Vi
% :O% Pmax = 40.06 °
"/y —— Mohr—-Coulomb
= ¥ - 8=0° —— Matsuoka-Nakai
i & 6 =15° —— SMP-based
: o 8=30° —— Lade-Duncan
i —<— B =45°
o |+ | x maxg/pvalue 0 =60°
S| T I ‘ (o)} O3
0 1 2 3 4 5 )
eq (%) M -plane, e, = 0.866
(b)

(a)

Figura 5.19: Ensaios com p—196 kPa constante na areia Toyoura: (a) Curvas tensao-
deformagao; (b) Trajetorias de tensdo no plano II e critérios de ruptura.

A Figura (5.20) mostra resultados de testes com a areia Monterey em condigoes iniciais
densa e fofa (Lade & Duncan, 1973). Estes permitem concluir que a envoltéria devida ao
critério Lade-Duncan simula, razoavelmente, a resisténcia deste material, sob as condicoes
impostas pelo ensaio correspondente. O critério SMP-based fornece praticamente o mesmo

resultado que o critério Lade-Duncan.

@] O
O\ (inax =48.71° 5 Omax = 38.19 °
" 0e| — Mohr-Coulomb D | o] — Mohr-Coulomb
‘o & —— Matsuoka—Nakai ¢ 0 © || —— Matsuoka—Nakai
S —— SMP-based =~ v o 0% — SMP-based
A .|| = Lade-Duncan N ;\\ \ —— Lade-Duncan
% \ b
o, /p a3/p o2 /p o3/p
M —plane, eg = 0.57 M -plane, eg = 0.78
(b)

(a)
Figura 5.20: Ensaios na areia Monterey (Lade & Duncan, 1973): (a) Amostras prepa-
radas na forma densa; (b) Amostras preparadas na forma fofa.

A Figura 5.21 mostra resultados de testes com amostras de areia Cambria preparadas
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5.12. Conclusoes

com anisotropia transversal. Para esses resultados, verifica-se a adequabilidade do critério

Lade-Duncan na representagao da resisténcia (Ochiai & Lade, 1983).

...-.*Iloo... 0'1/[3
L0 o® b
- . ®
o. 00O O% 00 o 0
. oOO ) OOO@%@WOOOOO
Qo<> 10
o
S e
= Omax = 39.35 °
—— Mohr—Coulomb
g, —— Matsuoka—Nakai
—e— B =00° SMP-based
—— 0 =320° —— Lade-Duncan
0 =485°
o |¢| * maxg/pvalue | |-~ 9§ =61.0°
° (\) \2 \ \6 é \0 \2 o, /p o3/p
4 1 1 _
&a (%) M —plane, e = 0.535
(a) (b)

Figura 5.21: Ensaios na areia Cambria (Ochiai & Lade, 1983): (a) Curvas tensao-
deformagao; (b) Trajetorias de tensdo no plano II e critérios de ruptura.

5.12 CONCLUSOES

O critério Argyris-Sheng et al. possui resultado similar ao Matsuoka-Nakai, desde que o
angulo de atrito méximo seja limitado a, no méximo, 48.59°. Este é um limite razoavel
quando, por exemplo, trabalha-se com a definicao da resisténcia no estado critico. A idéia
do critério Argyris-Sheng et al. é substituir a razao M por M (), segundo a Eq. (5.16),
que define a variacao de M(6), com relacao ao angulo de Lode. Uma vantagem deste
critério é a de que, durante a defini¢ao do fluxo plastico, apenas a derivada de M (6) com
relagao ao tensor g deverd ser acrescentada, quando em comparagao, por exemplo, com
a utilizacao do modelo Cam-clay convencional.

Um novo critério de ruptura com resultado similar ao critério Lade-Duncan foi introdu-
zido. Sua definicao parte da definicao dos invariantes Py, € (Qsmp, 0btidos analogamente
aos invariantes P, e Q.. A diferenca entre estes dois pares de invariantes esta na escolha
do plano no espago Haigh-Westergard usado como base para a projecao do vetor g. Os
dois primeiros sao as projecoes perpendicular e normal de g no plano SMP enquanto que
os dois ultimos sao as projecoes perpendicular e normal de g no plano octaédrico.

Os invariantes Py, Qsmp, Poct € Qoct 30 Titeis na elaboragao de superficies de plas-
tificagao e potencial plastico possuindo seccoes octaédricas similares aos critérios de rup-
tura Drucker-Prager, Matsuoka-Nakai e Lade-Duncan. Os gradientes de campos esca-

lares, geralmente usados na definicao do fluxo pléastico, podem ser facilmente obtidos
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considerando-se a decomposicao espectral do tensor de tensoes e a definicao de autopro-
jetores (Apéndice C).

Considerando a resisténcia maxima apresentada pela argila Fujinomori, areia Toyoura,
areia Monterey e areia Cambria, para algumas delas, o critério Matsuoka-Nakai ¢ mais
adequado; para outros, os critérios SMP-based e Lade-Duncan parecem ser mais ade-
quados. No entanto, o equipamento e método de ensaio tem influéncia nos resultados.
Portanto, os valores entre os limites inferior dado pelo critério Mohr-Coulomb e supe-
rior dado pelo critério SMP-based deveriam ser considerados. Além disso, a resisténcia
pode ser considerada pelo menos de trés maneiras: a) para um valor fixo de deformagao

cisalhante; b) resisténcia maxima; e ¢) no estado critico.
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Capitulo 6

CRITERIO DE RUPTURA ANISOTROPICO

Em materiais granulares, a resisténcia depende da direcao da aplicagao dos esforcos, ou
seja, esses materiais exibem, mais ou menos, anisotropia. Este fendmeno é geralmente
dividido em anisotropia induzida e inerente. A anisotropia induzida, por exemplo, pode
ser observada no efeito Bauschinger, o qual ¢é representado matematicamente, dentro do
arcabouco da teoria da elastoplasticidade, pela mudanca entre os limites de plastificacao
durante ciclos de carregamento. Em solos, que sao um agrupamento de particulas, com ou
sem coesao, a anisotropia inerente é causada principalmente pela orientacao das particulas
e, portanto, seu efeito muda facilmente com as deformacoes. Enquanto que a anisotropia
inerente é formada pelo processo de sedimentagao das particulas do solo, a anisotropia
induzida provém da historia subseqiiente de deformacao.

Neste trabalho, sugere-se um novo critério de resisténcia para materiais anisotropicos,
que leva em conta a influéncia de planos de anisotropia (“bedding-planes”). Esse critério
é deduzido sob o conceito de planos mobilizados e utiliza a idealizacao apresentada por

Yoshimine (2005) de um critério de Coulomb tridimensional.

6.1 EQUACIONAMENTO

Neste Capitulo, apresenta-se um Critério de ruptura para materiais granulares
isotrépicos, anisotrépicos, com ou sem coesao, considerando o conceito de
plano mobilizado.

Yoshimine (2005) estendeu a equagao de Coulomb, geralmente aplicada a um plano de
ruptura com a normal paralela & idealizagao bidimensional do problema, para qualquer
plano tridimensional. Esse tltimo plano é visto como aquele que possui grande influéncia
no comportamento mecanico de geomateriais. Para isso, Yoshimine utilizou uma equacao
similar & de Coulomb,

T=Ro+C (6.1)

em que as medidas de tensao cisalhante 7 e normal ¢ sao obtidas nesse plano de mo-

bilizacao. Sabendo-se os componentes da normal a esse plano, apenas dois parametros
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6.1. Equacionamento

de resisténcia devem ser introduzidos para a definicdo do critério: R, equivalente & tan-
gente do angulo de atrito e C', equivalente ao valor do intercepto de coesao. Assim, cinco
medidas sao necessarias, trés que identificam a normal e duas diretamente relacionadas
com a resisténcia por atrito. Como a normal é unitaria, pode-se reduzir esse nimero a
quatro. Yoshimine (2005) mostra que esse critério resulta em forma analoga a outros cri-
térios mais comuns, como o Drucker-Prager e Matsuoka-Nakai. Para isto, basta escolher
adequadamente a normal ao plano de mobiliza¢do. Yoshimine (2005) também sugere a
utilizacao do critério para a representacao da resisténcia de materiais anisotrépicos.

A seguir, apresenta-se um critério de ruptura que pode ser aplicado a materiais isotro-
picos e anisotropicos. Num primeiro momento, serd derivada uma férmula para materiais
com anisotropia transversal. Entretanto, a formulacao pode ser facilmente aplicada a
outros tipos de anisotropia, bastando alterar a normal a, introduzida a seguir. Portanto,
uma, plataforma para se abordar o problema da resisténcia de um material com anisotro-
pia inerente e induzida é sugerida. A coesao também pode ser considerada e, entao, um
critério similar ao mostrado por Matsuoka & Sun (1995) podera ser obtido, desde que as
normais ao plano mobilizado e ao plano de anisotropia sejam paralelas ao SMP.

Considera-se, inicialmente, o plano mobilizado (passivel de ruptura) similar ao SMP
que foi ilustrado na Figura 5.2. A normal unitaria 71 a esse plano devera ser definida
a priori. Uma forma é a utilizacao da mesma normal ao SMP. Outra, é a consideragao
de alguma combinacao entre os componentes principais de tensao. Em seguida, como se
observa em materiais anisotropicos, especificamente com anisotropia transversal, é neces-
sario a introducao da normal aos planos de anisotropia, vistos como uma série de planos
nos quais as caracteristicas do material sao diferentes, em relacao aquelas consideradas
paralelamente a direcao da normal destes planos. Por exemplo, a Figura 6.1 ilustra os pla-
nos de acamamento. Esses planos de anisotropia sao indicados por uma normal unitaria
a (Figura 6.1).

Direcao de
2z deposicao

I

¥

QL

Planos de

acamamento
. —

<

Figura 6.1: Planos de acamamento da areia Shirasu; Vetor normal aos planos de aca-
mamento.

B X
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De acordo com a férmula de Cauchy, o vetor de tensoes (“stress vector”) atuando em

um ponto situado em um plano de normal 7o e que passa pelo material é dado por:

(6.2)

e
I

2Q
[ ]

Sy

As projegoes normal e ortogonal desse vetor ao longo da normal do plano terao magnitudes
iguais & tensao normal e cisalhante atuando nesse plano, respectivamente. Com o intuito
de ilustrar a interpretacao fisica desta derivacao, considera-se, temporariamente, o caso de

materiais puramente isotropicos. Nestes, as seguintes medidas sao comumente utilizadas:

= |lant]| e 7,=|q.| = || - DRt (6.3)

on = |

em que o, e T, sao as tensoes normal e cisalhante no plano de normal 7.

Entretanto, espera-se que a normal @ ao plano de anisotropia influencie os valores de
tensao normal e cisalhante no plano 7, que passa por uma particula do material. Assim,
na tentativa de se considerar a anisotropia inerente, faz-se a hipotese de que tal influéncia
ocorrerd mediante a projecao obliqua do vetor de tensao ¢ no plano 7, ao longo de uma

dire¢ao b, composta pela seguinte soma:

b=oaa+ (6.4)

S

em que « é um parametro a se determinar, @ é normal (constante) ao plano de anisotropia
transversal e ni deve ser definido de acordo com o conceito de plano mobilizado, por
exemplo, podera ser a normal ao plano octaédrico ou ao SMP.

Desta forma, o Plano de Mobiliza¢do Anisotropica (AMP - “Anisotropic Mobilized
Plane”), cuja normal é b, é definido pelo Plano de Anisotropia Inerente (IAP - “Inherent
Anisotropic Plane”), com normal @, e pelo Plano de Anisotropia Induzida pelo Estado de
Tensao (SIAP - “Stress-Induced Anisotropic Plane”). Este tltimo, deve ser acrescentado
a formulagao, observando-se a melhor forma de se representar a anisotropia induzida do
material em estudo.

Com a = 0, a parcela de anisotropia inerente simulada por esta formulacao é anulada
e o critério torna-se aplicavel somente a materiais sem anisotropia inerente. Neste caso,
a projecao serd do tipo ortogonal e as medidas de tensao normal e cisalhante serao dadas
pela Eq. (6.3). Assim, alterando-se o coeficiente «, pode-se controlar o grau de anisotropia
inerente, reproduzido pela idealizacao matematica apresentada.

Considerando-se o vetor auxiliar

S

B = b: (6.5)

Sy

e com o auxilio das equacoes de projecao obliqua, apresentadas no Apéndice B, encontra-se
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6.1. Equacionamento

Py, =PBret = (g :0R)B (6.6)

que é o vetor projecao obliqua do vetor ¢, paralelo & normal 72. Assim, a tensao normal
(anisotropica) no AMP sera igual a magnitude, dada por uma norma Euclidiana de ordem
2, do vetor p,,, e igual a

(6.7)

= (g : hn)

S

Oamp = Han @
Analogamente, considerando-se a soma vetorial t = p,,, +q,,,, 0 vetor projecao obliqua

do vetor ¢, ao longo do plano de normal 7, é dado segundo a seguinte expressao

—(

S
Sy

2Q
2Q

Sua norma permite encontrar a tensao cisalhante (anisotropica) no AMP, de acordo com

Tamp = || = \/{g-@ ~(g:0)B|: [gen— (g pR)B (6.9)
=\/g? D —2(g :Dh)(g : BR) + (g : Dh)*Be (6.10)

O critério de ruptura é obtido com a insercao das Eqgs. (6.7) e (6.10) na Eq. (6.1).

Para materiais sem coesao, esse critério sera

Tam
P = R, (6.11)
Oamp
similar ao de Mohr-Coulomb para materiais isotropicos.
Caso a normal b seja igual a 72, ou seja, para o = 0, o critério correspondente, que
nao mais possui a influéncia da anisotropia inerente, entretanto ainda pode considerar a

anisotropia induzida pelo estado de tensoes, serda dado pela seguinte expressao:

v(g) = (¢ —2CRg) : 2 — (1+ R?)(g : ap)* — C* = 0 (6.12)

2Q

Se, por exemplo, a normal 72 for igual a normal 7, ao SMP, o critério da Eq. (6.12)
acima fornecerd um resultado similar ao critério Matsuoka-Nakai (Matsuoka & Nakai,
1974), entretanto com um intercepto de coesao. Neste caso, os invariantes Oump € Tamp

serao idénticos aos invariantes gy, € Tomp € poderao ser calculados segundo as expressoes:

313,
Oamp = Osmp — 123 € (613)
LigIosIs, — 912
Tamp = Tsmp = \/ ! 2]23 30 (614)
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6.1. Equacionamento

em que I, (k= 1,2,3) sdo os invariantes caracteristicos do tensor de tensées (g).

A Figura 6.2 mostra as superficies no espaco Haigh-Westergard do critério anisotro-
pico definido com a normal (72) ao plano mobilizado igual & normal (72,,,) a0 SMP. Na
Figura 6.2, foi utilizado um angulo de atrito ¢,,., igual a 26° para o critério Matsuoka-
Nakai. Para o critério anisotrépico, foram utilizados: a = 0.1, C =0 e R = 0.4. Pode-se
observar que a anisotropia faz com que a superficie de resisténcia fique deformada no
espaco Haigh-Westergard, com relacao ao critério Matsuoka-Nakai. Como a normal a
utilizada foi paralela ao eixo vertical, a influéncia do fator « fez a superficie diminuir
seu tamanho nesta direcao. A superficie diminui para valores positivos de «, segundo a
direcao de a. Para valores negativos de «, a superficie cresce segundo a direcao de a.

Com a normal 72 igual a normal ao plano octaédrico .., obtém-se um critério de
seccao octaédrica circular e que prevé resisténcias diferentes dependendo da direcao de
aplicacao de carregamento. A Figura 6.3 mostra tridimensionalmente a superficie deste
critério, assim obtido. Na Figura 6.3 foi utilizado um angulo de atrito ¢,,,, igual a 26° para
o critério Matsuoka-Nakai. Para o critério anisotrépico, foram utilizados: o = 0.1, C' =0
e R = 0.4. Nota-se que o cone se desloca segundo a normal ao plano de acamamento,
fazendo com que algumas combinacoes de estados de tensao estejam proximas do critério

de ruptura diferentemente de outros estados.

Oz

Anisotropico

Oz, Anisotrépico

UX /i-
o - _
pd y
Matsuoka-Nakai -~ “Ox  Matsuoka-Nakai
(a) (b)

Figura 6.2: Superficies no espaco Haigh-Westergard do critério anisotropico definido
com a normal ao plano mobilizado igual a4 normal ao SMP: (a) Vista do plano II; (b)
Vista do espaco Haigh-Westergard.

Repr. Mat. do Comportamento Mec. Ciclico de Solos Sat. e ndo Sat. - Dorival M. Pedroso 66



6.2. Verificacao Experimental

Anisotroépico

Anisotrépico

) Ox Matsuoka-Nakai Drucker-Prager
(a) (b)
Figura 6.3: Superficies no espago Haigh-Westergard do critério anisotropico: (a) Critério

definido com a normal ao plano mobilizado igual & normal ao SMP; (b) Critério definido
com a normal ao plano mobilizado igual a normal ao plano octaédrico;.

6.2 VERIFICACAO EXPERIMENTAL

Resultados de ensaios com a areaia Shirasu do Japao sao apresentados em seguida. Esta
areia ¢ encontrada no sudeste de Kyushu, Japao e tem origem a partir de deposicao
vulcanica. Haruyama (1987) realizou ensaios triaxiais verdadeiros nesta areia. As amos-
tras foram preparadas por pluviagao, ocasionando um material com anisotropia (inerente)
transversal. Os planos de acamamento sao perpendiculares ao eixo z como ilustrado pela
Figura 6.1. O critério anisotropico introduzido é entao calibrado para esta areia.

Para efeito de comparacao, definem-se trés estados de deformacao nos quais os valores
da razao ¢/p sao observados: a) valores de €4 correspondentes aos valores maximos de
q/p; b) valores de g4 correspondentes ao final dos ensaios; e ¢) valores de ¢4 iguais a um
certo valor. Dessa forma, a comparacao dos critérios de ruptura fica dependente do nivel
de deformacao cisalhante considerado.

A Figura 6.4 mostra os resultados com a areia Shirasu no estado fofo. Nesta figura
observa-se que a resisténcia em compressao para a trajetoria de 120 graus é menor que a
mesma para trajetoria de 0 graus. Esse comportamento também é notado para a areia no
estado denso Figura 6.5. Ou seja, a resisténcia na direcao do plano de acamamento é menor
que a mesma na direcao de deposicao. Entretanto, como afirmado anteriormente, alguns
fatores interferem nestes resultados. Assim, procura-se analisar também uma eventual
situacao na qual a resisténcia seria medida para ¢4 = 2%.

As Figuras 6.6 e 6.7 apresentam os resultados com esta areia, destacando os valores
méaximos da razao q/p para a deformagcao cisalhante de 2 % (uma linha tracejada indica o
nivel de deformagao cisalhante de 2%). No plano II, os pontos correspondentes ao valor de

eq = 2 % sao interligados por uma linha tracejada. A curva resultante facilita a observacao
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6.2. Verificacao Experimental

de que a resisténcia para @ = 120° (compressao ao longo do plano de acamamento) é menor
que a mesma para 6 = 0° (compressao ao longo da dire¢do de deposi¢ao). As envoltorias
dos critérios de ruptura (isotropicos) sao tracadas com um angulo de atrito menor, de
forma que a previsao na direcao do plano de acamamento seja melhor que na dire¢ao de

deposicao das particulas.

iy * o Pmax = 37.52°
— &
o _o% —— Mohr-Coulomb
e _~° # % —— Matsuoka—Nakai
DXe) ))D// *
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Q X —
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% @ DO/)%//
O.DO/XV/ —e— Q= 0°
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o @7% 5 9 =60° x
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o % maxg/p value| < 6 =180° X Vi o
O-if \ \ | \ O \\/ ¥

T ]
00 05 1.0 15 20 25 30 35
eq (%) M -plane, ey = 1.272
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Figura 6.4: Ensaios na areia Shirasu preparada na forma fofa (Haruyama, 1987): (a)
Curvas tensao-deformacio; (b) Trajetorias de tensdo no plano II e critérios de ruptura.

g;
Omax = 57.16 °
o
Ny * ——  Mohr-Coulomb
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4 ¥ y
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(b)
Figura 6.5: Ensaios na areia Shirasu preparada na forma densa (Haruyama, 1987): (a)
Curvas tensao-deformacio; (b) Trajetorias de tensdo no plano Il e critérios de ruptura.
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Figura 6.6: Ensaios na areia Shirasu preparada na forma fofa (Haruyama, 1987): (a)
Curvas tensao-deformacao com indicagao dos pontos com g4 = 2%; (b) Trajetorias de
tensao no plano I e critérios de ruptura com indicacdo dos pontos com g4 = 2%.
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Figura 6.7: Ensaios na areia Shirasu preparada na forma densa (Haruyama, 1987): (a)
Curvas tensao-deformacao com indicagao dos pontos com g4 = 2%; (b) Trajetorias de
tensao no plano I e critérios de ruptura com indicacao dos pontos com g4 = 2%.

A calibracao do critério anisotropico introduzido, considerando os resultados do com-
portamento de resisténcia da areia Shirasu foi realizada. Para isso, as seguintes hipoteses
foram consideradas: a) a normal ao plano mobilizado serd a mesma ao SMP; b) a parcela
de coesao é desconsiderada (C' = 0); ¢) a normal paralela a dire¢ao de deposigao possui
componentes iguais a n,x = 0, ngy =0 e nyz = 1.

A Figura 6.8 mostra a comparacao entre os resultados experimentais com a areia

Shirasu no estado denso, o critério anisotropico e o critério Matsuoka-Nakai. Na figura,
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o critério de ruptura anisotropico foi determinado para @ = 0.25 e R = 1.18. O critério
de ruptura Matsuoka-Nakai foi calculado com angulo de atrito em compressao igual a
Omaz = D6.87°.

Verifica-se que a curva do critério anisotropico indica valores de resisténcia na direcao
dos planos de acamamento inferiores aos correspondentes na direcao de deposicao das
particulas. Ou seja, a formulacao acima permite a representacao do critério de ruptura
para materiais com anisotropia induzida, mediante a escolha da normal ao Plano Espa-
cialmente Mobilizado (724mp), € com anisotropia inerente, devido a utilizagdo da normal

a.

~

Figura 6.8: Comparagao entre a resisténcia simulada pelos critérios Matsuoka-Nakai e
anisotropico e resultados experimentais com a areia Shirasu no estado denso.

6.3 CONCLUSOES

Apresentou-se um critério geral para materiais isotrépicos e anisotrdpicos, com coesao ou
sem, que considera o conceito de plano mobilizado. Esse critério permite a simulacao
de resisténcias diferentes, com relagao a direcao dos esforcos principais. Um exemplo
de aplicacao foi mostrado comparando com resultados experimentais na areia Shirasu.
Nesta aplicacao, a resisténcia em compressao ao longo do plano de acamamento pode ser
simulada com valores inferiores a resisténcia na direcao de deposicao das particulas.

A formulagao apresentada permite futuras expansoes, pois os vetores @ e b podem
ser definidos de véarias formas, ou seja, tal formulacao compreende um arcaboucgo para
a definicao de varios critérios de ruptura. Certamente ensaios de laboratorio adicionais
serao necessarios para uma melhor avaliacao de seu potencial, além de permitir o estudo

dos planos mobilizados.
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Capitulo 7

MODELO SUBLOADING CAM-CLAY

A partir da década de 60, algumas caracteristicas da mecanica dos solos foram incor-
poradas aos conceitos da teoria matemética da elastoplasticidade, resultando no bem
conhecido modelo Cam-clay (Roscoe et al., 1958; Schofield & Wroth, 1968). Com isso,
simulacoes numéricas de obras geotécnicas puderam ser utilizadas com maior éxito no en-
tendimento de problemas reais. Entretanto, esse modelo e alguns outros baseados em seus
conceitos foram desenvolvidos para situacoes em que duas das tensoes principais fossem
iguais, nao permitindo, portanto, a aplicacao a problemas tridimensionais. A importancia
em considerar os trés valores de tensoes principais pode ser notada quando o problema
em estudo, por exemplo, construcao de barragens ou escavacoes subterraneas, sofre uma
indeterminada série de trajetorias de tensoes.

O modelo Cam-clay tem sido largamente utilizado para simular o comportamento de
solos e hoje se encontra implementado em muitos programas académicos e comerciais. A
grande aceitacao do Cam-clay decorre de dois fatos basicos: a) a capacidade de reproduzir,
pelo menos de forma qualitativa, alguns aspectos importantes do comportamento tensao-
deformagao-resisténcia dos solos, principalmente de argilas; e b) o namero reduzido de
parametros, todos com claro significado fisico e de simples obtencao. Entretanto, como
dito anteriormente, o modelo Cam-clay foi originalmente concebido a partir de ensaios de
compressao triaxial convencionais (axis-simétricos) e sua extensao para casos genéricos de
carregamento tridimensional encontra algumas dificuldades.

Apesar de o Cam-clay simular teoricamente situacoes de pré-adensamento, a resposta
quantitativa e qualitativa nao ¢ adequada, exibindo um longo trecho elastico até atingir
a resisténcia de pico, para somente entdo exibir amolecimento e dilatancia. Além disso,
o modelo Cam-clay, bem como outros modelos elastoplésticos convencionais, nao é ca-
paz de representar o comportamento do solo sob carregamentos ciclicos, uma vez que o
comportamento é totalmente eléstico no interior da superficie de plastificagao.

Estes tltimos aspectos podem ser melhorados significativamente com a introducao
do conceito de subplastificacdo (subcarregamento). Neste caso, adotam-se duas super-

ficies de plastificacao afastadas entre si de uma certa distancia que mede o grau de
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pré-adensamento. As superficies sdo chamadas de superficie de subcarregamento (“su-
bloading”) e superficie normal de plastificagdo. O estado de tensao esta sempre sobre a
superficie de sub-carregamento (interna), a qual avanga ou retrocede durante ciclos de car-
regamento e recarregamento. A superficie normal (externa) serve de memoria da historia
de tensoes e permanece estacionaria durante descarregamento, enquanto cresce durante
carregamentos.

Uma variavel interna adicional, com relacao ao modelo Cam-clay, relacionada ao pré-
adensamento em argilas ou a densidade relativa em areais, relaciona a posicao das duas
superficies. A adocao deste conceito possibilita uma transicao suave entre estados elasticos
e elastoplasticos, permitindo a simulacao de ciclos de descarregamento e recarregamento
a0 custo de um tinico parametro adicional. O conceito é aplicado dentro do arcaboucgo da
teoria de elastoplasticidade com endurecimento isotropico, apesar de poder ser aplicado
a modelos com endurecimento cinemético.

Com base nestes fatos, um modelo elastoplastico para materiais granulares sob carre-
gamentos ciclicos, que sofrem anisotropia induzida e a influéncia do segundo invariante
de tensao, ou seja, dependentes dos valores tridimensionais de tensao, é sugerido. Este
modelo, denominado por Subloading Cam-clay (SubCam), apesar de sua capacidade em
representar comportamento ciclico, no entanto, nao adota o conceito de endurecimento
cinematico ou rotacional, obedecendo ao principal objetivo de se manter a simplicidade.
Com esse objetivo, a interpretacao do modelo se torna clara e suas equacoes podem
ser imediatamente codificadas em computadores. Além disso, os solucionadores de DAS
apresentados poderao ser facilmente aplicados.

O modelo SubCam possui apenas cinco parametros constitutivos (Tabela 4.2), ou
seja, um a mais que o modelo Cam clay. Todos os parametros, com excecao da constante
¢, podem ser determinados em equipamentos comuns. O parametro ¢, que controla a
evolucao do aumento de rigidez com o nimero de ciclos, ¢ mais facilmente obtido ajustando

as curvas simuladas as curvas experimentais.

7.1 INVARIANTES DE TENSAO E DEFORMACAO

Neste modelo, utilizam-se os invariantes de tensao convencionais de Cambridge (Schofield
& Wroth, 1968): tensdo normal média p, tensdo desviadora q e um angulo anélogo ao de
Lode 6. Este ultimo é mostrado na Figura 5.3. As tensoes p e q sao calculados segundo
as equacoes da Tabela 4.4.

O angulo ¢ pode ser calculado, para um estado de tensao tridimensional g, segundo
a Eq. (5.6). A influéncia das dire¢oes principais nao é levada em conta, limitando a
abrangéncia deste modelo a materiais de comportamento isotrépico. Os invariantes de

deformacao sao a deformacao volumétrica ¢, e deformacao cisalhante &g.

Repr. Mat. do Comportamento Mec. Ciclico de Solos Sat. e ndo Sat. - Dorival M. Pedroso 72



7.2. Funcao de Plastificacao

7.2 FUNCAO DE PLASTIFICACAO

Este modelo possui duas superficies no espaco das tensoes, conforme preconiza o conceito
de subcarregamento. A seccao axis-simétrica dessas superficies é idéntica a do modelo
Cam-clay (Figura 7.1), na qual a fungao de plastificagdo é dada pela Eq. (7.1). As
secgoes octaédricas, entretanto, possuem a forma do critério de ruptura Matsuoka-Nakai
(Figura 5.9a), pois adota-se a equagao do critério de Argyris-Sheng et al. para a variacao
de M com 6. Portanto, a semi-elipse desenhada no grafico ¢ versus p para a regiao em

extensao sera menor que a equivalente para compressao (Figura 7.1b).

9, superficie normal Res=3.5
15 4
- — 08=30°
(éb" & ——  9=-30°
sub- - Pl N
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S ? / & o \
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Figura 7.1: Superficies do modelo SubCam: (a) Cortes das superficies de carregamento
e plastificacao, vistos no plano q versus p. Definicao da varidvel p mediante relacao linear
entre v = 1 + e (“specific volume”) e logp; (b) Corte da superficie de carregamento,
isomorfica a superficie de plastificacao, no plano ¢ versus p, com a parte em extensao
desenhada para valores negativos de q.

Na Eq. (7.1), f(g,z) fornece o valor da funcao de plastificagdo para cada tamanho
z;. ¢ = 0 indica a superficie de subcarregamento e ¢ = 1 a superficie normal. Porém,
a superficie normal nao entra na formulacao e apenas seu tamanho z; é utilizado para
vincular a variagao da superficie de subcarregamento com o endurecimento da superficie
normal.

A forma octaédrica similar ao critério Matsuoka-Nakai é obtida mediante a variacao
da inclinacao da linha de estado critico M com o angulo 6. Essa variacao foi proposta
inicialmente por Argyris et al. (1974) e estendida por Sheng et al. (2000). A equagao
proposta por Sheng et al. (2000), que resulta em superficies convexas para angulos de

atrito de até no maximo 48.59, é considerada. No entanto, ao contrario da Eq. (5.16)
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apresentada no Capitulo 5, o valor de M,,,, é trocado pelo Mg, assim,

w /a
M(9) = Mes (1 +w— (f— w) Sin36) (7:2)

Nesta equacao, Mgg e w sao calculados em fungao somente do angulo de atrito ¢cg no

estado critico (“cs: critical state”), segundo a Eq. (7.3).

6 sin ¢CS 3 — sin ¢CS !
Mo — _ (2 ®n¢es 7.3
©s 3 —sin ¢CS ¢ v (3 + sin Qﬁcs) ( )

A Figura 7.2 mostra a vista tridimensional da superficie de subcarregamento, analoga a
superficie normal de plastificacao, no espaco das tensoes ou de Haigh-Westergard. Nesta,

verifica-se a forma deformada da superficie para diferentes direcoes radiais no plano II.

0,

]

g,
(a) (b) (c)

Figura 7.2: Superficie de subcarregamento do modelo SubCam: (a) Vista tridimensional;
(b) Vista quase normal ao plano de axis-simetria; (¢) Vista normal ao plano octaédrico.

7.3 DEFORMACAO DE SUBPLASTIFICACAO

Nakai & Hinokio (2004) elaboraram um modelo com duas superficies, adicionando o con-
ceito do tensor modificado ao entao denominado modelo Subloading tij. Adicionalmente,
consideraram uma quantidade p que mede o estado de densificacao do solo. No modelo
SubCam apresentado aqui, a variavel p, mostrada no grafico da Figura 7.1a, ¢ definida
pela diferenca entre as tensoes médias equivalentes aos tamanhos das duas superficies de

plastificagao. A Figura 7.1a auxilia a dedugao da seguinte expressao:

(A= #)

Z

gg(sy) — _Tp =xln (Z—O) em que  x =
1

(7.4)

que define também a deformacao volumétrica relacionada ao estado de subplastificacao
gi(sy’ (Pedroso et al., 2005). Esta tltima, em contraposi¢ao a variavel p, é mais conveniente
a dedugao do modelo. O superscrito * indica subplastificagao (“subyielding”). Acima,

v =1+ e é o volume especifico.

Repr. Mat. do Comportamento Mec. Ciclico de Solos Sat. e ndo Sat. - Dorival M. Pedroso 74



7.4. Variadveis Internas

7.4 VARIAVEIS INTERNAS

A superficie normal de plastificacao tem a mesma evolucao adotada pelo Cam-clay, ou seja,

a taxa de variacao de seu tamanho é relacionada & variacao da deformacgao volumétrica
plastica pela seguinte equagao:

a:%ﬁ (7.5)

Diferenciando a Eq. (7.4) com relagdo ao tempo, obtém-se a equacao evolutiva da

superficie de subcarregamento em funcao das deformacoes volumétrica e volumétrica de

subplastificacao. O resultado é mostrado a seguir:
G0 = 2(en 4 gplow)) (7.6)
X

Assim, duas equagoes evolutivas, uma para a deformacao volumétrica e outra para a
de subcarregamento, devem ser introduzidas. A primeira é obtida, considerando a teoria
convencional da plasticidade, pelo fluxo plastico (Eq. 7.7). A segunda deve ser elabo-
rada de forma que a distancia entre as superficies seja anulada para grandes deformagoes
plasticas e ¢ relacionada ao processo de plastificacao mediante o multiplicador plastico A

(Eq. 7.8). Para isso, a variavel auxiliar L, definida na Eq. (7.9), é introduzida.

& =Ar, &=Atrr (7.7)

ePlsy) = AL(eP(V)) (7.8)

p(sy)|2 21/,)]2
L(gg(sy)) _ C|&) | _ C[X hl( / 0)] (79)
p p

Na Eq. (7.9), ¢ é o unico parametro adicional, com relagdo ao modelo Cam-clay e tem a

funcao de controlar a taxa de decaimento da flexibilidade do modelo, para qualquer tipo
de trajetoria que cause ciclos de carregamento e descarregamento.

E possivel relacionar diretamente as variaveis internas zo e 2z; com as deformacoes
plasticas, obtendo-se os moédulos de endurecimento Hy e H;. Para isso, as equagoes (7.9),

(7.8) e (7.7) devem ser substituidas nas equacoes (7.6) e (7.5), resultando em:

it
zozA%ﬁmg+L):AHo (7.11)

Nota-se que, quando L for zero (variavel de densificagao p nula), as duas superficies
crescem juntas, como se o material nao estivesse pré-adensado/densificado. Em trajetorias

de descarregamento, a superficie normal permanece estacionaria e a superficie de subcar-
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regamento diminui de tamanho. Com isso, a varidvel L aumenta, alterando a rigidez

simulada pelo modelo.

7.5 SISTEMA DE EQUACOES (DAS)

A deducao dos tensores elastoplasticos pode ser feita de forma idéntica aquela apresentada
no Capitulo Elastoplasticidade e Subcarregamento (Capitulo 3). A seguir, uma breve
revisao desta deducao é realizada.

O DAS resultante tera a seguinte forma:

y=F(x,y)x, x(to) =x0 e y(to) = vo (7.12)

na qual x e y podem, alternadamente, representar os tensores de tensao ou deformagao.

A lei elastoplastica sera dada por:

= =C:6 ou

2Q

I
zzzz@
3

€ (7.13)

Q
QR

em que C e D? sao tensores de quarta ordem de flexibilidade e de rigidez, respectiva-
mente. - N

A hipotese inicial para o desenvolvimento do DAS elastoplastico é a divisao linear
da taxa de deformacao total entre parte elastica e parte plastica. Ao mesmo tempo, a
Lei de Hooke Generalizada (Figura 3.2) ¢ considerada. Com a decomposi¢ao aditiva das
deformagoes (Eq. 3.3), a Lei de Hooke Generalizada (Eq. 3.4) e lei de fluxo (Eq. 7.7),

encontra-se:
e . (

A condicao de consisténcia deve ser determinada para a superficie de subcarregamento,

e, —H\g ou g = —Ag) (7.14)

20
I
@)
2Q
zzzzU
200,

para isso, a variacao de f com as varidveis internas z; deve ser limitada a variacao com

relacdo ao tamanho da superficie de subcarregamento zy. Assim,

f=2r10+ %=V 10 +yi=0 (7.15)

r=V (7.16)

O endurecimento do modelo ¢ devido, primeiramente, ao endurecimento da superficie
de subcarregamento. Matematematicamente, isso decorre do fato de que a condigao de
consisténcia (Eq. 7.15) considera apenas o tamanho da superficie de subcarregamento zo.
Entretanto, como o tamanho da superficie de subcarregamento é vinculado ao tamanho da

superficie normal de plastificagao z;, esta tltima também terd influéncia no endurecimento
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do modelo.
Inserindo a lei de fluxo (Eq. 7.7) e a de endurecimento para a superficie de subcarre-
gamento (Eq. 7.11) na Eq. (7.15) (consisténcia), o multiplicador plastico ou de Lagrange

podera ser expresso em funcao das taxas de tensao ou deformacao:

le)
@
Z;‘;

2= Q2

(AL A UL
__yOH ou _L/:‘NDE:

717
—yoHo (7.17)

Q2

Finalmente, substituindo as Eqs. (7.17) nas equagoes (7.14), os seguintes tensores

podem ser encontrados:

) e

e:g_y

rV (
& & ou D = D°—
—yoHo N ~

zz<
2 u
[0}

S~—

(7.18)

N zzzzb

kY| s
(=)
X
o

Q2

Similarmente, substituindo as expressoes para A (Eq. 7.17) nas leis de endurecimento
para as superficies de subcarregamento e normal de plastificacao (Eqs. 7.11 e 7.10), as

seguintes equacoes sao encontradas:

Zi=bi:g ou Z=DB;:¢ emque i=0,1 (7.19)
em que
b= Ly i=0,1 7.20
bi=V em que 1—0, (7.20)
e
H; . .
B, = EY : D em que i=0,1 (7.21)

sao tensores de segunda ordem independentes das taxas de tensao ou deformacao e as

seguintes variaveis foram definidas

h? = —y;H; (no sum on i) (7.22)

&=V :D°: 7 —yH; (nosum on i (7.23)
Verifica-se que o denominador de C'” e D® contém apenas o moédulo de endurecimento

Hy. Como este é dado por

Hy = %(trg + L), (7.24)

que é funcao de L, verifica-se facilmente que esta parte da equacao é a principal influéncia
do conceito de Subcarregamento no modelo. Quando L for nulo, o que equivale a dizer
que as duas superficies estao juntas, o modelo funcionard igualmente ao modelo Cam-

clay. Para L > 0, a rigidez simulada pelo modelo serd maior. Como L varia com a
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deformacao volumétrica de subcarregamento, ou medida p de densificacao, é de se esperar
que o endurecimento previsto pelo modelo sera dependente dos ciclos de carregamento-
descarregamento. L nao deverd ser menor que zero, pois considera-se que na situacao
limite, a superficie normal de plastificacao seja reduzida a superficie de subcarregamento.

Em seguida, a mesma representacao matricial do Capitulo 3 é considerada. Para

trajetorias de tensao impostas:

{'}_ [(g%g,zo) 0] {
G Ngi(g,zi) 0

Para trajetorias de deformacgao:

& D% (o, 2 >
{f}: [2 (g, 7) Olo{g}zy:}"(:p,y)x‘ o= {:, x} (7.26)

4]

o= {1, x} (7.25)

Note, agora, que C e D® sao fungoes apenas do tamanho da superficie de subcar-
regamento zj. Nozentant%, a mesma forma do DAS é obtida, permitindo a aplicacao
dos mesmos esquemas de solugao/integracao. Com isso, os algoritmos das Figuras 3.3 e
3.4 poderao ser aplicados, nos quais as rotinas de integracao numérica sao estudadas no
Capitulo 11.

Para montagem dos tensores elastoplasticos C e D, os gradientes da fungao de
plastificacao e o calculo das variaveis de endurecimento siao necessarios. Assim, com o
intuito de facilitar a implementacao computacional, apresenta-se a Tabela 7.1 com as
equacoes necessarias. Além disso, o algoritmo da Figura 7.3 mostra esquematicamente a

rotina para o célculo de todas variaveis.

Tabela 7.1: Gradientes de primeira ordem necessarios a implementacao computacional
do modelo Subloading Cam-clay (SubCam).

Entidade Definicao Expressao

a0 075M(1—w)cos30
0 = THw—(1—w)sin30
j—g p g (% dev s* — sin 39§>
r=V =3 =gttt i o
= MOG34 oM (O)p(p — 20) L 22
Yo = g%f = —M(Q)QP )
Y1 = g—zl =0

Embora nao necessarios aos esquemas de integragao explicita, os gradientes de segunda
ordem também sao agrupados na Tabela 7.2. Com isso, o esquema de solucao implicito
do tipo Backward-Euler também poderé ser usado na solucao deste modelo. Ressalta-se

que na dedugao dos gradientes de segunda ordem, M foi considerado constante.
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Tabela 7.2: Gradientes de segunda ordem necessarios a solucao do modelo Subloading

Cam-clay (SubCam) com esquemas implicitos, considerando M constante.

Entidade Definicao Expressao

or 2
M =z = (1) Ielsr
z g 9 ~ ~ I~
~ or 2 ~
_ = _ =M
No D20 5 1
__ 9Ho p(2M2 L
'BO T o Y < 3 3p2) g
_ 8ﬁ1 __ DPi1e 2M?2
51 o ~ x 3 !
IS _ OHo o tT(L‘) + L—2c(A\—r)2log 21 /20
00 00 X ) PX
S __ 9Ho _ z02c¢(A—k)?log z1/z0
01 o1 - Z1pX
S =2L =0
10 — 90 -
g oMy o tr(g)
11 o1 - X

Entrada : Volume especifico v, estado de tensao g, variaveis internas z;
g of

9g

modulos de endurecimento H;, coeficiente plastico hP
! Invartantes

Calcular p, ¢, s =g — <=1 esin(30) !Eq. (5.6)

Calcular M — M(0) !'Eq.(7.2)
! Gradientes

V — M?(2p — 20)1/3

if ¢ > gnin then

Y<V¥+3s

cos (30) « /1 — sin? (30)

if cos (30) > zero, then

dM(6) 0.75M (1—w) cos 30
o 1+w—(1—w) sin 360 !Eq. (5.21)

s?—ses

trs

dengHgog—%[ !'Eq. (5.20)
0 H12y (Sdevs® —sin3s) 1Eq.(5.19)

% q? cos 30
V — ¥+ 2Mplp — 20) Vg g

N

=Y
yo — —M?p
y1 <0

! Endurecimento
X — (A=r)/v
L —c|xlog(z1/2)]” /p
Ho «— zo(trr + L)/x
Hy «— 21 tri/x

' Médulo pldstico
h? — —yoHo

Saida : Diregdo das deformagoes pléasticas r, derivada V' = 3, derivadas y; =

of
821' ’

Figura 7.3: Rotina para o célculo dos gradientes e variaveis de endurecimento do modelo

SubCam.
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7.6 VERIFICACAO EXPERIMENTAL

As equagoes do modelo SubCam podem ser diretamente substituidas no algoritmo da
Figura 3.3, permitindo a simulacao de ensaios de laboratério. Os resultados das simula-
¢oes dos seguintes grupos de ensaios sao mostrados aqui: a) Ensaios ciclicos com argila
Fujinomori (FO1); b) Ensaios monotonicos com a argila Fujinomori (FCH) e ¢) Ensaios
monotdnicos com a com a areia Toyoura (TSD). As trajetorias e explicagoes dos ensaios

sao omitidas, mas podem ser encontradas no Capitulo 4.

7.6.1 ENSAIOS CICLICOS COM A ARGILA FUJINOMORI (FO1)

As Figuras 7.4 até 7.13 mostram os resultados apresentados por Chowdhury (1994) com a
argila Fujinomori (FO1 - “Fujinomori Old” com OCR=1). Os cinco primeiros resultados,
Figuras 7.4 até 7.8, correspondem aos ensaios com tensao média (p) constante. Resulta-
dos de dois ensaios do tipo triaxial convencional (CTC) sdo apresentados nas Figuras 7.9
e 7.10. Por tltimo, os resultados dos ensaios triaxiais ctibicos sao mostrados nas Figu-
ras 7.11 até 7.13. Os parametros e as condigoes iniciais (OCR) usados nas simulages sao

apresentados na Tabela 7.3.

Tabela 7.3: Parametros e condicoes iniciais para as simulacoes dos ensaios ciclicos com
a argila Fujinomori (FO1) e o modelo SubCam.

Parametro/constante  Valor  Unidade/tipo

A 0.0891

K 0.0196

Des 316 °

G 105 kPa
c 14000

OCR 1

A Figura 7.4, correspondente ao ensaio FO1-CTP-01, permite observar que o modelo
SubCam, de certa forma, consegue simular o aumento da rigidez com o niimero de ciclos.
Isso é notado, por exemplo, pelo grafico de q/p versus €4 em que se pode observar que
a magnitude do incremento de deformacao desviadora diminui com os ciclos, ou seja, a
representacao da relacao tensao desviadora-deformacao desviadora é razoavel. Em contra-
partida, considerando as deformagoes volumétricas (grafico de q/p versus €,), apesar de as
deformacoes volumétricas diminuirem, os resultados experimentais mostram que o mate-
rial aumenta a rigidez mais rapidamente do que o que foi simulado. No entanto, de forma
geral, o resultado é satisfatorio, principalmente quando em comparacao com os valores
calculados pelo modelo Cam-clay modificado. Estes valores também sao apresentados na
mesma figura. Como o modelo Cam-clay nao considera o subcarregamento, a regiao elas-

tica aumenta com a primeira trajetoria de compressao, fazendo com que todos os ciclos
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de carregamento em compressao-descarregamento-carregamento em extensao ocorram no
regime elastico. Com isso, as deformacoes desviadoras calculadas com o Cam-clay nao
correspondem aos ciclos com variacao de rigidez e as deformacoes volumétricas sao nulas
devido a auséncia de deformagao volumétrica plastica.

Os resultados das simulacgoes apresentados na Figura 7.5, com ciclos de amplitudes
diferentes (ensaio FO1-CTP-02), mostram que o modelo SubCam consegue simular os
ciclos das curvas tensao desviadora-deformacao desviadora relativamente bem. O com-
portamento de dilatancia e a variacao da deformacao volumétrica também sao bem repre-
sentados. Ao contrario, o modelo Cam-clay perde a acuracia, pois os ciclos de compressao-
descompressao-extensao ficam limitados ao regime elastico. No entanto, aumentando a
amplitude do ciclo, o dominio elastico do modelo Cam-clay também é aumentado, apos a
ocorréncia de deformacoes plasticas. As mesmas conclusoes sao validas para os resultados
das simulac¢oes mostrados na Figura 7.6 (ensaio FO1-CTP-03), entretanto, para o modelo
SubCam, a diminuicao de deformacao desviadora ¢ bem maior que a que ocorre no ma-
terial. J4 a representacao da deformacao volumétrica com este modelo é relativamente
acurada.

As Figuras 7.7 e 7.8 mostram os resultados dos ensaios FO1-CTP-06 e FO1-CTP-07,
respectivamente. Nestas figuras, observa-se que o modelo SubCam simula o aumento
de deformacao plastica para a compressao e extensao, enquanto que o modelo Cam-clay
nao representa bem a extensao devido ao regime elastico. Para o ensaio comecando com
extensao FO1-CTP-07, cujos resultados sao mostrados na Figura 7.8, o decréscimo de
deformacao desviadora é bem maior do que ocorre no material. Nas Figuras 7.7 e 7.8 nota-
se um leve aumento de deformacao volumétrica durante o descarregamento. Este aumento
nao é calculado pelo modelo SubCam (e Cam-clay), pois esta trajetoria corresponde ao
descarregamento elastico.

As Figuras 7.9 e 7.10 apresentam os resultados das simulagoes dos ensaios triaxiais
convencionais FO1-CTR-01 e FO1-CTR-02, respectivamente. Na Figura 7.9 observa-se
que o modelo SubCam simula o pequeno ciclo no grafico tensao desviadora-deformacgao
desviadora devido & compressao-descompressao-extensao. O modelo SubCam também
simula o aumento de deformagao volumétrica ao longo deste ciclo. No entanto o aumento
de deformacao volumétrica é um pouco maior que o mesmo apresentado pelo material.
A Figura 7.10 corresponde a um ensaio monotonico, no qual observa-se que os valores
calculados pelos modelos SubCam e Cam-clay sao iguais entre si.

Os valores calculados pelos modelos SubCam e Cam-clay para os ensaios triaxiais ct-
bicos sao mostrados nas Figuras 7.11 a 7.13. Para o modelo SubCam, verifica-se que,
apesar de o comportamento geral ser bem representado, principalmente com relacao a
deformacao volumétrica, o modelo tem algumas dificuldades em representar o compor-
tamento para as trajetorias tridimensionais correspondentes. O modelo Cam-clay nao

consegue capturar todas as caracteristicas de comportamento ciclico do material.
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Figura 7.4: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTP-01 com a argila Fujinomori
e o modelo SubCam.
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Figura 7.5: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTP-02 com a argila Fujinomori
e o modelo SubCam.
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Figura 7.6: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTP-03 com a argila Fujinomori
e o modelo SubCam.

S| o_|
— —
0| |
o o
o o
9| T2
o o
[ )
— 1 ..
..
o o
T \ i I I \ T I I I I )
0 1 2 3 4
ev (%)
o O $ -
—— SubCam
—_| —_| —— Cam-clay
! A' e Dados
Ea Sh
W %]
| o|°* | 0|0,
T T
® o ¢ 0 o o e o o ® o
\ \ \ \ I \ \ I I
-2 0 2 4 6 3 4 5 6 7
ea (%) In(p) (kPa)

Figura 7.7: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTP-06 com a argila Fujinomori
e o modelo SubCam.
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Figura 7.8: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTP-07 com a argila Fujinomori
e o modelo SubCam.
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Figura 7.9: Resultados das simulagoes do ensaio FO1-CTR-01 com a argila Fujinomori
e o modelo SubCam.
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Figura 7.10: Resultados das simulagoes do ensaio FO1-CTR-02 com a argila Fujino-
mori e o0 modelo SubCam.
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Figura 7.11: Resultados das simulagoes do ensaio FO1-TTX-01 com a argila Fujino-
mori e o0 modelo SubCam.
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Figura 7.12: Resultados das simulagoes do ensaio FO1-TTX-02 com a argila Fujino-
mori e o0 modelo SubCam.
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Figura 7.13: Resultados das simulagoes do ensaio FO1-TTX-04 com a argila Fujino-
mori e o0 modelo SubCam.
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7.6.2 ENSAIOS MONOTONICOS COM A ARGILA FUJINOMORI (FCH)

Resultados das simulacoes dos ensaios monotonicos com diferentes valores de angulo de
Lode e com a argila Fujinomori (FCH) sao mostrados na Figura 7.14. Os parametros
usados nas simulacoes destes ensaios sao apresentados na Tabela 7.4, destacando que o
OCR usado foi igual a 1, tendo em vista que este material &€ normalmente adensado.
Com o auxilio da Figura 7.14, pode-se verificar que o modelo SubCam considera a
dependéncia da resisténcia com relacao ao angulo de Lode. Também se verifica a simulacao

da dependéncia entre a deformabilidade e o 4ngulo de Lode.

Tabela 7.4: Parametros e condicoes iniciais para as simulacoes dos ensaios monotonicos
com a argila Fujinomori (FCH) e com o modelo SubCam.

Parametro/constante ~ Valor ~ Unidade/tipo
A 0.0778

K 0.00824

es 345 ©

G 40 kPa

c 0

OCR 1
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Figura 7.14: Resultados das simulagoes dos ensaios FCH-TTP-{01,02,03,04,05} com
a argila Fujinomori e o modelo SubCam.
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7.6.3 ENSAIOS MONOTONICOS COM A AREIA TOYOURA (TSD)

Por ultimo, resultados das simulacdo dos ensaios monotonicos com diferentes valores de
angulo de Lode e com a areia Toyoura (TSD) sao mostrados na Figura 7.15. Os parametros
utilizados sao mostrados na Tabela 7.5. Ressalta-se que foi usado um OCR igual a 8 para
fazer com que as duas superficies, de subcarregamento e normal, fossem inicializadas com
uma distancia entre si. Esta distancia permite a simulagao da dilatancia positiva.

Com o auxilio da Figura 7.15, pode-se verificar a simulacao da dependéncia da resistén-
cia com relacao ao angulo de Lode. Também se verifica a simulagao da dilatancia positiva
durante endurecimento, contudo, nao tao boa como a representacao do comportamento

tensao desviadora-deformacao desviadora.

Tabela 7.5: Parametros e condicoes iniciais para as simulagoes dos ensaios monotonicos
com a areia Toyoura (TSD) e com o modelo SubCam.

Parametro/constante  Valor  Unidade/tipo

A 0.0764

K 0.0115

e 311 ©

G 514  kPa
c 3500

OCR 8

el T el T ?
— : — "
| | ﬂ
o |! o :
- | | )
Qo ! Qo !
T 3 = |
o | = 3 1
=k S| "
i u
f 1(/‘ B8
o | o {
" 5 R | O} ]
e e g T T T \ T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 150 200 250
& (%) p (kPa)
N 01
—— 06 =30° (SubCam)
S, —— 0 =15° (SubCam)
6 = 0° (SubCam)
~o_| 0 =-15° (SubCam)
S ® =-30° (SubCam)
g --- 06 =30° (Dados)
I o7 --- 0 =15° (Dados) _ @nax = 40.06
° 6 = 0° (Dados) ™ —— Mohr-Coulomb
o 6 =-15° (Dados) — Matsuoka-Nakai
T 0 =-30° (Dados) ¥
CIS* o)) O3

Figura 7.15: Resultados das simulagoes dos ensaios TSD-TTP-{01,02,03,04,05} com
a areia Toyoura e o modelo SubCam.
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7.7 CONCLUSOES

O modelo SubCam, além de fornecer um auxilio didatico durante a introduc¢ao ao conceito
de subcarregamento, é uma alternativa simples que pode ser aplicada em simulacoes com
carregamentos ciclicos, com algumas limitacoes.

As superficies de plastificagao possuem a forma do critério de Matsuoka-Nakai. Para
isso o critério Argyris-Sheng et al. foi considerado, mediante a variacao da inclinagao M (6)
em funcao do angulo de Lode. Assim, a representacao da resisténcia é melhorada, com
relacao ao modelo Cam-clay, que usa o critério Drucker-Prager. Por exemplo, verificou-se
a boa representatividade de ensaios monotonicos com diferentes angulos de Lode.

Do ponto de vista de implementacao computacional, ressalta-se que a do o modelo
SubCam é bastante facil, pois usa os invariantes convencionais de Cambridge. Além
disso, como a superficie de subcarregamento sempre acompanha o estado de tensoes, o
algoritmo de integracao numérica nao necessitard a determinacao de intersecoes durante
a determinacao da condigao de carregamento-descarregamento.

O DAS correspondente ao modelo SubCam, dado na forma genérica das Eqs. 7.25 e
7.26, pode ser resolvido com os esquemas do Capitulo 11. Com os gradientes de segunda
ordem dados pela Tabela 7.2, esquemas do tipo implicito (Backward-Euler) também po-

derao ser considerados.
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Capitulo 8

MODELO SUBLOADING TI1J

O modelo Subloading tij (Subtij), proposto por Nakai & Hinokio (2004), é capaz de
representar algumas caracteristicas do comportamento de materiais granulares sob car-
regamentos ciclicos. Sua maior novidade, com relacao ao modelo tij-clay, anteriormente
proposto por Nakai & Matsuoka (1986), é a adocao do conceito de Subcarregamento. A
diferenca do modelo tij-clay, e, entdao, do modelo Subtij, com relacao ao modelo Cam-clay,
¢ a utilizacao do tensor modificado tij; na verdade ¢,;, em que ¢ e j indicam os componen-
tes do tensor ¢ com relagao a um sistema cartesiano com base ortonormal, no entanto, tij
passou a ser um nome conveniente para o tensor L

Com este tensor modificado (tij), o modelo passa a simular a influéncia do segundo
invariante do tensor de tensoes no comportamento mecanico do material. A utilidade do
tensor t estd na possibilidade de trabalhar no espago modificado com equagoes analogas
as mesmas idealizadas no espago normal do tensor g e, automaticamente, se obter uma
formulagao dependente do segundo invariante de tensoes, mediante uma anisotropia in-
duzida. Essa anisotropia provém do fato de que o tensor ¢ é funcao de outro tensor de
anisotropia induzida (a@). O tensor a (aij) ¢ uma medida da variacdo do Plano Espacial-
mente Mobilizado (SMP), com relagao a variacdo do estado de tensoes.

O modelo Subloading tij também tem aplicacao genérica a argilas e areias, pois leva
em conta a influéncia do estado de densificagao do material. Essa influéncia é justamente
devido & adogao de duas superficies, ou, equivalentemente, do estado de subplastificacao
(Hashiguchi & Ueno, 1977). A variacao da densidade e, conseqiientemente, da rigidez
do modelo é controlada por uma nova lei evolutiva para a distancia entre as superficies
de subcarregamento e normal de plastificagdo. Obviamente, varias equacoes podem ser
adotadas. No entanto, Nakai & Hinokio (2004) escolheram uma que adiciona apenas um
parametro constitutivo, com relagao ao modelo tij-clay.

E importante ressaltar que o modelo Subtij apresentado aqui ndo considera a hipotese
da divisao linear das deformagoes plasticas em parte devida ao fluxo associado (AF) e parte
relacionada & compressao isotropica (IC) (Nakai & Hinokio, 2004). Esta divisao tem certa

importancia na melhor reproducao da influéncia da trajetéria de tensao na direcao das
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8.1. Invariantes de Tensao e Deformagcao

deformagoes Nakai & Matsuoka (1986); Nakai & Hoshikawa (2001); Nakai & Hinokio
(2004). No entanto, tal divisdo s6 é considerada para incrementos positivos do invariante
de tensao normal ty. Assim, para trajetorias em que ty fica constante ou diminui, o que
implica em p constante ou levemente positivo, o modelo Subtij deste trabalho é exatamente
igual ao modelo Subloading tij apresentado por Nakai & Hinokio (2004). A dedugdo das
equacoes do modelo Subtij completo, comparando-o com a formulagao convencional da

elastoplasticidade, pode ser encontrada em Pedroso et al. (2005).

8.1 INVARIANTES DE TENSAO E DEFORMACAO

A origem do tensor a ¢ o conceito de Plano Espacialmente Mobilizado (SMP). Na verdade,
seus valores principais sao iguais aos componentes da normal ao SMP, referidos a um
sistema ortonormal no espago das tensoes principais (Haigh-Westergard). Sua dedugao
pode ser encontrada em Nakai & Matsuoka (1986); Chowdhury (1994); Pedroso (2002).

Neste trabalho, parte-se da seguinte expressao:

[Iso 4
=4/ =T 8.1
Iy, * (8.1)

T=,/0 (8.2)

29

em que

ou seja, T é a raiz quadrada do tensor o ¢ 77! = /& ! representa o inverso de T,
ou, igualmente, ao inverso da raiz quadrada do tensor g. Em seguida, o tensor ¢ pode ser

definido pela seguinte expressao:

t=aeg (8.3)
Com isso, os seguintes invariantes de tensao ty e tg podem ser obtidos:
tv=tia e ts=,/(t-tva): (t—tva) (8.4)
ou, equivalentemente,
. . Vhiolaolse = 915, (8.5)

[20 8 [20

em que Ii,, I5,, I3, sao os invariantes caracteristicos do tensor g. Os invariantes ty e
ts sdo iguais as tensdes normal e cisalhante no Plano Espacialmente Mobilizado (SMP),

respectivamente (veja Eqgs. (5.13) do Capitulo 5).
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8.2 FUNCAO DE PLASTIFICACAO

No modelo Subloading tij as superficies de plastificagdo normal e de subcarregamento
foram definidas no hiper-espaco de tensdes modificado. Essas superficies se reduzem a
curvas, quando tracadas num plano cartesiano com coordenadas iguais aos invariantes ¢y
e tg (Figura 8.2). A superficie externa é igual aquela introduzida por Nakai & Matsuoka
(1986) no modelo tij-clay. A superficie interna (subcarregamento) ¢ analoga a superficie
normal, mas sempre passa pelo estado de tensées. Na Figura (8.2), ¢ indica o estado de

tensoes e o’ representa uma imagem deste estado projetada na superficie normal.

e

* Int,,. lnqu,v" In z; Inty

Figura 8.2: Superficies de carregamento e de plastificacao do modelo Subloading tij;
Relagao v versus Inty.

A superficie de plastificacdo normal é uma das iso-superficies geradas pela Eq. (8.6)
e pode ser medida pela varidvel interna z;, que tem dimensao de tensao, pois é relacio-
nada & tensdo média ty. O estado de tensdes imagem (g’) ndo entra explicitamente nas
formulagées e ¢ igual a g quando as duas superficies sdo coincidentes. A superficie de

subcarregamento, com tamanho zy, tem forma similar a superficie de plastificacdo normal
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8.3. Deformagao de Subplastificacao

e é determinada pela Eq. (8.6), contudo, calculada para as tensdes g.

flg,z1) =In - +ﬁ

Na Eq. (8.6), as constantes M* e [ sdo parametros do material e sdo determina-

tn(g) 1 (L')))ﬁ (3.6)

3 M*tN(g

das a partir de resultados experimentais, dispostos na forma de curvas tensao-dilatancia
(Figura 8.1). M* tem func¢ao similar ao M do modelo Cam-clay e (3, introduzido por
Chowdhury & Nakai (1998), deve ser encontrado por meio de tentativa-e-erro para a
ajustar a curva tensao-dilatancia aos resultados de ensaios triaxiais convencionais de com-
pressao e extensao.
O calculo de M* depende somente do valor R, razao °i/s; no estado critico, em
compressao. Para isso, as seguintes equagoes sao necessarias:
X, — \/i(Rcs — 1) (8.7)
3V Res
1 — /R

Y., = 88
V2(V/Res + 0.5) (8:8)
M = (X2 + Y, x5 (8.9)

Durante a transicao eléstica-plastica, a lei de fluxo é determinada para a superficie
de subcarregamento e, apds essa transi¢ao, como as duas superficies passam a se mover
juntas, por qualquer uma das duas. Uma lei de endurecimento controla a variacao da
superficie de plastificacao normal e por meio de uma medida da diferenca entre as duas
superficies, a qual requisita a introducao de uma nova equacao evolutiva, determina-se a
variagao da superficie de subcarregamento. Esta tltima acompanha o estado de tensoes
tanto durante a ocorréncia de deformacoes plasticas quanto durante o regime eléstico, ou

seja, aumentando ou diminuindo de tamanho.

8.3 DEFORMACAO DE SUBPLASTIFICACAO

Nakai & Hinokio (2004) consideraram a quantidade p, que mede o estado de densificagao
do solo, na ligacao entre as duas superficies. Neste modelo, a variavel p, mostrada no
grafico da Figura 8.2, é definida pela diferencga entre as tensoes (modificadas) médias
equivalentes aos tamanhos das duas superficies de plastificagdo. A Figura 8.2 auxilia a

dedugao da seguinte expressao:

Z

5JZ(sy) _ _Tp =yln (z—o) em que Y = (
1

A—K)
v

(8.10)

que define também a deformacgao volumétrica relacionada ao estado de subplastificacao

52(31”’) (Pedroso et al., 2005). Esta tltima, em contraposi¢ao a variavel p, é mais conveniente
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a dedugao do modelo. O superscrito * indica subplastificagdo (“subyielding”). Acima,

v =1+ e é o volume especifico.

8.4 VARIAVEIS INTERNAS

As variaveis internas deste modelo sao similares aquelas introduzidas pelo modelo Sublo-
ading Cam-clay (SubCam; Capitulo 7). Na verdade, o modelo SubCam foi originado a
partir das idéias apresentadas no trabalho de Nakai & Hinokio (2004).

A superficie normal de plastificacao tem a mesma evolucao adotada pelo Cam-clay,
ou seja, a taxa de variacao de seu tamanho é relacionada a variacao da deformacao

volumétrica plastica pela seguinte equagao:

. 21 .

2 = ;575 (8.11)
Diferenciando a Eq. (8.10) com rela¢do ao tempo, obtém-se a equagao evolutiva da su-
perficie de subcarregamento em funcao das deformacoes volumétrica e volumétrica de

subplastificacao. O resultado é mostrado a seguir:
G0 = 2(en 4 gplow)) (8.12)
X

Assim, duas equacoes evolutivas, uma para a deformacao volumétrica e outra para a de
subcarregamento, devem ser introduzidas. A primeira é obtida, considerando a teoria
convencional da plasticidade, pelo fluxo plastico (Eq. 8.13). A segunda deve ser elabo-
rada de forma que a distancia entre as superficies seja anulada para grandes deformacoes
plasticas e é relacionada ao processo de plastificacao mediante o multiplicador plastico A

(Eq. 8.14). Para isso, a variavel auxiliar L, definida na Eq. (8.15), é introduzida.

& = Ar, éb= Atrg (8.13)

eP(sy) = AL(eP(V)) (8.14)

p(sy)y2 I (21/2,)12
L(gg(gy)) — C(gv ) — C[X n( /0)] (815)
tn tn

Na Eq. (8.15), ¢ é o tnico parametro adicional, com relagdo ao modelo tij-clay e tem a
funcao de controlar a taxa de decaimento da flexibilidade do modelo, para qualquer tipo
de trajetoria que cause ciclos de carregamento e descarregamento. No trabalho original
(Nakai & Hinokio, 2004), a fungao L é denotada por G e o parametro ¢ é apresentado
como a. Note que na Eq. (8.15) a variavel de normalizagdo é o invariante modificado ty.

E possivel relacionar diretamente as varidveis internas zy e z; com as deformacoes
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8.5. Sistema de Equacoes (DAS)

plasticas, obtendo-se os moédulos de endurecimento Hy e H;. Para isso, as equacoes
(8.15), (8.14) e (8.13) devem ser substituidas nas equagoes (8.12) e (8.11), resultando em:

4 =AM ter =AM, (8.16)
2 UL

Como no modelo SubCam, nota-se que, quando L for zero (variavel de densifica-
¢ao p nula), as duas superficies crescem juntas, como se o material ndo estivesse pré-
adensado/densificado. Em trajetorias de descarregamento, a superficie normal permanece
estacionaria e a superficie de subcarregamento diminui de tamanho. Com isso, a variavel

L aumenta, alterando a rigidez simulada pelo modelo.

8.5 SISTEMA DE EQUAGOES (DAS)

Como ressaltado anteriormente, o modelo SubCam possui formulacao similar que a do
modelo Subtij. Por isso, a deducao do DAS do modelo Subtij serd idéntica a do modelo
SubCam apresentado no Capitulo 7. A unica diferenca esta na escolha do fluxo plastico,

que no caso do modelo Subtij é do tipo nao associado e dado por:

of  _df
8£ dg

2:':

(8.18)

Com isso, nesta se¢ao omite-se a dedugdo do DAS. No entanto, a representacao matricial
é re-apresentada, com o intuito de servir para referéncia futura. Assim, para incrementos

de tensao fornecidos:

= ¢} ~ = = Xz T o = 1: .
: bio.s) 0 . Y) {:, x} (8.19)

Q0

Q

e para trajetorias de deformacao:

& D%(g,z0) 0| [¢ . .
{z}: [g ~ ]o{m}zy:f(x,y)x o:>{:,><} (8.20)
Z; Bi(g,z) 0 0

Para montagem dos tensores elastoplasticos C” e D® do modelo Subloading tij, os
gradientes da funcao de plastificagao e o calculo das variaveis de endurecimento sdo neces-
sarios. Assim, com o intuito de facilitar a implementacao computacional, apresentam-se
na Tabela 8.1 as equagoes necessarias.

A implementagao do modelo Subtij depende do calculo das derivadas relacionadas ao
tensor tij (t), tendo em vista que t = t(g). A derivagdo destas equacoes é omitida neste

trabalho, mas pode ser encontrada em Pedroso (2002).
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Os gradientes de segunda ordem relacionados ao tensor tij e ao modelo Subloading tij
sao apresentados na Tabela 8.2. Com isso, esquemas implicitos poderao ser aplicados a
solugao do DAS do modelo Subloading tij. As derivadas dos tensores @ e t, com relagao
ao tensor g sao deduzidas no Apéndice D.

O algoritmo da Figura 8.3 resume as equagoes necessarias. Adicionalmente, as deri-
vadas dos invariantes caracteristicos do tensor de tensoes g também serao necessirias. O
Apéndice D apresenta estas equacoes. Finalmente, O Algoritmo 8.4 também poderé ser

util na implementacao do modelo Subtij.
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Tabela 8.1: Gradientes de primeira ordem necessarios a implementacao computacional

do modelo Subloading tij (Subtij).

Entidade Definicao Expressao
dIlO' —
dg T =
dlay _ .
& =(rgl-g
die =geg—l,g+ bl =1lma"
diy — —indl, | 3 dlzs
do T Iy do Iy do
dts — M% + Mdba 4 I, —6tN dizs
do ~ 6tg do 6tslas 2tgl2s  do
dis Ling
dt ts
diy _
dt =g
aof _ 1 1 _ ts A
Otn Tty M*tn
of _ 5!
Ots (M*ty)?
r _ﬂ _ of dtN+8fdtS
~ T ot T Oty dt Otg dt
\% _ of _ Of dty | Of dtS
~ ~ Odo Oty do Otg do
_ 9f _ -1
Yo T 0z T 2
5f —0
Y1 921 =

Tabela 8.2: Gradientes de segunda ordem necessarios a

tij (Subtij) com esquemas implicitos.

a solucao do modelo Subloading

Entidade Definigao Expresséo
ar 2
_x = diy 0f Pty dg 0f Pts
]\54 T o - ® BtNBO' + otn atr?cr + ® 8tsBa' + Otg 8t80’
N or
No =5 = 9
dr
— Mo _ [psym . = _ Ldiy ) 2
.50 ag z : dg 53 dg) X
dr
_ OH1 _ sym . = | z1
B =% =I"i)s
IS _ 9Ho o 7’(:) + L—2c(A—k)? log 21 /20
T T X tNX
S _ 9Ho _ 202¢(A—k)2log 21 /20
01 - 91 - 21tNX
S =2L =90
g oy, _ o)
11 261 - X
02f _ (Brlé-ldiy | —B6 dis
OtnOo t?\l do tnts do’
>’ f — —Bodiy 4 ( )¢> dts
otsdo tnts dg dg
82tN _ d_g
otoo - da-
Prs ds p 1% Lty _tydts) _ tn 92
otdo o t ® ts do a ® ts do i3 do ts do
da dt A .
OBS.: Os tensores de quarta ordem = e 2= sao apresentados no Apéndice D.
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Entrada: Tensor de tensoes a

. ) —1
Saida . th ts, [107 I2Ja ]307 Za Z

L, —trag
Loy % [(trg)2 —tr (g ° )}
[ ]

I3, <+ deto = [tr (ge gN

4
Wl

\V4 Liglos 13, _91;%0-

tS - 120'
T < /@ !Apéndice D

_1 ToT—Il.,-‘r—i-Iz !

2

dty —tndlas | 3 dly, I
ie " T dg + Tor dg Apéndice D (31)

dts ,  ty dlig  tn(6ty— flo)dlza Loty dlss | gp5mds Al

dg - 6tg da + 6tglos + 2tslos dg : Apend?,ce D (82‘)
t—tna

dtS ~ Nm

d£ - tg

Figura 8.3: Rotina para o cdlculo das derivadas relacionadas ao tensor tij.

Entrada: Volume especifico v, estado de tensao o, variaveis internas z;
Saida : Diregao das deformagoes plasticas r, derivada V = ﬂ derivadas

Yi = gf modulos de endurecimento H;, coeficiente plastlco h?

! Invariantes e derivadas relactionadas ao tensor tij

Calcular ty, ts, Iig, Iog, I35, T, T7', @, 1, dy dis o &s 1 glgoritmo 8.3

! Gradrentes

o[t o) |
atN M*tn

B—1
Otg (M*tN)ﬁ

af Af dts

r A atNa+ Ots dt
Of dty | Of dtg

V — ain do T s dg
-1

Yo <~ %o

y1 <0

! Endurecimento
X — (A=k)/v

L «— c[xlog (21/20)]" /tn
Ho «— zo(trr + L)/x
Hyi zltri/x

' Médulo pldstico
h? — —yoHo

Figura 8.4: Célculo dos gradientes e variaveis de endurecimento do modelo Subtij.

Repr. Mat. do Comportamento Mec. Ciclico de Solos Sat. e ndo Sat. - Dorival M. Pedroso

98



8.6. Verificacao Experimental

8.6 VERIFICACAO EXPERIMENTAL

As equacoes do modelo Subtij podem ser diretamente substituidas no algoritmo da Figura 3.3,
permitindo a simulagao de ensaios de laboratorio. Os resultados das simulacoes dos se-
guintes grupos de ensaios sao mostrados aqui: a) Ensaios ciclicos com argila Fujinomori
(FO1); b) Ensaios monotonicos com a argila Fujinomori (FCH) e ¢) Ensaios monoténicos
com a com a areia Toyoura (TSD). As trajetorias e explicagoes dos ensaios sao omitidas,

mas podem ser encontradas no Capitulo 4.

8.6.1 ENSAIOS CICLICOS COM A ARGILA FUJINOMORI (FO1)

As Figuras 8.5 até 8.14 mostram os resultados apresentados por Chowdhury (1994) com a
argila Fujinomori (FO1 - “Fujinomori Old” com OCR=1). Os cinco primeiros resultados,
Figuras 8.5 até 8.9, correspondem aos ensaios com tensao média (p) constante. Resulta-
dos de dois ensaios do tipo triaxial convencional (CTC) sao apresentados nas Figuras 8.10
e 8.11. Por 1ltimo, os resultados dos ensaios triaxiais ctibicos sao mostrados nas Figu-
ras 8.12 até 8.14. Os parametros e as condigoes iniciais (OCR) usados nas simulagoes sao

apresentados na Tabela 8.3.

Tabela 8.3: Parametros e condicoes iniciais para as simulagoes dos ensaios ciclicos com
a argila Fujinomori (FO1) e o modelo Subtij.

Parametro/constante  Valor  Unidade/tipo

A 0.0780

K 0.0140

v 0.21
Res 3.5 ©
c 880

3 1.43
OCR 1

A Figura 8.5, correspondente ao ensaio FO1-CTP-01, permite observar que o modelo
Subtij consegue simular o aumento da rigidez com o numero de ciclos. Isso é notado,
por exemplo, pelo grafico de ¢/p versus €4 em que se pode observar que a magnitude do
incremento de deformacao desviadora diminui com os ciclos. A simulagao das deformacoes
volumétricas (grafico de q/p versus €,) também é reazoavel, apesar de que os incrementos
de deformagao volumétrica observados diminuirem mais rapidamente que os calculadas.
De forma geral, a simulacao do comportamento ciclico com o modelo Subtij é boa.

Os resultados das simulacoes apresentados na Figura 8.6, com ciclos de amplitudes dife-
rentes (ensaio FO1-CTP-02), mostram que o modelo Subtij consegue simular os ciclos das
curvas tensao desviadora-deformacao desviadora relativamente bem. O comportamento

de dilatancia e a variacao da deformacao volumétrica também sao bem representados. As
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mesmas conclusoes sao validas para os resultados das simulagoes mostrados na Figura 8.7
(ensaio FO1-CTP-03).

As Figuras 8.8 e 8.9 mostram os resultados dos ensaios FO1-CTP-06 e FO1-CTP-07,
respectivamente. Nestas figuras, observa-se que o modelo Subtij simula o aumento de
deformacao plastica para a compressao e extensao. Tanto para o ensaio comegando com
compressao (FO1-CTP-06) quanto para o ensaio comec¢ando com extensao (FO1-CTP-
07), a resposta simulada é proxima da mesma apresentada pelo material. Nas Figuras 8.8
e 8.9 nota-se um leve aumento de deformagao volumétrica durante o descarregamento.
Este aumento nao é calculado pelo modelo Subtij, pois esta trajetoria corresponde ao
descarregamento elastico.

As Figuras 8.10 e 8.11 apresentam os resultados das simulacoes dos ensaios triaxiais
convencionais FO1-CTR-01 e FO1-CTR-02, respectivamente. Na Figura 8.10 observa-se
que o modelo Subtij simula o pequeno ciclo no grafico tensao desviadora-deformagao des-
viadora devido & compressao-descompressao-extensao. O modelo Subtij também simula
o aumento de deformagao volumétrica ao longo deste ciclo. No entanto o aumento de
deformacao volumétrica é um pouco maior que o mesmo apresentado pelo material.

Os valores calculados pelo modelo Subtij para os ensaios triaxiais ctbicos sao mos-
trados nas Figuras 8.12 a 8.14. Verifica-se que, apesar de o comportamento geral ser
bem representado pelo modelo Subtij, existem algumas dificuldades na representagao do

comportamento para as trajetorias tridimensionais correspondentes.

—& (%)

! \ \ \ \ I
4 5 6 7 8

In(p) (kPa)

Figura 8.5: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTP-01 com a argila Fujinomori
e o modelo Subtij.
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Figura 8.6: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTP-02 com a argila Fujinomori

e o modelo Subtij.
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Figura 8.7: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTP-03 com a argila Fujinomori

e o modelo Subtij.
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Figura 8.8: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTP-06 com a argila Fujinomori
e o modelo Subtij.
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Figura 8.9: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTP-07 com a argila Fujinomori
e o modelo Subtij.
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Figura 8.10: Resultados das simulagoes do ensaio FO1-CTR-01 com a argila Fujino-
mori e o modelo Subtij.
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Figura 8.11: Resultados das simulagoes do ensaio FO1-CTR-02 com a argila Fujino-
mori e o modelo Subtij.
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Figura 8.12: Resultados das simulagoes do ensaio FO1-TTX-01 com a argila Fujino-
mori e o modelo Subtij.
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Figura 8.13: Resultados das simulagoes do ensaio FO1-TTX-02 com a argila Fujino-
mori e o modelo Subtij.
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Figura 8.14: Resultados das simulagoes do ensaio FO1-TTX-04 com a argila Fujino-
mori e o modelo Subtij.

8.6.2 ENSAIOS MONOTONICOS COM A ARGILA FUJINOMORI (FCH)

Resultados das simulacoes dos ensaios monotonicos com diferentes valores de angulo de
Lode e com a argila Fujinomori (FCH) sao mostrados na Figura 8.15. Os parametros
usados nas simulacoes destes ensaios sao apresentados na Tabela 8.4, destacando que o
OCR usado foi igual a 1, tendo em vista que este material é normalmente adensado.
Com o auxilio da Figura 8.15, pode-se verificar que o modelo Subtij considera a de-
pendéncia da resisténcia com relacao ao angulo de Lode. Também se verifica a simulacao

da dependéncia entre a deformabilidade e o angulo de Lode.

Tabela 8.4: Parametros e condic¢oes iniciais para as simulagoes dos ensaios monotonicos
com a argila Fujinomori (FCH) e com o modelo Subtij.

Parametro/constante ~ Valor ~ Unidade/tipo

A 0.0778

K 0.00824

v 0.0 ©
Rcs 3.628

c 0

16} 1.4
OCR 1
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Figura 8.15: Resultados das simulagoes dos ensaios FCH-TTP-{01,02,03,04,05} com
a argila Fujinomori e o modelo Subtij.

8.6.3 ENSAIOS MONOTONICOS COM A AREIA TOYOURA (TSD)

Por ultimo, resultados das simulacdo dos ensaios monotonicos com diferentes valores de
angulo de Lode e com a areia Toyoura (TSD) sao mostrados na Figura 8.16. Os parametros
utilizados sao mostrados na Tabela 8.5. Ressalta-se que foi usado um OCR igual a 8 para
fazer com que as duas superficies, de subcarregamento e normal, fossem inicializadas com
uma distancia entre si. Esta distancia permite a simulacao da dilatancia positiva.

Com o auxilio da Figura 8.16, pode-se verificar a simulacao da dependéncia da resistén-
cia com relagao ao angulo de Lode. Também se verifica a simulagao da dilatancia positiva
durante endurecimento, contudo, nao tao boa como a representacao do comportamento

tensao desviadora-deformacao desviadora.
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Tabela 8.5: Parametros e condicoes iniciais para as simulacoes dos ensaios monotonicos
com a areia Toyoura (TSD) e com o modelo Subtij.

Parametro/constante  Valor  Unidade/tipo

A 0.0764
K 0.0115
v 0
Recs 3.5
c 200
16} 2.0
OCR 8
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Figura 8.16: Resultados das simulagoes dos ensaios TSD-TTP-{01,02,03,04,05} com
a areia Toyoura e o modelo Subtij.

8.7 CONCLUSOES

O modelo Subtij pode representar, de forma satisfatoria, as caracteristicas de comporta-
mento ciclico de solos normalmente adensados ou pré-adensados. Uma vantagem tnica do
modelo Subtij é a necessidade da determinacao de um nimero pequeno de parametros. As
trajetorias tridimensionais de ensaios cilibicos sao um pouco dificeis de serem simuladas.

O sistema de equacoes diferenciais pode ser posto sob a forma do sistema para modelos
elastoplasticos com subcarregamento, apresentada no Capitulo 3. Assim, os esquemas do

Capitulo 11 poderao ser aplicados na integracao numérica da relagdo constitutiva do
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modelo Subtij.

Embora as derivadas dos tensores @ e t com relagdo ao tensor de tensées g sejam
um pouco complicadas, estas podem ser encontradas de uma forma direta (Apéndice D).
As derivadas de segunda ordem da funcao de plastificacdo e dos invariantes relacionados
a0 tensor tij também foram apresentados. Com isso, para a solucao do DAS, esquemas
de integracao do tipo Backward-Euler poderao ser empregados. A ferramenta central no
desenvolvimento das derivadas relacionadas ao tensor tij é o conceito de decomposicao

espectral e suas conseqiiéncias como a definicao dos autoprojetores.
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Capitulo 9

MODELO PARA SOLOS NAO SATURADOS

Alonso et al. (1990) apresentaram um modelo simples razoavelmente util para reproduzir
o comportamento hidro-mecanico monotoénico de materiais parcialmente saturados. Este
modelo foi baseado no modelo Cam-clay e, portanto, tem comportamento similar ao do
Cam-clay para grau de saturacao de 100%, incluindo a previsao de resisténcia excessiva du-
rante extensao, devido ao critério de Drucker-Prager. Sua implementagao computacional,
vide Cordao-Neto (2005), requer cuidados adicionais devido & existéncia de descontinuida-
des, com relagao as duas superficies, SI (“Suction-Increase”) e LC (“Loading-Collapse”), no
espaco das tensoes (liquidas) e suc¢ao. Estas limitam um dominio elastico e se encontram
em arestas descontinuas.

Neste Capitulo, apresenta-se um novo modelo para solos nao saturados, denominado de
Barcelona Extendido (BarcelonaX), por ser uma extensao (simples) do modelo Barcelona
(BBM). Sua principal caracteristica é a definicdo de uma superficie tinica no espago das
tensoes e sucgao, ao contrario do modelo original que usa duas superficies: uma para a
succao e outra para as tensoes. Além disso, a influéncia do angulo de Lode na resisténcia
é considerada, mediante a formula de Sheng et al. (2000) para a variagao da inclina¢ao M
da reta de estado critico com o angulo de Lode (Eq. 5.16). Assim, por exemplo, o modelo
BarcelonaX tera resisténcia em extensao igual a prevista pelo critério de Mohr-Coulomb.
Contudo, essa resisténcia também serd funcao da sucgao.

O modelo é apresentado considerando a base para derivacao de modelos elastoplasticos
introduzida no Capitulo 3. Para isso, as funcoes de plastificacao, variaveis internas e leis de
endurecimento e fluxo plastico sao definidas. Em seguida o Sistema Algébrico de Equacoes
Diferenciais é determinado. Nesta etapa, considera-se que o incremento de succao s faz
parte do vetor aumentado de incrementos de tensao ou de deformacao, conforme seja o
caso de solugao para incrementos de tensao ou deformacgao dados. Essa metodologia segue
a sugestao de Sheng et al. (2003a).

A capacidade de reproducao do modelo, para trajetorias isotropicas ou de compressao,
é idéntica a do modelo original. Uma diferenca é a implementacao computacional que é

mais facil, pois a analise de carregamento-descarregamento podera ser feita considerando
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a superficie inica no espago de tensdes/sucgao p, s e . Além disso, devido sua derivagao
generalizada, o DAS podera ser resolvido pelos esquemas do Capitulo 11, que permitem
o controle da qualidade das simulagoes.

Como a maior parte do equacionamento é idéntica a do modelo original Alonso et al.
(1990), apenas uma revisao breve sera apresentada. Para facilitar, agrupam-se os parame-
tros do modelo BarcelonaX na Tabela 9.1. Estes sao basicamente os mesmos do modelo
Barcelona (BBM), com exce¢do do parametro B que ajusta a transigao entre a parte LC
(“Loading-Colapse”) e a parte ST (“Suction-Increase”) da superficie (tinica). Ressalta-se
que o emprego da equagao de Sheng et al. (2000) para a variacdo de M nao requer adigdo

de nenhum parametro.

Tabela 9.1: Parametros constitutivos para comportamento mecanico necessarios ao mo-
delo BarcelonaX.

Parametros Descricao

Ao Indice de compressibilidade/rigidez volumétrica para variagdo das
tensoes medido & succdo nula (Mg = 0.4343 - C.)

x Indice de expansio/rigidez volumétrica elastica para variacio das
tensoes (Ao = 0.4343 - C)

G Mobdulo de cisalhamento

bcs  Angulo de atrito em compressdo no estado critico

r  Coeficiente de ajuste na equacao do A(s) (Eq. 9.1): Parametro que
define a rigidez méxima do solo (Alonso et al., 1990)

B Coeficiente de ajuste na Equagao do A(s) (Eq. 9.1): Parametro que
controla a taxa de aumento da rigidez do solo com a sucgao (Alonso
et al., 1990)

k  Parametro que descreve o aumento da coesao virtual devido ao
aumento da suc¢ao matrica

As Parametro de rigidez volumétrica para variagao da sucgao

ks Parametro de rigidez elastica volumétrica para variacao da succao

B Constante que controla o decaimento da tampa (“cap”) que repre-
senta a superficie SI

O modelo requer a definicao de algumas constantes e, para sua inicializacao, algumas

variaveis devem ser fornecidas. Estas estao agrupadas na Tabela 9.2.

Tabela 9.2: Constantes e condicoes iniciais necessarios ao modelo BarcelonaX.

Constante Descrigao
OCR;,; Razao zp/p inicial de pré-adensamento
Vins Volume especifico inicial
Patm  Pressao atmosférica (1 atm = 101.3 kPa = 0.1013 MPa)
Dreg Pressdo de referéncia correspondente ao volume especifico (N(s))
de referéncia
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9.1. Invariantes de Tensao e Deformagcao

9.1 INVARIANTES DE TENSAO E DEFORMACAO

O modelo Barcelona utiliza duas variadveis de tensao, como sugerido por Fredlund &
Rahardjo (1993), a tensdo liquida gpes = Gror — tal € a SUCCAO 5 = Ug — Uy, €M que U, &
a Pressao no ar e u,, a na agua. Como a relacao tensao-deformacao é entre tensao liquida
e deformagao, a notagao @ = g, serd adotada e o termo tensao indicard tensao liquida.
A succgdo matrica s é a diferenga entre a pressdo no ar u, e a pressao na agua u,. Os
invariantes de tensao considerados sao os mesmos de Cambridge p, ¢ e o angulo de Lode

0. Os invariantes de deformacao também sao os de Cambridge.

9.2 INFLUENCIA DA SUCCAO

Talvez a principal diferenca do modelo Barcelona, com relacao ao Cam-clay, seja a adocao
da variacao do indice de compressibilidade com a suc¢ao (Eq. 9.1). Com essa variacao o

modelo pode simular expansao e/ou colapso.
A(s) =X [(1—r)e P +7] (9.1)

O aumento da resisténcia devido a sucgao é simulado mediante o deslocamento da
superficie de plastificacdo para a regiao de tensao média p negativa. Para isso, a seguinte
varidvel é definida:

ps = ks (9.2)

em que k£ é um parametro constitutivo e s é a succao matrica.
Além disso, o tamanho py da superficie de plastificacdo passa a ser funcao também da

succao. Isso é feito mediante a seguinte expressao:

2 P(s) o — K

o) =per () e ul) = 50 (9.3)
o Dref As) — kK

em que a variavel interna zo fornece o tamanho saturado da superficie de plastificacao e

as constantes \g, K e pr.y sa0 parametros constitutivos e valores iniciais, cujas defini¢oes

sao mostradas nas Tabelas 9.1 e 9.2.

9.3 FUNCAO DE PLASTIFICACAO

Este modelo adota uma superficie de plastificacao similar & do modelo Cam-clay. Entre-
tanto, seu tamanho passa a ser funcao também da succao. No modelo original, um plano
que limita a regiao elastica de succao também é proposto. Duas variaveis internas sao
necessarias para a defini¢do do estado tensao/succ¢do. A primeira (z) mede o tamanho da

superficie na diregao das tensoes e a segunda (z;) fornece a posi¢ao do plano que limita
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a maxima succao suportada pelo material. A Figura 9.1 mostra as duas superficies do
modelo Barcelona (BBM) no espaco (p,s,q).

No modelo original, uma superficie (cor avermelhada na Figura 9.1) é formada pela
pela extrusao da elipse do modelo Cam-clay ao longo do eixo da succao e a outra é um
plano vertical (cor azul na Figura 9.1) passando pelo valor de sucgdo igual a s = z;. Essas

duas superficies tém as seguintes fungoes de plastificacao:

fola, z0,5) = fo(p, ¢, 20,5) = ¢° — MZs(p+ ps)[po(z0, 5) — p] (9.4)
fl(S, Zl) =SsS— 21 (95)

em que Mcg € a inclinagdo (constante) da reta de estado critico.

Figura 9.1: Superficie de plastificacdo do modelo Barcelona (BBM): (a) Superficies no
espaco p,s,q; (b) Vista do plano q,p; (¢) Vista do plano q,s.

As superficies da Figura 9.1 foram geradas com a adoc¢ao dos parametros da Tabela 9.3.
O estado inicial considerado, mostrado por uma esfera amarela na figura, é devido aos
valores da Tabela 9.4.

Tabela 9.3: Parametros usados para gerar as superficies do modelo Barcelona Basic
Model, apresentada na Figura 9.1.

Parametro/constante Valor Unidade/tipo

Mo 0.25

K 0.05

G 1000  EkPa
Bes 20.0 °
r 0.90

3 0.10 kPa™?
k 0.5

As 0.002

Ks 0.001
Datm 101.3 kPa
DPref 1.0 kPa
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Tabela 9.4: Estado inicial usado para gerar as superficies do modelo Barcelona Basic
Model, apresentada na Figura 9.1.

Componente de tensdo/constante inicial Valor Unidade

Oz 15 kPa
oy 15  kPa
o, 15 kPa
Vini 1.8

OCR 1.4

21 30 kPa
Succao 20 kPa

No modelo BarcelonaX, para simplificar a implementacao computacional, adota-se
uma fungao de plastificagdo modificada que define uma superficie tinica no espago (p,s,q).

Esta é dada pela seguinte formula:
F(g, 2, 5) = F(p,q,0,20,21,5) = ¢ = M(0)*(p + ps)[po(20, ) — pl + C(21,5)  (9.6)

em que

C(21,8) = Py {eXp [M] —exp (_B Zl) } (9.7)

Pref Pref
e B é o tnico parametro adicional que permite ajustar a tampa da superficie na direcao
da succao.

Com essa formula, a superficie terd o aspecto mostrado na Figura 9.2. Nota-se que,
devido & variagao de M com o angulo de Lode, a porcao inferior, simbolizada por valores
de ¢ negativos para a extensao, tem menor amplitude do que a parte superior. Assim,
a resisténcia em extensao e o comportamento de deformabilidade para essas trajetorias

serao diferentes do que para compressao.

q

q

p

() (b) (c)

Figura 9.2: Superficie do modelo Barcelona Estendido (BarcelonaX): (a) Superficie no
espaco p,s,q; (b) Vista do plano q,p; (¢) Vista do plano s,p.
A variavel zq;,; pode ser inicializada de acordo com:
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9.3. Funcao de Plastificacao

em que o seguinte Incremento de Maxima Succdo (“Over Suction Increment” - OSI) foi
definido:

OSI = Sppge — S =721 — 8 (9.9)

A Figura 9.2 foi gerada considerando-se os estados iniciais da Tabela 9.5. Os parame-
tros usados sao apresentados na Tabela 9.6. Estes parametros serao usados posteriormente

nas analises do comportamento simulado pelo modelo.

Tabela 9.5: Estado inicial apresentado nas Figura 9.2 com a superficie do modelo Bar-
celonaX.

Componente de tensdo/constante inicial Valor Unidade

O 196 kPa
oy 196  kPa
o, 196 kPa
Vini 1.8

OCR 1.4

0OS1I1 98 kPa
Succao 98 kPa

Tabela 9.6: Parametros para a superficie do modelo BarcelonaX mostrada nas Figu-
ras 9.2.

Parametro/constante ~ Valor ~ Unidade/tipo

Ao 0.0778

K 0.00824

Des 34.0 °

G 30 kPa
r 0.78

15} 10 kPa~!
k 0.6

As 0.08

K 0.008

Datm 1.01 kPa
Dref 1.01 kPa
B 100

A superficie unica dada por F' = 0 no espago das tensoes/suc¢ao definird um dominio
elastico misto de tensdo/sucgao. Durante a evolucdo dessa superficie, a verificagdo da
situacao de carregamento-descarregamento podera ser feita mediante as seguintes expres-

soes

OF

py o + —§ > 0 = carregamento elastoplastico (9.10)
a2

0s

sendo = descarregamento elastico (9.11)
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e

or
oo

. OF, s
t€+ 55> 0 = carregamento elastoplastico (9.12)
~ s

QQ

sendo = descarregamento elastico (9.13)

em que a primeira é util quando incrementos de tensao e suc¢ao sao impostos e a segunda
para incrementos de deformacao e succao dados.

Considerando a Eq. (9.6), os gradientes necessarios a determinacdo da situagao de
carregamento-descarregamento e obtencao do multiplicador plastico A poderdo ser encon-

trados pelas seguintes equagoes:

_OF  M(0)*(2p — po + ks) OF OM 00
V=5,= ; L+38+ 537 0 o (9.14)
— 9 M9y | (p— po) — Op Bls —=)
S = 9 M(@0)* | (p —po)k — (p + ks) 83] + Bpyes €xp [ s (9.15)
_ 2
o — OF _ —M(6)"(p+ ks)¥po (9.16)
5’,20 20
oF —-BC
= a_Zl N DPref (917)
em que
% _ Po In (ZO/pref)¢ﬁA0(1 B T) exp (_68) (9 18)
Js A(s) — K ’ '
OF
anf = MO P —po)p+ks) (9.19)

e g—g e %—]\94 ja foram apresentados no Capitulo 5 pelas Egs. (5.19) e (5.21), respectivamente.

Com essas equagoes, os vetores normais a superficie da Eq. (9.6) poderao ser encontrados.

Para ilustrar, alguns vetores sao mostrados na Figura 9.3.

A

(a) (b)
Figura 9.3: Vetores normais a superficie do modelo BarcelonaX: (a) Vista do plano q;s;
(b) Vista do plano q,p; (¢) Vista do plano s,p.
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9.4 LEI DE FLUXO PLASTICO

Uma lei de fluxo nao associada ¢ adotada. Essa lei (Eq. 9.20) ndo considera a dependéncia

do gradiente da funcao de plastificacao com relacao aos incrementos de succdo. Assim, os
tensores gradientes estdo contidos nos hiperplanos para sucgao constante (Figura 9.4).

O .

el = of _ Ar (9.20)

= (o8

O vetor da diregao do fluxo plastico  é dado por:

[M ()] (2p + ks — po) OF OM 00
3 +3as + I D0 8g (9.21)

23
-

em que
_ Mecs(Mes —9)(Mes — 3)

9(6 - MCS)(l - I{/)\())

A Figura 9.4 ilustra os vetores usados para a definicdo da direcao das deformagoes

(9.22)
plasticas (lei de fluxo). E importante ressaltar que os vetores estdo contidos em planos

paralelos ao plano g versus p.

J iy ///M iy

L

I ”/Ml/
l

(b)

Figura 9.4: Vetores correspondentes a lei de fluxo plastico do modelo BarcelonaX: (a)
Vista do plano q,s; (b) Vista do plano s,p.

9.5 VARIAVEIS INTERNAS

Como no modelo Barcelona original, a primeira variavel interna do modelo BarcelonaX
(z0) representa o tamanho da superficie de plastificagdo para valores nulos de succao
(s=0). Sua evolucao é similar a do Cam-clay e é controlada pela seguinte equagao:

E

o= 2er = e = HoA (9.23)
X0 Xo =
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em que
)\0 — K

Hy = ﬁtrg e Xo= (9.24)

X0 v
A segunda variavel interna (z;) indica a méaxima suc¢do aplicada ao material e serve
para diferenciar estados de succao para os quais acréscimos de succao irao causar variacao
de deformagao elastica ou elastoplastica. Neste tltimo caso, a variavel z; acompanha a
variagao da succao. Sua evolucao, de certa forma acoplada & variagao do tamanho da
superficie de plastificacao, com relacao a variagao do estado de tensao, é controlada pela

seguinte expressao:

. + atm . atm A A
Xs Xs =
em que
z + atm /\s - HS
Hy = $trr e Xs= (9.26)
Xs - v

e que é similar & expressao para a evolucao de zy, contudo definida no plano com coorde-

nadas proporcionais a deformacao volumétrica e a succao.

9.6 RELACAO TENSAO-DEFORMACAO

O modelo Barcelona original considera que o incremento de deformacao volumétrica elés-
tica é dado por duas parcelas, uma devido a variagdo da tensao média (£¢,) e outra devido
a variagao da suc¢ao (£5,). Neste modelo, essa divisdo também ¢é considerada. Assim,

e _ e -e

£l =€ 4 €, (9.27)
A evolucao de cada parcela é similar & variacao do incremento de deformacao elastica do
modelo Cam-clay, mediante os parametros x e k,. A Figura 9.5 ilustra a definicdo dos

modulos K e K, que sao funcao dos parametros k e k4, respectivamente, e que permitem

definir as seguintes expressoes

1 K 1 K
)= —p e & = —§5=— "= 3 9.28
P Upp e Ks U<3 _'_patm) ( )

~e

Evo = E
Substituindo as Egs. (9.28) na Eq. (9.27), obtém-se

1 1
£ = —=p+ —5 9.29
R R (9.29)
Considerando, agora, a divisao linear do incremento de deformagao em parte eléstica
e parte plastica:

2m.
2me.

Cqgr (9.30)
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9.6. Relacao Tensao-Deformacao

A deformacao elastica pode ser decomposta em parte desviadora e parte volumétrica.
Assim,

g€ =deve® +isog” + £ (9.31)

Em seguida, com a relacao apresentada na Figura 9.6, levando em conta as defini¢oes dos
tensores isotrépicos e desviadores resumidas no Apéndice A, a hipotese da decomposicao
do incremento de deformacdo volumétrica (Eq. 9.29) e a lei de fluxo (Eq. 9.20), a Eq. (9.31)

podera ser substituida por:

g Lpwmae oy (Lo LAVL LG, (9.32)
=T 2G% 2T\ KPTR) 3T '
Como 4 7
_ap .=
p= io g=3:¢ (9.33)
entao,
co Lpowmin oo Liron . os Lt ir (9.34)
Ap As
K K,
1 1
Evo €
= =

Figura 9.5: Variacao dos incrementos de deformacao elastica com a tensao média e a
succao.

A devg"

2G

dev g°
—

Figura 9.6: Relacao entre as taxas de deformacao elastica desviadora e tensao desvia-
dora.

Com a expressao para o tensor modulo elastico C* (Eq. 3.9) e a defini¢do do seguinte
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tensor de segunda ordem:

-

¢ = (9.35)

w
s

a Eq. (9.34) podera ser reescrita de acordo com,

.o+ A

20
I

QY
2Q
sy

s (9.36)

em que a tnica diferenga, com relagao a Eq. (3.8) do Capitulo 3 para modelos elastoplés-
ticos generalizados ¢ o termo ¢“s, devido a contribuigao acoplada da variagao da sucgao.
Em seguida, para a obtencao do sistema de equacdes em fungao do incremento de

deformagao, multiplica-se 0 modulo elastico D pela a Eq. (9.36), o que permite escrever:

=D é—AD: 1 +d (9.37)
em que
—K
d°=—1 9.38
= Ks ] ( )

Da mesma forma, o termo d°$ na Eq. (9.37) é a contribui¢ao da suc¢do que modifica a

modelagem, com relagdo aos modelos convencionais da elastoplasticidade (Eq. 3.8).

9.7 ELASTOPLASTICIDADE MATEMATICA

De forma anéloga & deducao do sistema de equagoes da elastoplasticidade convencional

(Capitulo 3), a determinagao do multiplicador plastico A ¢é feita por meio da condicao de

consisténcia:
1
F=V:ig+> yin+S5=0 (9.39)
k=0
oA oF oOF OF

Substituindo as lei de endurecimento para zp ¢ z; (Egs. 9.23 e 9.25) na Eq. (9.39), o

multiplicador plastico A, para incrementos de tensao, sera

) V:0+ S5
Ao X 4 S

¥ em que h? = — Zkak (9.41)
k

Para incrementos de deformacao, substituindo a taxa de variacao do tensor de tensoes
dada pela Eq. (9.37) na Eq. (9.39),

=
I
| —
P
zz<
zzzzU
200

e:'—i—Y:gl%—i—Sé) em que @zY:Qe:g—Zkak (9.42)
k
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9.8. Evolugao das Variaveis Internas

O tensor modulo elastoplastico C pode ser obtido substituindo a Eq. (9.41) na

Eq. (9.36). Desta forma, encontra-se

P (9.43)

20
Il
@)
[}
=
2Q
+
20

em que

1 S
ep __ e E€Ep __ €
g =C tr® V e c=c +—hpg (9.44)

sao os tensores de quarta ordem e segunda ordem, respectivamente, que relacionam os

incrementos de tensao e sucgao com os incrementos de deformacao.

Analogamente, substituindo a Eq. (9.42) na Eq. (9.37), encontra-se

& = D7 : ¢ + d3 (9.45)

1
D?=D - (D)0 (V: D) e d7=d"-3(V:

28,

e+S)

2 2zb

“ir o (9.46)

sao os tensores de quarta ordem e segunda ordem, respectivamente, que relacionam os

incrementos de deformacao e succ¢ao com os incrementos de tensao.

9.8 EVOLUCAO DAS VARIAVEIS INTERNAS

As equacoOes para a evolucao das variaveis internas podem ser alternativamente represen-
tadas em funcao dos incrementos de deformagao ou tensao, mediante a substituicao dos

multiplicadores plasticos obtidos pelas Eqs. (9.41) e (9.42). Assim, considerando que,

Ge=AH, k=01 (9.47)
obtém-se:
em que
b = Y e D=—2 (9.49)

e =B €+ Qs (9.50)
em que
§k:%¥:ge e Qk:%(S—Y:Qe:LLB) (9.51)
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9.9. Sistema Algébrico de Equagoes Diferenciais (DAS)

9.9 SISTEMA ALGEBRICO DE EQUACOES DIFERENCIAIS
(DAS)

O sistema algébrico de equagoes diferenciais (DAS) formado pelas equacoes do modelo

BarcelonaX pode ser representado matricialmente, partindo-se das relagoes tensao-deformagao

(Eqgs. 9.43 e 9.45) e evolugao das variaveis internas (Eqgs. 9.48 e 9.50). Assim, Para incre-
mentos de tensao:
. er<g7 Zk) gep
2k bi(g,z) B

e para incrementos de deformacao,

{g} — [ls)ep(g’z’“> gep] o{ }z = Flao,y)i o= {nx) (9.53)
2k Bi(g,z) Q

Verifica-se que os sistemas das Eqgs. (9.52) e (9.53) s@o analogos aos mesmos obtidos

4u)

w- Qe

y=Flzy)i o= {,x} (9.52)

». 2.

para modelos elastoplasticos convencionais (Eqs. 3.21 e 3.22). Portanto, os esquemas

apresentados no Capitulo 11 também poderao ser aplicados a solucao desses sistemas.

9.10 CARACTERISTICAS TIPICAS

9.10.1 SIMULACOES COM CARREGAMENTOS MONOTONICOS

Inicialmente, com os parametros da Tabela 9.6, para verificar a representacao da resistén-
cia, cinco simula¢ées com diferentes angulos de Lode e carregamentos monotonicos sao
realizadas. As trajetorias destas simulagdes sdo impostas com p e s (sucgdo) constantes.
Dois estados iniciais sao considerados, um com succ¢ao nula, cujos valores iniciais sao da-
dos pela Tabela 9.5, com excecao dos seguintes: OSI = 0 e Suc¢ao=0, e o outro com
succao inicial igual a 98 kPa, OSI = 0 e os demais valores dados pela Tabela 9.5. O
estado inicial do segundo caso ¢ ilustrado na Figura 9.7.

Os resultados, com as respectivas trajetoérias, sao mostrados na Figura 9.8. Nesta
figura, verifica-se que a resisténcia, tanto para o caso com suc¢do nula, quanto para
succao de 98 kPa, varia com o angulo de Lode. Isto é devido a Eq. (5.16), que simula uma,
resisténcia similar a do critério de Matsuoka-Nakai. Para succao nula, o comportamento
simulado & o mesmo que o calculado com o modelo Subloading Cam-clay (SubCam),
quando as duas superficies daquele modelo estiverem juntas.

Com a succao de 98 kPa, a resisténcia, para todos os valores de angulo de Lode, é
maior que a mesma para succao nula, como é de se esperar, de acordo com a Mecanica
dos Solos ndo Saturados (Fredlund & Rahardjo, 1993).

Para as simulagoes com s=98 kPa, o ponto de mudanca brusca no grafico q/p versus
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g, da Figura 9.8 acontece, pois existe uma distancia entre o estado inicial de tensoes
(ponto amarelo) e a superficie. Esta distancia é ilustrada na Figura 9.7 por meio de uma
linha preta vertical. Como esta distancia também depende do angulo de Lode, os valores
q/p serao diferentes para cada valor deste angulo. Isto é verificado, por exemplo, para
a trajetoria de compressdo, na qual a razdo ¢/p correspondente & mudanga brusca tem
o maior valor (linha vermelha). Para os outros valores do angulo de Lode, as distancias

induzem a valores menores de ¢/p, mas também dependentes do angulo de Lode.

Trajetéria
no regime
elastico

(a) (b) (c)

Figura 9.7: Estado inicial da simulacao com o modelo BarcelonaX com p=196 kPa e
s=98 kPa ctes. e OSI=0: (a) Espago p,s,q; (b) Vista do plano q,s; (¢) Vista do plano s,p.

o
S
™
n _
|
o
2
N
o_| = |
g~ S
o e
o9
n |
0
o _]
n
S| Q ]
© N T T T T T © 5 T T T T T \ T T
0 2 4 6 8 10 00 05 10 15 20 25 150 200 250
& (%) p (kPa)

=30° (Suc=98 kPa)
15° (Suc=98 kPa)
0° (Suc=98 kPa)
-15° (Suc=98 kPa)
-30° (Suc=98 kPa)
30 ° (Sucgdo=0)
15° (Sucgdo=0)
0° (Sucgdo=0)
-15° (Sucgéo=0)
-30° (Succao=0)

O = 42.64 °

—— Mohr-Coulomb
—— Matsuoka—-Nakai

1
'
'

DD DPDDDDDDD

[0} » O3

Figura 9.8: Simulagoes com trajetorias com p e s constantes e diferentes valores constan-
tes de @ com o modelo BarcelonaX; Material hipotético com parametros da Tabela 9.6;
Estados iniciais com succao nula e igual a 98 kPa.
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9.10.2 SIMULACOES DE CASOS HIPOTETICOS

Algumas anélises das caracteristicas tipicas representadas pelo modelo BarcelonaX sao
apresentadas a seguir. Para isso, os casos hipotéticos de Alonso et al. (1990) foram
considerados. Os parametros para as simulacoes dos casos hipotéticos sao mostrados na

Tabela 9.7. Cinco conjuntos de testes sao considerados:

1. Trajetorias de molhagem (s < 0) e aumento de tensao média com tensao desviadora
nula, para estados de tensao/suc¢ao que permanecem dentro de um dominio eléstico

Figura 9.9;

2. Trajetorias de secagem ($ > 0) e aumento de tensdo média com tensao desviadora
nula, para estados de tensao/suc¢ao que permanecem dentro de um dominio eléstico

Figura 9.9;

3. Trajetoria de secagem seguida de molhagem, com aumento da superficie de plasti-

ficagao Figura 9.10;

4. Aumento de tensao desviadora mantendo p constante para diferentes valores iniciais

de succao; e

5. Molhagem causando ruptura para estado de tensao inicializado com aumento de

succao, tensao média e de tensao desviadora, nesta ordem:;

Para os casos hipotéticos do artigo de Alonso et al. (1990), correspondentes a quatro
trajetorias sem tensao desviadora (q=0) e uma com presenca de trajetoria do tipo triaxial
convencional em compressao, o modelo BarcelonaX simula o mesmo comportamento re-
presentado pelo BBM. Portanto, os graficos com os resultados mostrados a seguir devem

mostrar curvas iguais calculadas com os dois modelos.

Tabela 9.7: Parametros usados nas analises de previsao do modelo BarcelonaX para os
casos hipotéticos de Alonso et al. (1990).

Parametro/constante Valor Unidade/tipo

Ao 0.20

K 0.02

G 10,0 MPa
Des 254 ¢

r 0.75

16} 12.5 MPa™!
k 0.6

As 0.08

K 0.008

DPatm 0.101 MPa
Dref 0.101 MPa
B 1000
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Figura 9.9: Estados iniciais de tensao/suc¢ao e superficies de plastificacao para os testes
hipotéticos 1 e 2; Trajetorias de tensao/succao para os Testes 1 e 2: OCR;,; = 1.4 =

s(MPa)

0.3}

02| C
<-

0.1]

0.025 | —2D BE p(MPa)

¢ 1 T 1 * =

0" 123456

Figura 9.10: Estados iniciais de tensdo/sucgao e superficies de plastificacdo para os
testes hipotéticos 3: Trajetorias de tensao/sucgao para os Testes 3: OCRy,; = 1.4 =
Zo(ini) = 0.21 M Pa e zy(jn;) = 0.025 M Pa.

Os testes 1 (Figura 9.11) diferenciam-se entre si, basicamente, pela escolha da trajeto-
ria inicial de carregamento: diminuicao da succao (ABDF, AGHF) ou aumento da tensao
média (ACDF, ACEF). No primeiro caso, ocorre uma leve expansao, devido & molhagem
e ao estado de tensao média inicial relativamente baixo. No segundo, com valores mais
altos de tensao média p, podera ocorrer colapso devido & molhagem. A presenca de uma
mudanca brusca de pré-adensado para normalmente adensado deve-se ao valor inicial de
OCR;,; = 1.4. Essa mudanca ocorre ap6s o estado de tensao atingir a superficie de plas-
tificagao. Neste momento, a determinacao da interseccao a superficie deve ser realizada.
Como a superficie ¢ tinica, isso pode ser feito ou pelo método Newton-Raphson, que requer

o célculo dos gradientes (Eqgs. 9.14 e 9.15).
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Figura 9.11: Resultados dos Testes 1 (molhagem) com o modelo BarcelonaX.

A principal conclusao observada pelas trajetorias de secagem, seguidas de aumento de

tensdo média (Testes 2 da Figura 9.12) é a de que o comportamento, simulado pelo modelo,

neste caso, é dependente da trajetoria de tensao/succao. Essa conclusao provém do fato

de que 0 mesmo estado de tensdo/sucgao final (E) foi atingido com valores diferentes de

volume especifico para diferentes trajetorias de tensdo/succ¢ao.
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Figura 9.12: Resultados dos Testes 2 (secagem) com o modelo BarcelonaX.

A Figura 9.13 mostra que o ciclo de secagem-molhagem causa uma diminui¢do de

volume. Além disso, a influéncia da parte SI da superficie na variacao da parte LC pode
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ser verificada, observando que, no teste ACDE, a superficie (tinica) cresce mesmo com

variagao nula de tensao média. Isso fica claro quando, apds o ciclo, a trajetoria segue o

aumento da tensao média, na qual pode-se verificar um aumento do dominio elastico.
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Figura 9.13: Resultados dos Testes 3 (secagem-molhagem) com o modelo BarcelonaX.

A Figura 9.14 mostra o ganho de resisténcia (virtual) devido ao aumento da sucgao

para trés valores de succdo. Nestes testes (4), a tensdo média p e a suc¢do s permanecem

constantes, enquanto que a tensao desviadora é aumentada causando variacao volumétrica

e deformacao cisalhante.
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Figura 9.14: Resultados dos Testes 4 (aumento de resisténcia com suc¢ao) com o modelo

BarcelonaX.
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9.11. Conclusoes

Talvez uma das simulagbes mais interessantes com o modelo Barcelona (BBM) seja a
da ruptura devido a molhagem. Este tipo de ruptura pode acontecer, por exemplo, em
taludes de solos nao saturados em regioes tropicais, sujeitos a fortes chuvas e conseqiientes
infiltracoes. Uma simulacao pontual deste comportamento é apresentado na Figura 9.15.
Nesta simulagio, inicialmente, a trajetoria segue um aumento da succio (s), da tensdo
média (p) e da tensdo cisalhante (¢), nesta ordem (trajetoria ABCD). Em seguida, traje-
toria (DE), a succao sofre diminuigao (molhagem), causando a ruptura. Isso ocorre pois
a resisténcia virtual da succao, que compensava o nivel de tensao cisalhante ¢ do ponto
(D), é perdida.
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Figura 9.15: Resultados dos testes 5 (ruptura devido a molhagem) com o modelo Bar-
celonaX.

9.11 CONCLUSOES

O modelo BarcelonaX é uma simples extensao do modelo Barcelona, apresentado por
Alonso et al. (1990). Ele possui, basicamente, as mesmas caracteristicas do modelo original
(BBM), no entanto, além de considerar a variagao da resisténcia com o angulo de Lode,
tem uma superficie inica no espago das tensoes e sucgao (p,s,q). Essa superficie permite
uma maior facilidade na implementagao computacional, principalmente no algoritmo de
deteccao de carregamento-descarregamento. Um parametro adicional, com relacao ao
modelo BBM é necessario. Este controla a transicao da superficie nas proximidades da

varidavel interna zi.
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9.11. Conclusoes

Algumas caracteristicas mecanicas dos solos nao-saturados podem ser simuladas com
o modelo BarcelonaX (e o modelo Barcelona). Dentre elas, destacam-se a mudanca da
rigidez devido & variacao da succao, resposta diferenciada dependendo da alternancia
entre aumento/diminui¢ao de sucgao e tensao confinante (aumento do pré-adensamento)
e condicionamento da ocorréncia de colapso & mudanca de rigidez devido a sucgdao. O
modelo BarcelonaX adiciona ainda a dependéncia da resisténcia com relacao ao angulo
de Lode.

A principal idéia introduzida pelo modelo Barcelona, com relacao & influéncia da
succao, é a variacao do coeficiente de compressibilidade com relacao a succao. Além
disso, uma medida da maxima succao que o material ji sofreu, representada por uma
varidvel interna z;, é definida. Assim, duas variaveis internas controlam a evolucao da
superficie de plastificagao do modelo: zg e z;. A variavel zy corresponde a mesma medida
de tamanho da superficie do modelo Cam-clay, para succao nula.

O Incremento de Maxima Succao (“Over Suction Increment” - OSI) é definido pela
diferenca entre a méxima succao aplicada ao material e a succao atuante no mesmo.

As equacgoes do modelo BarcelonaX podem ser deduzidas segundo a teoria matematica
da elastoplasticidade. O sistema algébrico de equagoes diferenciais resultante, por ter a
forma convencional apresentada no Capitulo 3, podera ser resolvido com os algoritmos do
Capitulo 11.
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Capitulo 10

MODELO SUBLOADING BARCELONA

Considerando os conceitos necessarios ao modelo Subloading Cam-clay: resisténcia dada
pelo critério Matsuoka-Nakai, via equacao da variagdo de M com 6 (Sheng et al., 2003a),
conceito de subcarregamento e as idéias introduzidas pelo modelo Barcelona e Barcelo-
naX, propoe-se, neste Capitulo, um novo modelo para solos parcialmente saturados (ou
ndo) sujeitos a carregamentos monotonicos e/ou ciclicos. Denomina-se este modelo de
Subloading Barcelona Model (SubBar), tendo em vista que é uma extensdo, bastante
simples, do modelo de Alonso et al. (1990) que considera a teoria de estado de subplas-
tificagdo de Hashiguchi & Ueno (1977). Para isso, duas novas variaveis internas, uma do
tipo sucgdo (tensdo) e outra do tipo tensdo, sdo introduzidas para definir uma superficie
de subcarregamento interna & superficie normal de plastificacao. Essas superficies sao
definidas no espago das tensoes/sucgdo e utilizam a mesma fungao de plastificacdo do
modelo BarcelonaX. A superficie normal tem a mesma evolucao da superficie do modelo
Barcelona. A superficie de subcarregamento é vinculada a superficie normal mediante a
introducdo de duas deformacoes de subplastificacao, ! EZ?)’) e 2% uma para mudanca de
succao e outra para mudanca de tensao. Isso requer a adi¢ao de dois parametros constitu-
tivos, com relacdo ao modelo BarcelonaX. O primeiro (c¢g) controla a variacdo da rigidez
devido aos ciclos de tensdo. O segundo (cs) controla essa mesma variagao, entretanto,
com relagao aos ciclos de sucgao.

Diferentemente do modelo SubCam e do conceito de subloading proposto por Hashi-
guchi & Ueno (1977), este modelo considera que as duas superficies, normal e de subcar-
regamento, poderao nao ser similares, pelo menos considerando as isosuperficies de nivel
no espago (p,s,q). O abandono desta exigéncia deve-se ao fato de que a forma da super-
ficie (inica) no espago das tensoes/sucgao varia em fungio da sucgio, conforme equagao
para a variavel py do modelo Barcelona original. Além disso, as superficies poderao ser
convexas. A exigéncia de similaridade entre as superficies parece nao ser necessaria neste
modelo, pois a ligagao entre as evolugoes (endurecimento) entre as superficies é feita com a
introducéo a priori da deformacao de subplastificacio devido a variagao de succéo (¢! 221)1))

Este modelo é capaz de simular o ganho de rigidez com ciclos de tensao e/ou sucgao.
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10.1. Funcoes de Plastificacao

Para succao constante, as evolucoes das superficies sao similares as mesmas definidas para
o modelo SubCam (Capitulo 7). O controle da varia¢ao da rigidez com os ciclos é feito
com os parametros ¢y e c;. Para referéncia futura, estes sao agrupados na Tabela 10.1.
Os invariantes de tensao e deformacao sao os mesmos do modelo SubCam e a influéncia
da succao adotada é idéntica aquela considerada pelo modelo BarcelonaX.

Para succao nula, o modelo SubBar funciona de forma similar ao modelo SubCam.

Tabela 10.1: Parametros constitutivos para comportamento mecanico necessarios ao
modelo Subloading Barcelona (SubBar).

Parametros Descricao
todos parametros do modelo BarcelonaX
co Parametro que controla o decaimento da flexibilidade com o nimero
de ciclos de tensao
c¢s Parametro que controla o decaimento da flexibilidade com o niimero
de ciclos de succao

O mesmo equacionamento proposto para o modelo BarcelonaX podera ser usado na
construcao do DAS deste modelo. Portanto, a derivacao dos tensores de quarta ordem
elastoplasticos serd omitida. A unica diferenca é a introducao de duas variaveis internas,

causando a alteracao do coeficiente de endurecimento hP.

10.1 FUNCOES DE PLASTIFICACAO

Como no modelo BarcelonaX, a funcao para a superficie de subcarregamento no espaco

(p,s,q) é dada por:
F(g,z,5) = F(p,q,0,2,2,8) = ¢¢ — M(0)*(p + ps)[po(20,8) — p] + C(z1,5)  (10.1)

em que

C(z1,5) = 2 {exp {M} — exp (_le) } (10.2)

pref pref
A mesma funcao vale para superficie normal, entretanto, esta nao é necessaria a deducao
das equacoes.
As duas superficies podem ser vistas com o auxilio da Figura 10.1, na qual a superficie
em verde representa a superficie de subcarregamento e a superficie em azul, a superficie
normal de plastificacdo. A esfera em amarelo corresponde ao estado de tensao inicial, que

estd sempre na superficie de subcarregamento.
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10.2. Varidveis Internas

p

(a) (b)

Figura 10.1: Superficies de subcarregamento e normal de plastificacao do modelo Su-
bloading Barcelona (SubBar): (a) Vista das superficies de subcarregamento e normal no
espaco p,s,q; (b) Vista das superficies de subcarregamento e normal no espaco p,s,q.

10.2 VARIAVEIS INTERNAS

Como no modelo SubCam, este modelo possui duas superficies de plastificacao. No en-
tanto, estas sao definidas no espago das tensdes/sucgao, por isso, para controlar o tamanho
destas superficies, duas variaveis internas por superficie sao necesséarias, uma para a me-
dida ao longo do eixo da tensao média p e outra para a medida ao longo do eixo da succao.
Assim, a superficie de subcarregamento serd dada pelas variaveis zy (no eixo p) e z; (no
eixo s) (Figura 10.2). Para a defini¢do da superficie normal de plastificacdo, que tera
evolucao analoga a (tinica) superficie do modelo BarcelonaX, mais duas variaveis internas
sao necessarias: zp, correspondente a variavel zp e que controla o tamanho na direcao das

tensdes e z3, correspondente & z; para a diregdo da sucgio (Figura 10.2).

succao
- superficie normal

3

superficie de

. subcarregamento

1

p
20 22

Figura 10.2: Variaveis internas do modelo Subloading Barcelona (SubBar); Medidas das
superficies de subcarregamento e normal.

O endurecimento da superficie normal é idéntico ao proposto para o modelo Barcelo-
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10.2. Varidveis Internas

naX, que, por sua vez, é idéntico ao do modelo Cam-clay, para tensoes médias, ou seja,
tem evolucao isotropica. Com zy indicando o tamanho da superficie normal, na direcao

das tensoes, a lei de endurecimento para tensoes sera:
<2

b= 260 = 2 rph = Hoh (10.3)
Xo Xo

em que
)\0 — KR

Hy = ﬁtrg e Xo= (10.4)

Xo v
foram definidos. O primeiro, Hy é um tipo de coeficiente de plastificacao que relaciona
taxas de variaveis internas com o multiplicador plastico.
Como no modelo BarcelonaX, o endurecimento da superficie normal para variacao de
succao é dado por uma equacao analoga ao endurecimento isotropico para tensoes. Assim,
considerando Z3 como a taxa de variacao do tamanho da superficie normal ao longo do

eixo da sucg¢ao (endurecimento para suc¢ao):

z + atm . Z + atm A A
sy = 2T Patm oy _ BT Patm g j gy, i (10.5)
Xs Xs h
em que
23 + Datm )\5 — Rs
Xs B v

foram definidos e H3 e o coeficiente de plastificacao correspondente.

Caso as superficies estejam juntas, ou seja, zo = 29 € 23 = 21, 0 modelo ird se com-
portar como o modelo BarcelonaX para materiais normalmente adensados e com méaxima
sucgao aplicada nula. Quando ciclos de sucgao e/ou tensao ocorrerem, a superficie de
subcarregamento acompanhara o estado de tensao/succ¢do, diminuindo ou aumentando
de tamanho. Sua evolucao serd dada, considerando-se a introducao de duas deformacoes
de subplastificacao, uma devido a ciclos de tensoes, que, como no modelo SubCam e
definida em Pedroso et al. (2005), é dada por:

eP(sy) = AL(eP(V)) (10.7)
A outra, em analogia, é dada por:

el = AL, (D) (10.8)

em que Ly(e? Eg)) ¢ a fungdo equivalente a L(e? Eigj)) que controla a taxa de variagio da

flexibilidade ao longo de ciclos de sucgio. As fungoes L(eZ™) e Ly(” %’)) sao analogas

entre si e sao, em primeira instancia, definidas por:

p(sy)|2 In (22/.)12

L(ePs9)y =
(er™) ; ;

v
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10.2. Varidveis Internas

e
) ’61;(231)|2 s 1 (28+Patm /21 4 parm 2
L) = e | Dln (& eapa) (10.10)
8+pzztm S+patm

em que ¢y e ¢, sao dois parametros; os tnicos em adicao ao modelo BarcelonaX, que
controlam a taxa de variacao do decaimento da flexibilidade tanto para ciclos de tensao,
quanto para ciclos de sucgao.

Com isso, o endurecimento da superficie de subcarregamento podera ser definido,
considerando-se a dependéncia das deformagoes plasticas de subplastificacao. Para ten-
soes, este serd dado por:

S0 = —2(¢P 4 enlew)) (10.11)
Xo
em que a taxa de varia¢do da deformacao volumétrica plastica (€7) segue a lei (convenci-

onal) de endurecimento:

e =Atrr (10.12)
Assim, a lei de endurecimento (para tensoes) podera ser representada por:
. L 20 A 20
Zp=A—(trr+L)=AHy, emque Hy=—(trr+L) (10.13)
Xo Xo 7

Para o endurecimento da superficie de subcarregamento devido a variacdo de succao,
considera-se a dependéncia da taxa de variacao desta superficie, na direcao da succao,
tanto das deformacoes plasticas, quanto da deformacao de subplastificacao para succao,

de acordo com a seguinte expressao:

Z1 +patm (55 _|_ E'p(sy)) (1014)

2':1: v(s
Xs )

Com isso, o endurecimento podera ser representado por:
: P21t i 21+
3= Al—patm(trr + L) =AH; em que H;= 1—patm(tr'g + L) (10.15)
Xs - Xs -
que é bastante similar & equacao para o endurecimento para variacao de tensao.
Como no modelo SubCam, a tnica implicacao da introducao do conceito de subcar-

regamento no modelo é a alteracao do coeficiente plastico do denominador dos moédulos

elastoplasticos (C” e D), segundo:
h? = —yoHo - y1H1 (10.16)

Portanto, o equacionamento do modelo Subloading Barcelona sera bastante similar ao
mesmo desenvolvido no Capitulo 3 para modelos elastoplésticos genéricos, e, entao, seré
omitido deste capitulo. O sistema de equagoes diferenciais é o mesmo apresentado para o

modelo BarcelonaX e podera ser resolvido com os esquemas do Capitulo 11.
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10.3. Caracteristicas Tipicas

10.3 CARACTERISTICAS TIPICAS

10.3.1 SIMULACOES COM CARREGAMENTOS MONOTONICOS

Inicialmente, resultados de dois conjuntos com cinco simulagcoes de ensaios com p e s
constantes e para diversos valores do angulo de Lode sao apresentados. Estas simulacoes
auxiliam a verificagao do comportamento de resisténcia simulado pelo modelo SubBar
e sao similares aquelas apresentadas no Capitulo 9 para o modelo BarcelonaX. Cada
uma possui um valor constante para o angulo de Lode e todas sao realizadas com p e s
constantes. O primeiro conjunto é feito com s=0 e o segundo com s=98 kPa. As trajetorias
de tensao ocorrem com aumento de tensao desviadora. Os parametros utilizados sao
apresentados na Tabela 10.2. As constantes ¢y e ¢, sdo consideradas nulas, pois o ensaio
é do tipo monotonico e as superficies de subcarregamento e normal sao inicializadas com

o mesmo tamanho, portanto, estas constantes nao influenciam a simulacao, neste caso.

Tabela 10.2: Parametros para as simulagoes com p e s constante com o modelo SubBar,
cujos resultados sao apresentados na Figura 10.4.

Parametro/constante ~ Valor ~ Unidade/tipo

Ao 0.0778

K 0.00824

Pes 340 °

G 30 kPa
r 0.78

15} 10 kPa~!
k 0.6

As 0.08

K 0.008

Datm 1.01 kPa
Dref 1.01 kPa
B 100

Co 0

Cs 0

O estado inicial do segundo conjunto ¢ mostrado na Tabela 10.3 e ilustrado na Figura 10.3.

Tabela 10.3: Estado inicial da simulacao com p=198 kPa e s=98 kPa constantes com o
modelo SubBar, cujos resultados sao apresentados na Figura 10.4.

Componente de tensdo/constante inicial Valor Unidade

O 196 kPa
oy 196 kPa
0 196 kPa
Vini 1.8

OCR 1.4

0OS1 0 kPa
Succao 98 kPa
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10.3. Caracteristicas Tipicas

(b) (c)

Figura 10.3: Estado inicial da simulagdo com o modelo Subloading Barcelona (SubBar)
com p=196 kPa e s=98 kPa constantes e OSI=0: (a) Espaco p,s,q; (b) Vista do plano
q,s; (c¢) Vista do plano s,p.

Os resultados sao mostrados na Figura 10.4, na qual verifica-se o ganho de resistén-
cia proporcionado pela succ¢@o, no entanto, a resisténcia méaxima (ou no estado critico)
é dependente do angulo de Lode. Como nao existe uma distancia entre o estado de
tensdes/succao e a superficie de subcarregamento, entdo, durante o carregamento, uma
transicao suave entre um possivel regime eléstico e o estado elastopléastico é simulado,
diferentemente do que ocorre, por exemplo, no modelo BarcelonaX (Fig. 9.8), em que

uma transi¢ao brusca ocorre apos o estado de tensao tocar a superficie de plastificacao.
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Figura 10.4: Simulacoes com trajetorias com p e s constantes e diferentes valores cons-
tantes de # com o modelo SubBar; Material hipotético com parametros da Tabela 10.2;
Estados iniciais com succ¢ao nula e igual a 98k Pa.
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10.3.2 SIMULACOES DE CASOS HIPOTETICOS

A seguir, como no Capitulo 9, algumas caracteristicas de comportamento simuladas pelo
modelo SubBar sao apresentadas. Os mesmos testes hipotéticos apresentados por Alonso
et al. (1990) e mostrados no Capitulo 9 sao considerados, portanto, informagcoes adicionais
sobre estes sao omitidas neste capitulo. Os parametros da Tabela 10.4 sao adotados. Os
mesmo parametros usados nos casos hipotéticos simulados com o modelo BarcelonaX
(Tabela 9.7) sao adotados, com exce¢ao das constantes cq e ¢s, mostradas na Tabela 10.4.

O valor de ¢y = 10000 escolhido objetiva permitir ao modelo SubBar simular uma
transicao elastica-elastopléstica com uma curvatura de pequeno raio, imitando a transicao
abrupta simulada pelo modelo BarcelonaX, devido ao valor de OCR = 1.4 > 1. O valor de
cs = 10, por ser um tanto baixo, para este modelo, ir4 causar uma deformacao volumétrica

maior do que com o modelo BarcelonaX, para ciclos de succao.

Tabela 10.4: Parametros usados nas anéalises de previsao do modelo SubBar para os
casos hipotéticos de Alonso et al. (1990).

Parametro/constante  Valor Unidade/tipo

Ao 0.20

K 0.02

G 10,0 MPa
ODes 254 °

r 0.79

16} 125 MPa™!
k 0.6

As 0.08

K 0.008

Datm 0.101 MPa
Dref 0.101 MPa
B 1000

Co 10000

Cs 10

A Figura 10.5 mostra resultados similares aqueles apresentados para o modelo Bar-
celonaX. A diferenca primordial é a suavizacao da transicao elastica-plastica devido ao
subcarregamento. Devido essa suavizacao, as curvas no grafico v versus p simuladas com
o modelo SubBar nao apresentam pontos de descontinuidade, como nas curvas obtidas
com o modelo BarcelonaX. Devido ao valor ¢y escolhido, a transicao elastica-elastoplastica

ocorre um pouco antes do que a mesma transicao obtida com o modelo BarcelonaX.
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Figura 10.5: Resultados dos Testes 1 (molhagem) com o modelo SubBar.

Na Figura 10.6 verifica-se que a variacao volumétrica inicial devido ao aumento de

sucgao (trajetorias BAE ou BGHE) é maior que o correspondente simulado pelo modelo

BarcelonaX no Capitulo 9. No entanto, isso se deve ao valor baixo da constante de sub-

carregamento ¢, escolhida para estes ensaios. Com a alteracao de cg, é possivel controlar

esta quantidade de variacao volumétrica.
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Figura 10.6: Resultados dos Testes 2 (secagem) com o modelo SubBar.

A Figura 10.7 permite a elaboracao da mesma conclusao anterior: o subcarregamento

causa a suavizacao da transicao elastica-plastica.
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Figura 10.7: Resultados dos Testes 3 (secagem-molhagem) com o modelo SubBar.

O comportamento monotonico de resisténcia é similar ao do modelo BarcelonaX, como

mostra a Figura 10.8. Contudo, como é percebido no grafico de g versus ¢,, nao h& uma

descontinuidade devido a transicao elastica-elastopléstica.
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Figura 10.8: Resultados dos Testes 4 (aumento de resisténcia com suc¢do) com o modelo

SubBar.

Na Figura 10.9, também se verifica a variagao volumétrica maior para a mudanca de

succao (trajetoria AB). O motivo é o mesmo: valor baixo de ¢;.
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Figura 10.9: Resultados dos testes 5 (ruptura devido a molhagem) com o modelo Sub-
Bar.

10.3.3 SIMULACOES COM CARREGAMENTOS CICLICOS

A principal diferenga do modelo Subloading Barcelona (SubBar) com relagao ao modelo
BarcelonaX é a simulagao do comportamento mecanico durante solicitagoes ciclicas com
variacao de rigidez. Assim, trés simulacoes com carregamentos ciclicos sao apresentadas
a seguir. A Tabela 10.5 mostra os estados iniciais de tensdo/suc¢ao e constantes iniciais
considerados para as trés simulacoes.

As simulagoes ciclicas 1 e 3 comecam com succ¢ao nula e a simulagao 2 com suc¢ao
igual a 0.2 MPa. As simulagoes 1 e 2 sdo feitas com sucgao constante e com trajetoria
de tensdo do tipo triaxial convencional. Esta trajetoria possui a razdo ¢/p = 3 constante
e é realizada com tensao desviadora varidavel com amplitude constante. A simulagao 1
possui sucgao constante igual a zero e a simulacao 2 possui suc¢ao constante igual a 0.2
MPa. A simulagao 3 é feita em duas etapas: a) a sucgao é variada em trés ciclos com
amplitude constante; e b) uma trajetoria do tipo triaxial convencional é aplicada com
succao constante e igual a zero.

Assim, a verificacao da influéncia dos coeficientes ¢q, para variacao da flexibilidade
com ciclos de tensao, e c,, para variacao da flexibilidade com ciclos de succao, pode ser
verificada. As simulacoes 1 e 2 permitem avaliar a influéncia do parametro ¢y com dois
niveis diferentes de succao e ciclos de tensao e a simulacao 3 permitem avaliar a influéncia
do parametro ¢, com ciclos de sucgao.
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Tabela 10.5: Estados e constantes iniciais para as simulagao ciclicas com os modelos
BarcelonaX e SubBar.

Ciclico 1 Ciclico 2 Ciclico 3

o, (MPa) 0.15 0.15 0.15
o, (MPa) 0.15 0.15 0.15
o. (MPa) 0.15 0.15 0.15
Ving 1.9 1.9 1.9
OCR 1.0 1.0 1.0
0OS1 0.01 0.01 0.01
Sucgao (MPa) 0.0 0.2 0.0

Os parametros constitutivos usados sao 0os mesmos para os casos hipotéticos simu-
lados com os modelos BarcelonaX e SubBar. No entanto, o parametro r=1.0 foi
considerado. Além disso, varios parametros ¢y e ¢, foram escolhidos e cujos valores sao
apresentados nos graficos com os resultados das simulagoes 1, 2 e 3.

As Figuras 10.10 e 10.11 ilustram os estados e superficies iniciais dos modelos Barcelo-
naX e SubBar, respectivamente, para as simulacoes 1 e 3. As Figura 10.12 e 10.13 ilustram
os estados e superficies iniciais dos modelos BarcelonaX e SubBar, respectivamente, para
a simulacao 2. Na Figura 10.13, nota-se que para o modelo SubBar, a superficie de sub-
carregamento ¢ um pouco menor que a superficie normal de plastificacao. O estado e

tamanho das superficies iniciais influencia o comportamento mecanico simulado.

o

p . I S S
"‘r_////\__; [
L P
: qe- ' o
(a) (b)

Figura 10.10: Estado inicial (esfera amarela) para os testes ciclicos 1 e 3; Superficie do
modelo BarcelonaX: (a) Superficie no espaco p,s,q; (b) Vista do plano s,p.

q"rla = ;_«-—L—'”
(a) (b)
Figura 10.11: Estado inicial (esfera amarela) para os testes ciclicos 1 e 3; Superficies do
modelo SubBar: (a) Superficies de subcarregamento e normal no espaco p,s,q; (b) Vista

do plano s,p.
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qu/
(a) (b)

Figura 10.12: Estado inicial (esfera amarela) para os testes ciclicos 2; Superficie do

modelo BarcelonaX: (a) Superficie no espaco p,s,q; (b) Vista do plano s,p.

(a) (b)

Figura 10.13: Estado inicial (esfera amarela) para os testes ciclicos 2; Superficies do
modelo SubBar: (a) Superficies de subcarregamento e normal no espaco p,s,q; (b) Vista
do plano s,p.

Os resultados da simulacao 1 sao apresentados na Figura 10.14, correspondente a um
ensaio ciclico do tipo triaxial convencional, no qual a tensao cisalhante aumenta e diminui.
Observa-se a simulagao de deformacao cisalhante e volumétrica com o modelo SubBar é
maior do que com o modelo BarcelonaX. Este comportamento é similar ao representado
pelo modelo SubCam. A quantidade de deformacgao (rigidez) ao longo dos ciclos pode ser
controlada pelo coeficiente ¢, como no SubCam.

A Figura 10.15 mostra os resultados da simulacao 2, na qual, verifica-se que, para
succao constante e maior que zero, o comportamento simulado pelo modelo SubBar é
similar a0 mesmo para suc¢ao nula (simulacdo 1), entretanto a resisténcia é aumentada e
as deformacoes sao menores devido ao valor maior de succao.

Por ultimo, para verificar a influéncia do decaimento de flexibilidade devido a ciclos de
succao, mostram-se os resultados de um ensaio no qual, primeiramente, apenas a succao
varia, aumentando e diminuindo, e, em seguida, simula-se a ruptura com trajetoria do tipo
triaxial convencional (¢/p = 3). Neste ensaio (Figura 10.16), nota-se que, em comparagao
ao modelo BarcelonaX (monotonico), o aumento de deformagio volumétrica devido aos

ciclos de sucgao pode ser controlado pela constante de subcarregamento ¢, para succgao.
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Figura 10.14: Resultados dos testes ciclicos 1 com os modelos SubBar e BarcelonaX;
Triaxial convencional de carregamento-descarregamento, sem extensao (s=0 constante,
q/p = 3 constante).
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Figura 10.15: Resultados dos testes ciclicos 2 com os modelos SubBar e BarcelonaX;
Triaxial convencional de carregamento-descarregamento, sem extensao (s=0.2 MPa cons-
tante, ¢/p = 3 constante).
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Figura 10.16: Resultados dos testes ciclicos 3 com os modelos SubBar e BarcelonaX;
Sucgao aumentando-diminuindo seguido de triaxial convencional de carregamento (0 <
s < 0.1M Pa, ¢/p = 3 constante).

10.4 CONCLUSOES

O modelo SubBar tem as mesmas caracteristicas que o modelo original de Alonso et al.
(1990) além de considerar a dependéncia do comportamento mecanico com relagdo ao
angulo de Lode e ser aplicavel a simulagoes de carregamentos ciclicos. Esta tltima ca-
racteristica se deve & adocgao do conceito de Subcarregamento, de forma bastante similar
a mesma considerada pelos modelos SubCam e Subtij. Com relagao ao modelo Barce-
lona original (BBM), trés parametros adicionais sdo necessarios: B que define a superficie
tinica no espacgo (p,s,q), co que controla o decaimento da flexibilidade devido a ciclos de
tensao e cs que controla o decaimento de flexibilidade devido a ciclos de succao.
Ressalta-se que o equacionamento foi elaborado tendo em vista manter a simplicidade.
Portanto, o entendimento do modelo requer apenas o conhecimento do conceito de Sub-
carregamento, apresentado no Capitulo 3. Além disso, a implementacdo computacional é
facilitada, considerando as mesmas equagoes propostas para o modelo BarcelonaX. Tam-
bém, é importante lembrar que o Sistema de Equagoes Diferenciais do modelo SubBar

pode ser resolvido com os esquemas apresentados no Capitulo 11.
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Capitulo 11

SOLUCAO DO SISTEMA ALGEBRICO DE
EQUACOES DIFERENCIAIS LOCAL

Modelos elastoplasticos definem um conjunto de equagoes evolutivas para as deformacoes
e varidveis internas. Estas originam um sistema de equagoes diferenciais (“Differential
Algebraic System - DAS”). Esse sistema pode ser obtido a partir das equagoes nao-lineares
para os incrementos de tensao e deformagao, para a variagao da superficie de plastificacao
e para as leis de fluxo e endurecimento. Em an&lises numeéricas, um passo importante
é a solucao do DAS por meio de algum esquema numérico, pois, geralmente, solugoes
analiticas ou nao existem, ou sao dificeis de serem encontradas.

Esta se¢ao visa mostrar um método de solu¢ao para os sistemas das Egs. (3.21) e

(3.22), que sao, simbolicamente, representados por:

Na solugdo do DAS elastoplastico (“stress-update”), sob a forma em que a taxa de
deformacdo ¢ varidvel independente (Eq. 3.22), é comum a consideracio de que a taxa (€)
permanece constante ao longo dos passos de solugao (Sloan, 1987; Sloan & Booker, 1992;
Sloan et al., 2001). De maneira anéloga, neste trabalho, a taxa de tensao é considerada
constante, quando for a variavel independente do problema (Eq. 3.21). No caso dos
modelos para solos nao saturados, também serd feita a suposicao de que a taxa de succao
é constante (Sheng et al., 2003a). Assim, para as simulagoes de ensaios de laboratorio,

DAS do tipo “driver”,

y = = = _& 11.2
TTa T At (11.2)
e, na solucao do tipo “stress-update”,
% _ 2 113
E= T AL (11.3)
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Com a presenca da succao, a seguinte hipotese também é feita:

ds As

= —=— 11.4
Ta T A (1L4)
As Eqgs. (11.2), (11.3) e (11.4) tém a seguinte forma genérica:
. dr Az (11.5)
= — = — .
dt At

que é a principal hipétese para o desenvolvimento da formulacao apresentada neste Ca-
pitulo.
Substituindo a Eq. (11.5) na Eq. (11.1), a solu¢ao do DAS local ira, entao, procurar

pela solucao do seguinte sistema de equagcoes:

{y} _ {ﬂw,y)m/m} 116
iy Az/a

O sistema da Eq. (11.6) tem a seguinte forma

2=06(z1), z(tn)=zn (11.7)

:{y} ={y} : 9<z,t>={ﬂﬁj§/m} (1L8)

e, por ser um problema de valor inicial, pode ser resolvido pelos métodos tradicionais de

em que

solugdo de sistemas de equagoes diferenciais, como o Método Runge-Kutta (Gear, 1971;
Hairer et al., 1993).
Novamente, com o intuito de simplificar a notacao, o sistema da Eq. (11.7) pode ser

representado por:
g=f.t), ylts) =yn (11.9)

tendo em vista que os nomes y e z podem ser alternativamente substituidos por qualquer
outro simbolo e lembrando que a Eq. (11.9) representa um sistema de equagoes. Esta é
a forma mais comumente encontrada em literatura referente a solu¢do dos DAS (Hairer
et al., 1993; Hairer & Wanner, 1996; Burden & Faires, 2003; Frank, 2005).

11.1 INTEGRACAO NUMERICA

Neste trabalho, o sistema algébrico diferencial da elastoplasticidade (Eq. 11.1) é resolvido
mediante algoritmos de aproximagao, pois sua solucao analitica, caso exista, possui de-
ducao bastante complexa. Esquemas numéricos convencionais como aqueles considerados

por regra do ponto intermediario (“Mid-point rule”) sao considerados, mas suas expressoes
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sao introduzidas partindo de um método mais geral, o Método Runge-Kutta. Este tltimo
¢ comumente aplicado a diversos tipos de equacoes diferenciais ordinarias (ODE) e foi
inicialmente proposto por Carle D. T. Runge em conjunto com M. W. Kutta por volta do
ano de 1900 (Hairer et al., 1993).

O DAS estudado, convertido em um problema de valor inicial (Eq. 11.9), pode ser
integrado - dai o uso comum do titulo Esquemas de Integracao dado aos métodos de
solu¢do de DAS/ODE - resultando em:

y(t) = ]gtf(y,t)dt (11.10)

Mediante o Teorema Fundamental do Célculo, para um estado atual ¢,, e outro futuro

tni1 = t, + h, a integragao equivale a encontrar vy, que satisfaca:

tn tnt1 tnt1
%Hz/.MMW+/ J@ﬁﬁ=%+/ f(y, t)dt (11.11)
0 tn tn

Adotando a normalizacdo t = t, + Th, em que dt = hdT e T (pseudo tempo) esta no

intervalo [0, 1], o seguinte problema de integragdo numeérica é obtido:

1
Uit = Yo + h/ F(y(tn + Th), £, + Th)dT (11.12)
0

11.2 METODO RUNGE-KUTTA

O método Runge-Kutta, que é do tipo multi-estagios (“multi-stages”), possui as seguintes
vantagens, quando comparado a outros esquemas de utilizacao corrente, como os conhe-
cidos por multi-passos (“multi-step”) e formula de diferenciagao em atraso (“backward
differentiation formulae - BDF”):

e Tem fundamentacdo em uma teoria abrangente e consistente;

Nao depende de tentativas iniciais;

Permite adaptagao dos passos (“adaptativity”);

E estavel, principalmente os implicitos;

e Nao necessita a memorizacao da informacao obtida em passos anteriores; e

Pode alcangar erro local de truncamento de alta ordem sem a necessidade de deri-

vadas de maior ordem.

Repr. Mat. do Comportamento Mec. Ciclico de Solos Sat. e ndo Sat. - Dorival M. Pedroso 146



11.2. Método Runge-Kutta

O método de Euler (1768), apresentado em seu Instituitiones Calculi Integralis (Hairer

et al., 1993), aproxima a solu¢do da Eq. (11.9) mediante o seguinte esquema:

y(t1) = yo + hf (Yo, to)
y(t) = yi + hf(yi, t;)
Y(tnt1) = Yo + 1f (Yn: t0) (11.13)

no qual h = t,;1 — t, e a derivada f(y,t) é calculada no inicio do passo, como ilustra a
Figura 11.1.

YA
yn+1

y(t, +h)

Y~

t, t,+h
Figura 11.1: Método (Forward-)Euler.

O método de Euler tem convergéncia garantida, desde que a funcao (sistema) f(y,t)
satisfaca a condicdo de Lipschitz em y e seja continua em ¢ (Gear, 1971). No entanto, como
o erro global deste método se comporta como em Ch, em que C' depende do problema
especifico, sua execucao requer a adogao de muitos passos. O erro global é o erro na
solucao calculada para varios passos. Por exemplo, dependendo do problema, para
uma solucao com precisao de 6 decimais, a solucao por este método devera ser alcancada
com milhoes de passos.

Métodos mais acurados poderiam ser aplicados se a fungao (sistema) f(y,t) da Eq. (11.9)

fosse independente de y, ou seja, se representasse um problema de quadratura:

y=r@), ylt) =1yo (11.14)
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com solugao:

y(tr) = yo + /ttk f(t)dt (11.15)

Por exemplo, considerando a regra do ponto intermediario (“midpoint rule”), ou primeira

formula de Gauss:

Y(to + ho) =y1 = Yo + hof(to + ho/2)
y(ts 4+ h1) =ys = 11 + ha f(to + hi/2)

y(te) =Y = yn + hof(tn + hn/2) (11.16)

em que to, t1,-- -, t, € uma subdivisao do intervalo de integracao e o erro global desta regra
¢ limitado por Ch?, ou seja, para uma precisao de 6 digitos, mil passos seriam necessarios.

Com isso, Runge (1895 apud Hairer et al. (1993)) pensou se poderia ser possivel
estender o método da Eq. (11.16) ao problema da Eq. (11.9). Para isso, o primeiro passo
h = hg seria;

h h
y(to + h) = yo+ hf(y(to + 5)7t0+§) (11.17)

Mas a seguinte questdo aparece: Qual valor deveria ser adotado para y(to + h/2)? Na
auséncia se uma resposta melhor, ¢ natural escolher uma avaliagao com um pequeno passo

do tipo Euler, por exemplo, h/2, obtendo o seguinte método:

kl - f(yOa tO)

h h
ko :f(yo+§k1>to+§) (11.18)
Y1 = Yo + hky

conhecido por Método de Runge de Ordem 2 (R2) ou de Método do Ponto Intermediério.
Pode ser mostrado que este método corresponde a uma Série de Taylor de segunda ordem,
ou seja, com Erro Local de Truncamento LT E = Ch3. Assim, é de se esperar que o erro
global do método esteja limitado por Ch?, como na regra de quadratura da Eq. (11.16).

Um pouco diferente, mas com a mesma idéia, outra opcao seria escolher a avaliacao
f(yo+ hky,to+ h), ou seja, para o passo h no final da primeira avaliagdo do tipo Forward-
Euler, entretanto, atualizar o estado corrente com a metade da soma das duas avaliagoes.

Dessa forma, o seguinte esquema é obtido:

ky = f(yOa tO)
ko = f(yo + hky,to +h) (11.19)

h
Y1 = Yo + §(k1 + ko)
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11.2. Método Runge-Kutta

resultando no método conhecido por Euler Modificado (Modified-Euler). Como para o
método anterior, pode-se mostrar que o erro global na solucao deste método é limitado
por Ch?. A Figura 11.2 ilustra as etapas necessarias ao método Euler Modificado para

um passo h de t,, até t,..

Vog b ooy

an = f(Yn27 tn+1)

kn - f(!/m fn)
yn+l ........................ i )
/i Erroryg hk
y(tn + h) ......................

hk’rﬂ
yn e o 0. ZEEEE . ................

t?l h t? +h

Figura 11.2: Método Modified-Euler.

A principal diferenca dos métodos das Egs. (11.18) e (11.19), que sao dois méto-
dos Runge-Kutta explicitos de ordem 2 (RK2), com relagdo ao método Forward-Euler
(Eq. 11.13) é a avaliacdo da fungao (sistema) f(y,?) em um estagio intermediario, para se
obter (k2), no entanto, para o mesmo passo (h). Esta avaliagdo ndo requer conhecimento
de passos anteriores (ou posteriores), como nos métodos multi-passos, e prové aos métodos

RK2 uma acurécia maior que a do método Forward-Euler.

Definigao 11.1. Um método Runge-Kutta tem ordem p se, para problemas (Eq. 11.9)
suficientemente suaves,
y(tn + 1) = ypial| < CRPH (11.20)

ou seja, se a série de Taylor para a solugdo exata y(t, + h) e para y,y1 coincidirem até

(incluindo) o termo hP.

De forma genérica, métodos RK podem ser expressos pelas seguintes equagoes:

/

i=1

- (11.21)
Yii=yn+h Z aig f (Ynj, tn + ¢jh)

Jj=1
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11.2. Método Runge-Kutta

em que os coeficientes a;;, b; e ¢; sao determinados de forma a proporcionar estabilidade
ao método e alcancar certa ordem de erro na solugao, s ¢ o ntimero de estagios do método
e S serd igual a s em esquemas implicitos e igual a 2 — 1 em esquemas explicitos. Nestes
ultimos, ¢ deve ser igualado a zero.

Embora nao mostrado aqui, o procedimento para o desenvolvimento de métodos do
tipo Runge-Kutta considera expansoes por séries de Taylor truncadas. A ordem do erro
local do método RK desejado é a mesma do erro local de truncamento da série de Taylor.
Esta metodologia visa obter o conjunto de coeficientes a, b e ¢ que determinam a posi¢ao
e o tempo das avaliagoes das derivadas dentro de um passo de solucao e os pesos neces-
sarios & aproximacao resultante do método. Assim, trés grupos de coeficientes devem ser

encontrados:
e a;; 540 os pesos que definem cada posicao intermediaria (Y,,;) da funcao y;
e b; sa0 0s pesos necessarios a solucao aproximada do método; e

e ¢; 530 os coeficientes que ajustam o instante (tempo) dentro do passo para calcular

as derivadas.

Ressalta-se que o desenvolvimento de métodos RK de maior ordem é bastante tedioso e
cresce enormemente com a ordem do método (Hairer et al., 1993). Até o presente (Hairer
et al., 1993), sabe-se que a ordem p do método de solucao esta relacionada com o nimero

de estagios s conforme os valores da Tabela (11.1).

Tabela 11.1: Ordem p versus estagios s para os métodos Runge-Kutta.

p |1 2
Smin | 1 2

3 4 7 8 9 10
3 4 9

o 6
6 7 11 12 < S, <17 13 < 5y, < 17

Note que, para p > 4, o numero de estagios s deve ser aumentado nao linearmente,
razao pela qual, provavelmente, o método Runge-Kutta de quarta ordem (RK4) é bem po-
pular, pois, com quatro estagios resulta em quarta ordem numa boa razao custo-beneficio.
Para ordem maior que 10 ainda nao se encontrou os limites para s (Hairer et al., 1993).
Para os métodos implicitos a ordem maxima p,,., que pode ser alcancada é igual a 2s.

O método Euler em Avango (Forward-Euler - FE) é de primeira ordem (p = 1). O
método Euler em Atraso (Backward-Euler - BE), as vezes chamado de algoritmo de retorno
(“return algorithm”) também possui ordem um (p = 1). Ja o método Euler Modificado
(Modified-Euler - ME), que utiliza dois estagios, é de ordem dois (p = 2).

Os coeficientes do método Runge-Kutta sao tradicionalmente dispostos em tabelas de
Butcher (“Butcher tableau”) (Butcher (1963) apud Cash (1979)). Estas tabelas tém o
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11.2. Método Runge-Kutta

seguinte aspecto:

&1 11 - Q1s
(11.22)

Cs g1 - Agg

Yny1 | b1 o+ Db

que separa os coeficientes a, b e ¢ convenientemente e na qual y, 1 é a solucao aproximada
do método. Para métodos do tipo RK com estimativas de erro embutidas (“Embedded
Runge-Kutta methods”), adiciona-se uma linha horizontal para indicar a estimativa de

maior ordem 9,1, como em:

(&1 @11 - Qis

Cs Qg1 - QAgs (1123)
Yn+1 bl bs
gn—l-l bl bs

Os coeficientes do método Runge-Kutta para os esquemas FE, BE, R2 e ME estao
reunidos na (Eq. 11.24).

0 |0
010
0 |0 1 |1 1|1 1 |10
5 15 0 11.24
yre | 1 ypE | 1 y1232 [2) 1 p=1 yrp |1 0 ( )
p=2 Jue |3 3

E interessante que o método RK-embedded tenha o erro da estimativa de maior or-
dem minimizado e que o erro da estimativa de menor ordem seja calculado apenas para o
mecanismo de controle dos sub-passos (apresentado na proxima secao). Isso é feito pela
determinacao adequada dos coeficientes do método correspondente. Um método explicito
(RK-embedded) de quinta ordem com boa aplicagao a elastoplasticidade (Sloan & Booker,
1992; Sloan et al., 2001; Pedroso & Farias, 2002b) e que tem essa caracteristica é o co-
nhecido por Runge-Kutta-Dormand-Prince - RKDP (Hairer et al., 1993). Os coeficientes
deste método sao:

0
1 1
5 5
3 3 9
10 10 10
4 “ 56 32
5 15 15 9
8 190372 —25360 64448 —212
9 6561 2187 6561 729 (11'25)
1 9017  —355 46732 -49  —5103
3168 33 5247 176 18656
1 35 0 500 125  —2187 11
384 1113 192 6784 84
35 500 125  —2187 11
P=4 Ynn 384 0 1113 192 6784 g1 0
—5 5179 0 7571 393 92097 187 1
P =9 YRKDP | 57600 16695 640 339200 2100 40
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O método RKDP também satisfaz ay,; = b; o que, entdo, permite aproveitar o tltimo
calculo das derivadas para o célculo da primeira estimativa.

11.3 ESTIMATIVA DE ERRO

Estimativas praticas de erro sao importantes para assegurar que os tamanhos
dos passos h; sejam escolhidos suficientemente pequenos para garantir uma
certa precisao e grandes o bastante para que o esquema nao faga calculos
desnecessarios.

O primeiro dispositivo usado por Runge em seus exemplos numéricos foi repetir os
célculos com tamanhos de passos divididos por dois e comparar os resultados (Hairer
et al., 1993). Richardson (1910; 1927) apud Hairer et al. (1993) desenvolveu, entdao, um
método cuidadoso para descobrir o comportamento do erro, como funcao de h. Esse
método serd explicado a seguir.

Para o problema de valor inicial ilustrado pela Figura 11.3, primeiramente, dois passos
h sao usados para obter as solucdes intermediéria y; e final y5, segundo um método RK

de ordem p qualquer. O erro no primeiro passo sera:
e1 =y(t, +h) —y, ~ ChPH? (11.26)

Para o segundo passo, o erro serd aproximadamente igual a soma do erro no primeiro

passo com o erro adicional do segundo:
ey = y(tn +2h) — yo = CWP* + CRPT! = 20KPH (11.27)

Considerando, agora, a solu¢cao encontrada com o mesmo método RK de ordem p, no

entanto, com passo de tamanho 2p, o erro sera:
es = y(t, + 2h) — ys =~ C(2R)PTT = 2CHhPT12P (11.28)
Assim, com as Eqs. (11.27) e (11.28), a seguinte extrapolacao de erro pode ser encontrada:

Yo —Y
e2 =y(tn +2h) —yo & 22p_13

(11.29)

A Eq. (11.29) é um dispositivo simples para a estimativa do erro na solugao y, que funciona
desde que se tenha avaliacbes com diferentes tamanhos de passos. E importante notar
que a solucdo real y(t, + 2h), obviamente, ndo é conhecida a priori, por isso, apenas
estimativas de erro sao possiveis.

Em sistemas de equagoes, o erro pode ser estimado pela seguinte equacao:

1 s
err = ly2i = yill (11.30)

»_—1 4
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em que d; é um fator de escala que pode ser igual a um, para erros absolutos, ou, por

exemplo, igual a ||yy|| para erros relativos.

yﬂ
Y3

U1
y(t, + 2h)
y(t, + h)

2h

Figura 11.3: Extrapolacao de Richardson.

11.4 DIVISAO DOS PASSOS

Procura-se, agora, partindo da estimativa de erro (err), encontrar o melhor tamanho para
o proximo passo (h;11) de um método de solugdo RK de ordem p. Assim, dado o tamanho

do passo atual h;, a estimativa de erro local sera:

err; = C(h;)P* (11.31)
O proximo passo deverd ser:
com a seguinte estimativa de erro:
errip1 = C(mhy)P™ = C(h)PmP™ = errym? ™ (11.33)

O controle sera feito mediante a tolerancia de controle do erro local STOL, conforme a

expressao:
erriy1 & errymftt < STOL (11.34)
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que permite determinar o multiplicador m que, idealmente, corrija o tamanho do passo

de modo a manter a eficiéncia (m > 1) e a precisdo (m < 1). Este sera dado por:

/p+1
m < (STOL> (11.35)

err;

Alguns cuidados devem ser considerados na escolha de m. Assim, como fator de
seguranca, para uma alta probabilidade de que o proximo passo também seja aceito,

escolhe-se a seguinte expressao:

1/p+1
STOL) (11.36)

M= Meoef ( err
i

em que Meees geralmente ¢ igual a 0.8, 0.9, etc. Além disso, h nao deve ser permitido nem

crescer nem diminuir tao rapidamente. Para isso, restricoes adicionais sao consideradas:
Mmin S m S Mmaz (1137)

Para a integracao de modelos elastoplasticos, Sloan (1987); Sloan & Booker (1992); Sloan

et al. (2001) sugerem os seguintes valores:
Meoef = 0.8, Mpin = 0.1 € Mypey = 2.0 (11.38)

Na secao anterior, a estimativa err foi feita com duas avaliacoes com passos de ta-
manhos diferentes. No entanto, os esquemas que usam o método RK-embedded podem,
vantajosamente, considerar a estimativa de erro mediante duas avaliacoes de ordens dife-

rentes via método RK. Neste caso, a estimativa de erro local serd, simplesmente:

err = W1 — yna (11.39)
Hyn—HH

em que Ypi1 € Ypr1 Sao as avaliagoes de ordem p e de ordem p + 1, respectivamente.

Assim, por exemplo, para o esquema com determinagao automatica de passos Modified-

Euler (AutoStepME),
TOL\ "
M = Meoef <S 0 ) (11.40)

pois a primeira avaliagao é feita com o método Forward-Euler de primeira ordem (p = 1).

O método RKDP, com primeira avaliacao de quarta ordem (p = 4), devera usar o seguinte

multiplicador para os passos:

1/5
STOL) (11.41)

1= Meoef < err
i
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11.5 ALGORITMOS DE INTEGRACAO COM PASSOS VA-
RIAVEIS

A seguir, quatro algoritmos sdo apresentados. Os dois primeiros (Algoritmos 11.4 e 11.5)
podem ser utilizados para a integracao da relacao constitutiva para incrementos de de-
formacao (“stress-update”). O Algoritmo 11.4 pode ser utilizado para resolver o DAS
dos modelos SubCam e Subtij. O Algoritmo 11.5 resolve o DAS para incrementos de
deformacao e succao e pode ser usado com os modelos BarcelonaX e SubBar.

Os Algoritmos 11.6 e 11.7 podem ser usados para a solu¢cao do DAS dado em termos
de incrementos de tensao. O segundo também considera os incrementos de succao. Estes
algoritmos so uteis na simulagao de ensaios de laboratorio (“driver”). O primeiro resolve

o DAS dos modelos SubCam e Subtij e o segundo dos modelos BarcelonaX e SubBar.
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Entrada: Incremento de deformagao Ag
Saida : Incremento de tensao Ag
I'Inicralizar vartidvets
NSS «—0 ! Nimero de subpasso (substeps)
T+—0 ! Pseudo tempo
AT — AT, ! Tamanho inicial dos incrementos
while 7' < 1 do

TAg ATAg o
0 0 '
D (g, 0 T
~ (@.2) ] o{ Ag} ! hik,

1g —a+ 1Ag P Ypir = Yoo

1 1 _
2 — 2 + Az ' Yny1 = Yoo

D?('g. %) 0 T
(g, =) ]o{Ag} ! ko

By('g, %) 0 0
¢ —g+3('"Ag+"Ag) st
Zp — 2+ %(1Azk +2Az) ! et
o e (IlglgH \IékjlzkH) P
[E E [
M Meges (STO8)

if err < STOL then ! Passo aceito
T—T+AT

e—e+'Ae

g—a

Zk<—2A,’k

if m > mMax then m «— mMax
else ! Passo rejeitado
L if m < mMin then m «— mMin

AT — mAT ! Corrigir tamanho do passo

if AT >1—T then DT —1—-T  !Verificar 4ltimo passo
L NSS«— NSS+1

Figura 11.4: Esquema Modified-Euler para a integracao numérica de relacoes elasto-
pléasticas com subcarregamento, para incrementos de deformacao (“stress-update”).
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Entrada: Incrementos de deformacao Ag e de sucgao As
Saida : Incremento de tensao Ag

I'Inicralizar vartidvets

NSS «—0 ! Nimero de subpasso (substeps)

T+—0 ! Pseudo tempo

AT — AT, ! Tamanho inicial dos incrementos
while 7' < 1 do

TAg ATAg o
TAs ATAs '

{M} _[p7e gﬁf’(g’z'“)] : {%}
Az, Bi(g,z) Qxlg,zx)

‘g —g+'Ag Y1 = Yoo

!'hk,

Lo — 21 + Az "Yps1 = Yoo
2Ag er(1g> 1Zk) gep<1 ’ 1Zk:) TAg

{2Azk} - ;Q’k(lg, L) Qk(1g71zk)] ° {TAS}

g — g+ i('Ag +Ag) it

&+ 5 (D + Az) ! G

err <— max ”gilgH, Hé'“flz’“H 1 [gnt1=yni|
lgfl > Wl Gt

STOL ) 1/2
err

2Q

! hipo

M <= Meoef (

if err < STOL then ! Passo aceito
T—T+AT

e —eg+"Ag
s «— s+ TAs
g—a

Zk‘—ékz

if m > mMax then m «— mMax
else ! Passo rejeitado
L if m < mMin then m «— mMin

AT — mAT ! Corrigir tamanho do passo

if AT >1—T then DT «— 1—-T ! Verificar 4ltimo passo
L NSS «— NSS+1

Figura 11.5: Esquema Modified-Euler para a integracao numérica de relacoes elasto-
plasticas com subcarregamento para solos nao saturados, para incrementos de deformacao
e succao (“stress-update”).
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Entrada: Incremento de tensao Ag
Saida : Incremento de deformagao Ag
I'Inicralizar vartidvets
NSS «—0 ! Nimero de subpasso (substeps)
T+—0 ! Pseudo tempo
AT — AT, ! Tamanho inicial dos incrementos
while 7' < 1 do

Ao AT Ao
N ~ 'h
0 0
'Ag C*@.x) 0| [TAg -
~ — = o ~ ! n
1Azk

Qk(gazk) 0 0
1g' —a + TAg P Ypni1 = Yoo
e — 21 + 1Az "Yny1 = Yoo

2A§
2AZk

Cc?(lg, 1) 0] (T
g (g =) ]o{Ag} ! Bl

bi('g.'z) 0 0
€ —g+5("Ae+7A¢) s
2y — 2 + 3 (A2 4+ Azy) ! Ungt
err «—— max |§71§.|| “2’“_12’“” 1 19n1—yniall
I ! e
1
M Mgy (S22F) 7

if err < STOL then ! Passo aceito
T—T+AT

if m > mMax then m «— mMazx
else ! Passo rejeitado
L if m < mMin then m «— mMin
AT «— mAT ! Corrigir tamanho do passo

if AT >1—T then DT —1—-T  !Verificar iltimo passo
L NSS«— NSS+1

Figura 11.6: Esquema Modified-Euler para a integracao numérica de relacoes elasto-
plasticas com subcarregamento, para incrementos de tensao (“driver”).
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Entrada: Incrementos de tensao Ag e de sucgao As
Saida : Incremento de deformagao Ag
I'Inicralizar vartidvets
NSS «—0 ! Nimero de subpasso (substeps)
T+—0 ! Pseudo tempo
AT — AT, ! Tamanho inicial dos incrementos
while 7' < 1 do

Ao ATAg
N ~ 'h
TAs ATAs

1A§ QEP(Q'>Zk) gep(gazk) TAQ’ m
~ — = o ~ ! n
Az, bila,zr)  Pilo,z) As
‘g — g +'Ag M1 = Yoo
L — 21 + Az, "1 = Yoo

gep(lg.’ 1Zk) gep(

2 TA
; e 2 ik
bi('g.'z)  Pu('o,'z) As

Q-

2A§
2AZk

g€ —e+3("Ae +Ag) i
2 — 2+ %(1Azk +2Az) ! G
err <« max |§71§H “2’“_12'“” ¢ lnt1—yniall
B R
1
= ey (S24)'”

if err < STOL then ! Passo aceito
T—T+AT

g«—'g

s — s+ TAs

£ ¢

Zk‘—ékz

if m > mMax then m «— mMax
else ! Passo rejeitado
L if m < mMin then m «— mMin

AT — mAT ! Corrigir tamanho do passo

if AT >1—T then DT «— 1—-T ! Verificar 4ltimo passo
L NSS «— NSS+1

Figura 11.7: Esquema Modified-Euler para a integracao numérica de relacoes elasto-
plasticas com subcarregamento para solos nao saturados, para incrementos de tensao e
sucgao (“driver”).
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11.5.1 VERIFICACAO

Os esquemas apresentados aqui foram verificados de duas formas: a primeira, mediante
a simulacao de ensaios de laboratorio, para incrementos de tensao e succao e a segunda
pelo Método dos Elementos Finitos, para incrementos de deformacao. Os resultados das
simulagoes de laboratério usando os algoritmos das Figuras 11.6 e 11.7 foram apresen-
tados nos capitulos dos modelos SubCam, Subtij, BarcelonaX e SubBar, por meio de
comparacoes com resultados experimentais, ou, no caso do modelo BarcelonaX, com os
casos hipotéticos do artigo de Alonso et al. (1990).

Os resultados das solucoes via Método dos Elementos Finitos sao apresentados a se-
guir. A simulacao via FEM do problema de equilibrio de amostras cubicas de ensaios
de laboratorio, sem a presenca de sucgao, ¢ realizada. Ou seja, apenas o algoritmo da
Figura 11.4 é utilizado. O ensaio FO1-CTR-01, apresentado no Capitulo 4 é simulado. O
modelo usado foi o SubCam, com os parametros da Tabela 7.3 do Capitulo 7.

A geometria do problema e as condig¢oes de contorno sao mostradas na Figura 11.8.
Duas malhas de elementos finitos sao consideradas: a primeira contém apenas um elemento
do tipo hexaedro de oito nds e a segunda contém 27 elementos do tipo hexaedro de oito

nos (Figura 11.9).
aT

2

b

Figura 11.8: Condigoes de contorno consideradas na simulacao de amostra de ensaio de
laboratorio.

Para a solucao do Sistema Algébrico de Equagoes Diferenciais (DAS) global, utilizou-se
o esquema apresentado em Sheng & Sloan (2001). Este esquema determina automatica-
mente os passos de incrementos de for¢a e/ou deslocamentos necessarios a solugio pelo
Método dos Elementos Finitos.

Os resultados das tensoes e deformacoes no elemento tnico da primeira malha e no
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elemento do centro da segunda malha (hexaedro vermelho na Figura 11.9b) sdo compara-
dos com os valores obtidos com as simulacoes pontuais do ensaio, via trajetoria de tensao
imposta, e os resultados experimentais. A Figura 11.10 mostra esses resultados, na qual
verifica-se que a solucao via FEM, com o algoritmo da Figura 11.4 e o esquema automa-
tico de Sheng & Sloan (2001), tem valores similares a integragao local para incrementos

de tensdo dados.

10.0

100

2500

0.00
0.00

0
N 500
i 5.00 X
X ’ 5.00
.
“a e Y

10.
5.00
Y
100 59 100 500
() (b)

Figura 11.9: Malhas para a simulacdo do ensaio de laboratorio: (a) Malha de um
elemento; (b) Malha com 27 elementos.

Um elemento
27 elementos
Traj. tensbes
Dados

T T T T T T T T
0 2 4 6 8 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 11 1.2

&g (%) In(p)

Figura 11.10: Resultados de simulacoes via FEM e por meio de integracoes pontuais
(trajéoria de tensdo imposta).
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11.6 BACKWARD-EULER

Um método RK implicito de primeira ordem bastante conhecido é o Backward-Euler. Este
procura atualizar o estado y(t,,) mediante a funcao f(y(t,+h),t,+h)) avaliada no final do
passo (Figura 11.11). Como nao se sabe a priori esta fungdo, varias iteragoes devem ser
realizadas. A seguir, mostra-se como isso pode ser feito, direcionando o desenvolvimento

a teoria matematica da elastoplasticidade.

Y
(s ) J(Wn+1, ts1)
Y\ln
TTOr fin
Yn+1
Un, g hf(yner tn+1)

_ ? K
t, t,+h

Figura 11.11: Método Backward-Euler.

Nos modelos que consideram duas (ou mais superficies), uma delas passa pelo estado
de tensao e ¢ denominada por superficie de carregamento. Essa superficie é representada
aqui por f = f(g,2,). O conjunto de variaveis internas (tipo tensdo) é composto por
dois grupos: um com varidveis relacionadas apenas com a evolucao da superficie de car-
regamento e outro com as demais variaveis. Essas primeiras serao representadas por z, e

as segundas por zg. Assim, o seguinte conjunto de variaveis internas é considerado:

Za=1

o = 4 o= (11.42)
Zﬁzl

| 26=5

em que as 2, variaveis sao relacionadas unicamente com o endurecimento da superficie de
carregamento e as zg com outros fendomenos, como exemplo, o crescimento da superficie
normal de plastificagao. Essa divisao é importante, pois o estabelecimento da condicao
de consisténcia devera ser feito para a superficie de subcarregamento.

Leis constitutivas elastoplasticas podem ser resumidas pelo seguinte sistema de equa-
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coes:
g=D":(¢-¢)
¢’ = Ar
4 = AH,, (11.43)
[ = f(g; Zoz)
f =V:.:o+ Zyaza
em que,
. VD¢
A= = 11.44
VD1 =3, vaMHa .
r=r(g ) (11.45)
of
V=V(gz)= 9 (11.46)
of
Yk = Yk (g, Zk) = 92r (11.47)
Hi = Hi (o, 21) (11.48)

0
0 (11.49)
0

O esquema Backward-Euler desenvolvido aqui ¢ baseado na abordagem descrita em
Simo (1994); Jeremi¢ & Sture (1997); Simo & Hughes (1998); Belytschko et al. (2000).
Este esquema pode ser aplicado a qualquer modelo formulado em termos de uma ou
mais superficies de plastificagdo e variaveis internas. Esquemas implicitos podem ser
desenvolvidos considerando o problema em termos de incrementos de deformacao.

O objetivo do método desta secdo é: dado o estado (", "e?, "z), para o incremento
de deformagao Ag, calcular o estado (”+1§ ”+1€p ") que satisfaga as condigoes de

carregamento e descarregamento. Assim, para as derivadas calculadas em n + 1:

n+1§ g + AE
ntlp _ ngp n—i—lAA/\n—i-l71
n+1 2 nZ n+1AAn+1H (1150)

g Q <n+1 o n+1€p>

n+1f — n+1f<n+1

o 7L+1Za>

Repr. Mat. do Comportamento Mec. Ciclico de Solos Sat. e ndo Sat. - Dorival M. Pedroso 163



11.6. Backward-Euler

Inicialmente, considera-se a defini¢do do tensor tentativa elastica (“elastic trial”). Para

isso, a Eq. (11.50)4 é re-escrita como:

2q

n+1 :De .

€ .

zzzzU zzzz@ 2R

(
=D": (e +Ac —"e" - Ag”)
(

'e—"e") + D Ag — D" At (11.51)

Q2

e. n§e+Agtrzal _De . Agp

trial n+1AADe . n—O—Nlr

2Q

em que

. Ae =

g_tm’al — D" + + Agtria (11.52)

waly
Q0
2
2Q

Q2

e que permite a interpretagdo geométrica do método como um algoritmo de retorno (“re-
turn mapping”), no qual o estado tentativa é projetado obliquamente no plano tangente

com vetor normal "*'r, segundo a direcao de —""AAD® : "' (Figura 11.12).

Figura 11.12: Esquema de integracao implicita Backward-Euler.

Como nao se sabe a priori os valores de "*'r e "*'H,, e por conseqiiéncia de "TAA,
deve-se adotar algum valor para "+1g e realizar algumas iteracoes até que o sistema de
equagoes seja satisfeito. Esse valor pode até mesmo ser o estado inicial "g. A cada iteracao
k, o estado de tensao, cujos componentes deverao ser encontrados, seré representado por
"“g(k). Da mesma forma, a solucao desejada para as deformacoes plasticas e varidveis

internas sera indicada por "tlgr(®) ntly () ¢ n+ly5(8). Para cada iteracdo k, os seguintes
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residuos devem ser minimizados:

xQ

n+1 g ) — ge . n—&—lz (k) (ge . a_tm'al . n+1AA(k)n+1 (k))
e = (11.53)

em que @ gtriad = "o + D Ae permanece constante durante as iteragoes.
Os residuos das Eqs. (11.53) sao minimizados pelo método Newton-Rhapson. Para

isso, considerando que,

n+1§£k) — n+1§§k) <n+1z (k) n+1,r(k) n+1AA(k)) (11.54)
HHRS? _ n+1Ri (n+1 (k) n+1H n+1AA(k)> (11.55)
e
or
Ar® = o O 11.
T 9o g )+ Z o P (11.56)
8
AHF = Z 5 A (11.57)
~ J
ou entao,
Ar® =M : Ag® +) N, AP (11.58)
AP = Ri - Ag® +3 " 5020 (11.59)
J
em que,
or or OH; OH,;
M =-*= N,=— R, = Sii = — 11.60
S 0g R 0n Y 0 Y0 —

as seguintes expansoes por série de Taylor sao feitas:

€

8R OR
n+lp(k+1) _ n+1R - Ag®) = Ar®) 4
~€ © 80’ g+ or L 8AA

_ n+1§£k) + Ce . Ag(k) + n+1AA(I<:)A:E(k) + n+1,£ (k) (SAA(k)

_ n+1§£ n+1AA(k)M> : Ag(k) + n+1AA(k)]yaAZa n+1 (SAA

N\
Q zzQ

(11.61)
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OR.; . &) . OR. K OR
N ( ) N ( ) 21
oz 25 T, AT T GAn

_ n+1Rg;) + 5¢jA2j(-k) _ ”HAA(k)cSijAHj _ "HHEk)cSAA(k)
_ n+1R£]:) _nHIAND R, Ag k) (5”, _ n+1AA(k)Sij) Azj(.k) _ "HHE’“)(SAA(’“)

n+1Ri];+1) o n+1Rik)

2 SAANP)

(11.62)
em que as seguintes expressoes foram consideradas:
R R R
== — —=E — nHIAAR) pym ~© _ ntln(k) 11.
dg = or : oAN L (11.63)
OR.; OR.; OR..
zi_ S Yoitm _n—i-lAA(k)(S Zi _ _ntl (k;) 11.64
0z " aH, i OAN T (11.64)

Os residuos das Eqs. (11.61) e (11.62) sao igualados a zero, permitindo obter o seguinte

sistema de equacoes:

[A(k)] {AZ(’“)} - _ {R(k)} — SAAK) {r(k)} (11.65)
ou seja,
(ASE) = — [A®)] -1 {R®} — 5AAD [A®)] ! {r® (11.66)
em que:
(Qe + n+1AA(k)]L4') n+1AA(k)]ya 9
[A(k)} — n+1AA 5 (n+1AA(k;)Saa . 1) n—‘,—lAA(k‘) Saﬁ (1167)
nt1A A (K 13 ”HAA(k)Sga (”“AA(k)Sg@ — 1>
e
A Q.(k) n+1R(k n+lr(k)
{AE(k)} — Azék) {R(k)} — n+1R( {r(k)} — n+1Hgf) (11.68)
o o

O sistema da Eq. (11.65) possui duas incognitas: {ATZ®)} e JAA®. Por isso, outro
sistema de equacoes serd necessario. Este tltimo parte da condicao de consisténcia, line-

arizada por séries de Taylor, considerando a Eq. (11.50)5 e dado de acordo com:
af of
ntlp(k+l) _ntietk) o 9T 0 A S (B) YT A®

= E) Ly Ag®) g IALR 4 OAzﬁ (11.69)
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Como o0 objetivo & "¢+ —

v (Ach
o AP L k) (11.70)
(k)
0 Azg
ou seja,
(V)7 a0y - g .

Assim, com as Eqgs. (11.66) e (11.71), o incremento SAA® pode ser encontrado, de acordo

COo11:

1) _ Ly LT [A®]T RM)

SAANR) =
{VO} [AB] {r®)}

(11.72)

que pode ser usado para calcular {AE("“)} mediante a Eq. (11.66).

O Algoritmo 11.13 resume as iteragoes do esquema Backward-Euler (“fully-implicit”)
para a integracao numérica das equacoes da elastoplasticidade, considerando o conceito
de subcarregamento. A inicializacao é feita supondo que os incrementos de deformacao
plastica e de varidveis internas sao nulos. Com isso, os residuos poderao ser nao nulos
e serao usados para calcular as tentativas. O processo é continuado até que o erro da

Eq. (11.73) seja menor que uma tolerancia TOLgg.

n+1R(k)
n+1R(k7)

' (11.73)
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Entrada: Incremento de deformagao Ag
Saida
I'Inicralizar vartidvets
k<« 0
ANO — 0
g g +"D": Ae
(0) )

n,
2

Calcular funcdo de plastificacio f*)

: Incremento de tensao Ao

I Iteragdes
repeat

!'Calcular gradientes
Calcular gradientes (1, V, a)

Calcular gradientes de maior ordem (M, IV,

zz;g

i» Sij)
! Calcular matriz e vetores aumentados
Caleular ([A®]TY) 1Eq. (11.67)
Calcular (JAA®) 1Eq. (11.72)
Calcular ({AX®)})  1Eq. (11.66)
! 4tualizar varidvers
AANFFD  AA®) 4 SAAK)

zi(kﬂ) — zi(k) + Az

Calcular (f*+1)
I'Calcular residuos e erro
Calcular ("F'R%), nHREN 1 Eq. (11.53)

n+1R£k) o (k)
nwrip® (110 2

! Prozema iteracdo
k—k+1
until Err < TOLgg

Err «—

Figura 11.13: Esquema Backward-Euler (“fully-implicit”) para a integracao numérica

(“stress-update”) de relagoes elastoplésticas com subcarregamento
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11.7. Estimativas de Eficiéncia com Simulacoes Pontuais

11.7 ESTIMATIVAS DE EFICIENCIA COM SIMULACOES PON-
TUAIS

11.7.1 COMPARAGAO ENTRE (FE), (ME) E (RKDP)

Um estudo entre os esquemas FE, ME e RKDP foi realizado mediante a solucao das
equacoes constitutivas do modelo Subtij. Neste estudo, um conjunto de incrementos de
deformacao foi aplicado e o erro, com relacao a solucao correta, obtida com um namero
elevado de sub-divisoes do esquema FE, foi calculado. Os resultados sao apresentados em
forma de grafico (Figura 11.14), que permite verificar o balango erro versus eficiéncia. Para
isso, considerando o dbaco da Figura 11.14, o seguinte procedimento pode ser realizado:
a) escolhe-se um valor de erro global aceitavel para a solugao do problema; b) no grafico
superior, traca-se uma linha horizontal pelo valor do erro até a curva do esquema desejado;
¢) partindo desta intersec¢do, traga-se uma linha vertical até encontrar, no gréfico inferior,
a curva do tempo de processamento; e, entao, d) traga-se uma linha horizontal encontrando
o tempo médio de execucao do esquema. Assim, verifica-se que o esquema ME é mais
rapido, para uma mesma precisao, que os esquemas FE e RKDP. O esquema FE é o mais

lento de todos, para o mesmo erro.

100 é T T TTITT T T TTTTT]] TT |\|||t T T 1T 117 TTTITIT T T TTTIT \|||H|| LI T TTTIT
=1L
10"
10°E
2 10”7k E
o107 =
10_55 E
10% ; E
10 g 10°
J1c°
FE 2102 @
_ | RKDP 2, é‘
B B B ME: 0
FE B 0-1
—— ME - -
T T ITII]] T T ITT10 L1 |\|||‘ L1l \Hl \HHH‘ | AR \|||H|| Il 1 Hl‘ ||\|||H‘IO-2
o™ 10" 10 10® 107 10® 10 10t 107 107

STOL (~nss)

Figura 11.14: Abaco com os resultados de integracdo para o modelo Subtij e os esquemas
FE (Forward-Euler), ME (Modified-Euler) e RKDP (Runge-Kutta-Dormand-Prince).

11.7.2 COMPARAGAO ENTRE (ME) E (BE)

O objetivo desta secao é verificar qual esquema, entre ME e BE, produz a resposta mais
acurada para o menor esforco computacional. As solucoes obtidas com cada esquema
sao comparadas com a solucao exata, calculada com o esquema FE com muitos sub-

passos (100.000). As simulagoes calculam os valores finais de tensoes e variaveis internas
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{2} (0) = {g(z’) zl(z)}T), para cada ponto (i) de uma malha de incrementos de defor-
macao (Figura 11.16).

Uma medida de erro normalizada para cada ponto da malha é definida. Estes erros
sao comparados com a solugao exata ({3}, (i) = {gc(i) zm-(z')}T)7 mediante a seguinte
expressao:

_E6) = E0)

Errors(i) = = (11.74)

Simulacoes foram realizadas com os modelos SubCam e Subtij, considerando os pa-

rametros para a argila Fujinomori, apresentados na Tabela 11.2. Para todas simulacoes,
o OCR usado foi igual a 2, ou seja, o tamanho inicial da superficie normal foi o dobro
do tamanho da superficie de subcarregamento. O valor do parametro ¢ para o modelo

SubCam é dado por Csypeam € para o modelo Subtij é cgyptij-

Tabela 11.2: Parametros dos modelos SubCam e Subtij para a argila Fujinomori usados
nas comparacoes entre os esquemas de integracao.

Parametro Valor.

A 0.0891
K 0.0196
v 0.2
bes 33.7°
eNC 0.83

3 1.5
Csubcam 500.0
Csubtij 1000.0

Diferentes valores iniciais de tensao e varias combinacoes de incrementos de defor-
macao foram impostos para testar os esquemas de integracao. Trés estados iniciais de
tensao em posicoes diferentes na superficie de subcarregamento foram considerados para
os modelos SubCam (Figura 11.15a) e Subtij (Figura 11.15b). Incrementos tridimensi-
onais de deformacao foram impostos: Aey, Aey e —0.5Ae3. Estes foram escolhidos de
forma que os estados finais de tensao sejam maiores tanto na parte desviadora quanto
isotropica, ou seja, movendo contra a direcao da superficie de subcarregamento. Os valo-
res dos incrementos de deformacao sao vistos como pertencentes a uma malha de pontos
(Figura 11.16). Estes pontos sdo usados para plotar as curvas de igual-erro (“isoerror

contours”) com abcissas iguais a Ae; e ordenadas iguais a Aes.
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o ] © |
o —— Superficie de subcarregamento N —— Superficie de subcarregamento
® ponto A ® ponto A
O pontoB O ponto B
Tol ponto C 0 | ponto C
i —
o o
T 5 25
Lo n
S S
o o
o o
I I I I I I I I
0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0
p tn
(a) (b)

Figura 11.15: Estados iniciais para os modelos SubCam e Subtij: (a) Estados iniciais
e superficie do modelo Subloading Cam-clay; (b) Estados iniciais e superficie do modelo
Subloading tij.
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Figura 11.16: Malha de incrementos de deformacao impostos.

Para o esquema Modified-Euler (ME), cinco valores de tolerancias STOL foram inves-
tigados: 1071, 1072, 1073, 107* e 107°. Para o esquema Backward-Euler (BE), os valores
para a tolerancia T'O Ly, foram: 1071, 1072, 107°, 10" ¢ 10, Verificou-se que essa ultima
tolerancia praticamente nao teve efeito no erro de integracao com o esquema BE.

Para cada esquema e modelo constitutivo, tabelas foram elaboradas com o resumo dos
resultados de integracao em termos de eficiéncia e esforco computacional. As seguintes
informacoes sao apresentadas nestas tabelas: NSS representa o niimero de sub-passos,

determinados automaticamente pelo esquema ME; FRR representa o erro calculado pela
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Eq. (11.74); Time é o tempo total necessario a solugao para todos os incrementos de defor-
macgao da malha; NDIV é o nimero de divisoes impostas aos incrementos de deformagao
aplicados ao esquema BE, de forma a garantir a convergéncia e melhorar a acuracia deste

esquema; e NIT representa o numero de iteragoes usadas pelo esquema BE.

11.7.3 RESULTADOS PARA O MODELO SUBLOADING CAM-CLAY

Os resultados para o modelo SubCam, usando os esquemas ME e BE, sao resumidos
nas Tabelas 11.3 e 11.4. Os resultados mostram que os estados iniciais (A, B e C) ndo
influenciam tanto os resultados para ambos esquemas. Os resultados mostram também
que o esquema ME foi mais eficiente que o BE.

Para as combinacoes investigadas, o erro médio com o esquema ME variou da ordem de
1% até 0.0001%, com o tempo de calculo entre 0.06 segundos, para as tolerancias maiores
(STOL = 107'), e até 1.61 segundos, para as tolerancias menores (STOL = 107°).
Diferentemente, os erros com o esquema BE iniciarem em 4%, consumindo um tempo de
0.18 segundos com NDIV = 2, enquanto que a resposta mais acurada foi obtida com
erro de 0.07% e NDIV = 100, demandando 6 segundos de processamento. E importante
ressaltar que o esquema BE nao possui um procedimento de determinacao automética dos
subpassos para garantir a convergéncia e controlar a acuracia.

Ressalta-se, também, que o erro obtido com o esquema ME é relacionado com a
tolerancia STOL. Em todos os exemplos, o erro médio com o esquema ME ficou em, no
maximo, uma ordem de grandeza acima da tolerancia ST'OL. Com o esquema BE, o erro
nao diminuiu significativamente mesmo para as pequenas tolerancias das iteracoes 7O Ly..
A acurécia do esquema BE s6 pode ser aumentada com a subdivisdo (nao automatica)
dos passos.

Para um mesmo erro médio, por exemplo, FRR,,.q em torno de 0.1%, o esquema
ME gastou 0.09 segundos e o nimero de subpassos foi determinado (automaticamente)
entre 5 e 12. Para manter a mesma acuracia, o esquema BE deve dividir o incremento
de deformacao em, mais ou menos, 100 subpassos. Com isso, 2 ou 3 iteracoes serao
necessarias para a convergéncia e o processo todo leva 6 segundos. Isto é bem ineficiente,
considerando o nimero total de calculos de tenstes necessarios a cada esquema. Este
namero foi de, até, 24 (12 passos x 2 avaliagdes) para o esquema ME, contra 300 (100
passos x 3 iteragOes) para o esquema BE. Portanto, o nimero de calculos foi de até 12.5
(300/24) vezes maior para o esquema BE e o tempo de processamento foi de até 66.7
(6/0.9) vezes maior para este mesmo esquema. Possivelmente esta diferenca se deve ao
calculo dos gradientes de maior ordem, necessérios ao esquema BE. Além disso, o esquema

BE requer a inversdo da matriz [A®)].
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Tabela 11.3: Resultados de integracao com o esquema Modified-Euler e o modelo Su-
bloading Cam-clay.

Ponto STOL  NSSmin NSSmaz NSSmed ERRin ERRmax ERR;eq Time

(%) (%) (%) (s)
A 1.0e-01 4 7 6 6.36e—02 1.68e+00 1.17e+ 00 0.06
A 1.0e-02 5 12 9 5.00e-02 1.75e—-01 1.24e-—01 0.09
A 1.0e-03 7 28 21 4.92e—03 1.99¢e—-02 1.46e — 02 0.20
A 1.0e-04 14 81 60 6.07e —04 2.26e—03 1.57e —03 0.54
A 1.0e-05 37 248 183 6.59¢ — 05 3.04e —04 1.84e—04 1.61
B 1.0e-01 4 7 5 4.17e—02 220e+00 1.27¢+ 00 0.05
B 1.0e-02 4 12 8 4.17¢e—-02 1.75e—-01 1.18e—01 0.08
B 1.0e-03 6 29 19 4.48e—-03 2.0le—02 1.35e—02 0.18
B 1.0e-04 12 82 53 5.87e—04 2.23e—03 1.44e—-03 0.47
B 1.0e-05 31 249 160 5.05e —05 3.23e—04 1.63e—04 1.40
C 1.0e-01 4 7 5 279 —02 241e+00 1.44e+00 0.05
C 1.0e-02 4 12 9 2.79¢e—-02 1.83e—01 1.34e—-01 0.08
C 1.0e-03 6 29 20 4.85e—03 2.05e —02 1.54e — 02 0.18
C 1.0e-04 11 82 55  5.79e —04 2.27¢—-03 1.65e—03 0.49
C 1.0e-05 28 251 170 6.33e —05 3.43e—04 1.98e—04 1.49

Tabela 11.4: Resultados de integragao com o esquema Backward-Euler e o modelo
Subloading Cam-clay.

Ponto NDIV ~ TOLs NITmin NITmaw NITmea  ERRpmin  ERRmaz  ERRyeq Time
(%) (%) (%) (s)

A 2 1.0e-03 2 8 4 239 —-01 1.15e+01 3.87e+ 00 0.18
A 5 1.0e-03 1 4 2 1.08e—01 3.77e+00 1.47e+ 00 0.31
A 10 1.0e-03 1 3 2 7.95¢e—-02 180e+00 7.19¢—-01 0.55
A 100 1.0e-03 1 2 1 82le—03 1.30e+4+00 5.47e—01 2.65
A 2 1.0e-05 3 18 7 245e—01 1.14e+01 3.87e400 0.28
A 5 1.0e-05 2 6 4 1.03e—-01 3.78+00 1.44e+ 00 0.44
A 10 1.0e-05 2 4 3 527e—02 1.79e+00 7.03e—01 0.67
A 100 1.0e-05 1 2 1 82le—03 1.99¢e—01 7.55e—02 4.43
A 2 1.0e-07 4 28 10 2.45e—-01 1.14e+401 3.87e+4 00 0.40
A 5 1.0e-07 3 8 5 1.04e—-01 3.78e+00 1.44e+ 00 0.57
A 10 1.0e-07 3 6 4 529e—-02 1.79e+00 7.04e —01 0.95
A 100  1.0e-07 2 3 2 539 —-03 17le—01 6.92e—02 6.08
B 2 1.0e-03 2 8 4 1.79e¢—-01 1.13e+01 3.68e+ 00 0.18
B 5 1.0e-03 1 4 2 942e—-02 3.76e+00 1.39¢+ 00 0.31
B 10  1.0e-03 1 3 2 7.10e—02 1.79¢e+00 6.87e—01 0.54
B 100  1.0e-03 1 2 1 73% —03 1.32e4+00 5.39¢ —01 2.64
B 2 1.0e-05 3 19 6 1.83e—-01 1.14e+01 3.68e+ 00 0.28
B 5 1.0e-05 2 6 4 7.64e—02 3.78e+00 1.35e+ 00 0.43
B 10 1.0e-05 2 4 3 390e—02 1.78e+00 6.58¢— 01 0.66
B 100  1.0e-05 1 2 1 73le—-03 1.99¢—-01 7.11e —02 4.42
B 2 1.0e-07 4 30 10 1.83e—01 1.14e+01 3.68e+ 00 0.40
B 5 1.0e-07 3 8 5 7.69e—02 3.78e+00 1.35e+ 00 0.57
B 10 1.0e-07 3 5 4 391le—02 1.78¢+00 6.59¢ —01 0.95
B 100  1.0e-07 2 3 2 398e—-03 1.70e—-01 6.45¢— 02 6.09
C 2 1.0e-03 2 9 4 9.75e—-02 1.23e+01 3.99e+ 00 0.18
C 5  1.0e-03 1 4 2 9.68e—02 4.15e+00 1.54e+ 00 0.31
C 10 1.0e-03 1 3 2 7.04e—-02 1.99¢+00 7.8le—01 0.53
C 100 1.0e-03 1 2 1 7.24e—-03 1.24e+400 5.15e—01 2.63
C 2 1.0e-05 3 20 7 9.33e—02 1.22e+01 3.98e¢+ 00 0.29
C 5 1.0e-05 2 6 4 393e—-02 4.13e+00 1.51le+00 0.42
C 10  1.0e-05 2 4 3 196e—02 198400 7.42¢e—-01 0.66
C 100 1.0e-05 1 2 1 724e—-03 2.17e—01 7.96e — 02 4.40
C 2 1.0e-07 4 31 10 9.32e—-02 1.22¢+401 3.98¢+ 00 0.40
C 5 1.0e-07 3 8 5 3.83e—02 4.14e+00 1.51e+00 0.58
C 10 1.0e-07 3 5 4 193e—02 1.98e+00 7.43e—01 0.94
C 100  1.0e-07 2 3 2 1.95e—03 1.90e—-01 7.35e—02 6.04
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A diferenca entre a acurécia dos dois métodos pode ser melhor visualizada usando
as curvas de igual-erro (Figuras 11.17a até 11.18b). Apenas algumas combinagoes de
STOL e NDIV sao apresentadas. Nestas figuras, é possivel notar que a magnitude dos
erros é maior com o esquema BE. Além disso, o erro médio aumenta com a norma dos
incrementos de deformagao impostos, especialmente par o esquema BE. Para o esquema

ME, o erro é mais ou menos distribuido. Isso se deve ao controle automaético dos passos.

Tempo(s)=0.06; ErroMéd(%)=1.17e+00  Erro(%) Tempo(s)=0.54; ErroMéd(%)=1.57e-03  Erro(%)
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Figura 11.17: Resultados das simulac¢des pontuais com o modelo SubCam e o esquema

Modified-Euler (ME): (a) Ponto A - Modified-Euler - STOL = 107"; (b) ponto A -
Modified-Euler - STOL = 107,

Tempo(s)=0.11; ErroMéd(%)=4.14e+00 Erro(%) Tempo(s)=0.28; ErroMéd(%)=3.87e+00  Erro(%)
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Figura 11.18: Resultados das simulacoes pontuais com o modelo SubCam e 0 esquema
Backward-Euler (BE): (a) Ponto A - Backward-Euler - NDIV = 2 - TOLy = 107;
(b) Ponto A - Backward-Euler - NDIV =2 -TOLy, = 107°.

11.7.4 RESULTADOS PARA O MODELO SUBLOADING TI1J

Os resultados da integracao da relagao constitutiva do modelo Subtij, com os esquemas
ME e BE, sao apresentados nas Tabelas 11.5 e 11.5. Nos dois casos, a ordem do erro e o
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esforco computacional nao diferiram muito para os estados iniciais A, B e C. Novamente,
observa-se que o esquema ME é bem mais eficiente (acurado e veloz) que o esquema BE.
Os erros com o esquema ME ficaram entre 1% e 107, enquanto que para o esquema BE
os erros ficaram entre 4% e 1072, Além disso, o esquema BE gastou mais tempo para
resolver a malha toda. O tempo de processamento gasto pelo esquema ME ficou entre
0.19 e 5.05 segundos e para o esquema BE, entre 8.79 e 245 segundos.

A distribuicao do erro é apresentada por meio de curvas de igual-erro (Figuras 11.19a
até 11.20b). Apenas as curvas para o ponto A e para alguns valores de STOL e NDIV
sao mostrados. Novamente, verifica-se que a magnitude do erro com o esquema BE foi
bem maior, alcancando valores de até 20%. Além disso, os erros com o esquema BE
aumentam excessivamente com a norma dos incrementos de deformacao. O esquema ME
controla o erro indiretamente ao controlar o erro local de truncamento via STOL.

E interessante comparar a performance dos esquemas ME e BE na solucao do DAS dos
modelos SubCam e Subtij. Com o auxilio das Tabelas 11.3 e 11.5, verifica-se que a solugao
do DAS para o modelo Subtij com o esquema ME é mais demorada. Com o esquema BE,
a diferenca & bem maior (Tabela 11.4 e 11.5). Isto ocorre, pois os gradientes necessarios
ao esquema BE para o modelo Subtij sao bem mais complexos que os mesmos para o
modelo SubCam. Além disso, os gradientes do modelo Subtij requerem a determinagao
dos autovalores e autoprojetores do tensor de tensao.

Comparando as curvas de igual-erro para os dois modelos, nota-se que os erros na
solucao do DAS sao maiores para o modelo Subtij. A diferenca é maior para o esquema
BE. Possivelmente esta diferenca é devido as restrigoes, com relacao a valores negativos

de tensoes, impostas pelo modelo Subtij.
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Tabela 11.5: Resultados de integracao com o esquema Modified-Euler e o modelo Su-
bloading tij.

Ponto STOL  NSSmin NSSmaz NSSmed ERRin ERRmax ERR;eq Time

(%) (%) (%) (s)
A 1.0e-01 4 7 5 1.84e—01 3.40e+00 1.59e+ 00 0.19
A 1.0e-02 5 12 9 4.53e—-02 3.05e—-01 2.03e—-01 0.30
A 1.0e-03 8 28 20 1.17e—-02 3.77e —02 2.82e — 02 0.63
A 1.0e-04 17 79 57 1.65e —03 4.12¢ —03 3.23e—03 1.69
A 1.0e-05 44 242 172 8.8le—05 3.84e—04 2.52e—04 5.05
B 1.0e-01 4 7 6 2.54e—01 543e+00 2.8le+ 00 0.20
B 1.0e-02 6 15 11 891e—02 3.04e—01 2.13e—-01 0.36
B 1.0e-03 9 32 25 1.07e—-02 2.88e—02 1.78e— 02 0.78
B 1.0e-04 18 91 67 T7.85e—04 2.78¢—03 1.57e—03 2.03
B 1.0e-05 53 281 207 1.42e—04 6.69e —04 3.15e — 04 6.17
C 1.0e-01 4 7 6 817e—02 7.49¢e+00 5.31e+00 0.30
C 1.0e-02 5 15 12 7.90e —02 6.19e—01 3.27¢—01 0.38
C 1.0e-03 7 36 26 8.24e—03 3.66e—02 2.93e— 02 0.80
C 1.0e-04 14 100 75 9.34e — 04 3.49¢ — 03 2.52e — 03 2.22
C 1.0e-05 41 310 230 8.29¢e —05 8.90e—04 3.8le—04 6.87

Tabela 11.6: Resultados de integragao com o esquema Backward-Euler e o modelo
Subloading tij.

Ponto NDIV ~ TOLs NITmin NITmaw NITmea  ERRpmin  ERRmax  ERRyeq — Time
(%) (%) (%) (s)

A 2 1.0e-03 2 6 4 33le—01 1.3le+01 4.44e+ 00 8.79
A 5 1.0e-03 1 5 2 239 —-01 4.3le+00 1.67e+00 13.87
A 10 1.0e-03 1 3 2 17le—01 207e+00 8.29¢—01 21.29
A 100 1.0e-03 1 1 1 1.80e—02 1.65e400 7.05e—01 94.27
A 2 1.0e-05 2 8 6 3.29e—-01 13le+01 4.43e+ 00 11.55
A 5 1.0e-05 2 6 4 1.53e—01 4.35e+00 1.66e+ 00 19.65
A 10 1.0e-05 2 4 3 8.18e—-02 2.06e+00 8.16e—01 30.83
A 100 1.0e-05 1 2 1 1.80e—02 2.03e—01 8.30e—02 183.75
A 2 1.0e-07 4 10 7 328e—01 13le+01 4.43e+ 00 14.45
A 5 1.0e-07 2 7 5 1.52e —01 4.35e+00 1.66e 4+ 00 25.07
A 10 1.0e-07 2 5 4 8.17e—02 2.06e+00 8.15e —01 40.25
A 100  1.0e-07 2 3 2 8.96e—-03 196e—01 8.09e—02 245.62
B 2 1.0e-03 2 6 4 280e—01 1.34e+01 4.55e+ 00 8.76
B 5 1.0e-03 1 4 2 1.94e —01 4.42e+00 1.73e+ 00 13.62
B 10 1.0e-03 1 3 2 9.90e—-02 212e+00 8.53e—01 21.23
B 100  1.0e-03 1 1 1 1.0le—-02 1.63e+00 6.95¢— 01 94.90
B 2 1.0e-05 2 9 6 2.77e—01 1.34e+01 4.54e+00 11.69
B 5 1.0e-05 2 6 4 1.22e—01 4.44e+00 1.71e+ 00 19.53
B 10 1.0e-05 2 5 3  6.26e—02 2.11le+00 8.50e— 01 30.74
B 100  1.0e-05 1 2 1 1.0le—02 2.10e—01 8.60e—02 184.59
B 2 1.0e-07 4 11 7 277e—-01 1.34e+01 4.54e+00 14.53
B 5 1.0e-07 3 7 5 12le—01 4.44e+00 1.71le+ 00 24.99
B 10 1.0e-07 2 6 4 6.24e—02 2.11le+00 8.50e — 01 40.41
B 100 1.0e-07 2 3 2 6.43e—03 2.03e—01 843e—02 252.30
C 2 1.0e-03 2 7 4 1.69e—01 1.45e+401 4.90e+ 00 10.26
C 5 1.0e-03 1 4 2 1.22e—-01 492¢e+00 1.97e+4 00 20.01
C 10 1.0e-03 1 3 2 6.20e —02 2.46e+00 1.00e+ 00 25.16
C 100 1.0e-03 1 1 1 6.29¢—-03 1.62¢+400 6.77e—01 93.74
C 2 1.0e-05 3 9 6 1.65¢—01 1.44e+01 4.88e¢+ 00 11.44
C 5 1.0e-05 2 6 4  7.20e—02 4.96e+00 1.96e+ 00 19.75
C 10 1.0e-05 2 6 3 3.T4e—02 2.46e+00 1.00e — 00 31.73
C 100 1.0e-05 1 3 1 6.29¢e—03 2.44e—01 9.93e—02 186.76
C 2 1.0e-07 4 12 7 165e—01 1.44e+01 4.88e+ 00 16.70
C 5 1.0e-07 3 8 5 7.18e—02 4.96e+00 1.96e+ 00 27.92
C 10 1.0e-07 3 8 4  3.69e—02 2.46e+00 1.00e— 00 42.30
C 100  1.0e-07 2 4 2 3.79¢e—-03 237e—01 9.82e—02 257.52
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Figura 11.19: Resultados das simulacdes pontuais com o modelo Subtij e o esquema
Modified-Euler (ME): (a) Ponto A - Modified-Euler - STOL = 1E — 1; (b) Ponto A -
Modified-Euler - STOL = 1FE — 4.
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Figura 11.20: Resultados das simulacoes pontuais com o modelo Subtij e o esquema
Backward-Euler (BE): (a) Ponto A - Backward-Euler - NDIV =2 - TOLy, = 107 ;
(b) Ponto A - Backward-Euler - NDIV =2 -TOLy, = 107°.

11.8 CONCLUSOES

Métodos Runge-Kutta sao tteis na solucao do sistema algébrico de equagoes diferenciais.
Estes métodos podem ser explicitos ou implicitos. Os métodos implicitos necessitam de
iteracoes para alcancar a solucao, podendo nao convergir, dependendo do tamanho dos
passos de tempo. Tanto os métodos explicitos quanto os implicitos podem ser de primeira
ou maiores ordens. Quanto maior a ordem do método, maior é a acuricia. Os métodos
de maior ordem sao obtidos considerando o calculo das derivadas em posicoes e tempos
intermediarios dentro de um mesmo passo. Essas posicoes e tempos sao conhecidos por

estagios, portanto o método Runge-Kutta ¢ do tipo multi-estagio.

Repr. Mat. do Comportamento Mec. Ciclico de Solos Sat. e ndo Sat. - Dorival M. Pedroso 177



11.8. Conclusoes

Parece que a primeira aplicacao do método Runge-Kutta a solu¢ao do DAS de mode-
los elastoplasticos foi apresentada por Sloan (1987). Métodos de maior ordem também
foram estudados por Sloan & Booker (1992). O método Runge-Kutta pode ser aplicado
a modelos para solos como o Cam-clay (Sloan et al., 2001; Pedroso, 2002).

Quatro esquemas baseados no método Runge-Kutta foram estudados: Forward-Euler
(FE), Modified-Euler (ME), Runge-Kutta-Dormand-Prince (RKDP) e Backward-Euler
(BE). Os esquemas FE, ME e RKDP sao explicitos, pois calculam as derivadas no inicio
dos (sub)passos. O esquema BE é implicito e requer um algoritmo com iteragoes. Os
esquemas FE e BE sao de primeira ordem, ou seja, o erro global se comporta como
Ch, em que C' depende do problema e h é o tamanho do passo. O esquema ME ¢é de
segunda ordem e o esquema RKDP é de quinta ordem. Este tltimo é mais adequado para
tolerancias bastante pequenas.

Os esquemas FE e BE, por serem de primeira ordem, necessitam que os passos se-
jam menores que os mesmos para os esquemas ME e RKDP. No entanto, a determinacao
do tamanho do passo é dificil e pode ser auxiliada pelo procedimento que realiza duas
avaliacoes com erros de ordens diferentes. Essas avaliacoes podem ser feitas com passos
divididos por dois (extrapolacao de Richardson) ou com métodos de diferentes ordens.
Os esquemas RK-embedded possuem internamente avaliacoes de ordens diferentes, per-
mitindo a elaboracao de um algoritmo com determinacao automatica do tamanho dos
Passos.

Os esquemas ME e RKDP sao do tipo “embedded”. O esquema ME faz duas ava-
liagoes: uma do tipo Forward-Euler e outra do tipo Modified-Euler. Este esquema foi
implementado com um algoritmo de determinacao automéatica dos passos. O erro entre as
duas avaliagoes permite a correcao dos passos, levando a rejeicao ou aceitagao da solucao
correntemente encontrada. Este esquema pode ser aplicado a modelos construidos com
a teoria matematica da elastoplasticidade, com ou sem o subcarregamento. Além disso,
este esquema pode ser usado na solucdo do DAS de modelos para solos parcialmente sa-
turados, como os modelos BarcelonaX e SubBar, no qual a relacao constitutiva considera
a taxa de variacao da succao.

Igualmente para simulagdes com trajetorias de tensao/sucgao, como as simulagoes de
ensaios de laboratério, e simulacoes de problemas de contorno, como as analises pelo
Método dos Elementos Finitos, o DAS local das relagoes constitutivas pode ser resolvido
com o método Runge-Kutta. Os algoritmos com o método de determinagao automatica
de passos Modified-Euler para ambos casos foram apresentados, com ou sem succao.

A solucao via Método dos Elementos Finitos de um problema de contorno e valor
inicial, relacionado com o equilibrio de amostras de ensaios de laboratoérios, foi comparada
com as simulacoes pontuais para trajetorias de tensao impostas. Com isso, os algoritmos
das Figuras 11.6 e 11.4 puderam ser verificados. Os resultados pelos dois métodos foram

similares.
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Uma comparacao entre os esquemas ME e BE, em termos do balanco erro wversus
tempo de processamento, foi realizada com os modelos SubCam e Subtij. O esquema ME
foi bastante versatil e facil de usar e implementar. Além disso, forneceu resultados mais
acurados e no menor intervalo de tempo possivel. A ineficiéncia do esquema BE, dentre
outros fatores, também é devida ao fato de ser um esquema de primeira ordem, enquanto
que o esquema ME é de segunda. O tempo adicional necessario a solucao pelo esquema
Backward-Euler parece ser devido ao calculo dos gradientes de maior ordem. No caso do
modelo Subtij, estes gradientes sao determinados com equagoes um tanto complexas e

que utilizam os autovalores e autoprojetores do tensor de tensao.
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Capitulo 12

DETERMINACAO DE PARAMETROS

“As far as I can judge of myself I worked to the utmost during the voyage from the mere
pleasure of investigation, and from my strong desire to add a few facts to the great mass

of facts in natural science.” — Charles Darwin

Em modelos elastoplasticos, existem alguns parametros que nao sao facilmente obtidos
pela observacao de resultados laboratoriais. Em modelos que objetivam a simulagao de
ensaios ciclicos, como os modelos Subloading Cam-clay e Subloading tij, algumas fungoes
de evolucao para as superficies de carregamento e de plastificacao possuem coeficientes que
devem, geralmente, ser obtidos fazendo a retro-anélise de ensaios de triaxiais cilindricos e
cubicos. Assim, antes de uma anélise numeérica, por exemplo, pelo Método dos Elementos
Finitos, os parametros constitutivos devem ser descobertos e otimizados para um conjunto
de ensaios. Este devem representar, preferencialmente, todas as possiveis trajetorias de
tensao/deformacao em problemas de contorno.

A otimizacao e procura por parametros constitutivos de leis elastoplasticas pode ser au-
xiliada pelo algoritmo genético-evolutivo (AGE). Este fornece os melhores parametros que
minimizam o erro entre as curvas simuladas e os resultados de um conjunto de ensaios de
laboratoério de comportamento mecanico. Neste trabalho, o algoritmo genético-evolutivo
é aplicado a determinacao dos melhores parametros para os modelos SubCam, SubCamX
e Subtij. Este procedimento permitiu a obtencao de parametros para os quais a quali-
dade de simulacao foi aumentada. O codigo usado é similar ao apresentado por Goldberg
(1989), conhecido por Simples Algoritmo Genético (SGA). No entanto, diferentemente
do algoritmo original, foi adotado o conceito de ilhas de individuos, por permitirem uma
melhor convergéncia. Além disso, a selecao por “rank” e o conceito de elitismo foram
adicionados ao programa de otimizagao, melhorando a eficiéncia do mesmo.

Um algoritmo genético-evolutivo (AGE) é, em principio, uma simples e genérica estru-
tura contendo regras e operagoes capazes de simular a evolu¢ao de individuos, imitando
a evolucao dos individuos na natureza. Os algoritmos genéticos funcionam de uma forma

bastante interessante e diferente dos algoritmos convencionais. O AGE tem utilizagdo em
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problemas de otimizacao e procura pelos individuos mais adaptados a solucao do pro-
blema. Esses individuos devem ser representados por niimeros e/ou caracteres para que
possam ser introduzidos em um codigo computacional. Os individuos sao classificados
segundo uma fun¢do objetiva ou de adequabilidade (“fitness”) que influencia o processo
de selecao. A selecao procura obter os melhores individuos, indicados por valores maxi-
mos ou minimos da funcao objetiva, para que, em seguida, se possa realizar as operacoes
genéticas de reproducao, mutagao e crossover.

A maior vantagem do AGE é sua total independéncia do tipo de problema a ser
resolvido, além de realizar uma procura num espaco de, praticamente, infinitas dimensoes.
Outro aspecto valioso do AGE é a sua capacidade de passar livremente pelos pontos de
sela de um determinado problema. Sua desvantagem é a necessidade de alta capacidade
de processamento da maquina computadora. Contudo, devido a sua simplicidade, sua
extensao a programacao paralela é relativamente facil. Essa extensao pode ser feita, por
exemplo, com a utilizagao de ilhas de individuos, nas quais, de tempo em tempo, faz-se
a migracao de individuos entre as ilhas. A migracao é indispensavel para que se possa
chegar a convergéncia do AGE. Entretanto, o conceito de convergéncia para o AGE ndo

¢ bem definido, pois a evolugao nao tem fim.

12.1 BREVE REVISAO DA BIOLOGIA

O principio bésico do AGE é a sobrevivéncia do mais adequado (“Survival of the fittest”,
Darwin, 1859). Entretanto, o procedimento programacional do AGE tem fundamento na
Genética. Por isso, uma breve revisao dos conceitos bioldgicos necessarios ao entendimento
do AGE sera feita.

As teorias descobertas por Darwin relevantes ao AGE proposto sdo: a) a evolugao
ocorre; b) as mudancas evolucionarias acontecem gradualmente, requisitando milhares
e milhoes de anos; e ¢) o mecanismo primario da evolu¢ao é um processo chamado de
sele¢do natural. O quarto preceito de Darwin sera fundamentado /substituido pela teoria
da Genética.

Quase todos o0s seres vivos possuem uma estrutura com material hereditario, o DNA
(acido desoxy-ribonucleico) (Figura 12.1a). Essa estrutura é composta por bases quimicas.
A ordem em que essas bases aparecem no DNA determinam a informacao disponivel para
a construcao e manutencao do organismo. O DNA parece uma escada em forma de
hélice que é contorcida sobre si mesma até originar uma massa. Na verdade, existem
momentos em que pode estar mais contorcida ou, simplesmente, sob uma forma linear. E
importante saber que essa tira de material genético seré o contetido dos cromossomos. Os
cromossomos sao, de fato, o material que é transmitido durante a reproducao. Nos seres
humanos, os cromossomos ficam alojados nos gametas.

Existem pedagos de DNA (que ficam nos cromossomos) que tém a importante tarefa de

Repr. Mat. do Comportamento Mec. Ciclico de Solos Sat. e ndo Sat. - Dorival M. Pedroso 181



12.2. Analogia com a Natureza

definir os tragos (“traits”) dos seres vivos. Em células diploides, as que possuem pares de
cromossomos provenientes do pai e da mae, as diferentes combinagoes de genes das diadas
homologas (“Homologous Dyads”) sdo quem determina a variedade de tracos existentes
nos seres vivos (diversidade de espécies, Darwin, 1859). Individuos podem possuir varios
cromossomos nos nucleos das células.

Cada individuo humano recebe a metade dos cromossomos do pai e outra da mae.
Esses cromossomos se misturam durante a geracao de gametas. Na geragao de gametas
podem acontecer o crossing-over e mutacoes. Isso ocorre durante a meiose logo apds os
cromossomos ficarem dispostos aos pares em estruturas tetradicas em que cada perna é
denominada por croméatide-irma (Figura 12.1b). O cross-over ocorre quando uma perna
de uma crométide-irma atravessa a outra no ponto conhecido por chiasma. As mutacoes

ocorrem devido a alteragoes no material genético, como, por exemplo, a troca entre bases
do DNA.

—-__Cromossomos
[ | " homaélogos
adenina timina
——_) l

L C

guanina citosina

— chiasma

esqueletn
cromatides
- recombinadas

(a) (b)
Figura 12.1: DNA e Cromossomo: (a) DNA; (b) cromossomo.

12.2 ANALOGIA COM A NATUREZA

Nesta se¢ao, uma breve introducdo ao Algoritmo Genético-Evolucionario (AGE) é feita.
Para isso, uma analogia com a Natureza é realizada. Inicialmente, o seguinte exemplo é

apresentado: Dado um conjunto de ntimeros (individuos), por exemplo,

1001010011 0110010000 0100000010 0010101010 0000010000 0101010111
) 3 2 4 1 6

em que cada agrupamento de 1’s e 0’s pode ser a representagao binaria de alguma quan-
tidade e os numeros abaixo das seqiiéncias binarias sao o total de 1’s em cada seqiién-

cia (valor objetivo). Procura-se encontrar, computacionalmente, a melhor combinagio
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de seqiiéncias contendo o maior nimero de 1’s (melhor individuo). Para isso, pares de

seqiiéncias com maior nimero de 1’s sdo escolhidos (sele¢do):

0010101010 0101010111 1001010011 0110010000
4 6 5 3

Em seguida (reprodu¢ao), para misturar os nimeros de cada seqiiéncia (misturar o ma-
terial genético), uma posi¢ao dentro da seqiiéncia de ntimeros (DNA), para cada par de

seqiiéncias (casais), é escolhida, aleatoriamente,

001010101)0 010101011)1 100)1010011 011)0010000
4 6 ) 3

Para cada par, a parte da esquerda da primeira seqiiéncia (pai) é concatenada (crossover)
com a parte da direita da segunda seqiiéncia (mae), resultando numa nova seqiiéncia

(filho), e vice-versa, resultando noutra nova seqiiéncia (filha),

001010101)1 010101011)0 100)0010000 011)1010011
5 ) 2 6

De vez em quando, troca-se um “bit” da seqiiéncia (mutacio),

1010101011 0101010110 1000000000 0111010011
6 5 1 6

O processo é repetido, indefinidamente (geracoes),

selecio: 1010101011 0111010011 0101010110 0111010011

6 6 5 6

crossover:  1)010101011  0)111010011 0101010110)  0111010011)
6 6 5 6

1)111010011  0)010101011 0111010011)  0101010110)

7 5 6 5

1111111111 1111101111 0011111111 1111111101

10 9 8 9

O exemplo anterior ilustra os seguintes operadores e termos genético-evolucionarios, para

os quais a analogia com o problema de determinagao de parametros constitutivos é feita:
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Individuos: Cada grupo de parametros, codificados (representados) geneticamente,
por meio de seqiiéncias bindrias ou de niimeros reais. Cada parametro serd um Traco

do individuo (“Trait”) devido a um gene especifico;

Valor objetivo: Medida da qualidade de representacao do comportamento meca-

nico de um modelo constitutivo, para um conjunto de resultados de ensaios;

Melhor individuo: Grupo de parametros com melhor valor objetivo, méaximo
ou minimo, dependendo de como o erro entre os valores calculados e resultados

experimentais ¢ calculado;

Selecao: Etapa na qual pares de individuos sao selecionados. A selecao é influen-
ciada (“bias”) pela categoria (“rank”) do individuo. Os individuos com maior rank

tém maior probabilidade de serem selecionados;

Reproducao: Engloba as rotinas de escolha dos gametas e mistura do material

genético. Nesta etapa pode ocorrer crossover e mutagao;

Elitismo: Apos a reprodugao, alguns individuos mais bem adaptados (melhor “fit-

ness”) sdo copiados para a populagao resultante;

DNA: Seqiiéncia de todas as bases necessarias a representagao (codificagao) dos
parametros. Cada parametro corresponde a um gene, que, por sua vez, corresponde

a um conjunto de bases do DNA (Figura 12.4);

Crossover: Pode acontecer durante a geracao dos gametas, na qual partes do
material genético proveniente do pai se misturam com partes do material genético

proveniente da mae;

Mutacao: Pode acontecer durante a geracao dos gametas, por meio de alteragoes
do material genético (DNA);

Geracgoes: Acontecem indefinidamente, causando uma evolucao dos individuos.
Varios critérios de parada podem ser definidos, apesar de ser dificil saber quando
a convergéncia foi atingida. Por exemplo, mesmo com uma seqiiéncia de resultados
iguais, a qualquer momento, pode ocorrer uma mutacao que cause a melhora dos

individuos.

Populagao/Ilha: Um grupo de individuos com tamanho constante. Em algoritmos
com mais de um grupo de individuos, separados entre si, cada grupo formara uma
ilha de individuos (Figura 12.2).

Migragao: A cada certo ntimero de geracoes, alguns individuos (melhores ou nao)

sdo transportados de uma ilha a outra (Figura 12.2). Este processo aumenta a
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dimensao do espago de procura e melhora as caracteristicas de convergéncia do

algoritmo como um todo, evitando, por exemplo, a estagnacao dos pontos-de-cela.

Figura 12.2: Tlhas de individuos; Cada ilha possui uma populacao de individuos. Em
intervalos de tempo, alguns individuos migram para outras ilhas.

Alguns AGEs, como o Simples Algoritmo Genético do primeiro tutorial de Goldberg
(1989), utilizam apenas um cromossomo para armazenar todas as informagcoes do indi-
viduo. Neste trabalho, uma forma de representacao um pouco diferente é desenvolvida.
Esta forma procura imitar a natureza, considerando a proveniéncia dos cromossomos, cé-
lulas diploides, etapa de geracao de gametas, dentre outras caracteristicas. O objetivo
é permitir ao codigo a possibilidade de ser expandido para problemas mais complexos,
como, por exemplo, com populagao variavel e dependente do sexo dos individuos.

A geracdo de gametas permite obter cromossomos compostos de véarias maneiras
(Figura 12.3), dependendo de como as pernas das crométides irmas sofram crossover.
Isso é simulado mediante a geracao de niimeros aleatérios e escolha de qual cromossomo
resultante sera usado na fecundacao, gerando o individuo filho.

O par de cromossomos, diadas-homologas, foi considerado, da mesma forma em que a
célula dos seres vivos, diploides, armazena a informacao genética. Os dois cromossomos
sao denominados por dChromo e mChromo em que (d) indica o cromossomo proveniente

do pai (*dad”) e (m) indica aquele proveniente da mae (“mom”) (Figura 12.4).

Figura 12.3: Geracao de gametas.

Um passo importante é a definicao do esquema de representacao das variaveis a serem

otimizadas. Essas variaveis, denominadas por Valores-Traco (TV, “Trait Values”) sdo
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codificadas em genes mediante uma funcao de representacao (Figura 12.4). Por exemplo,
o valor 15.4 podera ser dividido em nBases (nimero de bases), em que cada uma ira
guardar 15.4/nBases. Entdo, neste caso, a funcdo de representacao sera simplesmente
a soma das bases (B). Outras codificagoes poderao ser adotadas, como por exemplo, a

representagao binaria ou por meio de cadeias de caracteres (“strings”).

dChromo

genatipo

\ ObjFun
m ObjVal
A R/’J
mChromo fenétipo
mGeneg mGene;
B|B|B|B|B|B|\B|B|| ||B|B|B|B|B|B|B|B genctipo

Figura 12.4: Representacao Computacional do DNA.

Cada “Trait Value” (TV) corresponde a um parametro do material e cada TV é devido
a dois pedagos de genes: dGene, devido ao pai e mGene devido & mae (Figura 12.4). Ou
seja, o gene é influenciado pelo pai e pela mae. Duas funcoes de representagio (dRy e
mRy) sdo necessarias para a conversao de bases em genes. Essas podem ser iguais. Outra
fungao () é necessaria ao somatorio das parcelas de trago proveniente da mae com as do
pai.

Todos os valores-trago (7;) (parametros ou variaveis a serem otimizadas) sdo agora
introduzidos numa fungéo objetiva que converte essa informacao (armazenada no gen6tipo
do individuo) em um tnico valor (ObjVal). Este tltimo representa o fenotipo do individuo
e é usado para categorizar os individuos via um sistema de “ranking”.

Na otimizacao de parametros, a fungao objetiva ObjF'un se encarrega de chamar um
outro programa que realiza a simulagao (pontual) de ensaios de laboratorio. Os resultados

deste tltimo sdo comparados aos resultados experimentais (Objetivos ou “Targets”) para
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se obter a seguinte medida de erro, para cada individuo:

nkEns. nTraj. (ijqcal ijqexp

Err = Zwi Z
i J

igpeal z’jpexp) + (fe 00 — g, fop)? 4 (gl — iggerr)? (12.1)
em que Err é o erro devido as simulagGes, uma para cada ensaio (ciclico), realizadas
com certo modelo constitutivo, configurado com o conjunto de parametros representado
(fenotipo) por um individuo. nEns. é o namero de ensaios. nTraj. é o numero de
trajetorias (estados de tensao) para cada ensaio. w; é o peso dado a cada ensaio para
influenciar o conjunto de parametros. Assim, os ensaios com w; > 1 serdao mais bem
representados pelos parametros de um certo individuo. p®, ¢ (%) e (%) sao
os invariantes de tensao e deformacao, respectivamente, obtidos para cada simulagao e
para cada estado. pP, ¢°P, e5"P(%) e €5 (%) s@o os resultados experimentais, para cada

ensaio e para cada estado. O valor objetivo é, entao, obtido pela seguinte formula:

1

ObjVal = 5

(12.2)
Assim, para Err = 0, o individuo estara bem adaptado (“high fitness”) com ObjVal = 1
e as simulagoes deverao ser executadas com o intuito de maximizar o valor objetivo.

Em seguida, os individuos sao ordenados segundo seus valores objetivos, permitindo
a categorizacao via ‘ranking” e a subseqiiente selecao via método estocastico universal.
Outro método comum de selecao ¢ o da Roleta (“roulette wheel”), que tem a desvanta-
gem de funilar os individuos, tornando a populacao homogénea. No entanto, o método
estocéstico universal é mais robusto e permite uma selecao mais heterogénea.

Os individuos selecionados sao colocados em reproducao. De toda a populacao, que
deve ter tamanho par, sdo escolhidos (nlndiv — nElite)/2 casais, em que nindiv é o
namero de individuos e nFElite, o ntmero de individuos da elite (que serdo copiados
fielmente na geragao futura). A fecundagao, entdo, ira requisitar pelos gametas de cada
par. Estes poderdo sofrer crossover e mutagoes. Os cromossomos (d) e (m) do pai e
os cromossomos (d) e (m) da mae sdo duplicados (teoricamente) e varias combinagoes
entre as pernas (cromatides) do cromossomo sao feitas (Figura 12.3). Estas formarao os
cromossomos dos novos individuos (filhos).

Cada par de individuos gera um par de filhos e, assim, a populacao é renovada. O
ciclo inteiro se repete nGens (nimero de geragoes) vezes. Com mais de uma populagio,
ou seja, com ilhas de individuos, o procedimento ¢ o mesmo, no qual os individuos das
ilhas sdo evoluidos, independentemente. A cada iMig (intervalo para migracao), alguns
individuos de cada ilha sdo transportados (copiados) para outras ilhas. Esta copia pode ser

sequencial ou aleatoria. A utilizacao de ilhas parece garantir a convergéncia do algoritmo.

Repr. Mat. do Comportamento Mec. Ciclico de Solos Sat. e ndo Sat. - Dorival M. Pedroso 187



12.3. Algoritmo para a Otimizacao de Parametros

12.3 ALGORITMO PARA A OTIMIZACAO DE PARAMETROS

O Algoritmo genético-evolucionério usado para a determinagao/otimizagao de parametros
estd resumido na Figura 12.5.

Entrada

nDat ! ¥imero de resultados experimentats
nDaty nDaty nDaty - nDatg !'Resultados experimentais

WnDat ! Pesos para cada resultado experimental
model N ame ! Modelo constitutivo

nBases ! Vimero de bases

nGenes ! limero de genes (=Nimero de pardmetros do modelo)
minVals ! Valores minimos para cada pardmetro
maxVals !'Valores mdzimos para cada pardmetro
nilndiv ! Vimero (par) de individuos

nElite ! imero (par) de individuos da “elite”
nGens ! limero de geragdes

nlsls ! Vimero de ilhas

iMig ! Intervalo entre migracdes

nIndMzig ! Vimero de individuos que migram

sel Press. !Coeficiente de “Pressdo” para a selecgdo
pMut ! Probabilidade de mutacdo

! Gerar 1lhas de individuos
Para cada Ilha Faga
Gerar uma populagio aleatoria com nlnd individuos.
| Cada cromossomo devera ter o tamanho DN Ajepg¢n = nBases X nGenes

! Evolugdo
Enquanto iGen < nGens Faga ! Para cada geracdo
Para cada Ilha Faga
!'Calcular valor objetivo

Para cada Individuo Faga

Para cada FEnsaio Faga

| Realizar a simulagao do ensaio
Calcular o erro Err !'Eq. 12.1
Calcular o valor objetivo ObjVal !Eq. 12.2

!'Selegcdo via “ranking’ e método estocdstico universal
Ordenar a populac¢io segundo valores ascendentes de ObjVal, atribuindo “ranks”
Selecionar (nIndiv — nElite)/2 individuos como “Pais”, considerando os ‘“ranks”
Selecionar (nIndiv — nElite)/2 individuos como “Maes”, considerando os “ranks”
!'Fecundacdo
Para cada Casal Faga
! Gerar um par de gametas (crossover e mutagdo)
dCromo do Filho « gametal do Pai
mCromo do Filho «— gametal da Mae
dCromo do Filha «— gameta2 do Pai
mCromo do Filha «— gameta2 da Mae
P'Elitismo
Copiar nElite (melhores individuos) para a nova populagdo
!'Migragdo
se Estiver no momento de migracdo entao
Descobrir para qual ilha os individuos desta ilha irao
L Copiar nIndMig para a outra ilha;

L iéen —iGen +1

Figura 12.5: Simples algoritmo genético para a otimizagao de parametros.
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12.4 APLICACAO

12.4.1 SUBLOADING CAM-CLAY

Os parametros do modelo Subloading Cam-clay (SubCam) foram otimizados com o AGE.
Os valores iniciais sao iguais aos determinados para o modelo Subloading tij (Subtij),
com excecao do parametro ¢, que, geralmente, é determinado por retro-analise de ensaios
ciclicos. A Tabela 12.1 mostra os valores iniciais e otimizados para o modelo SubCam e
para a argila Fujinomori. Os tnicos parametros modificados foram o modulo cisalhante
G e o coeficiente de controle do decaimento da flexibilidade c.

As Figuras 12.6 até 12.15 mostram os graficos com os resultados. As curvas na cor
azul correspondem as simulacoes com os parametros otimizados. As trajetorias de tensao
sao omitidas, pois foram apresentadas no Capitulo 4. Para todos os ensaios, a resposta
simulada melhorou. Para os ensaios do tipo triaxial ctbico, praticamente nao houve

melhora, devido, provavelmente, a limitacoes do proprio modelo.

Tabela 12.1: Parametros originais e otimizados para a argila Fujinomori e o modelo
SubCam.

A K ¢cs G(kPa) c
Parametros iniciais 0.0891 0.0196 31.6 19110 1000
Parametros otimizados 0.0891 0.0196 31.6 10290 14000

SubCam-otim.
g . Dados
S S
N N—r
o & o
| |F||7
Ln n
— ——
! \ i \ \ \ \ l \ \ \ \ \ \
-2 0 2 4 6 8 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8
ea (%) In(p)

Figura 12.6: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTP-01 com os parametros
otimizados e o0 modelo SubCam.
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Figura 12.7: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTP-02 com os parametros
otimizados e o modelo SubCam.
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Figura 12.8: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTP-03 com os parametros
otimizados e o modelo SubCam.
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Figura 12.9: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTP-06 com os parametros
otimizados e o modelo SubCam.
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Figura 12.10: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTP-07 com os parametros
otimizados e o modelo SubCam.
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_|—— SubCam
—— SubCam-otim.
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05 06 07 08 09 10 11 12

eq (%) In(p)

Figura 12.11: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTR-01 com os parametros
otimizados e o modelo SubCam.

—— SubCam
—— SubCam-otim.
‘ . Dados
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ea (%) In(p)

Figura 12.12: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTR-02 com os parametros
otimizados e o modelo SubCam.
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|— subcam
—— SubCam-otim.
e Dados
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Figura 12.13: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-TTX-01 com os parametros
otimizados e o modelo SubCam.

ea (%) & (%)

—— SubCam
—— SubCam-otim.

i \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 5 10 15 00 02 04 06 08 10

e (%) In(p)

Figura 12.14: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-TTX-02 com os parametros
otimizados e o modelo SubCam.
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—— SubCam
SubCam-otim.
e Dados

i \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
o 2 4 6 8 10 12 14 0.8 1.0 1.2 1.4 16

eq (%) In(p)

Figura 12.15: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-TTX-04 com os parametros
otimizados e o modelo SubCam.

12.4.2 SUBLOADING TI1J

Os parametros do modelo Subtij foram otimizados com o AGE. Os valores encontrados
estdo relacionados na Tabela 12.2, em que os parametros iniciais (Nakai & Hinokio, 2004)
também sao relacionados.

As Figuras 12.16 até 12.25 apresentam os resultados com simulacées dos ensaios do
Capitulo 4. As curvas na cor azul correspondem as simulacoes com os parametros otimi-
zados. Verifica-se, em todos os graficos, que a resposta do modelo Subtij, utilizando os
parametros otimizados, é um pouco melhor do que a mesma obtida com os iniciais. Isso

ocorre principalmente na representacao do comportamento volumétrico.

Tabela 12.2: Parametros originais e otimizados para a argila Fujinomori e o modelo
Subtij.

A K v Recs (0 c
Parametros iniciais 0.0891 0.0196 0.20 3.50 1.50 500
Parametros otimizados 0.0780 0.0140 0.21 3.50 1.43 880
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Figura 12.16: Resultados das simula¢oes do ensaio FO1-CTP-01 com os parametros
otimizados e o modelo Subtij.
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Figura 12.17: Resultados das simulagdes do ensaio FO1-CTP-02 com os parametros
otimizados e o modelo Subtij.
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Figura 12.18: Resultados das simula¢oes do ensaio FO1-CTP-03 com os parametros

otimizados e o modelo Subtij.
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Figura 12.19: Resultados das simulagdes do ensaio FO1-CTP-06 com os parametros

otimizados e o modelo Subtij.
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Figura 12.20: Resultados das simula¢oes do ensaio FO1-CTP-07 com os parametros

otimizados e o modelo Subtij.
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Figura 12.21: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTR-01 com os parametros

otimizados e o modelo Subtij.
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Figura 12.22: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-CTR-02 com os parametros
otimizados e o modelo Subtij.
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Figura 12.23: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-TTX-01 com os parametros
otimizados e o modelo Subtij.
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Figura 12.24: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-TTX-02 com os parametros
otimizados e o modelo Subtij.
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Figura 12.25: Resultados das simulacoes do ensaio FO1-TTX-04 com os parametros
otimizados e o modelo Subtij.
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12.5 CONCLUSOES

O AGE é bastante robusto; procura em um espago teoricamente infinito e, além disso,
naturalmente em paralelo. Como exemplo, cita-se um problema tipico proposto aos AGEs:
encontrar uma fila (string) de 35 caracteres com apenas letras mintsculas e espacos. Como
existem 27 caracteres, a solucdo tera 27%° possibilidades, o que levaria muito tempo para
ser resolvido tradicionalmente (sequencialmente).

Com o intuito de aumentar a diversidade de individuos e, entao, aumentar a dimen-
sao do espaco de procura, foi aplicado o conceito de ilhas. Estas servem para separar
populagoes que evoluem isoladamente, umas das outras, e a cada intervalo de migracao,
alguns individuos sao escolhidos aleatoriamente para migrarem de uma ilha a outra. Este
procedimento amplia o espaco de procura e possibilita o aumento da convergéncia das
simulacoes. Em primeira analise, a adocao de ilhas é vista como uma condicao necessaria
para a convergéncia. A migracao podera ser ordenada, por exemplo, da ilha 1 para 2, da
ilha 2 para 3 e assim sucessivamente, ou podera acontecer de forma aleatoria. Nos testes
realizados, essa tdltima foi mais adequada.

O AGE pode ser melhorado, tanto em eficiéncia quanto em quantidade de memoria
disponivel as simulagoes, por meio da distribuicao das ilhas a diferentes processadores,
pertencentes a um agrupamento (“cluster”) de maquinas, de acordo com o conceito de
programacao em paralelo. Esse método foi aplicado ao problema da determinacao de
parametros, utilizando trés computadores com um processador, cada. Por exemplo, num
dos testes realizados: um computador (Intel PIV 2.4GHz) recebeu 14 ilhas, outro (Intel
PIV 1.6GHz) 3 ilhas e, finalmente, outro (AMD Athlon 2000+) recebeu 3 ilhas. Essa
distribuicao desigual deve-se ao fato de cada maquina possui capacidade de processa-
mento diferente (“cluster” heterogéneo). Com esta distribui¢ao, a velocidade aumentou
um pouco (Figura 12.26). A defasagem relativamente alta entre as méaquinas obriga a
definicao diferencial da distribuicao de ilhas, geralmente por tentativa-e-erro. Talvez com

equipamentos mais homogéneos esse estudo poderia ser facilitado.
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Figura 12.26: Distribui¢ao de ilhas para trés processadores. Os abcissas representam
a distribuicao de ilhas, por exemplo, 145.3 indica 14 ilhas par o processador mais rapido
(PIV 2.4GHz) e 3 ilhas para os demais.
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CONCLUSOES

Modelos elastoplasticos podem ser titeis na simulacao do comportamento monotonico e
ciclico de materiais granulares saturados ou parcialmente saturados, mesmo com as li-
mitacoes adotadas, como a teoria do continuo e pequenas deformacoes. A metodologia
empregada para isso ¢ a observacao fenomenoldgica macroscopica dos fenémenos e formu-
lagao matematica de relagoes entre medidas de estado e variaveis internas. As medidas
de estado devem ser invariantes, com relacao ao observador, e as variaveis internas sao
controles internos de cada modelo mateméatico que visam, simplificadamente, representar
aspectos microscopicos dos materiais.

Para a definicao da resisténcia ao cisalhamento de materiais granulares vérios critérios
de ruptura existem. Aqueles que consideram a influéncia da tensao principal intermediaria
parecem ser mais adequados. Dentre estes destacam-se o critério de Matsuoka-Nakai
e Lade-Duncan. O primeiro pode ser simplificadamente considerando nas formulagoes
mediante a equagao de variacao da inclinacao M em fungao ao angulo de Lode. Um
novo critério cujo resultado é préoximo ao do critério Lade-Duncan foi proposto. Um novo
critério para materiais com anisotropia induzida e inerente também foi introduzido. O
conceito de tensores projetores foi essencial para a derivacao destes critérios.

O modelo Subloading Cam clay é util em anélises simplificadas de solos ou outros
materiais granulares sujeitos a carregamentos ciclicos. Esse modelo também permite fa-
cilitar o entendimento do conceito de subcarregamento, mediante a analise das variaveis
internas zg e z; que controlam, respectivamente, os tamanhos das superficies de subplas-
tificacao e normal. A apresentacao explicita dessas variaveis facilita a adocao de métodos
de integracao numérica. Por exemplo, cita-se o emprego dos esquemas explicitos que
auto-detectam o tamanho das divisoes dos passos. A principal caracteristica do modelo
SubCam ¢é a simulagao do ganho de rigidez apos ciclos de carregamento-descarregamento.
Essa caracteristica permite, assim, a simulagao da variagao do estado de densificagao e/ou
pré-adensamento.

As equagdes para o modelo Subloading tij (Subtij), que formam o DAS correspondente,

podem ser colocadas no mesmo arcabouco usado para o desenvolvimento de modelos
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elastoplasticos convencionais. Para isso, as varidveis internas devem ser explicitamente
indicadas, em termos de varidveis do tipo tensao e tipo deformacao. A definicao da
deformacao de subplastificacao, correspondente a medida de densificacao p de Nakai &
Hinokio (2004), é bastante 1util no entendimento e derivagao das equagdes. O sistema
DAS pode ser resolvido por esquemas explicitos e/ou implicitos. Estes tltimos sdo mais
lentos devido ao calculo, um tanto quanto complicado, dos gradientes de segunda ordem.

O modelo Barcelona Basic Model (BBM) é bastante simples e capaz de simular certas
caracteristicas dos solos parcialmente saturados. A desvantagem, do ponto de vista de
implementagao computacional, da formulagdo apresentada por Alonso et al. (1990) é a
defini¢cao de duas superficies de plastificagdo no espago das tensdes/sucgdo. No entanto
estas devem ter evolucao acoplada e podem ser transformadas numa tinica superficie como
apresentado pelo modelo BarcelonaX. Para isso a definigdo de um parametro (B) adicional
é realizada. O modelo BarcelonaX tem as mesmas caracteristicas do modelo Barcelona
original, entretanto, com relagao a resisténcia, possui uma melhor reprodutividade do
comportamento mecanico, devido a consideracao do critério de Matsuoka-Nakai, por meio
da equagao de Argyris-Sheng.

Para solos parcialmente saturados sujeitos a carregamentos ciclicos, um novo modelo,
denominado Subloading Barcelona (SubBar) foi proposto. FEste considera as mesmas
equacoes do modelo BarcelonaX e o conceito de Subcarregamento de Hashiguchi & Ueno
(1977), como foi aplicado na criagdo do modelo Subloading Cam-clay (SubCam). Seu
equacionamento é bastante simples e pode ser usado na definicio do mesmo DAS ge-
nérico da teoria matematica da elastoplasticidade. Portanto, a integragao numérica da
relacao constitutiva pode ser facilmente realizada com os esquemas de integracao de pas-
sos automaéticos. A principal adi¢cdo deste modelo, com relagdo ao modelo BarcelonaX,
é a capacidade de reproducao do aumento da flexibilidade devido a ciclos de aumento-
diminuicao de sucgao e tensoes. Para isso, dois parametros constitutivos devem ser obti-
dos: ¢y, que controla o decaimento da flexibilidade para ciclos de tensao e c,, que controla
o decaimento da flexibilidade para ciclos de succao. O modelo SubBar é capaz de repre-
sentar a transicao suave entre regime elastico e elastoplastico e tem potencial aplicacao a
simulacoes ciclicas de materiais parcialmente saturados.

Os esquemas de integragao estudados podem ser aplicados para modelos com uma,
duas, ou mais superficies de plastificacao. Para isso, é essencial a definicao das varidveis
internas. Ressalta-se que estas devem ser integradas ao mesmo tempo que a relagao tensao-
deformacao-succao. O esquema automéatico Modified-Euler é extremamente versatil e facil
de implementacgao, tanto para modelos para solos saturados quanto para modelos para
solos nao saturados. Além disso, o controle de erro local, mediante a definicao da constante
STOL simplifica bastante o procedimento de simulacao, evitando as tentativas-e-erro,
livtando o usuario da dificil tarefa de determinacdo do nimero de passos necessarios a

integracao numeérica. Para o modelo Subloading tij, o tamanho do passo inicial, controlado
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por AT;,;, deve ser menor que 1, pois este modelo nao aceita tentativas que causem estados
de tensao longe da condicdo estavel (isotropica de compressao). Isso se deve ao fato de
que as equacgoes do modelo Subtij contém termos com divisao pelas raizes quadradas das
tensoes principais. Assim, tensdes proximas de zero ou negativas causam instabilidades
nos programas de calculo. A integracdo das equacoes de todos modelos, incluindo os
modelos BarcelonaX e SubBar para solos nao saturados foi apresentada. Novamente, os
mesmos esquemas de passos variaveis podem ser usados.

A determinacao dos parametros constitutivos de modelos mais elaborados pode ser um
tanto complicada. Por exemplo, os modelos com subcarregamento necessitam a defini¢ao
das constantes ¢, ¢y e ¢y que controlam a taxa de variacao da flexibilidade com relacao
aos ciclos. Para isso, métodos de tentativa-e-erro, comparando a reposta global das si-
mulacoes com resultados de laboratorio, para varias trajetorias e ensaios, geralmente sao
realizados. Com o intuito de facilitar o procedimento de obtencao e otimizagao destes pa-
rametros, de forma automatica, desenvolveu-se uma método que usa o Algoritmo Genético
Evolucionario (AGE). Este AGE deve ser configurado com resultados de vérios resultados
de laboratorio, para que os parametros obtidos/otimizados sejam validos para simulagoes
nas quais indeterminadas trajetorias de tensao-deformacao-sucgao possam ocorrer. Cada
conjunto de parametros corresponde a um fenétipo, que, por sua vez, corresponde a uma
medida da qualidade de reprodugdo do modelo matematico (fungao objetiva - “fitness”).
Assim, no calculo desta qualidade, para cada conjunto de trajetorias, ciclicas ou nao, para
cada individuo e para cada ilha de individuos, inimeras simulagcoes numéricas devem ser
realizadas. Com isso, o programa de otimizacao pode demandar grande capacidade de
processamento, tendo em vista a grande quantidade de conjunto de parametros, ou indi-
viduos, que devem ser processados. Portanto, para aumentar a eficiéncia desta metologia,
pode-se adotar a programacao em paralelo, que permite a distribuicao de ilhas para pro-
cessadores diferentes num agrupamento (cluster) de maquinas. Desta forma, a eficiéncia
¢ aumentada enormemente, permitido a procura por parametros em espacgos de infinitas
dimensoes, em paralelo. Os parametros para os modelos apresentados neste trabalho fo-
ram otimizados, resultando em valores que permitem uma reproducao do comportamento

mecanico de materiais granulares com qualidade.

13.1 SUGESTOES

Embora os modelos apresentados consideram a teoria das pequenas deformacoes, eles
permitem simulagoes de certas caracteristicas nao-lineares de materiais granulares. Pro-
vavelmente, a consideracao das grandes deformacoes permitira aos modelos uma lineariza-
cao de suas equacoes evolutivas, compensando a nao-linearidade geométrica introduzida
pela teoria cinematica. Assim, para pesquisa futura, sugere-se o estudo por modelos que

considerem a teoria das grandes deformacoes e que possam ser acoplados ao conceito de
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subcarregamento e variaveis internas.

Materiais granulares consistem de graos e vazios, portanto seu comportamento mi-
cromecanico ¢ inerentemente descontinuo e heterogéneo. Para ser possivel entender o
comportamento microscopico dos materiais granulares, deve-se especificar tanto a distri-
buigao espacial como a orientacao dos graos além de ser necessario avaliar as condicoes
dos contatos entre as particulas. Com isso, outra extensao que se pode fazer aos mode-
los estudados ¢ a adocao dos conceitos da Mecéanica dos Materiais Granulares (Oda &
Iwashita, 1999). Esta teoria permite formular o comportamento macroscépico em fungao
de micro-quantidades. A teoria de média de campo e de homogenizacao sao fundamentais
na ligacao dos campos macro e microscopicos. A Mecanica dos Materiais Granulares tam-
bém considera alguns conceitos da Mecanica do Continuo, como tensoes e deformacgoes,
para que se possa formular, matematicamente, a representacao dos materiais de forma
consistente.

Com relacao & solucao do DAS da elastoplasticidade com subcarregamento, méto-
dos Runge-Kutta de maior ordem poderao ser estudados. Dentre eles, os implicitos de
segunda ordem poderiam ser pesquisados. Assim, métodos de deteccao automatica de
passos com esquemas implicitos poderiam ser empregados. Sugere-se também a pesquisa
pelas matrizes consistentes relativas aos esquemas de integracao, para que, caso a solucao
global for feita pelo método Newton-Raphson, se possa obter melhor convergéncia. O de-
senvolvimento do método de integracao implicita para os modelos BarcelonaX e SubBar
também podera ser pesquisado.

A solucao de problemas de contorno e valor inicial pode ser feita pelo Método dos
Elementos Finitos. Durante o processo de solucao do sistema algébrico de equacoes di-
ferenciais global, pode-se adotar varios esquemas de solucao, como o Newton-Raphson
e os algoritmos com determinacao automéatica de passos. Assim, como pesquisa futura,
sugere-se o estudo dos algoritmos de solucao global aplicados a problemas de contorno

com modelos constitutivos desta tese.
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Apéndice A

NOTACAO E DEFINICOES

Utiliza-se a notagao direta ou tensorial (ou de Gibbs) para facilitar o entendimento fisico
das equacgoes. Para ajudar na procura pela ordem das entidades, utiliza-se um empilha-
mento de tils sob-posto aos simbolos das mesmas. O nimero de tils indica a ordem da
entidade. As seguintes operacoes sao definidas:

Vetor a=ae;
Vetor: produto interno aeb=ab =s
Vetor: norma Euclidiana llallz = Jaea
Produto Diadico (tensorial) (a@b)ec=a(bec)
Produto Diadico (tensorial) ab=a®b=abe X e,
Tensor de segunda ordem A= Ajje ®e;
2% ord.: produto interno A:B=A;B;;=25
2% ord.: norma Euclidiana |Allo =41/A: A
Tensor de terceira ordem M = Mijre; ® €; Q ey
Produto Diadico (tensorial) a®A=ale e R e
Produto Diadico (tensorial) A®a=Ajae ®e;® e
Tensor de quarta ordem T=Tjne ®e; e, e
Produto Diadico (tensorial) (A®B):C=A(B:C)
Produto Diadico (tensorial) A®B=A;Bue®e;®er® e
Multiplicagao de tensores él B = AimBnje; ® e,
Contracgao simples él oa = Ainan€;
Contragao simples ael =a,T,j e e e
Contragao simples Me A= MjnAnre; @ €e; @ e
Contragao simples TeA=TjmAne ®e;e,® e
Produto Diadico tipo-folha ,:1 ® B = AirBjei®e; ®ep ® e
Produto Diadico tipo-palma AEB=A;Bjre;®e; Qe ® e

Com essa notacao, ¢ facil descobrir a ordem do resultado; para os produtos “dot” e
“double-dot”: o ntimero de tils de cada tensor (operando) é adicionado e cada ponto (“dot”)
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A.1. Tensores de Quarta Ordem Isotrépicos

reduz dois tils no resultado final. Assim, um ponto (e) reduz dois tils e dois pontos (:)
reduzem quatro tils. Nos produtos diadicos, simbolizados por um (x) ou (*) dentro de
um circulo ou quadrado, a ordem final é simplesmente a soma do ntimero de tils dos
operandos.

E importante notar que no caso do produto diadico entre dois vetores, as vezes pode-se
omitir o simbolo de diddico, resultando na forma compacta como por exemplo em: ab.

A notagao tensorial (ou de Gibbs) nao apenas pode facilitar o entendimento das equa-
¢oOes, mediante atribuicao de conceitos mais fisicos as entidades, mas também é indepen-
dente do sistema de coordenadas, sendo vélida até mesmo com coordenadas curvilineas.
Ao contrario, a notagao indicial automaticamente considera um sistema de coordenadas
Cartesianas com base ortonormal, e, portanto, nao tem validade generalizada. Enquanto
que a notagao indicial trabalha com os componentes (Cartesianos) das entidades, a nota-
cao tensorial trabalha com a propria entidade. Por exemplo, a derivada dos componentes
dos tensores com relacao a outros componentes de outros tensores nem sempre ¢ igual a
derivada do primeiro tensor, com relagao ao segundo.

A.1 TENSORES DE QUARTA ORDEM ISOTROPICOS

Em um espaco tridimensional, a forma mais geral de um tensor de quarta ordem isotrépico
é (em coordenadas cartesianas)

Cijrr = (0450m) + B(0iwdj1) + v(adjk) (A.1)
que pode ser representado independentemente do sistema de coordenadas por

—al@l+pl®l+yI®] (A.2)

2 zzQ

Considerando as trés combinagoes entres os coeficientes «, 3 e v, 0s seguintes tensores
podem ser definidos:

Eiso _ 1/3£ ® g (A3)
gsymdev — 1/2(£ ) g + g !) _ 1/3£ X g (A4)
gskew — 1/2(£ ® g _ g g) (A5)

em que os nomes iso, symdev e skew indicam o formato do tensor de segunda ordem,
resultante de uma contracao dupla entre um tensor de quarta ordem isotropico e um
tensor de segunda ordem. Por exemplo, dado um tensor qualquer, simétrico ou ndo, a,
os seguintes tensores podem ser obtidos:

: tra
isoa =P :a =a'’ = =1
= tra
deva =PV g =g — g =la+a")- T
skwa = P*v g =g =4(a—a")
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Apéndice B

PROJECAO E PROJETORES

Matematicamente, a operacdo de projecao é qualquer fungdo P(x) para a qual
P(P(z)) = P(z) (B.1)

Ou seja, desde que a funcao P tenha sido aplicada, entao aplicando-a novamente sobre
o resultado nao ird alterar esse resultado. Existem projegoes de nivel-1 que retornam
o componente de um vetor £ na direcao de outro vetor e de nivel-2 que retornam o
componente de um vetor £ em um plano dado. Esta tltima projecao é como achar a
sombra de um vetor no plano; se o vetor ja estd no plano, sua sombra serd ela mesmo.

Projegoes podem ser lineares-ortogonais, lineares-obliquas ou nao-lineares, entretanto
aqui so serd discutido projecoes lineares-ortogonais.

Projecoes lineares ortogonais (daqui em diante, projecoes) fornecem os componentes
de um vetor dado x na dire¢ao paralela a outro vetor n (projecao de nivel-1) e no plano
perpendicular a este tltimo vetor (projecao de nivel-2). A seguinte nota¢ao é considerada:

p=PF,(x) projecao (componente vetorial) de & paralela a n
~ B.2
q=Qn(x) projecao (componente vetorial) de & ortogonal a n (B2)

Em duas dimensoes, os vetores p e g, provenientes de uma projegao ortogonal, podem
ser vistos com o auxilio da Figura B.1.”Com auxilio daquela figura, facilmente se verifica
que o vetor p tem magnitude igual a ||z|| cosf,,, em que 6,, é o angulo formado entre os

vetores & e 1:5, (ou ). Como p ¢é paralelo a 7,
p = ||z cos b7 (B.3)
em que 1n = 1/ ||n||. Além disso, como,
z o f = x| cos by, (B.4)

entao,
~ (zen)n (B.5)

14

2

g=z—p=z—(zen)N (B.6)
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Linhas paraledas a 1

4 7

||| cos O,

Figura B.1: Projegdo normal e ortogonal no plano (bidimensional)

Apesar de as Egs. (B.5) e (B.6) terem sido deduzidas para a situagao bidimensional,
as mesmas sao validas no caso tridimensional (Figura B.2a). As fungoes de projecao de
qualquer vetor na dire¢do de outro vetor unitario o (ou n) sera dada de acordo com:

Fuz) = (zen)d=Pex
L (B.7)
Qn(z) =2 — (zen)h=Qex
que permite definir os seguintes tensores projetores:
P=non (B.8)
e
Q=I-non (B.9)

Com isso, as projecoes ortogonais p e g de  poderao ser vistas como resultado das
seguintes operacoes lineares:

Ny
8

(B.10)

S

IS

q (B.11)

|
i)

Considerando, agora, a projecao ortogonal segundo um vetor qualquer 1, nao necessa-
riamente unitario, como mostra a Figura B.2a, as seguintes expressoes fornecem os vetores

peg

:<g}.@)@=n®ﬂ°:§=l?m-zy (B.12)
~ \nen nen =
em que
p,, - 292 (B.13)
= nen
e
em que
TS nen

nas quais o subscrito nn dos tensores P,, e @Q,, indicam que a proje¢ao ¢ ortogonal
segundo o vetor n. )

A projecao obliqua g de um vetor £ no plano de normal n, segundo a diregao de
um vetor b (Figura B.ng) é encontrada considerando que o resultado devera satisfazer a
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seguinte expressao:
z=q+nb (B.16)

em que 1 é um coeficiente que pode ser determinado com a condi¢ao de que os vetores 1
e g sao perpendiculares entre si, ou seja, 17 @ ¢ = 0. Assim, multiplicando escalarmente a

Eq. (B.16) por n,

ren=0+nben (B.17)
que permite determinar n:
_ren (B.18)
" ben '
Com isso, q sera dado por:
T2 ) b o bon Q (B.19)
=x — =x—I— oxr = o .
SN TY VA S TT E
em que
bon
=1 —-=—= B.20
gbn = L) on ( )

—x—q= = Py, B.21
P=2-g=3 %= Dner (B.21)
em que
ben
Py, =5—= B.22
=" ben (22)

Nas Egs. (B.21) e (B.19), o subscrito bn dos tensores Py, e Q,,, indicam que a projegao
obliqua é segundo a direcao do vetor b, no plano de normal 15

[1x||cosa=

X
1>

5

(a) (b)

Figura B.2: Projecoes ortogonal e obliqua: (a) Projecao ortogonal; (b) Projecao obliqua.
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Apéndice C

AUTOTENSORES

Qualquer tensor de segunda ordem simétrico, por exemplo, A, pode ser representado pela
seguinte expressao:

A= MNNy @D+ Aoty ® Tog + A3fe3 ® oy (C.1)

em que A\, sao os autovalores do tensor é e N, sao os autovetores unitarios de é

A Eq. (C.1) é conhecida por representagao espectral de tensores de segunda ordem
simétricos.

E possivel definir o seguinte tensor de segunda ordem:

Py =n4)®7u k ndo somar (C.2)

em que (k) indica que ndo se deve realizar o somatorio para o indice k. Os trés tensores
P sdo conhecidos por autoprojetores, autodiades ou autobases (Brannon, 2003a, 2002b;
Miehe, 1997). Neste documento, da-se preferéncia ao termo autoprojetores, pois este
ressalta as caracteristicas de projetores dos tensores Py, (Eq. C.3 e C.4).

P L
PZ.P]: ~ ! Se.Z j (CB)
0 F 0 sei#]
Pi+Py+P3=1 (C4)

Com isso, a representacao espectral pode ser re-escrita conforme:
A=MPy+ APy + \3P3 (C.5)
que, considerando a regra do somatoério de Einstein,
A = MNPy (C.6)

Os autoprojetores auxiliam bastante na modelagem constitutiva, pois possuem de-
terminacao analitica, Util na obtencao de derivadas relacionadas a tensores de segunda
ordem simétricos. Além disso, fun¢oes isotropicas, como a raiz quadrada de um tensor de
segunda ordem simétrico, podem ser encontradas facilmente com a ajuda dos autoproje-
tores. Em contrapartida, os autovetores sao calculados numericamente e, portanto, nao
possuem as mesmas vantagens que os autoprojetores.
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C.1. Determinacao Analitica dos Autovalores e Autoprojetores

C.1 DETERMINACAO ANALITICA DOS AUTOVALORES E
AUTOPROJETORES

Os autovalores podem ser obtidos analiticamente por intermédio da seguinte expressao
(Bagar & Weichert, 2000):

1 0+ 21k
Ak:§{ll—|—acos( +37T )} k=1,2 ou 3 (C.7)

em que A é um tensor de segunda ordem simétrico qualquer, Ay sao os trés autovalores
do tensor A, I, I e I3 sao os invariantes caracteristicos de A e a e 6 sao dados pelas
Egs. (C.8) e (C.9), respectivamente.

a=2,/I2 31, (C.8)

213 — 91, I, + 271
2 (12 — 31,)**

Considerando a existéncia de trés autovalores distintos, os trés autoprojetores Py
podem ser calculados segundo a expressao:

= arccos [ (C.9)

Ak
202 — Nely + A,

[A+ (N — L) I+ N [LA (C.10)

Py = 4
No caso da existéncia de autovalores repetidos, a Eq. (C.10) permanece valida, entre-
tanto, por motivos de instabilidade numérica, sugere-se a determinacao dos trés autopro-

jetores diferentes, entre si, por intermédio de uma pertubagao do tensor A.

C.2 DERIVADAS DOS AUTOVALORES

Dado um tensor de segunda ordem simétrico A qualquer, com autovalores )\, as equagoes
caracteristicas relacionadas ao tensor A, para cada autovalor A, podem ser expressas

segundo:
N — LA+ LA, —I3=0 (C.11)

em que [ sao os invariantes caracteristicos de A.
Diferenciando-se as Eqs. (C.11), com relagdo ao tensor A, obtém-se:

d\ dI d\ dI A\ dI
204 (200 an o p O s
SAdé (Adé+2ll/\dé)+()\dé+]2dé) A 0 (C.12)
I I, di
(3X2 — 20\ + I) A yedh il dls (C.13)

dA " dA TdA dA

em que o indice k foi omitido por simplicidade.
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C.3. Derivadas dos Autoprojetores

Com isso,
d)\ 1 d]1 d]2 dlS
an PR R Ml 14
iA 3)\2—211/\+]2( iA dé+d§) (C
NI —MLT+)A+ LA™Y
_ AL 14 £ 3L (C.15)
3N2 — 2\ + I
AMOA=—I)I+A+LNTA™!
3\2 — 2L\ + I
A
= A+ N=I)T+ LA™ C.17
2)\2—>\Il+)\—113[”+( DI+ 5ATAT ( )
e (C.18)

ou seja, as derivadas dos autovalores de um tensor de segunda ordem simétrico
A sao iguais aos autoprojetores correspondentes aos autovalores.

C.3 DERIVADAS DOS AUTOPROJETORES

Dado um tensor de segunda ordem simétrico A qualquer, com autovalores \;, seus auto-

projetores podem ser determinados analiticamente segundo a Eq. (C.10), que é reescrita
abaixo, desconsiderando os indices k, com o intuito de simplicidade:

A 1

p=2 [A—(Il—k)ng 5

a |7 X

1;1—11 (C.19)

em que

I
a =2\ — LA+ f (C.20)

Diferenciando a Eq. (C.19) com relacdo ao tensor A,

dP 4 [\ Iy 41 5B
em que
A
ﬁzﬁ(é)z& (C.22)
Com isso,
AP _d3B _  ap dB
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C.3. Derivadas dos Autoprojetores

A derivada de 3 com relagao ao tensor A ¢ deduzida a seguir:

ldx dat
T adA VdA
ldx A da
T adA  aldA

em que

I
do_ d (2A2—11A+§’)

1A~ A
d (L d\\ | (1d, A
VP CARY (i S A I (R
via— (i +iig) + (324 1)
L\ d\ . dl,  1dl,
S (7 NS N I AN W S e
<A : )@)dé dA " xda

A derivada de B com relagao ao tensor A pode ser obtida conforme:

dB  d I3 1
g ig (AT
ar,  d) L d [\  I;dA™
: z®(dé dé>+~ ®dé<>\)+)\ iA
dl,  d\ . (1dl; Iy d\\ I;dAT
—I-Io(-"2) 1A I S
. z®(dé d4>+“ ®()\dél >\2dé)+>\ iA

(C.25)

(C.26)

(C.27)

Considerando a derivada do tensor inverso é’l de um tensor de segunda ordem simé-
trico A, dada pela Eq. (D.12), entao, a derivada do tensor B com relagao ao tensor A

pode ser obtida pela seguinte expressao:

dB .
@Z%—£®§1+é ® By + B3
em que
I, dA
Bi=ya ua
g, Ldbs L
=27 NdA N2 dA
Is - - _ -
By=—(4A7eA+47 @A)

(C.28)

(C.29)

Substituindo as Egs. (C.29) na Eq. (C.27) e, entdo, substituindo o resultado e a
Eq. (C.25) na Eq. (C.24), obtém-se a derivada dos autoprojetores do tensor A, com
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C.3. Derivadas dos Autoprojetores

relacao a ele mesmo, segundo a expressao:

de /\k ]3 )\k ]3
~ = — Isym_ O'Isy_nf —_— —U_l P. P. '
do Oék( i 27 >+ak;()\k)\? >z3®m3 (C.30)

~0

em que I e I’ sao dados por

(IeI+Im]) (C31)

1
IV = 3 (c'®g ' +o'®ma") (C.32)

respectivamente.
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Apéndice D

CALCULO TENSORIAL

D.1 DERIVADAS DOS INVARIANTES CARACTERISTICOS

Dado um tensor de segunda ordem A, as derivadas dos seus invariantes caracteristicos,

com relacao a si proprio sao dadas por:

d]l_dtrél_dgzél_I' A -7
dA~ dA  dA R dA *': F

dl, d [1 ) 1 B o
a3 A - e a)] - ra)] -4
dl; d [1 1 ;
a_dé [Btr(éofloé)—2(tr{1)tr(4o§)+ (tr A)
(A0 A) — AT 4)— (Ao AT+ (r AT

em que as seguintes igualdades foram consideradas:

dtr(éoé) T
dA =24
‘ ditr(Ae Ae A)
T ® ®
~ ~ ~ _ T
qA —3(éoé)

(D.1)

(D.2)

(D.3)

(D.4)

(D.5)

D.2 DERIVADA DO TENSOR INVERSO DE UM TENSOR DE
SEGUNDA ORDEM SIMETRICO COM RELACAO A ELE

MESMO

A derivada do tensor inverso de um tensor de segunda ordem simétrico A com relacio
a ele mesmo pode ser deduzida, considerando a definicao de tensor de segunda ordem

inverso A~'. Assim,

Aea-1
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D.3. Raiz Quadrada de Tensores de Segunda Ordem Simétricos

que, considerando um sistema de coordenadas Cartesiano ortonormal, pode ser escrita
conforme:

At A = Oin (D.7)
Derivando a Eq. (D.7) com relagdo a Ay,
OA A _0
OAn
0A;! 0A
L Amn A-il—mn =0 Ail
oA, T A, (4)
A} A
im g ATl AZ1ETmn Ao
aAkl nj + im 8Akl nj
A} A
im i = _Afl m”Afl
aAkl J m aAkl nj
(D.8)
Como A ¢ simétrico, entdo,
4 = I D.9
it (D.9)
ou, em termos dos componentes Cartesianos,
0A 1
1 (%)) 010 D.1
8Akl 2( mkUnl + ml nk) ( 0)
Assim, a Eq. (D.8) podera ser expandida conforme a seguir
A} 1
im C —Az_l— A—l
aAkl mj im 2(5mk5nl + 5m16nk) nj
OAG" 1 g
GA;ZZ = _§(Aik1Ajll + AillAkjl) (D.11)

perminindo obter a derivada do tensor inverso de A, com relagao a ele mesmo, segundo
a equagcao:
dA™? 1
~ _ _ Afl
A~ e

s

At

s

) (D.12)

D.3 RAIZ QUADRADA DE TENSORES DE SEGUNDA OR-
DEM SIMETRICOS

Dado um tensor de segunda ordem simétrico qualquer A, em que A\, e P sao os au-
tovalores e autoprojetores de A, respectivamente, define-se o tensor de segunda ordem
simétrico /A, denominado por raiz quadrada de A, segundo a expressao:

A= jAe /A (D.13)
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D.4. Derivada da Raiz Quadrada de um Tensor de Segunda Ordem Simétrico com
Relacao a Ele Mesmo

A partir da definicdo de autoprojetores, pode-se mostrar que:

VA= VAP + VAPs + Vs Ps = VAP (D.14)

A Eq. (D.14) pode ser facilmente verificada, como ilustra a seguinte dedugao:

\/g’\/g:(\//\—1131+\/A—252+\/A_3£3>°<\/A_151+\/)\_2£2+\/>\_353)
=MPre P+ M2 PrePy+ ...
+ AP e Py + /3Py P3 + ...

+A3£3.§3+\/A3A1£3.€1+...
=MP1+ P+ \3P3

I
zz;;

(D.15)

em que a propriedade de projecao dos autoprojetores, dada pela Eq. (C.3), foi levada em
consideracao.

D.4 DERIVADA DA RAIZ QUADRADA DE UM TENSOR DE
SEGUNDA ORDEM SIMETRICO COM RELACAO A ELE
MESMO

Dado um tensor de segunda ordem simétrico A qualquer, com autovalores A, e autopro-
jetores Py, a derivada da raiz quadrada /A com relagao ao tensor A pode ser deduzida,
considerando a Eq. (D.14), de acordo com:

dA dA

3
WA —dPs
-2 (Bre g+ Vi)

_ 23: (2\}_ dA’f = \/_dP’“) (D.16)

ou seja, ¢ fungao dos autovalores e autoprojetores de A e das derivadas dos autovalores
e autoprojetores com relacao ao tensor A. Estas ultimas derivadas sao apresentadas no
Apéndice C, pelas Eq. (C.18) e (C.30).

Substituindo as derivadas dos autovalores de A, com relagao ao tensor A, que no caso
sao os proprios autoprojetores Py de A (Eq. C.18) na Eq. (D.16) acima, obtém-se:

% Z (2\}_1% ® Py + \/_ ) (D.17)
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D.5. Derivada do Tensor aij com Relacao ao Tensor de Tensoes

D.5 DERIVADA DO TENSOR AIJ COM RELACAO AO TEN-
SOR DE TENSOES

O tensor @, ou a;; do modelo Subtij, definido em Nakai (1989), ¢ dado por:

[ 30
a= Iizfl emque T =,/0 (D.18)
20
]30
r, = TZ(I2O'7 130) - Tz<g) - ]_ (Dlg)
20

entao, o tensor a poderd ser dado por:

Considerando a definicao:

a=r1" (D.20)

2

A derivada de a com relagao ao tensor o pode ser encontrada, diretamente, mediante a
seguinte expansao:

da dr=! dr
= =71, o= D.21
Io r ig +717® Io ( )
em que,
T _dr i (D.22)
dg — dr dg |
‘ d 1 dl 15, dI
T 30 30 20
= — D.23
da (27”Z[20 do  2r.I3, do ) ( )
T*l
dfh_ pode ser calculado segundo a Eq. (D.12), assim,
dr—! 1
i~ e e (D.24)
e Z—g é calculado segundo a Eq. (D.17), ou seja,

d’T 1 de
= = ——P, ® P+ \/ \y—— D.2
ig zk:(?m“m“ﬁ kdg) (D)

em que \; sao os autovalores do tensor g e Py sao os autoprojetores do tensor o.
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D.6. Derivada do Tensor tij com Relacao ao Tensor de Tensoes

D.6 DERIVADA DO TENSOR TIJ COM RELACAO AO TEN-
SOR DE TENSOES

O tensor ¢ é definido conforme a equagao:

R

(D.26)

2Q
2Q

A derivada do tensor £ = t(g), com relacdo ao tensor g sera:

dt 1 dr, 1 dCy 1
o= P ) ~— - —C,oP D.27
do (%:\/Ak”k.g>®dg+r - <\/)\_k do %%zk@zk) (D.27)

em que,

Cr=Preg (D.28)
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