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Resumo

Introduzimos os conceitos de recorréncia, recorréncia por cadeias e decom-
posicao de Morse para analisar os comportamentos recorrente e transiente de
um fluxo topoldgico num espago métrico compacto. A partir dessas ferra-
mentas, fornecemos uma descri¢ao precisa do comportamento recorrente de
um fluxo linear em um espaco projetivo através da sua decomposicao de Jor-
dan. O resultado principal diz que o conjunto recorrente por cadeias coincide
com os pontos fixos da componente de Jordan hiperbdlica e o conjunto recor-
rente coincide com a intersecao dos pontos fixos das componentes de Jordan
hiperbdlica e unipotente. Essa descricao é estendida para um fluxo linear
induzido em uma orbita projetiva compacta de um subgrupo de Lie semi-
simples linear qualquer. O ponto chave é mostrar que as orbitas projetivas
compactas sao invariantes pelas componentes de Jordan do fluxo. Exemplos
de érbitas projetivas compactas incluem as grasmanianas e as variedades flag.

Palavras-chave: decomposi¢ao de Jordan, decomposi¢ao de Morse, grupos

de Lie semi-simples, recorréncia, recorréncia por cadeias, espaco projetivo.
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Abstract

We introduce the concepts of recurrence, chain recurrence and Morse de-
composition in order to analyze the recurrent and transient behavior of a
topological flow in a compact metric space. Using these tools, we provide a
precise description of the recurrent behavior of a linear flow over a projec-
tive space by means of it’s Jordan decomposition. The main result states
that the chain recurrent set is precisely the fix points of the hiperbolic Jor-
dan component, and the recurrent set is the intersection of the fixed points
of the hiperbolic and unipotent Jordan components. This characterization
is further extended to a linear flow induced in a projective compact orbit
of an arbitrary semisimple linear Lie subgroup. The key step is showing
that the projective compact orbits are invariant by the action of the Jordan
components of the flow. Examples of projective compact orbits include the
grassmanians and the flag varieties.

Keywords: Jordan decomposition, Morse decomposition, semisimple Lie

groups, recurrence, chain recurrence, projective space.
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Introducao

Nao se discute a utilidade do estudo de equacoes diferenciais. Os siste-
mas dinamicos surgiram do estudo de solugoes para equagoes diferenciais
autonomas

dx

a f(x)
baseado em seu fluzo associado. Na mecancia classica sao tratados problemas
onde cada ponto de um espaco de fases representa uma configuracao possivel
do sistema em questao. O “tempo” age no espaco de fases levando um
determinado estado inicial em outro estado “continuamente”. E notdvel o
fato de que para equagoes diferenciais autonomas, o tempo (denotado por
T) de fato age, dessa vez como grupo topoldgico ou como grupo de Lie, no
conjunto do espaco de fases. A formalizacao dessa “acao do tempo” nos leva
ao conceito de fluzo, tratado no capitulo [I}

No capitulo [1| a dinamica é estudada do ponto de vista puramente to-
poldgico. As referéncias utilizadas sao o trabalho publicado por Charles
Conley ([ConT6]) e a tese de doutorado [Pat06]. Por vezes, o conhecimento
de propriedades qualitativa do sistema é muito mais interessante do que a
solucao analitica ou numérica da equacao diferencial que o define. Apds for-
malizar o conceito de fluro na secao (1.1, Descrevemos varias propriedades
topoldgicas do comportamento assintotico do sistema. Os conceitos buscam
identificar as partes do sistema que tém propriedades recorrentes e as par-
tes transientes. Neste trabalho conseguimos demonstracoes mais elementares
dos resultados e também uma definicao alternativa de funcdo de Lyapunov
(definigao [1.6.2)).

A funcdo de Lyapunov e a decomposicao de Morse sao maneiras equiva-
lentes de expressar a transiéncia e recorréncia do sistema. Se tivermos uma
funcao de Lyapunov para a decomposicio de Morse mais fina, as orbitas
onde essa fungao tem valor constante (os platds) sao a parte recorrente. De-
monstramos que as componentes de Morse da decomposicao mais fina sao
justamente as componentes transitivas por cadeias. Para chegarmos nesse
resultado, introduzimos conceitos de limite, necessarios a descricao de o que
se entende por comportamento assintotico, como w-limite. Classificamos a
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recorréncia em recorréncia e recorréncia por cadeias. Problemas relacionados
com a “estabilidade” dos sistemas dinamicos podem ser melhor entendidos
através do emprego das técnicas e conceitos aqui desenvolvidos. Conhecendo-
se a funcao de Lyapunov da decomposicao de Morse minimal, podemos identi-
ficar as chamadas variedades estaveis e instaveis do fluxo em questao. Veja,
por exemplo, a secao 1.6 de [Chi99]. Infelizmente, a maioria das técnicas
depende de se supor propriedades talvez nao tao “naturais” do espaco de
fases, como compacidade, por exemplo. No caso de um fluxo induzido por
uma transformacao linear de um espaco vetorial de dimensao finita, podemos
estudar a agao correspondente no espago projetivo, que é compacto.

O artigo [PSS08], no qual se baseia parte deste trabalho, é uma abor-
dagem mais direta e mais construtiva para o problema da decomposicao de
Jordan no caso em que as transformacoes consideradas sao sobre espagos
vetoriais reais, o que nao é tao simples quanto o caso complexo, ja que R
nao é algebricamente fechado. Munidos da decomposicao de Jordan e suas
propriedades, a principal delas sendo o fato de as componentes de Jordan de
uma transformagao 1" serem dadas por polinémios reais de 7', partimos para
a analise do caso especifico de fluxos induzidos pela acao de grupos lineares
em espacos projetivos. Os grupos lineares sao grupos topoldgicos e ainda
mais, sao grupos de Lie. Por fluxos induzidos pela a¢ao de grupos lineares,
entendemos, no caso continuo, a acao do grupo a um parametro g¢ = ¥
em um espago P (no caso, o projetivo), onde X é uma transformagao linear
qualquer. No caso discreto, o grupo a um parametro é dado simplesmente
por g, onde g é uma transformacao linear inversivel.

¢: TxP — P
(t,x) = gz

Tentamos descrever as componentes de Morse deste fluxo através da andlise
das transformagoes lineares X e ¢g. Dada a decomposicao de Jordan aditiva
(veja [2.1.1))

X=E+H+N,

ou multiplicativa (veja
g = ehu,
definimos a decomposicao de Jordan do fluxo, dada por
gt — ethtut7

onde as componentes, respecivamente, eliptica, hiperbdlica e unipotente sao
dadas, no caso continuo, por
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e, no caso discreto, pela iteracao respectivamente de e, h, u. Em seguida,
utilizamos essa decomposicao para determinar a decomposicao de Morse mi-
nimal do fluxo ¢*, e por conseqiiéncia determinar o conjunto recorrente por

cadeias (teorema [2.2.10)):
R (g") = fix (h'),

onde fix (k') é o conjunto dos pontos fixos do fluxo h'. Indo um pouco
além, utilizando os mesmos argumentos contidos no trabalho [Fer(7], a partir
da decomposicao de Jordan de g, descrevemos também quais sao os pontos

recorrentes do fluxo ¢ (teorema [2.2.11):
R(g") = fix (h') Nfix (u') .

Finalmente, no capitulo 3] estendemos as conclusdes sobre os fluxos indu-
zidos por transformagoes lineares sobre o espago projetivo, para o caso mais
geral de fluxos induzidos pela acdo transitiva de um grupo de Lie (linear)
semi-simples G sobre um subconjunto IF do espaco projetivo. Nossa referéncia
¢ [FPS08]. Os resultados se estendem as grasmanianas e consequentemente,
aos flags (veja e . A principal ferramenta é o mergulho de Plicker
(defini¢ao , que nos permite mergulhar a grasmaniana em um espaco
projetivo maior. Duas sao as dificuldades que surgem com esta generalizacao.
Primeiramente, para que possamos decompor o fluxo g* em componentes de
Jordan, precisamos que cada uma dessas componentes permanecga dentro do
grupo de Lie considerado, ja que a agao sobre [F esta definida apenas para
elementos de GG. A segunda dificuldade esta relacionada com o fato de al-
gumas propriedades dos fluxos nao serem preservadas quando se considera
o fluxo restrito a um subconjunto invariante. Veja a observagao em (3.2.1
Analogamente ao caso anterior, obtemos a descrigao do conjunto recorrente
por cadeias e do conjunto recorrente no caso das orbitas projetivas compactas

(teoremas e|3.2.3):
RE(g") = fixe(R')
RF(gt> = ﬁX]F(ht) N ﬁXF(ut).
Como aplicagao, na secao [3.3, utilizamos os resultados anteriores para

determinar os conjuntos recorrente e recorrente por cadeias de um fluxo que
associamos a equagao diferencial

onde X : R — g é continua e periédica, e g é uma algebra de Lie (linear)
semi-simples. A estratégia adotada ¢ definir a partir de ¢g(¢) um fluxo ¢' no
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produto cartesiano S' x F, dado por

¢ S'xF — S'xF ,

(s,2) — (s+t %0

e associar a este fluxo um fluxo linear ¢g*. Por fim, descreveremos os conjuntos

recorrente e recorrente por cadeias do fluxo ¢' (teoremas e|3.3.6))

R (¢") = {(s,a(s)z) | s € S*, x € fixp(h')}
R(¢") = {(s,a(s)z) | s € S*, z € fixp(h') N fixg(u)},

onde a : S* — G est4 definido na equacao (3.3)).



Capitulo 1
Dinamica Topoldgica

Os sistemas dinamicos sao a grosso modo, transformagoes de um espaco X em
si proprio, parametrizadas pelo “tempo”. O espaco X é chamado de espaco de
fases. Neste trabalho o “tempo” serd Z ou R, mas em uma teoria mais geral,
poderia ser qualquer grupo ou até mesmo um mondide. A transformacao do
espago de fases deve possuir certas propriedades, e é chamada de fluzo (ou
semi-fluzo, quando o tempo for um mondide e ndo um grupo). No caso da
dinamica topoldgica, estaremos interessados nas propriedades topoldgicas do
fluro. Em outras situagoes, poderiamos estar interessados, por exemplo, nas
propriedades diferenciaveis ou métricas, quando o espaco de fases for uma
variedade ou uma variedade Riemaniana. Veja a definicao [1.1.1]

A motivacao para o estudo de sistemas dinamicos vem da mecanica, e por
consequiéncia, da necessidade de se estudar equagoes diferenciais onde cada
ponto do espaco de fases é uma configuragao possivel do sistema, e o fluxo
descreve como essa configuragao se modifica com o “passar do tempo”.

1.1 Fluxos

Um fluzo representa a familia de transformacoes do espaco de fases parame-
trizadas pelo tempo T. Seja x é uma determinada configuracao do espaco
de fases e s e t sao tempos. Denotando por ¢'(z) a configuragdo em que z
é transformada apds o tempo t, essencialmente esperamos que apds o tempo
t + s x seja transformada na mesma configuracdo em que ¢'(x) é transfor-
mada quando transcorre o tempo s. Ou seja, o fluxo sera a acao do grupo T
no espaco de fases. Veja a se¢ao para maiores informacoes sobre acoes
de grupos.

Nos nossos exemplos, e na teoria que segue nos capitulos seguintes, o
espaco de fases serd um espaco vetorial V' ou um espaco topolégico “de-



CAPITULO 1. DINAMICA TOPOLOGICA 6

rivado” de um espago vetorial pela topologia induzida (definigdo no
caso por exemplo da esfera, ou pela topologia quociente (defini¢ao no
caso do espago projetivo ou da grasmaniana. Da mesma forma, os fluxos
serao induzidos por homomorfismos de grupos topologicos entre T e o grupo
topoldgico das transformagoes lineares inversiveis de V, GI(V'). As definigoes
e notagoes necessarias podem ser consultadas na secao do apéndice.

Definigao 1.1.1 (Fluxo). Seja X wum espaco topoldgico. E seja uma
aplicacao continua
p:TxX — X,

onde T € o conjunto Z. ou R.
Para cada t € T, denotamos por ¢' : X — X a aplicagdo (continua)
¢'(z) = ¢(t, z).

Dizemos que ¢ é um fluxo sobre X, se satisfaz:

1. ¢ =idy.

2. Vs, t €T, ¢° = ¢* 0 ¢'.

Por um abuso de linguagem, também dizemos que ¢' € um fluzo sobre X.

Observagao 1.1.2. Seja X um espaco topoldgico. Uma aplicacao
p:TxX — X,

onde T é o conjunto Z ou R, é um fluxo se, e somente se for uma acao do
grupo topoldgico T no espago X. Ou seja, se X for um T-espaco.
Um caso muito 1til é o seguinte:

Seja G um grupo topoldgico agindo em um espago topodgico X,
e v : T — G um homomorfismo continuo de grupos topoldgicos.
Entao,
p: TxX — X
(t,x) = A(t)x
¢ uma agao continua de T em X. Portanto, ¢ é um fluxo sobre
X.

O fluzo é definido sobre um espaco topoldgico X qualquer. No entanto,
muitas das propriedades que vamos estudar dependem de compacidade, e
muitas dependem de X ter uma métrica. Em geral, os fluxos que vamos
estudar serao sobre espagos métricos compactos. Apesar disso, algumas de-
monstracoes nao requerem metrizabilidade, apenas que X seja Hausdorff,
por exemplo.
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Exemplo 1.1.3 (Rotacdo). Uma rotacdo de S* por um angulo 6 € T induz
em Gl(2) a curva

g: T — GI?2)

(o )

Esta curva, por sua vez, induz o seguinte fluxo em S*:
¢: TxS — St
0.z) — g(t)z

No caso em que T = R, o exemplo nao tem nada de muito interessante.
No entanto, para T = Z, se % € Q temos um fluxo periddico, caso contrario
o fluxo nao é periédico, mas é recorrente. (Veja segadl.)).

Exemplo 1.1.4 (Exponenciagao de matrizes). Seja Y € gl(2). A partir de
Y definimos a curva g(t) = e em GI(2). Esta curva induz um fluxo em S*!
da seguinte maneira:

¢: TxSl — St :
(t,z) = g(t)z/[g(t)z]

Também podemos considerar a acao de G em P*:

v: TxP — P! .
@t [z]) — lg(t)z]

Quando Y é hiperbdlico (veja defini¢ao [2.1.1)), por exemplo, quando

2 0
v (i)

e’ 0
etY:<Oet>7

os fluxos ¢' e ' sdo como esbocado na figura . Nos esbocos, os pontos
escuros representam os pontos fixos.

Quando Y é nilpotente (veja defini¢ao 2.1.1)), por exemplo, quando
01
v (o)
1t
vy
= (o1)

os fluxos ¢! e 9! sao como esbocado na figura.
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A’ B

Figura 1.1: Fluxos em S' e P! induzidos pela curva e para t > 1. Caso em
que Y é hiperbdlico. Os pontos escuros A, A’, B e B’ representam pontos
fixos.

7N\
\_/

Figura 1.2: Fluxos em S! e P! induzidos pela curva e¥ para t > 1. Caso em
que Y ¢ nilpotente.
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Os exemplos anteriores sao casos especificos dos exemplos apresentados a
seguir.

Exemplo 1.1.5. Se G é um grupo de Lie (em geral, um grupo topoldgico),
as aplicacoes

p: GxG — G
(9;h) — gh

I: GxG — G
(g,h) + ghg™!

sao agoes continuas do grupo topoldgico G em si mesmo. E para grupos de

Lie compactos, dado Y € g, onde g é a algebra de Lie de G, a aplicacao

t — e’¥ é um homomorfismo continuo de T em G. Portanto, as aplicacoes

py: TxG — G

(t,g) +— p(e,g)=e"yg
ILy: TxG — G

(t,g) + I(e",g) =eVge ™

sao fluxos em G.

Exemplo 1.1.6 (Exponenciagao). Seja V um espago vetorial e G = GI(V)
o grupo das transformagoes lineares inversiveis de V' dotado da topologia
induzida de R"*", onde n = dim(V'). Se tomarmos qualquer homomorfismo
continuo v : T — @, teremos o seguinte fluxo sobre V:

p: TxV — V
(t,v)  — (v

Em particular, dado Y € gl(V'), a exponencial de Y é uma curva em G, e o
fluxo induzido por esta curva é:

p: TxV — V

(t,v) +— Yo

Exemplo 1.1.7 (Iteracao de matrizes (T = Z)). Quando o tempo é discreto,
o exemplo ¢ um caso particular de iteragao de matrizes. Dado g €
GI(V), o fluxo sobre V' dado pela iteragao de g é

6: XV — V
(t,v) +— g
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Exemplo 1.1.8. Seja g uma algebra de Lie, e G = Int(g). Entao G age em
g através da representacao adjunta. Neste caso, g é um espaco vetorial, e a
representacgao adjunta é um homomorfismo continuo de G em Gl(g). Estamos
de volta ao caso do exemplo m Dado g € G, existe Y € g, tal que g = e".
Entao a curva e'Y é tal que o fluxo induzido em g é dado por:
p: Txg — g .
(t,v) — Ad(e™)v

Exemplo 1.1.9 (Projetivo e grasmaniana). Do mesmo modo que G = GI(V)
age sobre o espago vetorial V', GI(V') também age sobre o conjunto de todos
os subespacos de V' de uma dada dimensao d. Este conjunto é denotado por
Grq(V), e é chamado de grasmaniana. (Veja a definigao [A.4.17).

Assim como no exemplo [1.1.6] se tivermos um homomofismo continuo de
grupos v : T — @, temos um fluxo definido na grasmaniana Gry(V). O
espago projetivo PV é o mesmo que Gry (V).

Exemplo 1.1.10 (Curva integral). Seja f : R™ — R" e seja ¢(z, t) a solugao

de
0¢(x,1)

)]

com condigao inicial ¢(x,0) = x. Se o dominio de ¢ for todo o R™ x R, entao
¢ é um fluxo. Para maiores detalhes, veja a secao 1.4, paginas 12 e 13 de
[Chi99]. A proposigao 1.16 de [Chi99] mostra que f pode ser reparametrizada
de modo que o dominio de definicao de ¢ seja de fato R™ x R.

1.1.1 Propriedades dos Fluxos

Se ¢' é fluxo em X, entao para todo t € T, ¢* ¢ um homeomorfismo de X,
j4 que ¢~ é seu inverso continuo. Em particular, para todo ¢t € T e todo

AC X, cl(§(A)) = ¢'(cl ().
Também podemos definir o conceito de semi-fluzo

p:TxX —X,

onde T é o semi-grupo aditivo Z* ou R*. Para que propriedades interessantes
de homomorfismo continuem valendo, exigimos que, além de ser continuo
sobre T x X, o semi-fluro ¢' satisfaca:

1. ¢' é sobrejetivo para todo ¢ € T.
2. ¢! é uma aplicacao aberta para todo ¢t € T.

3. ¢' é uma aplicacao fechada para todo t € T.

Note que neste caso, um semi-fluro nao é simplesmente uma “acao de
mondides”. Esta generalizagao pode ser vista em [Pat06] e [Pat07].
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1.2 Conjuntos Invariantes

Ao estudarmos a dinamica de um determinado espaco de fases, é natural
tertar decompor este espaco em subconjuntos mais simples. Um conjunto
invariante é um subconjunto do espaco de fazes que podemos “isolar do
resto” para estudar a dinamica do sistema restrita a este subconjunto. Se um
conjunto A é tal que a acdo do tempo mantém A invariante, entdo podemos
tratar A como se fosse um espaco de fase e estudar o comportamento do
sistema restrito a A.

Definigao 1.2.1 (Conjunto invariante). Dado um fluzo ¢' em X, um con-
gunto A C X € denominado invariante se ¢'(A) = A para todo t € T.

Na definicao é suficiente que ¢'(A) C A para todo ¢t € T. De fato,
neste caso, aplicando ¢' em ambos os lados de ¢~ *(A) C A teremos que para
todot € T, A= ¢'(¢7"(A)) C ¢'(A). Ou seja, A = ¢'(A) para todo ¢ € T.
Assim, vale o seguinte lema:

Lema 1.2.2. Se ¢' € um fluzo em X, entao A C X € um subconjunto
invariante se e somente se para todo t € T, ¢'(A) C A.

Lema 1.2.3. Se ¢! é um fluzo em X e A C X é um subconjunto invariante,
entao cl (A) também € invariante.

Demonstragdo. Se A é invariante, entdo, Vt € T, ¢'(cl(A)) = cl(¢'(A)) =
cl(A). O

Os conjuntos invariantes sao uniodes de orbitas, ou seja, de conjuntos do
tipo ¢(T, z), para algum = € X. Para exemplificar o conceito de conjuntos
invariantes, vamos determinar as érbitas de alguns fluxos dos exemplos da

secao [L.1}

Exemplo 1.2.4. No caso do fluxo py do exemplo [I.1.5 cada érbita é a
translagao (por multiplicacao a direita) da érbita da identidade, ou seja, cada
érbita é uma classe lateral a esquerda do subgrupo de G dado por ¢(T,z) =
e™. O mesmo ji ndo acontece no caso do fluxo Iy do exemplo [1.1.5] O
fluxo Iy possui pontos fixos. Por exemplo, ¥ é ponto fixo de Iy. Se e¥ nao
estiver no centro de g, entao Iy nao é o fluxo constante. Diferentemente de
Py, as Orbitas de Iy nao sao todas homeomorfas. A dinamica de Iy é mais
rica que a de py-.

Exemplo 1.2.5. No exemplo [1.1.3] quando T = R, os tnicos conjuntos
invariantes sao o vazio e todo o espaco X. Ja no caso em que T = 7Z, existem
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varios conjuntos invariantes. De fato, as 6rbitas do fluxo sao enumeraveis, e
sao conjuntos invariantes.

Na figura [I.1] do exemplo [I.1.4] as 6rbitas sao cada um dos “pontos escu-
ros” e cada um dos “arcos” que ligam esses pontos. Os conjuntos invariantes
sao quaisquer unioes dessas orbitas. Ja no caso projetivo da figura [1.2} os
conjuntos invariantes sao, além do vazio: o “ponto fixo”, o “arco” e todo o

X.

1.3 Orbitas e Conjuntos Limites

Os conjuntos limites sao uma generalizacao do conceito de limite e ajudam
no estudo do comportamento assintotico do sistema dinamico. Estamos in-
teressados em saber “para onde vai” um subconjunto A (ou um ponto) do
espago de fases quando o tempo tente para oo ou —oo.

Daqui por diante, ¢’ serd sempre um fluxo definido sobre X. As propri-
edades de X, ou um subconjunto A C X relacionadas ao fluxo ¢' também
terao a locucao “por ¢'” omitida. Por exemplo, como j& viemos fazendo,
diremos que A é invariante, ao invés de invariante com relagao a ¢* (por ¢*).

Definicao 1.3.1. Dado A C X, et € T, definimos a Orbita progressiva
posterior a t e a Orbita progressiva até t de A, respectivamente, por:

Af=Jo ).

s>t
AL = #'(4).
0<s<t

Analogamente, a érbita regressiva anterior a —t e a Orbita regressiva até
—t, respectivamente, por:

A7 =Jo*(A).

s>t
A= ] ¢ (A).
0<s<t
Definigao 1.3.2 (w-limite). Seja A C X. Definimos o w-limite de A por
w(A) = ﬂ cl (A7)
teT

e o w*-limite de A por

WwH(A) =)l (A7)

teT
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Essa nogao de limite é muito parecida com o conceito usual de limite de
uma seqiiéncia x,. Quando o limite de z,, existe, o conjunto dos pontos que
sao limite de z,, é exatamente (), .y cl (Xy), onde X, = {z,,, | m > n}.

O w*-limite relativo ao fluxo ¢' é exatamente o w-limite relativo ao fluxo
inverso ¢* = ¢~*. Assim, resultados como o lema valem também para
o w*-limite.

Definigao 1.3.3 (Recorréncia). Dado um fluzo ¢*, dizemos que um ponto
x € X € recorrente quando x € w(x). Denotamos por

R=R(¢)={r e X|xecw)}.
o conjunto de todos os pontos recorrentes.
Lema 1.3.4. Valem as sequintes propriedades do w-limite:
1. Se AC X, entdo w(A) = w(cl(A)).
2. Se A C X € fechado e invariante, entdo w(A) = A.

3. Para todo s € T,
w(¢*(A)) = w(A).

Demonstracao. Para o item , temos que

o (4f) € el (eA(4)]) = e (| (el (A))z) =
=l (U (@ (A)z0)) €l (c (U ()t ) ) =
= ({Jo*(A)eze) =l (4)).
Portanto, cl (4;) = cl (c1(A4);). E entdo,
w(A) = el (A7) = (cl(A)]) = w(cl(A)).
= =
Para o item ([2)), como A é invariante, temos que
= L>Jt¢8(A) = L>JtA = A

Portanto,

w(A) =[Nl (4f) =[)cl(4) =(A=A.

teT teT teT
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O item (3)) vale pois (¢°(A));” = A/,, e T =T + 5. Portanto,
w(¢*(A)) = (el (¢ (A))) = [l (4f,) =
teT teT
= () d (&) =) (4)) = w(A).

teT+s teT

[]

Lema 1.3.5. A operacdo de unido de finitos subconjuntos de X comuta com
a operacgao de w-limite. Ou seja,

w(AUB) =w(A)Uw(B).

Demonstracao. Note que, para s,t € T, fazendo t' = max(s, t),

(A ud(B))c () (d(A))ud(B)))C

teT (s,t)€T?

c () @@hHud(B))c () (@(AF)ud(B))).

(s,t)eT? (t,t)eT?

Assim,

el (af) el (B7) = [ (el (A7) uel (B)).

teT (s,t)ET?

E portanto,

w(AUB) = ﬂ d((AUB)]) = ﬂ(cl (Af)uc(B))) =

= () @(AH)ud (B)) = <ﬂ cl (Aj)) U (ﬂ cl (Bj)) = w(A)Uw(B).
(s,t)€T? s€T teT

]

Exemplo 1.3.6. Na figura [[.1 do exemplo 0s w-limites sdo os pontos
B e B'. Os w*-limites sao os pontos A e A’. J4 no caso projetivo da figura
[1.2] o “ponto fixo” é um w-limite e também um w*-limite.

Exemplo 1.3.7. No exemplo , para o caso em que T = Z e £ € Q,

2
como as Orbitas sao formadas por finitos pontos e o fluxo é periédico, entao,

dado z € S*, w*(z) = w(z) = ¢(T,z). Paraocasoem que T =Z e = ¢ Q,
teremos que w*(x) = w(x) = S'. Para verificar isso, vamos primeiro mostrar
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que para todo t € Z, 7 é denso em S'. Se nao fosse este o caso, denotando
por A o conjunto complementar do fecho de z;, A seria aberto nao vazio.
Para todo t € N, ¢!(A) C A, pois isto é verdade para x7. Vamos denotar
por (a,b) a componente conexa de A com “extremos” e contendo os pontos
entre a e b quando se “caminha no sentido anti-horario”. Para todo t € T,
®'((a,b)) = (¢'(a),¢'(b)) é uma componente conexa de A de comprimento
igual ao de (a,b), pois a rotagdo é uma isometria que preserva orientagao.
Como S tem comprimento finito, entao existem t;,t, € N, com t, > 1,
tais que ¢"((a,b)) = ¢'2((a,b)). Em particular, como a rotagao preserva
orientagao, ¢'*(a) = ¢*2(a). Portanto,

a= ¢ " (a).

Isso é uma contradicao, pois no caso em que T = Z e % ¢ QQ, nenhum ponto
é periddico. Portanto,

w(r) = ﬂcl (zf) =S

teT

O mesmo vale para w*(z). Basta tomar o fluxo inverso, por exemplo.

1.4 Atratores e Repulsores

Em um espaco de fases compacto, o w-limite e o w*-limite de um subconjunto
A sao sempre diferente de vazio e sao invariantes e fechados. Os conjuntos
fechados e invariantes sao por sua vez o w-limite (ou w*-limite) de si mesmos.
Vamos estudar a estabilidade dos conjuntos invariantes e fechados através da
andlise do comportamento assintético de suas vizinhangas. Considere a figura
Um ponto fixo na figura é um conjunto invariante e fechado. No entanto,
em sua vizinhanga existem pontos que com o tempo “se aproximam” do ponto
fixo, e pontos que “se distanciam”. Uma classe mais restrita dos conjuntos
que nao apresentam esse tipo de comportamento instavel, sdo os atratores (e
repulsores). Os atratores sao conjuntos que além de invariantes e fechados,
podem ser isolados por vizinhancas que “assintoticamente se contraem” para
o préprio atrator. Aqui a expressao “assintoticamente” enfatiza o fato de
que em um “curto espaco de tempo” a vizinhancga pode até se expandir, mas
assintoticamente sera reduzida ao atrator.

Definicao 1.4.1. Um subconjunto A C X € chamado atrator, quando existir
uma vizinhanga U de A, tal que A = w(U). Se existir V, vizinhanca de
R C X, tal que R =w*(V), R é chamado repulsor.

As vizinhancas U e V' sao ditas vizinhanca atratora e vizinhanca repul-
sora, respectivamente.
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Os atratores e repulsores sao respectivamente os repulsores e atratores do
fluxo inverso ¢t = ¢t

Exemplo 1.4.2. Na figura do exemplo [I.1.4] os atratores sao, além do
conjunto vazio, os conjuntos {B}, {B'}, {B,B'} e S' no caso S! e {B},
P! no caso projetivo. O caso dos repulsores é andlogo, com os pontos A e
A’ A figura ilustra com linhas pontilhadas, um exemplo de vizinhancas
atratoras.

______________ B /

Figura 1.3: Vizinhancas atratoras em S* e P!

Exemplo 1.4.3. Na figura do exemplo , tanto no caso S' quanto
no caso projetivo, os unicos atratores sao os atratores triviais. E facil ver
que no caso do projetivo, por exemplo, toda vizinhanca V' do “ponto fixo”
é tal que w(V) = X. Portanto, os tnicos atratores sao o vazio e todo o X.
No entanto, no caso S', se uma das “setas” tivesse sua direcao invertida, um
dos pontos fixos seria um atrator, e o outro um repulsor. Veja a figura [1.4]

Figura 1.4: A vizinhanca marcada em S! (esquerda) é uma vizinhanca atra-
tora. O ponto em P! (direita) nao é um atrator.
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Exemplo 1.4.4 (Rotacdo). Continuando o exemplo [I.3.7) para o caso em
que T=Ze % ¢ Q, j4 vimos que para todo x € S, w(z) = S'. Portanto,
os tinicos atratores sdo o vazio e S'. Quanto ao caso em que T = Z e
% € Q, todos os pontos sao recursivos. Assim, dado um conjunto V' qualquer,
V C w(V). Portanto, cl (V) C w(V), e em particular, V' serd vizinhanga de
w(V') apenas quando for vizinhanca de cl (V). Ou seja, quando V' for aberto
e fechado. Assim, também neste caso, os inicos atratores sao o vazio e S!.

Exemplo 1.4.5. As figuras|l.5[esbocam um fluxo com um atrator dado pelo
“pequeno circulo”, com vizinhanca atratora V. Note que se o sentido de uma
das setas verticais fosse invertido em qualquer uma das figuras, V' nao seria
mais uma vizinhanga atratora. Os Unicos atratores seriam os triviais. Uma
diferenca entre o fluxo da direita e o da esquerda, é que no fluxo da direita,
o ponto a também é tal que {a} é um atrator com vizinhanca atratora U.
No fluxo da esquerda, {a} ndo é um atrator.

Figura 1.5: Uma vizinhanca atratora V' de um atrator, e uma vizinhanca
atratora U de {a}.

1.4.1 Repulsor Complementar e Atrator Complemen-
tar

Seja A C X um atrator. Sabemos que existem muitos pontos x € X tais que
w(z) € A. No minimo todos os pontos de uma vizinhanga atratora de A.
Por sorte, quando X ¢é um espaco compacto Hausdorff, demonstramos que
w(z) C Aouw(z)NA=0. Veja o item (1)) de[1.4.9] O conjunto dos pontos
cujo w-limite ndo estd em A serd denotado por A*, e serd um repulsor (pelo
item (2)) de[L.4.10]). Assim, conseguiremos separar X em trés componentes A,
A* e k(A, A*) (definigao [1.5.1]). Por|1.4.9] todos os pontos em x(A, A*) serao
tais que assintoticamente se aproximarao de A quando o tempo se aproximar
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de oo e de A* quando o tempo se aproximar de —oo. Veja por exemplo a
figura[1.8] Ou seja, para = € k(A, A*) teremos que w(z) C A e w(z)* C A*.

Definicao 1.4.6. Quando X ¢ compacto Hausdorff e A C X € um atrator,
entao

A ={re X |w(@x)NnA=10}

¢ chamado repulsor complementar de A. O item (@ da proposicao |1.4.1()
mostrard que o conjunto A* € de fato um repulsor.

Quando X € compacto Hausdorff e R C X é um repulsor, entdo
R.,={r e X |w'(z)NR =0}

€ chamado atrator complementar de R. Da mesma forma que para A*, R,
também ¢é de fato um atrator. Basta considerar o fluxo inverso.

Na definigao [1.4.6] utilizaremos o fato de que X é um espago compacto
Hausdorff para demonstrar que os conjuntos A* e R, sao de fato um repulsor
e um atrator quando A for um atrator e R um repulsor. Mesmo que X nao
seja compacto Hausdorff, A e R nao sejam necessariamente um atrator ou
repulsor, os conjuntos A* e R, estao sempre definidos. Estes conjuntos no
entanto nao serao necessariamente um repulsor e um atrator se as condicoes

da definicao nao forem satisfeitas. (Veja o item (2)) de [1.4.10})

Exemplo 1.4.7. As figuras esbocam um fluxo com um atrator e uma
vizinhanga atratora (V e U). Os repulsores complementares desses atratores
sao dados por w*(V’) e w*(U’). No primeiro caso, o repulsor complementar
¢ dado pelo ponto fixo contido em V’. No segundo caso, o repulsor comple-
mentar é composto pelos dois pontos fixos contidos em U’ e pelo “arco” que
liga esses dois pontos.

Figura 1.6: Repulsores complementares (vizinhangas repulsoras U’ e V).
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Lema 1.4.8. Se X € compacto, A C X € um atrator com vizinhanca atratora
U e K C X um conjunto compacto tal que w(K) C A, entao 3t € T tal que
K" cint (U).

Em particular, se a propria vizinhanca U for compacta, It € T tal que
U Cint (U).

Demonstragao. Seja V' = int (U). Suponha que nao existe ¢ € T tal que
K" C V. Neste caso, para todo t, a seqiiéncia decrescente de compactos
Venel (K;r ) nunca é vazia. Portanto, pela compacidade de X,

((Vene (K1) # 0.

teT

Mas isso contradiz a hipétese de que w(K) C A, pois

0=VenuwE)=ven(\d (&) =V ned (K)).

teT teT

]

Proposicao 1.4.9. 1. Se X ¢é compacto Hausdorff, A C X um atrator e
K C X um conjunto compacto disjunto de A*. Entdo, w(K) C A.

2. Sejam X compacto Hausdorff, A C X um atrator e K C X um con-
Junto compacto disjunto de A, entdo, w*(K) C A*.

Demonstracao. Para o item , seja U uma vizinhanca atratora de A, aberta.
Para todo = € K, existe t, € T tal que ¢'=(x) € U. Entao, K é coberto pelos
abertos V, = ¢~ (U). Pelo item de esses abertos sao tais que
w(Vz) = w(U) = A. Como K é compacto, existe uma subcobertura finita
Vi,...,V,. Por[L.3.5 w(K) Cc Juw(V;) = A.

Vamos mostrar . Como X é compacto Hausdorff, K é disjunto de A,
e ambos sdo compactos, entao, existe V', uma vizinhanca compacta de A,
disjunta de K e A*. V é uma vizinhanca atratora de A pelo item de
11.4.10, Por [1.4.8] existe t € T tal que V,* C V.

Suponha, para obter uma contradi¢ao, que w*(K) ¢ A*. Ou seja, que
existe z € w*(K) \ A*. Como w*(K) ¢ invariante e fechado, temos que
w(z) C w*(K). Por outro lado, pelo item (1)), w(z) C A. Em particular,
ANw*(K) #0.

Como ANw*(K) # 0, temos que existe s > ¢ tal que ¢~ 5(K) NV # 0.
Portanto, existe y € K N ¢*(V). Mas s > t implica que ¢*(V) C V;" C V.
Entao, y € KNV, contradizendo a escolha de V' como sendo disjunto de K.

Portanto, w*(K) C A*. O
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Proposicao 1.4.10. Se X ¢ compacto Hausdorff e A C X um atrator, entao
o repulsor complementar A* possui as sequintes propriedades:

1. Se K C X ¢ uma vizinhan¢a compacta de A disjunta de A*, entdo K
€ uma vizinhanca atratora de A.

2. O conjunto A* € de fato um repulsor e toda vizinhanc¢a compacta de
A*, disjunta de A € repulsora.

Demonstracao. Pelo item de [1.4.9, w(K) C A. Por outro lado, A =
w(A) C w(K). Isso demonstra o item ([I)).

Para o item , basta observar que para todo K, vizinhanca compacta
de A* disjunta de A,

A* = wH(A%) C wi(K) C A7,

onde a ultima inclusao segue do item (2)) de O fato de X ser compacto
Hausdorft implica que uma tal vizinhanca de A* sempre existe, e portanto,
A* é um repulsor. O]

Observagao 1.4.11. Analogamente ao item de [1.4.10} se considerarmos
o fluxo inverso ¥* = ¢t teremos que se X é compacto Hausdorff, e R C X
um repulsor, entao R, é um atrator.

Lema 1.4.12. Seja A C X um atrator e R C X um repulsor. O repulsor
complementar A* e o atrator complementar R, possuem as sequintes propri-
edades:

1. Se B C X € um conjunto invariante fechado disjunto de A, entdo,
B C A*. Uma afirmacdo andloga vale para os repulsores.

2. Se X € compacto, entdo, A* € compacto (fechado) e invariante. Em
particular, w(A*) = A*.

3. Analogamente, se X € compacto e R C X € um repulsor, entao, R, é
compacto (fechado) e invariante. Em particular, w(R,) = R,.

Demonstracdao. Pelo item de , se x € B, entdo w(x) C B. Ou seja,
w(x) N A= 0. Isso demonstra o item ([]).

Para o item , o fato de A* ser invariante é uma conseqiiéncia do item
de[l.3.4] Ou seja, se v € A*, entdo, dado t € T, w(¢!(z)) = w(z) C A°.
Portanto, ¢'(z) € A*.

Vamos mostrar que A* é fechado. Sejam = ¢ A* e U D A uma vizinhanga
atratora de A. Entdo, existe t € T tal que ¢'(x) € U. Ouseja, V = ¢ 4 (U) é
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uma vizinhanca de z, tal que w(V) = w(U) = A, onde a primeira igualdade
vem do item de[1.3.4 Assim, para todo y € V, w(y) C w(V) = A. Em
particular, V' N A* = (). Portanto, A* é fechado.
Por ser fechado e invariante, o item ({2)) de implica que w(A*) = A*.
Para o item , basta olhar para o fluxo inverso, e aplicar o item . O]

Observagao 1.4.13. Se X é compacto Hausdorff e A C X é um atrator.
Entao, A* é o maior conjunto invariante disjunto de A. Como A* é repulsor
e os repulsores sao invariantes, em particular, A* também é o maior repulsor
disjunto de A. Analogamente, para um repulsor R C X.

Proposicao 1.4.14. Se X € compacto Hausdorff e A C X € um atrator,
entao, A = (A*).. Da mesma forma, se R C X é um repulsor, entao,

R=(R,)".

Demonstracao. A é um atrator disjunto de A*. Portanto, por [1.4.13
A C (A*).. Por outro lado, (A*), ¢ um conjunto compacto disjunto de
A*. Portanto, (A*), = w((A*).) C A. Onde a igualdade vem do item (3) de
1.4.12] e a inclusao vem do item [I] de [1.4.9

O caso do repulsor R segue tomando-se o fluxo inverso. O

Lema 1.4.15. Seja x € X entao,

w(z) CA* = zeA"
w(r) CA = xe€A

Demonstracdo. A primeira implicagao segue diretamente da defini¢ao, pois
w(z) C A* implica que w(z) N A = (), o que significa pela definicao de A* que
x e A",

Por podemos substituir A por (A*),. Assim, basta mostrar que

w(z) C (A% =z € (A)..

Mas isso também segue da defini¢ao de atrator complementar, pois w*(x) C
(A*), implica que w*(x) N A* = (), o que significa pela definicao de atrator
complementar que x € (A*).. O

1.4.2 Repulsor Relativo a Outro Repulsor

Podemos restringir o fluxo de um espago X, a qualquer conjunto invariante.
Podemos entao falar de atratores e repulsores relativos a este conjunto inva-
riante. Em especial, dado um repulsor R C X, podemos falar de um repulsor
R C R, relativo & R. Ou seja, um repulsor R de ¢|p.



CAPITULO 1. DINAMICA TOPOLOGICA 29

O objetivo desta secio é mostrar que R é também um repulsor relativo
ao espaco todo X. Ou seja, R é um repulsor do fluxo ¢'. Para tanto, precisa-
remos encontrar uma vizinhanca V de R em X, que seja tal que w*(V) = R.
Obviamente que o caso de um atrator relativo a outro atrator é analogo.
Basta considerar o fluxo inverso.

Primeiramente, vamos demonstrar o fato, para o caso em que T = R. A
demonstracao para o caso T = Z é muito parecida, mas exige um pouco mais
de cuidado.

Precisaremos do seguinte critério para concluir que um determinado con-
junto R C X é de fato um repulsor.

Lema 1.4.16 (Caso T = R). Seja R C X wum conjunto invariante, e

N C X uma vizinhanca compacta de R, tal que R € invariante maximal em

N. Quando, para todo v € N \ int (N), a orbita progressiva x{ ndo estiver

toda contida em N, entao, R serd um repulsor.

Demonstracao. Vamos encontrar uma vizinhanca repulsora de R. Ou seja,
vamos construir um conjunto aberto V', contendo R, tal que w*(V') = R.

Afirmacao 1. Fzistet € T, tal que para todo x € N \ int (N), xi ¢ N.

De fato, para todo z € N \ int (N), existe t, € T tal que ¢'=(x) & N.
Faga U, = ¢ '=(N°¢). Entao, U, é uma vizinhanga de x. Pela compacidade
de N\ int (N), existem z1,...,x, tais que

N\int(N) C Uy, U---UU,,.
Tome = max(t,,, ... ,t;,). Neste caso, para todo z € N \int (N), 2%, ¢ N.

Afirmacao 2. Para x € N tal que b C N, temos que x5 C N.

Caso contrario,
t=sup{seT|z> CN}>1t

é finito. Pela defini¢ao de ¢, temos que ¢((—t,0],z) C N. Assim,
o([—t,0],2) =l (¢((—t,0],2)) C cl(N)=N.

Ou seja, z¥. € N. Em particular, pela afirmacao , y=¢ () € N\int (N),
pois ¥}, C ' C N. Ouseja, y € int (N). Entéao, existe ¢ > 0 tal que y°> C N.
Ou seja, 27 = 2t Uy® C N. Contradizendo a definicdo de t.

Afirmagao 3. Para todo x € R, eriste uma vizinhanga V, de x, tal que
(Vo)L C N.
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Seja U C T x X a imagem inversa de N pelo fluxo ¢. Entao U é uma
vizinhanga de [—¢,0] x {x}. Para cada (t,z) € [—t,0] x {z}, temos uma
vizinhanga de (¢, ) contida em U, na forma I; x V;. Como [—t,0] x {z} é
compacto, existe um numero finito dessas vizinhancas, I; x Vq,..., I, x V,,
cobrindo [—t,0] x {z}. Tome

V=1in---nVv,.
Entdo, [-£,0] x V C U. Ou seja, VE C N.

Afirmagao 4. O conjunto V =\, _r V. € uma vizinhanga repulsora de R.

z€ER

Obviamente que R C V. Como R é invariante por hipdtese, temos que
R = w*(R) C w*(V). Bastando portanto mostrar que w*(V) C R. Jun-
tando as duas afirmacoes anteriores, temos que (V,), € N. Em particular,
w*(V,) € N. Mas por hipétese, R é invariante maximal em N. Portanto,
w*(V;) C R. Concluindo a demonstragao. O

Proposigao 1.4.17 (Caso T = R). Sejam R C X um repulsor, e RC R um
repulsor em R. Entao R é um repulsor em X.

Demonstragdo. Vamos denotar o atrator complementar a R dentro de R por
R,. Seja N uma vizinhanca compacta de R disjunta de R, e disjunta de
R.. Seja x € N\ int(N). Se z € R, entao w(xr) C R.. Se r ¢ R, entdo
w(z) C R.. Em ambos os casos, w(z) é disjunto de N. Em particular, existe

t € T tal que 2!, ¢ N. Agora, basta aplicar o lema [1.4.16] O

No caso T = Z, nao podemos simplesmente argumentar como na demos-
tracao de que z, C N. A dificuldade agora é que como T é discreto,
nao segue da argumentacao de que £, C N. Assim, na hipétese subs-
tituimos int (N) por um conjunto aberto menor L, de modo a garantir que
quando 2¥ C N para t > £, teremos que ™' € N. A técnica de inducio é
analoga ao caso T = R, onde tivemos que 2™ C N.

Lema 1.4.18 (Caso T = Z). Seja R C X um conjunto invariante, e N C X
uma vizinhanca compacta de R, tal que R € invariante maximal em N. Sejam
também, K = ¢*(N) e L = int (N)Nint (K). Se para todo x € N\ L, a orbita
progressiva Ty nao estiver toda contida em N, entio, R serd um repulsor.

Demonstracdo. Vamos encontrar uma vizinhanca repulsora de R. Ou seja,
vamos construir um conjunto aberto V, contendo R, tal que w*(V) = R.
Exatamente como fizemos no lema [1.4.16} sendo que a dificuldade agora é
que como T é discreto, nao conseguimos concluir, apenas com o argumento

de (1.4.16} que z, C N.
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Afirmacgao 1. Fzistet € T, tal que para todo z € N \ L, x’i ¢ N.
Como em |1.4.16] trocando int (N) por L.

Afirmacao 2. Para x € N tal que 21 C N, temos que x5 C N.

Basta mostrar que se, para t > £, 2t C N, entdo ¢~V (z) C N. Mas
z' C N implica que y = ¢~*(z) é tal que ¥\, C N. Pela afrimacao anterior,
y € L C K. Portanto,

¢ " (2) = ¢ (y) C ¢ (K) = N.

Afirmagao 3. Para todo x € R, existe uma vizinhanga V, de x, tal que
(Vz)L C N.

Como em |1.4.16] substituindo [, 0] por [—¢,0] N T.

Afirmagao 4. O conjunto V = J,.x Ve € uma vizinhanga repulsora de R.

Exatamente como em [1.4.16l O

Proposicao 1.4.19 (Caso T = Z). Sejam R C X um repulsor, e RC R um
repulsor em R. Entao R é um repulsor em X.

Demonstragdo. Vamos denotar o atrator complementar a R dentro de R por
R.. Seja K uma vizinhanca compacta de R disjunta de R, e disjunta de R,.
Faca N = ¢ !(K). Entdo, N é também uma vizinhanca compacta de R,
disjunta de R, e de R,. De fato, como R é invariante e ¢! é um homeomor-
fismo, temos que ¢! leva uma vizinhanca de R em outra vizinhanca de R.
Da mesma maneira, como R, ¢ invariante, nao pode ter intersecao com N,
pois isso implicaria em R, tendo intersecao com K.

Vamos mostrar que os conjuntos N, K e L = int (K) Nint (IV) satisfazem
as condicoes do lema . Seja v € K\ L. Se z € R, entdo w(z) C R,.
Se x ¢ R, entdo w(z) C R,. Em ambos os casos, w(z) ¢ disjunto de N. Em
particular, como N ¢é fechado, existe t € T tal que 2, ¢ N. Agora, basta

aplicar o lema [1.4.18| O
1.5 Decomposicao de Morse

Nesta secao, a menos que mencionado o contrario, estaremos tratando de um
fluxo ¢' sobre um espaco X compacto Hausdorff.
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Definicao 1.5.1. Dado um atrator A C X, o conjunto k(A, A*) = X \ (AU
A*) € chamado de conjunto das érbitas conectantes do par atrator-repulsor

(A, A).

A proposigao [1.4.9) mostra que dado um par atrator-repulsor (A, A*),
todo ponto x € k(A, A*) é tal que w(z) € A e w*(x) € A*. Um refinamento
deste conceito é a chamada decomposicao de Morse.

Definigao 1.5.2. Uma cole¢ao M = {M, ..., M,} de subconjuntos de X,
nao vazios, dois a dois disjuntos, compactos e invariantes € uma decom-
posicao de Morse do fluzo ¢' se satisfizer:

1. Para todo x € X existem M;, M; € M tais que w(x) C M; e w*(z) C
M,

j-

2. Se, dado x € X, w(z) e w*(x) estiverem contidos em um mesmo M €
M, entiao x € M.

3. O fecho transitivo e reflexivo = da relagao
R ={(M;,M;) C M?| 3z € X,w*(z) C M;,w(x) C M,;}
€ uma ordem parcial.

Cada elemento de M €é chamado de uma componente de Morse (da de-
composi¢ao M ).

Observacgao 1.5.3. O fecho transitivo e reflexivo de uma relagao qualquer é
uma pré-ordem. Para que uma pré-ordem < seja uma ordem parcial, basta
que seja anti-simétrica. Ou seja, que a < b e b < a implique em a = b.
No caso da defini¢ao [1.5.2, o conjunto em questao é finito, portanto, a pré-
ordem do item serd uma ordem parcial se, e somente se, os indices das
componentes puderem ser escolhidos de modo que M; = M; = j < i. De
fato, se tal escolha for possivel, entao M; < M;,M; X M; = j <i,i < j =
i = j = M; = M;. Por outro lado, se < for de fato uma ordem parcial,
entao podemos escolher M; maximal em M; e tendo escolhido M;, podemos
escolher M;,; maximal dentre os que ainda nao foram escolhidos. Assim,
teremos que M; =X M; = j <.
Portanto, o item da definicao é equivalente a:

BI. Os conjuntos M; podem ser ordenados de modo que M; < M; = j < .

Por outro lado, para que a condicao acima seja satisfeita é suficiente que
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Definicao 1.5.4. Dada uma decomposi¢ao de Morse M. Uma decomposi¢ao
de Morse N é um refinamento de M quando para todo N € N emistir
M e M tal que N C M. A decomposicao M é minimal se ndao existir
um refinamento proprio de M.

Exemplo 1.5.5. Seja o fluxo esbogado no lado esquerdo da figura[l.7] Cada
ponto escuro compoe uma componente da decomposicao de Morse minimal
deste fluxo. Do lado direito da figura esta representada a ordem = dessas
componentes. Note que A e A’, bem como B e B’ nao sao comparaveis.

v/ N ok ot

S K

N / o o

A’

Figura 1.7: Decomposicao de Morse do exemplo no caso do S*.

No caso do projetivo P!, a ordem se torna total, pois todas as componentes
sdo comparaveis. (Veja a figura [1.8))

.

o
B

Figura 1.8: Decomposicao de Morse do exemplo no caso do P!

Exemplo 1.5.6. Sejam os fluxos esbogados na figura [1.9) Entao, o fluxo da
esquerda tem decomposicao de Morse minimal como indicado na esquerda
da figura Ja o fluxo no lado direito da figura [I.9] tem decomposicao de
Morse como indicado em qualquer uma das decomposicoes representadas na
figura [1.10], sendo que o lado direito é a decomposigao minimal.
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Figura 1.9: Fluxos do exemplo [1.4.5]

o<— o <«—— @

@, ‘

Figura 1.10: Decomposicoes de Morse do exemplo [1.4.5]

27
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“

Lema 1.5.7. Sejam M, ... M, decomposicoes de Morse. FEntao a “in-
tersecao das decomposicoes”,

N:{ﬁMz|MZ€M“ﬁMz7A®}7
=1 =1

¢ uma decomposi¢ao de Morse.
Demonstracao. Vamos verificar as condi¢oes da defini¢ao [1.5.2]
Afirmacao 1. As componentes sio compactas, invariantes, nao-vazias, dis-

juntas.

Cada elemento de N é fechado, compacto e invariante, pois essas propri-
edades sao preservadas por intersecoes finitas. Também é ébvio que todas as
componentes sao disjuntas. Sao nao vazias por definicao.

Afirmacao 2. w e w*-limites estao em alguma componente.

Seja x € X. Existem M; € M; (i = 1,...,n) tais que, w(z) € M,.
Portanto, w(z) € (., M; € N.
Afirmacao 3. Se z € X, w(x) e w*(x) estao na mesma componente N =
iz, M;, entao x € N.

Imediato, pois w(z),w*(z) C M; implica que = € M;.

Afirmacao 4. <, € relacdo de ordem parcial.

Basta notar que <, é a ordem parcial dada pelo produto das ordens < ,:

ﬁMi =N ﬁNi@Mi =m; Nit=1,...,n.

i=1 i=1
O]

Lema 1.5.8. Seja A C X um atrator. Entao A, A* é uma decomposicao de
Morse.

Demonstracao. Ja sabemos que A e A* sao compactos, invariantes, nao vazios
e disjuntos. Também temos por que para todo = € k(A, A*), w(x) C A
e w*(x) C A*. Para x € A (e, analogamente para z € A*) vale que w(z) C A
e w*(z) C A.

Se z € X é tal que w*(x) C A, entdo, por , x € A. Em particular,
sempre que w(z),w*(r) C A, teremos x € A. Analogamente para A*.
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A relacao < é dada por
A=A A<Ae A" < A"
E portanto uma ordem total e, em particular, uma ordem parcial. O

O resultado seguinte generaliza o lema [1.5.8] mostrando que toda de-

composicao de Morse é dada pelo refinamento de decomposicoes da forma
My ={A, A*}, onde A C X é um atrator.

Proposi¢ao 1.5.9. Seja ) = Ay C Ay € --- € A, = X uma seqiiéncia de
atratores. Entao, os conjuntos M; = A; N A7y, (j =1,...,n) formam uma
decomposicao de Morse.

Demonstracao. Por , sabemos que M; = {A;, A7} s@o decomposigdes
de Morse. Usando([L.5.7} basta mostrar que M = {A;NA; | |i=0,...,n}¢é
a intersecao das decomposicoes M;. Um elemento da intersecao é da forma
ByN---NB,, com B, = A; ou B; = Af. Sendo que By = Aj e B,, = A,,, pois
Ay = A = 0.

Vamos supor que existam k < [ tais que By = Ay, e B; = A}. Entao By e
By sao disjuntos, pois By = A, C A; implica que B; = A; C Aj. Neste caso
By N ---N B, seria vazio. Portanto, podemos assumir que um elemento da
intersegao ¢ da forma AgN---NA7 ;NA;N---NA, Mas como os primeiros
termos contém Aj_;, e os ultimos contém A;, temos que um elemento genérico
da intersegao ¢ da forma A; N Aj_; para algum j = 1,...,n, concluindo a
demonstracao. O

A seguinte proposicao é a reciproca de [1.5.9. Ou seja, afirma que toda
decomposicao de Morse é “formada” por uma seqiiéncia ascendente de atra-
tores.

Proposicao 1.5.10. Seja M = {M, ..., M, } uma decomposicio de Morse.
Entao, existe uma seqiéncia de atratores ) = Ag C A1 € --- C A, = X tal
que M; = A, MA;_,.

Demonstracao. Vamos utilizar inducao em n. Para o caso n = 1, necessari-
amente M; = X, pois para todo z € X, w(z) C My e w*(x) C M;. O que
implica que x € M;. Mostrando que a afirmacao vale para o caso n = 1.
Podemos assumir que M; <X M; = j <i. Assim, M; é uma componente
maximal da familia M. Tome A; = M,;.
A; é atrator, pois, pela maximalidade de M;, para todo = &€ Ay, w*(x) C
Uis1 M;. Como |J,.; M; é invariante e fechado disjunto de A, segue do

item de(1.4.12, que A} D J,; M;. Restringindo ¢' a R = A}, temos que
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My, ..., M, é uma decomposi¢ao de Morse de ¢'|r. Pela hipétese de indugao,
existem atratores ) = By,..., B, 1 tais que M; = B;N B ; (i =2,...,n).
Note que B} ; é o repulsor complementar de B;_;, relativo a R (ou seja,
relativo ao fluxo ¢'|r).

E claro que M; = A; = A; N Aj{. Para ¢ = 2,...,n, vamos escolher
atratores A;, de modo que M; = A;NA;_;. Por|{1.4.17e[1.4.19, R; = Bf C R
sao repulsores em X. Para ¢ = 2,...,n, fazendo A; = (R;)., onde (R;).

é o atrator complementar de R; pelo fluxo ¢' (relativo a X, e nao restrito
a R), temos que A; N R é o maior conjunto fechado invariante disjunto de
Af. Em particular, A; N R é o maior fechado invariante em R disjunto de
Af = R, = B}. Portanto, pela observacao [1.4.13]

A;NR =B,
Note que parai=2,...,n A’ = R; C R. Assim, parat=2,...,n,
Mi e BiﬁRifl :AiﬂRi,l :AlﬂA;kil

Também ¢é verdade que A, = X, pois R,, = (). Para terminar, basta mostrar
que Ay C ... C A,. Ainclusdao Ay C ... C A, seguede B, C ... C B,. Ja
Ay C Ay segue de R D R,. Concluindo a demonstracao. n

1.6 Funcoes de Lyapunov

A funcao de Lyapunov associa ao espaco de fase uma espécie de funcao
potencial. Apesar de estarmos tratando apenas dos aspectos topoldgicos,
a “acao do tempo” sugere uma certa natureza “gradiente” do fendémeno.
Nesta se¢ao vamos estudar as funcoes de Lyapunov e a relagao delas com as
decomposicoes de Morse, os atratores e repulsores.

Definicao 1.6.1. Seja I C R um intervalo fechado e uma fung¢ao L : X — I.
Dado x € X, a secao L, de L € definida por

L,: T — I .
t — Lod!(x)

Um ponto critico x € X de L é um ponto tal que a se¢ao L, € constante.
Um valor critico € a imagem de um ponto critico.

Definicao 1.6.2. Seja I C R um intervalo fechado e uma func¢ao L : X — [
continua com finitos valores criticos tal que para cada v € X, a secao L,
€ constante ou estritamente decrescente. Neste caso dizemos que L é uma
funcao de Lyapunov.
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Proposicao 1.6.3. Seja L : X — [0,1] uma fung¢ao de Lyapunov. Entao, a
familia My, formada pelos conjuntos M. da forma

M,={rxe X |L,=c},
onde ¢ € um valor critico de L é uma decomposicao de Morse.

Demonstracao. Vamos verificar que M, satisafaz a definicao [1.5.2
Seja M. € My, e x € M.. M, é invariante, pois L, = ¢ < Lgi(z) = c.
Pela continuidade de L o ¢, se Lo ¢(T x M,.) = ¢, entao

T x cl(M,) =cl (T x M,.) C (Lo¢) (c).

Pela definigao de M., temos entao que cl(M.) C M,.. E portanto, M, é
compacto.

Para o item da definicao , dado x € X, basta tomar ¢ =
limy oo Ly (t). De fato, T x cl (z;7) C (Lo ¢)~*([c, L4 (t)]). Tomando t — oo,
temos que

T x w(z) C (Lo @) (e).

Ou seja, w(x) € M,.. De forma andloga, tomando d = lim;_,_, L,(t), con-
cluimos que w*(x) C M.

O item ([2) da definigao segue de

w(z) C M., = L(z)
w'(x) Cc M. = L(x)

J& o item segue da observagao [1.5.3, De fato, as equacoes (1.1)) e (1.2])

mostram que

(1.1)

> ¢,
<. (1.2)

M. <X M;=d<c.
[

A proposicao [1.6.3| mostra que a toda funcao de Lyapunov L temos a
decomposicao de Morse M, associada. Vamos agora mostrar que toda de-
composicao de Morse é a decomposicao associada a uma funcao de Lyapunov.

Assim como os pares atrator-repulsor (A, A*), que formam as decom-
posicoes de Morse mais elementares foram usados como base para construir-
mos todas as decomposigoes de Morse (veja , vamos utiliza-los para
construir fungoes de Lyapunov mais simples, cuja decomposigao associada
seja {A, A*}. Dada entao uma decomposi¢ao de Morse M, vamos “compor”
essas fungoes de Lyapunov elementares para formar uma funcao de Lyapunov

L, tal que M = M.
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Proposicao 1.6.4. Dado um par atrator-repulsor (A, A*), eziste uma fun¢ao
de Lyapunov L tal que M = {A, A*}.

Demonstracao. Vamos primeiro construir uma aplicacao continua v : X —
[0, 1] que é nao-crescente ao longo das dérbitas do fluxo. Seja

(: X — [0,1] ,
d(z,A)
T 7 @A) td(z,AY)
onde d é a funcao distancia. A aplicacao ¢ estd bem definida porque A
e A* sao compactos disjuntos e portanto, para todo x € X, d(x, A) # 0 ou
d(x, A*) # 0. A aplicagdo também é continua. E como A e A* sdo compactos
invariantes, temos que {(z) =0 < x € Ae l(x) =1 < = € A*. Defina agora

v X — [0,1]
z = SuszxaL g(’z)

Para mostrar que ¢ é continua, vamos primeiro mostrar a continuidade
nos pontos de A e A*. Seja x € A. Entao ¢(x) = 0. Para ¢ > 0, faca
U = (71([0,¢)). Entdo U é uma vizinhanga de A pela continuidade de /.
Tome uma vizinhanca K de A compacta e disjunta de A*. Entdo existe ¢ tal
que ¢'(K) C U para todo t > . Ou seja, K = ¢*(K) é uma vizinhanca de
A tal que Q/J(f() < €. Portanto, ¥ é continua nos pontos de A. Notando que
para z € A*, (z) = 1, a continuidade nos pontos de A* segue do fato de
que ¥ 1((1 —&,1]) contém a vizinhanga (7' ((1 — ¢, 1]) de A*.

Seja agora x € k(A, A*), e e > 0 tal que € < {(z). Considere a vizinhanca
compacta de A dada por

U=070,¢)).

Se tomarmos uma vizinhanca compacta K de x disjunta de U e A*, nova-
mente teremos que existe ¢ tal que ¢'(K) C U para todo t > ¢. Implicando
que para todo k € K,

sup £(¢' (k) < & < (k) < (k).

t>t

Portanto, em K,
ko= max,gr ((2)

A funcao ¢ = (o ¢ ¢ continua. Portanto, para todo ¢t € T, dada uma
vizinhanga [ de /(t,z), existe uma vizinhanca de (¢,z) na forma V; = J; X
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K, tal que Z(Vt) C I. Como [0,t] é compacto, existe uma seqiiéncia finita
t1,...,tn, tal que Jy,, ..., J;, cobrem [0,¢]. Fazendo

n
n
=&
=1

temos que £([0,7] x K’) C I. Portanto,

Y(KNK') =max{(z) € £([0,f] x K') C 1.

z€k§

Ou seja, ~1(I) D KN K’ é uma vizinhanga de . E portanto, 1 é continua
em .

A aplicacao ¥ nao é crescente ao longo das oérbitas do fluxo. De fato,
dado z € X, e 51,50 € T com s1 < 89,

(@™ (x)) = sup £(z) = sup £(z) = (¢ (x)).

zex;i 2656;5

Como A é fechado e invariante, é evidente que ¥(x) = 0 < = € A. Vamos
mostrar que ¥ (z) = 1 < z € A*, sendo que a implicagao (<) é evidente do
fato de A* ser invariante. Suponha que z ¢ A*. Entao w(z) C A. Tomando
uma vizinhanca atratora compacta K de A, temos que existe t € T tal que
r; C K. Portanto, pela compacidade de K U z{ e pela continuidade de ¢,
existe y € K U zf tal que

1> ¢! (y)) = sup {(z) > sup {(z) = )(x).

zeKUxé zexar

A partir de 1, defina

L: X — [0,1]
ro— o fo e (¢t (@)t

Entao, L é uma fungao de Lyapunov para o par (A, A*). E f4cil verificar que
L(z) =0< z € A, e também que L(z) =1 < x € A*. A parte nao trivial
¢ verificar que L ¢é estritamente decrescente nas drbitas de z € r(A, A*).
Para isso, tome = € k(A, A*), e assuma que existam s;,s2 € T, tais que
Ly(s1) = Lg(s2). Como Ly(t) = Lgsi(4)(t — 51), podemos assumir sem perda
de generalidade que s; =0 e s, = 5. Entao,

/0 T e (@) — (& (1)) = Lu(s) — La(0) = 0.
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Como et ¢ estritamente positivo, temos que

Y(¢'(z)) = (6" (2))

para todo t € T. Em particular, para todo k > 1, tomando t = ks,

V(@ (@) = ¥ (6" (2)).

Por inducao,

() = P(¢™(x)) — 0 (k — o0),
pois A é atrator, e ¢(A) = 0. Resultando que ¥(x) = 0, e contradizendo a
hipotese de que x ¢ A. m

Observacao 1.6.5. A condicao de X ser um espago métrico na proposicao
pode ser substituida pela validade do Lema de Urysohn. (Veja [Kel58])

Observacgao 1.6.6. Na demonstracao da proposicao [1.6.4] a funcao e~ po-
deria ser substituida por qualquer funcao f > 0 que satisfaca fooo e~ tdt = 1.

Proposicao 1.6.7. Dada uma decomposicao de Morse M = {M, ..., M,},
existe uma fungao de Lyapunov L tal que M = M. Podemos construir L
de modo que L(M;) = i.

Demonstragao. Seja ) = Ag C Ay € --- C A, = X a seqiiéncia de atratores
associada a decomposi¢ao de Morse M, dada pela proposicao [1.5.10, Para
cada A;, temos a fungao de Lyapunov L; associada ao par (A;, Af). Defina

L: X — [1,n] .
r — 143" Lix)

Vamos verificar que L é uma funcao de Lyapunov associada a M.

Se x € M; = A, N A;_, para algum ¢, entao x € A; para todo j > 1, e
r € A} para todo j <. Assim, L;, ¢ constante para todo j. Portanto, para
todo i, e todo x € M;, L, é constante. Suponha que = ¢ | J M;. Tome o maior
i tal que z & A;. Como x &€ M;;, = A™ N Af, entao como z € A, temos
que x ¢ Af. Assim, x € (A, A*). Portanto, L, , é estritamente decrescente.
Conseqiientemente, L, é estritamente decrescente.

Falta apenas mostrar que L assume valores distintos em componentes de
Morse distintas. O que segue do primeiro paragrafo da demonstracao, pois
se r € M;,
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Vamos ilustrar alguns exemplos de func¢ao de Lyapunov. Nos esbogos,
os pontos fixos tém o valor da funcao indicado ao lado, e as setas mostram
orbitas onde a fungao deve ser estritamente decrescente ou entao continua,
como no caso da ilustragao do lado direito da figura[l.11] Quando a fungao for
continua em determinada érbita, entao esta érbita faz parte da componente
de Morse associada a este valor critico.

Exemplo 1.6.8. Do lado esquerdo da figura [I.11] estd esbogado um fluxo
e uma funcao de Lyapunov associada. Do lado direito da figura, temos um
outro fluxo ao qual as tnicas fungoes de Lyapunov que podem ser associadas
sao aplicagoes com valor constante. Isso porque se ao longo de uma orbita
a funcao fosse estritamente decrescente, entao ao longo da outra orbita a
funcao nao poderia ser nao crescente. Assim, em todos os pontos a fungao
deve ser constante.

Esse fenomeno nos faz questionar as condig¢oes que obrigam que em uma
determinada oOrbita tenha necessariamente valores constantes em todas as
fungoes de Lyapunov possiveis. A condigao é a recorréncia por cadeias (de-
finicao ou equivalentemente o fato de a drbita estar em uma compo-
nente de Morse da decomposi¢ao minimal. Veja [1.8.7]

Note que na figura da direita a unica decomposicao de Morse existente é
a decomposicao trivial, onde a tnica componente de Morse é todo o S*.

1 0 0 0
Figura 1.11: Esboco de dois fluxos e uma fun¢ao de Lyapunov associada a

cada um.

Exemplo 1.6.9. A figura[l.12]esbo¢a uma fung¢ao de Lyapunov para o fluxo
do exemplo [1.5.5] A fungao para o caso projetivo (direita) pode ser “levan-
tada” para uma funcao de Lyapunov do caso S (esquerda).
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1 1

7 \\

N /

Figura 1.12: Esboco de uma funcao de Lyapunov associada a cada um dos
fluxos do exemplo [1.5.5

1.7 Recorréncia por Cadeias

O conceito de recorréncia por cadeias surge quando estudamos condigoes
para que um determinado ponto deva necessariamente pertencer a alguma
componente de Morse independentemente de qual decomposicao de Morse se
esteja tratando. Um ponto que é recorrente por cadeias é tal que qualquer
que seja a funcao de Lyapunov definida, esta funcao devera ser constante em
toda a orbita deste ponto.

Definicao 1.7.1 (Q-limite). Seja ¢' um fluro definido sobre um espago
métrico X .

Dados x,y € X, t € T e e > 0, uma (g,t)-cadeia de x para y € uma
seqliéncia de pontos {x = xg,...,x, =y} C X e tempos {to,...,tn_1} C T,
tais que para todo i = 1,...,n, t; > t e d(¢'(x;),z41) < €. Por motivos
prdticos, as vezes é conveniente fazert, = 0. Vamos chamar os pontos x; de
pontos iniciais da segiéncia.

Sejam y € X, t €T ec >0, denotamos o conjunto de todos os pontos
x € X tais que existe uma (g,t)-cadeia de y para x por Q(y,e,t). E, para
Y C X, definimos

QY. e, t) = U Qy, e, ).

yey

Por fim, para Y C X, definimos

QY)= ) QY.et).

e>0,teT

Para x € X, escrevemos Q(x) no lugar de Q({z}).
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Definigao 1.7.2 (Conjunto recorrente por cadeias). Seja ¢ um fluzo defi-
nido sobre um espagco métrico X .
Dizemos que um ponto v € X € recorrente por cadeias quando x € Q(x).

Denotamos por
RY =RY ") ={r € X | v € Qx)}

o conjunto de todos os pontos recorrentes por cadeias.

Exemplo 1.7.3 (Recorrente por cadeias que nao é recorrente). A figura
esboca dois fluxos tais que todos os pontos sao recorrentes por cadeias mas
nao sao necessariamente recorrentes. Os pontos firos sao tanto recorrentes
quanto recorrentes por cadeias. No entanto, nenhum ponto que nao é ponto
fizxo é recorrente, ja que os w-limites sao exatamente os pontos fizos. Vamos
mostrar, apenas para o caso mais simples da esquerda, que todos os pontos
sao recorrentes por cadeias. Sejam x € X e t € T. Sabemos que w(x) = {p}
e w*(z) = {p}, onde p é o ponto firo. Dado ¢ > 0, existe s > t tal que
d(¢*(x),p) < 5, ed(¢™%(x),p) < 5. Portanto, a seqiiéncia x, ¢~*(z), r é uma
(¢,t)-cadeia com tempos {s, s}, de = para z.

7\
N

Figura 1.13: Dois fluxos onde todos os pontos sao recorrentes por cadeias,
mas apenas os pontos fixos sao recorrentes.

Repare que o subconjunto de S' que exclui um dos “arcos” entre os
pontos fizos é tal que apenas os pontos fizos sao recorrentes por cadeias. O
que mostra que o conceito de ponto recorrente por cadeias nao é preservado
em fluxos mergulhados. (Veja[3.2.1])

Exemplo 1.7.4. A figura esboca dois fluxos tais que nem todo ponto é
recorrente por cadeias. Note que para esses fluxos existe uma decomposi¢ao
de Morse nao trivial e uma fun¢ao de Lyapunov nao constante.

J4 a figura[l.15]esboca dois fluxos onde todos os pontos sao recorrentes por
cadeias. Para esses fluxos nao existe uma fun¢ao de Lyapunov nao constante
e portanto, também nao existe uma decomposicao de Morse nao trivial.
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Figura 1.14: Dois fluxos onde apenas os pontos fixos sao recorrentes por
cadeias.

Figura 1.15: Dois fluxos onde todos os pontos sao recorrentes por cadeias.
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Definicao 1.7.5. Definimos < por
r 3y sy e Q).
Definimos a relagao ~ por
r~yS Ty, Yy

Note que um ponto x € X ¢é recorrente por cadeias quando x ~ x (ou
seja, x <X ).

Um conjunto A C X € chamado de transitivo por cadeias quando para
todo x,y € A tivermos que x = y. O que equivale a dizer que para todo
r,y €A x~y.

Observagao 1.7.6. Na definicao usamos o simbolo < apesar desta
relacdo nao ser uma ordem parcial. No entanto, < estd relacionada com a
relagdo da decomposigao de Morse mais fina. (Veja [1.8.7)).

Proposicao 1.7.7. A relagio < definida em[1.7.5 € transitiva.

Demonstracao. Se x <y ey = z, entao, paratodoe > 0et € T, existe uma
(e,t)-cadeia de x a y, e uma de y a z. A concatenagao destas duas cadeias é
uma (g, t)-cadeia de x até z. Ou seja, © =< 2. O

Proposico 1.7.8. A relacio ~ definida em[1.7.8, restrita ao conjunto R
dos pontos recorrentes por cadeias € uma relacao de equivaléncia.

Demonstragdo. Se x € RY, entdao < . Ou seja, & ~ .
Se x ~y ey~ z, entdo, em particular, z < y e y < z. Por[[.7.7], temos
que z = z. Do mesmo modo, z < x, e portanto, x ~ z. L]

Proposicao 1.7.9. A relagao =X definida em ¢ invariante por ¢, ou
seja, para todos x,y € X et,s € T, x 2y = ¢ () = 0ds(y).

Demonstracio. E imediato que z < y = ¢'(x) < ¢'(y). Portanto, basta
demonstrar a invariancia para os casos ondet =0es>0;et <0e s=0.

Ses =0et <0, entdo dada uma (g, t')-seqiiéncia de = até y, substituindo
o primeiro ponto da seqiiéncia por ¢'(z), temos uma (e, t')-seqiiéncia de ¢’ ()
até y.

Set =0es >0, entao dada um ¢ > 0, e t' € T, como ¢* é um
homeomorfismo, escolha & > 0 tal que § < ¢ e ¢*(Bs/2(y)) C Bej2(9°(y)).
Tome uma (d,t')-seqiiéncia de x até y, substituindo o tltimo “tempo” t,
da seqiiéncia por t, + s, temos uma (e,t')-seqiiéncia de x até ¢*(y), pois
d(¢™ (xn),y) < & implica que d(¢™*(x,,), d*(y)) < e. O
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Corolario 1.7.10. Para todo Y C X, Q(Y) € invariante e fechado. Em
particular, w(2(Y)) = Q(Y).

Demonstracao. Por Q(Y) é invariante. E é fechado, por que se = €
cl (2(Y)), para todo € > 0, existe y € Q(Y) tal que d(z,y) < /2. Assim,
para todo t € T existe uma (¢/2,t)-cadeia de Y até y, e portanto substituindo
o tltimo ponto dessa cadeia por x, temos uma (g,t)-cadeia de Y até z. Ou
seja, ¢l (2(Y)) C Q(Y).

Por fim, pelo item ({2f) de w(Q(Y)) = Q). O

Proposicao 1.7.11. Para todo v € R¢, ¢ >0 et € T, o conjunto R® N
Q(x,e,t) é aberto e fechado em RE. Em particular, esse conjunto é unido
de componentes conexas de RE.

Se M ¢ uma componente transitiva por cadeias, M € intersec¢do de con-
juntos da forma R NQ(y), e portanto, é também uma unido de componentes
conexas de RE.

Demonstracdo. Sejam # € RY, ¢ > 0et € T. Sejay € RE N Q(x,¢,t)
e z € RY tal que d(y,z) < /2. Tome uma (g,t)-cadeia ¢; de = para y e
uma (g/2,t)-cadeia co de y para y. Substituindo o ultimo ponto de ¢y por
z, temos uma (g, t)-cadeia c3 de y para z. Concatenando ¢; e ¢z temos uma
(¢,t)-cadeia de x para z. Portanto, R® N Q(x,¢,t) é aberto.

Vamos mostrar que o complemento de R N Q(x,¢,t) é aberto. Seja y €
RE tal que y € RE NQ(w,e,t) e 2 € RY tal que d(y,2) < /2. Se z € RN
Q(x,e,t), entdo, da mesma forma que no pardgrafo anterior, obtemos uma
(e,t)-cadeia de x para z, e uma de z para y. Isso implicaria na contradigao
y € RENQ(z,e,t). Portanto, z ¢ RE NQ(x,¢,t). Ou seja, RE N Q(z,¢,t) é
fechado.

Seja M C X uma componente transitiva por cadeias. Entao, para x € M,

M={yeX|z~y}={ {0 |yea), z €y}
Mas, por definicdo, M C R¢. Portanto,
M =({Qy) "R |y € Ux), x € Ay)}-

Como cada Q(y) é da forma (Q(y,¢,t), temos que M ¢é uma intersegao de
conjuntos da forma Q(y,e,t) N RY, concluindo a demonstracao. O

Corolario 1.7.12. Se RY ¢ conexo, entdo € transitivo por cadeias.

Demonstracao. Tome uma componente transitiva por cadeias M. Pela pro-

icdo [L.7.11) M ¢é unido d t de RY. C RY ¢
posigao |1.7.11}, ¢ uniao de componentes conexas de . Como é
conexo, entdo M = RY. Ou seja, R® é transitivo por cadeias. O
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1.7.1 Fluxos que Comutam

No capitulo 2, vamos estudar a dinamica de transformagoes dadas por ex-
ponenciais de matrizes (ou iteracdo de matrizes no caso T = Z) agindo
em um espaco projetivo. Note que um espaco projetivo de dimensao finita é
compacto. Neste caso, usaremos ¢' no lugar de ¢*. Veremos que podemos de-
compor esse fluxo de exponenciais (ou iteracao) de matrizes em sua chamada
decomposicao de Jordan multiplicativa, onde g* = h'e'u’ e as componentes
ht, et e ut comutam. Veremos também que é possivel escolher uma métrica
no espaco projetivo de modo que e’ é uma isometria. Nos pontos fixos de
ht, temos que ¢g' = e'u!, e essa decomposicao nos ajudard a determinar a
decomposicao de Morse minimal de g* e também o conjunto recorrente.

Lema 1.7.13. Seja €' um fluzo em X, tal que para todo t € T, €' € uma
1sometria. Entao, dado T € T e x € X, existe uma Seqiiéncia nxg — o0, tal

que e Ty — x.

Demonstracao. Substituindo e’ por e, podemos assumir que 7" = 1. Pela
compacidade de X, existe uma sub-seqiiéncia convergente da seqiiéncia e"z,
que converge para um y € X. Para todo k existem [, e my tais que my >
k+lg, d(etz,y) < 1/k e d(e™x,y) < 1/k. Definindo ny, = my, — I, temos que
d(e™x,z) = d(e™x,elx) < 2/k — 0. Ou seja, e™x — x. Em particular,
todo ponto de X é recorrente por e’.

O

Lema 1.7.14. Sejam e' e u' dois fluros em X que comutam. Se €' é uma
1sometria para todo t € T, e que para todo x € X existe y € X tal que 0s w
e w*-limites de x pelo fluzo u' sdo iguais a y. Entdo, o fluro composto etu
€ recorrente por cadeias.

Demonstragao. Para x € X, e > 0 e ty > 0, vamos construir uma (g, to)-
cadeia de x para x. Por hipdtese, u é tal que existe y € X e t; > t; tais
que

it (x), u™(x) € Bly,e/2),

para todo t > t;. Entdo, para todo t > t;, os pontos {z,u""(z),z} e os
tempos {¢,t} compoem uma (e, y)-cadeia de u, pois

du'(z),u™(z)) <e e duu(z),r)=0<e.

Vamos ver agora, o que acontece com essa cadeia quando consideramos
o fluxo e'ut. Pelo Lema [1.7.13, tomando T = 2, existe s > t; tal que
d(e*(z),x) < e. Portanto, os pontos {x,e*u"*(x),z} e os tempos {s,s}
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definem uma (e, tg)-cadeia de e'u’. De fato, usando o fato de que e® é uma
isometria, temos que

d(e*u®(z), e’u™*(z)(z)) = d(u’(x), u™*(z)) < e.
E finalmente, pela comutatividade de e’ e u!, temos que
d((eu)’e*u*(x),z) = d(e*(z),z) < €.

Portanto, todo ponto é recorrente por cadeias quando o fluxo é e'u!.
]

1.8 Decomposicao de Morse e Transitividade
por Cadeias

Uma funcao de Lyapunov é necessariamente constante nas orbitas dos pontos
recorrentes por cadeias. De modo mais geral, em uma mesma componente
transitiva por cadeias a fungao de Lyapunov deve também ter valor constante.
Vendo pela ética das componentes de Morse, temos que nas componentes de
uma decomposicao de Morse minimal qualquer funcao de Lyapunov deve ser
constante. Neste capitulo estudamos a relagao entre a decomposicao de Morse
e o fenomeno de transitividade por cadeias. Concluimos com um teorema que
demonstra que as componentes da decomposi¢do Minimal (quando existir)
serdo justamente as componentes transitivas por cadeias. Veja [1.8.7]

Proposicao 1.8.1. O conjunto QYY) € igual a intersecao de todos os atra-
tores que contém w(Y).

Demonstracao.

Afirmacao 1. Q(Y) estd em todo atrator que contém w(Y').

Seja A D w(Y) um atrator, e N uma vizinhanga compacta de A disjunta
de A*. Fazendo K = cl (Y)UN, pelo item (1)) de[L.3.4] temos que w(K) C A.
De fato, basta observar que

w(cl (V) =w(Y) C A,

e portanto, cl (Y)NA* = (). Por , existe t € T, tal que cl (K;") C int (V).

Tome ¢ > 0, com ¢ < d(int(N)%cl(Y;")). Entdo, ¢ é tal que
d(z,cl(Y;")) < e = x € int (N). Como para todo s > ¢, ¢*(Y) C K; C
int (N) e ¢*(N) C int (N), temos que toda (e,t)-cadeia partindo de Y ter-
mina em N. Ou seja, Q(Y) C N. Portanto, por [L.7.10} Q(Y) = w(Q(Y)) C
w(N) = A.
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Afirmacao 2. w(Q(Y,¢e,t)) € um atrator com vizinhanga atratora Q(Y, e, t).

E imediato verificar que C' = cl (Q(Y, &, 1){) é tal que {z € X | d(z,C) <
e} C Q(Y,e,t). Temos que, cl (Q(Y,e,t)]) C int (Q(Y,e,)). E portanto,
w(2(Y, e, 1)) é um atrator com vizinhanga atratora Q(Y, ¢, ).
Afirmacgao 3. w(Q(Y,¢e,t)) contém Q(Y) e w(Y).

De fato, como Q(Y) C Q(Y, e, t), temos que

w(Q(Y)) Cw(QY,e,1)).

Por [1.7.10] temos que Q(Y) = w(Q(Y)), e é evidente que w(Y) C Q(Y).

Portanto,

W(Y) C QY) = w(Q(Y)) € w(QY,z,1)).

A primeira afirmacao implica que
QYY) C ﬂ{A C X | A é atrator, w(Y') C A}.
Juntando as duas afirmagoes seguintes, temos que

ﬂ{A C X | A é atrator, w(Y) C A} C ﬂ w(Q(Y,e,t)) C

e>0

tET
c.et) =QY).
>0
teT
Portanto, a igualdade vale em todas as inclusoes. O]

Proposicao 1.8.2. O conjunto recorrente por cadeias é dado por
RY = ﬂ{A UA* | A é um atrator}.

Demonstracdo. Seja x € RC. Note que z € R® < 2 € Q(z). Dado um
atrator A C X, por [I.8.]]

w(r) CA=zeQx) C A
Por outro lado, por[1.4.15
wz)g A=z e A,

Portanto, z € Q(z) = x € AU A*.

Por outro lado, se para todo atrator A, x € A U A*, entao, para um
atrator A qualquer, w(xr) C A < x € A, pois nao é possivel que w(z) C A e
x € A*. Portanto, x € (J{{A | A é um atrator, e w(z) C A}. Isto, por é
o mesmo que = € §(z). O
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Corolario 1.8.3. Se M = {M;,...,M,} € uma decomposi¢cao de Morse, e
M C X € transitivo por cadeias, entao existe M; € M tal que M C M;. Em
particular,

n
RY c | M.
i=1
Demonstragio. Por[1.5.10] temos uma seqiiéncia de atratores ) = Ay C A; C
- C A, =X, tal que M; = A, NA; .

Todo ponto de um conjunto transitivo por cadeias é recorrente por ca-
deias. Portanto, M C R®. Para x € M, seja i o maior indice tal que = & A;.
Por 1.8.2, = € A}. Portanto, z € A;41 N A} = M. Para todo y € M,
y ~ z. E assim como para z, existe M; € M tal que y € M;. Temos que
re€M;,ye Mey~uz entdo z € Qy) ey € Q(x). Mas isso implica que
M; X M; e M; 2 M;. Ou seja, M; = M; e portanto, M C M,;.

A tltima afirmacao vale porque o conjunto R¢ é particionado em com-
ponentes transitivas por cadeias. O

Para a demonstracao da proposicao [1.8.5] vamos precisar de um certo
aparato técnico. Dado um espago métrico compacto X, podemos dar ao
conjunto de todos os subconjuntos compactos de X uma métrica que o torna
essa familia de subconjuntos de X um espaco métrico compacto.

Lema 1.8.4. Sejam y € RY, x € X. Entdo, para que para todo € > 0 e
t € T exista uma (g,t)-cadeia de x para y, basta que ezxista um T € T, tal
que existe uma (¢,T)-cadeia de x para y. Em particular, para que x < y,
basta que para todo € > 0, y € Q({z},e,1).

Demonstragao. Basta mostrar que para todo ¢ > 0, existe uma (g, 27")-cadeia
de x para y. O fluxo ¢, restrito ao compacto X x [0,37] é uniformemente
continuo. Portanto, dado ¢ > 0, existe 6 > 0, tal que para ¢t € [0,37],
d(z,y) < 0 = d(¢'(z), ¢'(y)) < £/3. Obviamente que podemos assumir 6 <
e/3. Existe uma (4,t)-cadeia, © = xq,...,z, = y, com tempos to, ..., t, 1.
Podemos assumir que t; € [T,2T], pois caso contrario, podemos tomar in-
dutivamente a (e, T)-cadeia z = o, ..., x;, ¢/ %(2;), i1, ..., Ty = ¥y, com
tempos to, ..., t/2,ti/2,...,t,_1. Como y € RY, podemos também assumir
que n > 1. Sendo assim, podemos escrever n = 2m + r, onde r € {2,3}
e m € N. Vamos mostrar que a cadeia x = X,...,X,, = y, com tempos
To, ..., Th—q1 é uma (g,27)-cadeia. Onde

X; = x9;, exceto por X,, =y

n—1

T; = to; + to;11, exceto por Ty, 1 = Z tj.
Jj=2m



CAPITULO 1. DINAMICA TOPOLOGICA 45

De fato, T; > 2T para todo i. Para ¢ 2 m — 1, ou para quando r = 2, temos

d(Xi-‘rvaSTi(Xi)) <
< d(@2it2, 9 (T2i41)) + d(@™ 7 (Ti41), PHH T2 (29)) <
<d+e/3<e.

Parai=m —1er = 3, temos

d( X1, 0" (X;)) < d(@i42, 92 (2242) )+
4 d(¢t2i+2 (x2i+2), ¢t2i+2+t2i+1 (x2i+1>)+
+ d(¢t2i+2+t2i+l($2i+l)’¢t2i+2+t2i+l+t2i<x2i>) <64+ 6/3 + 6/3 < e,
]

Proposicao 1.8.5. Cada componente transitiva por cadeias é fechada, in-
variante e internamente transitiva por cadetas. Em particular, o conjunto
recorrente por cadeias RE € internamente transitivo por cadeias.

Demonstracao. Seja M C X uma componente transitiva por cadeias. Entao,
parax € M,

M={yeX|z~y}={YU) |y €x), z €y} (1.3)

Como intersecgao de conjuntos fechados do tipo Q(y), M é fechado.

Afirmacao 1. M ¢ invariante.

Sabemos por [L.7.9 que cada Q(y) da equagao ¢ invariante. Portanto,
M é invariante.

Afirmacao 2. Uma componente transitiva por cadeias M C RE € interna-
mente transitiva por cadeias

Sejam z,y € M e € > 0. Por [1.8.4] basta mostrar que existe uma (g, 1)-

cadeia x = xg,...,r, = y onde todos os x; estao em M. Neste caso, como
M é invariante, teremos que esta é uma (g, 1)-cadeia do fluxo restrito a M.

Para cada ¢ > 0, temos wuma (J,1)-cadeia x =
:L‘g, . ,a:f, ey Yy ,x;?, e ,xfm = x com tempos tg, . ,tfw_l, passando por

y, de x para x. Podemos assumir que 0 € [0,2]. Defina

ns

K° = |l 0" (2:)}.

1=0
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Por compacidade da familia C (veja , os pontos K% € C, com §; — 0,
tém um ponto de acumulagao K € C. Note que z,y € K. Vamos provar
que existe um subconjunto K’ C K, com z,y € K’, tal que para todo
21,29 € K’ existe uma (g, 1)-cadeia de z; para z;, de tal modo que todos
os pontos iniciais da cadeia estdo em K’. Em particular, isso mostra que
K' € M, e portanto que, como M é invariante, existe uma (e, 1)-cadeia
xr = xo,...,T, =y totalmente contida em M, concluindo a demonstracao.

Como o fluxo ¢ é uniformement continuo em X X [0, 4], podemos escolher
v >0 tal que v < e/3 e Vt € [0,4],

d(a,b) <y = d(¢'(a),¢'(b) < /3.

Escolha § > 0 tal que § < v/2 e dgy (K, K°) < v/2. Seja entdo 2z € K. Existe
um ponto em z' € K, tal que d(z,2') < v/2. Existe 29 tal que d(2/,2%) <
v/2. Portanto, d(z,2?) < 7. E isso implica que d(¢'(2),¢"(2?)) < /3. E
portanto, d(¢"(z),2,,) < 2¢/3. Em particular, dy(¢'(2), K) < 2¢/3 46 <
e. Portanto, existe 2” € K, tal que z,2",20,,,...,2 é uma (e, 1)-cadeia de
z para x, passando por y. Se fizermos esse processo, comecando por z, e
continuanto, recursivamente, podemos substituir todos os x¢ da seqiiéncia
por elementos de K, tomando o cuidado de nao substituir x ou y, formando
uma (g, 1)-cadeia de x para x passando por y, com todos os pontos contidos
em K. Basta agora fazer com que K’ C K seja o conjunto de todos os
“pontos iniciais” dessa seqiiéncia. E imediato que K’ satisfaz as condicoes
descritas no paragrafo anterior. ]

Lema 1.8.6. X ¢ transitivo por cadeias se, e somente se, a decomposi¢cao
de Morse trivial € a unica existente.

Demonstragao. Por e a decomposi¢ao de Morse trivial é a unica
existente se, e somente se, os tunicos atratores sao X e (). Por [1.8.1] isso
acontece, se, e somente se, para todo z € X, Q(z) = X. Ou seja, se, e
somente se, X é transitivo por cadeias. O

Teorema 1.8.7. Euxiste a decomposicao de Morse minimal se, e somente
se, o numero de componentes transitivas por cadeias € finito. Neste caso,
as componentes transitivas por cadeias sao exatamente as componentes de
Morse da decomposicao de Morse minimal.

Demonstragao. Seja M = {M, ..., M,} a decomposi¢ao de Morse minimal.
Entao, para cada M € M, a restricao do fluxo a M é tal que a decomposicao
de Morse de M trivial é a tinica existente, caso contrario, substituindo M por
sua decomposicao de Morse em M, obteriamos um refinamento de M. Por
M é um conjunto transitivo por cadeias. Por outro lado, por [1.8.3| se
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reMeyg M, entao x e y nao pertencem a mesma componente transitiva
por cadeias. Como R¢ C |J vem M, temos que M ¢é exatamente a colegao
das componentes transitivas por cadeias.

Afirmacao 1. Se o numero de componentes transitivas por cadeias é finito,
entao, a familia M formada por essas componentes ¢ uma decomposi¢ao de
Morse.

Vamos mostrar que M satisfaz as condigoes da definicao [1.5.2]

Ss componentes transitivas por cadeias sao, por[1.8.5, compactas e invari-
antes. Por serem classes de equivaléncia, sao também duas a duas disjuntas.

Vamos entao verificar os itens listados na defini¢ao [1.5.2] Para o item
(1), precisamos mostrar que para todo = € X, w(z) e w*(x) sdo recorrentes
por cadeias e estao cada um em uma componente transitiva por cadeias. E
suficiente mostrar que para todo z € X, dados y, z € w(z) (ou y, z € w*(z))
teremos y < z. Como y, z sao arbitrarios, concluimos em particular que y ~
y. Ou seja, todos os pontos de w(x) sao recorrentes por cadeias. Também,
pela arbitrariedade de y e z, podemos concluir que y ~ z. Ou seja, M, = M.,
e portanto, w(z) C M, para qualquer y € w(x).

Sejam t € T ee > 0. Se y,z € w(x), como w(x) é invariante, temos
y' = ¢'(y) € w(z). Existe w € z, tal que d(y/,w) < ¢, pois ' € cl (zf). Ou
seja, temos uma (e, t)-cadeia de y para w. Como z € w(z) = w(w), temos
que z € cl (w;"). Portanto, existe w’ € w;", tal que d(w',z) < e. Ou seja,
existe uma (g, t)-cadeia de w para z. Por transitividade, y < z.

Do mesmo modo, para y,z € w*(z), como w*(x) é invariante, temos
y = ¢'(y) € w*(z). Existe w’' € z; tal que d(z,w') < e. E existe w € w',
tal que d(y,w) < e. Neste caso, y = w =< z. Concluindo a demonstragao do
item da definicao.

Para o item , basta notar que se y € w(x), entdao x = y. Ese z €
w*(z), entao z <X x. Portanto, se w(x) e w*(x) estdo na mesma componente
transitiva por cadeias (M, = M,), entdo z <= y ~ z < z. Mostrando que z é
recorrente por cadeias e x ~ y. Ou seja, x € M, € M.

Finalmente, para o item , note que = restrita a R® é uma a ordem
parcial, e pode ser vista como uma ordem parcial < sobre M. Ou seja,
M, X N, & x =y, onde M, é a componente de x e N, a componente de
y. Neste caso, se z € X ¢é tal que w*(z) C M € M ew(x) C N € M,
teremos que M =< N. Isso quer dizer, que se denotarmos a ordem parcial em
M da definicao por =<y, entao M <)y N = M < N. Em particular,
se M <pr N e N =)y M, entao M = N. Pela observacao [1.5.3] este fato
mostra que <;; é de fato uma ordem parcial sobre M.
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Afirmacgao 2. A decomposicao de Morse M dada pelas finitas componentes
transitivas por cadeias € minimal.

Por |1.8.5 cada componente é internamente transitiva por cadeias, e por-
tanto, por [1.8.6, cada componente possui apenas a decomposicao de Morse
trivial.

Suponha que N é uma outra decomposicao de Morse. Entao, dado M €
M Ny={MNN|NeN, MNN # 0} é uma decomposigao de Morse de
M. Pelo paragrafo anterior, essa decomposicao ¢ trivial. Em particular, nao
existe N € N tal que N C M. O



Capitulo 2

Dinamica no Projetivo

Vamos utilizar o ferramental desenvolvido no capitulo [1| para estudar a acao
de grupos lineares nos espagos projetivos. A estratégia sera decompor os
elementos desse grupo em componentes tais que cada componente seja res-
ponsavel por determinar comportamentos como recorréncia e recorréncia por
cadeias do fluxo induzido no espago projetivo. Veja [2.2.10| e [2.2.11} Os con-
ceitos e notagoes necessarios para este capitulo estao resumidos na secao
do apendice.

2.1 Decomposicao de Jordan

Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita, e 7' um endomorfismo de V.
Definimos o espago vetorial complexo Ve = {u+iv | u,v € V'}, e identificamos
V naturalmente com o subconjunto {u+i0 | u € V'}. Podemos entao estender
T a V¢ por T'(u+ iv) = Tu + iTv, de modo que gl(V') é identificado com o
subconjunto das transformagoes em gl(V¢) que levam V C Vi em V. Como
o determinante de T € gl(V), visto como um operador sobre V' coincide
com o determinante de T' € gl(V¢), visto como um operador sobre V¢, temos
também que G1(V') C Gl(Vg).

Nesta se¢ao, demonstraremos a existéncia e unicidade da decomposicao
de Jordan aditiva (multiplicativa) de um endomorfismo (automorfismo) 7" de
V.

Na decomposigdo de Jordan mais comum (caso aditivo), escrevemos T’
como uma soma comutativa de um endomorfismo semi-simples e um nilpo-
tente. Onde um endomorfismo semi-simples é aquele que é diagonalizével
quando visto como um operador sobre V. Um refinamento disso, é quando
a parte semi-simples é decomposta em uma soma de um endomorfismo hi-

perbdlico (aditivo) e um eliptico (aditivo) (defini¢ao [2.1.1]), onde todas as

49
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trés componentes comutam entre si.

Quando T' € GI(V'), pode-se obter também a decomposi¢ao de Jordan do
caso multiplicativo. Neste caso, T' é escrito como o produto comutativo de
um automorfismo unipotente, um automorfismo hiperbélico multiplicativo e
um automorfismo eliptico multiplicativo. (defini¢ao

2.1.1 Caso Aditivo: algebra linear geral

O objetivo é decompor o grupo das transformacoes lineares inversiveis, como
faremos na sub-segdo 2.1.2l No entanto as transformagoes inversiveis nao
sao as unicas que aparecem no estudo. Por exemplo, se I é a transformacao
identidade, e N é uma transformacao nilpotente (veja defini¢ao 2.1.1) I+ N
é inversivel e possui propriedades que podem ser analisadas a partir dessa
decomposicao. Outro caso é o de exponenciacao de transformacoes lineares.
Se H ¢é uma transformacao linear qualquer, entao e serd sempre inversivel.
A exponenciacao é um homomorfismo do grupo aditivo das transformacoes
lineares no grupo multiplicativo das transformacoes inversiveis.

Definigao 2.1.1. Um endomorfismo T : V — V ¢é chamado:
Nilpotente Se ezistirn € N tal que T" = 0.

Semi-simples Se T ¢ diagonalizavel quando visto como um operador sobre
Ve.

Hiperbdlico (aditivo) Se T' é semi-simples, e seus auto-valores sdo todos
Teais.

Eliptico (aditivo) Se T' € semi-simples, e seus auto-valores sao puramente
1Magindrios.

Vamos comecgar com uma caracterizagao dos endomorfismos semi-simples.

Lema 2.1.2. As segquintes afirmacoes sobre o endomorfismo T sdo equiva-
lentes:

1. T € semi-simples.

2. Vi possui uma base de auto-vetores de T'. Ou seja, Ve = D ,c5(2),
onde 3 € uma base de auto-vetores.

3. Vo = P W,, onde W, € o auto-espago com auto-valores .

4. Todo subespaco invariante W C Vi possui um complemento invariante
W' C Ve. Ou seja, TW') C W' e Ve =W e W'



CAPITULO 2. DINAMICA NO PROJETIVO 51

Demonstracao.

Afirmacao 1. & (@ & (@

Trivial.

Afirmacao 2. (@ =

Seja W C Vi maximal dentre os invariantes sem complemento invariante.
Tome z € 3\ W. Pela maximalidade de W, W & (x) tem complemento
invariante W’. Ou seja, Ve = W @ (z) @ W’. Neste caso, (x) @& W’ é comple-
mento invariante de W, contradizendo a nao existéncia de um complemento
invariante de W. Assim, todos os subespacgos invairantes de V¢ possuem
complemento invariante.

Afirmacao 3. = (@

Seja  C Vg um subconjunto maximal linearmente independente formado
por auto-vetores de T'. Seja W’ um complemento invariante de (). Como
C ¢ algebricamente fechado, se W’ # {0}, temos que existe um auto-vetor
de T'|w. Isso porque existe A € C tal que det(T|w — M) = 0. Ou seja,
T|w: — AI nao é injetivo, e portanto, existe v € W’ tal que Twv = Av. Para
este auto-vetor v, f U {v} é linearmente independente, estritamente maior
que 3 e formado por auto-vetores de T'. Contradizendo a maximalidade de
3. Portanto, W' = {0}. Ou seja, § é uma base de auto-vetores. O]

Corolario 2.1.3. Se W C V' ¢ invariante pelo endomorfismo semi-simples
T, entdo, T|w também € semi-simples.

Demonstragao. Suponha que T'|y nao seja semi-simples. Entao, pelo item
do Lema existe um subespaco U C W invariante e maximal dentre
os invariantes que nao possuem complemento invariante em W¢. Seja U’ o
complemento invariante de U em V.

Se {0} # M = W¢ N U', entao, pela maximalidade de U, U & M tem
complemento invariante M’, em W, pois como M e U sao invariantes, U ® M
também é. Ou seja, We = U@ M @ M'. Isso é uma contradicao, pois M & M’
seria um complemento invariante de U em W¢. Portanto, M = We N U’ é
trivial, e entdo, Ve = We +U' = We d U'. Ecomo U C Wee Ve =Ua U/,
temos que U = We. O que é novamente uma contradicao, pois We tem
complemento invariante {0}.

Ou seja, nao existem conjuntos invariantes sem complemento invariante.
Pelo item [4| do lema , isso significa que T'|y é semi-simples. O

Corolario 2.1.4. Se dois endomorfismos semi-simples L, T € gl(Vc) comu-
tam, entao existe uma base de Vi formada por auto-vetores de T e L ao
mesmo tempo. Ou seja, T e L sdo simultaneamente diagonalizaveis.
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Demonstracao. O fato de L e T' comutarem implica que os auto-espacos W,
de L sao invariantes por 1. De fato, se x € W,, entao, LTx = TLx =
T(az) = aTz. Ouseja, T(W,) C W,. Por2.1.3] T, ¢ diagonalizdvel para
cada W,. Portanto, existe uma base de auto-vetores de T' composta apenas
por elementos dos auto-espacos de L, W,. Como os elementos de W, sao
auto-vetores de L, temos que existe uma base de V¢ formada por auto-vetores
de T' e L ao mesmo tempo. O

O seguinte lema sera utilizado quando mostrarmos a existéncia e unici-
dade da decomposicao de Jordan aditiva.

Lema 2.1.5. Sejam L,T dois endomorfismos de V' que comutam.

1. Se ambos L, T forem semi-simples, elipticos aditivos ou hiperbélicos
aditivos, entao, L + T, também serd.

2. Se ambos L, T forem nilpotentes, entao L + T ¢ nilpotente.
3. SeT é ao mesmo tempo semi-simples e nilpotente entao T = 0.
4. Se T € eliptico aditivo e hiperbolico aditivo, entao, T = 0.

Demonstracao. Os itens e sao imediatos.
Para o item , se n € N for tal que L™ =T" = 0, entao

2n
(L + T)2n _ Z (2Zn) LiT2n—i _ 0’

=0

pois i < n = 2n —1i >n.

Vamos demonstrar o item para o caso em que L e T sao semi-simples.
Seja Ve = @ W, onde W, sao os auto-espagos de L com auto-valor a.

O fato de L e T comutarem implica, por 2.1.4] que existe uma base de
Ve formada por auto-vetores de T e L ao mesmo tempo. Conseqiientemente,
os elementos dessa base sao auto-vetores de L + T'. Pelo item de
L + T é semi-simples.

Nesta base, os auto-valores de L + 7' sao somas de auto-valores de L e T
Portanto, se além de semi-simples, os auto-valores de L e T forem todos reais
(puramente imaginérios), o mesmo acontece com os auto-valores de L + T.
Assim, se ambos forem hiperbdlicos aditivos (elipticos aditivos), a soma L+T
também sera. O]
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Nosso objetivo é demonstrar que todos os automorfismos de V' podem ser
escritos unicamente como a soma de trés automorfismos, sendo um eliptico,
um hiperbélico e um nilpotente. Esta é a conclusao do teorema [2.1.10] Seja
T o automorfismo a ser decomposto e A\ seus auto-valores em C, com todos
08 A\, = ay, + 10 distintos. A estratégia para a demonstragao, serd decompor
V=V&- --V,, de modo que as projegoes Py(vi + -+ + v,) = B sejam tais
que (T — \g)™ P, = 0. Neste caso, T = E+ H + N, onde E = > if3;P; é
eliptico, H = ) ay Py hiperbdlico, e N = ) (T'|3, — Ax) Px € nilpotente. Mais
do que isso, se as projecoes Py, forem polinomios em 7', entao E, H e N serao
também polinémios em 7', e por isso comutarao. Por exemplo, se H = f(T))
e N=g(T), entao HN = f(T)g(T) = g(T)f(T) = NH.

Para construirmos as projecoes P, vamos utilizar alguns fatos relaciona-
dos ao homomorfismo de anéis

Fr: Rlz] — gl(V),
p(x) — p(T)

onde R[z] é o anel dos polinémios em = com coeficientes nos reais. O ntcleo
do homomorfismo acima é o ideal principal gerado pelo polindbmio minimal
de T, pr(z) = [[(xz — A\x)™, com todos os A distintos.

Observacao 2.1.6. Note que C é algebricamente fechado, portanto todo
elemento de T' € gl(V¢) possui auto-valores. Cada auto-valor possui ao menos
um auto-vetor associado. Por exemplo, se a dimensao de V¢ for igual ao
numero de raizes distintas do polinomio caracteristico det(7" — xI), entao T'
¢ diagonalizavel.

Observacao 2.1.7. O polinomio minimal de 7" é real. Isso implica que se
algum \; nao for real, entao existe j tal que \; = A e m; = m,.

Vamos assumir que que os \; sao todos distintos, e estao ordenados de
modo que existe 0 < [ < n, tal que \; = A\ para k < [, e Ay € R para
20 < k <n.

Denotamos por p(x) o polinémio cujos coeficientes sao os conjugados dos
coeficientes de p(z) € R[z].

Lema 2.1.8. Se p(x) € R[z], entao, existem polinémios my, onde 1 < k < mn,
el sao tais que

1. mp € Clz], para 1 < k < 2l, e m € Rz], para 2l < k < n.

2. Para k < I, my = T4 Ou seja, para k < I, m + m4x € Rlz], €
Tk — Mk tem coeficientes puramente imagindrios.
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3. Ser # s, entao m.ms e (x — \)"m, sao maltiplos de p.

4. 1= Z::lﬂk'

Demonstracao. Seja p(xz) =Y (x — \g)™ como na observagao
Para 1 < k < n, definimos os polinomios

Qe = H(a: — )™

ik

Como os polinomios constantes sao os unicos que dividem todos os gy,
segue que o ideal gerado por eles é todo o Clz|. Portanto, existem polindmios
ay, tais que

}:%%:1. (2.1)
k=1

Somando a equagao acima com seu conjugado e dividindo por dois, temos

n n o __ 21

1=y sy Gy i,y et

k=1 k=1 k=1 k=2l+1

onde a ultima igualdade segue de qi = Gry; para k < 2] e qx = @ para
2] < k < n. Portanto, podemos substituir a; por % para k < 2l e por
@ para 2l < k <nem 1} e assim assumir que a, = a;3 para k < 21,

e a, € R para 21 < k < n. O resultado segue se fizermos 7, = agqy. O

Lema 2.1.9. Seja pr(z) o polinémio minimal de T'. Denotando por P, =
m(T), onde ), sdo os polinémios do lema[2.1.8, temos o sequinte resultado.

L I=%"P.
2. Ser #s, entao P.P, = 0.
3. Parar=1,...,n temos que P> = P,.

Demonstracao. O item vemde 1 =Y . E vem do fato que 7,7, é
multiplo de pr.
Para o item , basta aplicar P, em ambos os lados da igualdade do item

, e usar o item . ]

Teorema 2.1.10. Seja T € gl(V) e faga A\, = o + i,. Entao T pode ser
escrito unicamente como a soma comutativa T = E + H + N, onde E €
eliptico, H € hiperbolico e N € nilpotente.

Ainda, E, H, N sdao dados pelos sequintes polinomios reais em T :
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1. E= 22:1 18, (Py — Pisk).
2. H= Zi{::l OZk;(Pk -+ PH-k;) + Z::ﬂ—i—l akPk
8. N = ZZ:l(T — /\k)le-

Demonstracao. Pelo item do lema é imediato que E e H sao dados
por polinomios reais em 1. Como N =T — F — H, segue que N também é
dado por um polinomio real de T'.

O lema ﬁ implica que E' = 22:1 i0k(Py — Pog) e H = 22:1 (P +
Prik) + D h—oii1 @k Pr sdo diagonalizaveis e portanto E ¢ eliptico e H, hi-
perbdlico. De fato, o lema implica que cada P, é diagonalizdvel, pois P? = P,
¢ o mesmo que dizer que P, restito a sua imagem ¢ a identidade. Basta tomar
uma base da imagem de P, e completd-la com elementos do nicleo a uma
base do espaco todo. Assim, cada termo da soma é diagonalizavel. O fato de
que para r # s, P.P; = 0 implica em particular que P, e P; comutam. Por
temos que E e H sao diagonalizdveis.

N é nilpotente, pois para m > max(mg), (x — A\;)"m, é miltiplo do
polinomio minimal de 7', e portanto, N™ = > (T — A\g)" P}, = 0.

Para a unicidade, considere a soma comutativa T" = E + H + N com
E eliptico, H hiperbdlico e N nilpotente. Defina S =E+ H. Como E
e H comutam, pelo lema m temos que S ¢ semi-simples. Como E, H,
N sao polinomios em T', eles comutam com E H N. Usando o fato que
T =S+ N =S+N, pelo lema [2.1.5 temos que S — S = N — N é tanto
semi-simples quanto nilpotente e portanto S=SeN=N. Agora, usando
ofatodeque S = E+H = E+H pelo lema- 5, temos que F—F = H—H
é tanto eliptico quanto hiperbdlico, e portanto, £ = EeH=H. O

Observagao 2.1.11. A existéncia de uma parte nilpotente de T esta rela-
cionada com a multiplicidade das raizes do polinomio minimal de 7. Por
exemplo, se T' # 0 é tal que T? = 0, entdao pr(z) = 2? é o polindmio mi-
nimal de T e possui raiz 0 com multiplicidade 2. No entanto, se T  fosse
diagonalizavel, denotando por A o conjunto dos auto-valores de T, entao,
q(7) = [[,ea(T — @) é tal que q(T') = 0. Portanto, pr | ¢. Isso seria uma
contradicao, pois ¢ nao tem raizes multiplas.

Nao é dificil mostrar que se T é semi-simples, entdo pr nao tem raizes
miultiplas. De fato, tomando uma base de auto-vetores vi,...,v,. Se
A1, ..., Am s80 os auto-valores de T distintos, entdo p(z) = [[",(z — \i)
é tal que p(T)v; = 0 para todo i = 1,...,n. Assim, p(T') = 0, e portanto,
pr | p (de fato, pr = p). Isso significa que pr nao tem raizes miltiplas.
A afirmacao em sentido oposto, que se o polinomio minimal de 7" nao ti-
ver raizes multiplas, entao T é semi-simples, é uma conseqiiéncia direta de
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2.1.10l De fato, pelo item de 2.1.8, fazendo p = pr, temos que para
cada auto-valor A, (x — A,)m, é multiplo de py. Portanto, (T — \,)P. = 0.
Consequentemente, N = 0 e T' é semi-simples.

Exemplo 2.1.12. Vamos mostrar que todos os X € sl(3) podem, através
de uma mudanca de base g7' X g, tal que g € SI(3), ser escritos em uma das
seguintes formas: (a,b € R)

—a 0 0 010 0 0 1
X, = 0 —b 0], Xo=(001], Xz={00 0],
0 0 a+bd 0 00 0 00
—a —-b 0 —a 1 0
X, = b —a 0 e X5= 0 —a 0 ].
0 0 2a 0 0 2a

Note que o traco e o determinante de X sao iguais ao traco e o determi-
nante de g~ ' X g respectivamente. Para demonstrar a existéncia de g tal que
X pode ser escrito de uma das formas listadas, vamos utilizar o polinémio
caracteristico de X,

p(z) = det(X — z1).

Note também, que basta mostrar para g € GI(3), pois neste caso, ¢ =

—L— € 81(3) é tal que ¢ ' X¢' = g ' Xg.
det(g)

Caso 1. O polinomio p tem trés raizes reais distintas.

Sejam —a e —b duas raizes de p. Como tr(X) = 0, temos que a ter-
ceira raiz é a + b. Cada raiz é um auto-valor de X e possui um auto-espaco
de dimensao maior que 0. Basta entdo escolher auto-vetores (v, v12,v13),
(v91, Vg2, U23) € (U31, U3z, U33), associados aos auto-valores —a, —b e a + b res-
pectivamente, e fazer

V11 V21 VU3l
g = V12 U2y U39 . (22)
U1z V23 Uss

Neste caso, g~ ' X g seré da forma X;.

Caso 2. O polinomio p tem trés raizes idénticas.

Como tr(X) = 0, temos que as trés raizes sao iguais a 0, e X é nilpotente.
Se a dimensao do auto-espaco V), associado ao auto-valor 0 for 3, entao X =
0. Se a dimensao for 2, entao existe v ¢ Vj tal que Xv € V{. De fato, tomando
v' € Vp, tomando o maior n € N tal que X' # 0, basta fazer v = X" 1/,
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notando que como v & Vp, entdo n > 1. Faca Xv = (v11,v19,v13), tome
(Vo1, Va2, v23) € Vo \ (X0), denote v = (v31,v32,v33) € faga g como em (12.2)).
Neste caso, g~ ' X g serd da forma Xj.

Se a dimensao de V; for 1, entao, assim como para o caso com dimensao
de Vp igual a 2, existe v & Vj tal que Xv € V. Existe w € Vo & (v) tal
que Xw = v. De fato, tomando w' € Vo @ (v), se Xw' € Vy = (Xwv), entdo
existe A tal que Xw' = AXwv. Portanto, w’ — \v € V. Contradizendo a
hipé6tese de que w' & Vi @ (v). Portanto, Xw' & Vo = (Xw). Por outro lado,
Xw' € Vo @ (v), pois caso contrario, X™w' sempre teria uma componente em
w" quando decomposto em Vj @ (v) @ (w'), contradizendo a nilpoténcia de
X. Portanto,

Xuw' = aXv + v,

w’' —av

B

com 3 # 0. Tomando w = , teremos que

Xw=wv

ew & Vo @ (v). Escrevendo Xv = (vq1,v12,v13), v = (V91,V22,003) € W =
(vs1, V32, v33); basta entao fazer g como em (2.2)). Neste caso, g7' X g serd da
forma Xs.

Caso 3. O polinomio p tem duas raizes (reais) idénticas e uma raiz (real)
distinta.

Note que se um polinomio de terceiro grau sobre os reais tem duas raizes
idénticas, entao todas as raizes sao reais. Seja —a a raiz com multiplicidade 2,
como o trago de X é 0, temos que a outra raiz é 2a. Seja vy = (vi1, V12, V13)
um auto-vetor associado ao auto-valor —a e vz = (v31,v32,v33) um auto-
vetor associado ao auto-valor 2a. Se X é diagonalizavel, entao, entao X é
diagonalizavel nos reais e existe g € G1(3) tal que g7* X g é da forma X; com
a = b. Se X nao é diagonalizavel, entao pela observacao em [2.1.11} existe
v eV tal que (X +a)(X — 2a)v # 0. Faga v/ = (X + a)(X — 2a)v. Entao

(X +a) =p(X)v=0.

Ou seja, Xv' € V_,, onde V_, é o auto-espaco associado ao auto-valor —a.
Mas, como X nao é diagonalizavel, V_, tem dimensao 1. Portanto, V_, =
(v1), e X' = avy. Fazendo ve = (va1, Va2, Ve3) = UE/v temos que Xvy = v;.
Basta agora tomar g como em para que ¢~ 'Xg seja da forma Xs.

Caso 4. O polinomio p tem uma raiz nao real.
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Note que neste caso, pela observacao [2.1.7, p tem duas raizes complexas
conjugadas, e uma raiz real. A raiz real possui um auto espaco de dimensao
um associado. Seja Vi e V5 os auto-espacos associados aos auto-valores nao
reais de X, entao faca W = Vi & V5. Considere a decomposicao de Jordan
de X|w = H+ E + N. Como as raizes do polinémio caracteristico de X|y
nao sao reais, temos que a parte eliptica £ nao é nula.

Vamos mostrar que a parte nilpotente N é nula. Suponha que N # 0.
Entao a dimensao do nticleo de N é menor que 2 (pois a dimensao de W,
dominio de N, é 2). Por outro lado, como N é nilpotente, seu nicleo tem
dimensao nao nula. Portanto, o nicleo de N tem dimensao 1, e é gerado por
um vetor v. Como N e FE comutam, segue que

NEv=FENv=F0=0.

Ou seja, Fv estd no nicleo de N e portanto Ev € (v). Ou seja, existe « € R
tal que Ev = aw, contradizendo o fato de que E ¢ eliptico. Essa contradicao
mostra que N = 0.

Sejam —a+ bi e —a — bi as raizes complexas de p. Entao, H = —al, onde
I é a matriz identidade. As raizes do polinémio caracteristico de E sao bi e
—bi. Vendo E como uma transformacao sobre C2, existe uma base onde %

pode ser escrito
E_ 0
b\ 0 —i )’

Assim, (%)2 = —1I, onde I é a identidade. Obviamente que sobre W

também vale que (%)2 = —I. Tomando v; = (v11,v12,v13) € W, e fazendo
E

Vg = (v21,v22,vgg) = —7 1, temos que %vg = v;. Portanto, na base vy, vq,

€SCrevernos
0 b
(1)

Basta agora tomar um auto-vetor vy = (v31, V39, 1133), relativo ao auto-valor
real, e definir g como em (2.2)) para que ¢g~' X g seja da forma Xj.

2.1.2 Caso Multiplicativo: grupo linear geral

Vamos agora obter a decomposi¢ao de Jordan do caso multiplicativo, que nos
dard condigoes de descrever o comportamento dos fluxos induzidos por expo-
nenciais (ou iteragoes) de transformagoes lineares agindo no espago projetivo.
A demonstracao da decomposicao multiplicativa se utiliza da decomposi¢ao
aditiva descrita na segao [2.1.1}

Definicao 2.1.13. Um automorfismo T : V — V € chamado:
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Unipotente Se T'— I ¢ nilpotente.

Semi-simples Se T' ¢€ diagonalizavel quando visto como um operador sobre
Ve.

Hiperbdlico (multiplicativo) Se T é semi-simples, e seus auto-valores
sao todos reais positivos.

Eliptico (multiplicativo) Se T' € semi-simples, e seus auto-valores tém
valor absoluto iqual a 1.

O seguinte lema ¢é andlogo a[2.1.5]

Lema 2.1.14. Sejam L,T dois endomorfismos de V' que comutam.

1. Se ambos L, T forem semi-simples, ou elipticos multiplicativos ou hi-
perbolicos multiplicativos, entao, LT, também serd.

2. Se ambos L, T forem unipotentes, entao LT é unipotente.
3. SeT € ao mesmo tempo semi-simples e unipotente entao T = 1.

4. Se T € eliptico multiplicativo e hiperbolico multiplicativo, entao, T = 1.

Demonstracao. Vamos demonstrar apenas o item . Assim como no lema
2.1.5] o fato de L e T' comutarem implica por 2.1.4] que V¢ tem uma base
composta por vetores que sao auto-vetores comuns a L e T. Obviamente esses
vetores sao também auto-vetores de LT. E portanto LT é semi-simples.
Nesta mesma base, os auto-valores de LT sao produtos de auto-valores
de L e T. Portanto, se além de semi-simples, os auto-valores de L e T
forem todos reais positivos (de norma 1), o mesmo acontece com os auto-
valores de LT. Assim, se ambos forem hiperbdlicos multiplicativos (elipticos
multiplicativos), o produto LT também sera. O]

O seguinte resultado da a descricao das componentes de Jordan multipli-
cativas como polinomios.

Teorema 2.1.15. Seja g € GI(V) e faca A\, = oy + 0. Entdo g pode ser
escrito unicamente como um produto comutativo g = ehu, onde e € eliptico, h
€ hiperbdlico e u € unipotente. Ee, h e u sao dados pelos sequintes polinomios
reqis:

o e =30y Ml T OWP + N Prsr) + ot Ml M| TP
o h=2 "k Ak P
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e u=I+Nr_ NP,

onde N é a componente nilpotente de g. Além disso, temos que h = e, onde

H =" log(|\x]) P
k=1

Demonstracao. Pelo item do lema , é imediato que e e h podem ser
escritos por polindomios com coeficientes reais. Como A,;lp_k = )\l:_lka_k para
1 <k <, e N pode ser escrito como um polindomio em 7' com coeficientes
reais, segue a afirmacao para u.

Pela demonstragao do teorema [2.1.10, temos que ¢ = S + N. Notando
que u = I + NS™! temos Su =S+ N =g. E imediato que S = eh, e que
g = ehu. Como S, N comutam e N é nilpotente, segue que u é unipotente. E
imediato que e é eliptico, que h é hiperbélico. Usando a base de auto-vetores
de h em V¢ é imediato que h = e

Para a unicidade, considere o produto comutativo g = ehu com e eliptico,
h hlperbohco e u unipotente. Defina S = ¢h. Como € e h comutam, pelo
lema [2 , temos que S ¢ semi-simples. Como e, h, u sao polinomios
em g, eles Comutam com e, h u. Usando o fato que g = Su = Su, pelo
lema 2.1.14L temos que S‘lS = uu~! é ambos semi-simples e unipotente e
portanto, S = S e u = u. Agora, usando que S = eh = eh, pelo lema
temos que € le = hh~! é ambos, eliptico e hiperbdlico, e portanto, e = € e

h=h. O

2.2 Dinamica no Projetivo

Nesta secao trataremos de um tipo especifico de fluxo. Trataremos dos flu-
xos induzidos pela acao de transformagoes lineares em um espaco projetivo.
Os conceitos e notacao necessarios podem ser consultados na secao do
apendice.

Dada uma matriz g € Gl(n), quando T = Z, definimos o fluxo dado pela
acao de g*, com t € T, no espago projetivo P"~!. Quando T =R, e g € Gl(n)
for tal que g = ¥ para algum Y € gl(n), definimos o fluxo dado pela agio de
gt = e, com t € T, no espaco projetivo P"~!. Todos os fluxos desta secao
sao da forma mencionada acima. Neste caso, o elemento de Gl(n) em questao
sera em geral denotado por g, e sua decomposicao de Jordan Multiplicativa
por g = ehu. E importante fazer a correta distingao entre e, a parte eliptica
da decomposicao, e o simbolo e, que representa o nimero de Euler, base dos
logaritmos naturais.
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Dado um fluxo ¢* € GI(V), onde V' é um espago vetorial de dimensao
finita, podemos utilizar a decomposicao de Jordan multiplicativa de g* para
estudar sua dinamica sobre o espaco projetivo PV. Nesta se¢ao, iremos ca-
racterizar a decomposicao de Morse minimal de ¢' e determinar os conjuntos

R e RC.

Lema 2.2.1. Seja e € GI(V'), eliptica. Entao podemos escolher uma norma
para V, tal que e é uma isometria para todo t.

Demonstra¢ao. Como e ¢ eliptica, entao existe uma base de auto-vetores de
v; de e em V. Vamos definir a seguinte norma em V:

n

|v| = max|qy|, para v = Z%Ui-
i=1

Como todos os auto-valores de €' tém norma 1, e v; sao auto-vetores de e,
temos que e’ é uma isometria nesta norma. Basta entdo restringir a norma
a V. A restricao de e a V continua sendo uma isometria. O

Observacao 2.2.2. Se e e h sao as componentes eliptica e hiperbdlica da
decomposigao de Jordan de g, entdo, por 2.1.4] da mesma forma que na
demonstragao de[2.1.5] podemos escolher uma base v; de V¢ de modo que seja
formada por auto-vetores de e e h a0 mesmo tempo. A norma do maximo
definida por esta base é tal que |h'| = max{|\" | A é auto-valor de h} =
max{|\|" | A é auto-valor de g}.

Observagao 2.2.3. Se V é um espago normado (definigao com
norma ||, utilizamos |-| também para denotar a norma de um operador li-
near sobre V. Ou seja, |-| é também uma norma sobre gl(V'). (Veja definicao
A1.14)

No caso de V' ter dimensao finita, gl(V') também tem. Por isso, podemos
falar de convergéncia em V' ou gl(V'), como sendo convergéncia em qualquer
norma, ja que todas sao equivalentes.

Lema 2.2.4. SejaV =U®W ewv, = u,+w, uma seqiiéncia, tal que u, € U
e w, € W. Suponha também que u,, # 0 para todo n € N e que lim >~ =

|unl

Considerando o espago projetivo, se [v,] € PV converge a [v] € PV, entao
[v] € PU.

~ . [N . U .
Demonstracao. Existe uma subseqiiéncia convergente |u"—’“| — u € U, pois
nk

o estd na esfera, que é compacta; e U ¢é fechado.

un
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Como [v,, | = [ 0 ] = [u”’“ + =k } e lim & = 0, temos que
u w
[v] = lim [v,,] = lim [ e —I—A} = [u] € PU.
Onde a ultima igualdade vem da continuidade da projecao [-]. O]

Lema 2.2.5. Dada uma norma |-| em V. Se h = I, entao, para cada v # 0
eziste £, > 0 tal que |g'v| > &, para todo t € T.

Demonstracao. Como todas as normas em V' sao equivalentes, basta provar
para uma norma especifica. Podemos entao assumir que |-| é a norma definida
em [2.2.2, Nesta norma, |¢'| = |e'uf| = |u!].

Em uma base apropriada, u é escrita como uma matriz triangular superior
com valor 1 na diagonal, ja que qualquer transformacao nilpotente, em uma
base apropriada, pode ser escrita como uma matriz triangular superior com
valor 0 na diagonal. Escreva v nesta base como v = (vq,...,v,0,...,0), onde
v é a ultima coordenada nao nula de v. Entao, u! fixa a ultima coordenada
vg de v. Dessa forma, se denotarmos por ||, a norma euclidiana relativa a
esta base, teremos que |u‘v|, > |v| para todo t € T.

As normas |-|, e |-| sdo equivalentes. Ou seja, existe C' > 0 tal que
|g'v| = |utv| > Cluv|, > C|vg|. Basta tomar e, < Clug|. O

Lema 2.2.6. Se todos os auto-valores de g tiverem valor absoluto menor que
1, entao g* — 0 (convergéncia em norma) quando t — oo.

Demonstragao. Sejam g' = e'h'u’ a decomposigao de Jordan de ¢' e || a
norma definida em [2.2.2] Nesta norma, |e!| = 1 e |h!| < || para t > 1.

Como u é unipotente, por [A.5.4] temos que u = eV para uma trans-
formacao nilpotente N. Assim, existe £ € N com

u'=e™N =T +tN+ -+ (EN)*/k.
Como |N!'| < [N, segue que para v € V,
[u'v] < [of(L+ [Nt + -+ (IN[*/EDEY) = |olp(t),
onde p(t) é um polindénmio em ¢. Desta forma, |uf| < p(t), e portanto,
9| < [e'[IR"[[u'] < |R|"p(t) — O,

quando t — oo, pois, por hipdtese, |h| < 1. ]
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Lema 2.2.7. Seja V=V, & Vo @ --- DV, a decomposicao de V em auto-
espacos de h, associados aos auto-valores \y > Ao > -\, > 0. Seja v =
v tuvy+-Fu,, v#£0, comuv; € V. Tome i como sendo o primeiro indice
tal que v; # 0, e 7 como o ultimo indice tal que v; # 0. Entao,

w(p])) CPV, & k=i
w([v]) CPV, & k=3

Demonstragao. Vamos demonstrar a implicagdo (<). Denote a restrigao de
)\% a Vi por gx. Temos que os auto-valores de g, tém norma menor que 1
para k > i, e g; tem a parte hiperbdlica igual & identidade. Por [2.2.6] temos
que para k > i, |give| < |gk|lve] — 0, quando ¢ — oo. Por @, temos que
|givi| > € para algum ¢ > 0.

Agora, seja [w] € w([v]). Existe t; — oo tal que lim;_, ¢" [v] = [w].
Entao

g7 v + Zgi"vk] =g [v] = [w].
k>i
Assim, por[2.2.4] segue que [w] = lim;_. [¢"v;] € PV;. A demonstracdo para
w*([v]) é anéloga.
Para a implicacao (=), se k # ¢, entao w([v]) NPV, = (), pois ja sabemos
que w([v]) C PV}, mas PV; e PV}, s@o disjuntos. O

Utilizando este lema, vamos mostrar que os auto-espacos projetivos da
parte hiperbdlica de ¢ formam componentes de Morse do fluxo ¢g* no proje-
tivo.

Proposicao 2.2.8. A familia {PV1,...,PV,} é uma decomposi¢io de Morse.

Demonstracao. Os conjuntos PV, sao obviamente compactos, nao vazios e
dois a dois disjuntos. Para ver que sao invariantes, observe que, como g' e h'
comutam, para todo v, € Vi,

htgtv, = g'htvy, = Apgluy.

Portanto, g'v estd em PV}, o auto-espaco de h! associado ao auto-valor \j.
Ou seja, PV}, é invariante por ¢'.

Vamos verificar cada {tem da definigao [1.5.2] Por [2.2.7] temos o ftem (T]).
Novamente por 2.2.7, temos que se w(z),w*(z) € PV, entdo z = v; para
algum v; € V;. Ou seja, x € PV;. Mostrando a validade do item da
definicao de decomposicao de Morse.

Finalmente, por 2.2.7, temos ainda que se w(z) € PV; e w*(z) € PV},
entao, ¢ < j. Assim, o item fica demonstrado pelas observagoes feitas em
11.0.9! ]
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A decomposicao de Morse acima é na verdade a decomposi¢ao minimal.
Para mostrar tal fato vamos precisar considerar o comportamento da com-
ponente unipotente de ¢g'. O seguinte lema é uma generalizacao do compor-
tamento do fluxo eV da matriz nilpotente

01
N = ( - ) |
sobre a linha projetiva. Veja figura (1.2

Lema 2.2.9. Sejam w # 0 um vetor, e N uma transformagdao nilpotente.
Se k € tal que N*'w = 0 e v = NFw # 0, entao e [w] — [v], quando
t — 400, onde t € T. Além disso, eNv = v, para todo t € T.

Demonstracao. Primeiramente, note que
tN, tj Nj Nk _ tj Nk+j _
ey = ZF w—v—l—zﬁ w = .
Jj=0 Jj>1
Como

tk
e [w] = [w—i—tN—l—-“—l—Ev],

multiplicando por k!/tf, temos que

tN k! ke
e [w] = v—i—t—k th+-~~+mN w || — [v]
quando t — 400, onde t € T. O

Agora podemos finalmente obter a desejada caracterizacao da decom-
posicao de Morse minimal.

Teorema 2.2.10. Seja g € GI(V'), onde V' € um espago vetorial de dimensdo
finita. Seja g = ehu a decomposicao de Jordan multiplicativa de g. E seja
V=VeVed- - -8dV, a decomposicao de V nos auto-espacos de h associados
aos auto-valores \i,--- , \,.

Neste caso, cada PV; € transitivo por cadeias e {PVy, ..., PV, } € a decom-
posicao de Morse minimal de g'. Em particular, o conjunto recorrente por
cadeias de PV ¢ dado por

RY(g") = fix (') = UP\@.
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Demonstracao. Como PV; é conexo, por basta mostrar que PV é
recorrente por cadeias. Note que a segunda igualdade na equacao acima é
imediata, j& que V; sao os auto-espacos de h. Por e por [1.8.3 temos
que R (g) C fix (ht).

Vamos mostrar que fix (k') é recorrente por cadeias. A restri¢ao de ¢*
a fix (k') é dada por e'u’. Por podemos escolher uma norma para V,
onde e! é uma isometria para todo t € R. Esta métrica induz uma métrica
em PV tal que e’ é isometria em PV. Por e aplicados a u' e e,
segue que ¢' é recorrente por cadeias em fix (h'). O

A decomposicao de Jordan multiplicativa também determina os pontos
que sao nao somente recorrentes por cadeias, mas que sao também recorren-
tes. A situagao da figura[l.2]sugere que para um ponto recorrente por cadeias
no espago projetivo ser também recorrente, ¢ necessario que a acao da parte
unipotente seja trivial. O teorema seguinte formaliza essa intuigao.

Teorema 2.2.11. Seja g € GI(V'), onde V' € um espago vetorial de dimensao
finita. Neste caso, o conjunto recorrente de g' em PV é dado por

R(g") = fix (h') Nfix (u') .

Demonstragdo. Seja [v] tal que [v] € w([v]). Pelo teorema [2.2.10] temos que
[v] € fix(h'). Seja t; — oo tal que g% [v] — [v]. Como e’ é eliptico, por
2.2.1] €' estd contido em um subconjunto compacto (a esfera, na norma de
2.2.1)). Portanto, podemos assumir que e — ¢. Note que € comuta com as
componentes de Jordan de g. Por [2.2.9] existe um ponto fixo [w] de u’ tal
que u' [v] — [w]. Como ¢' = eliulih'i  segue que

[v] = lim g% [v] = lim e u" [v] = & [w] .
O teorema segue, pois como € comuta com u’ e [w] é ponto fixo de u?, temos
que uf [v] = u'é [w] = éu' [w] = éu’ = [v]. ou seja, [v] € fix (u?). O

Exemplo 2.2.12. No exemplo [2.1.12] escolhendo uma base adequada, con-
seguimos descrever todos os elementos de sl(3).

Seja ¢' o fluxo sobre o espaco projetivo, gerado pelo elemento g = e*» €
SI(3). Este fluxo é a projetivizacio do fluxo (v,t) — e'*»v sobre R?. Fixado
v, eXny é a curva tal que em cada ponto v/, a tangente é dada por X,v’.
O fluxo induzido na esfera é portanto, tal que a tangente as curvas integrais
em cada ponto sao dadas pela componente de X, v" ortogonal a v'. Com esta
informacao foi feito o esboco dos casos X4 e X5 na figura [2.1]

Para X, existe apenas a parte hiperbdlica de g, e portanto R(g') =
RC(g'). Se todos os auto-valores forem distintos, a decomposigao de Morse
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Figura 2.1: Fluxos gerados pela exponenciacdo de X, (esquerda) e X5 (di-
reita) para a,b > 0.

minimal possui trés componentes: [e1], [ea] e [e3]. Se dois auto-valores fo-
rem iguais, admitindo sem perda de generalidade que a = b, existem duas
componentes de Morse da decomposigdo minimal: [Re; + Res] e [es].

Para X3, e = I + X3. Existe apenas a parte unipotente. Portanto,
todos os pontos sao recorrentes por cadeias. Por conseqiiéncia, a tnica de-
composicao de Morse é a decomposicao trivial. Os pontos recorrentes sao
[Rey + Res]. O caso X, ¢ andlogo. (Veja figura [1.2])

Para o caso X, ¢' ndo possui componente unipotente. Portanto, os pon-
tos recorrentes e recorrentes por cadeias sao os mesmos. A decomposicao de
Morse minimal é dada por [Re; + Res] e [e3]. A diferenga entre os casos Xy e
X5, é que para o caso X5, os pontos [Re; + Res]\ [e1] nao sdo recorrentes, mas
sao recorrentes por cadeias. No entanto, a decomposicao de Morse minimal
dos dois casos ¢ idéntica. (Veja a figura[2.1])



Capitulo 3

Dinamica em Flags

Podemos estender as decomposigoes de Jordan obtidas no capitulo |2/ ao con-
texto de algebras e grupos de Lie semi-simples para entao estudarmos fluxos
induzidos pela acao de subgrupos de GI(V) em subconjuntos das grasma-
nianas Grg(V). Esta é uma situagdo mais geral que a do capitulo . Os
conceitos e notagao utilizados neste capitulo estao resumidos nas secoes
do apéndice. A teoria geral de grupos e algebras de Lie pode ser consultada
em [Kna02] ou [Var74]. Ao final, na segao vamos utilizar essa genera-
lizacao para analisar solugoes de equacoes diferenciais sobre um grupo de Lie
G = Int(g), onde g é uma &lgebra de Lie semi-simples

onde X : T — g é continua e T-periédica. Veja para definicao de
Int(g).

3.1 Decomposicao de Jordan

Os conceitos e notacao utilizados nesta segdo estao resumidos em [A5] As
representagoes adjuntas ad e Ad estao definidas em[A.5.9) Seja g uma algebra
de Lie semi-simples e G um grupo de Lie com &lgebra de lie g. Seja ad :
g — gl(g) a representagao adjunta de g e Ad : G — Gl(g) a representagao
adjunta de G. Para X € g, dizemos que X = E+ H+ N é uma decomposi¢ao
de Jordan abstrata de X se ad(E) + ad(H) + ad(/N) é a decomposicao de
Jordan aditiva de ad(X). Repare que para g semi-simples, ad é injetiva,
garantindo a unicidade da decomposicao abstrata. Para g € G, dizemos que
g = ehu é uma decomposigao de Jordan abstrata de g se Ad(e) Ad(h) Ad(u)
¢ a decomposigao de Jordan multiplicativa de Ad(g). Nosso objetivo nesta

67



CAPITULO 3. DINAMICA EM FLAGS 68

secao ¢ mostrar que, para um elemento X de uma algebra de Lie semi-
simples g C gl(V) (ou um elemento g de um grupo de Lie semi-simples
conexo G C Gl(V)), a decomposigao de Jordan usual é uma decomposigao
de Jordan abstrata.

3.1.1 Caso Aditivo: algebra de lie semi-simples

Vamos obter a decomposicao de Jordan Aditiva para algebras de Lie semi-
simples g C gl(V'). E vamos mostrar que cada componente esta em g. Para
g C gl(V) temos que ad(X)Y = XY — Y X. Seja g C gl(V) uma algebra
de Lie semi-simples. Vamos denotar por n(g) o normalizador de g em gl(V').
Ou seja,

n(g) = {X € gl(V) : ad(X)g C g}.

Por defini¢ao, g é um ideal em n(g). E em particular, g C n(g).
Considere a representacao p : g — gl(V¢), de g em Vg, dada por

p(X)(u+iv) = Xu+iXwv, (3.1)
onde u + iv é um elemento qualquer de V.

Observacao 3.1.1. Quando o contexto for claro, omitiremos a representacao
p, e trataremos indistintamente os elementos de g como se fossem elementos
de gl(Vc). Em particular, se W C V¢ for um subespaco invariante por p(g),
diremos que W é invariante por g, e para X € g, usaremos X |y, ao invés de

P(X)|W-

Como g é semi-simples e V¢ tem dimensao finita, pelo teorema de de-
composicao de Weyl (A.5.16)), temos que existem subespacos Vi,...,V,, tais
que

Ve=Vi&@---®V, (3.2)

onde cada Vi, 1 < k < m ¢é invariante e irredutivel por p(g). Para cada
k=1,...,m, denote por g, a sub-dlgebra de gl(V') dada por

gr = {X e gl(V) | XV, C Vj, tr(X]y,) = 0}. (3.3)
Lema 3.1.2. Temos que g C gx.

Demonstracao. Por|[A.5.15| o fato de g ser semi-simples implica que [g, g] = g.
Como V}, é invariante por cada elemento de g, a aplicacao

fr 9 — gl(Vi)
X — X|Vk
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¢ um homomorfismo de algebras de Lie.

Temos que f(g) = f([g.a]) = [f(g). /()] Mas como para X,Y € g,
[f(X), f(Y)] tem traco 0, e f(g) = [f(g), f(g)] é gerado por elementos dessa
forma, temos que para todo X € g, f(X) tem traco 0. Ou seja, tr(X|y, ) =0,
e portanto, g C gk. O

Assim, se denotarmos por g a sub-dlgebra de gl(V') dada por

g=n(g)NgiN-Ngm, (3.4)
teremos que g é um ideal de g, pois g C n(g).
Lema 3.1.3. Temos que g = g.

Demonstragdo. Por [3.1.2] j4 sabemos que g C g.

A restrigao da representagao adjunta ad : g — gl(g) a g é uma repre-
sentacao ad |y : g — gl(g) de g em g. Pelo teorema de decomposigao de
Weyl , como g é semi-simples e g tem dimensao finita, entdo ad |4 é
completamente redutivel. Como g é invariante por ad |4, existe um subespago
h C g invariante por ad |4, tal que

g=gdbh.

O fato de g ser um ideal de g implica que ad |4(g) C g. Por outro lado,
h ¢ invariante por ad |, Isso implica que ad|4(h) € gNbh = {0}. Ou
seja, [g,h] = 0, e todo elemento X € g comuta com todo elemento Y € b.
Portanto, p(X) comuta com p(Y'). Pelo lema de Schur, existe ¢ € C tal que
p(Y)|v, = clj, onde I, é a identidade em V},. Como g C gy, temos que

0=tr(p(Y)ly,) = tr(cly) = cdim Vj.

E portanto, ¢ = 0 e p(Y)|y, = 0. Como k era arbitrario, p(Y) = 0, e
portanto, Y = 0. Assim, h = {0}. Ou seja, g = g. ]

Teorema 3.1.4. Seja g uma sub-dlgebra de Lie semi-simples de gl(V), e
X € g. Entao, as componentes de Jordan de X estao em g.

Demonstracao. Seja X = E+ H + N a decomposicao de Jordan aditiva de
X. Vamos mostrar que cada componente de Jordan de X estd em g. E por
[3.1.3] teremos que as componentes estarao em g.

Pelo lema temos que ad(X) = ad(E) + ad(H) + ad(NV) é a decom-
posi¢ao de Jordan aditiva de ad(X). Por hipétese, X € g. Isso significa que
para todo Y € g, ad(X)Y € g. Pelo teorema , segue que cada uma das
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componentes de Jordan de ad(X) é um polindémio real em ad(X). Portanto,
para todo Y € g, ad(E)Y,ad(H)Y,ad(N)Y € g. Ou seja, E, H, N € n(g).

Basta agora mostrar que E, H, N € g,. Como X € g, pela definicao de
Vi, sabemos que Vj é invariante por X. Como F, H e N sao polindmios em
X, temos que V} ¢é invariante por £, H e N.

Vamos mostrar que tr(E|y, ) = tr(H|y,) = tr(N]y,) = 0. Como N é nilpo-
tente, Ny, também é. E portanto, tr(N|y,) =0,e N € g,. Como X € g =g,
tr(Ely,) +tr(H|y, ) +tr(N|y,) = tr(X|y, ) = 0. Assim, tr(E|y,) = —tr(H|y,).
No entanto, Como E é eliptico, temos que E|y, também é. Assim, tr(E|y,)
¢ puramente imaginario. Do mesmo modo, tr(H|y,) ¢ real. Entao, tr(E|y,)
e tr(H|y,) s@o ao mesmo tempo reais e puramente imagindrios. Temos entao
que tr(E|y,) = tr(H|y,) = 0. Ou seja, E, H € gs. O

Lema 3.1.5. Seja X € gl(V), e X = E+ H+ N a decomposi¢ao de Jordan
aditiva de X . Entdo ad(X) = ad(E) + ad(H) + ad(N) € a decomposicao de
Jordan de ad(X).

Demonstracao. Pela unicidade da decomposi¢ao de Jordan, basta mostrar
que ad(E), ad(H) e ad(N) comutam e sdo respectivamente eliptica, hi-
perbdlica e nilpotente quando E, H e N o sao.

Para ver que comutam, basta notar que ad é um homomorfismo de
algebras de Lie. Portanto,

[ad(E),ad(H)] = ad([E, H]) = ad(0) = 0.

Escolha uma base {vy,--- ,v,} de V¢ formada por auto-vetores de E (ou
H). Sejam Aq,---,\, seus respectivos auto-valores puramente imaginarios
(reais). Considere a base de gl(V¢) dada por

T?“S: VC - V(C )

Vg, = 5skvr
onde d,4 € o delta de Kronecker. Neste caso,

ET, v, = Easkvr
= )\T(Sskvr
= /\rTrsUk:

T,sEv, = TAvy,
= A0V
= AUy
= AT 50
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e portanto,
ad(E)T,svr, = (A — As) Ts0p.

Isso mostra que T, é auto-vetor de ad(F) associado ao auto-valor A, — A,.
Portanto, ad(FE) ¢ eliptico (ad(H) é hiperbdlico).

Para ver que ad(/N) é nilpotente, basta notar que ad(N) = Ly — Ry,
onde Ly : Y +— NY e Lg : Y — Y N sao nilpotentes e comutam. Assim, por
ad(N) também é nilpotente. O

Proposicao 3.1.6. Se g é uma sub-dlgebra de Lie semi-simples de gl(V'),
entao a a decomposicao de Jordan usual de X € g é uma decomposicao de
Jordan abstrata.

Demonstracao. Seja X = F+ H+ N a decomposicao de Jordan aditiva usual
de X. Por temos que F, H N € g. Por|3.1.5{ E, H, N sao também a
decomposicao de Jordan aditiva abstrata de X. O]

3.1.2 Caso Multiplicativo: grupo de Lie semi-simples

O estudo da decomposicao de Jordan abstrata multiplicativa de um grupo
de Lie conexo G C Gl(V) com élgebra de Lie semi-simples g, sub-algebra
de gl(V) serd andlogo ao que foi realizado em . Fora a necessidade de
usarmos alguns argumentos de geometria algébrica (Veja, o fato de um
grupo de Lie conexo ser gerado por exponenciais de elementos de sua algebra,
bem como as relagoes

ead(X) — Ad (eX)
ad(X) = 4Ad etX)}tZO
"X = det(e¥),

onde X € get €R (veja , nos permitem trabalhar de forma andloga
ao que foi feito em m Em particular, definiremos abaixo um grupo N(g)
por analogia com n(g), e também G}, analogamente a gy.

O normalizador de g em GI(V') é dado por:

N(g) = {g € GI(V) | Ad(g)g = g}

Seja Ve = V1@ ---@dV,,, a decomposigao de V¢ invariante por g usada na
secao m Para cada k = 1,...,m, defina G} como o subgrupo de GI(V')
dado por

Considere o subgrupo de Gl(V') dado por
G=N(@nNGN-NGp.
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Lema 3.1.7. Temos que G C G},.

Demonstragao. Por ser conexo, G é gerado por elementos da forma e, com
X € gl(V). Como eX é uma série em X, e V, é invariante por X, Vj, é
também invariante por eX. Portanto, V, ¢ invariante por G.

Note que eX" = eX|y. Por temos que tr(X|y) = 0. E sabido que
det(e?) = "), Portanto, temos que det(eX")" = tr(tX|w) = ttr(X|w) =
0. Assim, o determinante de e"XIw ¢ constante, e portanto, det(eX‘W) =
det (X)) = det(I) = 1.

A dltima afirmacao segue dos resultados acima e da definicao de G. [

Lema 3.1.8. O subgrupo G C GI(V) ¢ algébrico.

Demonstracao. Basta mostrar que N(g) e cada Gy, sao algébricos.

Para N(g), seja T' € gl(gl(V)), tal que g = kerT. Dado g € GI(V),
g € N(g) é equivalente a T(gX g~ ') = 0 para todo X € gl(V). O que por
sua vez equivale a T(gX g ' det(g)) = 0 para todo X € gl(V). Sabemos que
g 'det(g) é um polindmio em g. Dada uma base de gl(V), e um X € gl
fixo, a n-ésima componente de T(gX g ! det(g)) nesta base é um polindémio
Pn.x (i), onde g = (z;;) nesta base. Portanto, a condi¢ao T'(gX g~ " det(g)) =
0 para todo X € gl(V') é algébrica, dada pelos polinémios py, x.

Para ver que cada Gy é algébrico, tome uma base de Vi, {v1,...,u},
e extenda a uma base de V¢, {v,...,v,}. Seja z.5(g9), a entrada (r,s) da
matriz de g € GI(V') nesta base. A condigao gV C Vi equivale a z,4(g) = 0
parar >1le s <!l. E quando gVj C Vi,

det(ka) = det ((ZTS(Q))lér,SSl) .
Assim, a condicao g € Gy, é polinomial. O
Lema 3.1.9. A componente conexa da identidade de G C GI(V) € G.

Demonstra¢io. Como G C G por , e G é conexo, basta mostrar que a
dlgebra de Lie de G contém a de G. Por , ¢ suficiente mostrar que a
algebra de Lie de N(g) esta contida em n(g), e a de Gy, esta contida em g.

Seja Y um elementdo da dlgebra de Lie de N(g). Entdo, ¥ € N(g)
para todo t. Logo ¢'*)g = Ad(e")g C g. Derivando em ¢ = 0, temos que
ad(Y)g C g. Ou seja, Y € n(g).

Do mesmo modo, se Y é um elemento da algebra de Lie de Gy, entao
eV € Gy. Logo det(e"s) = 1. E sabido que det(e?) = ™). Portanto,
tr(Y]y,) = 0. Ou seja, Y € gi. O

Lema 3.1.10. Seja g € GI(V'), e g = ehu a decomposi¢ao de Jordan mul-
tiplicativa de g. FEntao Ad(g) = Ad(e) Ad(h) Ad(u) € a decomposi¢ao de
Jordan de Ad(g).
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Demonstracao. Pela unicidade da decomposi¢ao de Jordan, basta mostrar
que Ad(e), Ad(h) e Ad(u) s@o transformagdes respectivamente eliptica, hi-
perbdlica e unipotente quando e, h e u 0 sao. Note que pela comutatividade
de e, h e u temos a comutatividade de Ad(e), Ad(h) e Ad(u), pois Ad é um
homomorfismo de grupos.

Seja {v1,...,v,} uma base de V¢ que diagonalize e e h. Considere a
seguinte base de gl(V¢):

Trs: V(C - V(C ;

Vp = 55167)7‘

onde d,, é o delta de Kronecker. Entao, T,, é uma base de auto-vetores de
Ad(e) (ou Ad(h)). De fato,

Ad(e)T.vp = eTpe vy, = eTTS/\I;IUk. = /\,;15Skevr
= MA U 00ve = ML T

Onde A\, é o auto-valor de e associado ao auto-espaco V. Isso mostra que
T,s sao auto-vetores de Ad(e) com auto-valor A\,A\;! de norma 1. O mesmo
pode ser feito para h.

Para mostrar que Ad(u) é unipotente, note que por , u = e, onde
N € g é nilpotente. Portanto, Ad(u) = Ad(e") = ™). Pelo lema m
temos que ad(/N) é nilpotente e portanto, Ad(u), como exponencial de uma
aplicagao nilpotente é unipotente. O

Teorema 3.1.11. Seja G um sub-grupo de Lie semi-simples de GL(V) e
g € G. Entao as componentes de Jordan multiplicativas de g pertencem a G.

Demonstracdo. Vamos mostrar que as componentes estdo em G, e depois
que estao na mesma componente conexa que a identidade. O resultado segue
por B.1.9]

Seja ¢ = ehu a decomposi¢ao de Jordan multiplicativa de g. Por
3.1.10, temos que Ad(g) = Ad(e) Ad(h) Ad(u) é a decomposigao de Jor-
dan multiplicativa de Ad(g). Pelo teorema , segue que cada compo-
nente de Ad(g) é um polinomio em Ad(g). Como Ad(g)g = g, temos que
Ad(e)g = Ad(h)g = Ad(u)g = g. Ou seja, todas as componentes estao em
N(g)-

Do mesmo modo, como V}, é invariante por g e as componentes de g sao
polinémios em g, temos que V) é invariante por cada uma de suas compo-
nentes multiplicativas. Para mostrar que as componentes estao em Gy, basta
entao mostrar que det(e|y, ) = det(hly, ) = det(uly,) = 1.

Sabemos que det(uly, ) = 1 é sempre verdade, pois u|y; ¢ unipotente.
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Como e € eliptico e h, hiperbdlico, suas restrigoes ao subespaco invariante
Vi também sdo. Assim, det(e|y,) é real e tem valor absoluto igual a 1, e
det(hly, ) € real e positivo.

A identidade det(e|y;) det(h|y, ) det(uly,) = det(gly,) = 1 implica que
det(ely,) = det(hly;,)~t. Ou seja, det(ely;, ) = det(hly;,) = 1, pois ambos sdao
reais, positivos com valor absoluto igual a 1. Concluindo a demonstragao de
que as componentes de g estao em G.

Seja f = {v1,...,u} C Vg uma base de auto-vetores de h com auto-
valores A1, ..., \; positivos. Por , G é algébrico. Sejam Q; os polinomios
que nesta base definem G.

Vamos entdao mostrar que u = e’V estd na componente conexa da identi-
dade. Considere u! = e, Como N ¢é nilpotente, temos que cada entrada
(r,s) de u' na base 3 é um polinoémio p,4(t). Entao, ¢;(t) = Q;(p,s(t)) sao
polinémios em ¢ tais que para todo n € Z, ¢;(n) = Q;(u™) = 0, pois u" € G.
Portanto, ¢; = 0 e Q;(u') = ¢;(t) = 0, implicando que para todo t € R,
u' € G. Ou seja,u = u! estd na componente conexa da identidade I = u’.

Para a componente hiperbdlica, temos, pela tltima afirmagao de [2.1.15]
que h = el onde H € gl(V) é diagonal na base 3, com auto-valores log(\y).
Seja ¢;(t) = Q;(h'). Entao ¢; é uma soma da forma

Z anbfm

n

onde a,,b, € R e todos os b, sao distintos e maiores que zero. Se houver
algum b, > 1 com a, # 0, tome o maior deles. Entao, ¢; — +oo (t —
00), conforme o sinal de a,, contradizendo o fato de que para todo n € Z,
Qi(h™) = 0. Do mesmo modo, se houver algum b, < 1 com a,, # 0, tome o
maior deles, e do mesmo modo, conclua que ¢; — £o00 (t — —0), conforme o
sinal de a,,, contradizendo o fato de que para todo n € Z, Q;(h™) = 0. Assim,
temos que ¢; é constante igual a 0. Portanto, para todo ¢t € R, Q;(h*) = 0.
Ou seja, para todo t € R, ht € G. Em particular, h estd na componente
conexa da identidade de G.

Para e, basta notar que e = g(hu)~'. Como g, h,u € G, e G é um grupo,
temos que e € G. H

A seguinte proposicao prova a existéncia da decomposicao de Jordan mul-
tiplicativa abstrata em G. Mostra também que a decomposicao usual e a
abstrata coincidem.

Proposicao 3.1.12. Seja G um subgrupo de Lie conexo e semi-simples de
GI(V). Entao a decomposi¢ao de Jordan usuarl de g € G € uma decomposi¢ao
de Jordan abstrata.
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Demonstracao. Pelo teorema [3.1.11] a decomposigao usual estéa contida em
G. E pelo lema [3.1.10], a decomposi¢ao usual é também a decomposicao
abstrata. O

3.2 Dinamica em Orbitas Projetivas Com-
pactas

Nesta secao, estudaremos a dinamica das érbitas projetivas compactas. Esta
classe inclui os chamados flags cldssicos (veja e as variedades flag (veja
. Para mostrarmos que as orbitas projetivas compactas sao uma classe
que de fato inclui os flags, a principal ferramenta utilizada serd o mergulho
de Pliicker (defini¢ao [3.2.7), que nos permitird identificar o flag — de fato, a
grasmaniana (definigao — com uma orbita compacta de um espago
projetivo maior. Assim, precisaremos de uma notacao adequada para que
possamos fazer a correta distingao entre elementos da dinamica em um espago
X, e a dinamica em um subconjunto Y C X.

Observacgao 3.2.1 (Dindmica em subconjuntos). Seja ¢' um fluxo sobre
o espaco X. E Y C X um subconjunto invariante. Neste caso, ¢'|y é
um fluxo sobre Y. Vamos utilizar o sub-indice Y para indicar que estamos
considerando o fluxo ¢'|y. Por exemplo,

fixy (¢') ={x €Y |Vt €T, z = ¢'(z)}

¢ o conjunto dos pontos fixos de ¢'|y. O conjunto dos pontos recorrentes, e
o conjunto dos pontos recorrentes por cadeias de ¢'|y serdao denotados por
Ry e RY, respectivamente.

Note que no caso de fixy, temos que fixy = fixNY, mas que esse tipo de
relacdo nao vale em geral. Por exemplo, RS = R NY s6 é valido quando
todos os pontos recorrentes por cadeias de Y forem internamente recorrentes
por cadeias.

Notagao (Orbitas Projetivas Compactas). Sejam F C PV um subconjunto
compacto de PV, e G C GLI(V') um grupo de Lie semi-simples agindo transi-
tivamente em [F. Neste caso, dizemos que F € uma Orbita projetiva compacta
ou uma G-Orbita projetiva compacta.

Teorema 3.2.2. Seja g' um fluzo em uma drbita projetiva compacta F, e
gt = e'htu! sua decomposicio de Jordan. Entao o conjunto recorrente por

cadeias de g* em F € dado por

Ri (g") = fixe ().
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Demonstracao. Como G é semi-simples, temos por [3.1.11] que cada compo-
nente de Jordan pertence a G. Portanto, faz sentido falar nos fluxos €', h! e
u! sobre F. E imediato que

RE(¢") € RY(¢") NTF = fix(h') NF = fixp(h').

A inclusao é devido ao fato de que internamente recorrente por cadeias im-
plica em recorrente por cadeias. E a primeira igualdade é o teorema [2.2.10
Portanto, basta mostrar que

fixg(h') C RE (g1).

Ou seja, devemos mostrar que dados € > 0, s € T e z € fixp(h'), existe uma
(¢, s)-cadeia de x para x, onde todos os pontos dessa cadeia pertencem a F.
Note que na demonstragao do teorema|2.2.10} a (e, s)-cadeia construida (veja

S

1.7.14) ¢é dada pelos pontos x, e*u"*z,z. Como F ¢é invariante por e® e u™?,
temos que e*u"*z € F. Assim, todos os pontos da cadeia estao em F. O

Teorema 3.2.3. Seja g' um fluro em uma Jrbita projetiva compacta F, e
gt = ethtul sua decomposicao de Jordan. Entao o conjunto recorrente de g
em I € dado por

Rr(g") = fixp(h") N fixp(u’).

Demonstra¢ao. Como G é semi-simples, temos por que cada compo-
nente de Jordan pertence a G. Portanto, faz sentido falar nos fluxos ef, ht e
u® sobre FF.

Note que F C PV ¢ invariante e fechado. Portanto, pelo item de
se x € F, entao, w(x) € F. Assim, x € F é recorrente em F se, e somente se,
for recorrente em PV. O resultado segue do teorema [2.2.11] [

Notacao (Orbitas Grasmanianas Compactas). Sejam E C Grg(V) wm sub-
conjunto compacto de Grqg(V'), e G C GI(V) um grupo de Lie semi-simples
agindo transitivamente em E. Neste caso, dizemos que E € uma Orbita gras-
maniana compacta ou uma G-Orbita grasmaniana compacta.

As Orbitas projetivas compactas sao obviamente orbitas grasmanianas
compactas. Por outro lado, mostraremos em que as 6rbitas grasmani-
anas compactas também podem ser vistas como érbitas projetivas compactas
de um espago maior. Em geral, serd mais facil demonstrar propriedades re-
ferentes as orbitas projetivas compactas. No entanto, é mais simples e direto
mostrar que determinados conjuntos sao orbitas grasmanianas compactas. E
o que faremos nos exemplos a seguir.
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Exemplo 3.2.4 (Flags Classicos). Seja V' um espago vetorial de dimensao
n. E dado k < n, seja
d = (dy,dy,...,dy)

tal que dy = 0, dp = n e d; < d;y;. Considere a familia F;, onde cada
elemento é uma cadeia de subespagos vetoriais

{O}Z%CMC...CW’

onde dim(V;) = d;. Cada elemento de Fy é chamado de um flag cldssico.
Dado um flag classico z € F;, podemos associar a r uma base ordenada
(v1,...,v,) de V, tal que (v1,...,vq,) seja uma base de Vi. Assim, por um
abuso de notacao, podemos dizer que (vy,...,v,) € Fy.

Vamos mostrar que os flags cldssicos sao orbitas grasmanianas compactas.
Seja G = SI(V) C GL(V). Definimos a agao (transitiva) de SI(V') em F, por

g Fd — ]Fd
(v1,...,0n) — (gu1,...,qv,)

?

para cada g € SI(V'). Para mostrarmos que sdo drbitas grasmanianas com-
pactas, precisamos primeiro identificar cada elemento de F; com um ponto
de Gr,.(W) para algum r e algum espago vetorial W. Tome W = gl(V), o
conjunto de todos os endomorfismos lineares de V. Agora, vamos identificar
cada ponto v = (Vy C -+- C V) € F; com o subespago W,, C W dado por

W,={heW |hV,CV,i=0,... .k}

Note que, representando v por uma base ordenada (vy,...,v,), W, é o con-
junto das transformacoes lineares que nesta base assume o formato de uma
“matriz escada” onde o k-ésimo degrau tem altura e largura dj — di_,. Por
exemplo, para d = (0,2, 3,4), sdo as matrizes da forma

S O % ¥
S O % x
O ¥ % ¥
EE I S

O primeiro degrau (da esquerda para a direita) tem altura 2, o segundo e o
terceiro tém altura 1. Assim, a dimensao de W, depende apenas de d, e nao
de v. Portanto, fazendo r = dim(W,) para um v qualquer pertencente a F,
temos uma identificacdo de F; com um subconjunto de Gr,.(W). A agao de

SI(V) em Gr,.(W), dada por

g: Gr,(W) — Gr. (W) ,
H — {ghg™' | h € H}
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é tal que
vi = ng-

A acdo de SI(V) em Fy, e consequentemente em E, é transitiva, pois dados
v=(v1,...,0,) €EFgew = (wq,...,w,) € Fy, a transformagao g, que leva v;
em w;, tem determinante £1. Se necessario, trocando v por (—vy,va, ..., v,),
podemos assumir que o determinante de g é 1. Assim, temos que o conjunto

E={W,|velF;} C Gr.(W)
forma uma drbita grasmaniana em Gr,.(WW). Segue de[A.4.13| que esta drbita

é compacta, pois SI(V) é compacto e sua agao é transitiva.

Exemplo 3.2.5 (Variedades Flag). Dado um grupo de Lie semi-simples G
com algebra de Lie g, e seja p uma sub-dlgebra parabdlica de g (veja [SM99]
ou [Hum94]). Temos que p € Gry(g), onde d = dim(p). A 6rbita adjunta de
p em Gry(g), dada por

F = Ad(G)p C Gry(g),

é uma Orbita projetiva compacta chamada de variedade flag. De fato, pode-
se mostrar que existe um sub-grupo compacto K C G tal que KP = (G, onde
P = N(p) é a isotropia da agao adjunta de G em p, denominado sub-grupo
parabdlico.

Os flags classicos do exemplo [3.2.4] sao variedades flag. Neste caso, os
conjuntos W, sdo uma sub-algebra parabdlica de s[(V).

Nosso objetivo agora é mostrar que toda orbita grasmaniana compacta
¢ também uma Orbita projetiva compacta (3.2.17)). Primeiramente, vamos
construir um mergulho que identificard o conjunto Grg(V) com um subcon-
junto de PW para um certo W.

Definicao 3.2.6. Seja V' um espago vetorial e d € N. Vamos denotar por
A,V = (7n, N\ V) o produto exterior de V, onde wp : V4 — A,V € uma
aplicacao d-linear alternada.

Denotamos ma (vi,...,vq) por vy A -+ A vg.

O apéndice trata das propriedades que necessitaremos do produto
exterior. De particular importancia é a caracterizacdo de (mr, A, V) dada

em[A.3.2

Definigao 3.2.7 (Mergulho de Pliicker). Seja V' um espago vetorial de di-
mensao finita. A sequinte aplicacdo © € chamada de Mergulho de Pliicker.

i Grg(V) — P(A,V)
x={(v1,...,09) — [v1 A Avy
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A proposicdo mostra que a aplicacao i estd bem definida. E

mostra que © € de fato um merqulho.

Proposicao 3.2.8. O mergulho de Plicker da defini¢cao estd bem defi-

nido. Ou seja, se
(V1,...,0q) = (w1, ..., Wg),

entao,
(U1 A Avg) = [wy A+ Awgl .

Demonstracao. Escreva

d
V; = E QW5 ondejizl,...,d.

Ji=1
Entao,
d d
vl/\---/\vd: (Zaljw]) FANKIEIRIVAN (ZOZ@‘U@) .
Jji1=1 Ja=1

Pela multilinearidade,

d d
Ul/\'”/\vd:Z"'Z(al,jl'”addd)wjl/\'”/\wjd'

Jj1=1 Ja=1

Como wj, A --- ANw;, = 0 quando para algum p # ¢, j, = jg podemos
considerar apenas (ji,...,Jjq¢) da forma (o(1),...,0(d)), onde o € S; é um
elemento do grupo S; de permutacoes dos inteiros de 1 a d. Entao, pela
alternancia do produto exterior,

VA ANvg = Z (Q1,001) " Qdo(d)) Wo1) A -+ - A Wo(a)

gESy

= Z (Q1,001) "+ Qgo(ay) Sig(o)wy A -+ A wg.

oESy

Onde sig(o) é o sinal da permutagao o. Portanto,

[vl/\'--/\vd]:[wl/\---/\wd].

Proposicao 3.2.9. O merqgulho de Plicker da definicao é injetivo.
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Demonstragao. Sejam z = (vq,...,vq) ey = (wy, ..., wy) elementos distintos
de Grg(V) tais que [vg A -+ Avg] = [wy A+ Awy]. Entao existe a # 0, tal
que

VA Avg=alwy A Awg) = (aw) A - A wg.

Como (awy, ..., wg) = (wy,...,wy), podemos assumir sem perda de genera-
lidade que
VIN- - Nvg=w1 N\ Nwy.

Como (vy,...,vq) # (wy,...,wy), existe v = v; & (wy,...,wq). Ou seja,
wi, ..., Wy, v sao linearmente independentes, e podem ser extendidos a uma
base wy,...,w, de V, onde v = wyy1. Vamos definir

Det: V" — R ,
(z1,...,2n) +— det(A)
onde z; = ajwy + -+ + qqwg € A = [ay5]. Sabemos que Det : V" —
R é multilinear, e Det(z,...,2,) = 0 se, e somente se, zy,...,2, forem

linearmente dependentes. Defina

P Ve — R

(z1,...,2a) +— Det(z1,..., 24 Was1,---,Wy)
Entdo, ¥ é uma aplicacdo multilinear alternada partindo de V<. Note que

Y(wy, ..., wg) = Det(wy, ..., w,) =1,

W(v1,...,0q) = Det(vy, ..., 04,0, Waya, ..., w,) =0.
Em particular, por existe @E :A\gV — R tal que ¢ = 1; 0 Ty, € assim
temos que ma(wy, ..., wq) 7# Ta(v1,...,v4). Contradizendo a hipétese de que
VN Nvg=wi N Nwg. ]

Definicao 3.2.10. Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita. A re-
presentagdo canonica p : GIV) — GUA,V) de GI(V) em GI(A\,V),
onde p(g) = N,V — N;V € a tunica aplicagio linear tal que para todo
(v1,...,vq) € V? satisfaz

p(g) (Vi Ao Avg) = (gur A A gug) (3.5)

Proposicao 3.2.11. A representacdo canonica p : GI(V) — GI(A\,V) da
definicao esta bem-definida.

Demonstragao. Para cada g € GI(V'), de acordo com [A.3.2] existe uma tinica
pg que satisfaz a equacao 3.5l Portanto, pg estda bem definida. O
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Observagao 3.2.12 (Convergéncia em dimensao finita). Em um espago ve-
torial de dimensao finita V', as topologias da norma, fraca e se for
o caso, fraca-+ (A.1.17)) coincidem. Assim, mostar que v, € V converge
para v € V é equivalente a mostrar que para uma determinada base, cada
componente de v, converge para a componente equivalente de v. Quando
V = GI(W) tem dimensao finita, a equivaléncia entre as topologias cita-
das significa que g, € V converge para g € V em qualquer uma dessas
topologias se, e somente se, para uma determinada base wq,...,wy de W,

gn(vi) = g(vi).

e

Proposicao 3.2.13. A representacdo candnica p : GI(V) — GI(A\,V) é
continua.

Demonstragao. Seja g, € GlI(V), com g, — g € GI(V). Vamos mostrar que
p(gn) — p(g). Pela observagao [3.2.12 e por |A.3.3] basta mostrar que para
z € mA(VY), plgn)r — p(g)z. Seja entao x = vy A - Avyg € A, V, um
elemento qualquer de 75 (V4). Novamente, pela observacio é facil ver
que (gnv1, - -, gnvq) — (gu1,...,gvs). Entdo, pela continuidade de m,, (veja

A.3.3)

p(gn)x = gnl1 JARERIAN gnUad =
= 7T/\(gnv17 s 7gnvd> - 7T/\(gU1, s 7gvd) = gui1 JARERIAN gug = p(Q)'x

Portanto, p(g.) — p(g)- O

Proposicao 3.2.14. O mergulho de Pliicker € de fato um mergulho, e é
equivariante no sequinte sentido

i(9q) = p(9)i(a),
para todo g € GI(V') e todo x € Grg(V).

Demonstracao. A equivariancia é trivialmente verificada através das de-
finigoes de p e do mergulho de Pliicker.

Faca G = GI(V), H = GI(\,;V), e tome b € G. Note que, como a a¢ao
de G em GrgV e a agao de H em P(/\;V) podem ser fatoradas por G/G,
e H/H,q respectivamente, entdo, a equivariancia do mergulho de Pliicker
implica na comutatividade da parte “externa” do seguinte diagrama, onde
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ﬁ:%_(;)oiowb-

_r H

S

G/Gb —ﬁ> H/Hi(b)

wbl lwi(b)

GraV —— P(A\,V)
De fato, dado g € G,

i(thy 0 my(g)) = i(gb) = p(g)i(b) = Yig) © miw) (p(9))-

E facil ver que pela definicao de p, e o fato de 1y e ;) serem bijegoes, que o
diagrama todo comuta. Como 1, e ;) sao homeomorfismos, basta mostrar
que p é continua para que ¢ seja um continua.

Sabemos por que p é continua. Pela definicao de topologia quoci-
ente, ;) também é continua. Portanto, pom, = mp) o p ¢ continua. Pela
caracterizacao de continuidade na topologia quociente, descrita em
p € continua. Assim, ¢ é continua, injetiva e fechada, pois seu dominio é
compacto e seu contra-dominio, Hausdorff. Ou seja, ¢ ¢ um mergulho. O

Observacao 3.2.15. O mergulho de Pliicker nos permite identificar a 6rbita

grasmaniana compacta E homeomorficamente, com o subconjunto F = i(E)

do espaco projetivo P(A,; V). J& a equivariancia do mergulho, mostra que

quando essa identificagao ¢ feita, a acdo de g € GI(V') em E é identificada com

a agao de p(g) restrita a IF, de modo que F é uma érbita projetiva compacta.
Em particular, temos:

i(Re(g") = Rxl(p(9)")
i(RE(G)) = RE(p(9)").

Lema 3.2.16. Seja a representagdo canonica p : GL(V) — GI(A, V). Entdo,

1. Seja X € gl(V). Se X for eliptico aditivo (resp. hiperbélico ou nil-
potente), entao d; pX € eliptico aditivo (resp. hiperbdlico, nilpotente).
Em particular, se X = E+ H + N ¢é a decomposi¢cao de Jordan adi-
tiva de X, entao d; pX = dy pE' 4+ dy pH 4+ dy pN € a decomposicao de
Jordan aditiva de di pX.
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2. Seja g € GUV). Se g for eliptico multiplicativo (resp. hiperbdlico

ou unipotente), entao p(g) € eliptico multiplicativo (resp. hiperbdlico,
unipotente). Em particular, se g = ehu € a decomposi¢ao de Jordan
multiplicativa de g, entao p(g) = p(e)p(h)p(u) € a decomposicio de

Jordan multiplicativa de p(g).

t

~o
%)

)

o~

)

9

Demonstragdo. Primeiro, observe que pela proposigao [A.3.4] temos que

( A v) = A\ Ve.
d C d
Observe também que

d
(dle)vl/\-~-/\vd:Zvl/\---/\Xvi/\--~/\vd.
i=1

Vamos mostrar que

(dle)mvl/\---/\vd:Zwﬂ/\---/\wid,

e g' = eth'ul € a decomposicao de Jordan multiplicativa de g*, entao
(9)t = p(e)tp(h)p(u)t é a decomposi¢ao de Jordan multiplicativa de
(9)

onde w;; € X™4(V) tal que Z?Zl m;; = m. Para m = 0 é imediato. Por

inducao em m,
(dle>m+1’Ul/\"'/\Ud = (dle)de/\/\w,d
d
:ZZwﬂ/\/\XwU/\/\wld
i j=1

Como w;; € X™i(V), segue que Xw;; € X™it1 (V).

Para demonstrar o item , tomando X nilpotente, existe [ tal que X' =

0. Do pardgrafo anterior, segue que (d; pX)% = 0. De fato,

(dipX) o Ao Ao =) wa A Awga,
1

onde w;; € X™4(V) tal que Z?Zl m;; = dl. Assim, para cada i existe j
tal que m;; > [. E portanto, para esse j, w;; = 0. O que implica que



CAPITULO 3. DINAMICA EM FLAGS 84

wi A - ANwyg = 0, para todo i. Agora, se X for eliptico, existe uma base
vy, ..., 0, de Vi tal que Xvp = A\gug, onde A\ € puramente imaginario. Entao,
{vig Ao ANy, |1 <14; <n}
contém uma C-base de A, V¢ tal que
(di pX)vig Ao Avyy = (Nig + -+ Xi)vig A= Ay,

Isso implica que d; pX ¢ eliptico, pois A;, +-- -+ \;, é puramente imaginario.
O caso hiperbdlico é analogo.

Para o item , tome g unipotente, entao, por g = eV com N
nilpotente. Entdo, p(g) = e1#(N) é unipotente, pois pelo item , dy p(N) é
nilpotente. Agora, se g é eliptico, existe uma base vy,...,v, of V¢, tal que
gur = AgUg, onde A, € C com || = 1. Entao,

{’Uz‘l/\"'/\vid | 1§2] Sn}
contém uma C-base de A, V¢ tal que
(dle)Uh /\"'/\Uid = ()‘il"')\id)vil /\/\Uzd

Isso implica que p(g) é eliptico, pois |\, -+ A;,| = 1. O caso hiperbdlico é
anélogo.

O item segue do item n
Proposigao 3.2.17. Seja ¢' um fluro em uma G-drbita grasmaniana com-
pacta B. Entdo p(g)" é um fluzo na p(G)-drbita projetiva compacta F = i(E)
conjugado por i ao fluzo g*

E -2 E

t
F p(g) F
Além disso, se gt = ethtul é a decomposicao de Jordan multiplicativa de gt,
entao

RS(g) = fixa(h)
Re(g) = fixg(h') N fixg(u').

Demonstracdo. A comutatividade do diagrama
gt
E— E

1

F p(g) F
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¢ a equivariancia demonstrada em [3.2.14] Pela comutatividade do diagrama,
p(g)" é um fluxo em F = i(). E, de fato, i(F) é a p(G)-6rbita de i(x) para
qualquer z € E, ja que E é a G-orbita de .

Temos pelo item de [3.2.16que p(g)" = p(e)'p(h) p(u)' é a decom-

posicao de Jordan multiplicativa de ,o(g)t. Portanto, sabemos por m e

BZ3) que

RE(p(9)") = fixe(p(h))
Rr(p(9)) = fixp(p(h)") Nfixp(p(u)").

Notando que
ﬁX]F(p(h)t) = i(fixg(h')) e ﬁXF(ﬂ(u)t) = i(fixg (u'))
Juntando com a observacao [3.2.15] segue que

i(RE(9") = ilfixe(h"))
i(Re(g") = ilfixe(h') Ni(fixg(u')).

Agora, basta observar que i : E — F é uma aplicacao bijetiva. O

3.3 Teoria de Floquet

Seja g uma algebra de Lie semi-simples, e G = Int(g). Nesta se¢do, assumindo
T = R, vamos estudar a solucao da equacao

g'(t) = X(t)g(t) (3.6)

tal que ¢g(0) = I, onde X : T — g é continua e T-peridédica. Quando
X (t) é constante, sabemos que g(t) = e'* ¢ solugao de . Na secao
estudamos a dinamica da acao de e’* em érbitas projetivas compactas de G.
Quando X (t) nao é constante, g(¢) ndo é um fluxo.

Dado uma G-érbita projetiva compacta [F, iremos associar a g(t) um fluxo

¢ S' xF — S xF,
e estudar sua dinamica.

Definicao 3.3.1. A solucao de (@ ¢ chamada de solucao fundamental
associada a fun¢ao X (t).
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Note que
ps: T — G
t o= g(s+t)g(s)™!
é solugao fundamental associada a X (s +t). Como X é T-periddica, temos
que X(T +t) = X(t). Pela unicidade da solugéo de (3.6]), temos que g(t +
T)g(T)™' = pr(t) = g(t). Portanto, para todo m € Z,

g(t+mT) = g(t)g(T)™.

Vamos mostrar que a seguinte aplicacao, que por um abuso de notagao

vamos chamar também de ¢, é um fluxo: (note que este é um fluxo sobre
T x F, e nao S' x )

¢: TxF — TxF . (3.7)
(s,a) +— (s+t,ps(t)a)

Proposicao 3.3.2. A funcgao ¢' de ¢ de fato um fluxo.
Demonstracao. Note que

pult ) = S SE RIS ED ),

Portanto,

¢ (s,a) = (s +t+u, ps(t + u)a)
= ((s +1) +u, psie(w)ps(t)a)
= ¢"(s +t, ps(t)a)
= ¢" 0 ¢'(s,a).

A continuidade de ¢' em T x S x F segue da continuidade de g(t), da
continuidade das operagoes em G e da continuidade da agao de G em F. [J

Vamos agora verificar que existe m € N tal que ¢! induz o fluxo

¢t SIxF — ST , (3.8)
(s,a) +— (s+t,ps(t)a)
onde S = T/mTZ. Vamos precisar do seguinte lema.

Lema 3.3.3. Seja G = Int(g). Para todo g € G, existem m € N e X € g

tais que g™ = e~.

Demonstracao. Veja o lema 5.1 de [FPS0S]. O
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Para mostrar que ¢! estd bem definido para m dado pelo lema [3.3.3]
vamos escrever ¢ em func¢ao da seguinte aplicagao continua a(t).

a(t) = g(t)g™",

onde g = e* ¢é tal que satisfaz o lema , de modo que g(mT) = g™T. E
facil verificar que a(t) é mT-periédica. De fato,

a(t +mT) = g(t+mT)g™" ™" =g(t) + g(mT)g~'g™™" =g(t)g~" = a(t).
(3.9)
Note que a continuidade de a(t) implica na continuidade de a(t) quando vista
como uma aplicacdo com dominio em S?.
Também é facil ver que para todo s € T,

pult) = alt + s)g'als) .

Note que todo elemento de (s,b) € S' xF pode ser escrito na forma (s, a(s)a).
Basta tomar a = a(s)'b. Assim, podemos escrever

#'(s,a(s)a) = (s +t,a(s +t)g'a). (3.10)
Proposicao 3.3.4. O fluro definido por (@ estda bem definido.
Demonstracao. Observando a equagao ([3.10]), vemos que basta mostrar que
(s +t,a(s+t)g'a) = ((s + mT) +t,a((s +mT) +t)g'a) em S* x F.

Mas isso é evidente da definicao de S' para a primeira coordenada, e da
mT-periodicidade de a(t). (equagao (3.9).) O

Lema 3.3.5. A aplicacao

v: SIxF — S'xF
(s,a) = (s,a(s)a)

€ um homeomorfismo.

Demonstragdo. A aplicagao v ¢ uma bijegao. De fato, v~ 1(s,b) = (s, a(s)'b)
é sua inversa. As aplicagoes v e 7! sdo continuas pois a(t) é continua, a
operacao de inversao em G é continua, e a acao de G em F é continua em
G x F. O

Teorema 3.3.6. O conjunto recorrente de ¢' em S*' x F é dado por
R(¢") = {(s,a(s)x) | s € S', x € fixg(h") N fixg(u')},

onde g = ehu € a decomposicao de Jordan de g € G.
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Demonstracao. Primeiramente, note que, pelo teorema |3.2.3]
R(g") = fixp(h') N fixg(u').

Vamos denotar por R o conjunto R = {(s,a(s)z) | s € S*,z € R(g")}.
Seja (s,a(s)z) € R(¢"). Entao, existe uma seqiiéncia t;, — oo, tal que

(te + s, a(ty + s)g™x) = ¢™(s,a(s)x) — (s,a(s)x).

A primeira componente implica que t; + s — s em S', e portanto, por
continuidade, a(ty + s) — a(s). A segunda componente implica que a(t +
s)g"x — a(s)z. Portanto, ¢"*x — z. Ou seja, © € R(g"). Isso mostra que
R(¢") C R.

Seja agora, (s,a(s)z) € R, onde z € R(¢"). Em R(¢"), ¢* = €'. Se
mostrarmos que existe uma métrica em F compativel com sua topologia, tal
que e! é isometria para todo t € T, entao, pelo lema [1.7.13] teremos uma
seqiiéncia ny € T convergindo para oo, tal que ¢"*™T'z — x. Assim,

¢nka($7 G(S)ZL‘) = (S —+ nka7 G(S + nka)gnkax)

= (s,a(s)g™ ™" x) — (s,a(s)z).
Portanto, (s,a(s)z) € R(¢").

Vamos usar a representacao de F por p de [3.2.10| para mostrar que po-
demos colocar em F uma métrica (compativel com sua topologia) que torna
¢! uma isometria. Pelo lema [3.2.16 temos que p(e) é eliptico. Pelo lema
existe uma métrica (norma) em A, g tal que p(e) é uma isometria.
Podemos restringir esta métrica a esfera unitaria. Identificando os pontos
antipodas, inuzimos uma métrica na projetivizagao de A, g. Como p(e) leva
pontos antipodas em pontos antipodas, p(e) também age isometricamente
na projetivizacao de A, g. Agora, através do mergulho de Pliicker, trazemos
esta métrica para I, e pela equivariancia, temos que e’ age isometricamente
em . [

Teorema 3.3.7. O conjunto recorrente por cadeias de ¢* em S' x F € dado
por

RE(¢") = {(s,a(s)z) | s € S,z € fixg(h')},
onde g = ehu € a decomposicao de Jordan de g € G.

Demonstracao. Primeiramente, note que, pelo teorema |3.2.2]

Rc<gt) = ﬁXﬁr(h,t)
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Pelo mesmo teorema, temos que existe uma decomposicao de Morse mini-

mal de ¢g'. Sejam M, ..., M,, as componentes de Morse da decomposicao

minimal, e f : F — R uma funcao de Lyapunov para esta decomposicao.
Vamos denotar por R o conjunto

R={(s,a(s)r) | s € S', 2 € RY(¢g")},
e por M; o conjunto
M; = {(s,a(s)x) | s € S*, v € M;}.
Note que R = |J M;.

Afirmacao 1. Os conjuntos M; formam uma decomposiciao de Morse de ¢'.

Defina
F: S'xTF — R )
(s;a(s)z) — f(z)

Esta é uma funcao de Lyapunov do fluxo ¢!. De fato,
Fo¢'(s,a(s)r) = (s +t,a(s +t)g'z) = f(g'z),

e portanto, F(s,a(s)x) = f, é estritamente decrescente quando x nao pertence
a nenhum M;, e é constante caso contrario. Portanto, por |1.6.3, M; é uma
decomposicao de Morse.

Afirmacao 2. Os conjuntos M; sao transitivos por cadeias.

Esta tltima afirmacdo conclui a demonstracao, pois o fato de M; serem
transitivos por cadeias implica que nenhuma componente de Morse de uma
decomposicao de Morse qualquer estara propriamente contida em nenhum
dos M;. Assim, esta decomposicdo é minimal. Basta entdo usar o teorema
Vamos entdao demonstrar a afirmagao.

Note que S! e F sao metrizdveis. Para verificar que F é metrizavel, basta
tomar uma métrica qualquer em P(/\, V'), e utilizar o mergulho de Pliicker,
como foi feito na demonstragao do teorema[3.3.6l Vamos denotar por d; e dy
as métricas em S! e F. Entao, vamos tomar para S* x F a métrica da soma

d((s,x), (r,y)) = di(s,r) + do(z,y).

Afirmacao 3. Para que M; seja transitivo por cadeias, basta que dados
e>0,s,teTex,ye M, erista uma (g,t)-cadeia de (0,x) para (s,a(s)y).
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Queremos uma (g, t)-cadeia de (8,a(8)z) para (3,a(3)y). Como S' x F
é compacto, ¢° ¢ uniformemente continuo. Entao, existe § > 0 tal que
para todo n,& € ST x T, d(n,€) < § = d(¢°(n), »°(£)) < . Por hipbtese,
existe uma (§,t)-cadeia 1y, . ..,n, de (0,x) para (5 — 3,a(5 — 8)g—*y). Entao
®*(m), ..., °(n,) é uma (g,t)-cadeia de ¢*(0,z) = (5,a(8)z) para ¢*(5 —
8,a(5 — 8)g%y) = (3, a(3)y).

Afirmagao 4. Dadose > 0, s,t € T e z,y € M;, existe uma (g,1t)-cadeia de
(0,2) para (s, a(s)y).
Pela continuidade ¢, existe 6 > 0 tal que

d((',2), (t',y)) < & = d(¢” (), 6" (y)) < e

Em particular, fazendo s’ = t/, temos que para todo t' € T

do(,y) < 8 = d(¢" (2), 6" (y)) < e. (3.11)

Seja © = zg,...,Tr, = y, com tempos ty,...,t, uma (J,t)-cadeia de x
para y. Fazendo ty = 0, se tomarmos os pontos

£ = (to+ - —|-tj’a(t0 + - +tj)gtj$j)7

entdo, terfamos uma (g, t)-cadeia de (0,z) para (to + -+ + tn,a(to + -+ +
tn)g"y). De fato, usando (3.11)),

d(¢"1 (&), Ei1) = dalaltot - +tj11)g" gz, a(to+- - +tj41) 9" wj01) <€,

pois da(g"x;,xj41) < 0. Para concluir a demonstracao da afirmagcao, basta
mostrarmos que podemos escolher a cadeia xg, ..., x,, de modo que ty+-- -+
t, ~ s, onde ~ indica que ty+ - - - +t,, estd sendo visto como elemento de S*.

Afirmacao 5. Existe uma (9,t)-cadeia de x paray com ty + -+ +t, ~ s.

Pela compacidade de F, existe 7 > 0 tal que para todo z € F, telo,7] =
do(g'z, z) < §/2. De fato, basta notar que F é a unido dos conjuntos abertos
V.={2€F|d(g"z2) < /2}. Entao é sé tomar uma subcobertura finita e
escolher o menor 7 desta cobertura.

Tome uma (6§/2,t)-cadeia com tempos ty,...,t,. Como y é um ponto
recorrente por cadeias, podemos assumir que n ¢é suficientemente grande para
que mT'/n < 7. Seja t o representante de s —t; +- - - +t, em [0, mT). Entdo,
fazendo

tAj = tj + f/n,
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~

teremos que ¢y + - - - + t, ~ s. Além disso, z1, ..., z,, com tempos 1, ..., ¢,
é uma (0, t)-cadeia de x para y. De fato,

do(gh 1w, 1541) < do(g'+1 g "y, g ) + do(gh g, i) < 8/2+6/2 = 6.
]



Apeéendice A

Pré-Requisitos e Notacao

A.1 Topologia

Os principais conceitos de topologia necessarios a leitura deste texto estao
listados aqui. Demonstracoes maiores explicagoes podem ser encontradas em
qualquer livro de topologia geral. Veja, por exemplo, [Kel58].

O conceito mais importante para este trabalho é o de topologia quociente,
da defini¢ao que é utilizado na definicao do espaco projetivo e das
grasmanianas. (Defini¢oes [A.4.14]e¢[A.4.17])

Definicao A.1.1 (Topologia). Seja X um conjunto. Uma topologia em X €
uma familia de subconjuntos de X, ) que satisfaz:

1. 0, X € Q.
2. Dados A, B C X, entao

A BeQ=ANBec.

3. Dada uma familia qualquer de subconjuntos Ay, (A € N), entdo

VAEAA, € Q= UAAEQ.
AEA

Dizemos que (X, ) € um espago topoldgico e 2 uma topologia (sobre
X ). Normalmente omitimos a familia S, que em muitos casos estd
subentendida, e dizemos que X é um espago topologico.

Os elementos de €1 sao chamados de A abertos. Dado x € X, um
conjunto V' que contém um conjunto de £ € uma vizinhanca de x.

92
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Se Q1 e Qs sdo duas topologias em X tais que 1 C 2o, entao dizemos
que )y é mais fina, mais forte ou simplesmente maior que €2y. Ou que {2y é
mais fraca ou simplesmente menor que €)s.

Proposicao A.1.2. Se X é um conjunto, entao a colecao de todas as topo-
logias sobre X forma um reticulado completo com relacdo a ordem parcial C.
Ou seja, se W uma colecao nao vazia de topologias de X, entdo existem as
topologias mais fraca e mais forte que todas as topologias de V.

Em particular, dada uma familia C de subconjuntos de X, entdo existe a
menor topologia que contém C, chamada de topologia gerada por C.

Definigao A.1.3 (Topologia produto). Sejam X eY espagos topolégicos. A
topologia produto € a topologia em X XY gerada pela familia de conjuntos

Ax BC X XY,

onde A € um aberto de X e B um aberto de Y. Em geral simplesmente nos
referimos ao espacgo topologico X XY, com a topologia produto subentendida.

Definigao A.1.4 (Convergéncia de seqiiéncias). Seja X um espago to-
pologico. Dizemos que uma seqiiéncia x; € X é convergente quando existir
x € X tal que para toda vizinhanca A C X de x, existir Ny € N satisfazendo

1> Njy=x; € A
Definicao A.1.5 (Aplicagao continua). Sejam X e Y espagos topologicos e
f: X =Y.
Entao, dizemos que f é continua no ponto x € X quando
V CY € vizinhanca de f(x) = f~*(V) € vizinhanca dex.

Dizemos que f é continua quando for continua em todos os pontos de X ou,
equivalentemente, quando

ACY éaberto emY = fY(A) é aberto em X.

Definicao A.1.6 (Topologia induzida). Se (X,Q) é um espago topoldgico e
Y C X, entdo a familia
{YNA|AeQ}

¢ uma topologia sobre Y, e é chamada de topologia induzida.
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Definicao A.1.7 (Topologia quociente). Seja X um espago topoldgico e ~
uma relagao de equivaléncia sobre X. O conjunto das classes de equivaléncia
da relacdo ~ ¢ uma familia de subconjuntos de X, e é definido por

X/ ~={ACX|z,ye Asx~y}
A projecao natural m =7 €

X/ ~

T.: X — .
r +— A, tal quex € A

A topologia quociente € a maior topologia em X/ ~ tal que T é continua.
Ou equivalentemente, é a topologia 2. dada por

Q.={Aec X/~ |1 1A € Q}.

Observacao A.1.8. Equivalente a definir uma relacao de equivaléncia ~
sobre é construir uma familia de classes de equivaléncia que particionem
X. Por exemplo, se G é um grupo, e H < G um sub-grupo de G, entao o
conjunto

G/H ={gH | g € G}

¢ uma familia de subconjuntos que particionam G. A relacao de equivaléncia
correspondente é

g1~ g dgH € G/H ¢1,92 € gH.
Ou equivalentemente, para o caso especifico de grupos,

g1~ g2 & gy 'g2 € H.

Lema A.1.9. Sejam X e Y espagos topoldgicos, e ~ uma relagao de equi-
valéncia em X. Entao, uma aplicacio f : X/ ~— Y serd continua se, e
somente se, f om. for continua.

Definigao A.1.10 (Espaco métrico). Seja X um conjunto, e d : X*> — R
tal que para todo x,y,z € X,

1. d(z,y) > 0.
2. d(z,y) =0z =y.
3. d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2).
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Entao dizemos que (X,d) é um espago métrico, e d uma métrica sobre X .
Por abuso de linguagem, quando d estd subentendido, dizemos que X é um
espago métrico.

A topologia da métrica de um espagco métrico (X,d) é aquela onde um
conjunto A C X € aberto se, e somente se, para todo x € A existir 6 > 0 tal
que a bola

Bs(z) ={y € X [ d(z,y) < b}
esteja contida em A.

Proposicao A.1.11. Se X e Y sao espacos métricos, entio f : X — Y €
continua se, e somente se, para toda seqiéncia convergente x; € X, f(x;) for
uma sequéncia convergente em Y .

Definicao A.1.12 (Espago normado). Seja V' um espago vetorial sobre K,
el|:V — R uma funcao tal que, para v,w € V e a €K,

1. |v| > 0.
2. =0 v=0.
3. |av| = |al|v].

4. lv+w| < |v| + |w].

Entao dizemos que (V,|-|) € um espaco normado e |-| € uma norma sobre V.
Por um abuso de linguagem, quando || estd subentendida, dizemos que V ¢
um espago normado.
A métrica da norma de um espago normado (V,|-|) € a métrica d|| dada
por
dH : V2 — R
(vw) — |v—ul

A topologia da norma de (X, |-|) € a topologia da métrica d,.,. E a menor
topologia tal que a aplicagao |-| € continua.

Observacao A.1.13. Todo espago vetorial de dimensao finita possui ao me-
nos uma norma. Basta fixar uma base qualquer e definir a norma euclidiana,
norma da soma ou norma do mdrimo.

Definigao A.1.14 (Norma de operador). Sejam V e W dois espagos vetori-
ais normados, e B(V, W) o conjunto de todas as aplicagées lineares continuas
de V para W. Entao podemos definir a sequinte norma em B(V, W)

l|: B(V,W) — R

T —  supyev |T|
lv|=1

FEsta € a norma do operador definida em B(V,W).
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Definicao A.1.15 (Funcionais lineares). Seja V' um espaco vetorial nor-
mado sobre K. FEntao os funcionais lineares de V sao os elementos de

V* = B(V,K).

Definigao A.1.16 (Topologia fraca). Seja V' um espago vetorial normado.
A topologia fraca de V' é a menor topologia (mais fraca) tal que todos os
elementos de V* sao continuos.

Definicao A.1.17 (Topologia fraca-*). Seja V um espago vetorial normado
sobre K. Entao W = V* também € um espaco vetorial normado. Vamos
chamar de W, a familia de todos os funcionais lineares de W da forma

Yo: W — K |
fo= fl)
onde x € V. A topologia mais fraca tal que todos os elementos de W, sao

continuos € a topologia fraca-x de W. Note que essa topologia € igual ou
mais fraca que a topologia fraca de W pois W, C W*.

Proposicao A.1.18. Se V' é um espaco vetorial de dimensao finita, entao:

1. Todas as normas em V' geram a mesma topologia.
2. A topologia fraca de V' é igual a topologia de qualquer norma.

3. O espago V* também tem dimensao finita, e a topologia fraca-x de V*
€ 1qual a topologia de qualquer norma em V*.

Observacao A.1.19. A proposicao nos permite falar em topologia
da norma de um espago vetorial de dimensao finita sem nos referirmos a uma
norma especifica.

Observacao A.1.20. Se V' é um espaco vetorial de dimensao finita, entao,
dada uma base ey, ...,e,, V* é gerado pelas projecoes

m: V — K.
ae; + -+ ane, — a;
Por |A.1.11} convergéncia de uma seqiiéncia x; = aj;e; + -+ + ap€, 8 r =

aje; + - - -+ ane, € equivalente a convergéncia de cada uma das coordenadas:
a1, — Q;.

Definigao A.1.21 (Aplicagao multilinear). Sejam V' e W espacos vetoriais,
e d € N maior que zero. Entao, uma aplicagao
f: v - W
(1, ..y xn) = flor,...,2,)
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¢ multilinear quando f € linear em cada coordenada. Ou seja, para todo
1 =1,...,n, se fitarmos x1,...,Ti 1 € Tiy1,...,Tp, @ aplicacao f € linear
quando restrita a {z1} X -+ X {x; 1} x V x{z; + 1} x -+ x {z,}.

Se além do mais, o for wma permutacdio de 1,...,n, entdo a
aplicagao multilinear [ serd dita alternada quando f(xq,...,2,) =
sig(o) f(Xo(1), - - > To(m)), onde sig(o) € o sinal da permutagado.

Proposicao A.1.22. Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita, e
d € N maior que zero. Entdo, uma aplicacio multilinear f : V& — W ¢é
continua.

A.2 Distancia de Hausdorff

Utilizaremos a distancia de Hausdorff em . E uma técnica que utilizamos
para introduzirmos uma topologia compacta na familia formada por todos
os subconjuntos compactos de um espago métrico compacto X. Por nao ter
muita relagdo com o assunto do capitulo 1, essa demonstracao é feita aqui.
A distancia de Hausdorff também é usada, sem demonstragao, em [CKO0]
(teorema B.1.3).

Proposicao A.2.1. Seja X um espaco métrico compacto, e C a familia
formada por todos os subconjuntos compactos nao vazios de X. Entao,

dg: CxC — R (A1)
(A,B) +— max{max,cad(z, B), max,epd(A,y)}

€ uma métrica em C que o torna um espago métrico compacto.

Demonstracdo. Para e > 0e A C X, vamos denotar por A, o conjunto

Ac=|J{z e X |d(z,a) <e}.
acA

Entao, para A,B € C, dy(A,B) < € equivale a B C A. e A C B.. Em
particular, dy (A, B) = 0 se, e somente se A = B. Note que para A, B C X e
e>0,AC B= A. C B.. Portanto, para A, B,C € C, com a = dy(A, B) e
b=dy(B,C), temos A C B, = (C)q = Corp. Do mesmo modo, C' C Ay yp.
Isso significa que dy (A, C) < dy(A, B)+dg(B,C). Assim, dy é uma métrica
sobre C.

Para mostrar que com esta métrica C é compacto, vamos mostrar que
é completo e totalmente limitado. Seja A; € C uma sequéncia de Cauchy.
Vamos mostrar que essa seqiiéncia converge para o conjunto compacto

AzﬁCl(UAi).

i>n
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De fato, seja ¢ > 0. Entao, existe N = N. € N tal que n,m > N =
dy(An, Ay) < €. O que implica que para todo n,m > N, A,, C (A,)e.
Assim, U,,>y Am C (An)e. Como (A4,). ¢ fechado, temos que para todo

n> N,

AcCd ( U Am> C (Ap).. (A.2)
m>N

Por outro lado, A C int (A.). Ou seja, (N2, cl (U;s, 4i)) Nint (A.)° = 0.

Por compacidade de cl (UzZn Ai) Nint (A.)°, temos que existe M = M., tal

que (ﬂﬁil cl (Uzzn Al)> Nint (4.)° = (. Em particular, para todo n > M,

M
A, C () d (U Ai> C A.. (A.3)
m=1 i>m
As equacoes e mostram que para n > max(M, N), dg(A, A,) < e.
Ou seja, A, converge para A. Concluimos que toda seqiiéncia de Cauchy
converge e portanto C é completo.

Vamos entao mostrar que C é totalmente limitado. Seja ¢ > 0. Como X
é compacto, existe um conjunto finito A C X, tal que A, = X. Defina a
seguinte familia (finita) A C C:

A="P(A).

Onde P(A) é o conjunto das partes de A. Vamos mostrar que para todo
C € C, existe um B € A tal que dy(B,C) < e. De fato, basta tomar
B={a€ A|d(a,C) <e}. Sece C, entao existe a € A, tal que d(a,c) < ¢,
pois X = A.. Pela definicao de B, temos que a € B, e assim, C' C B..
Por outro lado, para b € B, temos que d(b,C) < ¢, e pela compacidade de
C, existe ¢, € C, tal que d(b,¢,) < e. Ou seja, B C C.. O que conclui a
demonstracao de que dy (B, C) < ¢, e portanto, C é totalmente limitado.

]

A.3 Produto Exterior

Os conceitos e resultados desta secao podem ser consultados nas secoes 2.1
a 2.6 de [War83]. O produto exterior serd utilizado para a construgao do

mergulho de Pliicker (definigao [3.2.7) na secdo .

Definicao A.3.1. Seja V' um espaco vetorial e d € N. Vamos denotar por
A,V = (7n, \yV) o produto exterior de V, onde wp : V4 — A,V € uma
aplicagao d-linear alternada. (Defini¢ao|A.1.21

Denotamos ma(vy, ..., vq) por vy A -+ Avg.
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Proposicao A.3.2. O produto exterior \;V = (mn, \;V) €, a menos de
1somorfismos, unico tal que para toda aplicacao multilinear alternada ) -
Ve — W, existe uma tnica v NV — W tal que o sequinte diagrama
comuta:

Vd

/\de

Proposicao A.3.3. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. FEntdo
Todo elemento de \,V € uma soma finita de elementos da forma viA-- - Avg.
Em particular, se V' tem dimensdo finita, entao N,V também tem. E neste
caso, mn € continua.

Demonstragao. Fazendo v = 0e W tal que dim(W) # 0 na proposi(;éo
pela unicidade de 1, é facil ver que A,V é gerado pela imagem de 7,. Caso
contrario, existiria uma base wy,...,w, de A,V tal que a imagem de 7,
estd contida no espaco gerado por wy, ..., w,,. Entao, para todo 0 # w € W,
poderiamos definir

QLw: /\dv - /\dV7

m
Zizoaiwi = QoW

contradizendo a unicidade de 121, pois 0 = QZJw o mx. Concluindo a primeira
parte da demonstracao.

Também é facil ver, que se B é base de V, entao, pela multilinearidade
de 7., o conjunto mx(B?) gera a imagem de m,. Se V tem dimensdo n, entdao
B = {v1,...,v,}, e B tem n? elementos. Assim, A,V tem dimensao no
méximo n?.

Como toda aplicacao multilinear entre espacos de dimensao finita com
topologia da norma, 7, é continua. Veja[A.1.22] O

Proposicao A.3.4. Seja V' um espago vetorial em R e d € N. FEntao, a
complezificagio de (N, V) € igual a N\, Ve.

A.4 Grupos e Acoes de Grupos

Os principais exemplos de fluxo (definigao [1.1.1]), e também os fluxos que
sao objeto de estudo deste trabalho, sao sobre os espagos projetivos e as
grasmanianas (definigoes|A.4.14|e|A.4.17)) induzidos por agoes do grupo linear

geral (defini¢ao [A.4.15)) e seus sub-grupos.
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Definicao A.4.1 (Operacao). Dado um conjunto X. Uma operagao
(bindria) sobre X € uma aplicagdo

p: X xX — X
(,y) +— plz,y)

Em geral, denotamos p(z,y) por x -y ou simplesmente por xy. O or-
dem de aplicagdo da operacao € representada por parenteses: x(yz) significa

p(x,p(y, 2)).

Definicao A.4.2 (Grupo). Um grupo é um conjunto G, munido de uma
operagao bindria que satisfaca:

1. Existe 1 € G tal que para todo g € G, eg = ge = g. Este é o elemento
neutro, e neste trabalho serd denotado por 1 ou 1.

2. Para todo g € G, existe um elemento g’ € G, tal que g9’ = ¢'g = 1¢.
O elemento g € chamado de inverso de g e é denotado por g~'.

3. Para todos g, h,k € G vale a relagdo de comutatividade:
(gh)k = g(hk).

Se G € um grupo e H C G um subconjunto tal que a operacio de G
restrita a H X H € uma operacao sobre H, entao H, munido dessa operacao
€ chamado de sub-grupo de G. Denotamos H < G.

Definicao A.4.3 (Homomorfismo). Sejam G e H dois grupos. Uma
aplicagao p : G — H é um homomorfismo quando para todo g1,g9» € G,

p(9192) = p(91)p(g2)-

Definicao A.4.4 (Classes laterais). Se G € um grupo e H um sub-grupo de
G, entdao a familia das classes laterais de H em G € o conjunto

G/H ={gH | g € G},

onde gH = {gh € G | h € H}. Essa familia particiona G (ou seja é composta
por conguntos disjuntos tais que a unido € igual a G), e portanto equivale a
relacdo de equivaléncia

g1~ g2 g1 H = goH,

ja que g1H e goH sao as classes que contém g, e go respectivamente. Para o
caso especifico de grupos, essa relagao equivale a

glng@glggleH.
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Definigao A.4.5 (A¢ao de um grupo). Seja X um conjunto e G um grupo.
Uma acao de G em X € uma aplicagao

a: GxX — X ,
(9,2) + alg,)

que, escrevendo g - x para a(g,x), satisfaz

g-(h-z)=(gh)- z,

para todo g,h € G e todo x € X. Novamente, escrevemos simplesmente gx
no lugar de g-x. Dizemos que o conjunto X € um G-conjunto, ou que G age
em (ou age sobre) X.

Definicao A.4.6 (Orbita e grupo de isotropia). Sejam X um conjunto, G
um grupo que age em X e x € X. Neste caso, a oOrbita de x € o conjunto

Gr ={gr € X | g € G}.
E o grupo de isotropia de x € o sub-grupo G, C G, dado por
G, ={9€G|gx =z}

Quando, para dado x € X (e conseqiientemente, para todo x € X),
Gx = X, dizemos que G age transitivamente sobre X, ou que acdo de G
€ transitiva.

Observagao A.4.7. Seja G um grupo agindo em um espago X. Dado z € X,
podemos identificar Gz com G /G, através da aplicagao

v, G/G, — Gz .
9G. gz

Definigao A.4.8 (Grupo topoldgico). Um grupo G que € simultaneamente
um espaco topologico é chamado de grupo topoldgico, quando a operagao
do grupo, (x,y) — zy, e a operagdo de inverso, g — g~ ', forem continuas.

(Note que G x G € dotado da topologia produto — defini¢io[A.1.3)

Observacao A.4.9. Para um grupo topologico GG, um sub-grupo H < G é
dotado da topologia induzida de G (definigao|A.1.6). O conjunto das classes
laterias G/H é dotado da topologia quociente (defini¢ao |A.1.7)).

Definigao A.4.10 (Acao de um grupo topoldgico). Se G € um espacgo to-
pologico agindo como grupo em um espaco topologico em X, entao dizemos
que G age como grupo topologico em X, ou simplesmente, apesar da am-
bigiidade, que G age em X, quando a acdo for uma aplica¢do continua de
GxXemX.
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Proposicao A.4.11. Seja G um grupo topoldgico agindo em um espaco to-
pologico X. Neste caso, dado g € G, a aplicacdo

b G)Gy — G)Gy
hG, — ghg ‘G

estda bem definida, e € um homeomorfismo.

Demonstragio. Note que Gy, = gGrg~'. Portanto, ghg 'Gy, = ghG,g™"
independe da escolha de h, dependendo apenas da escolha de hG,. Entao a
aplicagao 1 esta bem definida. Para mostrar que v é um homeomorfismo,
basta mostrar que 1 é continua, pois pelo mesmo argumento, substituindo x
por gz e g por g ', temos a continuidade de 1.

Para a continuidade de 1, observe a comutatividade do diagrama

GL G

| |

G/G, 7 G/G gy,

onde 7 sao as projecoes naturais, e

C,: G — G
h +— ghg?

¢ a conjugacao por g. Entao, fow é continua, pois I, e m sao continuas. Por
uma caracterizacao bastante conhecida da topologia quociente, descrita em
a continuidade de f o7 é equivalente a continuidade de f. O

Observagao A.4.12. Se G é um grupo topoldgico agindo (como grupo) tran-
sitivamente num conjunto X, entao, dado x € X, podemos através da iden-
tificagao descrita na observagao induzir em X a topologia de G/G,.
A proposicao mostra que a topologia induzida em X independe do
ponto base x € X escolhido.

Proposicao A.4.13. Se X ¢ Hausdorff e K C G € um sub-grupo compacto
tal que Kx = Gz, entdo

k: K/K, — G/G,
kK, +— kG,

também € um homeomorfismo. Em particular, neste caso, G/G, é compacto.
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Demonstracao. Note que x esta bem definida, pois K, C G, e portanto,
kK, = F¥K, = Kk ' ¢ K, = Kk ! e G, = kG, = k'G,. Para a con-
tinuidade de k, usamos um argumento semelhante ao que fizemos para a
continuidade de f na proposicao [A.4.11] Basta observar a comutatividade
do seguinte diagrama para ver que k o 7 ¢ continua.

K 4. ¢

| |

K/K, — G/G,

A aplicacdo k também ¢é bijetiva. De fato, a injetividade segue de
k(kK,) = k(K'K,) & Kk™' € K, = G, N K. Para a sobrejetividade, note
que para g € G, existe k € K, tal que gr = kx. Neste caso, g7k € G, e
portanto, ¢G, = kG, = k(kK,).

Pela continuidade da proje¢ao natural, temos que K/K, é a imagem do
compacto K, e portanto é compacto. Por outro lado, como X é Hausdorff,
temos que {z} ¢é fechado, e portanto G, também ¢é fechado. Assim, G/G,
¢ Hausdorff. Para concluir, observe que uma bijecao continua de um espaco
compacto em um espaco de Hausdorff é uma aplicacao fechada e portanto é
um homeomorfismo. m

Definicao A.4.14 (Espago projetivo). Seja V' um espaco vetorial de di-
mensao finita com a topologia da norma. Introduzimos a sequinte relacao de
equivaléncia em V' \ {0}

T~y ST E(Y),

onde (y) € o subespaco gerado por y. O espago projetivo PV € X/ ~ e
a aplica¢do m~, que € continua por defini¢ao, é denotada por [-|. Ou seja,
[z] = 7m(x).

Também denotamos PR"™ por P*1.

Definigao A.4.15 (Grupos lineares). Seja V' um espago vetorial normado de
dimensao finita. Entdao denotamos por gl(V') o conjunto das transformagoes
lineares sobre V.. O conjunto gl(V') é um espago vetorial de dimensao finita.
As observagoes|A.1.15 e|A.1.19mostram que gl(V') é dotado de uma topologia
natural.

Sejam sl C gl(V') o conjunto das transformagdes lineares de trago zero,
GL(V) C gl(V) as transformagoes lineares inversiveis, e SI(V) C GL(V) o
conjunto das transformacoes lineares inversiveis de determinante 1, entao
todos possuem uma topologia natural induzida de gl(V'). O grupo GL(V) €
chamado de grupo linear geral.
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Além disso, GI(V) € um grupo topoldgico onde o produto é dado pela
composi¢ao go h (g,h € GI(V)), e SI(V') é um sub-grupo de G1(V).

Definigao A.4.16 (Agao dos grupos lineares). Seja V' um espago vetorial
normado de dimensao finita. O grupo linear geral GI(V'), e seus sub-grupos,
agem sobre V' naturalmente por

a: GI(V)xV — V.
(9,v) = gu

A agio de GI(V') sobre V induz uma acao sobre PV da sequinte maneira:

glvl = [gv].

FEssa agao estd bem definida pois os elementos de G1(V') levam subespagos de
dimensao 1 em subespacos de dimensao 1. Da mesma forma, dado 1 < d <
dim(V), GI(V) age na familia Grq(V') de todos os subespagos de dimensao

d. Veja[A4.17.

Definigao A.4.17 (Grasmaniana). Seja V' um espaco vetorial de dimensdo
finita n. Dado d < n, a grasmaniana Grg(V) € o conjunto formado pelos
subespagos de V' de dimensao d. O grupo G = GI(V') age transitivamente
em Gryg(V). Portanto estd bem definida a topologia em Grq(V') descrita na

observagao [A.4.13.

Todo ponto = € Grg(V') pode ser representado como o subespago de V' ge-
rado por d vetores adequados (linearmente independentes). Ou seja, existem
V1, ...,0g €V, tais que © = (vy,...,vq), onde (vy,...,vy) representa o su-
bespaco gerado pelos vetores vy, ...,v4. O espaco projetivo PV é exatamente
igual a Gry(V).

Proposicao A.4.18 (Compacidade da grasmaniana). Seja V' um espago ve-
torial de dimensao finita n. Dado d < n, a grasmaniana Gry(V') é compacta.

Demonstragao. Seja SO(V) € GI(V) o sub-grupo compacto das tran-
formacgoes ortogonais de determinante positivo. Pela proposigao
basta mostrar que SO(V') age transitivamente em Grg(V).

Sejam x = (v1,...,04),y = (wy,...,wg) € GryV. Podemos assumir sem
perda de generalidade que vy,...,v5 € wy,...,wy sao bases ortogonais de
x e y. Assim, a transformacao linear que leva v; em w; é ortogonal. Se o
determinante dessa transformacao nao for positivo, podemos por exemplo,
trocar o sinal de wy, fazendo com que essa transformagao pertencga a SO(V).
Como z e y eram elementos arbitrarios de Grg(V'), temos que SO(V') age
transitivamente em Gry(V). O
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A.5 Grupos e Algebras de Lie

No capitulo [3] utilizamos varios conceitos da teoria de Lie. Os principais
resultados e notacao estao descritos nesta secao. Para a teoria geral, é ne-
cessario definir primeiro os conceitos de variedade diferencidvel e aplicagao
diferencidvel. Neste trabalho utilizamos especificamente os sub-grupos de
G1(V), onde V é um espago vetorial de dimensao finita n sobre R. Como
este grupo tem uma estrutura de variedade induzida de R™*", nao nos preo-
cuparemos em formalizar a defini¢ao de variedade diferencial. Os colchetes de
Lie e a fungao exponencial nao serao definidos com toda a generalidade que
a teoria possibilita. Todos os resultados desta secao podem ser encontrados,
por exemplo, em [Kna02] ou [War83].

Definicao A.5.1 (Grupo de Lie). Dado um espago vetorial de dimensdo
finita sobre R, neste trabalho, os grupos de Lie sio GL(V') e os subgrupos
fechados de GI(V).

Observacao A.5.2. Na teoria geral, os grupos de Lie sao variedades di-
ferenciaveis onde a operacao do grupo e a operacao de inverso sao dife-
rencidveis. O grupo GI(V'), por poder ser identificado com um subconjunto
aberto de gl(V) = R™", ja que GI(V) = {X € gl(V) | det(X) # 0} e det é
continua. Portanto, GI(V') tem estrutura de variedade induzida de R"*".

O teorema 3.42 de [War83] mostra que SI(V') também tem estrutura dife-
rencidvel por ser um sub-grupo topoldgico fechado de G1(V'). Note que SI(V)
é fechado pois SI(V) = det (1) e det é continua.

Definicao A.5.3 (Exponencial de matrizes). Dado X € gl(V'), a exponen-
cial eX ¢ dada por
2 Xk

X
X— —_— DY —_— DY
e—I+X—|—2!+ +k!+ .

Veja o exemplo 3.35 de [War85).

Lema A.5.4. Se g € GI(V) € unipotente (defini¢ao , entao existe
N € gl(V') nilpotente (defini¢ao tal que g = e,

Demonstragao. Lemma 1X.7.3 p.431 de [Hel7§|, temos que ]

Definigdo A.5.5 (Algebra de Lie). Sejam X,Y € gl(V), o comutador de X
eY é definido por
[X,Y] = XY - YVX.
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Uma algebra de Lie g é um subconjunto de gl(V') tal que o comutador leve
elementos de g em elementos de g. Se b, C gl(V), entdao [h,¥| € a dlgebra
de Lie gerada por elementos da forma [X,Y], onde X € h eY € ¢

Dado um grupo de Lie G < GI(V'). A dlgebra de Lie de G € o conjunto

g={X cgl(V)|e™ € G para todo t € R}.

Proposicao A.5.6. A dlgebra de Lie de GI(V') € gl(V) e a dlgebra de Lie
de SI(V) ¢ sI(V)).

Demonstragao. Sessao 3.37 de [War83]. O

Definigao A.5.7 (Homomorfismo). Sejam G e H grupos de Lie. Uma
aplicagao p : G — H € um homomorfismo quando além de ser um homomor-
fismo de grupos (defini¢ao , for também diferencidvel.

Sejam g e b duas dlgebras de Lie. Uma aplicagcao p : g — g € um
homomorfismo quando além de ser um homomorfismo dos grupos aditivos g
e b, também satisfizer

p([X,Y]) = [p(X), p(Y)]
para todo X,Y € g.

Definigao A.5.8 (Representagao). Seja G um grupo de Lie. Dado um
espaco vetorial V', uma representacao de G em V' € um homomorfismo de G
em GI(V).

Analogamente, seja g uma dlgebra de Lie. Dado um espago vetorial V,
uma representacdo de g em V é um homomorfismo de g em gl(V).

Definicao A.5.9 (Representagao adjunta). Seja G C GI(V) um grupo de
Lie e g sua dlgebra de Lie. A representa¢do adjunta Ad : G — Gl(g) € dada
por
Ad(X): g — g .
X = gXg™
Seja g uma dlgebra de Lie. Denotamos por ad a representagao de g em
g dada por
ad(X): g — ¢ :
Y — [X)Y]

Proposicao A.5.10. Seja X € gl(V'). Entao, valem as relagoes:

X = Ad(e)
ad(X) = %Ad(etX)L:O.
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Demonstracao. Sessao 3.46 de [War83]. O

Definicao A.5.11. Sejam V' um espaco vetorial e g uma dlgebra de Lie.
Uma representacao p de g em V' é chamada de irredutivel quando os tinicos
subespagos de V' invariantes por p sao {0} e V. Os subespagos, W C V,
invariantes por p sao aqueles que para todo X € g, p(X)W C W.

Quando p € a representacao adjunta, entdo os subespagos invariantes sao
chamados de ideais de g.

Definigao A.5.12 (Representagao completamente redutivel). Sejam V um
espaco vetorial e g uma dlgebra de Lie. Uma representacao p de g em V
¢ chamada de completamente redutivel quando todo subespaco invariante
W c V' admitir um complemento W' C V invariante. Ou seja, quando
existir um subespaco invariante W' tal que V.= W & W'. Equivalente-
mente, a representacao serd completamente redutivel quando V' puder ser
decomposto em uma soma direta de subespacos irredutiveis. Isto €, existirem
Wi, ..., W, CV irredutiveis, e tais que

V=W & - oW,

Onde um ideal b de g € uma sub-dlgebra b C g, tal que [h,g] C h. No
caso da representacao adjunta, esta serd completamente redutivel quando
todo ideal b C g admitir um ideal b’ tal que g =h Db’ .

Definicao A.5.13 (Algebra de Lie semi-simples). Uma dlgebra de Lie g é
semi-simples quando a representacao adjunta € completamente redutivel e o
centro de g,

3(g) ={Ae€g|[A X] =0 para todo X € g}
é trivial.

Definicao A.5.14. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples. O grupo de Lie
G = Int(g) ¢ o sub-grupo de Gl(g) gerado pelos elementos da forma e*4(X)
para X € g.

Proposicao A.5.15. Se g é uma dlgebra de Lie semi-simples, entao [g, g] =
g.

Teorema A.5.16 (Teorema de decomposicao de Weyl). Sejam V' um espago
vetorial de dimensao finita, g uma dlgebra de Lie semi-simples e p uma re-
presentacao de g em V. Entao esta representacao é completamente redutivel.

Demonstragao. Teorema 5.6 de [SM99]. O
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O Teorema de decomposicao de Weyl diz que dada uma algebra de Lie
g com centro zero, entao, se a representacao adjunta for completamente re-
dutivel, todas as representacoes serao completamente redutiveis.

Teorema A.5.17 (Lema de Schur). Seja V' um espago vetorial de dimensao
finita sobre C, e I' C gl(V') um subconjunto irredutivel. Entdo, o centraliza-
dor

3()={Aegl(V)|[A, X] para todo X € T'}

€ o subespaco das transformagoes mailtiplas da identidade.

Demonstracao. Proposicao 3.5, p.82 de [SM99]. ]
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