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Resumo

O formalismo da mecanica quantica simplética é utilizado para a anélise de sistemas
dissipativos. Para isso, previamente, foi feita uma revisao bibliografica do formalismo de
Wigner da mecanica quantica e do produto estrela. A mecanica quantica simplética é
construida através do grupo de Galilei, permitindo escrever a equacao de Schrédinger no
espaco de fase a fim de encontrarmos quasi-amplitudes de probabilidades associadas a
funcao de Wigner. Esse formalismo foi aplicado a sistemas dissipativos, considerando as
seguintes situagoes: a) oscilador quantico amortecido; b) sistema de osciladores com um
parametro dissipativo; c) sistema de osciladores acoplados do tipo imagem espelhada de
Bateman; d) sistema com amortecimento associado & parte imaginaria de um Hamilto-
niano nao-hermitiano; e) por fim, uma particula que se move em um campo no qual os
efeitos dissipativos estao associados com o quadrado da velocidade. Em todos os casos,
a partir das solucoes analiticas para as quasi-distribuicao de probabilidades, a funcao de

Wigner correspondente foi calculada e analisada.



Abstract

The symplectic quantum mechanics formalism is used for the analysing dissipative
systems. For this purpose, previously, a bibliographic review of Wigner’s formalism of
quantum mechanics and the star product are presented. The symplectic quantum me-
chanics is constructed through the Galilei group, allowing to writing the Schrédinger
equation in phase space in order to find quasi-distributions associated with Wigner func-
tion. This formalism is applied to dissipative systems, considering the following situations:
a) damped quantum oscillator; b) oscillator systems with a dissipative parameter; c¢) Ba-
teman mirror-image oscillator system; d) damping associated with the imaginary part of
a non-hermitian Hamiltonian; e) a moving particle in a field in wich dissipative effects
are associated to the square of its velocity. In all cases, from the analytical solutions
for the quasi-distributions, the corresponding Wigner function have been calculated and

analysed.
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1 Introducao

Em sua fase inicial, o desenvolvimento histérico da mecanica quantica apresen-
tou pouco interesse a formalismos para sistemas dissipativos, em parte porque a ideia de
atrito é um conceito tipicamente macroscopico. Entretanto, nos anos 1950, a dissipacao
comecou chamar a atencao em funcao da analise quantica do campo de radiacao de ca-
vidades de microoondas [1,2]. A descrigdo da dissipacao quantica se fez necessaria para
analisar fend6menos associados a emissao espontanea de sistemas microscopicos acoplados
a0 campo, levando em consideracao perdas na cavidade. A partir dos anos 1970, o es-
tudo da dissipacao se fortaleceu com a fisica nuclear e experimentos de colisdes de fons

pesados [3].

A introducao da dissipacao na mecénica quantica seguiu praticamente dois méto-
dos diferentes. O primeiro consiste em iniciar com as equagoes classicas de Newton para
o movimento, onde a dissipacao provém de forcas que dependem da velocidade. A seguir,
encontra-se a Lagrangiana que leva a essas equacgoes de movimento e entao procede-se com
a quantizacdo através dos métodos usuais [4-7]. O segundo método consiste em conside-
rar a dissipacao como consequéncia do acoplamento de dois sistemas. Por exemplo, um
oscilador harmonico sem amortecimento e o sistema que produz o amortecimento [1,2,8|.
O primeiro método foi criticado por Brittin [9], em 1950, com o argumento no qual a
quantizacao de sistemas com forcas dissipativas que dependem da velocidade sao incom-
pativeis com as relagoes de comutagao e com o principio da incerteza de Heisenberg. No
segundo, existe uma dificuldade técnica em funcao do alto nimero de graus de liberdade
do reservatorio. Nao obstante, sabe-se que dissipacao surge da interacao de um sistema
com sua vizinhanca, de modo que, a troca de energia se d4 de maneira irreversivel. Um
exemplo ¢ o estudo de um sistema quantico sendo investigado através do acoplamento
com os instrumentos de medida utilizados, os quais geram influéncias que nao podem ser

negligenciadas no objeto quantico a ser medido [10].

Varias abordagens foram propostas para sistemas dissipativos ao longo dos anos.

Em 1941, Caldirola [11] apresentou um trabalho mostrando ser possivel quantizar um
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sistema dissipativo utilizando um formalismo hamiltoniano que depende explicitamente
do tempo. De uma maneira aparentemente independente, Kanai [4], em 1948, formulou
uma descrigao similar do problema. Porém, Brittin [9] mostrou que tal sistema viola a
relacao de comutacgao e conjecturou que, apesar do sistema dissipativo ser completamente
descrito classicamente, sua versao quantica somente seria possivel se o sistema dissipativo
fosse considerado como um sub-sistema de um nao dissipativo, nao existindo uma repre-
sentacao de Schrodinger, a nao ser que as forgas fossem nao dissipativas. Procurando uma
alternativa, Dekker [12], em 1975, partiu de uma equagao complexa de primeira ordem e
mostrou que o amortecimento pode ser introduzido como uma parte imaginaria de uma
Lagrangiana, da qual um Hamiltoniano nao-hermitiano foi deduzido. Em 1977, Feshbach
e Tikochinsky [13] propuseram um método de quantizagdo para o problema de um sis-
tema acoplado com um modo do reservatorio do tipo imagem espelhada, proposto para
um sistema dissipativo puramente classico por Bateman [14], em 1931. Muitos outros
aspectos da dissipacdo quéantica foram analisados no devir das décadas seguintes [15-18|.
Vale destaque o trabalho de Mensky [19], em 2003, no qual sustenta que uma teoria quan-
tica da dissipacao deveria ser universal, isto ¢, independente do modelo utilizado. Isso
porque a dissipacao deve conter flutuacoes de natureza puramente quantica que podem
estar relacionadas, de alguma forma, com o atrito proporcional & velocidade, no limite
classico. Porém, a mecanica quantica nos mostra que as flutuagoes ocorrem em virtude
do principio da incerteza de Heisenberg, independente dos objetos fisicos considerados.
Numa perspectiva mais ampla, compreender um sistema quantico imerso em um ambiente
nos tras nao apenas significados préticos no processamento da informagao quantica [20],
mas ajuda também a elucidar questionamentos fundamentais como o processo de medida,

a fronteira classico-quantica e o mecanismo da decoeréncia [10,21-28|.

Claramente, temos uma certa dificuldade no mapeamento do nivel classico para
o nivel quantico em sistemas dissipativos. Dentre as trés formulacoes da mecanica quan-
tica, a padrao, onde operadores no espaco de Hilbert H sao empregados, a integral de
trajetorias e a mecanica quantica no espago de fase, esta tltima compartilha a mesma
estrutura e linguagem com a mecanica classica. Dessa forma, a mecanica quantica no
espaco de fase em seu limite cléssico traz uma conexao mais natural e intuitiva do que as
outras duas formulacoes. Nesse formalismo, o estado do sistema é descrito pela funcao de
Wigner, f,(q,p) [29-33|, originalmente concebida para ser uma funcao de distribui¢ao no
espaco de fase. Mas, apesar de ser real, normalizada e carregar informacoes estatisticas
dos estados quanticos, ela pode assumir valores negativos, o que contraria o sentido usual

da ideia de distribuicao. Por esse motivo ela é conhecida como uma funcao de quasi-
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distribuicao. Uma outra caracteristica é que as variaveis dinamicas sao representadas por
funcoes sobre o espago de fase e nao por operadores. Nesse formalismo de Wigner, cada
operador representado por A e definido em um espaco de Hilbert, H, é associado a uma
fungao, denotada por a,(q, p), no espaco de fase, I' [30]. Esta associagao consiste em uma
aplicacao €, : A — a,(q, p) tal que a algebra associativa de operadores em H corresponde
a uma algebra também associativa, mas nao-comutativa, em I'. Portanto, o produto de
operadores, em H, fica definido em I' pelo chamado produto estrela *, ou produto de

Moyal, ou, ainda, produto de Weyl [34, 35].

O produto de dois operadores é mapeado de acordo com Q, : AB — a,(q,p) *
bw(q,p). Assim, o produto estrela de duas fun¢des no espaco de fase corresponde ao

produto de operadores no espaco de Hilbert e é definido por [30]

20,0,-Tp 0y, (

aw(q,p) * bu(q,p) = aw(g,p)e? q,p)-

O produto de Moyal torna-se imprescindivel nesse formalismo, pois ao representar o estado
de um sistema, a funcao de Wigner obedece a uma equagao analoga a de Liouville - von
Neumann, com o parentéses de Moyal substituindo o comutador, isto é

Z.h@f'w(q, p,t)

ot :{Hwafw}M:Hw*fw_fw*Hw-

Essa formulagao da mecanica quantica é 1til na descricao de processos de trans-
porte na hidrodindmica quéntica [36], na 6tica quantica [37-40], na fisica de plasma [41],
nuclear e de particulas [42-48], na fisica da matéria condensada [49-55|, no estudo dos
limites semiclassicos em sistemas mesoscopicos [56-62] e na transicdo para a mecanica
estatistica classica [24,39,63-72]. Além disso, esse formalismo possui uma linguagem na-
tural para investigar assinaturas quanticas do caos [73-79] e da decoeréncia [80-88|, esta
altima, muito atil na computacio quantica [89-93|. Esse formalismo também fornece su-
porte na medida de sistemas atomicos [94-97|, além da medigao direta da propria fungao
de Wigner [98-104].

Porém, existem algumas dificuldades no uso direto da funcao de Wigner, como
por exemplo, a auséncia da simetria de calibre, ji que se trata de uma funcao real. Uma
outra dificuldade é de razao técnica: a equacao de Liouville-von Neumann no espacgo de
fase possui uma natureza intrincada, sem solucao perturbativa pratica. Esses problemas
motivaram uma intensa pesquisa, sob diversas perspectivas, do formalismo de Wigner
[105-117], e alguns avangos foram realizados, incluindo representagoes das equagoes da

mecanica quantica diretamente no espago de fase [118]. A equagdo de Schriodinger é



12

escrita no espaco de fase [119,120] e utilizada na analise harmonica [121-125|, mas de
maneira preliminar, pois a interpretacao fisica para as funcoes de onda nao possui um

carater geral.

Um formalismo consistente é construido, inicialmente [126], através do estudo
de representacoes da édlgebra de Lie do grupo de Galilei no espaco de fase, no qual as
funcoes de onda, denominadas quasi-amplitudes de probabilidades, estao associadas com
a funcao de Wigner através do produto de Moyal. Esta nogao de estrutura simplética e o
produto de Weyl sao explorados para estudar representacoes unitarias do grupo de Galilei,
levando a uma representacao da equacao de Schrodinger no espago de fase [126]. Esta
abordagem proporciona um procedimento interessante para deduzir a funcao de Wigner,
usando, consistentemente, a invariancia de calibre e os efeitos de superposicao [127-129].
Essa representacao simplética tem sido aplicada na teoria cinética e estendida para o
contexto relativistico, dando origem as equagoes de Klein-Gordon e de Dirac no espaco
de fase [130-134].

Neste trabalho, retomamos o estudo das representagoes unitarias do grupo (nao
da élgebra de Lie) de Galilei [135]. Este procedimento evidencia o papel das simetrias de
calibre no espaco de fase, ao tempo em que interpreta, como antes [126], as fun¢oes de
onda como quasi-amplitudes de probabilidades associadas a funcao de Wigner através do
produto de Moyal. Dessa forma, a equacao de Schrédinger no espaco de fase é escrita em
uma estrutura simplética, na qual {q, p} correspondem as coordenadas no espago de fase
I', formando uma base para a construcao de fungoes de onda em um espaco de Hilbert com
contetido de espaco de fase Hr. Esse formalismo serd aplicado em sistemas dissipativos,

a fim de estudar o comportamento da fun¢ao de Wigner.

A apresentagao desse trabalho estd disposta da seguinte maneira. No Capitulo
2 revisaremos o formalismo de Wigner, explorando suas propriedades. No Capitulo 3
revisaremos o formalismo da mecanica quantica simplética, enfatizando a construcao da
equacao de Schrodinger no espago de fase e a associagao da funcao de Wigner com fun-
¢coes de quasi-amplitudes de probabilidades através da nogao do grupo de Galilei. No
Capitulo 4 aplicaremos esse formalismo aos problemas do oscilador quantico amortecido
e do sistema de osciladores com dissipacao. No Capitulo 5 trataremos da quantizacao
proposta por Feshbach e Tikochinsky [13] para o Hamiltoniano dual de Bateman [14].
O Capitulo 6 trard o modelo dissipativo com um Hamiltoniano complexo, proposto por
Dekker [12]. No Capitulo 7 dicutiremos o movimento de uma particula em um campo

com forgas dissipativas que dependem do quadrado da velocidade [136]. Finalmente, no



Capitulo 8 apresentaremos nossas consideracoes finais e perspectivas.

13
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2 Revisao: Formalismo de Wigner
e o produto de Weyl- Wigner

Em 1932, Wigner [29] percebeu que para altas temperaturas, a probabilidade
de uma configuracao dada pela teoria cléssica de Boltzmann é também compativel com a
teoria quantica. Porém, para baixas temperaturas era necessaria uma correcao. Para isso,
foi introduzida uma funcao capaz de calcular probabilidades tanto nas coordenadas quanto
nos momenta. Tal funcao é conhecida, hoje, como funcao de Wigner, que estatisticamente,
representa uma fungiao de quasi-distribuicao (ou quasi-probabilidade) no espaco de fase.
O formalismo proposto por Wigner tem sido utilizado em diversas areas como optica
quantica e fisica da matéria condensada, tendo inclusive sua medicao sendo realizada
em experimentos de cavidade quantica [100]. Esse capitulo ¢ dedicado & revisao desse
formalismo, definindo a funcao de Wigner através da matriz densidade e explorando suas
propriedades. Por tltimo, serd introduzido o produto estrela, ferramenta necessaria para

o desenvolvimento da mecanica quantica simplética.

2.1 Matriz densidade

O conceito de probabilidade surge naturalmente quando se trata com problemas
de muitas particulas. Nesse universo, as ideias da mecanica classica dao suporte para
a formulacdo da mecanica estatistica. Assim, um ponto no espaco de fase representa o
estado do sistema e sua evolucao temporal é caracterizada por uma trajetoria bem definida
nesse espaco. Mas, no ambito microscopico é impossivel conhecer as condicoes iniciais,
tornando essa trajetoria nao definida. Na mecanica quantica, uma forma de lidar com

esse problema é representar o estado macroscopico de um sistema como sendo constituido
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de uma infinidade de estados microscopicos (ensemble) através do operador densidade *
p =2 wilti®)) (i), (2.1)

onde {|¢;)} sdo os estados microscopicos possiveis do ensemble estatistico e w; = 5& é

=)=

0 peso estatistico para o estado quantico [¢);). Considera-se que a matriz densidade p
contém todas as informacoes sobre o sistema e permite descrever qualquer sistema fisico.

Para estados puros, teremos

p(t) = [$(@) (W ()] (2.2)

O valor esperado de um operador A na formulacao da mecanica quantica estatistica
usual é dado por
(A) =Tr(pA) =Tr(Ap), (2.3)

com a matriz densidade, p, apresentando as seguintes propriedades,
(i) hermiticidade: p' = p;
(ii) trago: Trp = 1.

Para completar esse formalismo falta somente a equacao que governa a evolucao
temporal do operador densidade p. Essa equacao surge naturalmente da equacao de

Scrhodinger,

L d
th—[¥(t)) = H@)lY(t),
onde H representa a energia total do sistema.

Derivando a matriz densidade, dada na Eq. (2.2), temos

oplt) _ 0 0
L= O]+ O @)

= L W) 0] + @) O,

Portanto, obtemos

ma‘;:) = [H(t), p(1))- (2.4)

Essa é a equacao que determina a evolucao temporal do operador densidade, conhecida

como equacao de Liouville-von Neumann.

LA notacdo utilizada nesse trabalho sera da seguinte forma: operadores usuais da mecanica quantica
ndo apresentardo chapéu e quando representados pelo alfabeto latino apresentardo letras maitisculas. O
chapéu sera utilizado para representar os operadores estrelas que serao construidos ao longo do texto.
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2.2 Funcao de Wigner

A funcao de Wigner representa uma distribui¢cao conjunta das varidveis canonica-
mente conjugadas q e p, que se assemelha a uma distribuicao classica de probababilidades.
Essa funcao é real e é definida pela transformada de Fourier dos elementos nao diagonais

da matriz densidade, isto é,

1 ipz z z
fw(q,p) = %/dze P (g — §|p|q+ §>, (2.5)

ou, na representacao dos momenta,

k

2, (2.6)

1 zqk
fula.n) = 5o [ ke (o= S lolp+

Apesar de estarmos trabalhando com apenas uma dimensao, a generalizacdo para casos
que possuam maior nimero dimensional pode ser feita sem maiores problemas. Para

estados puros, dados pela Eq. (2.2), a fun¢do de Wigner fica na forma
4 _ 2y :
fula:p) = 2h/ ¢q+ J¥(g = 5)dz. (2.7)

Matematicamente, a funcao de Wigner nao pode ser interpretada como uma fungao
de distribuicao de probabilidades no espaco de fase, pois, apesar de ser real, pode assumir
valores negativos. Essas regioes sao associadas a nao classicidade de um sistema, de forma
que quanto mais negativa, mais o sistema se afasta do comportamento classico [137].
Porém, a funcao de Wigner carrega propriedades inerentes a interpretacgao fisica de um

sistema, pois densidades de probabilidades surgem quando a integramos.

Uma propriedade basica da funcao de Wigner é o limite de seus valores. Tomemos
como exemplo um estado puro, dado pela Eq. (2.7). Se definirmos as fun¢oes de onda

normalizadas

1 i z 1 z
p1(z) = 7 Vet o) e paz) = wa - 5)

vemos que a funcao de Wigner pode ser interpretada como o produto escalar

fu(q,p) /dzs01 )ip2(2) = 1h<901|902>,

e, portanto,

fula D)l = — Il
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Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

[{p1lp2) > < (@1l1) (ol a),

temos que, ja que as funcoes p; e @9 sao normalizadas,

(1|2} < 1.

Portanto,

| fula;p)| < (2.8)

Th
Assim, a funcao de Wigner para sistemas puros normalizados nao pode assumir valores

. 1 1
maiores que —- Ou Mmenores que ——.

Integrando a funcao de Wigner, informacoes estatisticas importantes sobre um

sistema fisico sao encontradas. Por exemplo, quando integramos em relacao a p, temos

ipz

g 1 z Z. ipz
/dpfw(q,p) = %/dpddq - §|p|q+ §>6 R

Podemos reconhecer a fungao delta de Dirac, em sua forma integral,d(z) = i [ e**dk, se

reorganizarmos os termos dentro da integral na seguinte forma

1 ipz
Jdosulan) = [dzta=Sola+ ) (5 [ doe®).
Logo, temos
[ dvfutan) = [ dzla=Zlola+ 2)a(2)
Como [ f(x)d(x)dx = f(0), encontramos

[ dvfula.p) = (alola).

Esta propriedade mostra a densidade de probabilidade de se encontrar uma particula entre

qeq+dq.

Analogamente, podemos integrar a funcao de Wigner em ¢. Neste caso, temos

—igk

1 k k. —igk
/dqfw(q,p) = %/dpdldp— §\p\p+ §>6 R

Novamente, separando as integrais

[ datutan) = [t~ Slolp+ 5) (5 [ dae).
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notamos que o termo entre parenteses ¢ a funcao delta de Dirac, d(k), e assim

[ datutan) = [kt Slolp+ 5)o0k)

Utilizando, outra vez, a definicao da delta, tem-se

[ dafula.p) = wlolp).

que expressa a densidade de probabilidades para se encontrar uma particula com momento

entre p e p + dp.

E interessante notar que a integracdo em p revela uma densidade de probablidade
nas coordenadas e a integracao em ¢, uma densidade de probabilidade nos momenta. Mas,

além disso, podemos também integrar sobre todo o espaco de fase, ou seja,

1 ipz z Z
/fw(q,p)dqdp =5z /dqudpe m g — §|plq +3

Se for calculada a integral na variavel p, tem-se

).

ipz

z z 1 ipz
[ fula.pdadp = [ dzdata = Slpla+5) (5, [ dpe)

onde o termo entre parenteses é a funcao delta de Dirac. Com isso, temos

z

/fw(q,p)dqdp = /dqu<q— §|p|q+ 2>f5(~2)

[ datalolay = Tro = 1.

Ou seja, a funcao de Wigner é normalizada, o que expressa uma consisténcia com a
normalizacao da matriz densidade. Agora, se a integracao sobre o espaco de fase for
realizada em um produto de duas fungoes de Wigner referentes a dois estados distintos,
caracterizados por p; e py, encontraremos uma propriedade que diz respeito ao traco do

produto de duas matrizes de densidade. Dessa forma, usando a Eq. (2.5), segue que

: 1 \? i, 2 z z z
/dqdpfwl(q,p)fm(q,p) = <27Th> /dqdpdzlszeﬁ( 1+ 2)<q—§1|p1|q+§1>(q—52|pzlq+§2>-

A integracao em p revela-se uma delta de Dirac, §(z; +22), de forma que, apos integrarmos

em zo, teremos

21

2

21

Mo+ S lpsla = 3).

1 z
[ dadpfu, (@) fun(a:p) = 5= [ dadzfa = lla + :
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Fazendo a mudanca de variaveis

21

r_ o ~1 "_ ~1
r =q x Q+27

2

chegamos a

- 1
/ dqdp fu, (4, 0) fus (4, p) = 5T / d'dx" (x| p1|2") (2] po| ")

Utilizando a relacao de fechamento, temos

1
/ dqdp fu, (4, D) fus(q, ) = Py / dz" (x| p1pala”),

que pode ser escrito como

/ dqdp fu, (¢, p) fuwe (4, ) = %Tr(mpz)-

Ou seja, o traco do produto de dois operadores densidade pode ser determinado pelo
produto das funcoes de Wigner correspondentes a cada estado, integrado sobre todo o
espaco de fase. Se for considerado o estado puro, dado pela Eq. (2.2), associado ao fato

que Tr|u)(v| = (v|u), temos

[ dadp (. 0) sl ) = 5 )

Note que caso os estados sejam ortogonais, isto &, (11|t9) = 0, entdo

/dqdpfwl (q7p>fw2 (Q7p) = 0.

Portanto, apesar da integral no espago de fase ser nula, as funcoes f,, e f,, nao sao neces-
sariamente nulas, nos forcando a concluir que podem assumir valores negativos. Por esse
motivo a funcao de Wigner é conhecida como uma distribuicao de quasi-probabilidade, ja
que, quando integrada, pode ser interpretada como uma distribuicao de probabilidades,
como ja foi visto. A parte negativa da funcao de Wigner pode ser vista como um fator
de nao classicidade de um estado, pois para interpreta-la como uma distribuicao cléassica
de probabilidades seria necesséria sua nao-negatividade. Porém, isso s6 acontece com os
estados coerentes e com os estados de vicuo comprimido, pois possuem comportamento
analogo ao classico. Portanto, a negatividade da funcao de Wigner pode ser interpretada
como uma assinatura do nivel quantico do sistema. E possivel obter um indicador da néo

classicidade de um sistema através do volume da parte negativa da funcao de Wigner. O



20

dobro do volume da parte negativa pode ser escrito como [137]

1) = [ dadp{1fula.p)| = fulg.p)}.

Assim, 7(¢) corresponde a um indicador de negatividade para um estado [¢), que, utili-

zando o fato que a funcao de Wigner é normalizada, pode ser escrito como

n(y) = /dqdp!fw(q,p)\ -1 (2.9)

Note que, por defini¢do, n deve ser igual a zero para os estados coerentes e estados de

vacuo comprimido.

2.3 Quantizacao de Weyl

A quantizacao, de certa forma, é uma receita de como associar a um sistema
quantico, varidveis classicas de uma maneira razoavel e consistente. Desde a quantizacao
da energia eletromagnética a segunda quantizacao, um questionamento que pode ser feito
é:"por que a quantizacao é realmente necessaria e serd que existe um principio mais
profundo e fundamental a ela?". O fato é que a mecanica quantica é uma das teorias mais
bem sucedidas experimentalmente. Aparentemente a natureza é quantizada. Porém,
mesmo existindo varias formas de se quantizar um sistema, é imprescindivel que a teoria
quantica adotada descreva o sistema classico quando os efeitos quanticos puderem ser
ignorados, isto é, obedeca ao principio da correspondéncia. Um outro viés interessante
é que a descricao quantica de um fenémeno possui mais informacao que a classica, do

mesmo fendmeno. Ou seja alguns efeitos apenas se revelam quando o sistema é tratado

quanticamente.

A forma tradicional de quantizar um sistema classico é simplesmente promover
as variavéis classicas de um Hamiltoniano em seus respectivos operadores que obedecam
as regras de comutacao canodnica. Perceba que mesmo concordando muito bem com
dados experimentais e obedecendo ao principio da correspondéncia, essa teoria nao diz
muita coisa sobre os aspectos fundamentais da quantizacao. Essa quantizacao canodnica
é bastante util em algumas situagoes, quando nao ha ambiguidade na ordem em que
as variaveis aparecem no Hamiltoniano classico. Por exemplo, o oscilador harmonico é
facilmente quantizado promovendo as variaveis posi¢ao e momentum q e p a operadores

Q e P, de forma que [Q, P| = ih, isto é

2 2.2 2 22
P mweq P mwQ)
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Agora se a fungao que desejamos quantizar for ambigua, por exemplo, H(q,p) = qp,
a simples promocao nao fornece uma informacao coerente pois QP é diferente de PQ).
Nesses casos, normalmente é feita uma simetrizacao antes de realizar a quantizacao, isto
é

(gp + pq)

o=t
2

Além do problema da ambiguidade, outros aparecem quando, por exemplo, funcoes
nao-polinomiais precisam ser quantizadas. Dessa forma, outras técnicas de quantizacao
foram sendo construidas com o passar dos anos. Na década de 20, do século passado,
Weyl, a procura de uma formulacao alternativa da mecanica quantica, propés uma cor-
respondéncia entre funcoes de distribuicoes classicas no espaco de fase e operadores na
mecanica quantica, relacionando cada sistema classico (variedade simplética) a um sis-
tema quantico (espago de Hilbert) [138]. O produto estrela emerge naturalmente desse
método, sendo por esse motivo, também chamada de quantizacdao por deformacao. A
regra de quantizacao de Weyl consiste em associar um operador quantico V/\\}[ f] a uma

funcao no espaco de fase, seguindo o mapa VAV[f] f— f, definido por

WU = 1(@. P) = s [ dodrdadpfa. e @900 (210)

Essa regra é inversivel, pois

ipz

. z Z. iz
WAQ.P) = fla.p) = [ dela = SIF(@Q.P)la+3)e (2.11)
A Eq. (2.11) é conhecida como transformada de Weyl da fungao f(q,p).

Para provar que a quantizacao de Weyl é de fato inversivel, vamos substituir a
Eq. (2.10) na Eq. (2.11), de modo que,

fla,p) = / dz(q — ;!(271)2 / dodrdq/dp' f(q,p) @+ 4 C)eE
Reorganizando os termos, temos
_ b "do' F(d' . o) e ed+7P) 2 |pieQ+TP) GAVR =
f(@0) = (g [ dedodrdd ' f(d p')e (g = 1P+ D).
Através da relagao de Baker-Campbell-Hausdorff
e tB = eAeBe2l 4Bl (2.12)

encontramos,

. : : ihoT
61(0Q+TP) — ezaQerrPG T



22

uma vez que [@Q, P] = ih, o que nos leva a

zho‘r

—i(o T z o T 2\ ipz
F(gp)e TTETE (g = S| g + D)eh

flg,p) = 5

Como Q|q) = qlq) e ei“P]q> = |q¢ — ha), o bracket da equacdo acima fica dado por

Z, . - z
<q_ §|erez7’P’q+ ~

2> _ eio(q+§fh7') <q _ g’q + % — h7'> (213)

= TSy — hr).

Logo, temos

ihoT

F(d . p)e TP e

et 5—hT) e (4 — ht).

flg,p) = )2

A integracao em z nos fornece

1 . —d) it(p—n'
f(q,p) _ (27T)2/dadeq’dp’f(q',p’)ew(q Q)e (p p)f<q/7p/).

Podemos identificar as funcoes delta

6(q—q) /dae (a=4)

1 .
p=1) =5 / dre™ ),

de forma que, finalmente,

fla.p) = [ dgdfsiq —q)sp =) (d ) = F(ap).

Assim, nessa representacao, os operadores quanticos definidos no espaco de Hilbert sao
representados por fungoes no espaco de fase através da transformada de Weyl, dada pela
Eq. (2.11). Dessa forma, um operador A no espaco de Hilbert é representado, no espago

de fase por

awle.p) = [ ¥ la—|Alg+3)dz, (2.14)

ou, analogamente, na representacao dos momenta,

wulap) = [ Hp— 5 Alp+ Sk (2.15)

Nota-se, portanto que a funcao de Wigner nada mais ¢ que a transformada de Weyl do

operador matriz densidade, ou seja,

1

fw = %pwv

(2.16)
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onde
z

2>'

ips z
pwz/@w2<¢—§Mq+

Como uma das metas da mecanica quantica ¢ calcular valores esperados, precisa-
mos saber se essas funcoes estao de acordo com a estrutura padrao. Ou seja, é necessério

conferir se a relacao

(4) = (]AJ6) = [ dadpay(a,p)fula.p) = TroA (217)

¢ valida. Vamos, entdo, substituir as Eqs.(2.14) e (2.5) na integral acima.

Z/

2

A ipz/

Z/
I3 .
ye (q 2mm+

(A) = <271rh> /dqdpdzdz’e%z(q - %|A(Qap)|Q+ )-

Organizando os termos da seguinte maneira,

Z/

1 ip(z+2") z z Z'
(4) /dqdzdz ((m) /dpe " )(q 51A@ Plg+ 5 = Slela + ),

fica claro que a integracao em p é a funcao delta de Dirac. Assim, chega-se a
Z/

2

z

(4) = [ dad=d'(g— JAQ. P)la+ 5)la = Slola+

= [ dqd=lg—Z1A@ P)la+S) g+ Slela - 3).

)0(z+ 2")

Fazendo a mudanca de variavel, que possui jacobiano igual a 1

@Z(C]—§)
?=@+§%

tem-se
(4) = [ dgdz(alA(Q, P)2)zlola).

Utilizando a relacao de fechamento

[ a2z = 1,
chegamos a
[ da@lA@, P)pla) = TrpA = (4).

Portanto, as funcoes c-number sobre o espaco de fase que representam os operadores

quanticos no espaco de Hilbert sao compativeis com a teoria quantica padrao.

Algumas propriedades importantes surgem desse formalismo. Por exemplo,

se tivermos um operador independente de P, (A = A(Q)), entdo o seu reciproco na
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abordagem de Wigner também sera da mesma forma funcional, com a diferenca que os
operadores () serao substituidos pelas variaveis ¢. Isso pode ser facilmente visto se for

feita uma expansao de A(Q) em séries de @, ou seja,

A(Q) = A(0) +QA0) + L a'(0) + .

Substituindo esta expansao na Eq. (2.14), tem-se

2
aula.p) = [ dze®lg— 2140) + QA(0) + LA0) + g+ )

Porém, Qlq) = q|q), entao

ipz z Zz
Al / 2o A= Claa l
+A(0) «hefq+2x g+ 2)
wzq+ : e
zer = < Sla+5)+

Como (q — 5|qg + 5) = 6(2), apos o calculo da integral em z, chega-se a
2
au(q) = A(0) + gA'(0) + T A'(0) + .. = Alq).

Analogamente, se o operador for independente de @, isto ¢ A = A(P), entdo

ay(q,p) = A(p). Agora, basta expandir A(P) em séries de P,
A(P) = A(0) + PA'(0) + —A"(0) + ....

e substituir na Eq. (2.15), isto &,

/ P2 " k
R p——\A( )+PA(0)+§A 0)+...p+ =

w(q,D) /dke 2>.

Como, Plp) = p|p), entao

—igh k k
aw(q,p) = A(O)/dke Ro(p— 5‘10—1— 5)
—iq k
A / —igk K
+40) [ ke o+ Do - S+ 5)
cas (P57 kK
20 [are = T My by
+ ) dke™™ 91 < 2’]7‘1‘ 2> +

Utilizando a propriedade da delta 0(k) para calcular a integral em k, chega-se a

a,(p) = A(0) + pA’'(0) + Z;A”(O) + ... = A(p).
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Mas se o operador for independente tanto de (), quanto de P, isto é, for uma

constante, entao a fungao reciproca também o sera. Essa propriedade segue facilmente se
substituirmos A(Q, P) = ¢ na Eq. (2.14).

z

ipz zZ
aw(q,p) = /dze m(q— 5!C!(1+ 2>-

Como constantes nao atuam em kets e notando que (g — g\q + %) = §(z), chegamos a
ipz

ay(q,p) = c/dzeT5(z).

O que, apos a integracao em z, leva a
aw(q,p) = ¢ = A(q,p).

Vimos que a funcao de Wigner, quando integrada, resulta em probabilidades. E ja
que tal funcao exibe a mesma forma da transformada de Weyl dos operadores, podemos
explorar também a integracao dessas funcoes. Comecemos integrando a Eq. (2.14) sobre

todo o espaco de fase, ou seja,

ipz z z
/dqdpaw(q,p) = /dqdp/dzeg (a = 51AQ P)la + 3)-
Reorganizando os termos, podemos notar a funcao delta na forma integral, isto é,
ipz

/dqdpaw(q,p) = /dqd2<q - g!A(Q,P)Iqu §>(/dp67)-
Dessa maneira,

[ dadpauta,p) = [ dadzlg = SIAQ. Pla + 2)(2nh)s(2),
o que nos leva a

/dqdpaw(q,p) = ZWH/dQ(QIA(Q,P)Iw = 27hTrA.

Ou seja,
TrA = (27h)~! /dqdqaw(q,p).

Agora, se integrarmos a Eq. (2.14) em p, teremos

/dpaw(q,p) = /dp/dzei%z(q - gIA(Q,P)]q + %),

Reorganizando novamente os termos, identificamos a forma integral da delta de Dirac, de



26

maneira, que
z z ipz
[ dpauta.p) = [ dtg = J1AQ. P)la+ 3)( [ dpe).
Apos a integracao em p, tem-se

[ dvauta.p) = [ d=la— JJAQ P)la+ ) (2xh)o(2),

o que nos leva a
/dpaw(q,p) = 2rh{q|A(Q, P)|q)-

Por simetria, a integragdo da Eq. (2.15) em ¢ fica

—igk lf k:
/dqaw(q,p) = /dq/dke( e = S1AQ P+ 3).
Apo6s uma integracao anédloga a feita anteriormente, teremos
k k
[ daauta.p) = [ dk(p— SIAQ. P)lp+ 5) 2w (k).

logo,
[ daaula. p) = 2mh(plAQ. P)p)

O proximo passo serd estudar o produto de operadores na representacao de

Wigner, o qual ¢ fundamental na descricao de dinamica de um sistema.

2.4 O produto de Weyl-Wigner (produto estrela)

Para estudarmos o produto de estrela, vamos retomar a regra de quantizagao de
Weyl, dada pela Eq. (2.10),

WIf] = (@, P) = (271T)2 / dodrdgdpf (g, p)ei (@ 0+T(P=p),

Podemos reorganizar essa equacao de modo que

1 1 ‘ 4
_ —i(ocq+7p) i(cQ+T1P)
FQ,P) = /dUdT (2ﬂ/dqdpf(q,p)€ )e :

de tal forma que o termo entre parénteses corresponde a transformada de Fourier da

funcao f(q,p), dada por

1 .
flor) = / dqdpf (g, p)e”"79tTP).
T
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Logo, a quantizacao de Weyl pode ser escrita na forma

£(Q, P) / dodr f(o,7)el @),

Sejam duas fungoes, no espago de fase, a(q, p) e b(q, p), que, através do mapa de Weyl sdo

escritas por
1 ‘
A(Q, P) = Q—/dadTﬁ(a, 7)e!eQtTP)
T

1 ~ ,
B(Q,P) = or /dO’dTb(o" T)GZ(UQ-HP).

O produto das fun¢oes operacionais fica dado por

1 ~ ' o
A(Q, P)B(Q, P) = (2 ‘a(0, 7)b(o", 7)eleQTT) ile QT P).

Para resolver a parte que contém os operadores, é necessario usar a relacao de Baker-
Campbell-Hausdorff, dada pela Eq.(2.12), isto é,

H(0Q+TP) Lilo'Q+T'P) _ Lil(o+0 )Q+(47)P) ik (o' —07")

Logo,

‘a(o, T)b(o", 7)o NQHTHTIP) g (om0 ),

AQ.PIBQ.P) =

Introduzindo a mudanca de variaveis

segue que

A(Q, P)B(Q, P) = / dodrdo’dr'a(c — o, 7 — 7')b(o’, 7')e 2 (T HERTP),

(2m)?

Fazendo a identificagao
C(Q,P) = A(Q,P)B(Q, P),

com

c(Q,P) /dadrc 0, 7)ele+TF)

temos, para o nosso caso,

1 I
C@.P) = o / dodre(a,7)e!TeHTh),
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Entao, temos

1 i I =
c(o,7) = Py /do'dT'a(E — o', 7 —1)b(o, 7")67&(" 7T,
T
Tomando a transformada inversa de Fourier de ¢(7,7), ficamos com
1 o
(g, p) = — / dodre(e,7)e' @),
2m

e, entao

e h 1= =1\ (FyLT
b(OJ, 7'/)6 5 (o'T—oT )67,(Uq+‘rp)‘

1
c(q,p) = e /dﬁd?da'dT'ﬁ(E -0, 7—17)

Fazendo a mudanca de variaveis, novamente,

og=0+0
e
T=1+7,
segue que
c(q,p) = (271T>2 | / dodrdo’dr'@(o, 7)b(co’, 7' )e2 @70 gilloro ) ar (4 )p.
ou

1 " . iR , 1 B - ,
clasp) = (5 [ dodri(o,m)ecrm ) o ([ doldrblo’, 7))
27T 27T
Note que a exponencial fora dos parénteses pode ser reescrita da seguinte forma
: e
(0"7'—0'7") — e%(ﬁqap—gpaq%

ik
e2

e os termos entre parentes sao as transformadas de Fourier das fungoes a(q,p) e b(q,p).

Assim,
c(q,p) = a(qm)e%(b—q@)_gg;)b(q,p),
ou
c(a,p) = alg, p)e’* bg, p),
onde

= =
Azﬁqu_ﬁpaq
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é o operador bidiferencial de Poisson. Finalmente, podemos definir o produto de Weyl ou

produto estrela na forma
iRA
c(¢,p) = alg,p)e 2 b(q,p) = alq,p) * b(q,p).
Assim, o produto de dois operadores no espaco de Hilbert é deformado via um produto de
Weyl-Wigner no espaco de fase, motivo pelo qual esse procedimento também é conhecido

como quantizacao por deformacao.

2.5 Propriedades do produto de Weyl-Wigner

O produto estrela ¢ uma das ferramentas matemaéticas mais importantes para
a descricao de Wigner da mecanica quantica. Em toda equagao dinamica envolvendo a
funcao de Wigner estard o produto estrela envolvido. Além do que o produto estrela
é peca-chave para a definicao do operador estrela, que serd explorado na construcao de

representacoes unitarias de uma mecanica quantica simplética.

Na intencao de facilitar a visualizacao de algumas situacoes, vamos reescrever o
produto estrela de algumas formas diferentes, porém equivalentes, que se reduzem uma

na outra. O produto estrela, entre duas fung¢oes f(q,p) e g(q,p) é definido por
i —)_ =
f(ap) * 9(q,p) = f(g,p)e' O, gpa‘?”g(q,p)' (2.18)

Ao invés de indicar as funcoes a serem diferenciadas por setas, pode-se rotular as variaveis

com uma linha indicando qual funcao sera diferenciada, ou seja

: ﬁ ! — !
fla,p)xg(g,p) = lim 2% %% f(g p)g(d,p).

q'—=q,p'—=p
A exponencial pode ser expandida numa série de poténcias
6[%(8(1813’_81’%’)] = Z 1 (Zh) (8q8p/ — 8,,8(1/)”,

n \ 2

n=0

assim como o termo (0,0, — 0,0,)", através do bindomio de Newton, isto é,

(6(1812’ - apaq’)n = i (_1)m ( ! ) [aqap/}n_m[apaq’]m-

m=0 m
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Dessa forma, chegamos a uma forma operacionalmente ttil de escrever o produto estrela,

fa,p) * g(q.p) = Z

|
nOn

m=0

)" Zn: ( TZ ) 1070, [(g.: ][9]0, " g(q,p)]. (2.19)

Essas reescritas do produto estrela viabilizam o estudo de suas propriedades, as

quais serao muito tteis nos desenvolvimentos posteriores.
Propriedade 1 Se um dos fatores for uma constante, o produto estrela trivializa-se.

Isto é,
c* f(q,p) = f(q,p) *c = cf(q.p). (2.20)

Com ¢ € C. Tal propriedade é facilmente notada se utilizarmos a expansao em série para

o produto estrela.
= Lih & =9
e fla.p) = el + D (G757 + 5 0BT - 5+ 3 flap)

Os operadores diferenciais que atuam a esquerda se anularao, pois ¢ é uma constante,
restando apenas o primeiro termo. O mesmo acontece quando o produto estrela por ¢ for

efetuado pelo lado direito, isto & f(q,p) * c.
Propriedade 2 Definicao do operador estrela.

O produto estrela entre duas fungoes no espago de fase eleva uma delas a categoria

de operador,

fla.p)*g9(a,p) = flg+ ?@),p - ?y)g(q )
= flg,p)*g(q;p) = f(g,p Zhﬁp, 5

2

Definindo a = 5; eb= 52, a Eq. (2.18) assume a forma

= f(q,p)e?" 0y - bﬁ

f(a,p) *g9(q,p) =

Como as exponenciais em questao geram translacoes, isto é €% f(z) = f(z + a), chega-se

a
th th
fla,p) x 9(g,p) = fla+ Fa,p— 5b)g(a.p);
e, finalmente, substituindo a e b, temos
1h— 1h =
fla.p)*xgla,p) = fla+ 5. p— - 0p)9(q,p)



31

Consequentemente, podemos definir o operador estrela como sendo

-~

fla,p) = flq,p) x.

Propriedade 3 Associatividade.

Sejam f, g e h funcdes no espaco de fase. Entao,

(f(q,p) *g(q,p)) * h(q,p) = f(q,p) * (9(q,p) * h(q,p)). (2.21)

Pela propriedade anterior,

(f(g,p) > g(q;p)) x h(g,p) = {fla+ gha_p),p - ?@))g(qm)}h(q - Zlgp,p + Z;E)
e também,
f(g:p) x (9(q,p) * h(q,p)) = flqg+ ZL@),JJ - @@){g(q,p)h(q - ZL by D+ Zﬁ)}-

Como os operadores diferenciais envolvidos aqui sao associativos, pode-se concluir que o

produto estrela também sera.

Propriedade 4 Nao-comutatividade.

O produto estrela nao é comutativo, ou seja

f(a,p) xg(q,p) # 9(q,p) * f(q,p).

O que temos, de fato é

ih A —ihA

fg,p)e 2 g(q,p) = g(q,p)e 2 f(q,p), (2.22)

que pode ser visto no exemplo,

ih ih
qxp=(q+ Eap)p: qa+ —,

2
e

ik ih

prxq=(p— T%)Q—pq— o

Este ¢ um resultado basico em geometrias nao-comutativas e um ingrediente fundamental
da mecanica quantica. Observe que esses operadores obedecem a relacao de incerteza de

Heisenberg.
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Propriedade 5 A conjugacao complexa.

A conjugacgao complexa inverte a ordem do produto estrela, da mesma forma que

ocorre com o conjugado complexo de dois operadores usuais.

(fxg)' =g« fI. (2.23)

Se tomarmos o complexo conjugado da Eq. (2.19), teremos

(Farppala.p))! = 3 (31" 3 (-1 ( " ) 0705 14 PO O )]}

(2.24)
onde o fator (—1)" vem da conjugagdo complexa da parte imaginéria (%)” Esse fator

pode ser agregado ao bindémio

(—1)”(8q8p/ - 8p8q/)" = (apaq’ - 8q8p/)" = i (_1)m ( ! ) [8paq’]n_m[aqap’]m-

m=0 m

Portanto, ao aplicarmos esses operadores acima em um produto de duas fun¢oes no espaco

de fase, f(¢,p)g(d’ 1), teremos

n

(040 — 0,09)" f(a,P)g(d, 1) = >_ (=)™ ( Z ) 9505 (g, 97" 95 ™ 9(q, p)],

m=0

(=1)"(0,0y — 0p04)" f(q,p)g(d', 1) = Zn: (=™ ( Z ) 0,70, 9(q, p)][07" )™ f(a, p)].

m=0

Comparando essas duas tltimas equagoes, conclui-se que

(—1)" S (~1)m ( m” ) orma £ (g, p)] [0 g(q, p)]

= Zn_:(—l)m ( TZ ) 0,0, 9(q,p)][0," 0™ f(a,p)]- (2.25)

) 070, 9" (q, PO O™ (g, p)]}

n=0
= gJr *fT.

Propriedade 6 A forma integral do produto estrela
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Assim como feito com a Eq. (2.19), existe uma outra forma ttil de representar o

produto estrela, que pode ser feito através de integrais. Para isso, uma fungao f(q,

espaco de fase pode ser escrita por

fla,p) = /dq’dp’f(q’,p’)5(Q’ —q)d(p" — p).

As funcoes deltas de Dirac, na forma integral, sao escritas como

1 —iu(q’—q)
5(q'—q):ﬁ/e o du,

1 —iv(p' —p)
5(p’—p):%/e o dv.

O que, substituindo na Eq. (2.26), nos leva a

1 L ,
fla.p) = (53)° / dudvdd dp' (¢, p)e ™ W@ —P)rul@=a)],
™

p) no

(2.26)

(2.27)

(2.28)

J& foi visto que o produto estrela entre duas funcoes eleva uma delas & categoria de

operador, portanto

fla.p) *g(q,p) = fla+ ZL@,IJ - ?@)g(q,p)
1
=

2rh

As exponenciais atuando sobre a func¢ao g(q, p) geram translagoes, ou seja

)? / dudvdq'dp f(q,p')e ™ 0@ P =0l (39=59) (g ).

vy _u v u
e\2073%g(q,p) = glg + 5.0 — 3)-
2 9
Entao,
Ry 11 £ e T 0@ —p)+u(d’ —q)] v u
fla,p)*9(q,p) = (%) /dudvdq dp'f(d,p')e™ g(qg+ 3P 5)-

Se fizermos a mudanca de varidveis, que tem jacobiano igual a 4,

" v —
"=q+5 ¢ p=p-

obtemos o resultado

1 —2i "_ /_ I /I
f(q)p) *g(q’p) = (ﬁ)z/4dq”dp”dq/dp,f(q/’p/)e = [(¢"—q) (0 —p)+(p—p")(q Q)]g(q”’p”).
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De onde segue que

1 =27 r_ v/ (o
fla.p) * g(a.p) = (—)* / dq'dq"dp'dp” f(¢,p')ew P ~a+P (@ = 4p"@=d)l g (g 4y,
(2.29)

Essa é a forma integral do produto estrela.
Propriedade 7 A Integral do produto estrela no Espaco de Fase

Se integrarmos o produto estrela entre duas fungoes no espaco de fase, representado

pela Eq. (2.29), teremos
1 —2i / " 1Al /! /
/f*gdqdp = (771)2/dqdq/dq”dpdp/dpﬂf(q/7p/)g(q’/,p”)eT (== el
™

Reorganizando os termos, podemos escrever

—21 —2i

]. / 1 1/ ! ! 1
/ f * gdadp = (—)* / dqdq'dq"dpdp'dp” f(q',p')g(q", p")e W0 —0Fp" (a=d)l [ FEpla =a")],
v

Fazendo uso da forma integral da funcao delta de Dirac, é possivel reconhecer que

1 —ip(¢'—q"")

1 —2ip(¢’—q"”
ﬁ/dpe%) = h/dpef =0d(q" = ¢").

"~ 2nh
Logo,

—21

1 1o 1" /
/f *gdqdp — 7h / dqdqldq,/dp,dp/,f(q/,p/>g(q”,p”)e = [p (q —q)+p (q—q )]5(q/ . q/l).
v

Integrando em dq’, temos

—2i[p’ (¢ —) +p" (¢—d")]
3

1
/ f x gdgdp = — / dqdq"dp'dp” f(q",p')g(qd", p")e
Rearranjando os termos, podemos escrever que

—2i[q"" (p'—p"")]
R

1
/ f* gdqdp = = / dgdq"dp’dp” f(¢",p")g(d",p")e (" =),

e finalmente, integrando em dp’, ficamos com

/ F(g,p) * 9(q, p)dadp = / dq"dp”" f(¢",p")g(d", p").

Como as varidveis sao mudas, podemos trocar ¢” por ¢ e p” por p, conduzindo a

/f(q,p)*g(q,p)dqdp = /dqdpf(q,p)g(q,p)-

Conclui-se, portanto, que o produto estrela se trivializa ao ser integrado no espaco
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de fase. Porém, essa propriedade é coerente apenas se houver convergéncia da integral.

Para isso, é necessario que as funcoes f(q,p) e g(g,p) se anulem no infinito (—oo e +00).

2.6 Evolucao Temporal da Funcao de Wigner

Um formalismo completo da mecanica quantica supoe o conhecimento de uma
funcao que caracterize o estado fisico, de uma expressao que permita calcular os valores
esperados de observaveis e de uma expressao que forneca a evolugao temporal desse estado.
Por enquanto, ja temos os dois primeiros. Nos falta a evolugao temporal. Essa equacao,
por construcao, também deve expressar a evolucao de um operador na representacao de
Wigner. O mapeamento utilizado até aqui foi da forma Q, : A — a,(q,p). De maneira
que

Qu(A) = (2rn) " [ dze (g - Z|Alg+ ).

Ou seja, o mapeamento que leva um operador, definido no espaco de Hilbert H, a uma

funcao no espaco de fase I' é conduzido através do operador €2, dado por
Q, = (27?7’1)’1/6126%((1 — E|.\q + E).
2 2
Vamos aplica-lo a equagao de Liouville - von Neumman, dada pela Eq. (2.4), o que nos
leva a

zh { 27h)~ /dze n(q— f|,0|q+ )} = (2rh)~ /dzezgz (q— —|Hp|q+ 2)

f>'

(2 h—/d Blg— ZipH
(2 ze'F (g 2!0 |q+2

Entao, ficamos com

mafw(q,p, t)

ot :Hw(qvpat>*fw(q7pat>_fw<qap7 )*H (q b, )

O lado direito dessa expressao é conhecido como paréntese de Moyal,{a, b}y = axb—bx*a,

que conduz a

O fw(q,p,t)
ot

Fica evidente que essa equacao dinamica é muito parecida com a equacao de Liouville-von

ih ={Hy, fu}u- (2.30)
Neumman habitual, notando que o estado do sistema é descrito pela funcao de Wigner e

o comutador foi substituido pelo paréntese de Moyal.

hA —thA
. . I RA A 4
Agora, se lembrarmos que e’> —e™2 = 2isin("*), o paréntese de Moyal podera
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ser reescrito na forma

{a(q; p), b(q, p) }w = 2ialq, p) Sin@@@) — 0,0,)1b(¢, p)- (2.31)

hA

O operador sin(%>) pode ser expandido em série de poténcias,

. hA RA 1 RA 5 1 RA

sm(2 )= 5 —3!(2) —1—5!(2) + ...,

0 que nos leva a um interessante resultado, pois, ao tomarmos o limite em que h — 0, a
evolucao temporal terd a forma

Ofw(q,p,t) = =
T - fw(ﬁqﬁp - ﬁpaq)Hwa

isto é
df, O0H,O0f, O0H,Of,

Fica claro, portanto, que a funcao de Wigner, nesse limite, obedece a equacao de Liouville

classica, com H,, no lugar da funcao Hamiltoniana, o que induz a

0H, . 0H, .
— 6q =p e 78]0 =4q. (2-33)

Entao, o formalismo de Wigner recupera as equagoes canonicas da mecanica cléssica [139],
quando tomamos o limite classico, o que mostra que esse formalismo é compativel com
o principio da correspondéncia, fortalecendo a importancia da descricao de Wigner na
mecanica quantica no estudo do limite classico e no desenvolvimento de métodos semi-
classicos. Este resultado é o que justifica o tipo de transformada de Fourier utilizada na

definicao da funcao de Wigner, dada pelas Egs. (2.5) e (2.6).

O estudo apresentado sobre o método de Wigner, até o momento, foi baseado
na descricao de Schrédinger da mecanica quantica, ou seja, considerando que apenas 0s
estados (e ndo os operadores) evoluem com o tempo. No entanto, é possivel desenvolver
um tratamento analogo em termos de operadores expressos na descricao de Heisenberg
(onde os operadores evoluem com o tempo, e os estados ficam estaticos), sem maiores

problemas [140].
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2.7 Equacao caracteristica envolvendo a Funcao de Wig-
ner

Assim como no formalismo usual da mecanica quantica, no qual existe uma equacao
de autovalores envolvendo operadores com seus respectivos autoestados, no formalismo
apresentado nesse trabalho deve existir uma equacao anédloga. A diferenca é que no lugar
de operadores, temos fungoes no espaco de fase com o produto estrela envolvido. Para
isso, basta que a funcdo de Wigner corresponda a uma autofun¢do do Hamiltoniano. Ou

seja, para a equacao de autovalores no formalismo usual,

H(Q, P)i(q) = E¥(q), (2.34)

é interessante a existéncia da equacao estrela

Hy(q,p) * fu(q,p) = Efu(q,p), (2.35)

j& que a proposta é construir um formalismo que descreva a teoria quantica em sua

completude. Aqui, £ é um autovalor do Hamiltoniano H,(q, p)* .

Para testar a validade da Eq. (2.35) vamos escrever o Hamiltoniano como

H@Q.P) =5 +V(Q)

e supor que f,(q,p) seja a fungdo de Wigner correspondente a autofuncao v (q) de
H(Q, P), isto é, H(Q, P)1(q) = E¢(q). A funcao de Wigner, como vimos, é dada por

1 ipz
fuola.p) = 5= [ dzeFola+ Spota—2).

Através da Propriedade 2, o produto estrela entre H(q,p) e f(q,p) pode ser escrito por

H(q,p) * f(q,p) = H(q,p— Z;i@q)f(q,p + ig%)-

Portanto,

hO, ipz
Hula,p)* fula ) = 5 [[dz [0~ "o+ V(g = DleFolta+ 2pla— 2,

o que leva a

—h? Og\2 2y i z z
o (0: — 5) +Vig— 5)]6 Vg + 5)1/1(61 - 5)-

Hy(q,p) * fuwlq,p) = Zih/dz[
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Os operadores diferenciais nesta equacdo, quando aplicados a ¥, se anulam, pois,

f)zo,

z 1.
*)—§¢T(Q+ 5

Oy z, 1.
(0. = Dyla+2) = 5910+

2

onde o ponto sobre ¢ indica a derivada com respeito ao argumento. Assim, a Eq. (2.35)

fica dada por
—h? 19) z z z

[%(82 - 5(1)2 + V(g — 5)]1/1(9 - 5) = EY(q — 5)-

Com isso, finalmente temos,

Hola.)* fulap) = Bl [deeF0l(a+ D)ota = 2} = Blulap), (230

logo,
Hy(q,p) * fulq,p) = Efu(q,p)-

Se a fungao de Wigner, f,(q,p), corresponde a uma autofun¢ao do Hamiltoniano, entao

satisfara a equacao estrela de autovalor.

Uma das dificuldades em se trabalhar com esse formalismo reside em resolver a
evolucao temporal da fungao de Wigner, dada pela Eq. (2.30), em fun¢do do operador
bidiferencial, além da implementacao de teorias de calibre e estudos generalizados para
efeitos de superposicao de estados. Porém, tal funcao fornece um formalismo alterna-
tivo ao da mecanica quantica para a fungao de onda na representagao de Schrodinger e
Heisenberg, sendo capaz de identificar importantes propriedades estatisticas de sistemas
quanticos, além de fornecer uma base de comparacao com a mecanica classica. Motivacoes
que levam a procurar novos métodos para aborda-la, como o uso de funcoes de onda no

espaco de fase de modo a se compatibilizar com a simetria de calibre.

No proximo capitulo, serao definidos alguns operadores estrela para construirmos
uma representagao unitaria do grupo de Galilei. Isto permite a construcao de uma meca-
nica quantica compativel com o formalismo de Wigner, empregando a nocao de funcgoes

de onda (quasi-distribui¢oes) no espago de fase.
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3 Rewvisao: Mecdnica Qudntica
Simplética

Conforme visto no Capitulo 2, no formalismo de Wigner cada operador, represen-
tado por A, definido em um espaco de Hilbert #, é associado a uma funcdo a,(q,p), no
espago de fase I'. Esta associagdo consiste em uma aplicagdo Q, : A — a,(q,p) de tal
forma que o produto de operadores em H fica definido em I' através do produto estrela,
ou produto de Moyal. Assim, para dois operadores temos Q,, : AB — a,(q,p) * bw(q, ).
Tal formalismo é vantajoso, por exemplo, no sentido em que estabelece conexoes com a
mecanica classica, ja que os resultados classicos sao obtidos quando tomamos o limite

simbolico A — 0.

Porém, o estudo de estados quanticos torna-se limitado, pois o formalismo de
Wigner nao permite a introducao de fases, impossibilitando a construcao de teorias de ca-
libre. Teorias de perturbacao representam outra dificuldade, ja que nao aparecem efeitos
de superposicao na funcao de Wigner. Uma forma de contornar esses problemas seria a
obtencao de uma funcao de onda no espaco de fase que esteja relacionada com a funcao de
Wigner, além de sua evolugao temporal, isto €, uma equacao de Schrodinger no espaco de
fase. Torres e Vegas [119,120] propuseram uma fungao desse tipo, porém carecia de uma
interpretacao fisica consistente. Apesar dos operadores posicao e momentum propostos
respeitarem a relagao de Heisenberg, a projecao da fungao de onda foi realizada em uma
base que nao expandia todo o espago. Tal interpretagao foi alcangada [126] utilizando a
nocao de uma estrutura simplética aliada ao produto estrela, de tal forma que represen-
tacoes unitarias do grupo de Galilei foram estudadas culminando na obtencao da equacgao
de Schrodinger no espago de fase. Essa abordagem permite um novo procedimento para
encontrar a funcao de Wigner sem o uso da intrincada equacao de Lioville-von Neumman,
ponto de partida original do método de Wigner. Essa representacao foi extendida para
o caso relativistico [141], onde, utilizando simetrias do grupo de Poincaré, foram obtidas
as equacoes de Klein-Gordon e Dirac no espago de fase. Uma revisao dessa representacao

usando a algebra de Lie pode ser encontrada na referéncia [142]. Rencentemente, esse for-
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malismo foi adotado nos estudos do 4tomo de Hidrogénio submetido a uma interacao do
tipo Henon-Heiles [143| e da nao-classicidade no espaco de fase [144]. Na referéncia [135],
operadores no espaco de Hilbert Hr, construido a partir de funcoes complexas definidas
em [', munido com uma estrutura simplética, sao introduzidos através de mapeamen-
tos unitarios do grupo de Galilei com o auxilio do produto estrela. Dessa forma, foram
construidos operadores que representam observaveis fisicos como a posi¢ao, o momentum
linear, o momentum angular e a energia, essa uUltima expressa pelo Hamiltoniano. Nessa
representacao, foram deduzidas fungoes que obecem a equacao de Schrodinger em Hr,
cujas variaveis carregam conteido de posicao e momentum linear. Essas func¢oes, deno-
tadas por ¥(q,p), representam quasi-amplitudes no espaco de fase e se associam com a
fungao de Wigner através do produto estrela f,(q,p) = ¥(q,p) *x ¥'(g, p), obedecendo a
mesma equacao de autovalores. Dessa maneira, a equacao de Schrodinger no espaco de
fase representa um fundamental ponto de partida para a descricao de sistemas quanticos
no espaco de fase, totalmente compativel com o formalismo de Wigner. Nesse capitulo, re-
deduzimos a mecanica quantica simplética utilizando a nogao de grupo unitario seguindo
um procedimento, portanto, diferente do modo usual, que emprega a algebra de Lie. Ele-
mentos preliminares se encontram na referéncia [135]. Como um resultado de interesse,

deduzimos aqui a funcao de Green da equacao de Schrodinger no espaco de fase.

3.1 Amplitudes e operadores no espaco de fase Hr

A geometria simplética é o modo formal de se estudar a evolugdo de sistemas
mecanicos conservativos, descritos pelas equacoes de Hamilton, dadas por

dt  Op;. dt  0g’

onde H = H(g;, p;) ¢ a fungao Hamiltoniana do sistema. O espaco R = {(¢; = q1,¢2,@3)}
de possiveis posicoes de uma particula é chamado de espaco de configuracoes. J& o espaco
R = N3 x N = {(¢s,p:) = (q1,q,a3, p1, P2, p3)}, constituido de posigdes e momentos,
¢ conhecido como espaco de fase. Nesse contexto, a partir do espaco euclidiano R** com
vetores definidos por x = (x1,29,23) € y = (y1,Y2,y3) € possivel construir uma varie-
dade simplética dada por I' = 2 x 2, de tal forma que, nesse espaco I', um vetor w;
fica especificado por w; = (wy,ws,...,ws). Sem perder a generalidade, podemos fazer a
associagao

w1 =q, W2=¢g2, W3=4gs (3-1)
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Wy =Dp1, Ws=DpP2, Ws=P3. (3.2)

Vamos, entao, equipar o espago I' com a estrutura simplética

0O 0 0100
0O 0 0010
0O 0 O00©O01
77ab = )
-1 0 0000
0O -1 0 000
0O 0 -1 00 0

ou, de forma mais compacta,

0 I
Nab = 5
S N

onde I é a matriz identidade 3 x 3. Essa métrica induz o parénteses de Poisson de duas

fungoes em T, f(w) e g(w) [145]

6 5. af dg . 0f g  Of Og
{f.g}= ;::11;2::1 Ow, Owy “~ 0q; Op;  Op; 0q;’
ou
of 0o
(.0} = g5 = nad. g

abaiwaaiwb = Tab
O espaco I', assim equipado, é denominado espaco simplético e sua aplicacao mais di-
fundida é no espago de fase da mecanica classica. Nesse caso, as variaveis ¢; e p; sao,
respectivamente, as coordenadas generalizadas e os momenta canonicamente conjugados,

como veremos adiante.

O espago de Hilbert Hr associado ao espaco de fase I' é construido através de um
conjunto de fungoes de quadrado integravél em T, Hr = (é(q, p),¥(q,p), - - .), de forma

que, em uma dimensao,
/eﬁ(q,p)w(q,p)dqdp < oo,

tendo como caso particular ¢(q,p) = ¥(q,p), o que leva a

/|¢(q,p>lqudp =1

Assim, nesse espaco vetorial complexo com um nimero infinito de dimensées, cada estado
fisico de um sistema é representado por um vetor de estado, chamado de ket e denotado
por [¢). Assumiremos que [¢)) contém informagcao completa acerca do estado fisico, ana-

logamente ao formalismo usual da mecéanica quantica [146-149|, porém aqui, os vetores
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de estado pertencem ao espaco de fase Hr.
O conjunto completo |g, p) gera uma base no espaco de Hilbert Hr de tal forma

que ¢ e p sao um conjunto de autovalores, satisfazendo

Qlg,p) = qla,p)

Plq,p) = plg,p),
em que,
(¢ p'lg,p) =0(¢" =)o —p),

valendo a relagao de fechamento

/@@MM@M=I

Assim, ¢(q,p) é a projecao do estado ¢ no espaco de Hilbert Hr gerado pela base |q, p),
isto é

¢(q,p) = (a,pl®)-

Mapeamentos unitarios, U(«), em Hr sdo introduzidos naturalmente através do

produto estrela, na forma

U(a) = e,
onde _ _
aza@mﬂzammkgaa’aa”zA@+éﬁ%p—g%)

Assim, podemos escrever para as fungoes ¢ e p (vetores euclidianos tridimensionais),

R ih

Gi = ¢i*x = q; + Eapi (3.3)
e

N ih

Uma interpretacao fisica desses operadores é possivel através das relacoes de
Heisenberg e do grupo de Galilei. Note que esses operadores satisfazem as relagoes de
comutacao

@i, p;] = ihoy;.
Classicamente, uma transformacao de Galilei é feita quando hé necessidade de comparar

resultados obtidos por observadores situados em diferentes referenciais inerciais. Sua
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forma mais geral possivel é dada por
q; = Rqi + vit + a;,

t'=t+r, (3.5)

p; = pi + mu,
onde R é uma matriz ortogonal 3 x 3 e representa uma rotacao espacial; a; ¢ um vetor em
3, representando uma translacio espacial; 7 é um escalar e representa uma translacao
temporal; m, a massa da particula; e v;, a velocidade relativa entre os dois referenciais.
As Egs. (3.5) definem a estrutura do grupo de Galilei, que é composto pelos sub-grupos
das translacoes temporais, das tranlacoes espaciais, da transformacao pura de Galilei e

das rotacoes. A transformacao pura de Galilei, também conhecida como boost, é realizada

fazendo R =1, a =0 e 7 = 0. Ou seja, em uma dimensao,

¢ =q+ut,
=t
e
p = p+ mo.
Na mecanica quantica, a transformacao pura de Galilei é definida através do
operador

onde m e t representam os parametros massa e tempo, respectivamente. No espaco de
fase Hr, encontramos o operador boost substituindo as Eqgs. (3.3) e (3.4),
~ 1h

Aplicando a transformacao via boost nos operadores ¢ e p, temos

z'v-/k\A LV/k\ —~
e hgeh =q;tul
e
iv»/l:/\ iv»/l: e
e hopje h = Dpj+muvy,
onde foi usada a relacao de Baker-Hausdorff
o0
e*Be " = 3 "[A, Bl,, (3.7)

n=0
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onde
[A,Blo=B, [AB=I[AB],.. [AB,=[AA Bl,1], n=>2

Esses resultados, associados as relagoes de comutacao, mostram que ¢ e p sao 0s ope-
radores fisicos posicdo e momentum, respectivamente. Note que os operadores ) e P
nao representam observaveis fisicos, pois [@Q, P] = 0, mas se transformam como posi¢ao e

momentum, de acordo com

St )

e~ i 206t = 20 + vtl

e_i”%QPew% = 2P 4+ mvl

Dessa forma, mesmo nao podendo ser interpretados como posicao e momentum, as varia-
veis {¢;, p;} carregam informacao de posi¢do e momentum, respectivamente. Portanto, a
base |q;, p;) pode ser usada para construir um referencial no espaco de Hilbert com con-
teado de espaco de fase, com as variaveis {¢;, p;} representando as coordenadas posi¢ao
e momentum da variedade simplética. Além disso, o operador boost, dado pela Eq. (3.6)

obedece as relagoes de comutacgao

o~

Essas relacoes sugerem uma &algebra de Galilei-Lie.

Assim como na mecanica classica, aqui o gerador de rotacoes é associado ao
momentum angular L;. Classicamente, é definido como o produto vetorial entre o vetor

posicio @ e o vetor momento linear 7,

T=7xT.

Assim, vamos introduzir o operador momento angular, em Hr, da seguinte maneira

li = €ijkq;Dr;
onde €;;; é o simbolo de Levi-Civita. Substituindo as Eqgs. (3.3) e (3.4) temos o corres-
pondente operador estrela
ih n?

g
li = li‘k = €jkqjPk — EEijkq]'apk + EGijkpkaqj + Zaqjapk. <310>
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Note, ainda, que

o~

[1:, 9] = iheijipi. (3.12)

E importante ressaltar que rotacoes em torno de diferentes eixos ndo comutam, pois

Por isso o grupo de rotacoes em trés dimensoes é chamado de nao-abeliano, ao contrério

do grupo das translagbes, ja que [p;, p;] = 0.

3.2 Equacao de Schrodinger em Hr

Um estado fisico especifico de um sistema quantico sujeito a mudancas em relacao
ao parametro tempo pode ser representado em Hr por [1(t)). Ao projetarmos esse vetor
de estado, [¢(t)), na base {|q;, p;)}, encontramos uma funcao das variaveis ¢;, p; e t. Isto
é

(G5, pilY (1)) = ¥(qi, pis t).
Como ¢ e p nao representam autovalores dos operadores posi¢ao e momentum, mas sim
coordenadas da variedade simplética, [1(q;, p;;t)) ndo pode ser interpretada como uma
funcao de onda com o mesmo conteudo entendido na mecanica quantica usual. A evolucao

temporal do estado 1(q, p,t) é dada pelo operador unitario U(t,ty), de forma que

Y(q,p;it) = Ult, to)Y(q, p;to),

onde,

e, assim como na mecanica classica, aqui, h corresponde ao Hamiltoniano do sistema
e gerador da evolugao temporal dos estados. No caso de uma partiula em um campo

externo, o Hamiltoniano é dado por

2 2 2 , .
Do D n° ., ihp th

= — = — — —0 - — \%4 —0,). 14

2m + V() 2m 8maq Qmaq Vit 2 %) (3.14)

h

Para ty = 0, temos
_ith
(g, pit) = e " (q,p). (3.15)
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Derivando essa equacao em relagao ao tempo,

ihdp)(q, p;t) = hap(q, p;t) = hx (g, p; ). (3.16)
Substiuindo a Eq. (3.14) na Eq. (3.16), encontramos, para uma dimensao,

, 2 p? ih ih
ihou(q, p;t) = (2% - %C‘%z - ﬁaq)t/)(q,p; t)+Vig+ gap)@b(q,p; t), (3.17)

que é a equacao de Schrodinger representada no espaco de fase.

As relagoes de comutacao dadas pelas Eqgs. (3.8), (3.9), (3.11), (3.12) e (3.13)
sugerem que tais operadores satisfacam a dlgebra de Galilei-Lie. Adicionando o operador
h a essa lista, temos a unido do grupo das translacoes T'(3) com o das rotagoes SO(3),
formando, portanto, o grupo de Galilei, como era esperado. Essa representacao satisfaz

as seguintes relagoes

[z\l’p\]] = Zhez]kﬁka
[k, k7] =0,
[k, p] = ihmdi;1,

[k, h] = ihp’,

7', 7] =0,
7', k] =0,
[I',h] = 0.

Esse resultado foi amplamente discutido e demonstrados na referéncias [140,141].

3.3 Associacao com a Funcao de Wigner

O formalismo de Wigner, apesar de ser vantajoso, possui algumas dificuldades,
como ja frisamos. Por exemplo, encontrar a funcao de Wigner que descreve um determi-
nado estado quantico que se altera com o tempo esbarra na dificuldade em encontrar a
solugdo da intrincada equacao de evolugao temporal dada pela Eq. (2.30), em virtude dos
operadores bidiferenciais. Outro problema reside na obtencao de teorias de calibre que,

na mecanica quantica, é realizada através da introducao de fases nas fungoes de onda; e
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a funcao de Wigner nao possui fase. A necessidade de um espago vetorial torna-se um
problema para estudar teorias de perturbacao através do formalismo de Wigner, além de
nao aparecerem efeitos de superposicio. Nas referéncias [119,120] tentou-se a construgao
de amplitudes no espaco de fase com o objetivo de contornar esses problemas. Porém, tal
tentativa carecia de uma interpretacao fisica consistente. No presente trabalho, construi-
mos funcgoes de ondas no espago de fase, com o intuito de associa-las a funcao de Wigner
de maneira que os resultados fisicos sejam obtidos consistentemente. Se considerarmos

uma funcao f(q,p) definida por [126]

fla,pit) = (g, pit) x ¥ (g, p; t), (3.18)

poderemos identifica-la como a funcao de Wigner, caso as propriedades apresentadas no

Capitulo 2 sejam satisfeitas.

Primeiro, tomemos a Eq. (3.16) e seu conjugado hermitiano

ihd(q,p;t) = h(q,p) * ¥(q,p; ) (3.19)

—ihdp(q,pit)" = ¥' (g, p; t) * h(q,p). (3.20)

Multiplicando-se a Eq. (3.19) a direita por x'(q,p;t), a Eq. (3.20) a esquerda por

(g, p;t)* e, em seguida subtrair as equagoes, chegamos a

ihd((q, p; ) x0T (q, ;1)) = h(q, p)* (¥ (q, p; t) %1 (g, p; 1)) — (W (g, p; ) *¥T (g, p; ) xh(q, p).

Utilizando a relacao proposta pela Eq. (3.18) temos

ihd; f(q, p;t) = hq, p) * f(q,p;t) — f(q, p;t) x h(q,p),

e, portanto,
ihd: f(q,p;t) = {h(q,p), f(q,p;t)}u,

que é a equacao que descreve a evolugao temporal da funcao de Wigner, cujo limite classico

obedece a equacao de Liouville.

Foi visto que a funcao de Wigner é normalizada no Capitulo 2. Este fato também

é verificado na fun¢ao f(q,p), dada pela Eq. (3.18), isto é,

/dqdpf(q,p) = /dqdp@/)(q,p)*W(q,p) = /clqciplw(q,p)l2 =1,

motivo pelo qual nos leva a interpretar (¢, p) como uma quasi-amplitude de probabili-
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dades.

O valor esperado de um observéavel é definido como a média dos valores possi-
veis, ponderados pelas respectivas probabilidades de ocorréncias. O valor médio para o

observavel ¢, em um estado |¢), por exemplo, é dado por

(@) = (Wlglv) = /dqdpdq’dp’wq,p><q,p!§|q’,p’><q’,p’!w>~

Utilizando a Eq. (3.3), vemos que
~ ./ / Zh ! / / /
(g, pldld,p") = (¢ + 53p)(q,p\q P = qu(a,p)o(q—¢)o(p—p'),
onde q,(q,p) = q(q,p)* e, portanto,

_ / dqdp¥’ (g, p)qw (g, p)1 (g, p).

As propriedades do produto estrela nos permite escrever essa média da seguinte forma

= /dqdpqw(q,p)(¢(q,p)*W(q,p)) = /dqdpqw(q,p)f(q,p),

que é outra propriedade da funcao de Wigner. Note que

= /dqdpqw(q,p)(@b(q,p)*W(q,p)) = /dqu(q,p)U(Q),

onde
/dp V(q,p) * ¥ (g, p)) /dpfqp

representa a densidade de probabilidade associada a medida do observavel ¢, na posicao
q, reproduzindo uma das propriedades da funcao de Wigner. Analogamente, o valor

esperado do operador p serd dado por

= [ dadpp.(a.p)((.p) < V' (0.p) = [ dapula.p)o(p),
em que py(q,p) = p(q, p)*. Entao,
/dq v(g,p) x¥' (4. p)) /dqfqp

corresponde a densidade de probabilidade associada a medida do operador p com momen-
tum p. Em geral, o valor esperado de um operador estrela qualquer a(q,p) = a(q,p)x é

dado por

(a(q,p)) = /dqdpaw(q,p)(w(qm)*W(q,p)) = /dqdpaw(qm)f(q?p)' (3.21)
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Além disso, sabe-se que a funcao de Wigner é real, como garante a Eq. (3.18), pois

()T = (N () = v yf,
isto &,
fla,p) = f(q,p).

Assim, podemos concluir que a fun¢do f(q,p) é a funcao de Wigner. Portanto, temos que
fula; pit) = (g, p; ) x ' (g, ps t). (3.22)

Por ultimo, podemos escrever uma equacao de autovalores para o Hamiltoniano,
em Hr,
h(g,p) x¥(q,p) = E¢(q.p), (3.23)

e multiplicar & direita por x¢'(q, p), encontrando

h(q,p) * fu(q,p) = Efu(q,p).

Isso mostra que ¥ (q, p) e fu(q, p) satisfazem a mesma equacao de autovalor. Portanto, fun-
¢oes de Wigner podem ser encontradas quando procuramos por solugoes reais de (g, p).
Conclui-se, dessa forma, que o produto dado pela Eq. (3.22) promove um outro forma-
lismo para a mecanica quantica, com uma interpretacao fisica consistente, adicionando
ferramentas matemaéticas necessarias para resolver problemas com teorias de calibre, pois
fases podem ser introduzidas na solugao de 1 ou efeitos de interferéncia, ja que podemos

ter solucoes do tipo ¥ = ¢1 + ¢po.

3.4 Teorema de Ehrenfest

O valor médio de um operador estrela é calculado pela Eq. (3.21) e, para o

operador posicao ¢ é expresso por

@ = [ dadpi(v(a.p) = ¥'(q.p)).

Se derivarmos o valor médio da posicao em relacao ao tempo, lembrando que ¢ é inde-

pendente do tempo, e usarmos a Eq. (3.16), temos

o) = - [ dadpld, Bl . (3.24)
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Analogamente, para o operador momentum p, temos
R 1 -
0up) = — [ dadplp, By . (3.25)

Vamos considerar um Hamiltoniano do tipo i = % + V(q) aliado ao fato que [146]

) =il
pr(@) - -inZ 2,

as Eqs.(3.24) e (3.25) ficam na forma

. 1 N
ou(q) = -~ / dqdppf, = ~—=,

resultado conhecido como segunda lei de Newton, indicando que os resultados classicos
sao obtidos quando considerarmos a constante de Planck suficientemente pequena, isto é
h — 0 [150].

3.5 A Funcao de Green em Hp

De um modo geral, a funcao de Green representa uma resposta de um sistema
fisico a uma fonte pontual. Nesse contexto, podemos estudar, por exemplo, interacoes no
espaco de fase. A equacao de Schrédinger independente do tempo, no espaco de fase é
dada por

~2
() + V(@0 (0 pi) = E (i),

que pode ser escrita na forma

(E - Qm)w(%pi) = V(@)¢(Qi7pi)'

Usando o método da Funcao de Green, podemos escrever
)
Di

E—
( 2m

VG (@i, 45, i, P;) = 0(qi — ¢;)0(pi — D)), (3.26)

de modo que, em uma dimensao, temos

E-Dyvan = [¢depE-ocadrrV@vd)  620)
om q,p qga’p om q,9,p,P q q,p .
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~

- / d’q'd*p'6(q — ¢")o(p — p")V(d)(d, D)
= V(q)¥(q,p)-

Podemos utilizar a transformada de Fourier apenas nas coordenadas ¢, j4 que p é apenas

um parametro. Dessa forma, seja

, 1 ~ ik(g—q")
Glad-p0) = oy | RGO p)e™T (3.28)
Substituindo a Eq. (3.28) na Eq. (3.26), ficamos com
ﬁz 1 37 PRLICEYS) ’ ,
(£ — 2m)(27rh)3/2/d kG(k,p,p)e " =d(qg—q)o(p—p),
em que,
, 1 / 3 ik(g—q’)
—q¢)=———= | &’k :
o(q —4q') ok e 7
Além disso,
. ih
p=Dp an
¢ 2 2 2
. 7
o W ey
2m  2m  8m 2m
Assim,

2 2 : ,
D n° ., ihp 1 /3 ~  ikla—d") 1 /3 ,
E—|\——-——0——0,| | =5 | ’kG(k o= ——— [ d’kd(p—
(5= (3~ 5%~ 2) ) o [ 0000 ety ] CROWRE

(£ 0 (2) ()=

Logo, : )
= 1 dp—p
G(k,pp) = ; (3.29)
i) (= 7 = &5 = &)
Finalmente, substituindo a Eq. (3.29) na Eq. (3.28), temos
ik(a—q")
1 g, O(p—pe w

que representa a funcao de Green no espaco de fase Hr.

No proximo capitulo, o formalismo até aqui construido serd aplicado ao oscilador

amortecido e a um sistema de osciladores acoplados.

ik(g—q")

h
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4 Oscilador Amortecido e
Osciladores Acoplados com
dissipacao

Neste capitulo apresentaremos a aplicacao do formalismo descrito no capitulo
anterior para dois sistemas envolvendo dissipacao. O primeiro representa um oscilador
harmonico simples com um termo de amortecimento e o segundo, uma aproximacao da
interacao entre dois elétrons através da forca elastica de Hooke. Tais resultados foram

publicados na referéncia [151].

4.1 Oscilador Amortecido

Uma primeira tentativa de estudar os efeitos da dissipacao quantica é comecar pelo
oscilador harmonico e introduzir um termo associado ao amortecimento. O Hamiltoniano

desse tipo de sistema, em uma dimensao, pode ser escrito na forma [152,153]

—~ 1 mw? A
H— 72 052 _ Xioo | 55 4.1
5D T 2(qp+pCJ), (4.1)

onde A corresponde & frequéncia de amortecimento, m é a massa da particula e wy, a

freqiiencia natural de oscilagao. Usando os operadores dados nas Eqgs. (3.3) e (3.4),

R 1h

q:q+58p
e

. 1h

p=pr—-50%,

a Eq. (4.1) se torna

2

Lfa . o mwg (5 h”
H = m(p — thpd, — (9q>+ q +th0p—10p
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A , , n?
-3 2qp — ihq0y + thpo, + ?8(]8]0 :

Aplicando este Hamiltoniano & equacgdo de autovalores f-ﬁ/J(q,p) = E¢(q,p), em que

podemos fazer a decomposicao

Y(q,p) = ¥r(q,p) +ivr(q, p),

obtemos, para a parte real

» g
2m 2

1
(5502 +muid) vnla.p) = 0
(4.2)

2 K2
— Agp — E) ¢R(Q>p)_78qapwl%(q’p)_§

(mwg fiq

h Y) bY)
g, - Wy TQaq - 2pap> V1(q,p) = Evi(q, p), (4.3)

2m

para a imagindaria. Introduzindo a nova variavel

P mwig
2m 2

— Agp,

as derivadas ficam dadas por

0y = (mwyq — Ap):.
02 = mwg0. + (mwiq — Ap)*02,

p
ap = (E - AQ)azv

p

1
0p = —0.+ (2 = )"

0,0, = =0, + (% — \q)(mwig — A\p)oZ2.

Substituindo essas derivadas na Eq. (4.3), temos

¢I(Q7p) = 0.

A substituigao na Eq. (4.2) nos leva a

h2w? h2w?

Tz@?@b(z) + T@@/J(z) +(z—E)(z) =0,

onde
w=/wi — A\ (4.4)

Adotando
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temos
az0*(2) + ad. () — (z — E)Y(z) = 0.

Vamos propor uma solucao do tipo

U(z) = e Vag(z),

com derivadas

O(2) = — = Vag(z) + ¢ Vag/(2)

Ja

1 2 __Z . Z
82 — o Va I by GvA
(2) = e Vig(z) N (2) +evag'(2),
onde ¢'(z) = 0.9(z) e ¢"(2) = 9?g(z). Dessa forma, chegamos a

<§ - \}a> 9(2) + <1 — 3%) 9'(2) +24"(2) = 0.

Tomando uma nova mudanca de variaveis

de modo que

2
0, =—=0
va’
e
4
2 _ F92
0 56y,
chegamos a seguinte expressao
¥029(y) + (1= 9)0y90) + (50 — = ) gly) = 0 (4.5)
Y Y 2va 2 ' '

A solucao da Eq. (4.5) é dada pela fungao de Kummer (fungao hipergeométrica confluente)

na forma

w(z) :F(zia_;;h\?/za).

Uma condigao da funcao hipergeométrica confluente é tal que

E 1

NP

onde n € Z. Esta relacao nos da
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Usando a Eq. (4.4), o autovalor E fica dado por

Ef:mmg—v<n+;). (4.6)

Note que esse resultado é idéntico ao espectro de energia do oscilador harmonico simples,

caso A = 0.

A solugao da Eq. (4.5) poder ser escrita em termos dos polinémios de Laguerre,

dados por
2

d m
Assim, m = 0 e a solugdo ndo-normalizada para 1(z) fica na forma
2z 4Z
:-wﬁ<). 4.8
v(e) =B (2 (4.

A solucao dependente do tempo é calculada através da relacao

U(z,t) = e mlap(2).

A partir da Eq. (4.8), é possivel calcular as fungoes de Wigner através da relagao f,(q,p) =
¥ % ¥, Porém, quando os efeitos da dissipacao se sobrepoe ao sistema, isto ¢, quando
A > wp, a Eq. (4.8) nao produz fungoes de Wigner fisicamente consistentes. Isto nos mostra
que as solugoes aqui encontradas nao sao as mais gerais possiveis. O comportamento da
fungdo de Wigner estacionaria para A = 0,1 é mostrado nas Figuras (1) - (4) e para
A = 0,9 é mostrado nas Figuras (5) - (8). Para fins praticos, adotamos h = wy = m =1

na construcao dos graficos.
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Figura 1: Fungao de Wigner, n =0, A = Figura 2: Funcao de Wigner, n =1, A =
0,1 0,1

A medida da nao classicidade dos estados quanticos é definida pelo volume da

parte negativa da funcdo de Wigner, que pode ser interpretada como uma assinatura da
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Figura 3: Fungao de Wigner, n =5, A = Figura 4: Funcao de Wigner, n = 10,
0,1 A=0,1

Figura 5: Funcao de Wigner, n =0, A = Figura 6: Fungao de Wigner, n =1, A =
0,9 0,9

Figura 7: Fungao de Wigner, n =5, A = Figura 8: Funcao de Wigner, n = 10,
0,9 A=0,9

interferéncia quantica. Assim, o indicador de nao classicidade (negatividade) nos permite
distinguir os estados com comportamento mais proximo do classico (o estado coerente,
por exemplo), daqueles que possuem efeitos quanticos mais acentuados. Esse indicador é
dado por [137]
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n@) = [ [fula.)| = fula p)ldadp (49)
= //Ifw(q,p)ldqdp—l.

Este indicador representa o dobro do volume da parte negativa integrada. As Tabelas 1 e
2 abaixo apresentam o calculo numérico para esse indicador para o oscilador amortecido.

Nota-se que o paramétro 7(¢)) depende de A, conforme esperado.

n(), A =09
0

0.4261226344263795
0.7289892587057898
0.9766730799293403
1.1913424288065964
1.3834384856692004
1.5588521972493026
1.7212933835545317
1.873265816082318
2.016572434609475

O || | || B~ | W NN |~ Oo|3

Tabela 1. O indicador de nao classicidade em funcao da ordem n da funcao de Wigner,

para A =0,9.

n(), A=0.1
0

0.5367235498765983

0.8298745655538895

0.9957478374530056

1.21045749693345208
1.45987546307934771
1.62345098621689579
1.77980374568037570
1.95688276504037623
2.13987564392078583

Ol NI ||k WD =IO S

Tabela2. O indicador de nao classicidade em funcao da ordem n da funcao de Wigner,

para A =0, 1.
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A Figura (9) mostra a dependéncia do indicador de nao classicidade n(1) e a ordem n
da funcao de Wigner para o oscilador amortecido, para A = 0,9. Note que, apesar do
epectro de energia se aproximar do comportamento continuo quando n aumenta, quanto

mais excitado é o sistema, maior é o valor do indicador de nao classicidade.

M(y) N ¢

Figura 9: O indicador de nao classicidade versus nimero quantico para o oscilador amor-
tecidon <25, A =0,9

4.2 Sistema de Osciladores com dissipacao via acopla-
mento

Para anéalises praticas, é interessante notar que a combinacao de dois osciladores
quanticos amortecidos pode descrever um atomo de dois elétrons. Nesse caso, a equacao
de Schrédinger nao possui solucao exata. Os resultados obtidos para esses sistemas sao
baseados em métodos aproximativos ou formalismos variacionais. Contudo, devido & se-
melhanca entre a funcao de onda gaussiana do oscilador hamonico esfericamente simétrico
e o primeiro estado do 4tomo de hidrogénio, alguns modelos sao usados para estudar as
solucoes da equacao de Schrodinger para o &tomo de Hélio. Isso é feito trocando a inte-
racao coulombiana pelo potencial do oscilador harmoénico. Em particular, no trabalho de
Kestner [154,155], a interacao elétron-nicleo foi substituida pelo potencial do oscilador
harménico, mas a interacao elétron-elétron permaneceu coulombiana. Dessa maneira, foi

mostrado que os valores das energias obtidas eram muito proximas dos dados experimen-
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tais. Um sistema com dois osciladores pode ser usado como uma aproximacao para o
estudo do atomo de Hélio, substituindo a interacao Coulombiana por forcas elasticas de
Hooke, incluindo a interagao elétron-elétron [154-156]. Nessa se¢do, usaremos a equa-
cao de Schrodinger no espago de fase para obter a funcao de Wigner para um sistema
de osciladores com dissipacao. O Hamiltoniano classico desse tipo de sistema ¢é escrito
como [156]

T D

1 A
H= 21%1 + % + 57’)%02(17% + 1‘%) - Z(xl - x2)2; (410)

onde os indices 1 e 2 identificam os osciladores e A é um pequeno parametro de dissipacao.

Utilizando as novas varidveis

I1+ZE2
u = s

&

Ty — T2
vo= ,

%

i~

1

Pu = \/5

P1 — D2

2

Py =

&

a Eq. (4.10) pode ser escrita na forma

2 1 2 1
H=2u 4 S+ 2oy —0?(mw?® — \).

C2m 2 2m 2
Introduzindo o parametro adimensional £ = ﬁ, temos
21 2 1—
H = 2])—;1 + imw2u2 + 2%1 + ( 5 5)mw%z. (4.11)

E conveniente separar o Hamiltoniano em duas parte, H = H,, + H,, onde

2
1—

H, = Py + ( OmwQUQ.

2m 2

A equacao de Schrodinger independente do tempo, no espago de fase é dada por

H * wnunv (U, U7pu7pv) = Ewnunu (u7 U7pu7pv)' (412)

Para resolver essa equacao, fazemos a separagao de variaveis
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¢nunv (U, Uapuapv) = Pn, (uapu)Xnv (Uapv>7

E=E,+E, (4.13)

Dessa forma, a equacao de autovalores, no espaco de fase, para u fica na forma

Hy, Py, (u7pu) = Euspnu (u7pu)’

ou seja,
2 1
(Z:;: + 2mw2u2*> On, = Eyon,, (4.14)
onde os operadores ux e p,x sao definidos de acordo com a Eq. (3.3) e Eq. (3.4), isto é
ih 0
* = T 4.15
w—u o (4.15)
e
ih 0
k= Py — 22 416
Pux =Pu— 55 (4.16)
Podemos, agora, introduzir os operadores
mw l
S B 41
ux 2h (u*+mwp *> (4.17)
e .
te— 7Y < __r > 4.18
al x o \Ux——pux ), (4.18)

satisfazendo as relacoes

[a,*, aL*] =1,

Ay, * ©n X (;Dnu—h

.I_
Ay, * P X P41,

onde n, = 0,1,2,.... Dessa forma, o Hamiltoniano dado pela Eq. (4.14) pode ser escrito
na forma
1
Hx = hw(al*au*—i—i). (4.19)

Aplicando o operador destruicao ao estado fundamental teremos

Ay, * QDO(UHPU) = 07
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isto é,

mw )
% (U * +Wpu*) @O(u>pu) = Oa (420)

a b
900(uypu> = <10(() )(U>(p(() )<pu>

onde

Utilizando os operadores dados na Eq. (4.15) e Eq. (4.16) e separando a parte real e

imagindaria da equacgao, teremos

h a
<u+ au) w0’ =0,
2mw

com solucao dada por

mw, 2

ol (u) = A=),

onde A é uma constante de normalizacao, e

Pu D
< + 28pu> 80(()b) = 07

mw
cuja solucao é

Spéb) (pu) = Ae(fﬁpi) .

Portanto,
o(u, py) = Ae~ (5 T b)) (4.21)

De maneira analoga, podemos obter a solucao para y. Primeiro, escrevemos a

equacao de autovalores

Hv * Xy (prv> = EvXnv (Uapv>7

isto é,

2m 2

(s 058

mw2v2*> Xny (Uapv) = EvXnv (Uapv)a (422)

onde os operadores v* e p,x sao dados por

10
Uk =0+ 225% (4.23)
e
ith 0
=Py — ——. 4.24
P =P 5y (4.24)

Introduzindo os operadores

mw(21h—§) (U * +Mpv*> (4.25)

Apx =
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alx = mw(th—g) <v* —Mpv*> , (4.26)

que também satisfazem as relagoes
[ayx, alx] = 1,

Qy * Xny, X Xny—1,
aT * XX
v Xn'u Xnv+17

onde n, = 0,1,2,.... Assim, o Hamiltoniano da Eq. (4.22) pode ser escrito na forma

(1-g)'

Hyx = hw(al * a, * + 5

). (4.27)
Aplicando o operador destruicao ao estado fundamental nos leva a

ay * Xo(v, py) = 0,

77%‘)(2171_5) (U * +Mpv*> XO(Uapv) = 0. <428)

Fazendo

a b
Xo(v, po) = X4 (0)xy

e substituindo os operadores dados na Eq. (4.23) e na Eq. (4.24), a parte real da Eq. (4.28)
fica dada por

h
A
2mw(l —¢)2

com solucao

mw(1-6)/2 5

A Ae( " ) (4.29)
J& a parte imaginaria fica
Pv h ®)
— 4+ =0 =0,
(mw(l — &z 2 p”) Xo
cuja solucao é
1

P = Ae(’nmwu—al“”%). (4.30)

Portanto, a solu¢io da equagao de Schrodinger dada pela Eq. (4.12) é

Do (U, U, Pu, po) = Ae R HA=OV20%]) o (- Tz i +(1-6) 725} (4.31)
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Utilizando a condicao de normalizacao

/dudvdpudpv%(u,v,pu,pv) * U (U, 0, P, py) = 1,

encontramos

2

A= —.

mh

Finalmente, temos
2
S Y S
Yoo (U Vs Puy Pu) = 2 -mepa (- e b ] (4.32)

7h

Para obter as fun¢oes de onda para estados mais altos, basta usar a relagao

Vnny (Us U, Puy Po) = (GL*)”“ (ai*)nu¢00 (U, ¥, Pu, Po)-
A funcao de Wigner é encontrada através de

S5 (W, 0, pus o) = Yy (U0, Dus o) % h o, (1,0, Py p)- (4.33)

Em particular, para n, = n, = 0, temos
2 mw (I1+I2)2
00 _ —mw (21102)
FON @y, 9, p1,p2) = (ﬂ-)e B
mw (71— )2
o~ FE(1—g)t /2

1 (p1+p2)?
2

X e mwh

2
% e_mllm(l_g)ﬂm(m 2102) .

Os autovalores do operador H,, dado pela Eq. (4.19) sdo

1
E, = hw(n, + 5)
E, para H,, Eq. (4.27), os autovalores sdo
1 — 1/2
Ev = hw(n@ + <2§))

Portanto, através das Eqs. (4.12) e (4.13), a energia do estado fundamental é dada por

By = (14 (1= '),

Para £ < 1, temos que
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EOO = h(.d(l — i),

que é consistente com os procedimentos padroes.

Esses resultados sao interessantes, pois podemos comparar o sistema de osciladores
com &atomos do tipo Hélio. Portanto, ao calcular a funcao de Wigner analiticamente
para atomos desse tipo, abrem-se novas possibilidades para analisar o emaranhamento
quantico, ja que uma das aplicacoes da funcao de Wigner reside na computacao quantica.
Através da Eq. (4.33) é possivel construir os graficos para a fun¢ao de Wigner de estados
mais energéticos, mostrados nas Figuras (10) - (13), onde adotamos m = w = h = 1,
ro =pp = 0e& =0,9. A Figura (10) corresponde a funcao de Wigner para o estado
fundamental do sistema apresentando um pico centrado na origem. Conforme a energia
do sistema aumenta, aumenta também o ntimero de picos para a funcao de Wigner. Em

nenhum dos casos calculados a fungao de Wigner apresentou valores negativos.

0.4+

o
-
=
=
-

S,

0010

0.0057

:,l V

;‘,l}
i
4‘,;"1‘

o
i

1)
3
1

|

o

Figura 10: Funcao de Wigner, n, = Figura 11: Fungao de Wigner, n, =
n,=0e&=0,9 1,n,=0e&=0,9

No préximo capitulo resolveremos o problema de um sistema composto por
dois osciladores em que um deles representa a oscilacao a ser estudada e o outro, o
acoplamento deste com um modo do reservatério que absorve energia do sistema, gerando

a dissipacao.
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Figura 12: Funcao de Wigner, n, = Figura 13: Funcao de Wigner, n, =
0O,n,=1eé&=0,9 IL,n,=1e&=0,9
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5 Hamiltoniano dual de Bateman

Em 1931, Bateman [14] apresentou um modelo puramente classico de um oscilador
harmonico amortecido. O Hamiltoniano independente do tempo descreve um oscilador
amortecido com o auxilio de um sistema complementar do tipo imagem espelhada. Assim,
a energia dissipada pelo oscilador que queremos estudar, é absorvida pelo outro oscilador,
que funciona como um modo acoplado do reservatorio. Dessa forma, a energia total do
sistema seria uma constante do movimento. Neste capitulo vamos adotar o processo de
quantizagao desse Hamiltoniano sistema-reservatorio apresentado por Feshbach e Tiko-
chinsky, em 1977 [13], e aplicar a teoria descrita no Capitulo 3 para encontrar as fungoes

de Wigner desse sistema.

5.1 Descricao do problema

A equagao de movimento classica para o oscilador harmoénico amortecido é dada
por

mi + i + kx =0, (5.1)

onde x corresponde a distancia em relacao a posicao de equilibrio, m é a massa do oscila-
dor, k é a constante elastica e 7y, a constante de amortecimento. Para implementar uma
quantizagao canonica para o sistema descrito pela Eq. (5.1), é necesséaria uma Lagrangiana

contendo uma variavel auxiliar y que pode ser escrita como

1
L =mzy+ iy(xy — 1y — kzy). (5.2)

A equacao para a varidvel y é encontrada através de

————x:mgj—’yy'—l—ky:O. (5.3)

A Eq. (5.3) representa a Eq. (5.1) invertida temporalmente, (7 — —v) de maneira que a os

valores de y aumentam a medida que a solucdo de x diminui. Assim, a variavel y representa
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um grau de liberdade efetivo, com os mesmos parametros, para o reservatorio térmico ao
qual o sistema dado pela Eq. (5.1) esta acoplado. Para construir o Hamiltoniano & maneira

usual, precisaremos dos momentos candnicos, dados por

oL o1

Pr = o =My =57y (5.4)
e
oL o1

Portanto, o Hamiltoniano procurado
H =p,&+py—L

¢ encontrado substituindo as Eq (5.4) e (5.5), resultando

1 Y v
H=—p, L — ap, k— —)\xy. 5.6
—Paby 5 (ypy — xpa) + ( 4m)$y (5.6)

Note que, como esperado, esse Hamiltoniano é independente do tempo.

A quantizacao canonica pode ser realizada através das relagoes de comutacao
[z, y] = 0 = [ps, py]

[, 0] = [y, py] = i
Entao, usando as Eq. (5.4) e (5.5), temos
[xay] - [ywr] - E
thry
2m?’

Definindo o conjunto de operadores criacao e destruicao

[l‘,y] =

com
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onde

e, ainda, fazendo as transformacoes

1 1
A=—(a+b B=—(a—-0V), 5.8
\/E(a ) e ﬂ(a ) (5-8)
obtemos o Hamiltoniano quantico
H = Hy, + Hy,
onde
Hy = hw(ATA — B'B) (5.9)
e
H, =ihl'(A'B' — AB), (5.10)
em que
r=__
2m

No limite v — 0, temos
H — hw(ATA — B'B),

onde w? = k/m. Nota-se que esse Hamiltoniano se transforma no oscilador nao amortecido
apenas se os estados v satisfazem Bvy = 0. Entdo, os estados gerados por BT representam
o ralo por onde a energia dissipada pelo oscilador quéantico amortecido flui. Isto é, o
oscilador B representa um modo do reservatério acoplado ao oscilador A. Substituindo as
Egs. (5.7) nas Egs. (5.8), temos

A= \}5 <\/§1hw <1m(px +py) — iwym(z + y)))

B= \}5 (ﬂlmu (\/1%(2% —py) — iwym(z — y))) :

Fazendo a mudanca de variaveis

Q= \}5(1‘ +9), = \}5(1’ —Y),
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1( +1py) 1( )
= =Wz € = =Wz — 5
P1 \/§p py P2 \/§p py

ficamos com

1 P1 .
A= - _
2w <\/ﬁ Z\/qu1>

= 73 (v

Vamos considerar, na proxima secao, o problema no espaco de fase.

5.2 Quantizacao em Hr

A quantizacao no espaco de fase é feita substituindo os operadores A e B por Ax

e Bx. Temos, entao, que

Ax = A = ! 2\/_wa>,

NES

~ 1 D
Alx = AT = (p_ + iv/m wch)
~ 1 ﬁ
Bx=B= — v/ mw )
2hw (\/ q2>
~ 1 D2 . .
Bix = Bf = — + v/ mw )
vV 2hw (Vm ©
onde
N ih
¢ix = q; = ¢; + iapi (5.11)
e
N 1h

em que i = 1,2. Dessa forma, os Hamiltonianos dados pelas Eqs. (5.9) e (5.10) ficam, no

espaco de fase,

H, =ihT(ATBt — AB),
satisfazendo

H=H,+ H,. (5.13)
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Para resolver a equagao de Schrédinger no espago de fase

Hi(q1, g2, 01, 02) = EY(q1, g2, p1, p2),

vamos prosseguir da seguinte maneira. Primeiro, note que H, corresponde & parte real de

H e, ﬁl, a parte imaginaria. De modo que podemos escrever
ﬁ == E{) + iﬁl,
em que H, fica definido por
M, — hT(A'B' — AB).
Como o operador Hé hermitiano, seus autovalores sao reais. Logo, fazendo a decompo-
sicao
(HO + ZHl)(wR + Zw]) == E(¢R + Z.wf)7

temos como uma solucao particular

Hyyr = Eg (5.14)

Hyy = 0. (5.15)
Como ﬁo corresponde & dois osciladores desacoplados, podemos fazer a separagao
Hy=Ha+ EB,

onde
f’I\A = FLCUA\TA\

EB = —hWBTB
Assim, definindo

Vr(q1, 92,01, 02) = Ga(q1, 01)P5(q2, D2),

temos

Hapalqr,p1) = Eadalq, p1) (5.16)
e

Hpé5(q2,p2) = Epdn(az, p2), (5.17)
com

E = E4+ Ep. (5.18)
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Substituindo as Eqs. (5.11) e (5.12) na Eq. (5.16), temos

2 2,2 2,2 2 ]
P h w*m mw<q h hw 1 n
(27% e R (h“’%apl 0 ) ) oalinp)
= Es0a(q1, 7).

Definindo ) )
b mwt o,
Ao T I
as derivadas ficam dadas por
021 0 m

= — = —0,
P op 0y om Y

2
1
a131 = ap (%am) = &82 + %8217

m2
821 0
aql - N — mW2QIaz1

67q1 821

92 = &h(@@zl) = mPw'qi02, + mw?.,.
m

Dessa forma, obtemos

hw
<Z1 —E4— 5 ad,, — CLZ13Z1> dalqr,p1) = Eadalqr,p1),

h2w?

onde a = **~. Propondo uma solugao do tipo

#1

Pa(qr,p1) = € Ve f(z1),

teremos as derivadas

Oda = —;a T f(a) eV () f ()

1 _ = 2 _z _z
831¢A - 56 \/Ef(zl) - %e \/af/(zl) te \/Ef”(zl)7

onde f'(z1) = 0., f(21) e ["(z1) = 82 f(z1). Dessa forma,

(’“ . }) o) + (1 _ ff) F(1) + 2" () = 0.

Fazendo a mudanca de variaveis

N =

‘[\D
S
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com
2
0., = ——0
1 \/a Y1
e
4
2 2
02 = =3,

chegamos a

2\/a 2

Comparando esse resultado com equacao geradora dos polinomios de Laguerre, dada pela

(EA tE 1) Fln) + (1 ) () + () = 0.

Eq. (4.7), concluimos que

m=20
e
E4+ hw 1
ny= ——=2 — —.
2\/a 2
Logo,
EA = hwnA,
e

_221 421
— ) (> ]
ba(z1) =e ® L, ~

Procedendo da mesma maneira para a Eq. (5.17) teremos

Ep = —hwnpg

_ 220 422
¢B(22> € B\ Ko
onde , ,
D mw
29 = -2 q;
2m 2

Entao a solucao nao normalizada para g fica dada por,

_2(21+29) 4z 4z
wR(21;Z2> € h na Fw npg oo

e a energia total do sistema é

E =hw(nag —ng).

Vamos, agora, substituir as Eqgs. (5.11) e (5.12) na Eq. (5.15). Dessa maneira,

2

. h
o’ ((Q1p2 + gap1) + Z(aqlapz + aqﬁm)) Yr(qr, p1, @2, p2)

T'h
+7(Q1aq2 + anql - plapz - pzapl)%((hupl, Q2:P2) = 0.
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Fazendo a mudanca de variaveis

U = q1p2 + q2p1,

com derivadas

w9 _ g

ou 0

5’7p287u = q10y,
_Oud _

ne 8q1 ou N

apl =

(9p2 =

o
2 gy Ou = P10,

chegamos a
wr(qu, 1, g2, p2) + bU&i¢I(Q1ap1, G2, p2) = 0,

que possui solugao dada por

SE

¢I(Q1>P1:Q2>p2) =eve,

2 . ~ ~ .
onde b = %. Assim, a solucdo nao normalizada para 1 fica

Y(21, 20, u) = e’wl‘/?m (Z;ij) LY (Z;Z:) +ien. (5.19)

A partir da Eq. (5.19) podemos obter os graficos da fun¢ao de Wigner independente

do tempo. Nas Figuras (14) - (17) é possivel ver o comportamento da fun¢ao de Wigner
para alguns estados do sistema de osciladores acoplados. Note que podemos interpretar
os estados em que ny = np como o estado de vacuo, ja que E = 0. A Figura (14)
corresponde a funcao de Wigner para o estado fundamental. Existe uma leve deformacgao
na base. Conforme o niimero quantico n4 aumenta, surgem sulcos assimétricos nos graficos
da funcao de Wigner. Entretanto, quando n4 = npg, os sulcos se tornam simétricos.
Todas as figuras apresentam uma parte ligeiramente negativa, inclusive para o estado
fundamental. Este fato nao fica evidente nas figuras por que a funcao de Wigner nao se

encontra normalizada. Para a construcao dos graficos, foi adotado h = w = m =1 e

G2 =p2 = 1.

No proximo capitulo estudaremos uma abordagem do oscilador harmoénico cons-

truido a partir de uma Lagrangiana complexa.



Figura 14: Funcao de Wigner, n4
np = 0

Figura 16: Funcao de Wigner, ny =

nB=O
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Figura 15: Funcao de Wigner, ny = 1,
np = 0

Figura 17: Funcao de Wigner, ny = 5,
np = 0



Figura 18: Funcao de Wigner, ny = 1,
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Figura 19: Funcao de Wigner, ny = 2,

Funcgao de Wigner, ny = 5,

Figura 21:

Figura 20: Funcao de Wigner,
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6 Hamiltoniano complexo de
Dekker

Dekker [12], em 1975, construiu um Hamiltoniano complexo para o oscilador
harmomico amortecido, no qual a parte imaginaria esta relacionada a dissipacao. Neste

capitulo estudaremos essse modelo no espaco de fase.

6.1 Descricao do problema

Para construir um Hamiltoniano complexo!, Dekker fatorou equacao tipica do

oscilador amortecido, de massa unitaria,
i+ Ai+ Q% =0, (6.1)

onde x € R, em duas equacbes com varidveis complexas

q+iwg+Ag=0 (6.2)
e
i —iwg" + Ag" = 0. (6.3)
Isso é possivel usando a definicao
q= 2w) Y?(& — iwx + \z). (6.4)

Ao substituir a Eq. (6.4) na Eq. (6.2), encontramos

i+ 207 + (A2 + w?)z =0,

IPor se tratar de um Hamiltoniano ndo hermitiano, seu espectro pode possuir autovalores complexos.
Assim, ndo podemos interpretd-los como energia do sistema, mas sim, autovalores do operador evolugao
temporal H.
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que é exatamente a Eq. (6.1), com A = 2)\ e Q? = A\ + w?. Tomando A = 0, a Eq. (6.1)
se reduz a um oscilador harmonico sem dissipacao e {2 = w. Assim, A é a constante de
amortecimento e (2 é a frequéncia natural do oscilador nao amortecido. Além disso, se

derivarmos e Eq. (6.2) em relagao ao tempo, teremos
i+ iwg +Aj =0
G+ (iw — NG +27 =0
e, da Eq. (6.2), ¢ = —(iw + \)q, chegamos a
G+ Aj+ Qg =0. (6.5)

Portanto, a partir da Eq. (6.5) podemos encontrar solugoes reais para x(t).

Uma consequéncia em se usar variaveis complexas é que a Lagrangiana do sistema

também pode ser complexa. A Eq (6.2) pode ser encontrada através da Lagrangiana

L= 5(6] qd—qd") — (w—1iN)q"q, (6.6)

tomando a derivada em relagao a ¢*, isto é,

d (0L oL . " iwd 4\ 0
—_— — = 1w = .
at \ag-) g AT

O complexo conjugado da Eq. (6.6) fica

!
2

L*=—=(qd" — ¢"q) — (w+iN)qq", (6.7)

e a Eq. (6.3) ¢é escrita através da derivada em relagao a ¢ da Eq. (6.7). Ou seja,

A (OLTN 0L e A — 0
dt \ 9q ag ¢ ¢ T =0

Note que para um sistema sem dissipa¢ao, A = 0, a Lagrangiana dada pela Eq. (6.6) é
real. Para incluir a dissipacao, uma parte imaginéria foi adicionada.
Os momentos canonicamente conjugados sao definidos através de

oL  iq*
pP=—=-

(6.8)

dq 2

p*. (6.9)
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O Hamiltoniano procurado é
H=pj+pq —L, (6.10)

com as equacoes de movimento dadas por

o0H . 0L 0q oL  0q*

op = Q+(P—%)%+(P—aq*)ap
= q
e
O _ () _9Lyo4 (. OL\OT 00L
g YT 8570 "V T a3 aq ot og
= —p

Substituindo a Eq. (6.6) no Hamiltoniano dado pela Eq. (6.10) e usando as Eqs. (6.8) e
(6.9), temos
H = (iw+ N)(¢"p" — pq) (6.11)

Note que esse Hamiltoniano nao é hermitiano, pois o conjugado da Eq. (6.10) é dado por
H*=p*¢" +pg—L".
Com o auxilio da Eq. (6.7), chegamos a
H* = (iw — A)(¢"p" — pa), (6.12)

que é o mesmo resultado caso toméassemos o conjugado da Eq. (6.11) diretamente. Usando

as Eqs. (6.8) e (6.9), chegamos a
H = —(iw+ A)(pg + qp).- (6.13)

Na proxima secao consideraremos o problema no espaco de fase.

6.2 Quantizacao em Hr

Neste trabalho, seguiremos um caminho de quantizacao diferente do proposto por
Dekker, pois estamos interessados na funcao de Wigner. A relagdo entre a coordenada

real e o momento p, é dada por

i’:pza
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de maneira que, através da Eq. (6.1), temos
Pe = —2\ps — Q2.

Utilizando as Eqs. (6.4), (6.8) e (6.9), podemos escrever os operadores ¢ e p em funcao

dos operadores T e P, na forma

G= (2w) Y2(p, — iwT + \T) (6.14)
© 1/2
o~
p= (“)2(1@ —WE+iAE), (6.15)
com

4, 7] = (2, ] = ih.
Elevando a Eq. (6.13) a categoria de operador

—~

H = —(iw+ N (P + qp),
e substituindo as Eqgs. (6.14) e (6.15), chegamos a

—~ 1 IA /. o 242
H= 3 (1 — w) (px + NPT + Zp,) + Q°Z ) . (6.16)

Note que, caso A = 0, o Hamiltoniano se reduz a um oscilador harménico nao dissipativo.

No espaco de fase, os operadores T e p, sao dados por

R
T=a+ %8}%
(S
ih
Ax — Pz 782
b b 9

Assim, a Eq. (6.16) fica na forma

— ixo p> ihp, n? ih\x
ihAp, 1) Q%2 ihQ%x RO,
—_— — - — . 1
Definindo a mudanca de variaveis
2 2,2
D O°x
="+ x )
z 9 + Axp, + 7

com derivadas

Or = (Aps + Q%)@Z,
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9% = Q%0 + (N*p2 + 2XQ0%xp, + V*2?)0?,
apz =Dzt )\xv
02 =0, + (P> + 2\ap + N?2?) 92,
050y, = N0. + (A\P* + Lzp, + Nap, + \QP2?)02,

a Eq. (6.17) fica dada por

7 A h2 2 2 hQ 2 2 2

Como 2% = \2 + w?, temos

. 2 2 2 2
i= (1-”) <z—hwaz—7w za§>. (6.18)

4 4

Como esse Hamiltoniano nao é hermitiano, nao podemos interpretar seus auto-
valores como energia mensuravel, mas sim como autovalores do operador de translagao

temporal. A equacgado de autovalores do operador H fica escrita na forma

Hep = e,

. 2 92 2 2
(1—“) <z—h“az—h” za§>¢=s¢.
w 4 4

logo,

Tomando o complexo conjugado da Eq. (6.18) e assumindo que a amplitude pode conter

partes imaginarias, podemos escrever

T_I\Tw* _ E*w*;

. 2 92 2, 2
<1+M> <z—h°" g, — v zaf)w*:e*w*.
w 4 4

Fazendo a decomposicao de € e 1) em

€ =¢er+ier

¢:¢R+i¢b

temos

. 2 92 2 2
(1 _ M) (Z _ h:’ 9. — h:’ z@ﬁ) (Vg +ir) = (eg + ier) (VR + i)
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. 2 9 2 2
(1 N M) (Z _ hi’ 9. - h:’ zag> (Vr — i) = (er — ie1) (tr — ithr).

Assim, chegamos ao conjunto de equagoes

h? 2 h? 2
(z — Z} 0, — :) Z&f) YR = ERYR,

h2 2 h2 2
A R 0, — d 202 | r = —epby,
w 4 4

h? 2 h2 2
(2 -t 0, — - z@?) Y1 = er¥r,

4 4
A h2w? h2w?
— (z - 0. — 1

Portanto, tanto a parte real quanto a imaginiria da amplitude obedecem as mesmas

Zﬁ?) Yr = —€1YR.

w

equacoes de autovalores. Reescrevendo a equacao

h2 2 h2 2
(z— Yo, - wzaf>¢R=€R¢R

4 4
na forma
(2 —er — ad, — az0*)hr = 0, (6.19)
onde foi feita a definicao
h2w?
a=—

Podemos propor uma solucao do tipo
Yr(2) = e *Vap(2). (6.20)
As derivadas da Eq. (6.20) sao

0.bn(2) = —} To(e) + e Vi (2)

1 i 1

O*pp(2) = ie‘z\/zgp(z) — —=e Vay'(2) — \/ae_z\/zgol(z) + e_z\/ggo”(z),

onde ¢'(2) = 0,¢(z) e ¢"(2) = 0?p(z). Substituindo na Eq. (6.19), ficamos com

z

20"(2) + (1 - 2Z> J(2) + (’53 _ 1) o(2) = 0. (6.21)
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Introduzindo a mudanca de variaveis

com derivadas dadas por

ST D)
e
5 = jaazay s
a Eq. (6.21) fica na forma
E€R 1

- 2) oy). (6.22)

yeo" (y) + (1 —y)¢'(y) + <

Comparando a Eq. (6.22) com os polinomios associados de Laguerre, dados por

d—2+( +1- )i+ L (z) =0
xde m xdx n| L, (r)=70,

concluimos que
m=20

e que

n

DN | —

- 2Va
Assim,

e =2v/aln + )

1
ep = hw(n + 5)

Em termos dos polinémios de Laguerre, as solucoes para a Eq. (6.20) sdo dadas por
bp = e 1 L0(2). (6.23)
Para a parte imaginaria da amplitude, dada pela equagao

w

A h2w? K202
(2’ — Z) 0, — :} zé)ﬁ) vy = —eny,

podemos fazer um procedimento analogo. Reescrevendo-a na forma

(z+ WT{_:I —ad, — az02)hp = 0, (6.24)



83

E proposta a mesma solucdo de v, de forma que
Gi(z) = eV ig(2). (6.25)

Seguindo os mesmos passos de ¥ g, chegamos a

Wer 1

" 1— "(y) — | — =+ = . 6.26
ye"(y) + (1 —y)¢'(y) <2A\/a + 2) e(y) (6.26)
Novamente, quando comparamos com os polinomios de Laguerre, concluimos que

m=20

WET 1

C2ana 2

Assim, encontramos

1
er = —h>\(n + 5)

Finalmente os autovalores do operador translagao temporal H , dado pela Eq. (6.18)

Sa0
1 , 1
e = hw(n + 5) —ihA(n + 5)

e hin+ ;)@; —iN). (6.27)

Note, novamente, que sem dissipacao, o autovalor pode ser interpretado fisicamente como
a energia de um oscilador harmonico. A solucao para 1 em termos dos polindémios de
Laguerre é dada por

(z) = e m Ly (2)(1 4 0).

A solucao completa, dependente do tempo é encontrada usando os autovalores

iet

U(z,t) =€ n(z).

Logo,

iet 2

U(z,t) =e me m L0(2)(141). (6.28)
Para o estado fundamental, onde n = 0 e L)(z) = 1, temos

At

t t t 2z
Uo(z,t) = e 2 (cos % — isin %)e’f“(l +1), (6.29)



84

com parte real dada por

Uo(z,t) = e_%(cos o;t + sin w—t)e_%w. (6.30)
Na Figura (22) é mostrado o decaimento da quasi-distribuicao (g, p;t) para o estado
fundamental em relagdo ao tempo. E na Figura (23) nota-se o decaimento da funcdo de
Wigner para o estado fundamental em relagao ao tempo. Nestas figuras, adotamos p, = 1,
para a construcao dos graficos. Note que nas Figuras (24) - (35), o comportamento da
funcao de Wigner ¢ sensivel & mudanca no valor do parametro A para o mesmo estado

quantico. Compare, por exemplo, as Figuras (25), (28), (31) e (35).

_0_3_
10
LU 1 I .
20 3p 5 0
, 4050 g0 7

Figura 22: Quasi-amplitude, n =0, A = Figura 23: Funcao de Wigner, n = 0,
0.1 A=0.1



Figura 24: Funcao de Wigner, n
A=0.1

Figura 26: Funcao de Wigner, n
A=0.38
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0, Figura 25: Funcao de Wigner, n = 3,
A=0.1

Lo oo o byoas

=
in

I?llll

0, Figura 27: Funcao de Wigner, n = 2,
A=0.28
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M

100234743210

P x

Figura 28: Funcao de Wigner, n = 3, Figura 29: Funcao de Wigner, n = 0,
A=0.8 A=0.9

-15 g ARt
050 S !
P X

Figura 30: Funcao de Wigner, n = 2, Figura 31: Funcao de Wigner, n = 3,

A=09 A=09



Figura 32: Funcao de Wigner, n = 0,
A=10.99

L I N, ) o R e | 0 -
20 -0 0 o 20 20

X

20

P

Figura 34: Funcao de Wigner, n = 2,
A =0.99
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Figura 33: Funcao de Wigner, n = 1,
A=0.99

Figura 35: Funcao de Wigner, n = 3,
A =0.99
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7 Dissipacao com o quadrado da
velocidade

Essencialmente, a ideia de atrito surge classica e macroscopicamente, porém
existem algumas aplica¢des no nivel microscopico. Dissipacao em radiagao e interacoes
de um objeto quantico em um sistema de varios corpos sao alguns exemplos. Quando
consideramos o atrito no nivel quantico, o processo dissipativo nao tem necessariamente
uma dependéncia linear da velocidade. Neste capitulo, vamos lidar com dissipagao que
depende da velocidade ao quadrado. Este problema foi estudado primeiro por Tartaglia
[136].

7.1 Descricao do problema

A equacao de movimento classico de uma particula de massa m que se movimenta

em um meio viscoso, cujo atrito depende do quadrado da velocidade é dada por
mg +myg® = 0, (7.1)

onde o ponto corresponde a derivada em relagao ao tempo. Porém, a Eq. (7.1) ndo pode
ser encontrada a partir de uma funcao Lagrangiana. Um método que possibilita obter
uma Lagrangiana desse movimento é multiplicar a Eq. (7.1) por uma fun¢ao f(q,¢,t) de
modo que a nova equacao, classicamente equivalente a primeira, possa ser derivada de

uma Lagrangiana [136]. Isto é,

fla,d,8)(G+~¢*) = 0.

Essa fungao f deve ser uma solugao de [157]

alnf 9 — alnf n aln f

2L . 2
iy 1= 5 (7.2)
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Note que

f= e2va

satisfaz a Eq. (7.2). Portanto, a nova equacdo de movimento pode ser escrita na forma

e?1(mg + myg*) = 0. (7.3)

Uma possivel Lagrangiana para a Eq. (7.3) é

m,
L =—¢%1,

2
de modo que
doL oL _
dt ¢ 0Oq
Assim, o momentum candnico é
oL
p= 5= =mge
z
e o Hamiltoniano fica dado por [136]
2
H = pie*%q_
2m

Para quantiza-lo, utilizaremos a regra de quantizagdo de Weyl, dada pela Eq. (2.10).

Dessa forma, adotando m =1,

—

a.n ! p2 - io(q— iT(p—
H(q,p) = H(q,p) = W/dadeqdp2e 27q ,io(q—q)+iT(p—p)

Reorganizando, temos
f’l\((/]\ ]/5) — 1/dO_deqdpp2e—2fyqe—iaq€—i’rp6im/1\+i75
’ 2(2m)? '
A ultima exponencial deve ser tratada diferentemente, por conter operadores. Usando a

relagao de Baker-Campbell-Haussdorff, Eq. (2.12), ficamos com

eia?f—i—iﬁj\ _ eia&\eirﬁe—%[iaa\,i’rﬂ

ihoTt

6zaq627'p672 .

Logo,
— 1
H(g. p) =

/ dodrdgdpp*e=21 i0(@=0) i (P-p+15)



A 1dltima exponencial é uma delta de Dirac quando integrada em 7. Assim,

— 1 g oo . ho
H(@P) = 555 /dadqdpp26 PTG (p - p— =),

o que nos leva a

1 o\ 2 ~
& doda | o+ == —274,i0(9—q)
2(27r)/0q<p+2>6 ¢

=)

Entao,
H ((j ]3) = 71 / dgdqﬁe—?vqew(?—q)
’ 2(2m)
1 o~
+ 7/d0dqﬁh06_27qe“’(q_q)
+ / dadq *2'”6“’ @)

e, identificando as deltas, temos

— ]’9\2 72’\{21\ 1 . d R _2g
H(g,p) = Se /quﬁhdq5(q —q)e
h? d?
_ 775 727q_
2/ Ty dg? —a)e

Utilizando as relacoes

d Ny — O
/%5(1‘ —a)f(z) = —%f(x)(w%’)

e d2 d?
wé(w — ) f(z) = s (%) (@=ar),

chegamos a

Dessa forma, a equacao de Schrodinger independente do tempo, f-l\(cf, p)Y(q,p

fica dada por

~9 2_ 2
p>, ... I ~23
(2 + ihp — ; ) e Y (q,p) = EY(q,p).

Vamos considerar, a seguir, a representacao simplética.

90

(7.4)

= Ev(q,p)

(7.5)
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7.2 Quantizacao em Hr

A substitui¢do dos operadores ¢ e p, dados pelas Eqs. (3.3) e (3.4) na Eq. (7.5)

nos leva a
<2 + 2ihyp — 271272) eIt 2 %) (g, p)
! <h27 - Z?) eI EN (g, )
n? ~2v(a+50p) 52

—ge 2 aq¢<Q7p) = Ew(%p)a

ou
2 ih R :

((pz + 2ihyp — 271272) e~ 4 (7127 - 12p> e 110, - 86”‘162”35) ™% (q, p)

= EY(q,p).
Uma condicao que satisfaz a equagao acima é a periodicidade em p. Pois, fazendo
e~ ™% (g, p) = P(q,p)
e usando o fato que €% f(x) = f(z + a), podemos considerar a solugao

U(q,p —ihy) = ¥(q,p), (7.6)

ou seja, a fungao (g, p) é ciclica em p com periodo ifiy. Entao,

p? thp h?
<<2 4 2ihyp — 2/5272) e 4 (fﬂv - 2) €10, ~ 86_2'”33) U(q,p) = Ev(q,p),
(7.7)

e, fazendo a decomposicao

U(q,p) = Y1(q, p) + ia(q, p),

a parte real da Eq. (7.7) é dada por

2 B2
((172 . 2h2’y?> e 2 4 hzfye*%qaq _ 8627(18‘?) %(q’p) = Ewl(q,p).

Assim, definindo

a =" —2n*y?
b =h?y,
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e reorganizando, temos

(a + b3, — cd2)1(q,p) = €17 Ex (g, p) = 3B (g, p).

Propondo o ansatz
b
Ui(g,p) = €2 f(q,p),

cujas derivadas sao
b o b
Ig01(q,p) = 5-e2*f(q,p) + 2 f'(q,p)

2c
e
2 b? 24 b L2q g L2qpn
d;1(q,p) = 12 f(q,p)+5626 f'(q,p) +e2f"(q,p),
temos )
E b* + 4ac
1 - Eq _ — 0
f(q,p) + (Ce e )f(qm)
Introduzindo a mudanca de variaveis
b
z=—
San
em que
O, = ba
7 8¢ 7
¢ 2
82 _ b 2
q 82,2 777
encontramos

1"(z) + (82bCQEe2Z — 5;(62 + 4ac)> f(z)=0.

Fazendo a nova mudanca de variavel

_ &CE ,,

2y
e B e

ou

8
eV = gezv cE,
que nao produz alteracao nas derivadas, isto é, J, = 0, e definindo

2(12
4
VQZS (b* + ac)’

4b?
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chegamos a
F'() + (¥ =) f(y) = 0. (7.9)
A Eq. (7.9) é geradora das fungoes de Bessel, isto é

fly) = Ju(e”).

Portanto, voltando com as constantes dadas na Eq. (7.8), temos como solugao para ¢ (g, p)

4e1 | B
— o4 -
bilep) =My ( my \ 2)'

Caso seja adotada simetria cilindrica, temos a condigao

2p

n=— (7.10)
h27
ou
_ Iy
p - 2 )

com n € N. Ja para simetrias esféricas, ficamos com

1 2p
-2 A1
ou )
hy 1
p="g (n+3);
com n € N.
A parte imaginaria da Eq. (7.7) pode ser escrita na forma
hp
2hypya (g, p) — 5 04¥2(a,p) = 0,
ou
Ay(q, p) — BOgia(q,p) = 0,
onde
A =2hyp
B= F;p. (7.12)

A solugdo para (g, p) é



94

Retornando as constantes dadas nas Eqs. (7.12), a solugdo para (g, p) fica na forma

¢2(Q7p) = 647(1'

Logo, a solu¢do nao normalizada para (g, p) fica dada por

47 |E
(g, p) = e (Jné’l (;\E) —|—z'> . (7.13)

Esse resultado é analogo ao encontrado por Tartaglia [136], porém, no espago de fase.

Uma informacao extra que encontramos no presente formalismo é a discretizagao de p. A
funcao de onda encontrada diverge quando ¢ — 400, o que mostra que a particula nunca
para, enquanto a densidade de probabilidade de encontra-la quando ¢ — —oo tende a
zero. Assim, uma aplicagdo pratica é considerar o campo de friccao limitado no espaco
para evitar divergéncias nas fun¢oes de onda. Um problema tipico a ser abordado seria,
por exemplo, a penetracao de uma particula em uma barreira de potencial viscosa ou
uma piscina de adgua pesada com paredes de potencial infinito. De qualquer maneira, é
necessario estabelecer as condigoes de contorno e estudar o zeros da funcdo de Bessel.

Assim, terfamos
4e71 | E
T\ g T e
onde «,, ,, corresponde a m-ésima raiz da fun¢ao de Bessel de ordem n e parte imaginaria
da Eq. (7.13), nula. Logo,
h2726—2'yq

2
Ea = — .
4 n,m

Através da Eq. (7.13), podemos encontrar as fun¢oes de Wigner. Nas figuras
(36) - (39) sao mostradas as fungdes de Wigner para valores fixos de p. Para a construcao

dos graficos, adotamos somente a parte real da Eq. (7.13), e que h=1, E=2e vy =0.1.
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Figura 36: Funcao de Wigner, n =0 Figura 37: Funcao de Wigner, n =1
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Figura 38: Funcao de Wigner, n = 2 Figura 39: Funcao de Wigner, n = 3
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8 Conclusao e perspectivas

Utilizando a nocao de produto estrela e representacaos unitarias do grupo de
Galilei, o formalismo da mecanica quantica no espaco de fase é construido, no qual as
funcoes de onda sao interpretadas como quasi-amplitudes de probabilidades e estao asso-
ciadas com a funcio de Wigner através da relacao f,, (¢, p) = (g, p) %' (q, p) [126]. Dessa
forma, a equacao de Schrodinger no espaco de fase é escrita em uma estrutura simplética,
na qual {¢,p} correspondem as coordenadas com contetdo de espaco de fase I, formando
uma base para a construcao de funcoes de onda e da funcao de Green no espago de Hilbert

Hr. Neste trabalho, utilizamos este formalismo para estudar sistemas dissipativos.

No Capitulo 4 aplicamos a mecanica quantica simplética ao oscilador quantico
amortecido e a um sistema de osciladores com um parametro de acoplamento. No caso do
oscilador amortecido, concluimos que o indicador de negatividade da fungao de Wigner
possui valores maiores para estados mais excitados. Encontramos, também, o espectro
de energia de ambos os sistemas. No Capitulo 5 estudamos a quantizacao introduzida
por Feshbach e Tikochinsky [13] para o Hamiltoniano dual de Bateman [14], no qual um
representa o sistema com dissipagao e o outro, o ralo, por onde flui a energia dissipada.
Nesse problema, quando os osciladores possuem o mesmo nivel de excitagao, o sistema
corresponde ao estado de vacuo. No Capitulo 6, tratamos do modelo dissipativo com
Hamiltoniano complexo proposto por Dekker [12]. Para esse sistema verificamos que o
espectro de energia possui uma parte real e uma imaginaria. Esta altima esta asscociada a
dissipacao. Por dltimo, no Capitulo 7, estudamos uma particula que se move em um meio
no qual a dissipacao esta relacionada ao quadrado da velocidade. Aqui, concluimos que
funcao de Wigner diverge quando posicao da particula tende ao infinito, consistentemente
com os resultados obtidos por Tartaglia [136]. O estudo desse tipo de movimento no
espaco de fase apresenta, ainda, uma discretizacdo no momentum da particula. Em
todos os cinco casos estudados, a énfase foi analisar a funcao de Wigner, que se mostra
til para descrever parte da natureza estatistica dos estados quéanticos. E importante

ressaltar que todas as solugoes encontradas para as quasi-amplitudes de probabilidades
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foram analiticas. Para o calculo da funcao de Wigner, observamos convergéncias até a

segunda ordem na constante de Planck A, que aparece no produto de Weyl.

Aspectos interessantes ainda precisam ser explorados no contexto da dissipacao
quantica no espaco de fase. Um deles é o estudo do espalhamento através da funcao
de Green construida na secao 3.6 do presente trabalho. Outra perspectiva é tentar en-
contrar solucoes mais gerais para os sistemas discutidos, uma vez que, em alguns casos,
a solucao nao contempla situacoes no qual a dissipacao se torna muito forte, de modo
a se sobrepor ao sistema. Este é o caso do oscilador quantico amortecido, estudado
na secao 4.1. A investigacdo da manutencao das relacdes de comutagao a medida que
sistemas dissipativos evoluem com o tempo também é objeto de interesse para estudos
posteriores. Além disso, a analise da quebra de simetria, dos processos de decoeréncia e o

emaranhamento quantico no espaco de fase também merecem aten¢ao em estudos futuros.
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