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Resumo

Realizamos nesta tese um estudo sobre nao-classicalidade no espaco de fase. Para
esse fim, uma revisao bibliografica sobre funcao de Wigner, produto-estrela e mecanica
quantica simplética foi elaborada. Na sequéncia, foi realizado um estudo sobre o péndulo
linear e um caso particular do péndulo nao-linear no espaco de fase, a partir do qual foram
determinadas as funcoes de Wigner dos sistemas e os parametros de negatividade. Em
seguida, estudamos o sistema cadtico de Yang-Mills-Higgs no espago de fase, determinando
a funcao de Wigner do sistema; o resultado interessante para tal problema é que o volume
da parte negativa da funcao de Wigner cresce com o aumento da energia do sistema.
Por fim, analisamos o efeito Zeeman no espaco de fase, calculando a funcdao de Wigner
associada ao sistema, obtendo como resultado que o parametro de negatividade do sistema

aumenta com o aumento da intensidade do campo magnético externo.



Abstract

In this work, we perform a study about nonclassicality in the phase space. For this
purpose, a literature review on Wigner function, product-star and symplectic quantum
mechanics was elaborated. Then, a study was performed on the linear pendulum and
a particular case of the nonlinear pendulum in phase space, from which the Wigner
functions of the systems and the negativity parameters were determined. Next, we study
the chaotic Yang-Mills-Higgs system in the phase space, determining the Wigner function
of the system; the interesting result for such a problem is that the volume of the negative
part of the Wigner function grows with increasing system energy. Finally, we analyzed
the Zeeman effect in the phase space, calculating the Wigner function associated to the
system, obtaining as a result that the system negativity parameter increases with the

increase of the external magnetic field intensity.
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1 Introducao

Wigner propos em 1932 o primeiro formalismo para a descricao da mecanica quan-
tica no espago de fase [1,2], tendo como motivac¢ao o importante problema das equagoes de
transporte para superfluidos. Na compreensao da teoria cinética o conceito de espago de
fase [3] aparece como uma ferramenta natural. Nesse sentido, Wigner introduziu seu for-
malismo usando uma espécie de transformada de Fourier da matriz densidade [4]| p(q, ¢),
resultando na chamada funcao de Wigner, f,(q,p), onde ¢ e p sdo as coordenadas de um
espaco de fase I'. A funcdo de Wigner é identificada como uma quase-distribuicao |5, 6],
pois f,(q,p) € real, mas nao é positiva definida, ndo podendo assim ser considerada como
uma distribuicao de probabilidade. Porém, as integrais marginais [ dqf.(q,p) = o(p) e
[dpf,(q,p) = 0(q) sao auténticas distribuigdes de probabilidade [6,7]|. Na formulacao de
Wigner, cada operador, que denotaremos por A definido no espago de Hilbert, H, é associ-
ado com uma fun¢ao denotada por a,(q, p) no espaco de fase I'. Essa correspondéncia biu-
nivoca pode ser tratada como uma aplica¢ao €2, : A — a,(q,p). Além disso, uma algebra
associativa (mas nao comutativa) induzida em T, é dada por Q,, : AB — a,(q, p)*bw(q, p),

onde o produto estrela é definido por! [4]

255

(¢, ) * bu(q, p) = aw(q,p)e> q,p). (L.1)

O produto estrela é explorado no espaco de fase sob diferentes vertentes, em particu-
lar para estudar os diferentes aspectos das fungdes de Wigner independentes do tempo,
propriedades de simetria de algebras geométricas em I, e a associacao do formalismo de
Wigner com campos térmicos [2,7]. Em todos essas linhas, operadores unitarios podem

ser introduzidos pela defini¢ao [8]:

ey
aw(q,p)*x = aw(qm)e%@ap‘gpaq), (1.2)

isto se mostra interessante para estudar representacoes unitarias de grupos cinematicos

considerando operadores do tipo a,*. Nesse arcabouco teorico, Oliveira et al |8,9], uti-

19, representa a%
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lizando a nocao de estrutura simplética e do produto de Weyl de uma geometria nao
comutativa, estudaram representacoes unitarias do grupo de Galilei e mostraram como se
pode escrever a equacao de Schroedinger no espaco de fase. Esse formalismo leva a um
novo procedimento para obter as fungoes de Wigner sem o uso da equagao de Liouville
- von Neumman. Além disso, & procura de resultados relativisticos, Amorim et al [11]
utilizaram operadores do tipo a,* para estudar representagoes unitarias e irredutiveis do
grupo de Poincaré e mostraram como escrever as equacoes de Klein-Gordon e de Dirac
no espaco de fase, mostrando também como se estabelece a conexao do formalismo pro-
posto com a funcao de Wigner relativistica. Uma motivacao desses estudos é a anélise de

caoticidade e nao-classicalidade de sistemas quanticos.

Um assunto que desperta muito interesse dos fisicos e que posssui muitas aplicagoes
é o estudo de caos quantico. Nesse contexto, aparecem os potenciais do tipo Hénon-Heiles,
sendo que o mais tradicional modelo ¢ dado pelo hamiltoniano H = £ (p2 + p2) + 3 (2* +
y?) + 2%y — (1/3)y® [13]. O modelo de Hénon-Heiles foi proposto originalmente para
tratar um sistema galatico axialmente simétrico, e passou a ser considerado um tipico
modelo de sistema classico que apresenta comportamento caotico [13|. Posteriormente,
o modelo de Henon-Heiles passou a ser aplicado ao estudo de ondas gravitacionais [14],
sistemas subatomicos [15], mecanica estatistica [16] e fisica do estado sélido [17,18]. Em
trabalhos mais recentes, modelos caoticos tém sido aplicados em biologia, medicina e
economia [19]. Em particular, o trabalho de Monteiro [20] apresenta o estudo de caos
quantico no espaco de fase; tendo estudado as franjas quanticas da funcao de Wigner para
o atomo de hidrogénio diamagnético. O estudo realizado por Monteiro foi baseado nas
secoes de Poincaré associadas aos graficos da funcao de Wigner, no qual foi mostrado que
aumentando-se a energia do sistema, havia uma transicao ao caos. Outros trabalhos que
investigaram o caos quantico no a&mbito do espago de fase foram: Hutchinson e Wyatt [21]
que investigaram a fun¢do de Wigner para modelos de Henon-Heiles; Schweizer et al [22]
que examinou a localizagao de 6rbitas periddicas para atomos e moléculas diamagnéticas.
Recentemente, Cruz Filho et al [23] estudaram o atomo de hidrogénio submetido a uma,

interacao tipo Henon-Heilles no espaco de fase.

Neste trabalho, a nossa atencao foi destinada ao estudo de nao-classicidade no
espaco de fase, dando destaque a sistemas que apresentam caos, quais sejam: o modelo
de Yang-Mills-Higgs e o efeito Zeeman, ambos no espaco de fase. Como resultados,
determinamos a funcao de Wigner para ambos sistemas, resultado até entao nao disponivel
na literatura. Além desses sistemas, o péndulo linear e o nao-linear no espaco de fase

foram também objeto de estudo desta tese, tendo sido calculadas as funcoes de Wigner
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relativas a tais sistemas. Além das fungoes de Wigner, calculamos também o parametro
de negatividade associado a cada sistema, a fim de utiliza-lo como referéncia para o estudo

da nao-classicalidade.

A apresentacao deste trabalho esta disposta da seguinte maneira. No capitulo 2
apresentamos uma breve revisao sobre funcao de Wigner e produto-estrela. No capitulo
3 elencamos uma breve revisao sobre o formalismo da mecanica quantica simplética. No
capitulo 4, apresentamos os péndulos no espago de fase. E no capitulo 5, o modelo de
Yang-Mill-Higgs é tratado no espaco de fase. O efeito Zeeman no espaco de fase é estudado

no capitulo 6. Por fim, nossas consideracoes finais e perspectivas sao enfim apresentadas.
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2 Mecdnica Qudntica no Espaco de
Fase: O método da funcao de
Waigner

Neste capitulo apresentaremos uma revisao do formalismo de Wigner para a mecanica
quantica. O ponto de partida sera a definicao da funcao de Wigner com posterior discus-
sao de suas principais propriedades. As consequéncias do método proposto por Wigner
também serao elencadas; dentre as quais destacaremos a equivaléncia de um produto de
operadores no fomalismo de Wigner, o qual nos leva naturalmente ao produto-estrela.

Esta revisdo ¢ baseada primordialmente nas referéncias [1-7].

2.1 Funcao de Wigner

O primeiro formalismo para a mecanica quantica no espaco de fase foi proposto por
Wigner em 1932. Em seu trabalho, Wigner tentava resolver o problema da superfluidez
do hélio. Devido as interessantes propriedades satisfeitas pela funcao de Wigner, tal
formalismo no espaco de fase passou a ser aplicado em areas diversas, tais como: matéria
condensada; fisica de plasma; computacao quantica; dentre outras. No arcabouco dessas
propriedades, podemos destacar a praticidade em se obter a conexao classica-quantica,

sobretudo o principio da correspondéncia e o limite cléssico.

2.1.1 Definicao

A funcao de Wigner fi(q,p) é definida como uma transformada de Fourier dos

elementos da matriz densidade, ou seja,

fiela ) = (i)™ [ dzexp(B )~ Zlala +

z

), (2.1)
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ou, de forma equivalente

futa.p) = (27h) [ dkexp(") p— lalp+ &), (2.2

Em seguida apresentaremos algumas propriedades importantes da funcao de Wigner.

2.1.2 Propriedades da Funcao de Wigner

Propriedade 1:
A fungao de Wigner nao ¢ positivo-definida.

Esta propriedade justifica a denominacao da funcao de Wigner como uma quasi-

distribuicao de probabilidades. A demonstracdo vem a seguir.

Demonstracao: Se f, e f3 sdao duas fungoes de Wigner associadas, respectivamente,

aos estados |a) e |3) , entao

[(alB)2 =2 [ fala.p:1)fala,pi )dadp. (23

O lado esquerdo desta equagao é positivo ou nulo (se os kets forem ortogonais). No
ultimo caso, ocorre como consequéncia que a integral de f,fg ¢ nula. Como f, e fz nao
sao necessariamente nulas, resulta que f, e fz podem assumir valores negativos e positivos,
de tal modo a anular a referida integral. Considerando que qualquer probabilidade deve
ser positiva, fica justificada a afirmacao que a funcao de Wigner nao representa uma

distribuicao de probabilidade no espaco de fase.

Propriedade 2:

(@) = ola) = [ fula.p)dp = (dl7lo). (24)

Apesar da fungao de Wigner nao representar uma distribuicao de probabilidades no
espaco de fase, densidades de probabilidade sao obtidas a partir da funcao de Wigner por
meio da integracao. A fungao de Wigner quando projetada sobre p resulta na distribuicao

correta de probabilidades na representacao da posicao.

Demonstracao: Para demonstrar esta propriedade, o ponto de partida sera a defi-

ni¢ao da funcdo de Wigner, substituindo (2.1) em (2.4); o que leva a

1
(2rT)3

z

2

Z ipz
/dpfw(q,p) = /dpdz<q— §|p|q+ )en .
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Se for realizada a integracao em p, tem-se

z z 1 ipz
d ,:/d s fi,/d*,
/ pfw(q,p) g = 5lpla +3) ((%h)s pe n )
onde o termo entre parénteses é a fungao delta de Dirac, §(z). Assim
Z, z
[ dvfivta.p) = [ dzla = Slpla+ 2)d(2).

Utilizando a propriedade da fungao delta, [ g(z)dé(x — a)dz = g(a), tem-se

[ dvfwia.p) = (alflo).

como queriamos demonstrar.

Propriedade 3:
G =) = [ fula.p)da = (pllp). (25)

A funcdo de Wigner quando projetada sobre ¢ resulta na distribuicdo correta de

probabilidades na representagao do momento.

Demonstracao: Substituindo a equagao (2.2) em (2.5), temos

1
(2mh)3 .

k R k —iqk
dpdk{p — S |plp + 5)e™m .

/ dgfw(q,p) =

Se for feita a integracao primeiro em ¢, segue que

—igk

/dqfw(qm) = /dk{p— l;lﬁler];) <2;h>3/dqe R

onde o termo entre parénteses é a funcao delta de Dirac, §(k), e assim

[ dafwla.n) = [ akip— 1ol + 5)5(h)

Utilizando a propriedade da delta: [ g(z)d(x — a)dz = g(a), tem-se

[ dafwia.p) = @llp),

como queriamos demonstrar.

Propriedade 4:
/fw(q,p)dqdp =Trp=1. (2.6)

Tal qual uma auténtica distribuicao de probabilidades, a integracao da funcao de Wigner
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em todo o espaco de fase resulta na unidade.
Demonstragao:

Substituindo a equagao (2.1) na equacao (2.6), obtem-se
_ -3 (22) 00 Plalg o =
fw (g, p)dgdp = (2nh)™° | dzdgdpel /(g — o |pla + ).

Se for calculada a integral na variavel p, tem-se

[ fwta.p)dadp = [ dzdata ~ S 1pla+ 5) (@en) ™ [ape®)

Onde o termo entre parenteses ¢ a funcao delta de Dirac. Com isso, temos

/fw(q,p)dqdp = /dzd(J(q— §|ﬁ|q+ §>5(Z)

= /dq<Q|ﬁIQ> =Trp=1,

como queriamos demonstrar.

2.2 Observaveis na Representacao de Wigner

Conforme vimos, a funcao de Wigner é uma espécie de tansformada de Fourier
dos elementos da matriz densidade. Podemos classifica-la como o equivalente do operador
densidade na representagao de Wigner. De forma andloga, podemos dizer que um operador

A~
Y

quantico usual, fl((’j, p), na representacido de Wigner é dado mediante as transformadas,

Awlq.p) = [ dzeap(0)a = SIA@.P)la+ ), (27)
Awla,p) = [ dkerp("E)p — 1A RIp + ) 2.9

Denominaremos tais fungoes como equivalentes de Wigner dos operadores ﬁ(@, D).

Os operadores quando escritos na representacao de Wigner satisfazem algumas
propriedades importantes. Antes de enumera-las, denominemos de aw (q,p) e by (q,p) os

respectivos equivalentes dos operadores ﬁ(qA7 D) e B (¢, p) na representacio de Wigner.

Propriedade 1: Se A = ﬁ(ﬁ) (isto &, independente de @), entdao A, = A(p). Ou
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seja, eles terao a mesma forma, com a ressalva que os operadores p serao substituidos
pelas variaveis p.

Propriedade 2: Se A = A(g) ( isto é, independente de p), entdo A,(p,q) = A(q).
Ou seja, eles terao a mesma forma, com a ressalva que os operadores ¢ serao substituidos

pelas variaveis q.
Propriedade 3: Se A(Ej, p) = c onde ¢ é uma constante, entdo A,(q,p) = ﬁ(@, D).

Propriedade 4:

[ dpAuta.p) = @)~ gl Alg). (2.9)

Propriedade 5:
[ daAu(a.p) = (27h) 7 (pl Alp). (2.10)

Propriedade 6:
() = (WIAlY) = [ dadpA(a,p)fula, p) = TrpA, (2.11)

Propriedade 7:
TrA = (27Th)_3/dqdpAw(q,p). (2.12)

As demonstracoes das cinco primeiras propriedades serdo omitidas, pois sao analogas
as da fungao de Wigner que ja foram demonstradas. Focaremos nossa atencao na demons-

tracao da sexta propriedade, ou seja,
(A) = (Y| A|¢) = [ dgdpAu(q,p)fu(a,p) = TrpA.
Demonstracao: Vamos primeiro calcular

() = (IAl6) = [ dadpAo(a.p)fula.p).

Substituindo as equagoes (2.1) e (2.7) na equagao (2.11) tem-se

1 1 s 1 gn Z‘pzl
(A) = (27rh) /dqdpdz dz" exp( > )
Z/ -~ Z/ ?:pzll Z// N 1!
(g — S 1A@ P)la + ) exp( . Wa =S lpla+ ).

Integrando na variavel p, obtem-se

A = () [ dpep( P,

2z~ z 2" z
x [ dadz'a" (g = S1AG@ D)+ S)la— Sl + ),
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onde o termo entre parenteses é a funcao delta de Dirac. Com isso,

/ / 1 "

n I3 z AAA z 2 z / "
(4) = /dqdzdz (q— 2| (qp)|q+2><q—5|p|q+5>5(z +2")

/ / /

2~ z z z
= [dad'ta - S1AG D+ S)a+ Slola - ).

Introduzindo a mudanca de varidveis,

1 z
Q—§(C]—§)
1 z

tem-se,

(A) = [ daaz(@lA@ D)) Il
Como queriamos demonstrar.

2.3 A Inversa da Transformacao de Wigner

As equagoes (2.7) e (2.8) estabelecem os equivalentes na representagao de Wigner
do operador ﬁ(@, p). Tais transformacoes possuem uma inversa, ou seja, dada uma fungao
aw (a, p) definida no espago de fase, podemos associa-la a um operador ﬁ(cj, p). Essa equi-
valéncia ¢ obtida por meio do processo de quantizacao de Weyl, o qual seré apresentado

a seguir |24].

Defini¢ao 1:(Quantizacao de Weyl) As variaveis (¢, p) de um dado sistema cléssico
sdo quantizadas segundo uma regra (q,p) — (q,p) e as fungoes aw(q,p) definidas sobre
essas quantidades sao quantizadas segundo o mapa de Weyl; Wlaw (q,p)] : aw(q,p) —
A(q,p), definido por

) io(q—q)+it(p— p). (2'13)

Wlaw (¢,p)] = A(4,D)

Esta correspondéncia classico-quantico é denominada regra de quantizacao de Weyl.

Outra forma para se definir a quantizacao de Weyl é a seguinte. Suponha que de-

sejamos quantizar a funcao a,(q,p). Primeiro calculamos a transformada de Fourier de

aw (g, p), qual seja,
1 ,
a(o, 1) = 2—//dqdpaw(q,p)e’l("q”p). (2.14)
T
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Em seguida, calculamos a transformada de Fourier operacional de ;1(0, 7), qual seja,

~

A(q,p) = ;ﬂ_//dO'dTa(U, T)e_i("a”@. (2.15)

As duas defini¢oes apresentadas para a transformacao de Weyl sao equivalentes, em-
bora a segunda seja mais efetiva do ponto de vista operacional do calculo. O processo de
quantizacao de Weyl serd util na proxima secao quando serd discutido como representar

o produto de operadores no formalismo de Wigner.

2.4 Produto de Observaveis na Representacao de Wig-
ner

Sejam dois operadores A e B definidos no espaco de Hilbert. Nesta secao,
consideraremos a equivaléncia de um produto desses dois operadores, isto é, flf?, na
representacao de Wigner. Para tal discussao, utilizaremos a quantizacao de Weyl. Nesse
sentido, sejam entdo duas fungoes definidas no espaco de fase, aw(q,p) e bw(q,p), para

as quais podemos associar os operadores via mapa de Weyl,

~ 1 i(oq+T

SRS oy PR 216
Qa7 — 1 - i(o7+7p)

A(q,p) = %//dUdTCL(O', T)e . (2.17)

e

- 1 _

blo,7) = o / / dqdpbyy (q, p)e" 7" 77, (2.18)
B(5 7 1 7 i(oq+7p)

B(q,p) = %//deTb(O', T)e : (2.19)

Nesse sentido, podemos escrever

1
(2m)?

A, 9)B(G,p) = ////dcrdecr'dT’&(o, 7)ol 1) TR (2,.20)

Por outro lado, podemos estabelecer a associacio C(q,p) = A(q,p)B(d,p). Assim,

segue naturalmente que
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C(q,p) —//dadm o,T)e iloatTp), (2.21)

Utilizando a relacao de Baker-Campbell-Hausdorff, temos que

PHOTHTP) _ 30T iTD ioq
Também temos que
pi(0a+P) i(o'qH7'D) _ 5 (0'T—0T) i(o+a')g i(r+T )P
Usando essa tltima relagao na equagao (2.21), podemos escrever
C'=AB = ////dadeU'dT'&(a, T)E(U',7")e%(”/T_‘”/)ei(”“’/ﬁem”/)g. (2.22)

Com a transformacao de coordenadas

Q|
I

o+o,

T4+ 7,

Al
I

C=AB= ////d&d?da'dT'ﬁ(E — o', 7 —1)b(o’, 7)e2 @ T ) gD, (2.23)
A partir da dltima expressao podemos identificar
(o, 1) ://da dr'a(@ — o', 7 — 7)b(o’, 7 )ez 7T, (2.24)
Tomando a transformacao de Fourier inversa, temos
w(q,p) = ////d?dﬁda'df&(? — o'\ T — 7'/)5(0’,T/)e%(”/F*ET/)e*i(Equ?p) (2.25)
Com a mudan¢a @ =0 + 0’ e T =7 + 7/, obtemos

cw (¢, p) //deada'dT e3(o/Tom) (6(0’,7’)e_i(yq+ﬁp)> (E(a, T)e_i(5q+?p)) . (2.26)

i 8 8 8 8 )
. ~ /
pode ser visto como a acao do operador e’ (8q o 9a0y

(o'T—oT")

Agora, note que o fator es
sobre os fatores (a(o ,T )e‘i(?ﬁﬁp)) e (g(a, T)e_i(Eq—’_?p)). Com isso, podemos escrever a

equagao (2.25) como

if( 9 9 _ 9 9 _ o
W(Q7p) — 2(3q/ op 8q8p (//dU/dT G(O' 7_) Z(o’ q+‘l’p> (//deO'b(O', T>€Z(UQ+TP)) .

(2.27)
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O que pode ser escrito como

9 0 9 0o

cwl(q,p) = 65(‘97‘9” aqa?)aw(d,p’)bw(q,p); (2.28)

ou ainda

09 00

dqop Opdq

i

2

(%—> ——
cw(q,p) = aw(q, p)e

) bw (4, p), (2.29)

em que as setas indicam o sentido em que os operadores sao aplicados. As equacoes
(2.28) e (2.29) sao duas formas equivalentes de se escrever o produto de Weyl, também

denominado produto-estrela.

00 00

dqdp Opdq

K2
2

(<——+ N

ew (g, p) = aw(q,p)e ) bw (¢, p) = aw(q,p) * bw (g, p). (2.30)

Esse resultado nos possibilita escrever

Wlaw * by] = Wlaw|W[bw] = AB. (2.31)

ih A

(A\B)w = aw(Q?]?)ewa(q’p)a

ou
~~ —ihA
(AB)y = bu(g:p)e™2 aw(q, p);
99 99 . .
em que A = %90 900 | Note que o produto-estrela nao é comutativo.
qop P oq

Em seguida, apresentaremos algumas propriedades envolvendo o produto estrela

que serao muito Gteis nos desenvolvimentos posteriores.
Propriedade 1:
Produto-estrela onde um dos fatores ¢ uma constante.

Seja ¢ € C' e f(q,p) uma funcao definida no espaco de fase. Entao,

c* f(q,p) = f(q,p) *c = cf(q,p). (2.32)

Propriedade 2:
O operador-estrela

O produto-estrela entre duas funcoes no espaco de fase eleva uma delas a categoria



de operador,

fle,p)*x9(e,p) = fla+ Zlﬁp,p - ?@))g(qw)
= Ja.p)*9(a.0) = Fa.p)ola — 2B+

Propriedade 3:
O produto-estrela é associativo

Seja f, g e h funcoes no espaco de fase. Entao,

(f(q,p) * g(q,p)) * h(q,p) = f(q,p) * (9(q,p) * h(q,p)).

Propriedade 4:
O produto-estrela nao é comutativo

O produto estrela nao é comutativo, isso significa que

fa,p) *9(q,p) # 9(q,p) * f(q, ).

Ou seja, f(q,p)e’® g(q,p) # (g, p)e’* f(q.p). Pois na verdade,

ih A —ihA

flg:pe 2 g(q,p) = g(q,p)e 2 f(q,p)

Propriedade 5:

O produto-estrela e a Conjugagao Complexa

2

6 Yq

).
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(2.33)

(2.34)

A conjugacao complexa inverte a ordem do produto-estrela. Um fato analogo ao

conjugado complexo do produto de dois operadores usuais.
(fxg)f=g"x 1"

Propriedade 6: A Integral do produto-estrela no Espaco de Fase

/f(qm)*g(q,p)dqdp = /f(q,p)g(q,p)dqdq-

(2.35)

(2.36)

Ao se efetuar uma integragao de um produto estrela entre duas fungoes, f(q,p)*g(q, p),

no espaco de fase, dentro da integral esse produto se trivializa. E evidente que para essa

propriedade fazer sentido é necessario a convergéncia da integral. A condigdo necessaria

para que a convergéncia ocorra é a anulagdo das fungoes f(q,p) e g(q,p) no infinito.
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Propriedade 7:

Os parénteses de Moyal sao definidos por

{a,b}yy =a*xb—Db*a. (2.37)
Utilizando a propriedade
(07 7T (07 7T
2\ 0q0p 9pdq 2\ 9q0p Opoq
ae b= be a,
e a equagcao
0 6—1‘0
sinf = , ,
21

podemos escrever
0 0 0 0

_ 9igsi
{a,b}y = 2iasin (8(] op " 9pdq

e
) (2.38)

Uma importante observacao a ser feita ¢ que no limite h — oo, os parénteses de Moyal

se reduz aos paréntesis de Poisson da mecanica classica.

2.5 A evolucao temporal da funcao de Wigner

Uma vez que ja conhecemos o fundamental sobre a funcao de Wigner, bem como
sobre o produto-estrela, estamos em condicoes de apresentar a equacao que dita a evolucao
temporal da funcao de Wigner, a qual é uma equacao diferencial de primeira ordem no

tempo. A demonstracdo dessa equacao segue abaixo.

Tomando entao a equacgao de Liouville von-Neumann

59P

at [Hﬂp]7

em que H representa o operador hamiltoniano, e aplicando o operador,

Q= (2nn) " [ dzeap(B) g - SLla+ ), (2.39)
h 2 2
em ambos os lados, temos que
ma{zm [ dzenp(T) g~ lola + 5 (2.40)
ot PN 175 '
= () [ dzerp(T) g~ 2 Hpla + 2)
= (27 zexp( 3 51 Hpla+ 5
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— (27h)” /dzemp h )<q— f\AH|q—|— 2)

O que leva a

o = Hw(q,p,t) x fw(q, p,t) — fw(q,p,t) x Hw(q, p, 1), (2.41)

em que Hy (q,p,t) é o equivalente de H na representacao de Wigner. Utilizando os
parénteses de Moyal, {a, b}y = axb — b* a, tem-se

dfw(q,p,t)

i
! ot

= {Hw, fw}wm, (2.42)

onde observa-se que essa equacao dinamica é analoga a equagao de Liouville-von Neum-
man, notando que o estado do sistema é descrito pela funcao de Wigner e o comutador

foi substituido pelo parénteses de Moyal.

Usando a equagao (2.38), o parentese de Moyal pode ser escrito da seguinte forma,

{a(g,p),b(q,p)} = 2611) ) sin [ 53 0,0,)1b(4. p). (2.43)

—ihA

onde foi utilizado e —e™ 2 =2 sm(%).

Obtém-se um resultado interessante se expandirmos em série de poténcias o seno

da tdltima expressao que define o paréntesis de Moyal,

hA> E 1(hA> +l(@
2 2 312 510 2

No limite em que 7 — 0, obtemos como resultado que a funcao de Wigner obedece a

)+ ... (2.44)

sin(

equacao de Liouville classica, com Hy, no lugar da fungao hamiltoniana, isto é

dfw OHwOfw  OHw 0fw

= — ={H 2.4
e ainda, 5 5
Hw . Hw .
78@[ =p e 75)}7 =q. (2.46)

E ainda, ha casos em que a hamiltoniana coincide com a sua transformada de Weyl,
levando-nos a concluir que o formalismo de Wigner é compativel com o principio da cor-
respondéncia. Ou seja, na formulagao de Wigner da mecanica quantica, o principio da
equivaléncia classico-quantico é obtido de forma trivial fazendo A tender a zero. Este
fato justifica a aplicacao do formalismo de Wigner em estudos de sistemas cadticos se-

micléassicos. Este resultado também aponta a motivagao para o tipo de transformada de
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Fourier que define a fungao de Wigner, equacao (2.1). Como altima observacao, note que
a relacdo de comutacdo de Heisenberg, usualmente escrita como [q, p| = ih, fica dada na

representagao de Wigner por {¢,p} = ¢xp — pxq = ih.

2.6 A negatividade da funcao de Wigner como indica-
dor de nao-classicidade

Observa-sena literatura que o volume da parte negativa da fungao de Wigner pode
ser associada a nao-classicidade do sistema analisado, ou seja, quanto mais negativa for a
fungao de Wigner de um dado sistema fisico, mais nao-classico é o sistema. Este resultado
foi explorado particularmente por Kenfack e Zyczkowski [25], que definiram um parametro
denomidado indicador de negatividade do sistema. O estudo foi realizado para estados de
Fock e outros tipos de superposicao de estados. Este parametro é relacionado ao volume

da parte negativa da funcao de Wigner, sendo definido por

1) = [{1fwa.p)] = fiv(q. p)ydadp. (2.47)

Dessa forma, n(1) corresponde a um indicador de negatividade do estado |¢), informando
que quanto mais negativo for o estado, mais quantico ele ¢. Devido a normalizacao da

funcao de Wigner, o parametro de negatividade pode ser escrito como

1) = [ 1fw(a.p)ldgdp - 1. (2.48)

Em outra vertente, resultados recentes relacionam o volume da parte negativa da fun-
¢ao de Wigner ao emaranhamento dos estados quanticos analisados [26, 27|, de uso em
computagao quantica [28,29|. Nesses estudos, utiliza-se da parte negativa da fungao de
Wigner para estabelecer estados fortemente emaranhados, evitando assim a decoeréncia
do estado, fato este primordial & computacao quantica. Um dos nossos objetivos aqui é
estudar o parametro de negatividade em sistemas quanticos em que os correspondentes
classicos apresentam caoticidade. Estes resultados estao apresentados nos capitulos 4,
5 e 6. No proximo capitulo, apresentamos o método utilizado para proceder com esta

anélise.
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3 Mecdnica Qudntica Simplética: A
equacao de Schroedinger no
espaco de fase

Apresentaremos neste capitulo uma revisao sobre uma formulacao da mecanica quan-
tica no espaco de fase, alternativa a formulacao de Wigner. Nessa formulacao, que é
denominada Mecéanica Quantica Simplética [8,9], a equacao de Schroedinger no espago
de fase é obtida mediante uma representacao do grupo de Galilei, sendo que tal represen-
tacao é construida por meio de operadores-estrela. Conforme veremos, esse formalismo é
autocontido, e um procedimento alternativo para o célculo da funcao de Wigner é obtido.
Um aspecto importante desse formalismo é que simetrias de calibre sao introduzidas na-
turalmente no espago de fase [30,31]. Isso nao é o caso do método de Wigner, por ser
real, nao admite fases, que levam a introducgao das interagoes em sistemas quanticos. Este

capitulo é baseado nas referéncias [8-12].

3.1 O espaco de Hilbert associado ao espaco de fase
H(T') e o Grupo de Galilei

A introducao da nocao de espaco de Hilbert associado ao espaco de fase I' pode
ser feita considerando o conjunto das fung¢oes complexas de quadrado integravel, ¢(q, p)

definidas no espaco de fase I', tal que

/dpdqqﬁ*(q,pw(q,p) < o0. (3.1)

E ainda, podemos escrever ¢(q,p) = (g, p|¢), com

/dpdq!q,p><q,p! =1, (3.2)

sendo (¢| o vetor dual de |¢). Vamos denominar este espaco de Hilbert por H(I').
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Neste ponto, serao estudadas as representacoes do grupo de Galilei no espago
de Hilbert H(I'). Para essa proposta serao consideradas transformagcoes unitarias U :
H(I') — H(I) tais que (1]12) seja invariante. Iniciaremos a discussdo sobre o grupo de

Galilei a partir dos seguintes operadores

R ih

Qi = ¢ix = ¢;1 + %apw (3.3)
e

R 7

B = pik = p;1 — %aqi. (3.4)

Se calcularmos a relagdo de comutacao entre os operadores dados nas equagoes (3.3)

e (3.4), obtemos

- in in
@i Bi] = g+ 50 pi = 5 04
ih ih 2
(4 23] + 5 10 i) = 51465 O] + 7 0pi, 0y

= ihdij.

Ou seja, os operadores (); e P; satisfazem a relacao de comutagao de Heisenberg, ingre-
diente experimental basico de uma mecanica quantica. Em particular, os utilizaremos na

construcao de uma representacao do grupo de Galilei no espaco de fase.

Dando continuidade aos elementos construtivos da algebra de Galilei-Lie, definimos

as funcgoes
ki = mgq; —tp;, (3.5)

em que m e t representam parametros; a partir das quais definimos o operador-estrela
K = kyx = mq;  —tpix = mQ; — tP.. (3.6)
Na sequéncia, definimos também as funcoes
l; = €ijkq5 Pk, (3-7)
a partir das quais obtém-se o operador-estrela,
L; = €xQ, P (3.8)

E a partir da funcao
77 p’ Loy 9, o 3.9
= — = — - .
2m 2 (pl+p2+p3)7 ( )
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tem-se o operador estrela

. p2 1 ~2 —~2 2
H=—=—(P P. P3). 1
2m 2m(1+2+3) (3.10)
Os operadores-estrela definidos nas equacoes (3.3-3.10) satisfazem a algebra de Galilei-

Lie estendida dada pelas seguintes relacoes de comutagcao,

[f/\ia Z;] = ihﬁz‘jkfk, (3.11)
(Li, Kj] = ihe;jn K, (3.12)
Li, P = iheiju Py, (3.13)
[K;, Pj] = ihmé;1, (3.14)
[K;, H] = 2mih P, (3.15)

sendo nulas as demais relacoes. A extensao central da algebra é dada pela relacao
[K,I/D;] = ihmd;;1, em que o parametro m ¢é identificado como massa. Na sequéncia,

demonstraremos essas relagoes de comutagao.

Demonstracoes:

Temos que
K, Pj] = [mQ; — tP;, P;). (3.16)

Utilizando a propriedade dos comutadores [A + aB,C] = [A,C] + a[B,C], em que A, B

e C' sao operadores e o é uma constante complexa, temos
K., B = mlQ., B] — [P, B (3.17)

Ou seja,
K, P] = mdy;1. (3.18)

o [K;, H| = 2mihP;

Utilizando a defini¢ao dos operadores ¢ a identidade [A+aB, C] = [A, C|+«a[B, C], temos
que
[Ki H] = [mQi—tP, PP},
- m[Q\“ /PZ/P;] - t[ﬁv P;/PZ]
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Se usarmos a propriedade [A, BC| = [A, C|B + C[A, B], temos

(K, H) = m[Q;, P ]P +mP[QZ, Pj]

. [f“ﬁ;] = ihﬁijkﬁc

Usando as defini¢oes dos operadores e a identidade [AB, C] = A[B,C|B +[A, C]|B, temos

que

[Li, Pm] - [Q’jk@ﬁca fD;]
= €iju|Q; P, P
- E’L]kQ] [Pkn ] + emk[Qy, ]Pk

o [fz,f/(\ﬂ = iheijkf(;

Utilizando a defini¢do dos operadores e as identidades [A + aB,C| = [A,C] + a[B,C] ¢
[AB,C] = A[B,C|B + [A, C]B, temos

[Lis K] = [e4Q; Py mQu — By
= mfijk[@\jﬁm ér\n] — t€ijk [C/Z\]ﬁﬁ 1/3;]
= mEijk@[E7 @;1] + mﬁz‘jk[@, C/Q;L]E
—teijkQ; [P, P — teiji]Q;. P P
= —imh(Skme,-jkC/)\j - ithdjmeijkﬁc
= ihmeimj@\j — itheimkﬁﬁ
= ihmeijk@ - @'theijkﬁc = iﬁeijkf(;.

Tendo demonstrado a algebra dos operadores-estrela, o enfoque agora serd na dis-
cussao da interpretacao fisica dos mesmos. Nesse arcabouco, podemos mostrar que P é
o gerador de translacoes, sendo identificado como operador momentum. De fato, P; se

transforma pelo boost (transformacao pura de Galilei) de acordo com,

—~

K K ~
—)P;exp(iv. ﬁ) P; + mu;1. (3.19)

exp(—iv.—
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Em contrapartida, @ ¢ interpretado como o operador de posicao, se transformando

de acordo com o boost como esperado, isto ¢

—~ —~

K

~ K ~
exp(—iv.ﬁ)Qj exp(iv.ﬁ) = Q; + v;tl. (3.20)

Na obtencao das equacoes (3.19) e (3.20) foi utilizada a relagdo de Baker-Campbell-
Haussdorf, ou seja, e Be?t = B + [B, A] + 1/2[B, [B, A]] + ...

As equacdes (3.19) e (3.20) mostram que Q e P se transformam como posicao e
momentum, respectivamente, além de satisfazerem a relagdo de Heisenberg, reafirmando
a consisténcia de se interpretar @ e P como observaveis posicao e momentum, respecti-
vamente. Em decorréncia disso, os autovalores de tais operadores sao os valores medidos

para posicao e momentum.

Os invariantes da algebra de Galilei nesta representagao sao dados por

~

— ~ 1
[1:H—7 e [2:L——
2m m

K x P. (3.21)
Sendo que o invariante de Cassimir dado por [; descreve o hamiltoniano para uma par-
ticula livre, enquanto o invariante I, estd associado ao spin. Os parametros m e t sao
interpretados como massa e tempo. Neste trabalho consideraremos somente representa-

coes escalares, isto é, com I, = 0.

—

O gerador de translacoes temporais é H, assim, a evolucao no tempo de um

observavel A é especificado por

A(t) = exp(—itg)A(O) exp(z’t;]), (3.22)

onde A(t) representa o observavel A no instante ¢, e A(0), no instante inicial. Derivando

a Eq.(3.22) com rela¢do ao tempo, obtemos

m@’gi’f) — A(t)H — HA(t) = [A(t), H], (3.23)

a qual é uma equacao dinamica para A.

Agora, se definirmos operadores proporcionais a identidade (operadores c-number)

como

P=2pl1 e @Q=2q1, (3.24)
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os operadores de posicao e momentum ficam escritos como,

~ ~ 1
P==-(P+P) e Q= §(Q+Q). (3.25)
Realizando os devidos calculos, constatamos que os operadores @ e P se transformam de

acordo com o boost da seguinte maneira

o~ o~

K, K _
exp(—iv%)QQ exp(wﬁ) = 2Q) + vtl, (3.26)

exp(—z’vlgﬂp exp(iv[;) = 2P + mvl. (3.27)
Ou seja, Q e P se transformam como posicao e momentum. Contudo ) e P nao podem ser
classificados como observaveis posicao e momentum, pois eles nao satisfazem a relacao de
comutacao de Heisenberg, isto ¢, [@, P] = 0. No entanto, ¢ possivel usé-los para construir
um referencial no espaco de Hilbert com contetido de espaco de fase. Ou seja, as varidveis
q e p da fungao ¢(q, p) definida no espago de fase sdo os autovalores dos operadores @ e
P, conforme podemos verificar nas expressoes que fornecem a atuacao de tais operadores

nas fungoes definidas em H(T),

Qo(q,p) = q9(q, p), (3.28)

P¢(q,p) = po(q, p), (3.29)
onde (g, p) = (¢, p|®).

Utilizando esses constructos de espago de fase, podemos calcular o produto interno

entre duas fungoes ¢1(q,p) e ¢a2(q, p) como

(D1(q,p)|¢2(q,p)) = / dqdpdi(q, p)d2(q, p). (3.30)

Devido as propriedades do produto-estrela, é equivalente escrever

(014, 9)|62(a.0)) = [ dadpoi(a,p) = b(a.p). (3:31)

Decorre disso que a atuagao de um operador A numa fungdo ¢(q,p) pode ser repre-

sentada como
(a,p1A0) = [ dd'dp' 0,1l Ald . ¥)d1'16). (3.52)

em que vale a relagdo de completeza [ dqdpl|q,p){q,p| = 1.
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Além dessas relacoes, associado ao operador A temos o operador-estrela a(q, p)*. As-

sim sendo, assumindo (g, p|ﬁ|q’, Py = flé(p—p’)(S(q— q'), o valor esperado de um operador

num estado ¢ pode ser calculado como

WIAW) = [ dadpdddp']a, p)(a vl Aldp') (d' D'l
= /dqdpw*(q,p)a(q,p)*w(fbp)
= / dqdpa(q,p)[)(q,p) * ¥ (g, p)].

Em particular, temos

WIQlw) = [ dadpalt(a,p) * " (a.p)]
= / dqqo(q),
em que
olq) = /dp¢(q,p) *¥*(q, p)

representa a densidade de probabilidade associada a medida de @

De forma anéloga,

o(p) = /dqw(q,p) * " (q,p)

representa a densidade de probabilidade associada a medida de P.

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

3.2 A Equacao de Schroedinger no Espaco de Fase e a

associacao com o formalismo de Wigner

Utilizando o produto de Weyl, podemos considerar a representacao de Schroedinger

com ¥(q, p;t) = {q, p|1(t)) descrevendo o estado do sistema.

Como H é o gerador das translacoes temporais, temos que

~

D(g,p,t) = e (g, p, 0).

Derivando ambos os lados da equagao (3.37) em relagao ao tempo, temos

o~

1H
at¢(qapa t) - ?6

iHt
h

(g, p,0),

(3.37)

(3.38)
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ou melhor,
—ihdab(q,p,t) = H(q,p,t). (3.39)

Explicitando ﬁ, obtemos a equacao de Schroedinger no espaco de fase, a qual pode ser

escrita como [8,9]

2 2 2 ; )
L O+ Vit T g ). (340

Zhat¢(q7p7 t) 2 ap

A interpretagao fisica da fungdo de onda (g, p,t) no espaco de fase surge a partir da
sua associa¢do com a fungdo de Wigner. Se compararmos as equagoes (2.4), (2.2) e (2.6)

com as equagoes (3.35), (3.36) e (3.33), respectivamente, constatamos que

fw(a,p) = ¥(q,p) *¥*(q,p). (3.41)

Note que (g, p) x ¥*(q,p) € real, pois (¥ (q,p) *¥*(q,p))* = ¥(q,p) *¥*(q,p). Por esse
motivo, a fung¢ao 1 é chamada quase-amplitude de probabilidade [8].

E importante ressaltar neste espaco que a equacdo (3.41) fornece uma nova metodo-
logia para calcularmos a funcao de Wigner, sendo tal método baseado num formalismo
auto-contido, oriundo a partir da representacao de um grupo de simetria. Nesse for-
malismo, para determinarmos a funcao de Wigner basta solucionarmos a equagao de
Schroedinger no espaco de fase, equacao (3.40), e em seguida calcularmos os produto-
estrela das amplitudes encontradas. Além disso, esse formalismo possibilita a obtencao
de outras fungoes de Wigner, além das usualmente encontradas na literatura, no sentido
que permite produtos-estrela mistos entre as quase-amplitudes encontradas. Outro as-
pecto a ser ressaltado é a discussao de teorias calibre no espaco de fase, o que surge do
fato que as quase-amplitudes sao funcoes complexas, enquanto a funcao de Wigner é real.
Vale ressaltar ainda que outras propostas de descricao da mecanica quantica no espaco
de fase, embora sejam bem sucedidas, como nos trabalhos de Torres-Vega et al 32|, ndo
conseguem estabelecer uma interpretacao fisica para as suas fungoes de onda no espago de
fase [33]. Nos proximos capitulos utilizaremos o formalismo apresentado para analisarmos

sistemas nao-lineares no espaco de fase.
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4 Péndulos no Espaco de Fase

Neste capitulo a nossa atencao estard voltada ao estudo de péndulos no espaco
de fase. O nosso objetivo é determinar a funcao de Wigner e calcular o parametro de
negatividade relativos aos seguintes sistemas: péndulo linear e péndulo nao-linear. Parte
dos resultados aqui apresentados constam na referéncia [34]. Fisicamente, o péndulo
apresenta trés diferentes regimes de movimento: movimento rotacional, movimento trans-
lacional e deflec¢ao [36]. A dinamica do movimento microscopico do péndulo quantico
é fortemente relacionado aos movimentos moleculares conhecidos como rotagoes proibi-

das [37,38]. Neste capitulo faremos a analise do péndulo no espaco de fase.

4.1 Péndulo Linear

O hamiltoniano do péndulo ¢ dado por [32]

~

2

o~ —~

H = S + mgl[l — cos (26)]. (4.1)

Se considerarmos pequenas oscilagoes, a Eq.(4.1) fica dada por

~

2

H= S + 2mglf?. (4.2)

Usando os operadores '
0=10 Z;;L, (4.3)

€ .
L=1- nge, (4.4)

0s quais satisfazem



34

A equacao de Schroedinger estacionaria,
Hy(L,0) = By(L,0), (4.5)

utilizando as unidades divinas h =1, m =1, g =1 e [ = 1, pode ser escrita como

L <L2 a2 182) 0(0,L) +2 (92 0l 132) 0(0,1) = Ed(q.p).  (4.6)

3 00 4062 oL 40L?
Tomando z = %2 + 202, obtemos
o _ Loy
OL 40z’

Py 10y L0
OL? 40z 16 022’

o o

00 49%
oy O 0%
02 48—+169 o

Com isso, a equacao diferencial fica escrita como

(> — E)o(z) — idﬁi ?) izdf;) 0. (4.7)

Utilizando o ansatz ¥(z) = e~ /?? f(z), chegamos a

L (2) df(z) | 1, _
= =4 (B-) =0 (4.8)

+(1—2)=——
A Eq.(4.8) é a equacao diferencial de Kummer [35], a qual tem solugao geral dada por

f(z)=M(1/2—-E,1,z2),

em que M(1/2— E,1,z) é a fungdo hipergeométrica confluente. Dessa forma, E — % =n,

n é um inteiro positivo (n = 0,1,2,3...). Nesse sentido, os niveis de energia do péndulo

B, = <n + ;) hﬁ. (4.9)

As solugoes do sistema considerado também podem ser escritas como

{ 72<L722+2mgl92> L2 2
L)=,/- gml L,(—— +2 4.1
0(0.L) = e gy + 2mglt?), (4.10)

em que L, representam os polindbmios de Laguerre.

simples sao quantizados, isto é,

A fungao de Wigner para o péndulo simples pode ser calculada a partir da Eq.(4.10)
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por meio de
fw (8, L) = (6, L) x4 (6, L). (4.11)

O comportamento das fun¢oes de Wigner para os casos n = 1 e n = 2 estao mostradas nas
figuras (1-3). Conforme pode ser notado, a fun¢ao de Wigner correspondente ao estado
fundamental, n = 0, nao possui parte negativa, enquanto os casos n = 2 e n = 10 a parte

negativa é percebida.

Figura 1: fungao de Wigner do péndulo simples para n =0

Utilizando as equagoes (3.33) e (4.10), podemos calcular os valores esperados da po-
sicao angular ¢ e da energia potencial V' do péndulo linear no estado fundamental, ou
seja,

(0) = / d0d Lo (6, L) x 0% 05 (6, L), (4.12)

us
«

o L% o062 2
(0) = / dedLe,/;we e L0(8L +2mglh?). (4.13)

ml?2

o que nos leva a, se utilizarmos a equacao ff(f(f dxe®® = \/> a

Como Ly = 1, podemos separar as integrais em 0 e L da seguinte forma

) 2 2
) =/ ‘n / d6ge2m910 / dLe sne. (4.14)
g

A integral em 6 é calculada por partes e o seu resultado é nulo. Por isso, temos que a
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Figura 2: funcao de Wigner do péndulo simples para n = 2

posicao esperada para o péndulo no estado fundamental é dada por
0y =0. (4.15)

De maneira analoga, podemos calcular o valor esperado da energia potencial do péndulo

no estado fundamental. Fazendo isso, usando a equacao ffo‘f drz?e®® = 73, obtemos

vy = VT (4.16)

0 que mostra a consisténcia do formalismo.

Com a funcao de Wigner dada, podemos calcular também o parametro de negatividade
da funcao de Wigner para o sistema considerado. Fazendo isso, obtemos os valores dados
na tabela (1). Observando a tabela percebemos que o parametro de negatividade aumenta,
quando a ordem da solucao do péndulo simples aumenta, ou seja, quando n aumenta.

Isto evidencia que o sistema apresenta mais caracteristicas de um sistema quantico com

o aumento de n.
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Figura 3: fungao de Wigner do péndulo simples para n = 10

Tabela 1: Parametro de negatividade para o péndulo simples
n_ n(y)
0 O
1 0.17834
2 0.25673
3 0.31456
4
5
1

0.38991
0.42367
0 0.62557

4.2 Péndulo Nao-Linear: Caso Particular

Nesta secao, analisaremos o péndulo nao-linear com a particularidade de que a variavel
L da equacao diferencial é constante. Este estudo serd um laboratério para o desenvol-
vimento da solucao da equacao completa para o péndulo nao-linear. O nosso ponto de

partida serd a Eq.(??), a qual pode ser escrita como

1 , .0 B L 0 B
8ml?<L —zhae—4ae2>w+mgl (1—COS <20+2h0L>>¢—E@/}. (4.17)
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Usando a relacdo cos(a + b) = cosacosb — sin a sin b, obtemos

o  h? o2 0
2 B 2 1301 . -
(L zhL—(%) vy 892> Y + 8m gl [1 cos 26 cos (zhaL> (4.18)

i . . 0 2 13
+ sin20sin (zhaL>}¢ = 8m-gl° E.

Expandindo cos (z’h%) e sin (z’h%) até segunda ordem em h, Eq.(4.18) toma a forma

Bzw h? 82w oY oY
2,2 13 L2 573 :
— 4h"m~gl° cos 260 3 1 002 + 8im*“ghl” sin 20 thL 7 (4.19)

+  (L* 4 8m?gl® — 8m?*gl® cos 20 — 8mI*E)1) = 0.

Tomando as variaveis admensionais A = %, Z—ng =a’e % = ¢, Eq.(4.19) assume a
m?g mg
forma
0? 292 0 0
—deos202 Y 0V + 8i sin 202% _ixng2%% + (X% +8 — 80520 — 8¢)p = 0. (4.20)

oN? 4 002 O\ 00

Analisaremos a Eq.(4.20) para valores particulares de A. Considerando A\ constante,
Eq.(4.20) se torna

T i)\GQ?g + (M%a® + 8 — 8cos 20 — 8¢)yh = 0. (4.21)

A solugao da Eq.(4.21) é conhecida na literatura, podendo ser escrita como
Y(0) = Cy cos(20) M athieuC(a, b, §) + Cy cos(20) M athieuS(a, b, x), (4.22)

em que C, Cy, a, b sdo parametros constantes e MathieuC(a,b,0), MathieuS(a,b,0)
representam as fungoes de Mathieu. Os comportamentos das solugoes (4.22) para valores

constantes do momentum angular A = 1 e diferentes energias ¢ sao mostrados nas figuras
(4), (5) e (6).

Observando os graficos dados nas figuras (4), (5) e (6), notamos que o comporta-
mento do péndulo nao-linear no espaco de fase para o momentum angular constante é
peridédico. Notamos também que o aumento da energia é acompanhado de uma diminui-

cao da frequéncia de oscilacao.

As fungoes de Wigner deste sistema podem ser calculadas por

fw (0, L) = ¢u(0, L) x¢7,(6, L), (4.23)

em que n é relacionado ao nivel energético F,. Nesse sentido, as figuras (7), (8) e (9)

mostram o comportamento da funcao de Wigner relativa ao péndulo nao-linear com mo-
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Figura 4: ¢(0) para € = 1

mentum angular constante A = 1(L = h) e diferentes energias e.

Observando os graficos nas figuras (7), (8) e (9) percebemos que as func¢oes de Wigner
do péndulo nao-linear com momentum angular constante sao positivas, ou seja, o caso

particular em que o momentum angular é constante nao traz conteido nao-classico.
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5 Modelo de Yang-M:ills-Higgs no
Espaco de Fase

Neste capitulo analisaremos o modelo de Yang-Mills-Higgs no espaco de fase.
Este sistema é conhecido na literatura como um sistema que apresenta caos. O nosso
objetivo é resolver a equacao de Schroedinger associada a tal sistema e determinar as
amplitudes no espago de fase. De posse da funcao de Wigner associada a este sistema,
calcularemos o parametro de negatividade, pois, conforme a literatura aponta [62,63], este

¢ um ingrediente fundamental para o estudo do caos quantico.

5.1 O modelo de Yang-Mills-Higgs

O sistema de Yang-Mills-Higgs tem despertado o interesse de fisicos e matemaéticos
devido a sua aplicacao as mais diversas areas. Como exemplos, podemos citar a sua
utilizacao na investigagdo da supercondutividade, e ainda, no estudo da forca forte e
da interacao eletro-fraca [39-41]. Recentes avancos em experimentos de colisoes de ions
pesados permitiram a obtencao de condensados quentes hadronicos e de quark-glion.
Os sistemas de quark-gluon, especificamente, tém recebido muito destaque no ambito da
cromodindmica quéantica, pelo fato de terem apresentado comportamento cadtico tanto
em fases confinadas como desconfinadas. A anélise estatistica do espectro dos mésons e
barions evidencia que ofenémeno de caos quantico ocorre neste sistema [42,43]. Nesse
sentido, o campo de Yang-Mills-Higgs tem sido estudado devido as suas propriedades
cadticas, e também por poderem ser escritos na forma de um sistema de osciladores
acoplados, o que torna a abordagem algébrica mais simples e factivel [44,45]. Neste

capitulo, faremos o estudo deste sistema no espago de fase.

A Lagrangiana, £ para o campo de Yang-Mills-Higgs com simetria da representacao
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adjunta do grupo SU(2) ¢ dada por [44,45]

1 1
L= —ZFS,,F(Q‘” + §(D,L¢)*(D“¢) - V(e), (5.1)
Fi, = 0,A% — 0,A% + gebcAZAg, (5.2)

e
(D) = 0,6 — ig A, Tho, (5.3)

com T° = 0/2, b = 1,2,3 geradores da algebra do grupo SU(2), e g é uma constante de

acoplamento. O potencial do campo de Higgs escalar é dado por

V(9) = p’ol* + Alol*, (5.4)

em que p e A sao constantes. No espaco de Minkowski (2+1)-dimensional, e para o campo

de Yang-Mills-Higgs espacialmente homogéneo, o qual satisfaz as condigoes
OiA, = 0;0=0,i=1,2,
o calibre A§ = 0, a Lagrangiana pode ser escrita como
L= (AT A —g [JATAT - S(A1AL)? + (AT + ADS — (M10)° — (Asd)?| -V (),

(5.5)
em que ¢ = (@', 9%, ¢%), A1 = (A7, A}, A7) e Ay = (A}, A3, A3).

O tratamento da dinamica cadtica do sistema considerado é convenientemente anali-
sada se trabalharmos com o formalismo hamiltoniano. Nesse sentido, o Hamiltoniano do
sistema é escrito como [44]

7 L o, 2.2/~2 | ~2 L 5o
H =01 +53) + 970 (@ + &) + 597 0%, (5.6)

em que ¢g = (0,0,v), ¢ = A}, ¢o = A%, p1 = ¢1, p» = 2 e as demais componentes do
campo de Yang-Mills sdo nulas. Além disso, w? = 2¢*v?. Em termos de operadores de

criacao e destruicao, dados por

w 1
a= —q1 *x Fi——=p1% | , 5.7

w 1
a' = —qp * —l——p1* | , 5.8
< 2Q1 Z\/%Zh) ( )

~ w 1
b= {\/=q2*x +i——=po* |, 5.9
< 2Q2 Zme) ( )

S]
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bt = ( Y g % —i1p2*> (5.10)
2 v 2w ’ '

em que os operadores ¢;x e p;x sao dados por

qi* Q¢+;(98pi, (5.11)
pi* =Dpi — ;;qz’ (5.12)
o hamiltoniano dado na Eq.(5.6) pode ser escrito como
F = w(@a + 51+ 1) + - 5@+ a @+ )2 (5.13)
Dessa forma, podemos definir a parte livre do hamiltoniano como
Hy = w(@a+0b'b+1). (5.14)
Enquanto a parte da interacao fica escrita como
V= o (@+a"?(b+bhH2 (5.15)
A equacao a ser analisada é dada por
Hx(q1,p1, 2, p2) = EY(ar,p1, ¢2, p2). (5.16)
A parte livre é dada por
Hy * @07(101),712((117291, G2, P2) = En1,n1¢7(’3),n2(QI;p1a q2:P2); (5.17)

Tomemos a solucao para a parte livre H, do hamiltoniano, a qual possui a amplitude no

espaco de fase escrita como

1/17(3),112 (Q1 yP1, 42, pz) = O, (Q1 ) pl)Xm (Q27 Pz); (5-18)

em que ¢, (q1,P1) € Xn,(qa, P2) sa0 as solugdes que descrevem as particulas 1 e 2, respec-
tivamente. Tais solugoes satisfazem as equacoes de autovalores originarias da atuacao dos
operadores a e at que atuam nos estados da particula 1, be bt que atuam nos estados da

particula 2. As equacoes de autovalores sao dadas por

a¢n1 = \/n_1¢n1fla (519)
alén, = Vi1 + Lo 41, (5.20)

EXTLQ - V n?X'ﬂQ—la (521)
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b xny = V112 + 1Xng1- (5.22)

5.2 A funcao de Wigner do sistema de Yang-Mills-Higgs

Resolveremos a equacao diferencial nao linear por meio do método algébrico baseado
em teoria de perturbacao. Antes disso, precisamos obter o estado nao-perturbado. Para

esse fim, utilizamos as Eqs.(5.19-5.21). Dessa forma,
agpo = 0. (5.23)

O que fornece

1
(@ql * +imp1*> do(q1,p1) =0, (5.24)

o que nos da, apds separarmos a parte real da parte imaginaria, as seguintes equacoes

diferenciais
1 A dy
- 5.25
QI¢0 w2 d(_h ) ( )
e
h dig
= —w-——". 5.26
P1%0o w2 dpy ( )
Tais equacoes nos levam a solugao
do(qr,pr) = e A, (5.27)
De forma anéloga, a equacao
axo =0, (5.28)
pode ser escrita como
w o1
52 * ‘HEPQ* Xo(q2, p2) = 0, (5.29)
e nos leva a solucao
Xo(ga, p2) = e “BuTE, (5.30)

Dessa forma, o estado fundamental, apos realizada a normalizacao

N2/dQ1dP1dQQdP2X0(Q2ap2)¢0(€1ap1) =1,

é dado

¢éi)3 _ le—wq%—%pfe—wqg_ipg. (531)
m
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Podemos utilizar a solu¢ao do estado fundamental, dada na Eq.(5.31) para determinar

os estados da demais ordens por meio dos operadores dados nas Eqs.(5.20-5.22), o que

nos fornece

—(wo2+Lp2 1 —(wg2+Lp2 1
00, (a1, 1, @2 p2) = N (it e (Wf * wpi) i, (wqg N wpg} ’
(5.32)

em que L,, e L,, sdo polinomios de Laguerre de ordem n; e ny, respectivamente; e N/

¢ uma constante de normaliza¢do. Os autovalores das amplitudes oriundas da Eq.(5.32)

sao dados por

Enl,,12 = (n1 + no + 1)(,0 (533)

O estado perturbado em primeira ordem sera obtido por

wgl),n2<qlapla q2,p2) = wg?m(%,pl, q2,p2) + Z (5.34)

m17#n1,maF#ng

fwm m (Ch’pl,q27p2)v¢n n (Chapl,Q2ap2)dQ1dP1dQQdP2
x o R0 O (a1, D1, G2, Do)
Enl,nz - Em17m2

Podemos escrever uma expressao geral para o estado perturbado em primeira ordem.

Para esse fim, vamos calcular a integral

I= /ﬂﬂf?mg q17p17QQap2>‘7¢7(101),n2(q17p17QQapQ)dQIdpldQde2~

Temos que

1
I = /wml - Q17p17QQ7p2)4 @+a")? b+ "0 (a1, 01, g2, p2)dgidpidgadps, (5.35)

que pode ser escrita como

1 . - . IR
I = 12 (/ ¢m1(a2 +aa' +a'a+ am)gbmdqldpl) (5.36)

X (X (07 + BB + BT + b12) i, dgadps )

Utilizando as equagoes (5.19-5.22), podemos escrever

I = 4w2 \/m ny —1 /¢m1¢m 2dqidpy + (ng + 1 /¢m1¢n1d91dp1 (5.37)

+ n1/¢ml¢mdq1dp1 + \/ (n1 +1)(ny + 2) /¢m1¢n1+2dQ1dp1
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Vra(nz = 1) [ Xy 2dazdp + (2 + 1) [ Xy bnadaadpe

+ nQ/Xrn2¢n2dQde2 + \/(nz +1)(ng +2) / ¢:12¢n2+2dQde2}~

Se utilizarmos as relacdes de ortonormalidade dadas por

/¢Z(91ap1)¢m(Q17P1)dQ1dp1 = On,m; (5.38)

/XZ(QQaPQ)Xm(Qzam)d%dm = On,m; (5.39)

podemos escrever a equagao (4.4) como

1
] = 4w2 ( TLl(TLl — 1)67711 ni—2 + (n1 + 1)5m1 ni + n15m1 n1 —f- \/ 7’Ll + 1 (TLl + 2)57711, nl(—t%' Q@)

X < ng(’flg - 1)5m2,n2—2 + (nZ + 1)5m2,n2 + n25m2,n2 + \/(nQ + 1)(712 + 2)5m27n2+2) :

Utilizando a equacdo (5.40) em conjunto com a equagao (5.34), podemos calcular os

estados perturbados. Nesse sentido, o estado fundamental perturbado é dado por

1 0
¢é,3(q17p17 q2ap2) = @ZJ(,())(Ch,pl, q2ap2)

B i<2f+3

(0)
4w3 4 w (QI7p17QQ7p2)> .

De forma similar, podemos escrever o primeiro estado perturbado excitado

0 V2 o
@ZJS&(QLPLCI%I?Q) = w§,8(Q17p17q27p2)_ {7¢§,2)(Q17p17(.&7p2)

1
4w3

=

3
wig)(,)[% (Q17p17 QZ7p2) - Zwé?Q) <q17p17 q27p2)} .

1 V2
VP gz p2) = U8 (a1,p1,ge ) — —[ 5%

0
e ¢ (91, P1, 92, P2)

S

3
+ U0 (g1, P 2 p2) + Zwé?% (1,11, G2, P2)] -

O segundo estado excitado é escrito como

?/181)(6]1,]91,%,192) = 7/1§01)(Q1>p1>Q27p2)_

3v6 (o)

72 31(917191,61%]92)

1
e (V613 (a1, 91, 02, 1)

¢§?§ (Q1’p17 q27p2)] )

M\oo
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Tabela 2: Parametro de Negatividade Yang-Mills-Higgs

ni,ng M)

0,0 0.18993
1.0 0.26554
0,1 0.26554
1,1 0.32441
2,0 0.32441
0,2 0.32441

2v/2
3

(1)

1
1 0 0
Uo0(q1, P1y G2, p2) = @Dé,é(ql,pl,qQ,pa)—rw[ V53 (q1, 1, 42, )

V6
- \/ng(;?g(%,pla(b,pz) - 7@?2)(%,]01&2,292)},

1 r2v2
wls
NG

0 0
+ \/51/)4(1,3(6117191, G2, 2) + 71/&&,2)(611,191, C]Q,m)}-

S, D1y s p2) = USa (@ 1y g2sp2) — DS (@, 1, g2, o)

A funcao de Wigner para o sistema de Yang-Mills-Higgs para cada ordem da amplitude

perturbada pode ser calculada por meio da equacao

fW(QhPh QQ7P2) = @U:L(l{r)LQ(thh QQaPQ) *?M(Lll),m(%;ph QQaPQ)- (5-41)

Utilizando a funcao de Wigner, podemos calcular o parametro negatividade. Os
resultados do calculo seguem evidenciados na tabela 2. Observando a tabela, percebemos
que o paramatro aumenta com o aumento da soma n, + no, 0 que nos mostra que quanto

maior essa soma, o carater quantico do sistema se torna mais relevante.

Podemos plotar a fungao de Wigner associada ao sistema. Fazendo isso, temos os gra-
ficos das fungoes de Wigner relativas a alguns estados dadas nas figuras (10)-(12). Todos
os graficos deste capitulo foram plotados considerando ¢, e p, constantes. Assim, os eixos
sao dados simplesmente por g e p representando ¢; e py, respectivamente. Os graficos (10),
(11) e (12) sao relativos as funcoes de Wigner fv(g’o)(q,p), IE&’O)(q,p) e fﬁ’o)(q,p), respec-
tivamente. Conforme percebemos, os resultados apresentados nos gréaficos convergem aos
resultados do célculo do parametro de negatividade, pois a parte negativa da funcao de

Wigner aumenta com o aumento da ordem do estado.

Nosso proximo passo serd o estudo da correcao na energia do sistema.
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Figura 10: funcao de Wigner - Yang-Mills-Higgs - n; = ny =0

As correcoes de energia em primeira ordem de perturbacao podem ser encontradas

por meio da relagao

E,S?m = /T?Z(I%Q(%pl,Q2’P2)‘7¢£3),n2(%,p1,Q27P2)dQ1dP1dQ2dp2- (5-42)

Enquanto a correcao em segunda ordem pode ser determinada por meio da equagao

(2) | S 1/1;%(?,)7;12 <Q1= D1, Q2,P2)‘7¢£L01),n2 (Q1; D1, 42, p2)dQ1dp1d92dp2|2
ni,ng - 0 0 . (5.43)
Em,m B Eml,mg

Por sorte, os elementos de matriz requeridos para o calculo da perturbacao na energia

em segunda ordem ja foi feito no célculo dos estados perturbados. Dessa forma, temos:

1. Estado Fundamental: ny =0, ny, = 0.

Para este estado, temos qua a correcao de energia em primeira ordem é dada por

4,828
Bl = .
00 =W+ 4w?

2. O primeiro estado excitado possui degenerescéncia de ordem 2, pois a energia cor-
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Figura 11: funcao de Wigner - Yang-Mills-Higgs - n; = 1,no =0

respondente aos estados ¥ e ¥y € a mesma. Dessa forma, precisamos construir a

matriz

Wi W
W 11 12 7
War Way

em que Wi; = f¢:(0)(fh7ph Q2;p2)‘71/1](-0)(Q1=p1a q2, p2)dqidp1dgadp;.

Realizando esses calculos, obtemos

(94+3v2) 0
W = 16w
( 0 (9+3v2) ) )

16w

C e 9432
Os autovalores dessa matriz sao idénticos e valem \ = %. Neste caso, temos

para a correcao de energia do primeiro estado degenerado

9+ 3v2)
20 _ g _ o | ) 44

3. O segundo estado excitado é triplamente degenerado, pois a energia correspondente
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Figura 12: funcao de Wigner - Yang-Mills-Higgs - n; = 2,n, =0

aos estados 111, Y0 € o2 ¢ a mesma. Nesta caso, procederemos como no caso

anterior, mas a matriz agora sera trés por trés, e pode ser escrita como

Tt 0 0
_ (9+3v2)
W= 0 16w 0
(9+3v2)
0 0 16w

Neste caso, temos para a correcao de energia do segundo estado degenerado

9, 0+3v2) (5.45)

Bii=Esy=Fap=3
1= 20 = B0 = S0 ge g

Agora, conhecemos tanto a funcao de Wigner como os autovalores relativos ao sistema

de Yang-Mills-Higgs no espaco de fase.
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6 O Efeito Zeeman no Espaco de
Fase

Neste capitulo estudaremos o efeito Zeeman no espaco de fase. A literatura nos
apresenta o atomo de hidrogénio submetido a um campo magnético como um exemplo de
um sistema caotico sob determinadas condigoes [46-48]. Este fato motiva o tratamento
deste problema nesta tese. Nesse sentido, o nosso objetivo é determinar as amplitudes no

espaco de fase e calcular a funcao de Wigner para tal problema.

6.1 O atomo de hidrogénio sob a acao de um campo
magnético uniforme

O 4atomo de hidrogénio é um sistema atdémico simples. O problema deste atomo em
sua forma pura nao tem muito interesse, pois seu comportamento tanto no ambito da
mecanica classica como no da mecanica quantica é bem conhecido. Contudo, o a&tomo de
hidrogénio submetido a campos eletromagnéticos externos tem despertado o interesse por

servir de laboratorio para o estudo das propriedades de sistemas cadticos [46], [47], [48].

E ainda, diversos trabalhos evidenciam que recentemente os sistemas fisicos bidi-
mensionais tem sido investigados devido a seus interesses teodricos e experimentais. Por
exemplo, podemos citar o efeito Hall fracionario num campo magnético variavel [49,50],
o problema da supercondutividade em condutores organicos bidimensionais induzidos por
campos magnéticos [51], investigagdes no grafeno [52, 53|, etc. Particularmente, mode-
los bidimensionais do atomo de hidrogénio tém sido considerados em diversos contex-
tos, dentre os quais podemos citar a sua aplicacao para descrever a anisotropia em cris-
tais tri-dimensionais [54|, heteroestrututras semicondutoras [55-57| e aplicacoes astrofisi-
cas [58-60]. Além disso, o a&tomo de hidrogénio em uma campo magnético uniforme tem
recebido destaque por poder apresentar comportamento cadtico com o aumento da inten-

sidade do campo magnético [46,61-63]. Sendo assim, neste capitulo o nosso objetivo é
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investigar o &tomo de hidrogénio bidimensional no espaco de fase submetido a um campo

magnético constante.

Nesse sentido, o &tomo de hidrogénio sob a acdo de um campo magnético uniforme

B = BZ pode ser descrito pelo hamiltoniano

(P —eA)? k
=" @ o1

em que m e e representam a massa e a carga do elétron, respectivamente, A é o potencial

W corresponde ao potencial de Cou-

lomb. A nossa analise sera restrita ao caso bidimensional. Nesse caminho, o hamiltoniano

vetor magnético e k uma constante. O termo

dado na Eq.(6.1) pode ser escrito como

P2 k mw
H=— — 2 42 L, 6.2
om (@1 ) 2 (2" +y7) +wls, (6:2)

em que w = eB/2mc e L, é o momentum angular na direcdo z. O termo wL, é constante

e sera negligenciado nesta analise.

O nosso objetivo é solucionar a equacao de Schroedinger no espago de fase para o
hamiltoniano dado na Eq.(6.2); contudo a presenca de operadores no denominador, como
aparece no termo do potencial de Coulomb, torna o problema bastante dificil de ser
analisado. A fim de tornar a andlise factivel, faremos a transformacao de Bohlin no

potencial dado.

6.1.1 A transformacao de Bohlin

A transformacao de Bohlin é definida por ( [64], [65], [66]),

r+iy = (¢ — 43) +i(2012), (6.3)
ou seja
e
Y = 201G (6.5)

Ao mesmo tempo, definimos

(6.6)



95

o que nos fornece
_ Dt

xr — 9 67
A+ ) (67)
e
P2q1 — D142
== 6.8
Y 2q + a3 (6:8)
Substituindo as Eqs.(6.4), (6.5), (6.7) e (6.8) na Eq.(6.2), obtemos o hamiltoniano
1 pf —i—p% k B? 2 212
== - + (@ + @) 6.9
R G 8 AT (69)

A partir de agora utilizaremos h = w = e = m = 1. Tomemos a hipersuperficie dada por

H = FE, teremos neste caso que a Eq.(6.9) escrita como

2

1 B
§(p?+p§)+§(Qf+q§)3—E(Qf+q§)—/f=0. (6.10)

Utilizaremos essa tltima expressao na proxima secao.

6.2 Efeito Zeeman: a equacao de Schroedinger no es-
paco de fase

Utilizando a Eq.(6.10) e definindo W?/2 = —E, podemos escrever a equacgao de
Schroedinger no espaco de fase que descreve o efeito Zeeman como

2

1 B
5(29? +p3) + g(Qf +¢3)° = E(¢; + @) + k| x¥(q1,p1, g2, 02) = 0. (6.11)

A anélise da Eq.(6.11) sera perturbativa. Assim sendo, definimos
(Ho + H1)t(q1, p1, @2, p2) = ktb(q1, 1, @2, p2), (6.12)
em que Hy = %(p% +p2)*x—E(@?+@)xe H, = %Q(qf + ¢3)3%. Podemos escrever
Hot' (g1, p1, a2, p2) = kOO (q1, p1, @2, o), (6.13)

em que w(o)(ql, D1, G2, P2) € k() representam, respectivamente, a autofuncao e o autovalor

do hamiltoniano nao perturbado.

Definindo agora os operadores

. W )1
a = ( 7(]1 * 11 Wpl*) , (614)
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. |W 1
aT = ( ?ql * —1 Wpl*) s (615)

~ |W 1

b= ( ?QQ * 1 ng*) s (616)
~ w Y e

bf = ( ?qg * —1 12Wp2*> , (617)

em que os operadores ¢;x e p;x sao dados por

i 0
ik = q; — =, 6.18
=gt g (6.18)
i 0
k= Di — = —, 6.19
i (6.19)
o hamiltoniano perturbado pode ser escrito como
_ . B2 SO
H=W(aa"+bb' + 1) + <@+ ah?+ (b+bH23. (6.20)
Dessa forma, podemos definir a parte nao perturbada do hamiltoniano como
Hy = W (aal + bt + 1). (6.21)
Enquanto a parte da perturbagao fica escrita como
B2 SO
Hy=—-[(@+ a4 (b+bH2)3. (6.22)
A equagao a ser analisada é dada por
H x9(qu, p1, @2, p2) = k¥(q1, 1, 42, p2)- (6.23)
A parte nao perturbada é dada por
Ho % %(g),m(%;ph Q27p2) = ké?),mwé?),m(ql,ph 927]92)7 (6-24)

Tomemos a solucao para a parte nao-perturbada fl\o do hamiltoniano possui a amplitude

no espaco de fase escrita como

OO (a1, 01, G20 p2) = Ony (a1, 1) s (G2, 2), (6.25)

em que ¢, (q1,p1) € Iy, (g2, p2) sdo as solugdes em cada diregdo. As equagoes de autova-

lores sao dadas por

Any = \/M1Gp, 1, (6.26)
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ﬁqﬁnl =Ny + 1¢n1+17 (627)
B, = /M2l ny 1, (6.28)
BT, = v + 1y 1. (6.29)

Resolveremos a equagao diferencial nao-linear por meio do método algébrico baseado em
teoria de perturbagao. Utilizando as relacoes apy = 0 e bl = 0, encontramos a solucao

para o estado fundamental nao-perturbado como
Vo0 (a1, P12 p2) = New VDL, (Wt + p)e VERD L, (Wa3 +p3), (6.30)

em que L,, e L,, sdo polinomios de Laguerre de ordem n; e ns, respectivamente; e N/
¢ uma constante de normaliza¢ao. Os autovalores das amplitudes oriundas da Eq.(6.24)
sao dados por

O = (ny +ny + )W, (6.31)

ni,n2

Os estados perturbados de ordens mais elevadas sdo obtidas a partir da solugao (6.30)
pela aplicagdo dos operadores dados nas equagoes (6.26) e (6.28). Para tal finalidade,

utilizamos a teoria de perturbac¢ao no espgao de fase, desenvolvida na referéncia [10)].

Nesse percurso, o estado perturbado em primeira ordem sera obtido por

%(111),@ (q1,p1,92,p2) = %01),712(611,291, q2,D2) (6.32)
X Z / Trgl)mQ(Chapla C]2u]92)H11/1n1,n2(Q17P17 Q2;p2)dCI1dp1dQ2dp2
ks — ki)
m1#ny;maF#ng ni,ng mi,ma

X wr(gz,mg (QIapla QQ7p2)-

Podemos escrever uma expressao geral para o estado perturbado em primeira ordem.

Para esse fim, vamos calcular a integral

I= / Ui (ar,pr. go, p2) i, (a1, D1 g2, p2)dardprdgadps.
Temos que
BQ
I = /wmm Q15 D1 d2: P2) [(@+a")2+b+0) P (a1, 21, g2, p2)dgr dpidgadps, (6.33)

que pode ser escrita como [ = I} + I, + I3 + 14, em que

— 82 </ oy, (@ 24 a?) gbmdqldpl) (6.34)



X (F;m Ly, dQQdPQ) )

B? o
L — 8(/¢;*n13(a2+a*2)2¢mdq1dp1>
X (ang (v + BT2)Fn2dq2dp2) ;
BQ
Iy = ([ 61,3@ + @)n,dandp, )

X (F;knz (/62 + /BTQ)QFnQdQde2) ’

B? .
I, = 3 (/ ¢m1¢n1dQ1dP1>
X (T, (0 + )T dgadps)

Utilizaremos as Eqs.(6.26-6.29) e as relacoes de ortonormalidade dadas por

/¢Z(Q1ap1)¢m(Q1>p1)dQ1dp1 = 6n,m7

/ Iy (a2, p2) Ui (g2, p2)dgadps = 6 m,

para calcular os termos I, I, I3 e I;. Esses calculos serao apresentados

devido a quantidade de termos.
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(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

no apéndice,

Utilizando a equagao (A.7), dado no apéndice, em conjunto com a equagao (6.32),

podemos calcular os estados perturbados. Nesse sentido, o estado fundament

é dado por

1 0
7»0(()73((]17]717 q27p2) = 7/’((),3 (q17p17 q27p2)

N 5;{(_21@_ 18 — 25v/10) ¢S)

al perturbado

(6.40)

- (—3\/§ - 3) Y + (=30V21 - 3v6)u)

2
+ 4v/3yl) — 8VII55YY) .

De forma similar, podemos escrever os estados perturbados excitados.
encontramos para os primeiros estados excitados os seguintes resultados

2

Fazendo isso,

B
Ui = i+ 5 [89, 30012 + 13,470 + 6,320 — 89,43v]  (6.41)

SW
19,3344 — 23, 51053 — 10,3195 — 11,8304
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2
o _ 0 B
0,1 ¢0,1+8W

+ 19,3347 + 23, 5103 + 10,3103 + 11,8347

[ — 89,3007 — 13,479 — 6,320 + 89,434} (6.42)

A funcao de Wigner para o atomo de hidrogénio submetido a um campo magnético
no espaco de fase para cada ordem da amplitude perturbada pode ser calculada por meio
da equacao

Jw(qi,p1,q2,p2) = @02(11%2@171717 q2,D2) * ¢7(~011),n2(éhap17 q2,D2)- (6.43)

Todos os graficos deste capitulo foram plotados considerando ¢, e py constantes. As-
sim, os eixos sao dados simplesmente por q e p representando ¢, e p;, respectivamente.
Os gréficos dados nas figuras (13) e (14) mostram o comportamento da fun¢ao de Wigner

de ordem zero com campo magnético de B = 1 e B = 10, respectivamente. Ambos foram

feitos considerando F = 1.

Ja os graficos dados nas figuras (15) e (16) mostram o comportamento da funcao
de Wigner de ordem zero com campo magnético de B = 1 e B = 10, respectivamente.

Ambos foram feitos considerando E = 10.

Comparando os graficos dados nas figuras (13)-(16), percebemos que o volume da
parte negativa cresce tanto com o aumento do valor da energia como com o aumento do

valor do campo magnético.

E ainda, os gréficos da funcao de Wigner de primeira ordem seguem destacados nas
figuras (17)-(20). Os graficos dados nas figuras (17) e (18) mostram o comportamento
da funcao de Wigner de primeira ordem com campo magnético de B = 1 e B = 100,

respectivamente. Ambos foram feitos considerando F = 1.

Ja os graficos dados nas figuras (19) e (20) mostram o comportamento da fun¢ao de
Wigner de primeira ordem com campo magnético de B =1 e B = 100, respectivamente.

Ambos foram feitos considerando E = 10.

Com a funcao de Wigner podemos calcular o parametro de negatividade para este

sistema. Os resultados deste calculo podem ser observados nas tabelas (3-6).

Podemos determinar também os niveis de energia para o sistema. A correcao de
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Figura 13: funcao de Wigner, ordem zero - efeito Zeeman para £ =1e B =1

primeira ordem para o autovalor da Eq.(6.23) é dada por
5kv(111),n2 = / 102?’,”2ﬁleS?Lquldpldqzdpa. (6.44)

Realizando os calculos para o H, dado obtemos

2

B
Ok, = 5 [(n1+ 1)(n1 +2)(n1 +3) (6.45)

(n1 4+ 1)(n1 +2)* + (n1 — D)ny(ny 4 1)°
(n1+ Dni(ng + 1) +y/n3(ng + 1)3

(n1 + 1)nf + (ng + D)ng(ng — 1)

ni(ny — 1% +ny(ng — 1)(ng — 2)

3(n1 + 1)ni(na + 1) + 3(ny + 1)nyng

3n3(ng + 1) + 3ning + 3(ny — 1)ny(ng + 1)
3(711 - 1)7’1,1712 + 3(n2 + 1)n2(n1 + 1)

+ + + + + + + +

3(ny + D)ngny + 3n3(ny + 1) + 3njn,
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Figura 14: funcao de Wigner, ordem zero - efeito Zeeman para £ =1e B = 100

+ 3(ny — Dng(ny + 1) + 3(ny — ngny
+ (n2+ 1)(n2 +2)(na + 3) + (n2 + 1)(ny + 2)°
4+ (ng — Dng(ng + 1)* + \/m

+ \/(n2 +1)2n5 + (no + L)ng(ng — 1)

+ ma(na = 1)? + na(nz — 1)(n2 — 2)|.

Dessa forma, obtemos o resultado

ED = (4 ng + )W + %25, (6.46)
em que
5 = (m+1)(n1 +2)(ny +3) (6.47)
+ (ny+ D(ng +2)* + (ng — Dny(ng +1)?
+ (i + Dni(ng 4+ 1) +/nd(ng +1)3
+ (ng +Dnt+ (ng + Dng(ng — 1)
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Figura 15: funcao de Wigner, ordem zero - efeito Zeeman para £ =10e B =1

ni(ny —1)? +ny(ng — 1)(ny — 2)
3(n1 4+ Dni(ng + 1) + 3(ny + L)ning
3n3(ng + 1) + 3ning + 3(ny — 1)ni(ng + 1)
3(n1 — 1)ning + 3(ng + 1)ng(ng + 1)
3(ny + Dngny + 3ni(ny + 1) + 3ning
3(ng — )ng(ny + 1) 4+ 3(ng — 1)nany
(ng +1)(ng + 2)(na + 3) + (ng + 1)(ng + 2)*
(na — D)na(ng + 1)* + y/nd(ns + 1)3
(ng +1)2n3 + (ng + 1)na(ng — 1)
na(ng — 1)% + ng(ny — 1)(ny — 2).

+ o+ + + + o+ o+ o+ +

Utilizando a Eq.(6.46), obtemos o valor de W,

B, = (B33
ny+ng+1

(6.48)
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Figura 16: funcao de Wigner, ordem zero - efeito Zeeman para £ =10e B = 10

Utilizando a relagao W?/2 = —F, temos que os autovalores de energia para o atomo

de hidrogénio submetido a um campo magnético uniforme sao dados por

(6.49)

1TkD, — (B2/8)8]°
Bry = =5 .

ny+ng+1
Podemos escrever também

ED _(B2/8)81°
By — 1lmm ( /)]'

-3 5 (6.50)

em que N = n; +ny+ 1. Note que se B — 0, obtemos o resultado dado na literatura [67].

Para o estado fundamental, a correcao de primeira ordem no autovalor é dada por

BQ
51{((]’13 _ 553,893 '

Assim, a energia de primeira ordem do atomo de hidrogénio submetido ao campo
magnético externo é dada por
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Figura 17: funcao de Wigner, primeira ordem - efeito Zeeman para E =1e B =1

B, = —% 1- (B2/8)553,93]2, (6.51)

em que k:(% foi tomado igual a 1.

A energia quando N = 2, isto é, ny +ny + 1 = 2, pode ser calculada a partir dos

estados degenerados 17 , e 1 ;, 0 que nos fornece

2

B
ok = 2 361 2
00 = 55361835,92,

e assim,
11— (B%/32)361835,92]°

_ 1 52
B, : : : (6.52)

em que k?g foi tomado igual a 1.

Com as amplitudes no espaco de fase e as respectivas funcoes de Wigner determinadas,
calculamos o parametro de negatividade do sistema para diferentes energias e valores do

campo magnético, obtendo os resultados mostrados nas tabelas a seguir.
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Tabela 3: Parametro de negatividade para B = 1.

ni,ng M)

0,0 0.14345
0,1 0.32645
1,0 0.32645
1,1 0.45786
2,0 0.45786
0,2 0.45786

Y

Tabela 4: Parametro de negatividade para B = 10.

ni,ng nY)

0,0 0.16783
1,0 0.35784
0,1 0.35784
1,1 0.46210
2,0 0.46210
0,2 0.46210

Y

Tabela 5: Parametro de Negatividade para B = 100.

1, N2 77(¢)

0,0 0.19773
1,0 0.38954
0,1 0.38954
1,1 0.47841
2,0 0.47841
0,2 0.47841

Tabela 6: Parametro de negatividade para B = 1000.

ni,ng M)

0,0 0.20376
1,0 0.39932
0,1 0.39932
1,1 0.50385
2,0 0.50385
0,2 0.50385
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Figura 18: funcao de Wigner, primeira ordem - efeito Zeeman para £ =1e B = 100

Observando as Tabelas (3)-(6), percebemos que o parametro de negatividade para um
mesmo campo magnético cresce com o aumento da soma n; + ny. Para valores de n; e
ne que fornecem a mesma soma n; + ng, 0 parametro também é igual. Percebemos ainda
que se aumentarmos a intensidade do campo magnético, o parametro de negatividade
cresce. Tais resultados concordam com os resultados ja destacados nos graficos da fungao

de Wigner para o efeito Zeeman.
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Figura 19: funcao de Wigner, primeira ordem - efeito Zeeman para £ =10e B =1
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Figura 20: funcao de Wigner, primeira ordem - efeito Zeeman para £ = 10 e B = 100
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7 Consideracoes Finais e
Perspectivas

Realizamos neste trabalho um estudo acerca de nao-classicalidade no espacgo de
fase. Para esse fim, consideramos uma revisao de bibliografia sobre funcao de Wigner,
produto-estrela e mecanica quantica simplética. No ambito da mecanica quantica sim-
plética, mostramos um método para se calcular a funcao de Wigner via um formalismo
autocontido, ou seja, mediante a equacao de Schroedinger no espago de fase para um
determinado sistema fisico, calculamos as respectivas amplitudes no espaco de fase, a
partir das quais determinamos a fungao de Wigner com o uso do produto-estrela. Esse

formalismo foi usado na sequéncia do trabalho.

Por conseguinte, no capitulo 4 estudamos péndulos no espago de fase, determi-
nando as fungoes de Wigner associadas aos sistemas, bem como calculamos o parametro
de negatividade. Como resultado, verificamos que a medida que aumentamos a ordem da
energia do péndulo, o parametro de negatividade aumenta, o que evidencia um aumento

do carater quantico do sistema.

J& no capitulo 5 estudamos o sistema de Yang-Mill-Higgs, conhecido por ser
naturalmente cadtico. Nesse sentido, calculamos a fun¢ao de Wigner associada ao sistema,
e mais uma vez verificamos que ao aumentarmos a energia do sistema, o parametro de

negatividade aumenta.

No capitulo 6 resolvemos o efeito Zeeman no espago de fase. O atomo de hidrogénio
submetido a um campo magnético uniforme é dado na literatura como um sistema que
apresenta caos. Para solucionar este problema, foi utilizada a transformacgao de Bohlin
e teoria de perturbacao independente do tempo. Como resultado, calculamos a funcao
de Wigner e o parametro de negatividade do sistema, o que indicou que se aumentarmos
tanto a energia do &tomo como o campo magnético, o volume da parte negativa da funcao

de Wigner também aumenta.
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Como perspectiva esperamos analisar outros sistemas caoticos no espaco de fase,
tais como o oscilador periodicamente chutado. J& é conhecido na literatura que a evolugao
temporal do parametro de negatividade tem relacao com a caoticidade de sistemas quan-
ticos. Dessa forma, almejamos também estabelecer um método para se detectar caos quan-

tico por meio de um formalismo de espaco de fase.
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APENDICE A - Cdlculos do Efeito Zeeman

Neste apéndice serao apresentados parte dos calculos referentes ao efeito Zeeman.

Sendo assim, utilizando as Eqs.(6.26-6.29) e as relagoes de ortonormalidade dadas por

/gb:;(qlvpl)gbm(ql?pl)d(hdpl = 5n,m7 (A].)
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Esses resultados aqui apresentados forma utilizados no capitulo 6.
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APENDICE B - Programa para cdlculo do
Produto-Estrela

O seguinte programa, desenvolvido em Maple foi utilizado para o célculo do produto-
estrela.Sendo assim, em todas as vezes que a funcao de Wigner foi calculada a partir das

amplitudes no espaco de fase, este rprograma foi utilizado.

st := proc(f)
return  simplify(dif f(dif f(f.q),p") — dif f(dif f(f.p).d));
end :

stn = proc(f,n) localy,i;
y =1
if n<>0 then
for i from 1 to n do
y = st(y);
end do;
return y;
else
return f;
end if;
end :
star := proc(f,q, N) local h,s,n;

h:= f(q.p)*g(d,p');



s :=0;
for n from 0 to N do
s = simplify(s+ 1/n!* (I/2) x *n * stn(h,n));
end do;
return s;

end :
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