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RESUMO

Titulo: Projeto de desacopladores para sistemas incertos via LMIs
Autor: Caio Gustavo Mesquita Angelo
Orientador: Eduardo Stockler Tognetti

Na teoria de controle de sistemas multivaridveis, um dos principais entraves é o acoplamento entre malhas,
quando se deseja utilizar controladores monovaridveis. Para contornar esse problema, uma estratégia popular
consiste no desacoplamento das malhas por meio de pré-compensador e/ou pds-compensador, permitindo a
sintonizacdo independente dos controladores. Este trabalho propde projetos de pré-compensadores dindmicos
que consideram as incertezas do modelo da planta, de forma que o sistema compensado tenha dominancia
diagonal. Para tal, os métodos propostos se basearam na minimiza¢io da norma H ., por meio de desigualdades
matriciais lineares (LMIs, do inglés Linear Matrix Inequalities), da diferenca entre o sistema compensado e
um modelo de referéncia diagonal, dado ou como varidvel de projeto. Os resultados foram generalizados para
tratar faixas finitas de frequéncia de interesse por meio do Lema de KYP generalizado. Para obter as LMIs, foi
utilizada técnica de linearizagdo recorrente na literatura, em que sdo fixadas estruturas para varidveis de folga.
Essa técnica foi formalizada neste trabalho e estudada para compreender o conservadorismo introduzido. Para
avaliar a efetividade dos métodos propostos e discutir sua parametrizacao, exemplos numéricos foram gerados
em ambiente computacional. Os resultados mostraram que os métodos propostos t€ém capacidade de obter pré-
compensadores e pés-compensadores que promovem desacoplamento significativo das malhas, a depender das
caracteristicas da planta e da parametrizacdo, cuja escolha foi discutida neste trabalho.






ABSTRACT

Title: Design of decouplers for uncertain systems by means of LMIs
Author: Caio Gustavo Mesquita Angelo
Supervisor: Eduardo Stockler Tognetti

In multivariable control systems, one of the main obstacles is the coupling between control loops, when
monovariable controllers are desired. To overcome this issue, a popular strategy is to decouple the loops by
means of a precompensator and/or postcompensator, allowing the independent tuning of the controllers. This
work propose design methods for dynamic precompensators that consider the uncertainties of the plant model,
so that the compensated system is diagonally dominant. To accomplish this, the proposed methods were based
on the minimization of the H ., norm, by means of linear matrix inequalities (LMI), of the difference between
the compensated system and a diagonal reference model, as decision variable or given system. The results were
generalized to treat finite bands of frequencies of interest by means of the generalized KYP Lemma. In order to
obtain LMIs, a recurrent technique in literature was used, in which structures of slack variables are predefined.
This technique was formalized in this work and studied, so one could understand the conservatism introduced
by this technique. To evaluate the effectiveness of the proposed methods and discuss their parametrization, nu-
merial examples were generated in computational environment. The results showed that the proposed methods
can obtain precompensators and postcompensators that promote significant decoupling of the plant, depending
on the characteristics of the plant and the parametrization, which was discussed in this work.
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INTRODUCAO

1.1 CONTEXTUALIZACAO

Na inddstria, a producdo ocorre via processos caracterizados por diversas varidveis que devem ser contro-
ladas. O controle dessas varidveis que, originalmente era manual, passou a ser efetuado por controladores,
conforme a complexidade dos processos aumentou e a tecnologia progrediu. Os avangos tecnolégicos permi-
tiram inclusive que ambientes e objetos do dia-a-dia, tais como veiculos, fossem controlados. Esses sistemas,
que possuem diversas varidveis a serem controladas, sdo chamados de sistemas multivaridveis.

Os controladores sdo responsdveis por controlar as varidveis de interesse (saidas do sistema), definindo as
entradas do sistema para alcancar os objetivos tracados para as saidas controladas. Esses controladores podem
ser puramente mecanicos, eletromecénicos ou até dotados de poder computacional (controladores digitais).
Independentemente da realizacdo do controlador (eletronico, digital, mecanico, etc.), sua lei de atuagdo pode
ser representada matematicamente, permitindo que a teoria de controle de sistemas se desenvolvesse de forma

independente as aplicagdes.

A principal caracteristica dos sistemas multivaridveis que dificulta o projeto do controle é o acoplamento
entre vdrias entradas e saidas, ou seja, a dependéncia que uma saida tem de mais de uma entrada. O forte aco-
plamento impede que o controle seja feito com eficiéncia em malhas monovaridveis (controle descentralizado).
Uma estratégia para contornar esse problema é projetar um pré-compensador que desacople as malhas, de
forma que cada saida s6 dependa da entrada correspondente. Essa estratégia é popular, pois o desacoplamento
entre malhas € desejavel em diversas aplicagdes praticas, em especial na indudstria quimica e de processos, pois
permite que os técnicos ajustem o controle de vdrias varidveis de forma independente (Wang, 2003).

Uma das formas de reduzir as interagdes entre malhas de uma planta é a obtencdo de dominéncia diagonal
(Rosenbrock, 1974) por meio de um pré-compensador. Isso permite que o projeto de controle seja feito por téc-
nicas cldssicas monovaridveis, ainda que a matriz de transferéncia do sistema compensado nio seja totalmente
diagonal. Nesse contexto, foram explorados outros critérios de dominancia diagonal menos conservadores que
o utilizado por Rosenbrock (1974) e que podiam ser utilizados no método para garantir estabilidade assintdtica
de um sistema em malha fechada com controlador diagonal (descentralizado), tais como a dominéncia diagonal
generalizada (Limebeer, 1982) e a dominancia fundamental (Yeung and F. Bryant, 1992).

O controle de desacoplamento tem sido estudado pelo menos desde a década de 1930 (Wang, 2003), tanto
com uso de fun¢des de transferéncia, quanto no espago de estados. Matrizes de transferéncias ndo quadradas ja
foram consideradas, assim como atrasos no tempo. O projeto de desacopladores j4 estd bem desenvolvido para
modelos nominais dos sistemas. Contudo, ainda ndo hd muitos estudos que consideram incertezas no projeto
dos pré-compensadores, em especial utilizando sistemas incertos modelados por politopos.

A maioria dos trabalhos que consideram incertezas nio o fazem diretamente no projeto do pré-compensador.
Chughtai et al. (2005) propuseram um projeto de desacoplador com base no sistema nominal para, em seguida,
projetar o controlador descentralizado robusto, que leva em considerag@o incertezas ndo estruturadas. Ou-
tros trabalhos consideram incertezas estruturadas no projeto do desacoplador, por etapas e de forma iterativa,
normalmente ndo garantindo a robustez em uma primeira etapa e depois analisando se o resultado obtido é

robusto (Siqueira et al., 2014; Chang and Chang, 2001; Gongalves et al., 2012). Em uma estratégia (Jetto et al.,



2017), é projetado um pré-compensador estitico para ser usado em malha fechada, considerando incertezas
ndo estruturadas.

Uma das ferramentas utilizadas no controle de sistemas politdpicos sdo as desigualdades matriciais lineares
(LMIs, acrdnimo para Linear Matrix Inequalities), que tém se popularizado com o aumento do poder compu-
tacional. Nos trabalhos de Chughtai and Munro (2004) e Chughtai et al. (2005), o projeto de controladores
estéticos e dindmicos, respectivamente, foi elaborado como problema de minimizac¢do de norma H., com uso
de LMIs, sem contudo utilizar a ferramenta para considerar incertezas estruturadas. Nesses trabalhos, € mini-
mizada a norma em relacdo a um modelo de referéncia diagonal estitico (identidade) como termo dominante,

0 que insere conservadorismo, uma vez que os sistemas sdo dindmicos.

Dentre as op¢des de pré-compensadores estiticos ou dindmicos, a estabilidade do controle em malha fe-
chada ao usar pré-compensadores estdticos pode se mostrar menos suscetivel a erros de modelagem da planta,
mas o desempenho do desacoplamento é pobre em frequéncia, limitando sua eficiéncia (Vhora and Patel,
2017). Assim, pré-compensadores dindmicos t€ém recebido maior aten¢do na literatura. Para diminuir o con-
servadorismo no desempenho para faixas de frequéncias de interesse, métodos com uso de pesos em fungdo da
frequéncia foram explorados na literatura (Wang, 2003). Baseado em LMIs, o Lema de Kalman-Yakubovich-
Popov (KYP) generalizado (Iwasaki and Hara, 2005) tem sido usado em diferentes contextos (Du and Yang,
2010; Lee, 2013; Zheng et al., 2017).

Dessa forma, carece na literatura mais estudos sobre projeto de desacopladores que considere incertezas
estruturadas da planta, em especial politopicas, com uso de LMIs. Este trabalho busca, entdo, propor condi¢des
LMIs para o projeto de pré-compensadores dinamicos robustos por meio da minimiza¢do da norma H., do
sistema compensado com uma dindmica diagonal de referéncia. As incertezas do sistema s@o consideradas na

forma politépica.

1.2  FORMULACAO DO PROBLEMA

Seja G(s, &) um sistema linear e invariante no tempo com incerteza e mesmo nimero de entradas e saidas

(sistema quadrado) dado pela seguinte representacao no espago de estados:

Ag(a)xg(t) + Bg(a)u(t) (1.1
y(t) = Cg(a)xg(t) + Dg(a)u(t)

Ao
]
—

~+
—

I

z

em que Xg(t) € R™ € o vetor de varidveis de estado, u(t) € R™ ¢é o vetor de entradas (sinais de controle),
y(t) € R™ é o vetor de saidas (sinais controlados) e Ag(ax) € R"9*"s, Bg(ar) € R"9*™, Cg(ax) € R™* M9,
D¢ (o) € R™*™ sdo matrizes com representacdo politépica, ou seja, pertencem a um dominio politépico. Um
politopo P pode ser definido da seguinte maneira:

N
P = {M(a) M(a) ZZ a;M;, o e Ay (1.2)
=1
N
Ay={aeR":> a;=1,0;>0,i=1...N}
i=1



Nesse caso, Ay é um simplex unitdrio. Como o sistema € incerto e invariante no tempo, « é constante e
desconhecido. Para simplificar a notacéo, doravante nesta dissertacéio o pardmetro o« poderd ser omitido fora
das definicdes.

A representacdo no espago de estados de um sistema pode ser dada por

No dominio da frequéncia, o sistema G(s, ) pode ser representado como uma matriz de transferéncia
quadrada:

gl,l(sva) gl,m(sva)
,9ij = Cgis(@)(sI — Ag(a)) "' Bg. j(a) + Dgij()

gm,l(saa) e gm,m(sva)

Em uma estratégia de controle com malhas monovaridveis (SISO), o acoplamento entre entradas e saidas
ndo correspondentes, representado pelas fungdes de transferéncia g; ; com ¢ # j, deve ser minimizado. Dessa
forma, em sistemas com forte acoplamento entre malhas, € interessante a aplicacdo de um pré-compensador
estético ou dindmico K (s) de forma que a matriz de transferéncia do sistema compensado H (s, &) seja o mais
diagonal possivel. A topologia de controle mais simples para inserir o pré-compensador e a mais explorada
para o fim de desacoplamento é a de malha aberta, em que H (s, ) = G(s, @) K (s), conforme Figura 1.1.

Quando dindmico, o pré-compensador terd a seguinte representacio no espago de estados:

K(S) = {Ak, Bk, C)k7 Dk}

No contexto da topologia de controle (Figura 1.1), o sistema do pré-compensador assume as seguintes
equagoes:

Xi(t) = Awxic(t) + Biv(t) (1.3)
u(t) = Cka(t) + DkV(t)
em que xi(t) € R™ é o vetor de estados do pré-compensador, v(t) € R™ é o vetor de entradas (sinais de

controle do controlador em malha fechada) e Ay € R *" By € R"*™ Cy € R™*" Dy € R™*™ sio

matrizes de estado constantes (ndo dependentes do parametro de incerteza).
Este trabalho busca propor solug¢des para o seguinte problema:
PROBLEMA Dados o sistema linear invariante no tempo com incerteza politépica quadrado G(s, a), re-

presentado por (1.1), e uma faixa de frequéncias de interesse €2, determinar o pré-compensador K (s), dado
em (1.3), tal que o sistema G(s, &) K (s) seja o mais diagonal possivel em €.



1 ()———> C1 () vi(t) (1) yi(t) _
) t
1,(t) e Vo(t) Pré- u(H) Sistema ¥a(t) R
compensador | | Multivariavel ]
K(s) : G(s,a) :
rm(t) Co () V(1) um(t)r Ym(t) .

Figura 1.1: Topologia de controle.

Observagdo 1.1. O foco deste trabalho € o projeto de pré-compensadores, com o objetivo de tornar o sistema
compensado G (s, &) K (s) o mais desacoplado possivel. Contudo, para a classe de sistemas estudado, podemos
projetar um pré-compensador K, (s) para o sistema G(s, &)’ O resultado é um pés-compensador K45 (s) =
K, (s)" tal que Kpss (s) G(s, o) fica desacoplado.

1.3 APRESENTACAO DA DISSERTACAO

Além desta Introducio, os Capitulos 2 a 5 compdem esta dissertacdo, conforme o disposto a seguir.

No Capitulo 2, serdo apresentados os conceitos e os resultados da literatura que serviram de base e inspira-
¢d0 para este trabalho: resultados da teoria de controle com uso de LMIs; conceitos de dominancia diagonal,
necessdrios para guiar o projeto de desacopladores, e 0 uso de um desses conceitos para projeto de desacopla-
dores na literatura; e apresentagdo de alguns métodos de linearizag@o de desigualdades matriciais utilizados na
literatura, com foco na estratégia de restri¢do da estrutura de varidveis de folga, utilizada neste trabalho.

No Capitulo 3, serdo desenvolvidas as contribuicdes deste trabalho. Primeiramente, serd formalizada e ge-
neralizada a estratégia de linearizacao restringindo a estrutura de varidveis de folga. Em seguida, essa estratégia
serd aplicada a formulagdo em LMIs do problema de desacoplamento, cujo conservadorismo introduzido sera
estudado para mostrar uma repercussio da escolha da estrutura para varidvel de folga. Na sequéncia, serdo
propostos alguns métodos de projeto de desacopladores para sistemas incertos, com uso dessa técnica de line-
arizacdo e do lema de KYP generalizado, que permite restringir as desigualdades para faixas de frequéncias de
interesse. Por fim, serd proposto um indicador de acoplamento para sistemas politpicos, baseado na discussio
do uso de dominancia fundamental para projetar desacopladores por meio de LMIs.

No Capitulo 4, os métodos serdo aplicados em exemplos numéricos da literatura, com intuito de compara-
los e discutir as diferentes possibilidades de escolha de parametros.

Por fim, no Capitulo 5 serdo realizadas conclusdes acerca dos resultados obtidos e indicadas possibilidades
de pesquisas para avangar no tema.



FUNDAMENTACAO

Neste capitulo, serdo detalhados os fundamentos tedricos que serviram como base e inspiracio para propor
os métodos descritos no Capitulo 3.

2.1 TEORIA DE CONTROLE VIA LMIS

As desigualdades matriciais lineares sdo ferramentas importantes na teoria de controle, em especial para
sistemas lineares incertos ou com dependéncia paramétrica. Aqui serdo apresentados alguns teoremas e lemas
utilizados neste trabalho e nos resultados da literatura que lhe serviram de referéncia.

2.1.1 LMIs e Teoremas Basicos

Lema 2.1. (Complemento de Schur - Boyd et al., 1994) Sejam A € S*",B € R"*™ ¢ C € S™. As
seguintes propoposicdes sdo equivalentes.

.| A B
i) T

B' C
i) A—-BC'B" <0, C<o.
ii)C —BTA'B <0, A<O.

<0.

Lema 2.2. (Lema da Projecdo para sistemas dependentes de pardametros - Bachelier and Mehdi, 2015)
Sejam RCRY M : R+ S", T': R — R™" ¢ A : R+ RP*" tais que M, T e A sdo continuamente

dependentes de v € R. Entdo as seguintes proposicdes sdo equivalentes:

i)

Nr(r)" M (r)Np(r) <0

N T , YreR
A(r) M(r)Na(r)<O0

ii)
3X (r)eRP™ . M)+ A(@) X)) T () +T ()" X ()" A(r)<0, YreR (21)

emque R(Np) =N (T) e R(NaA) =N (A).

Outro conhecido e muito utilizado lema na literatura é produto de um caso especial do Lema da Proje¢do
(definindo A = I) e de resultado de Finsler. Esse lema é conhecido por Lema de Finsler, e sua versdo com
dependéncia de parametros € estabelecida a seguir.



Lema 2.3. (Lema de Finsler para sistemas dependentes de pardmetros - Ishihara et al., 2017) Sejam
RCRY M :Rw— S*eT : R+ R™* ™. Entdo as seguintes proposicoes sdo equivalentes:

i)(VreR) : 2TM (r)z <0,Vze{z €R" : 2#0, T (r)z =0}

i) (Yr € R) 3u(r) €R) : M(r) —u(r)T (r)" T (r) <o0.

i) (Vr € R) 3X (r) e R™™) : M(r)+ X (r)T(r)+T (r)" X ()" <o0.

iv)(Vr € R) : Ny (r)" M (r) Np (r) <0, em que R (Ny (r)) = N (T (r)).

2.1.2 Estabilidade de Sistemas Dinadmicos Continuos no Tempo

Seja o sistema linear e invariante no tempo x(¢) = A (a)x(t), em que A () € P e P é um politopo como
definido na Eq. (1.2). A teoria de estabilidade de Lyapunov pode ser utilizada para anélise de estabilidade
assintotica desse sistema ao definir a fung¢io quadrética x” P (a)x em que P(a) > 0 como uma fungdo de
Lyapunov, resultando no Lema (2.4).

Lema 2.4 (Estabilidade assintdtica). O sistema x(t) = A (a)x(t) é assintoticamente estdvel se, e somente
se, existir P(a) = P ()T > 0 tal que

A(@)P(a) +P(a)A(a)T <0, VacAy (2.2)

A condig@o necessdria e suficiente acima, contudo, ¢ de dimensdo infinita, devendo ser testada para todo
a € Ay. Condigdes suficientes podem ser obtidas por meio de um conjunto finito de LMISs, restringindo as
fun¢des da varidveis secunddrias (no caso, P («¢)) em relagdo a . A forma mais simples é impondo P () = P
(constante). Uma forma menos conservadora é restringir P (a) ao politopo P com vértices P;, i = 1,..., N,
resultando no Lema 2.5.

Lema 2.5 (Condi¢des para matriz de Lyapunov com dependéncia afim de parametros - Oliveira and Peres,
2005). Se existirem matrizes P; = Plr >0,1=1,...,N, tais que

AP, +P,AT <0, i=1,..,N

AP;+P;AT + AP, +P,AT <0, i=1,..,N-1, j=i+1,..,N

N
entio P(a) = P(a)” > 0, em que P(a) =5 ,P;, a € Ay, é uma fungdo de Lyapunov dependente
i=1
de pardametros que certifica a estabilidade do sistema %X(t) = A (a)x(t) para todo e € Ap.

A desigualdade (2.2) pode ser reescrita com varidvel de folga, utilizando o Lema de Finsler (Lema 2.3),
definindoaa € R=Ay CRN ¢



resultando no seguinte Lema:

2

Lema 2.6. Seja a matriz de estados representada na forma politépica A (a) € R™™", o € An. A(a) é
Hurwitz estdvel se, e somente se, existirem matrizes X s (o) € R?™ " ¢ P, (o) € S™ tais que, para todo
a < AN,

2.1.3 Lema de Kalman-Yakubovich-Popov (KYP)

Trata-se de um dos resultados mais importantes da teoria de controle, com aplica¢des em estabilidade,
hiperestabilidade, dissipatividade, passividade, controle 6timo, controle adaptativo, controle estocastico e fil-
tragem (Brogliato et al., 2007). Dentre os diferentes enunciados deste lema, destaca-se a seguinte versdo com
LMIs.

Lema 2.7 (Lema de Kalman-Yakubovich-Popov - Rantzer, 1996). A desigualdade

(jwI —IA)—lB 1 o [ (jwI — A)~'B 1 <o

¢ garantida para todo w € R se, e somente se, existir P = P tal que

A

Escolhas apropriadas de ® permitem lidar com propriedades conhecidas, como a condigdo do sistema ser
real positivo (também conhecido como passivo) e a norma #H, de sistemas, a qual é abordada na préxima
Subsecio.

2.1.3.1 Norma H, de Sistemas Dinamicos Continuos no Tempo



DEFINICAO 2.1 (Norma H., - Poznyak, 2008) Seja a fungdo H : C — C™*™ analitica no semi-plano
complexo direito, ouseja,em Creso = {s € C : s = a + jw, a,w € R, o > 0}, tal que o0, (H(5)) <
00, Vs € Cre>o. A norma Ho, de H (s) é definida como o supremo do méximo valor singular:

A

||H||¢>o = Sup O'maw(H(S)) = Sup Umaw(H(jw))
Re(s)>0 w€eR

Sistemas lineares estdveis sdo modelados por funcgdes de transferéncia racionais sem polos no semi-plano

complexo direito, possuindo, portanto, norma H .

A definigéo acima, quando aplicada a sinais no tempo w(t), é equivalente a

1l = sup e c g
l|lw||, 70 ||w||2
H
1Bl = sup %leas e o

HwHR,Ms?éO Hw”RMS

em que %, é o espacgo dos sinais de energia finita e &2 é o espago dos sinais de poténcia finita.

Se aplicarmos o Lema 2.7 para um sistema H (jw) = C(jwI — A)™'B + D com A, B, C e D reais,
definindo

@:[C D] [I 0 HC D] 23
0 I 0 I 0o I

teremos

[H(jw)] [I 0 ] [H(jw)]:H(jw)*H(]w)—’Y2ISO7 Yw € R

SR B R IER IR

[ PA+ ATP PB cTc CTD
T T T 2 SO
BTP 0 DTC DD 21
_PA T T T
+ATP 4+ CTC PB+CTD <0 o
BTP + DTC DTD —~21

Repare que H (jw)*H (jw) — v?I < 0 é equivalente a o(H (jw)) < 7. Dessa forma, a desigualdade
(2.4) é condigdo suficiente e necessdria para || H (jw)||., < 7. Esse resultado é conhecido na literatura como
Bounded Real Lemma (BRL).

Resultado dual é obtido ao considerar a desigualdade H (jw)H (jw)* — %I < 0 que é equivalente a
H(jw)*H(jw) —*I < 0, uma vez que se trata de matrizes de transferéncia quadradas. Ainda que fossem



retangulares, os valores singulares adicionais seriam iguais a zero. Assim, o problema pode ser resolvido para
H(jw) = H(jw)* = BT (—jwI — AT)"'CT + DT com P = P”.

- T 9 F *
AT CT 0o P AT CT BT DT I o BT DT

= + <0
I o P o I o 0 I 0 —%I 0 I

A1l l[o PI[ar1]” [Bollr o B o]
— 4 <0
col|lP ol|lc o D I||o —21T|| DT
AP + PAT + BBT pCT 4+ BDT

<0 2.5
CP + DBT DDT — 421 (2

O resultado acima, associado a estabilidade de A, pode ser enunciado como o seguinte Lema:

Lema 2.8. Seja o sistema H(s) = {A,B,C,D} com A € R"*", B € R"*", C € RP*" ¢ D € RP*".
A ¢ Hurwitz estdvel e a desigualdade || H (jw)
P € S" tal que

| < évdlida para todo w € R se, e somente se, existir

B 0
D I

A1
C 0

B 0
D I

A1
C 0

0o P

<0 2.6
P o (2.6)

I 0
0 —1

P>0

Na desigualdade (2.6), os produtos AP e CP podem ser evitados apds algumas manipula¢des matematicas.

Considere a desigualdade abaixo:

T

*

B o0
D1

A1
C o

A1
Cc o

B 0

<0 2.7
D I 2.7)

1 0
0 —I

o P
em que =, no caso da desigualdade (2.6), € dado por [ P o ] . Para B e D reais, a desigualdade (2.7) pode

ser reescrita como

A1
C o0

A1
C o0

—
=)
—

T
l 0 0 <0 2.8)

0 —1

Utilizando complemento de Schur (Lema 2.1), a desigualdade acima € equivalente a

T
AI=A1+OO B
col|l |Co 0 —2I D|| <o

[BTDT} -1



Utilizando o Lema de Finsler (Lema 2.3) e definindo

-1 _ 0 0
A I ol |o E 0 B
| A A NT=]|C © I 0 M = (2.9)
cl’ ) [0 0} 21 D
0 0 0 I
0 [0 BT] DT 1
temos que
T
AT|_|ATI Lo o B
NyTMNp = co| |Co 0 —I D|| <0
[BT DT] 1
«—3X : M+ XTI +T"XxT <0 (2.10)

resultando no seguinte Lema:

Lema 2.9. Seja o sistema politépico H(s,a) = {A(a),B(a),C(a),D(cx)} com A(a) € R™*™,
B(a) € R C(a) € R"*" ¢ D(ax) € R™w*™,  A(«) é Hurwitz estdvel e a desigualdade
| (G0, )
e P (o) € S™ tais que

< 7 € vdlida para todo o« € Ay se, e somente se, existirem X () € R2ntny+nu)xn

0 P 0 0 -1
Pa) 0 0 B(o A(a)
. . _T D(a) + He Cla) X ()T | <o
0 B! D@ -I 0
P(a)>0

2.1.3.2 KYP generalizado

Na dltima década, um importante resultado foi publicado, estendendo o lema de KYP para lidar com faixas
de frequéncia e com diferentes tipos de sistemas. O principal teorema é apresentado a seguir.

Lema 2.10 (KYP generalizado - Iwasaki and Hara, 2005). Sejam dadas as matrizes © &€ Ht™ F e

C2nx(ntm) o & W e H? e definidas A, A e T'y:
A Moo [T e[ 2] 50
1 1 1

A(D, W) = {/\E(C: ®
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i A se A é limitado
AU{cx} cec.

ro [In A, } recC
[ o -I, } A =00
Suponha que A represente curvas no plano complexo. Denote por N y uma base do espaco nulo de T"\ F'.
As seguintes proposicées sdo equivalentes:
i) NSON, <0 VA AP, W)
ii) Existem P, Q € H" tais que Q > 0 ¢

F'(@oP+P0Q)F+0<0

Ainda, se rank(T\F) = n, VA € CU {oo}, entdo as versdes com desigualdades ndo estritas das propo-

sicoes acima também sdo equivalentes.

Escolhendo

temos que

N, - l(/\I - A)‘lB]
I

resultando na mesma estrutura de sistema do lema de KYP. As matrizes ® e ¥ definem o conjunto vdlido de
frequéncias complexas A em que € vélida a equivaléncia entre as proposi¢des. Para o caso do lema de KYP, em
que era valido para A = jw,w € R, as matrizes

OI‘I’:()O
10 0 0

A®,¥)={ e€C: 2xRe(N) =0} = {jw:w e R}

P =

definem esse conjunto:

Assim, a utilizag@o dessa matriz ® limita as frequéncias ao eixo imagindrio. A defini¢do de intervalos (2
de w pode ser feita com escolhas apropriadas de ¥, conforme a Tabela 2.1.

Para o caso de garantir a norma H., de especial interesse neste trabalho, podemos generalizar o resultado
. . . . 0o P
da LMI (2.5) para o caso de intervalos de frequéncias €2 substituindo a matriz 0 ] pela expressao

derivada do KYP generalizado:

11



Tabela 2.1: Valores de W para diferentes intervalos de frequéncias desejados.

’ ‘ Todas Frequéncias ‘ Baixas Frequéncias Faixa de frequéncias ‘ Altas frequéncias
R |w| < w; wi <w < wo |w| > wh,
v 0 0 -1 0 ~1 jlentews) 1 0
0 0 0 W —jw —Wiw2 0 —w?

Q [P 0

em que ¥ é dado pela Tabela 2.1. Assim, a versdo do resultado em LMI da norma # ., para o caso de intervalos

de frequéncia é dada pelo seguinte Lema:

Lema 2.11. Seja o sistema H(s,a) = {A(a),B(a),C(ar),D(a)} com A(a) € R"™", B(ax) €
R™™u C(a) € R™*™ ¢ D(ax) € R" X", A desigualdade 0.0, (H (jw, ) < ~y é vdlida para todo

w € Qetodo o € Ay se, e somente se, existirem P (a) ,Q () € S™ tais que

[1]

(1)1 <0 (211

Q(a) >0

em que E ¢ escolhido conforme Tabela 2.2.

A desigualdade (2.11) pode ser reescrita de forma a evitar os produtos AP, CP, AQ e CQ com a equiva-

Iéncia mostrada na Subsecdo 2.1.3.1, o que resulta no seguinte Lema:

Lema 2.12. Seja o sistema politépico H(s,a) = {A(a),B(a),C(a),D(ax)} com A(a) € R™*",
B(a) € R™*™, C(a) € R™*" e D(ax) € R™"*™. A desigualdade 0 qx(H (jw, o)) < v € vdlida para
todo w € Q e todo o € Ay se, e somente se, existirem X (o) € R tm)xn o P (a) Q (a) € S”

tais que

= [0] —1I
0 B(a) A(a)
[0 0} 21 D(a) | THE Cla) X ('] <o
0 B@?] D@ -1 0
Q(a)>0

em que E ¢é escolhido conforme Tabela 2.2.

Observagdo 2.1. Ao contrdrio do Lema 2.9, os Lemas 2.11 e 2.12 ndo garantem estabilidade de H (s, ). O

Lema 2.9 garante a estabilidade pois, ao utilizarmos o Lema 2.12 para 2 = R, = é escolhido como
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Tabela 2.2: Valores de = para diferentes intervalos de frequéncias desejados.

’ ‘ Todas Frequéncias ‘ Baixas Frequéncias ‘ Faixa de frequéncias ‘ Altas frequéncias ‘
Q R lw] < w; w1 <w <wsy lw] > wp,
_ 0 P —Q P -Q P4t g Q P
- P 0 P wQ P—jetelg 0,Q P —wQ
0 Pa)
P(a) 0

resultando em A ()P (o) +P () A (a)T < 0. Assim, ao exigir P () > 0, 0 Lema 2.9 garante a estabilidade,
conforme Lema 2.4.

2.2 DOMINANCIA DIAGONAL

Dominéncia diagonal é um conhecido conceito matematico, cuja aplicacdo no contexto de controle de

sistemas multivaridveis foi introduzida por Rosenbrock (1974).

DEFINICAO 2.2 (Dominancia Diagonal) Uma matriz m X m prépria e racional G(s) é chamada estrita-
mente diagonal dominante por linhas no contorno D se

max Z |gij(5)|zd,«(s)<1,i:1,2,...,m, Vs e D

assumindo que G(s) néo possui polos em D.

A defini¢do de dominancia diagonal € titil, pois hd teoremas que garantem a estabilidade de sistemas em
malha fechada com controle descentralizado (controlador diagonal) a partir da dominancia diagonal do sistema

original.

Contudo, esse conceito de dominancia mostrou-se conservador, levando pesquisadores a buscar alternativas
como, por exemplo, a dominancia generalizada (Yeung and F. Bryant, 1992), a qual estende as condicdes da

Definigdo 2.2 com multiplicadores (pesos) diagonais, resultando na seguinte defini¢do:

DEFINICAO 2.3 (Dominancia Diagonal Generalizada) Uma matriz m X m prépria e racional G(s) é cha-
mada diagonal dominante no sentido generalizado se
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p (|60 (97 (G (5) = Gp (9)|) =dy (5) <1

em que p (-) é o raio espectral (maior magnitude de autovalor), Gp (s) é adiagonal de G(s) e Gp (s) é néo-
singular. O operador | A| denota a matriz A com todos seus elementos substituidos por suas magnitudes.

Trata-se de uma definicdo menos conservadora que a anterior, jd que é possivel provar que dg4 (s) <

min {d, (s);d. (s)}, sem prejudicar os teoremas de estabilidade de sistemas com controle em malha fechada
aplicados a sistemas com dominancia diagonal.

Yeung and F. Bryant (1992) introduzem o conceito de dominancia fundamental, que pode ser aplicado ao

caso da dominancia diagonal de forma ainda menos conservador que os anteriores.

DEFINICAO 2.4 (Dominancia Fundamental) Sejam A, B, D € C"*"™ tais que B seja nao-singular e
A = D + B. Diz-se que D é termo dominante de A se

p(D7'B) <1

Quando D é definido como a diagonal de A, obtém-se a defini¢do de dominancia fundamental da diagonal.
Para o caso de um sistema G(s), seria

p(GD ()" (G (s) - Gp (s))) —dy(s) <1 (2.12)

Como se pode notar, a expressio Gp (s) ' (G (s) — Gp (s)) surge tanto na definicio de dominancia dia-
gonal generalizada quanto na defini¢do que utiliza dominancia fundamental. Grosdidier and Morari (1986), ao
analisarem diferentes medidas de interacdes em sistemas multivaridveis, ressaltam a importincia dessa expres-

sdo e mostram que ha relacdo direta com a andlise de estabilidade de sistemas multivaridveis com controle em
malha fechada.

O indicador d; (s) pode ser utilizado como uma medida de dominancia diagonal menos conservadora que
d, (s),dc(s),dg (s) pois, conforme demonstram Yeung and F. Bryant (1992),

dy (s) < dg (s) < min{d, (s);dc(s)}

Para aplicar os indicadores acima ao sistema G(s) como um todo, podemos definir o indicador

d, =supd, (s)
S
em que z = f, g,, ¢, conforme o caso.

A partir da defini¢do de dominéncia fundamental, Chughtai and Munro (2004) e Chughtai et al. (2005)
propuseram método para o projeto do pré-compensador K (s) a fim de diagonalizar o sistema G(s). O autor
aplica a Defini¢do 2.4 a uma matriz de transferéncia G(s) que é assumida como G(s) = X (s) + Y (s), em que
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X (s) éndo-singulare p(X (s)"1Y (s)) < 1. Em seguida, ele define o pré-compensador tal que X (s) K (s) = L
Assim, a identidade serd o termo dominante do sistema compensado

G(s)K(s) =1+Y(s)K(s)

p(I7Y(5)K(s)) = p(G(s)K(s) - 1) < 1

Como p < Tpaz, €M qUE Oy € 0 maior valor singular, Chughtai and Munro (2004) chegam ao seguinte

problema de minimizagdo em +:

p(G(s)K(s) = 1) < Omaz (G(s)K(s) = 1) < [[G(s)K(s) = I, <7~

Trata-se, portanto, de um problema de controle em malha aberta por modelo de referéncia, em que a matriz
diagonal I € o modelo de referéncia. Apesar de se tratar de um modelo de referéncia diagonal, que € o que se
procura para um sistema desacoplado, ¢ um modelo conservador, como salientam Chughtai et al. (2005).

Uma forma de evitar a necessidade de matriz ndo estritamente prépria no termo diagonal dominante é
escolher K (s) tal que X (s)K(s) = G,(s), em que G (s) é uma matriz de transferéncia diagonal invertivel
que serve como referéncia para a diagonalizacdo, resultando em

|Gr(s) ' G(s)K (s) —I|| _ <~ (2.13)

A estratégia de utilizagdo de matriz diagonal estritamente propria como referéncia foi utilizada por Lan
et al. (2015). Contudo, por abordar o caso de sistema linear com pardmetros variantes (LPV - do inglés linear
parameter-varying) e medidos, no citado trabalho foi escolhido um pré-compensador também dependente de

parametros, o que ndo € vidvel no caso de sistemas incertos.

2.3 LINEARIZACAO DE BMIS

As desigualdades matriciais bilineares (BMIs, acrdnimo para Bilinear Matrix Inequalities) surgem quando
ha produto de duas varidveis. Uma das principais incoveniéncias é que a restri¢do deixa de ser convexa. Assim,
hd o interesse em tornar as desigualdades matriciais ndo lineares em lineares.

Uma técnica iterativa conhecida € fixar uma das varidveis com um valor inicial, o que transforma a BMI
em LMI para fins de calculo da segunda varidvel. Obtido o valor 6timo dessa varidvel, ela é fixada nesse valor,
enquanto a primeira varidvel € otimizada por nova LMI. Em seguida, o primeiro passo é repetido fixando a
primeira varidvel por seu valor obtido na otimizacdo anterior. Esse processo iterativo € mantido enquanto os
critérios de parada ndo forem atendidos. Apesar de permitir o uso de programagdo convexa para resolver o

problema de BMI, ndo ha garantia de otimalidade.

Ha estratégias, por sua vez, que conseguem, para alguns tipos de BMIs, encontrar LMIs equivalentes.
Complemento de Schur (Lema 2.1), por exemplo, pode ser utilizado em desigualdes matriciais da forma ii) do
Lema 2.1 para transformd-las na forma i). Outra estratégia recorrente em controle de sistemas € a mudancga de
varidveis, que busca substituir o produto de varidveis por uma terceira varidvel que tenha uma relagc@o bijetora

com uma das varidveis para manter a equivaléncia entre as desigualdades.
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EXEMPLO 2.1 Sejam A € R"*" B € R"*™ K € R™*" e P = P” > 0. A desigualdade matricial

AP+ PAT - BKP-PK'BT <0

¢ bilinear nas varidveis P e K. Definindo a mudancga de varidveis K = KP,éobtidaa desigualdade

AP+ PAT _BK-K' BT <0

que ¢ linear nas varidveis P e K. A varidvel original K pode ser obtida de forma tnica por K = Kpt.

No contexto de estabilidade e normas de sistemas dindmicos controlados, ¢ comum que haja o produto
entre matrizes do espaco de estados A e B (ou C) e a matriz de Lyapunov P. Nesses casos, normalmente
ha variaveis de projeto (matrizes do controlador) nas matrizes do sistema compensado. O Exemplo 2.1 mostra
um caso particular, que € a condic¢do de estabilidade de um sistema com controlador estitico K utilizado com

realimentacdo de estados.

Nem sempre é possivel encontrar uma LMI equivalente a uma BMI utilizando as técnicas citadas acima,
principalmente quando sao abordados sistemas incertos. Por exemplo, para o problema de filtragem de sistemas
com incertezas politopicas, Geromel and C. De Oliveira (2001) propuseram uma mudanca de varidveis para
linearizar o problema utilizando particionamento de uma matriz de Lyapunov constante (estabilidade quadra-

tica).

Outro método para linearizar a desigualdade € fixar estruturas para varidveis intermedidrias como a matriz
de Lyapunov ou a varidvel de folga do Lema da Projecdo (varidvel X do Lema 2.2). Apesar de permitir que
a matriz de Lyapunov seja dependente de parametros, isso traz evidente perda de equivaléncia entre a LMI
obtida e a desigualdade original e, consequentemente, conservadorismo. Para diminuir esse conservadorismo,
podem ser mantidas matriz invertiveis livres nessas matrizes com restri¢cao de estrutura, de forma a possibilitar
mudanga de varidveis. Essa técnica tem sido utilizada recentemente em problemas de filtragem e redugdo de
ordem (Du and Yang, 2010; Lacerda et al., 2011; Mazzocante and Oliveira, 2016).

Du and Yang (2010) usam Lema da Projecéo para evitar o produto direto entre as matrizes de sistema total
A e C com as matrizes P e Q associados a = da Tabela 2.2. As matrizes de sistema passam a multiplicar a
variavel de folga G. O termo do Lema da Projecdo que tem esse produto € retratado a seguir.

T
—I 0
A|G|I
C 0
em que A e C possuem as varidveis de projeto A e C,.:
_ A, 0
A
G = 0 A
-C, C

A linearizagio ¢ feita, em um primeiro momento, restringindo a varidvel de folga G a
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G:[Gl [Gl Ow

Gy Gs

No mesmo trabalho, os autores sugerem adicionar um multiplicador (\) para busca linear e, assim, diminuir
o conservadorismo da estrutura de G escolhida:

G:lcl \G ow

G, G

No caso dessas estruturas de G, a matriz G deve ser invertivel para recuperar A, e C, apds uso da
mudanca de varidveis A, = A, G; e C, = C,G;.

Lacerda et al. (2011) utilizam, para o caso de filtragem H.,, Lema de Finsler também para evitar pro-

duto entre as matrizes de sistema A (a) e B (a) com a matriz de Lyapunov W (e), resultando no produto
X (a)B(a) em que

A(a) 0o -I o B; (@) 0

Bl =[A@) T Ble) of=|5 ") A 0 1 BD@ o

Para evitar o produto entre varidveis de folga e as varidveis de projeto do filtro Ay e By, foi definida a
seguinte estrutura para X (a):

(K1 () MK
Ko (a) MK
X(a) = |Enl® K
Eos(a) K
Qi(a) O
| Fi(a) 0 |

em que K deve ser invertivel para recuperar A ¢ e By apés a mudanga de varidveis K; = A fK eKos =B fK.
Da mesma forma que Du and Yang (2010), os multiplicadores A; e A, sdo utilizados para busca linear para
diminuir o conservadorismo.

Mazzocante and Oliveira (2016) utilizam o resultado de Lacerda et al. (2011) aplicado ao problema de
redugiio de ordem. O incremento principal relatado no trabalho é a flexibiliza¢do da estrutura de X («), uma
vez que as dimensoes de K11 () e Eq1 () sdo maiores que Ko (o), Egy(a) e K

OO'XT

Kii(a) By K
Kgl(a) K

Eii(a) B K

E21 (a)
Ql(a) 0
Fl(a) 0



Assim, além dos multiplicadores Sy, e f3., é adicionado o parimetro o, também para busca linear, a fim de

diminuir o conservadorismo.

O leitor atento pode observar a semelhanga no método de linearizacdo dos trés trabalhos citados acima.
Por ser de interesse no projeto do desacoplador para sistemas incertos, em especial ao considerar faixas de

frequéncia de interesse, essa técnica sera generalizada e estudada no Capitulo 3.
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CONTRIBUICOES

Neste Capitulo, serd desenvolvida a metodologia de projeto de desacopladores para sistemas incertos por
meio de LMIs. Para isso, serdo mostradas as principais restricdes em forma de desigualdades matriciais uti-
lizadas no projeto. Contudo, por se mostrarem bilineares, serd estudada uma técnica de linearizacao por pré-
definicdo da estrutura de varidveis de folga para linearizar essas desigualdades e transforma-las em LMIs. Em
seguida, serdo apresentados os métodos propostos com as devidas discussdes de escolha paramétrica. Por fim,
serd proposto um indicador que tenha a capacidade de avaliar o acoplamento de sistemas incertos.

A metodologia de projeto de pré-compensadores foi baseada na estratégia explorada por Chughtai and
Munro (2004); Chughtai et al. (2005). Utilizando-se modelo de referéncia diagonal G,.(s), chega-se a desi-
gualdade (2.13), que € o ponto de partida para o projeto de desacopladores desta dissertac@io e segue transcrita
abaixo:

|G ()" G(s)K () = T|| L <0

Para simplificar numericamente o problema de otimiza¢do, podemos utilizar uma propriedade de normas:

3.1)

oo

|G ()71 G(s) K (s) = I, < [|Gr(9)7H| L IG(s)K (s) = Gr(s)]]

Considerando que HGT(S)_I HOO ¢ limitado superiormente, pode-se optar por resolver o problema de otimi-
zacao de minimizar vy sujeito a restricao

1G(s)K(s) = Gr(s)]loe < 3.2)

Limitar superiormente G..(s) ! significa evitar que o modelo de referéncia seja préximo a zero. Em uma
situagdo em que G-(s) € considerado varidvel de decis@o para cdlculo de K (s), se ndo houver essa limitacdo
de G.(s), o resultado mais trivial para minimizar v é G-(s) — 0 e K(s) — 0.

De forma mais geral, em relagdo a frequéncia, a restricdo acima pode ser modificada para atender o conjunto
de frequéncias de interesse 2. Contudo, limitar o valor singular a uma faixa de frequéncias finita ndo garante a

estabilidade do sistema (vide Observagfo 2.1). Assim, para tratar de €) genérico, temos as seguintes restricdes:

Omaz (G (jw) K (jw) — G, (Jw)) <y Yw e
G (s)K (s) — G, (s) estdvel (3.3)
Omaz (GT (jw)_l) < 00 Yw € Q

O interesse pela expressdo G(s) K (s) — G,-(s) em detrimento da expressdo G,.(s) G (s) K (s) — I € jus-
tificada principalmente quando utilizamos modelo de referéncia dependente de pardmetros (G, (s, ), pois
além de ter que lidar com a inversa de um sistema dependente de pardmetros, haveria produto entre sistemas
dependentes de pardmetros, o que aumenta o conservadorismo das restricdes por LMIs utilizando os vértices.

As duas primeiras restri¢des de (3.3) podem ser formuladas em desigualdades matriciais, conforme Lemas

2.6,29¢e2.12,em que H(s,a) = G(s,)K(s) — Gr(s, o). A terceira restri¢do pode ser trabalhada para ser
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garantida também por meio de desigualdades matriciais. Contudo, hd produto das matrizes A (a) e C(a) com
as varidveis de folga X (a) e X5 (e¢), 0 que resulta em produto entre varidveis, uma vez que A () e C(a)
possuem varidveis associadas a K (s) e, eventualmente, a G,-(s, ), dependendo do quio pré-determinado estd
o modelo de referéncia diagonal. Assim, as desigualdades sdo bilineares, fazendo-se necessdrio aplicar algum

método de linearizacdo para obten¢do de LMIs, abordado a seguir.

3.1 LINEARIZACAO DE BMIS

A estratégia de linearizacdo de BMIs utilizada por Du and Yang (2010); Lacerda et al. (2011); Mazzocante
and Oliveira (2016), conforme discutido na Secdo 2.3, se baseia na fixacdo de estruturas das varidveis que
multiplicam matrizes que possuem varidveis de projeto, tais como de um controlador. Nesses trabalhos, parte
das variaveis de folga que surgem da aplica¢do do Lema de Finsler ou do Lema da Projecdo multiplicam partes
de matrizes sem varidveis. Assim, apenas as partes que multiplicam varidveis de projeto foram restringidas de

forma a possibilitar mudanca de varidveis e recuperacdo das varidveis de projeto.

Contudo, as restricdes de estrutura utilizadas possuiam poucos pardmetros de escolha, tais como multipli-
cadores escalares, para alterar a escolha da estrutura. A adi¢do de parimetros escalares para alterar a estrutura
é considerado um ganho no aumento de graus de liberdade (Mazzocante and Oliveira, 2016). A escolha desses
parametros e, consequentemente, da estrutura das varidveis de folga é tratada de forma secunddria nos trabalhos
citados acima, sem estudar a repercussdo das escolhas tomadas. Lacerda et al. (2011), por exemplo, reconhe-
cem a importancia de estudar a escolha feita e deixa para trabalhos futuros. Nesse contexto, serd estudado o

impacto da escolha da estrutura, em particular para o caso tratado neste trabalho, na Subsec¢éo 3.2.1.

Descricdo da Técnica

A fim de formalizar e generalizar a estratégia de linearizac@o por defini¢do a priori da estrutura de varidveis
de folga, serd considerada a desigualdade iii) do Lema de Finsler (Lema 2.3). A aplicacdo para a desigualdade

no Lema de Projecio € direta se A na Eq. 2.1 ndo possuir varidveis.

Considere a desigualdade matricial

M+ XT +(XD)" <0 (3.4)

Considere, ainda, que X seja uma varidvel de folga, tal qual na proposicdo iii) do Lema 2.3 e I" pode ser
particionado da seguinte forma

Iy
T'ciT + T

(3.5)

TenTy +Ton

emquel’;,T'y;, 72 = 1,..., N, s@o conhecidas e I' ¢; s30 matrizes de varidveis (por exemplo, de um controlador).

Defina a seguinte estrutura para X:
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Xz[XO AXy - AnXw (3.6)

talque X;,7 = 1,..., IV, sdo matrizes quadradas varidveis e nao dependentes de parametros, X oy € uma varidvel
que pode ser dependente de pardametros e A;,7 = 1,..., N sdo matrizes conhecidas e escolhidas a priori, que

também podem ser dependentes de pardmetros.

Com essa estrutura escolhida para X, a desigualdade matricial (3.4) passa a ser

N N
M + He <X0F0+ STAXToit > AiXiI‘CiI‘i> <0 (3.7)

i=1 i=1
em que o operador He(A) representa A + AT Fazendo as mudancgas de variaveis Y; = X;I'¢;, a BMI (3.7)
pode ser reescrita como

N N
M + He <X0I‘0+ Z A; X, Toi+ Z Aq;YiI‘i> <0 (3.8)

i=1 i=1
que € linear nas varidveis X; e Y ;. Ap6s solucionar o problema de otimizagdo que utilize essa LMI, as
varidveis originais I'c; podem ser recuperadas:

Te;=X;'Y;, i=1,...,N

Observagdo 3.1. Para que haja equivaléncia entre a BMI (3.7) e a LMI (3.8), as varidveis X; devem ser
quadradas e invertiveis.

Observagdo 3.2. Para o caso em que todas as matrizes I'c; sdo varidveis distintas, temos que X ; podem ser
deixadas livres. Para o caso de duplas (7, j) em que I'c; = I'c;, devemos forgar que X; = X;eY; =Y,
para que a mudanga de varidveis permita a recuperagdo de valores iguais para as varidveis I'c; e I'c .

Exemplos na Literatura

Nos trabalhos citados anteriormente que utilizam essa técnica (Du and Yang, 2010; Lacerda et al., 2011;

Mazzocante and Oliveira, 2016), as varidveis de folga utilizadas s@o casos particulares da estrutura (3.6).

A variavel de folga G proposta por Du and Yang (2010), dada na Eq. (3.9), pode ser rearranjada na forma

ar |01
I 0

em que X, X; e Ay sdo dados por (3.10).

— X = [XO Alxl]

g= | [AGl 0} (3.9)
G, G
GT !
X, = l 31 , X1=GT A =1||A (3.10)



Da mesma forma, as varidveis de folga propostas por Lacerda et al. (2011) e Mazzocante and Oliveira

(2016) (Eq. (3.11)) podem ser reescritas na forma X1 () = [Xo(a) A X |eXs(a)=|Xo(a) AQXl},
respectivamente, em que X o, X1, A1 e Ay sdo dados em (3.12).
[ 0, ]
Kii(a) B K
[Kii(a) MK [U———
Ko (@) )\%K Ko (o) ] K .
Ei;i (o) K 05 xr
X () = Foy (ct) K Xs(a) = En(e) B K (3.11)
Qi) o [N
| Fi(o) 0 | Es (o) K
Qi(a) 0
i Fi(a) 0 |
_ . ;
[ 0our ]
K11 ()] [T Bl
Ko (o) Aol U——
xo— |Fn@ v gAY A= T (3.12)
Es (o) 1 06 xr
Qi) 0 A |
I Fi(a) i | 0 | 10n—r—oxr|
0
L 0 .

3.2 DESACOPLAMENTO DE SISTEMAS

No inicio deste Capitulo foram mostradas as restri¢des (3.2)-(3.3) que podem ser usadas em problemas de
otimizacdo para projetar pré-compensadores dindmicos. Os Lemas 2.9 e 2.12, que formulam essas restri¢des
na forma de desigualdades matriciais, lidam com a seguinte desigualdade em comum:

- m 0 r

- 0 B(a) o

0 0} 1 D(a) | THE é(ag X ()" | <0 (3.13)
[0 B(a)T} D(a)? -1 0

em que A(a), B(a), C(a) e D(«) sdo matrizes da representagdo no espago de estados de H(s, o) =
G(s,a)K(s) — G.(s, a), quando aplicado ao sistema das restrigdes (3.2)-(3.3). No desenvolvimento a seguir,
para simplificar a notagdo, o pardmetro o serd omitido.

Considere o sistema G(s) := {Ag, Bg, Cg, Dg}, 0 pré-compensador (ou desacoplador) K (s) :={Ax, Bk, Ck, Dk}
e o modelo de referéncia G,.(s) := {A,, By, C;, D, }. Entdo
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Ay 0 BgC.| BgDy
0 A, O B,
0 0 A B,
Cy; —C:. D,Cy | DgDy D,

G(s)K(s) — Gr(s) = (3.14)

A B
C|D

Como as matrizes A e C possuem as variaveis do pré-compensador Ay e Cy, na desigualdade (3.13) ha

produto entre variaveis, ja que X também é varidvel, constituindo-se, portanto, de uma desigualdade matricial
bilinear. Assim, busca-se agora que essa desigualdade seja representada na forma de LMIs com o uso do
método de linearizacdo apresentado na Secdo 3.1.

A desigualdade (3.13) estd na forma da desigualde (3.4), em que

r—[-1 A7 c” o
0 que permite a aplicac@o direta da técnica. Expandindo as matrizes de sistema A e C da matriz I, obtemos
-1 0 0 AT 0 0 C./ o

r=(o0 -1 o 0 AT 0 -c.m o
0 0 -I CBg,” 0 A C.'D,” 0

Considerando que, dentre as matrizes de I', apenas A e Cy sdo varidveis, podemos particionar I' conforme
Eq. (3.5):

r
T= 0
el +Toy

em que

-1 0 0 A, 0o o0 Cc.m o

F:
° 1o -1 0 0o AT 0o -cT o

],rm:[o 0 -T 00 0 0 0}

r :[AT CT},I‘:
et Ml 70 0 0 B, 0 0 D, o

00000100]

Assim, hd uma estrutura para X tal que a desigualdade (3.13) se torna linear, conforme Eq. (3.6), em que
A édadoe X = [Xog XOT} e X1 sdo varidveis de folga:

X = {XO AXI} - {Xog Xor AXI}

Considere a seguinte mudancga de varidveis para linearizar o produto de varidveis:

Y = X ,Tg = [XlAkT chkT} - [YA YC]
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Dessa forma,

M+He ([Xo AX)|[-T AT c” o)

_ 0
- 0 B

= [0 0} 2T D
[0 BT] DT I

-I 0 0 A" 0 0 C" o
+ He [Xog Xo, A] 0o -I o o AT o -cT oll|<o @315
0 0 —-X; YeBY 0 Y4 YeDZ o

¢ uma condicio suficiente para a desigualdade (3.13), pois se existe X e X1 tal que (3.15) € satisfeita, entdo
existe X = [XO AXl] tal que (3.13) € satisfeita.

As varidveis Ay e Cy podem se recuperadas pelas varidveis X1, Y4 e Y¢o: Ax = (Xl_lYA)T e
Cr = (X7've)".
Observacdo 3.3. A LMI com restricdo de estrutura da varidvel de folga X é condi¢do apenas suficiente na
Eq. (3.15), pois ndo considera todas as possibilidades para X . A repercussao (conservadorismo) da escolha da
estrutura A é explorada na Subsecdo 3.2.1.
Observagdo 3.4. Para o caso de sistema com dependéncia de pardmetros G(s, ct), a varidvel de folga também
pode ser dependente de parimetros, contudo, para recuperar as matrizes ndo dependentes de parimetros Ay e
Cx, X1 ndo pode ser dependente de pardmetros. Assim, X deve assumir a forma [X o(a) Ala) X4

3.2.1 Repercussao da Escolha de A

A restricdo imposta a varidvel de folga introduz conservadorismo (vide Observacdo 3.3), o qual deve ser
estudado para que boas escolhas de estrutura (A) sejam feitas. A linearizag¢do da desigualdade (3.13) servird
de exemplo para uma andlise das consequéncias da escolha de A, sem a ambicdo de exauri-las.

Seja a LMI (3.15), obtida pela técnica de linearizag@o, condicdo suficiente para a desigualdade (3.13)
(equivalente a (2.7)), com M € R™"*"™ T’y € R"0*" T'c € R™M*™ X, € R™M1*"1:

Ix — [XO Axl} . M+ He(XT) <0

Lo
—3dXy, X1 : M+ H X9 AX <0
" X e({ o AX)] [MMM)
<~—3dXy, X : M+H€(AX1 (FOF1+F01))+H6(XOF0) <0 (3.16)

Aplicando as relacdes equivalentes iii) e iv) do Lema de Finsler (Lema 2.3) na LMI (3.16), temos que

dXo, X1 M+H€(AX1 (I‘CI‘1 +F01))+H8(X0F0)<0
+<3X; : N{, [M+He(AX(Tcl1+T01))]Nr, <0, R(Nr,) =N (To)
«=3X, : NL MNr, + He (NEOAX1 (Tl + Toy) Nro) <0 (3.17)
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Para encontrar um possivel N, lembremos que I'y N, = 0 e a matriz formada por I'y e IN 1:’: , tem posto

completo:
r
rank g =n
NF()
Entdo N, € R™*(n=70) Da mesma forma, temos que Nr € R*(n—no—mn1) pois
Ty
Ty T Nr 0
= = , rank | |Tcl'y + Ty =n
I'cel'y + T (FeT1 4+ To1) Nr 0 NT
r

Portanto, podemos escolher

tal que IN; € R™*"™ e suas colunas néo pertencam a R (Nr) e I'9IN; = 0. Retomando a LMI (3.17) com as

seguintes defini¢des

A, =A"Np, = [ATN1 ATNF} T, = (¢l + Tot) N, = [(rcr1 +To1) N, 0}

podemos usar o Lema da Projecd@o (Lema 2.2):

NTA

Nia| X0 [(rcr1 +To1) N, 0}) <0 (3.18)

ax, - [N?]M[Nl Np}-l—He(

T
NAP NT
— T (3.19)
N{
NE | M [N1 NF] Nr, <0, R(Np,)=N(T,) ()
Ny
Ty
Considerando que rank (T'cT'1 4+ T'p1) N1) = n1, jd que N1 completa o posto de N? assim como
Nt
Ty
T'cT'y + Ty completa o postode |T'eI'y + gy |, podemos definir
Nt
0
Infnofnl

Assim, a condi¢ao (3.19)(b) pode ser escrita como

NE [%ﬂ M |N; Nr|Nr, =0 1] [xﬂ M [N; Nyl m — N:-"MNy <0
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que € a condicdo (2.8), originalmente desejada. Dessa forma, a condicdo (3.19)(a) seria uma segunda condi¢éo

que surge da fixacdo da estrutura de I'. Para encontrar essa condi¢do no caso do sistema (3.14), lembremos a

definicdo de N7 utilizada para o caso (Eq. (2.9)):

A, O
0 A,
0 0
Cy —C:

B, Ci.
0
Ay

D,Cx

S O O O -

S O O =~ O

O O -~ O O

S -~ O O O

- o O O O

Consideremos o seguinte particionamento de A e a escolha de IV, cujos elementos sdo de dimensdes

compativeis com N7 :

N,

o o

S O © © O

(3.20)

As matrizes A e IN; possuem mesmas dimensdes do bloco-coluna de '’ relativa ao pré-compensador.

Repare que essa escolha de IN; € vdlida pois

T'oyN, =

0 0 A7
-1 0 0

0

0

AT 0
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0

-c.T o

o o

S O © © O




(-1 o 0 A 0o o0 cm o

0 I 0 0 AT o -c.m o

Iy 0 o ~1 0 0 0 0 ©

rank | |NT = rank Ae 0 BgGo 1 0 0 0 = n

NT 0 A, 0 0 I 0 0 o

r 0 o Ay 0 0 I 0 o0

C; -C, D,C. © 0 0 I o

(0 0 0 0 0 0 0 I

Com a definicdo de IN; apresentada, temos que

NTA
NLA

—Agg
NEA

T

p

Se supormos A i escolhido de forma a ser invertivel, podemos escolher a seguinte base do espago nulo de
A .

"
NA, = [NEAAy 1]

Nesse caso, a condi¢do (3.19)(a) passa a ser

Ni.,MNr, <0

em que
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NT
NE. = [NEAA; 1] [N;] = NZ + NEAAFNT
r
[A; 0 BgCx I 0 0 0 O]
0 A, 0 0TI 000
=0 0 A, 00T 0 0+
Cg —-C. D,C, 0 0 0 I 0
(0 o 0 000 0 I
[0 0 —-A;,A;! 0 0 0 0 O]
- 710 0 —ALA;l 0 0 0 0 0
A, 0 BgC, I 00 0 0
00 -1 00000
0 A, 0 0TI 000 .
0 0 —AsyA;l 0 0 0 0 0O
0 0 A, 00T O0O Ik
0 0 -AsA;l 0 0 0 0O
Cg —C. DC, 0 0 0 I 0 Ik
0 0 -AyA;l 0 0 0 0 0O
0 0 0 000O0°TI A
- 1100 -AA;l 00 00O
-1
0 0 —-AA;' 0 0 0 0 O]
(A, © —A A AT — Agg AT I 000 O
0 A, ~ALALAL — A AL 0 I 00O
=0 0 —AapA7) 0 0I 00O
Cy —Cr —CeA Al +CeAR AL —AAL 0 0 0 1T O
|0 0 ~A AL 0 00 0TI

que €, na pratica, a matriz original de interesse N ? com colunas relativas ao controlador substituidas por

termos que associam os elementos de A e as colunas relativas a G(s) e G-(s) (conhecidas a priori).

Observagdo 3.5. Como a varidvel de folga X'; possui mesmas dimensdes de A 1, ndo hé perda de generalidade
em escolher Ay, = —I para o caso em que for escolher Ay invertivel. Nesse caso, como queremos que a
condicdo colateral IN IT*M Nr,. < 0, devemos escolher A 45 com autovalores no semi-plano esquerdo dos

complexos, para garantir estabilidade.

Observagdo 3.6. Se A for escolhido da seguinte forma:

B, Ci.
0
Ay,
D¢ Cx.
0

(3.21)

A condigdo adicional (LMI (3.19)(a)) se torna a condi¢do (2.8) para o sistema (3.14) em que K(s) :=
{Ak,, Bk, Ck., Dx}. Idealmente, ndo hé conservadorimos quando Ay, = Ag e Ci, = Cy, levando a um
procedimento iterativo para um problema de otimizacdo que utilize LMI (3.15), apresentado a seguir, pelo
Algoritmo 3.1.

Os valores de inicializagdo de Ay, e Cy, devem ser aqueles dos quais se esperam melhor desempenho na
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Algoritmo 3.1 Procedimento iterativo

1: Inicialize as matrizes Ay, e Cy, com valores arbitrarios.
2: repita

Ay,
D¢ Cx.
L O .

4: Solucione o problema de otimizagdo, obtendo as varidveis X1, Y 1 e Y ¢
50 A (X7'VA) eCr (X1'Y ()
6: até (Critério de parada ndo atingido)

devolve Ay, Cy, By e Dy

otimizagdo e vai ser discutido na Subsec¢do 3.2.2.4. O critério de parada, definido pelo projetista, pode ser de-
pendente da diferenca entre os resultados de iteracdes consecutivas ou nimero de iteracdes, por exemplo. Essa
mesma ideia de processo iterativo ja foi proposta em um trabalho que trata de redu¢do de ordem (Mazzocante
and Oliveira, 2016).

Observagado 3.7. Para recuperarmos Ay e Cy ndo dependente de parAmetros, a variavel de folga X 1 ndo pode
ser dependentes de pardmetros. Assim, no caso de sistemas incertos, as LMIs (3.19) sdo condicdes apenas

necessdrias (e ndo suficientes) para a LMI (3.18).

A importancia de boas escolhas para A serd mostrada em exemplos numéricos no Capitulo 4, assim como

a avaliacdo do procedimento iterativo proposto.

3.2.2 Projeto do Desacoplador

A seguir, serdo apresentados trés métodos de projeto de pré-compensadores que consideram as incertezas
do sistema multivaridvel na forma politépica, com base na metodologia apresentada no inicio deste Capitulo,
que, em resumo, define as restricdes para tratar o desacoplamento.

3.2.2.1 Meétodo 1

Considerando o modelo referéncia diagonal G,.(s) dado de forma que HGT(S)_I HOC < 00, 0 projeto pode
ser escrito como o seguinte problema de otimizacao

min

Omaz (G (Jw) K (jw) — Gy (jw)) <7 Vw €
G(s)K (s) — G, (s) estdvel

s.a.
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As restrigdes acima podem ser convertidas em desigualdades matriciais por meio do Lema 2.9 ou 2.12,
conforme o caso de (2. Essas desigualdades podem ser linearizadas com o método descrito na Subsecdo 3.1,
como foi feito na Subse¢do 3.2, permitindo chegar aos Teoremas 3.1 e 3.2.
(D

Teorema 3.1 Validade das restricoes do Método 1 em todas as frequéncias

Sejam dados o sistema linear invariante no tempo com incerteza politépica G(s,a) =
{Ag(a),Bg(a),Cq(ax),Dg(cx)}, o sistema diagonal dependente de pardmetros G, (s,a) =
{A,(a),B,(),C,(a),D,()} e o parimetro A (a) € R2Fm)X" em que n = ng, + n, + ny.
Se existirem matrizes P(a) € S”, X () € R2(tm)x(ngtnr) X\ ¢ R X7 Y 4, € R™ X7,
Yo e R*™ Bg € R %™ e Dy € R™*™ tais que P(a) > 0¢e

M(a)+ He(Z (o)X () <O, Vo€ Ay

em que
0 P(a) 0 0
M- [P0 O Dz = [Xo() )]
0 B(a)! D(a)f -I
-1 0 0 Ag(a)T 0 0 Cg()T 0
@=|0 -I 0 0 A ()T 0 —-C()T 0
0 0 —X1 YcBg(Ot)T 0 YA YcDg(a)T 0
Bg(a)Di
B(a)=| B,(a) |, D(a)=Dg(a)Dx—D;(a)
By

entio Ay = (Xl_lYA)T, Cy = (Xl_ch)T, By e Dy, sdo as matrizes do pré-compensador K (s) :=
{Axk, By, Cx, Dy} que garantem G(s, o) K (s) — G (s, ) estével e ||G(s, a) K (s) — G, (s, )|, <
v, paratodo @ € Ay.

.

Prova.

Seja H(s,a) = G(s,)K(s) — Gr(s, ):

Ag@) 0 By(@)Ck|  By(aDy
His, a) A(a) | B(a) | 0 A (o) 0 B, (a) (3.22)
| Cla) | D(a) | 0 0 Ay By ‘
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1 o
Lla)=1, X_ll (o)
1
r -1 0 0 Ag(a)” 0 0 Ceg(a)t 0
I o0 . .
= 4]0 -I 0 0 A (a) 0 -C,(a) 0
0 X; . .
0 0 -X;, Y¢Bg(a) 0 Yi YcDg(a)” 0
-1 0 o A7 0 0 C.l o
=lo -1 o o AT o -cf o :[—I AT C@” 0
(0 0 -I CG'B;” 0 A CG'Dg" 0

Dessa forma,

0 X,

I ol[I o
HO X1—1‘|2(a):Z(a)E(O‘)

Se a condicdo M(a) + He(Z (a) ¥ (o)) < 0, Yo € Ay, ¢é satisfeita, entdo existe X (o) =
[Xo () Ala) Xl} tal que M (a)+He (X (o) T () < 0 também ¢ satisfeita. Além disso, P (a) >
0, entdo, a partir do Lema 2.9, conclui-se que A (cx) é Hurwitz estdvel e a desigualdade || H (jw, o) ||, < v
¢ vélida para todo o € Ay. ]

lloo

Antes de enunciar o Teorema 3.2, que trata do caso em que a faixa de frequéncias de interesse 2 # R, é
importante salientar que o Lema 2.12 nfo garante estabilidade do sistema compensado. Portanto, para garantir
isso, temos que adicionar as restricdes do Lema 2.6. Nesse caso, mais produtos de varidveis surgem com as
mesmas varidveis de projeto (A e Cy), fazendo-se necessdrio utilizar mesmas mudangas de varidveis para

recuperar de forma tnica essas varidveis de projeto.

|
Teorema 3.2 Validade das restricoes do Método 1 em faixa finita de frequéncias

Sejam dados o sistema linear invariante no tempo com incerteza politépica G(s,a) =
{Ag(a),Bg(a),Cg(ar),Dg(cx)}, o sistema diagonal dependente de parimetros G,(s,a) =
{A,(a),B.(a),C.(a),D,(a)} e os pardmetros A (a) € R2Hm)xne A_ (o) € R>™™ e Q,
em que n = ng + N, + ng. Se existirem matrizes P(a) € S”, Py(a) € S”, Q(ax) € S,
X (a) € RXtm)x(ngtne) - x0 ¢ RexXme X o (o) € RZ7WX(otnr) Y, € R%X™, Y €
Rmexm By € R %™ ¢ Dy € R™*™ tais que Q(a) > 0, Ps(a) > 0¢

M(a)+ He(Z (a) X (o)) < O, Va € An
M,(a) + He (Zs () X5 () < O, Va € Ay

em que
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- 0 0
0 B(a)
Me@=| oo I D | Z ()= [Xo(a) A()]
[0 B(a)T] D()” I
-1 0 0 Ag(a)T 0 0 Cg()T 0
Y3(a)=|0 -I O 0 A ()T 0 —-C,. ()T 0

M) = |0 TR Zu@) = [Xa @) Ad@)
. 0 Ag(a)T 0 0
Ss(a)=|[0 -I 0 0 A () 0
_0 0 —Xl YcBg(a) 0 YA
Bg(a)Dxg
B(OL) = Br(a) ) D(OL) = Dg(a)Dk Dr(a)
L Bk

e Z é dado pela Tabela 2.2, conforme 2. Entiio Ay = (Xl_lYA)T, Cyx = (Xl_ch)T, By e Dy, sdo
as matrizes do pré-compensador K (s) := { Ay, By, Ck, Dk} que garantem G(s, @) K (s) — G, (s, @)
estivel € 02 (G (jw, ) K (jw) — G, (jw, ) < v paratodo w € Qetodo o € Ay.

Prova.

A prova pode ser feita de forma similar a do Teorema 3.1. Seja H(s,a) = G(s,)K(s) — G.(s, )
representado no espaco de estados por (3.22). Defina as matrizes

X (@) = Z () LI) )?1]—[Xo<a> A@) X,
r(a)zlé X"l_l S(a) = [-1 A@T Ca)" 0
X, (@) = Zu (@) LI) ;1]—[&0@ As (@) X

rs<a>LI) x| Sl = [T A7)

Dessa forma,
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Se a condicio M (a) + He (Z (o) X (av)) < 0, Yoo € Ap, € satisfeita, entdo existe X (o) =
{XO () Ala) Xl} tal que M (a)+He (X (o) I' (ev)) < 0 também € satisfeita. Além disso, Q () >
0, entéo, com base no Lema 2.12, conclui-se que a desigualdade 0,4, (H (jw, @) < +y € vdlida para todo
weNetodoar € Ay.

Se a condi¢io Ms(a) + He (Zs (o) s (av)) < 0, Yo € Ap, por sua vez, é satisfeita, entdo existe
X () = [Xso () As(a) Xl} tal que Ms(a) + He(X; (a)T's (a)) < 0 também € satisfeita.
Ademais, P () > 0, entdo , com base no Lema 2.6, conclui-se que A (a) é Hurwitz estével. |

Por conveniéncia, Ag (a) pode ser escolhido a partir de A (a), tomando suas 2n primeiras linhas, uma
vez que I's () é composto pelas 2n primeiras colunas de I' («). Por exemplo, para A dado pela Eq. (3.20),

podemos utilizar

A
Ak
AAr
A g

O projeto do desacoplador proposto consiste no Algoritmo 3.2, apresentado a seguir.

Algoritmo 3.2 Método 1
Entradas: Ag(a) € R"9*"9, Bg(a) € R"*™, Cq(ar) € R™*"9, Dg(ax) € R™ ™, A, (ar) € R >,
B, (a) € R"*™ C,(a) € R™*" D, (a) € R™*™, A (a) € R2(natnrtnetm)xne g )
Requisitos: O sistema G,.(s, &) := {A, (), B, (a),C,(a), D, ()} deve ser diagonal
Q) deve ser escolhido dentre as op¢des da Tabela 2.2

1: se 2 =R entao

2: Solucione o Teorema 3.1, minimizando ~y

devolve Ay = (X7'V4)", C = (X7'Y¢)" Bre Dy
3: senao
& Ag(@) & [Toguaniny O] Al)
5: Solucione o Teorema 3.2, minimizando ~

devolve Ay = (X7'V4)", C = (XY ()" Bre Dy
6: fim se

3.2.2.2 Método 2

O Método 1 pode ser modificado para flexibilizar o modelo de referéncia diagonal G,(s). Podemos fazer
isso considerando as matrizes B, e D, varidveis de projeto, ji que ndo multiplicam outras varidveis. Para
manter a varidvel de folga X completamente livre, devemos definir a priori as matrizes A, e C,.. Nesse
caso, para garantirmos que G-(s) seja diagonal, devemos escolher A, e C, diagonais por blocos, assim como
restringir as varidveis B, e D, a diagonal por blocos e diagonal, respectivamente, sendo que A, deve ser
formada por matrizes quadradas em sua diagonal, C, por matrizes linha, B, por matrizes colunas: A, =
diag (Ay;), By = diag (b)), Cy = diag (¢,;) e Dy = diag (d;;).
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Contudo, incluir como varidveis matrizes do modelo de referéncia diagonal G,.(s) impede que fagamos
uso da desigualdade (3.1) sem restringir de alguma forma HGT(s)_luw. O ideal seria que HGT(S)_IHOQ

fosse constante para que minimizar |G(s)K (s) — G (s)|| ., significasse minimizar um limitante superior de

lloo
HGT(S)_lG (s)K(s)— I HOO No entanto, essa é uma restri¢do muito forte, que impediria o uso de um modelo
de referéncia dependente de pardmetros. Se néo aplicarmos um limitante superior a HGT(S)*1 ||Oo, é possivel
que a diminuigdo de ||G(s)K(s) — G, (s)

aumenta automaticamente || G (s) ™! Hoo, ndo dando garantia da diminuigdo de ||G,(s) "' G(s)K(s) — I

||l esteja associada a simples diminui¢do de G,(s) e K(s), que

o

Como lidar diretamente com Gr(s)_1 envolve o produto entre B, C,. e Dfl, para obtermos restricdes
com LMIs, temos que limitar superiormente |G, (s) ™! HOO limitando inferiormente 0.y, (G, (jw)) em alguma
faixa de frequéncia de interesse €),.. Podemos fazer isso limitando superiormente o4, (G, (jw) — I) nessa
faixa, forgando com que G, (jw) se aproxime de I para w € £2,..

A EEEEEEEEEEE———.
Teorema 3.3

Sejam uma matriz de transferéncia diagonal G, (s) = diag (g (s)),i = 1,...,m, sem polos no
eixo imagindrio e uma constante m, € {r € R : 0 < z < 1}. Se o4z (Gr (jw) —I) < m,., entdo

Tmas (GT (jw)*l) <=

Prova.
Os valores singulares de G- (jw) sdo os médulos de g,; (jw), uma vez que

Gy (jw)" G (jo) = diag (gr: ()" gri () = diag (|9 (o))

Lo (G (Jw)) = |gri ()|, i=1,...,m

. ,. . A . . . . —1 . . —1
Por esse mesmo raciocinio, as matrizes de transferéncia diagonais G, (jw) = diag (gm (jw) ) e

G, (jw) — I = diag (gr; (jw) — 1) possuem os seguintes valores singulares:

o; (Gr (jw)_1> =

. —1 . —1 .
gri (70) | = lgri )1y i =1,

0i (Gr (jw) = 1) = lgri (ju) =1, i =1,...m

Se 0maz (Gr (jw) —I) < m,, entdo o; (G, (jw) —I) = |gri (Jw) — 1] < my, i = 1,...;m. Ou

seja, gr; (jw) assume valores complexos restritos ao disco aberto de raio m, centrado em 1. Portanto,
1
1—m,’

. . —1
ormente os valores singulares de G, (jw) ™ a 7——. [ |

|gri (jw)| > 1 — m,, uma vez que m, < 1. Consequentemente, |g,; (jw)| ™' < limitando superi-

Dessa forma, o Método 2 consiste basicamente no Método 1, adicionando as varidveis B, e D, e a seguinte
restricao

Omaz (Gr (Jw) = I) <m,, YweQ, (3.23)
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em que m, é um pardmetro que diz respeito 2 margem com que G, (jw) pode se afastar de I dentro da faixa
de frequéncias €. E essencial que 0 < m, < leQ, C Q, para que a limitacdo de 0,4z (GT (jw)fl)
aconteca dentro de 2 e impega que G, (jw) = 0, Vw € Q. Isso garante K (s) # 0, mas fora de 2., G,-(s) e
K (s) poderiam se tornar despreziveis, o que deve ser considerado ao definir €,., com base nos objetivos para o

sistema compensado.

Entdo, o Método 2 consiste no seguinte problema de otimizagao:

min
K(s) 7

Omaz (G (jw) K (jw) — Gy (jw)) <7 Yw € Q

s.a. G(s)K (s) — G, (s) estdvel
Omaz (Gr (Jw) = I) < m, Yw e Q. C O

Para tratar as restrigdes acima na forma de LMIs, o Método 2 utiliza os seguintes Teoremas:

Teorema 3.4 Validade das restricoes do Método 2 em todas as frequéncias

Sejam dados o sistema linear invariante no tempo com incerteza politépica G(s,a) =
{Ag(a), Bg(a), Cg(a), Dg(a)}, o parimetro A (a) € R2M+m)xne a5 matrizes A,i(a) €
R™ri*"ri Hurwitz estdveis e os vetores ¢; (o) € R =1 .m,m, € {reR : 0 <z <1}

m
e Q,emquen = ng+n, +ngen, =y n,. Seexistiem matrizes P(a) € S, Xy (a) €
i=1

R2(n+m)><(ng+nr), Pr(a) c Snr’ Qr(a) c Sn’", Xr (a) c RQ(nT—i-m)an’ ){1 c Rnkxnk,
Y4 € RX™ Yo € ReXm By € RX™ Dy € R™™, b, (a) € R"iXled,; (a) € R,
i=1,...,m,taisque P(a) > 0,Q,(cx) >0e¢

M(a)+ He(Z (o) 2 () < 0, Voo € Ay
M,(a)+ He(X, ()T (o)) <O, Va € An

em que
0 P(a) 0 0
M) - [P0 O D z@) = [Xo() )]
0 B(a)! D) -I
-1 0 0 Ag(a)” 0 0 Cg()” 0
Y3(a)=|0 -I O 0 A ()T 0 —-C,.() 0
0 0 —X1 YcBg(OL) 0 YA YcDg(a)T 0
_ 0 0
- 0 B, (a)
Ml = [0 0} —m?I I-D.(a)|’ n( )7[_1 Roelr Gl 0}
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Ar(a) = diag (Am(a>) ) Br(a) = diag (bm (a)) ’ Cr<a) = diag (cri (a)> ) Dr(a) = dia’g (dm (a)

e 2, ¢ dado pela Tabela 2.2, conforme . Entio Ay = (X;'YV )", G = (X7'Y¢)', Bie
Dy sdo as matrizes do pré-compensador K(s) = {Ay, Bk, Ck, Dk} que garantem, para todo & €
AN, G(s,0)K(s) — Gy (s, a) estavel, [|G(s, o) K(s) — Gr(s, )| oo <7 €0Omaz (Gr (jw, ) —I) <
my, Yw €, emqueG.(s,a)={A,(a),B,(a),C,(a),D,(x)}.

Prova.
A prova segue o mesmo desenvolvimento da prova do Teorema 3.1, adicionando-se que se as LMIs

M,(a) + He(X, ()T () < 0 e Qr(ax) > O forem satisfeitas, entdo, pelo Lema 2.12, a desi-
gualdade 0,4, (Gr (Jw, &) = I) = 0pnae (I — Gy (jw, @)) < m,. é vélida para todo w € 2, e para todo
a € Ay. |

(D
Teorema 3.5 Validade das restricoes do Método 2 em faixa finita de frequéncias
Sejam dados o sistema linear invariante no tempo com incerteza politdpica G(s,a) =
{Ag(a),Bg(a), Cg(a), Dg(c)}, os pardmetros A (o) € R2Hm)xnme e A (o) € R ag
matrizes A,;(a) € R" X" Hurwitz estdveis e os vetores c,; (o) € R = 1,...,m, m, €
m

{zeR:0<2<1} QeQ,,emquen = ng+n, +ny en, =y, ny. Se existirem matrizes
i=1

P(a) € ", Q(a) € S, Xy (a) € R2+mx(gtnr) P (a) € S, X 0 (a) € R2*(gtnr)
P.(a) € S™, Q.(a) € S, X, (a) € RXrtm)xne X, ¢ R™X™ Y, € R™X™,
Yo € R%Xm By € R™**™ Dy € R™™, b, (a) € R *led,(a) € R, i =1,...,m, tais
que Ps(ax) >0, Q(ax) > 0,Q,(cx) >0¢

M(a)+ He(Z (o) 2 () <0, Voo € Ay
M,(a) + He(Zs () s () < O, Voo € Ay
M,(a) + He(X, (o) T (o)) < O, Vo € Ay

em que
- 0 0
0 B(a)

M=\ o g 1 D | Z ()= [Xo(a) A()]
[O B(a)T} D(a)T |

-1 o0 0 Ag(a)T 0 0 Cg()T 0

Y(a)=|0 -I O 0 A ()T 0 -C,. ()T 0

0 0 —X1 YcBg(a)T 0 YA YcDg(a)T 0
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M, (a) = P‘(’a) PO 200 = [Xa (@) A
-1 o0 0 Ag(a)T 0 0
Ss(@)=]|0 -I 0 0 A ()T 0
0 0 —-X; Y¢Bg(a) 0 Y.
- 0 0
- 0 B, (o) . .
My (a) = 0 o ~m2 1-D(a)|’ I )= [T A@T @ o
0 B()”] 1-Dy)” 1
Bg(a)Dx
B(a)=| B,(e) |, D(a)=Dg(a)Dx—-D,(a)
By

A, (@) = diag (Ai(@)), B,(a) = diag (byi («)), Cr(@) = diag (c,i () , D, (a) = diag (dyi ()

e E e &, sdo dados pela Tabela 2.2, conforme €2 e 2., respectivamente. Entdo Ay = (X 7y A)T,
Cyx = (Xl_ch)T, By e Dy sio as matrizes do pré-compensador K(s) = {Ay, By, Cy, Dy}
que garantem, para todo @ € Ay, G(s,a)K(s) — G,(s, ) estivel, 0pas(G (jw, o) K (jw) —
G, (jw,a)) < 7, Yw € Qe omar (Gr (jw,a) = 1I) < m,, Yw € Q,, em que G,(s,a) =
{A;(a),B;(),Cr(ax), D, (ax)}.

\. J

Prova.

A prova segue o mesmo desenvolvimento da prova do Teorema 3.2, adicionando-se que se as LMIs
M,(a) + He(X, ()T () < 0 e Q.(ax) > O forem satisfeitas, entdo, pelo Lema 2.12, a desi-
gualdade 0,4, (G (Jw, @) — 1) = e (I — G, (jw, @) < m,. é vélida para todo w € €2, e para todo
a € Ay. |

Agora, o Método 2 pode ser enunciado formalmente, por meio do Algoritmo 3.3.

3.2.2.3 Método 3

Uma extensdo l6gica ao Método 2 € incluir A, e C, também como varidveis de projeto, resultando no

mesmo problema de otimizag&o:

min
K(s) 7
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Algoritmo 3.3 Método 2

Entradas: Ag(a) € R"*", Bg(a) € R™*™, Cg(ax) € R™*™9, Dg(ax) € R™*™, A,i(ar) € R™rixmri,
cri (@) R =1, .. m, A(a) € R2gtnrtnetm)xne m e R Qe

Requisitos: As matrizes A ,;(«) € R"*"i j = 1, ..., m, devem ser Hurwitz estéveis

0<m, <1
Q e 2, devem ser escolhidos dentre as op¢oes da Tabela 2.2
Q. CQ
1: se 2 =R entio
2: Solucione o Teorema 3.4, minimizando vy
devolve Ay = (X7'V4)", C = (XY ()" Bre Dy
3: senao
& Ae(@) & [T pn om0 A(@)
5: Solucione o Teorema 3.5, minimizando ~
devolve Ay = (X7'V4)", C = (X7'Y¢)", Bre Dy
6: fim se

Omaz (G (jw) K (jw) — G, (jw)) <7y VYw €
s.q. G (s) K (s) — G, (s) estavel
Omaz (Gr (jw) — 1) < m, Yw e Q. CQ
Nesse caso, porém, a varidvel de folga X deve ser reformulada, assim como a estrutura de I' das versdes
LMI das restri¢cdes acima.

As estruturas de A, e C, devem ser diagonais por blocos para garantir G,.(s) diagonal, como discutido na

Subsecdo 3.2.2.2. Dessa forma, I' possui a seguinte estrutura:

T 0 --- 0 0 AgT 0 0 0 Cgf; Cgﬁ,: 0
0 -I --- 0 0 0 AT o0 0 —cq T 0 0
0 0 -~ -1 0 0 o - AL 0 0 o =m0
0 0 - 0 -1 G™B” 0o - 0 AT a'DS . c'D o

Considerando as varidveis Ar;fr, cTTl, i=1,..,m, AkT e CkT, a varidvel de folga X deve ter a seguinte

estrutura:

X:[Xo AMXy o A1 X

resultando em
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0 -X; 0 0 0 Ya,, 0
XT'= X, Ay --- Am+1} : . : : : : . :
0 0 - —-X, 0 0 0 - Ya,.
0 0 -~ 0 X, YeBsS 0 - 0
0 Cgf Cgh 0]
0 -y, 0 0
: C | 3.24)
0 0 ~yo, O
Y A, [ YCkDgT ] 0_

O fato de A, e C, agora serem varidveis também repercute nas LMIs relacionadas as restri¢des (3.23) e
de estabilidade, pois X, e X gy também precisam assumir estruturas que lidem com as varidveis AriT, CriT’:,

t=1,...,memDIL,:

-1 0 AT 0 —cq(a)' 0 0
0 . AT 0 —crm (@)T 0
X7 - |:A7-1X1 Arme:|
rs:{—l AT]
-1 0 0 0 A7 0 0 0
0 -I 0 0 0 AT 0 0
0 0 - -1 0 0 o --- AT 0
0 0 -~ 0 -1 C'B," o0 - 0 A
X, = [Xeo AaXi 0 Avppn X

Assim, os produtos X, I',. e X I's se tornam lineares e com mesmas varidveis de X I', permitindo recu-

perar de forma unica as varidveis AriT, CriT’:, i=1,...,m, Al e C1:
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err = |:Ar1 A'r'm]
0 - X 0 YA-rm
~yo,, 0 0
L (3.25)
0 e _ycrm 0
-1 0 0 0
0o —-X; 0 0
XsI‘s - [Xso Asl Asm+1} :
0 0 - X 0
0 0 0 —Xmt1
A" 0 0 0
0 YVAP1 0 0
(3.26)
0 0 Ay, 0
Yo, Bl 0 0 Ya,

Teorema 3.6 Validade das restricoes do Método 3 em todas as frequéncias

Sejam dados o sistema linear invariante no tempo com incerteza politépica G(s,a) =
{Ag(a), Bg(a), Cg(x), Dg(cv)}, os pardmetros A,; (o) € R2rtm)xnei A, () € R2mFm)xnrs
i=1,.,m, Ay (@) € RZVEMIX0e 4y e fp c R : 0<ax<1}eQ,,emquen = Ng + Ny + Ny
e ng, zin: nri. Se existirem matrizes P(a) € S, X (a) € R2Fm)xns P () € S"r,
Q (o) gé’“, Xmt1 € R™X™M Y5 € R"X™ Y, € RWX™ By € R**™ Dy € R™*™,
X; € R, Y, () € R"X™i yo () € R, by () € R ed;(a) € R,
i=1,..,m,taisque P(a) > 0,Q,(cx) >0e

M(a)+ He(Z (o) 2 () <O, Vo€ Ay
M, (a)+ He(Z, (o) 2, (o)) < 0O, Vo€ Ay

em que
0 Pl 0 0
| P(x) 0 0 B(a) B
M(a) =" 0 o1 Dyl Z@=[X@ M@ - —)
0 B(a)" D@ -I
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0 —-X, 0 0 0 Ya,, (@) 0
2 (a) = :
0 o0 X, 0 0 0 Ya,, (@)
0 0 -+ 0 —X,4 YeBg(a) 0 0
0 Cg(a)? 0
0 ~Yo,, (@) - 0 0
0 0 - —ye,, (@) 0
Ya, Y, Dg ()" 0
- 0 0
- 0 B, (a)
M@= | o ol 1Dy Zr@=[An(@) o Acn (@)
{o Br(a)T} I-D, () -1
-X 0 Ya, (o) 0 ~Ye,, (@) 0
3, () =
0 —X, 0 Ya,, (o) 0 ~Yc,,, (@)
Bg(a)Dk
B(a)=| B.(e) |, D(a)=Dg(a)Dx - D, ()
By

B, () = diag (bri (@)  Dr(a) = diag (dri (@)

e E, é dado pela Tabela 2.2, conforme (2,.. Entdo Ay = (X;fHYAk)T, Cy = (X;iHYCk)T, Bre
Dy sdo as matrizes do pré-compensador K (s) = { Ay, By, Ck, Di } que garantem, para todo v € Ay,
G(s,a)K(s) — G,(s,a) estavel, ||G(s,a)K(s) — Gr(s, )|, < 7 € Omaz (Gr (jw,a) —TI) <
m,, Yw € Q. em que A (a) = (X;lYAri)T, cri (@) = (Xi_lych_)T, A(a) =
diag (Ari(a)), Cr(a) = diag (c,; (@) € Gr(s, ) = {Ar(a), B, (), Cr(ax), Dy () }.

Prova.

I Seja H(s,a) = G(s,)K(s) — Gy(s, a):
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(3.27)

Aerl (a) Xm+1:|

A B
H(s, a) = (@) | B(a) | _
C(a) | D(a)
[ Ag(a) 0 0 Bg(a)Cy B, (a)Dy
Arl (a) 0
0 : : 0 B, (a)
0 0 0 Ay Bk
—cpi () 0
Ce(a) : g Dg(a)Cx | Dg(a)Dy — D, ()
i 0 cri (@)
Sejam as matrizes
I 0 0 0
0 X, 0 0
X(@)=Z()|: : = [Xo(e) Av(@) X,
0 0 X, 0
0 0 0 Xerl
T 0 0 0
0 Xx;! 0 0
T'(a)= : : S D21 (=)
0 0 xt o0
0 o 0 X,
-1 0 0 0 Ag(a)" 0 0
0 I 0 0 0 A ()" 0
0 0 -1 0 0 0 A, ()7
L 0 o 0 —I CB;(a)" 0 0
0 Cg(a)” 0
0 —cr1 (@) 0 0
0 0 = (@) 0
A" C"Dg ()" 0
-1 0 0 A7 0 0 c,” o0
=lo -1 o o AT o -cf o :[—I A@)” C@” 0
0 0 -I C'B,” 0o A c'pD7 o
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Xp(@=Ze(@) | 1 = [Am@X o A (@) X
0 X
[x 1 0
I, (a)=| : o B ()
o X1
[ 1 0 Ay () 0 —¢p1 () 0 0
0 -1 0 A, ()T 0 —crm (@)T 0

Dessa forma,
I O 0 I 0 0
0 X, 0 0 Xx;! 0
X(@)T'(a)=Z(a) . . Y(a)=Z ()2 ()
0 0 X,i1] [0 O X,
X, 0| [Xx;! 0
X ()T () = Zy () : 2 (a) = Zy (o) Zy (o)
0 X, 0 X1

Se a condicio M (a) + He (Z (o) X (o)) < 0, Yoo € Ap, € satisfeita, entdo existe X (o) =
[Xo () Ai(@) Xy -+ Api (@) Xm+1] tal que M (a) + He (X (a)T (a)) < 0 também é
satisfeita. Além disso, P () > 0, entdo, a partir do Lema 2.9, conclui-se que A () é Hurwitz estdvel e a

desigualdade | H (jw, )], < -y é vélida para todo e € Ap.

lloo

Ainda, se a condi¢io M, () + He (Z, (a) &y (o)) < 0, Voo € Ay, € satisfeita, entdo existe

X, (@) = [A,l (@) X1 - A, () Xm] tal que M, (at) + He (X, (@) Ty (@) < O também
é satisfeita. Além disso, Q,(c) > 0, entdo, pelo Lema 2.12, a desigualdade 0,4, (G (jw, o) — 1) =
Omaz (I — G (Jw, @)) < m,. é vélida para todo w € 2, e para todo & € Ay. [ ]

|
Teorema 3.7 Validade das restricoes do Método 3 em faixa finita de frequéncias
Sejam dados o sistema linear invariante no tempo com incerteza politépica G(s,a) =

{Ag(a), Bg(a), Cg(a), Dg()}, os pardmetros A,.; () € R2Hmrtmixnei A () € RZmrs,
Ai(a) € REmFmxne i — 1 m AL () € REXm AL (@) € RAmFmxme ¢
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m
{reR:0<z<1l}eQ,,emquen = ng+n, +ngen, =y, Ny Se existirem matrizes
i=1

P(a) € S*, Q(a) € S", X (a) € R2tm)xns P (a) € S*, X4 (a) € R, P,(a) € S,
Q () € S", X1 € R™XM Y o € R™XM Yo € R™X™M By € R™X™ Dy € R™*™,
X; € R, Y, (@) € R7X™i yg (o) € R™* by () € R ed;(a) € R,
i=1,..,m,tais que Ps(a) > 0, Q(ax) > 0,Q,(cx) >0¢e

M(a)+ He(Z (o) 2 () <O, Va € Ay
M;(a)+ He (Zs (o) s (o)) < 0O, Vo€ Ay
M, (a)+ He(Z, (o) 2, (o)) < 0O, Vo € Ay

em que
_ 0 0
- 0 B(a)
Me)=| fo o] 1 D | Z(a)=[Xo(@) Ai(e) - Amyi(@)]
0 B(a)T] D(a)” I
-1 0 0 0 Ag ()" 0 0
0 -X, 0 0 0 Ya,, (@) 0
2 (a) = :
0 o0 X, 0 0 0 Ya,, (@)
Lo 0 - 0 —-X,, Y¢Bg(a) 0 0
0 Cg(a)? 0
0 ~Yc,, (o) 0 0
0 0 ~ye,, (@) 0
YAk YCkDg(a)T 0
M) = |0 T Zi@ = [Xao @) An(@Xn o Aune (@) X
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0 —-X, 0 0
Y5 (o) = :
0 o0 —X 0
0 o0 0 —X,
Ag ()" 0 0 0
0 Ya,, (@) 0 0
0 0 YAr;L( ) 0
Yo, Bg(a)' 0 0 YA,
- 0 0
- 0 B, (a)
M@= | o ol 1Dy Zr@=[An(@) o Acn (@)
0 B 1-Dy(e)” -1
-X, 0 Ya,, (o) 0 ~Yc,, (o) 0 0
(o) =
0 — X0 0 Ya,, (o) 0 ~Yc,, (@) O
Bg(a)Dk
B(a)=| B.(e) |, D(a)=Dg(a)Dx - D, ()
By

B, () = diag (bri (@)  Dr(a) = diag (dri (@)

Cx = (X;fHYck)T, By e Dy sio as matrizes do pré-compensador K (s) = {Ay, By, Ci, Dy}
que garantem, para todo o € Ay, G(s,a)K(s) — G,(s,a) estivel, 0p4.(G (jw, @) K (jw) —
G, (jw,a)) < v, Yw € Q, e opmaz (Gr (jw, ) = 1) < my, Yw € ., em que A,;(a) =
(X7'Ya)" enil@) = (X 'ye,,)"s Arla) = diag (A(@). Cp(a) = diag(e,i (@) e
G, (s,a) ={A,(a),B,(),Cr(a), D, () }.

e E e B, sdo dados pela Tabela 2.2, conforme €2 e €., respectivamente. Entdo Ay = (X ;}HY Ak)

Prova.

A prova pode ser feita de forma similar & do Teorema 3.6. Seja H(s,a) = G(s,a)K(s) — G.(s, )

)

representado no espago de estados por (3.27). Defina as matrizes
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0 X, 0
X(a)=Z(e) | = [Xo@ MA@ Xi o A (@) X
0 0 Xm+1
I 0 0
0 Xx;! 0
T () = ' = @=]T1 A@" c@T o
0 0 - X1,
X4 0
X, (0) = Z, (o) | : L =A@ Xy e A (@) X
0 Xm+l
Xt 0
T (a)=| : LS @ = [T A@)" —Cye)” 0]
0 > e
I o0 0
0 X, 0
X.(0)=Ze(a) . = [Xeo@ Au @)X A (@) X
0 0 Xerl
I 0 0
0 Xx;! 0
To(a)=|. . S =1 A
0 o0 X,

Dessa forma,

Se a condicio M (a) + He (Z (o) X (av)) < 0, Yoo € Ap, € satisfeita, entdo existe X (o) =
{Xo () Ai(@) Xy -+ Api (@) Xm+1:| tal que M () + He (X (o) T' (ex)) < O também ¢
satisfeita. Além disso, Q(a) > 0, entdo, com base no Lema 2.12, conclui-se que a desigualdade
Omaz(H (jw, &) < 7 é vélida para todo w € Q e todo @ € Ay .

Se a condi¢io Ms(a) + He (Zs (o) s (av)) < 0, Yo € Ap, por sua vez, é satisfeita, entdo existe
X; (o) = [Xso () Agi () X1 -+ Agpyr (@) Xm+1] tal que Ms(a)+He (X5 (o) T's (o)) <
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0 também é satisfeita. Ademais, P (a) > 0, entdo , com base no Lema 2.6, conclui-se que A («) é Hurwitz

estavel.

Ainda, se a condi¢do M, (a) + He (Z, (a) X (@) < 0, Vo € Ap, é satisfeita, entdo existe

Xy (a) = [Am () X1

Ay, (@) Xm} tal que M, (a) + He (X, (o) Ty (o)) < 0 também

¢ satisfeita. Além disso, Q,(c) > 0, entdo, pelo Lema 2.12, a desigualdade 0,4, (G (jw, o) —I) =

Omax (I -

G, (jw, ) < m, é vélida para todo w € 2, e paratodo o € Ay.

Por conveniéncia, assim como A () pode ser escolhido a partir de A () nos Métodos 1 e 2, para uso do

Método 3, podemos escolher Ag; (a) a partir das escolhas de A; (), tomando apenas as 2n primeiras linhas,

jaque I's () é composto pelas 2n primeiras colunas de I" («).

Da mesma forma, os pardmetros A,; (o) podem ser escolhidos a partir de A; (o), tomando apenas as

linhas correspondentes a G,.(s, a):

Onrxng Inr Onrx(nk+ng) 0
Ay (Oz) = OnT-Xng 0 Onrx(nkJrng) I”T'
02m><ng 0 02m><(nk-,+ng) 0

Oannk 0
OnT,Xnk 0 Al (a)
O2m><nk IZm

Por fim, podemos enunciar o0 Método 3 proposto neste trabalho, por meio do Algoritmo 3.4.

Algoritmo 3.4 Método 3

Entradas: Ag(a) € R"*", Bg(a) € R"*™, Cgla) € R™ ", Dg(a) € R™*™, A; (o) €
Rt nftnitm)xne = 1 m, Ay (@) € R2Motnetnitmxns e R Qe Q,

Requisitos: 0 < m, <1

Q e ), devem ser escolhidos dentre as op¢oes da Tabela 2.2

Q. CQ
: parai < 1 até m faca
On.xny, Tn, Onx(npingy) 0 Onoxny
A'r‘i (a) — Onrxng 0 On,,,x(nk-',-ng) Inr Onrxnk
02m><ng 0 02m><(nk+ng) 0 02m><n;C
fim para

se 2 =R entao

0
0 Ai (O{)

12777,

Solucione o Teorema 3.6, minimizando ~y
devolve Ay = (X}, Va,) . Cx = (X;1,Yc,)" Bre Dy
: senao
parai < 1 até m + 1 faca
Asi (a) A [12(7Lg+nr+nk) 0} A; (a)
fim para
Solucione o Teorema 3.7, minimizando ~y
devolve Ay = (X}, Va,)", Ck = (X;1,Yc,)" Bre Dy
: fim se
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3.2.2.4 Parametrizagdao

Em todos os métodos de projeto de pré-compensadores propostos, hd a necessidade de pré-definir a estru-
tura da varidvel de folga que multiplica as varidveis do pré-compensador Ay e Cy (A () nos Métodos 1 e 2
e Ap+1 () no Método 3). Conforme estudo apresentado na Subsecdo 3.2.1, esse pardmetro estd relacionado
a uma condic¢do necessdria que surge a mais. O formato da Eq. (3.21) é particularmente interessante, pois
os pardmetros Ay, (a) e Cy, () fazem parte da solugdo de um pré-compensador dependente de pardmetros
K, (s,a) = {Ak, (o), By, Ck, (a) , Dy} que compartilha o mesmo custo garantido «y com a solug@o pro-
curada ndo dependente de parmetros K (s) = {Ax, Bk, Ck,Dx}. Assim, escolhas ruins para Ak, (o) e
Ck. () limitam o desempenho na minimizagéo de . Uma estratégia é projetar o pré-compensador K, (s, )
de forma a tornar o sistema compensado o mais diagonal possivel, obtendo as matrizes Ay, (a) e Ck, (@),
que sdo utilizadas para montar A (a) (ou A, 4+1 (@) no Método 3) :

Bg (@) Cy, (@)
0
Ak* (a)
Dy (@) Cr ()
0

Neste trabalho, o projeto de K, (s, ) foi feito de forma simplista, definindo-o como G/(s, &)~ se possivel
(G(s, a) préprio € G(s, ) ! estdvel). Em tese, poderia ser, idealmente, qualquer sistema G(s, &) ~'T (s, @),
em que 7T (s, a) seria o sistema compensado diagonal. A escolha por G(s, ) ™1, além de simplificar, harmo-
niza com a estratégia de limitagdo de G.(s, &)~ ! utilizada neste trabalho, uma vez que G,.(s, a) é forgado,
quando varidvel, a ser suficientemente préximo de I em uma faixa de frequéncias €2, (restri¢do (3.23)). Con-
tudo, na prética, na maioria dos casos Dg(ar) = 0 ¢ G(s, o), consequentemente, ¢ estritamente proprio. Nesse
caso, devemos escolher Dy suficientemente pequeno, para que G(s, ) + Dg, = G, (s, ) ~ G(s, ), a0
menos na faixa de interesse €2. Como a representacdo no espago de estados de G (s, o) depende diretamente
de D¢, € interessante que essa matriz ndo seja dependente de pardmetros.

Assim, a expressdo utilizada neste trabalho para Ay, (a) e Ck, () sdo as matrizes correspondentes no

espaco de estados de G (s, ):

Ak, (a) = Ag(a) — Bg(a)Dg;lcg(a) Cu. () = Dg:ng(a)

em que Dg ¢ escolhido suficientemente pequeno e que resulte em Ay, (o) Hurwitz estével. Esse teste pode
ser feito via LMIs. Uma forma de encontrar Dg _ € resolvendo o problema de realimentagio estética de saida
Ay, (@) = Ag(a) + Bg(a)LCgx(a) em que o ganho de realimentagdo de saida é L = —Dg_ ', o que
garantiria Ay, (o) estdvel.

Outros pardmetros que devem ser escolhidos sdo aqueles ligados ao modelo de referéncia diagonal G, (s, c).
No Método 1, esse sistema deve ser dado completamente a priori, enquanto que no Método 2 apenas as ma-
trizes A, (a) e C, () devem ser dadas. Na falta de objetivo especifico para o modelo de referéncia além de
ser diagonal, uma escolha é a diagonal de G(s, ), que é uma escolha razodvel, pois conserva a dindmica do
sistema original. Para 0 Método 2, nessa ideia, podemos definir A,;(a) = Ag(a) e ¢, (a) = Cyg,; . ().
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Um cuidado que deve ser tomado para que o acoplamento de um canal ndo seja desprezivel frente aos
demais canais é dimensionar as func¢des de transferéncia de G,(s, ) de forma a terem aproximadamente
mesma magnitude na faixa de interesse ). Por exemplo, se, em um sistema de quatro entradas e saidas,
os trés primeiros elementos de G..(s, ) possuirem magnitude da ordem de 1 (0 dB) e o dltimo elemento
possuir magnitude da ordem de 0,01 (—40 dB), uma diferenca de 0, 005 entre os elementos da diagonal de
G(s,a)K(s) e de G, (s, o) representaria erro percentual de 0,5% para os trés primeiros canais e 50% para
o quarto canal, entdo durante a otimizagdo a aproximagdo percentual entre o quarto elemento da diagonal
do sistema compensado e o quarto elemento do modelo de referéncia seria preterido pela aproximagdo dos
demais canais. Nesse sentido, se os elementos da diagonal de G(s, ) tiverem magnitudes muito dispares, é
interessante, quando utilizando o Método 1, aplicar um ganho inverso a essas magnitudes as matrizes Bg ()
(ou Cg(ax)) e Dg(x) de forma a equilibrar essas magnitudes.

No caso do Método 2, a restri¢ao o.,q4 (Gr (jw) — I) < m, jd forga que as magnitudes sejam equilibradas,
se m, for pequeno (um m, de até 0,5, por exemplo, deixa as magnitudes na mesma ordem de grandeza).
Contudo, ndo ¢ interessante escolher m,. pequeno demais, para ndo limitar a dindmica e a varia¢do em relagdo

a a que o modelo de referéncia varidvel G, (s, ) pode assumir.

Ainda que no Método 3 ndo haja necessidade de fornecer integral ou parcialmente o modelo de referéncia
G, (s, o), é necessdrio escolher os parimetros de estrutura de varidvel de folga A; (o), i = 1,...,m, que
estdo associados indiretamente a A,.(a) e C,.(a), conforme estudo de A (a) em relagdo a Ay e Cy. Assim,
com base na mesma estratégia sugerida para escolher A («), de forma a utilizar bons candidatos das matrizes
varidveis, podemos escolher A; (), i = 1,...,m, da forma:

0 o |
—I 0
0 —1I
0 0
0 0
Arl* (a) . 0
[Al Am] — . . _ (3.28)
0 0
—Crix (a) 0
0 e —Crix (a)
o 0 |

em que Ay, () € ¢rix (@), @ = 1,...,m, devem ser escolhidos a priori, assim como A,; (&) e ¢,; (&) no
Meétodo 2. Entdo a escolha pode seguir os mesmos critérios, como escolher Ay, () = Ag(a), ¢rix (@) =
Cg“ (), i = 1,...,m para trazer informagdes dindmicas de G(s), principalmente em relagéio aos polos e a

incerteza.

Por conveniéncia, A,.; pode ser definido a partir da escolha de A;, utilizando apenas as linhas relacionadas
aG.(s):
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~ 1 0 -
0 —I
Arl* 0
Arl U A’r‘m = :
0 Avins
_Crl}:* 0
0 e _Crm,:*
I 0 . 0 ]

Em relacdo a faixa de frequéncias €2,., ela assume papel importante ao definir o espectro em que ha garantia
de que G(s, &) ndo seja desprezivel e, consequentemente, o sistema compensado G(s, a) K (s). Entretanto,
assim como ocorre quando se escolhe m, muito pequeno, escolher {2, muito amplo dentro de {2 limita as
variacdes dindmicas, principalmente préximo a zeros e polos no diagrama de Bode do sistema compensado.
Dessa forma, se ha interesse em uma faixa de baixas frequéncias (2, € interessante que €2, também seja de
baixas frequéncias até pouco antes da frequéncia de corte. Por exemplo, se 2 = {w € R : |w| < w;}, podemos
escolher @, = {w € R : |w| < 1073w, }.

3.3 INDICADOR DE ACOPLAMENTO PARA SISTEMAS POLITOPI-
COS

Para avaliar diferentes métodos de desacoplamento de sistemas multivaridveis, é necessario utilizar alguma
métrica. As medidas mais cldssicas se referem as definicdes de dominancia diagonal e dominédncia diagonal
generalizada (valores d,, d. e d, apresentados na Se¢do 2.2). A defini¢do de dominancia fundamental aplicada a
diagonal de sistemas multivaridveis permite avaliar o acoplamento com LMIs, uma vez que p (-) < ||-||, relagéo
utilizada por Chughtai and Munro (2004); Chughtai et al. (2005) para projeto de desacopladores. Assim, para
medir o acoplamento de sistemas multivaridveis com incertezas politdpicas, o indicador originado do conceito
de dominancia fundamental se mostra conveniente € menos conservador. Propde-se, entdo, o seguinte indicador
de acoplamento para um sistema H (s), que pode ser calculado via LMIs:

5 (5) = Ormas (HD ()"  (H (s) — Hp (s))) — (HD ()" H (s) — 1)

em que Hp (s) é a diagonal de H (s). Como p (-) < opmas (+), se d (s) < 1, H (s) é diagonal dominante a luz

da defini¢do de dominancia fundamental (Defini¢do 2.4).

O indicador acima se aplica a cada frequéncia. Como indicador do sistema em todas as frequéncias, pode-

mos utilizar

8 = 5up s (Hp ()™ H () ~T) = [Hp () H () -1

A norma H, pode ser calculada via LMIs com uso do Bounded Real Lemma ou Lema de KYP (vide Sub-
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sec¢do 2.1.3.1). Se houver um conjunto de interesse para a frequéncia, diga-se {2, podemos definir o indicador
de acoplamento

S = SUD Omas (HD (jw) "V H (jw) — 1)
weN

que pode ser calculado via LMIs com uso do Lema de KYP generalizado (vide Subsecdo 2.1.3.2). A vantagem

de se utilizarem LMIs € a possibilidade de tratar sistemas com incertezas politdpicas.

Seja H(s, ) := {A(a),B(ar), C(ax), D(«x)} o sistema com incerteza politépica, de m entradas e saidas,
do qual se deseja calcular o indicador de acoplamento. A representacdo no espago de estados da diagonal de
sua matriz de transferéncia (Hp (s, &) pode ser obtida a partir das fungdes de transferéncia dos elementos da

diagonal:

H;;(s,a)=C,.(a)(sI - A(a))_1 B. (o) +D; ()

em que C; . (a) representa a i-ésima linha de C(a), B. ;(a) a i-ésima coluna de B(a) e D; ;(«) o elemento
(i,i) de D ().

Agrupando essas fungdes de transferéncia, o sistema Hp (s, ) é dado por

HD(Sv a) = {AHD (a)VBHD (Cl(), CHD (a)v DHD (a)}

[A(e) - 0 _B;J(a) 0
Ap,(a) = Bup(a) = :

| 0 A(a) 0 B. ()

Ci.(a) 0 Dii(a) 0
Cup(a) = : . : Dyp(a) = : . :

0 Coa R

A inversa da diagonal (Hp (s, )™ 1) s6 pode ser representada no espago de estados se a matriz Dy, ()
ndo for singular, ou seja, for invertivel. Como Dy, (o) é uma matriz diagonal, basta que D, ;(a) # 0, Vi =

1,...,m.

Por simplicidade, consideremos o caso de D ndo dependente de parametros, pois o tratamento da inversa de
uma matriz dependente de parametros nio permitiria o uso direto em LMIs. Além disso, a inversa de matriz ndo
dependente de pardmetros ndo implica no aumento de conservadorismo por ndo aumentar o grau do produto de
politopos, o que é desejavel para encontrar um indicador mais fiel. Note que considerar D nao dependente de

pardmetros ndo é incomum, pois em geral trataremos sistemas estritamente préprios (D = 0)
Uma representagdo para Hp (s, ) ™! no espago de estados é dada a seguir.
-1 -1
Aty () ~ Brry (@)D, " Crrp (@) | Brry () Dy,

Hp(s,a) ! =
D( ) _DHDichD (0{) ‘ DHD71

Por fim, o sistema para o qual se deseja calcular méximo valor singular é obtido por cascata entre Hp (s, o)1
e H(s, ), seguida de subtracdo da matriz identidade (que ocorre diretamente no termo de transmissdo direta

do sistema em cascata):
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Hp(s) "H(s)—I=
jXHD(a)__IBHD(OOI)HDAJ(ZHD(Q) ISHD(OOI)HDAJ(E(Q) IBHD(OQI)HDAJI)
0 A(a) B(a)
—Dup, 'Chp () Dy, 'Cla) | Du, 'D-I

No caso especifico em que D ¢ diagonal, temos que Dyy;, = D, levando a matriz de transmissdo direta
(DHD_ID — I) a zero. Se existirem elementos na diagonal de Dy, iguais a zero, € importante que sejam
substituidos por nimeros suficientemente pequenos (e), de forma que a consequente adi¢do de zeros ao sistema
Hp (s, ) seja desprezivel (zeros adicionados longe dos zeros e polos originais). Como comentado acima, na
prética, quase sempre D € igual a zero; nesse caso, basta definirmos D = el e € suficientemente pequeno de
forma que a nova representagdo seja uma boa aproximagio do sistema original. Considerando D diagonal, a

representacdo de Hp (s) ™' H (s) — I se torna mais simples:

[ [XHD(OO__I3HD(OQI)71(3HD(OO ISHD(OQI)71(3@1) ]BHD(OO
Hp(s) "H(s)—I= 0 A(a) B(a)
I —DCyp(a) D 'Cla) | 0
_[As(@) [ Bs(a)
i Cg(a)‘ 0

Para calcular um majorante do indicador dq, (d¢,), basta minimiza-lo sujeito a restrigéo

Omas (Hp ()™ H (jw) = 1) < &

a qual pode ser transformado em LMI por meio do Lema 2.12. Isso resulta no seguinte problema de otimizag¢ao

convexo:

Calculo do indicador 0y,

min 552 (3.29)
Xo(a),P(a)=P(a)",Q(a)=Q(a)"

= lo 0 -1
. 0 :Bg(a) .A_(a)
o o] —e1 o I cj(a) Xo(e)" | <0
0 Bs(@"] 0 1 0
Q(a)>0

em que = € dado pela Tabela 2.2 conforme a escolha de €.
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EXEMPLOS NUMERICOS

Os resultados apresentados nesta se¢cdo foram computados no software MATLAB®, versdo 9.0.0.341360
(R2016a) 64-bit, usando Yalmip (Lofberg, 2004) e Mosek, em um computador com processador Intel® Core™
17-3537U, 2,0 GHz, 8 GB de meméria RAM e Windows 10 Home de 64 bits. O pacote ROLMIP (Agulhari
et al., 2012) foi utilizado para implementar as condi¢gdes dependentes de pardmetros em um conjunto de LMIs
de dimensdo finita. Para as solugdes apresentadas neste Capitulo, foi definido grau 1 para as varidveis depen-
dentes de pardmetros, mas graus maiores poderiam ser utilizados de forma imediata por meio do ROLMIP, ao

custo de maior esfor¢o computacional.

Para fins de comparac@o entre os acoplamentos entre malhas do sistema original G(s, ) e do sistema
compensado G (s, &) K (), serdo mostradas duas figuras, sendo uma com as magnitudes das fungdes de trans-
feréncia associadas ao sistema e outra figura com os valores singulares de Hp, (jw) " H (jw)—1I, em que H (s)
é o sistema em andlise, uma vez que essa expressao estd associada & dominancia diagonal, conforme discussao
na Secdo 3.3. Nas simula¢des, buscando mostrar toda a faixa possivel em que o sistema incerto pode estar, se-
rdo calculados os valores (magnitudes e valores singulares) para todos os sistemas com & = (a1, a9, a3, ),

tais que

4
E Q= 17 Q; € {070727()’4’076107871}
i=1
resultando em 56 combinacdes. Nas figuras serdo mostradas as curvas dos valores mdximo e minimo dos
sistemas considerados encontrados para cada frequéncia.

Com os objetivos de mostrar a efetividade dos métodos, compara-los, avaliar o procedimento iterativo
proposto na Observagdo 3.6, mostrar o ganho em restringir o projeto a uma faixa de frequéncias de interesse
e mostrar a importancia da escolha da estrutura das varidveis de folga (A), os métodos serdo utilizados para
célculo de pré-compensadores para um sistema explorado na literatura. Em seguida, um dos métodos sera

aplicado a outro exemplo para mostrar possiveis limitacdes e alternativas.

4.1 EXEMPLO 1: SISTEMA DE QUATRO TANQUES

Trata-se de um sistema de quatro tanques linearizado em torno de um ponto de operagdo, utilizado por
Siqueira et al. (2014):

G(s,a) = {Ag(a), Bg, Cg,Dg}
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Til 01 ATs N " Ay
A, = 0 —% 01 ATy B, — (1?‘732);Q 0
0 0 —Z 0 = 0
0 0 0 —2] 0 AL
c, = k. 0 0 0 D, — 0 0]
0 k. 0 0 00

em que as varidveis de estado sdo os desvios dos niveis dos tanques em relagdo a referéncia (h; — hY), as duas
entradas sdo desvios das tensdes de duas bombas, as saidas s@o os desvios de nivel de dois tanques que se

deseja controlar. Os parametros do ponto de operacdo sdo as constantes de tempo

T 2 é Qh?
=
a; g
as dreas de secdo transversal dos tanques A; = A3z = 28cm?, Ay = Ay = 32cm?, as dreas de secio

transversal das saidas dos tanques a; = a3z = 0,071 em?, as = ay = 0,057 cm?, ganho de sensor k. =
0,50V /em, aceleragdo da gravidade g = 981 ¢m/s2, os niveis do ponto de operagio hy = 12,6 cm, h) =
13,0em, hY = 4,8cm, h = 4,9cm, coeficientes das bombas k; = 3,14¢m°/sv, ky = 3,29cm’/sv e

coeficientes de vdlvula y; = 0,43 e v = 0, 34.

Na modelagem da incerteza é considerado que as constantes de tempo 77 e 75 sdo incertas e estdo na faixa
de +10% do valor nominal de forma independente, resultando num sistema politdpico com quatro vértices,
sendo cada vértice calculado pela combinacao dos valores extremos de 17 e T5.

As Figuras 4.1 e 4.2 sdo relativas ao sistema G (s, ). Considerandoabanda Q2 = {w € R : |w| < 2.1072},
o célculo do indicador & a partir do problema de otimizagdo (3.29) (usando Dg = 10~°I para tornar G(s, )
proprio) resultou em 0, 9413 (—0, 52 dB), praticamente o mesmo valor maximo de valor singular nessa faixa
na Figura 4.2 (—0, 55 dB). De fato, essas Figuras mostram que em €2 as magnitudes das diagonais sdo maiores
que a outra magnitude da mesma linha, o que significa que o sistema G(s, &) é diagonal dominante. Contudo,

nessa faixa, o acoplamento ndo é desprezivel, uma vez que o maximo valor singular estd pouco abaixo de 0 dB.

No trabalho de Siqueira et al. (2014), foi obtido um pré-compensador em tempo discreto

44,101(2—0,8185) —157,33(2—0,9592)
_ | 3®=1,536240,9748)  (22—1,4662+0,8945)
K, (z) = —88,607(2—0,9681) 112,54(2—0,8992)

(2—0,381)(2—0,6739)  (22—0,77212+0,2231)

Ap6s K, (z) ser transformado em tempo continuo (periodo de amostragem de 2, 5 s), resultou no desaco-
plador K, (s), ilustrado pelo diagrama de Bode da Figura 4.3.

O desempenho do desacoplador K. (s) pode ser avaliado pelas Figuras 4.4 e 4.5. A Figura 4.4 mostra
dominancia dos termos diagonais na ordem de mais de 20 dB em baixas frequéncias, o que € facilmente
confirmado pela Figura 4.5, que mostra maximo valor singular abaixo de —24, 88 dB para w < 10~2. Quando
analisado até w = 2.10~2 (faixa considerada de interesse neste Exemplo), no entanto, o desempenho cai
consideravelmente (valor singular maximo de —13, 85 dB). Ressalte-se, no entanto, que esse pré-compensador

ndo foi projetado especificamente para essa faixa de frequéncias.
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Figura 4.1: Valores minimo e maximo do ganho em fung¢io da frequéncia, para o sistema G(s, &) do Exemplo
1.
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Figura 4.2: Valores singulares em funcéo da frequéncia para Gp (jw, a)_l G (jw, ) — I, no Exemplo 1.
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Figura 4.3: Diagrama de Bode do pré-compensador K, (s), obtido por Siqueira et al. (2014), desenhado na
mesma faixa de frequéncia das Figuras 4.1 e 4.2.
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Figura 4.4: Valores minimo e mdximo do ganho em fung¢fo da frequéncia, para o sistema G(s, a) K, (s), no
Exemplo 1.
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Figura 4.5: Valores singulares em fungdo da frequéncia para Hp (jw, )" H (jw, ) — I, em que H (s, ) =

G(s,a)K, (s), no Exemplo 1.

4.1.1 Meétodo 1

4.1.1.1

Aplicado a todas as frequéncias

Utilizando o Método 1 (Algoritmo 3.2), hd as seguintes varidveis: o = 72, Y 4 € RWXM Y o € R X™m,
Bx € R™*X™ Dy € R™™, P(a) € S", Xo(a) € RAtm)x(ngtn) X, ¢ R™ " Repare que

n = ng + n, + ny €, para este exemplo, m = 2 e ny = 4.

Como parametros para o projeto do desacoplador utilizando o Método 1, foram utilizados os valores cons-

tantes na Tabela 4.1 e A com a estrutura abaixo:

Bng* (a)
0
Ak* (a)
Dgck* (a)
0

“.1)

A escolha dos pardmetros seguiu as sugestdes da Subse¢@o 3.2.2.4. Como no caso em tela a diagonal

de G(s, a) ja atende ao critério de magnitudes equilibradas, ndo foi imposta nenhuma matriz de pesos para

compensar. O parimetro Dggl, ainda que pudesse ser encontrado resolvendo um problema de realimentacio

57



Tabela 4.1: Pardmetros escolhidos para projetar o desacoplador pelo Método 1, no Exemplo 1.

’ Parametro Valor ‘
Ay (a),i=1,...m Ag(a)
Cri Ce, .
by Bg;,z‘
dri Dg,;
Q R
Ay, (@) Ag(a) —BgDg [ 'Cy
Cr. Dgglcg
Dg_l 1139,9 862,3
* 934,5 709,7

estdtica da saida, foi escolhido, por simplificagéo, arbitrariamente de forma que resultasse em Ay, () estdvel
(testado para todo o € A com condi¢gdes LMIs suficientes) e que fosse consideravelmente grande, para que

Ak, (o) fosse aproximadamente a matriz de estado da inversa de G(s, o).

Ap6s resolver o problema de otimizagdo convexo com LMIs, com duragdo aproximada de 12, 8 s, foi obtido

o pré-compensador descrito abaixo, o qual graficamente estd representado na Figura 4.6.

—0,3847 —2,1635 0,0396  0,1775 | —0,0503 0,1926
—0,3637 —1,8820 0,0121  0,1745 | —0,0398 0, 1746
—0,8726 —4,1405 —0,0002 0,3469 | —0,0591 0,4124
—0,4876 —2,5013 0,0150  0,1874 | —0,0332 0,2451
10,8646 53,5133 —0,3363 —4,4763 | 2,0844 —5,6921
8,4243 44,8362 —0,2736 —3,6728 | 0,2286 —3,1526 |

O desempenho do desacoplador K (s) pode ser avaliado pelas Figuras 4.7 ¢ 4.8. Considerando a banda
de interesse {) = {w ER : |w| < 2.10_2}, o cdlculo do indicador 6, (usando D = 107°I para tornar
G(s, ) K(s) préprio) resultou em 0, 6960 (—3, 15 dB), préximo ao mdximo valor singular apresentado nessa
faixa na Figura 4.8 (—3,47 dB).
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Figura 4.6: Diagrama de Bode do pré-compensador K (s) obtido pelo Método 1 no Exemplo 1, desenhado na

mesma faixa de frequéncia das Figuras 4.1 e 4.2.
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Figura 4.7: Valores minimo e médximo do ganho em fung¢io da frequéncia, para o sistema G(s, ) K (s), com
K (s) projetado pelo Método 1 no Exemplo 1.
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Figura 4.8: Valores singulares em fungdo da frequéncia para Hp (jw, o) " H (jw, ) — I, em que H (s, ) =
G(s,a)K(s), com K (s) projetado pelo Método 1 no Exemplo 1.

Como pode ser visto, o desempenho do pré-compensador projetado € baixo quando comparado ao obtido
por Siqueira et al. (2014). Um dos fatores € a escolha a priori do sistema de referéncia G..(s, &), que pode se
mostrar pouco adequado. Além disso, considerar todas as frequéncias no projeto é conservador, se tivermos
interesse apenas na banda passante.

4.1.1.2 Aplicado a baixas frequéncias

Em relacéo ao caso que considera todas as frequéncias, novas varidveis surgem: Q(a) € S*, P(a) € S™
e Xo0 (o) € RAFm)x(ngtne),

Se calcularmos novamente o pré-compensador K (s) por meio do Método 1 (Algoritmo 3.2) alterando

apenas o parametro de faixa de frequéncias (2, dado por

Q={weR: |w<2107%}

obtemos o resultado mostrado pelas Figuras 4.9 a 4.11, com tempo de processamento 12,4 s. O célculo do
indicador &g, (usando D = 101 para tornar G(s, ) K (s) préprio) resultou em 0, 3970 (—8, 02 dB), préximo

do valor singular maximo apresentado em {2 na Figura 4.11 (—9, 79 dB).
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Figura 4.9: Diagrama de Bode do pré-compensador K (s) obtido pelo Método 1 considerando apenas baixas

frequéncias no Exemplo 1, desenhado na mesma faixa de frequéncia das Figuras 4.1 ¢ 4.2.

— 10 10
g
< 0 0
S
£ -10 -10
[=)]
< 20 -20
-30 -30
103 102 107" 1073 107 107"
10 10
3
- 0 0
-
% -10 -10
[=)]
< 20 -20
-30 -30
103 102 107 103 102 107
Frequéncia (rad/s) Frequéncia (rad/s)

Figura 4.10: Valores minimo e maximo do ganho em fung¢fo da frequéncia, para o sistema G(s, o) K (s), com

K (s) projetado pelo Método 1 considerando apenas baixas frequéncias no Exemplo 1.
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Figura 4.11: Valores singulares em funcdo da frequéncia para Hp, (jw, o) " H (jw, o) —I, em que H (s, o) =
G(s,a)K(s), com K (s) projetado pelo Método 1 considerando apenas baixas frequéncias no Exemplo 1.

Houve uma melhora significativa do desacoplamento na faixa de interesse €2, ao considera-la no projeto do
desacoplador, mas ainda aquém do obtido por Siqueira et al. (2014). Outro fator que compromete o desempenho
do projeto € escolha rigida de um modelo de referéncia a priori.

4.1.2 Meétodo 2

Utilizando o Método 2, hd as seguintes varidveis: 0 = 72, Y € R™"X™% Yo € R*Xm By €
R™X™, Dy € R™™, P(a) € 8", Ps(a) € 87, Pr(a) € §™, Q(a) € §", Q,(a) € S™, Xq(a) €
RQ(n-{-m)x(ng—i-nr)’ X, € Rk X XsO (a) c RQnX(nQ—&-nT), X, (a) c RQ(nr—i-m)an’ b,; (a) c anxl’
dy; (o) € R,i=1,...,m. Repare que B, (o) = diag (b,; (o)), Dy (&) = diag (dyi (@), n = ng+n, +ng,

n, =Y N.; €, para este exemplo, m = 2 e ng = 4.
i=1

Como parametros para o projeto do desacoplador utilizando o Método 2 (Algoritmo 3.3), foram utilizados

os valores constantes na Tabela 4.2 e A com a estrutura (4.1).

As matrizes definidas a priori para G, (s, &) (A, () e C,) foram escolhidas iguais as matrizes correspon-
dentes de G(s, o) para buscar conservar as caracteristicas dindmicas do sistema original. A frequéncia de corte
para o critério de limitacdo de G, (s, ) foi escolhida bem abaixo da frequéncia de corte da banda de interesse
para que deixasse mais livre G (s, ) préximo a wj, onde hd variagdes maiores dos ganhos do sistema.

Ap6s resolver o problema de otimizagdo convexo com LMIs, que durou cerca de 31,4 s, foi obtido o
pré-compensador descrito abaixo, o qual graficamente estd representado na Figura 4.12:
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Tabela 4.2: Pardmetros escolhidos para projetar o desacoplador pelo Método 2, no Exemplo 1.

’ Parametro ‘ Valor ‘
Ay (a),i=1,...m Ag(a)
Cri Ce, .
Q lw| <2.1072
Q, lw| <2.107°
my 0,5
Ay, (o) Ag(a) —BgDg ' Cq
Cus Dg*_lcg
_1 1139,9 862,3
Dy,
934,5 709,7
—4,7352 —3,4592 00,1400 —0,0904 | —0,0794 0,0205
—4,2023 —3,0350 0,1009 —0,0621 | —0,0559 0,0287
-9,3569 —6,7373 10,1974 —0,1776 | —0,0348 0,1246
—5,5180 —4,0464 0,1322 —0,1235 | —0,0158 0,0762
120,1119 86,4740 —2,8754  2,2689 1,7055 —1,5823
| 98,7772 72,4017 —2,3692 11,8999 0,2463 —0,4834

4.2)

O desempenho do desacoplador K (s) pode ser avaliado pelas Figuras 4.13 e 4.14. O célculo do indicador
08 (usando D = 10~°1 para tornar G(s, ) K (s) proprio) resultou em 0,1914 (—14,36 dB), bem acima do
maximo valor singular indicado pela Figura 4.14 em €) (—35,47 dB).

Em comparacido com o Método 1, é possivel ver que houve melhora significativa na diminuicio das inte-

ragdes entre malhas, superando o obtido por Siqueira et al. (2014) com K. (s) em quase toda faixa €2 consi-

derada (méximos valores singulares abaixo de —35 dB, menores que —25 dB obtidos com K. (s) em baixas

frequéncias). Apesar desse Método precisar adicionar restricdes a mais para limitar a norma de G,.(s, ), a

flexibilizagdo das matrizes B, () e D, () mostrou grande ganho.
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Figura 4.12: Diagrama de Bode do pré-compensador K (s) obtido pelo Método 2 no Exemplo 1, desenhado na

mesma faixa de frequéncia das Figuras 4.1 e 4.2.
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Figura 4.13: Valores minimo e maximo do ganho em fung¢fo da frequéncia, para o sistema G(s, o) K (s), com
K (s) projetado pelo Método 2 no Exemplo 1.
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Figura 4.14: Valores singulares em fungdo da frequéncia para Hp (jw, )" H (jw, ) —1I, em que H (s, ) =
G(s,a)K(s), com K (s) projetado pelo Método 2 no Exemplo 1.

4.1.2.1 Avaliacdo do Procedimento Iterativo

Para avaliar a ideia discutida na Observagdo 3.6, foi realizado também o projeto de K (s) com uma ite-
racdo, como descrito no Algoritmo 3.1, resultando nas Figuras 4.15 a 4.17. Houve aumento significativo do
desacoplamento ao realizar uma iteracdo, com maximos valores singulares abaixo de —50 dB. O célculo do
indicador &% (usando D = 10~°I para tornar G(s, ) K (s) préprio) resultou em 0, 1857 (—14,62 dB), bem
acima do maximo valor singular indicado pela Figura 4.14 em €2 (—53, 02 dB), mas coincidentemente proximo
do indicador 4§, calculado para o caso sem iteracdo. Projetos com mais iteragdes foram realizados, mas néo

resultaram em melhora significativa.
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Figura 4.15: Diagrama de Bode do pré-compensador K (s) obtido pelo Método 2 com uma itera¢do no Exemplo
1, desenhado na mesma faixa de frequéncia das Figuras 4.1 e 4.2.
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Figura 4.16: Valores minimo e maximo do ganho em fung¢fo da frequéncia, para o sistema G(s, o) K (s), com
K (s) projetado pelo Método 2 com uma iteragdo no Exemplo 1.
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Figura 4.17: Valores singulares em fungdo da frequéncia para Hp (jw, )" H (jw, &) —1I, em que H (s, o) =
G(s,a)K(s), com K (s) projetado pelo Método 2 com uma iteragdo no Exemplo 1.

4.1.2.2 Avaliacdo da Escolha de A

Até agora, foi utilizado A associado a um controlador depedente de parimetros “ideal”, uma vez que as
restricdes LMIs devem atender também ao controlador inserido indiretamente em A, conforme apresentado na
Subsecdo 3.2.1. Consideremos agora outros formatos para A no Método 2 com iteragdo, como encontrados na
literatura (Du and Yang, 2010; Lacerda et al., 2011; Mazzocante and Oliveira, 2016), compostos por matrizes
identidade multiplicadas por escalares:

ng ng
[ I, T N N
T
_Inm_ _Inm_
Mg L, Lo,
1 I, L,
A= e, Ag = ik Az = i
0s 51y N N
Onr><n;c
Ongocn Mg L.,
—2
Oy I, 1072L,,
-OmX"k’- Omxnk Omxnk
_Omxnk._ L 0m><n;C |
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Ressalte-se que os trabalhos citados acima exploram outros problemas que ndo do desacoplamento, néo
havendo portanto, equivaléncia entre as dimensdes utilizadas pelos autores e as dimensdes de A1, As e As.

Os pré-compensadores obtidos com essas escolhas de A foram todos aproximadamente estéticos:

0,2593 —0,1773 0,2593 —0,1774
K1 >~ ’ ’ 5 K2 >~ K3 ~ ' ’
—0,1455 00,2726 —0,1455 0,2727

Na falta de boas referéncias de Ay e Cx em A, o resolvedor usou Dy para minimizar a fungio custo. Esse
pré-compensador estatico torna o sistema dominante diagonal para baixas frequéncias, como pode ser visto nas
Figuras 4.18 e 4.19. O cdlculo do indicador &, (usando D = 10~°1 para tornar G (s, a)Kz préprio) resultou
em 0,9282 (—0,65 dB), préximo ao indicado na Figura 4.19 (—0,98 dB). Apesar da dominancia diagonal,
trata-se de um resultado bem inferior ao obtido com A com a estrutura (4.1) (—53,02 dB, conforme Figura
4.14).
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Figura 4.18: Valores minimo e madximo do ganho em fungdo da frequéncia, para o sistema G(s, @)Ky no
Exemplo 1.

E possivel imaginar que seja suficiente utilizar um pré-compensador préximo a um ideal dependente de

parametros, como, por exemplo, a média das inversas dos vértices do sistema:

K* (S) = {Ak*7 Bk*? Ck*; Dk*}

em que Cy, é dado pela Tabela 4.2, Dy, = Dg;1 (Dg;1 dado pela mesma Tabela), Ay, é amédiade Ay, ()
aplicado aos vértices do sistema e By, = —BgDg .

O resultado do desacoplamento utilizando o pré-compensador K, (s) (Figura 4.20), porém, € significati-
vamente pior que utilizando o Método 2, como pode ser avaliado pela Figura 4.21 e pela Figura 4.22, que
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Figura 4.19: Valores singulares em fungdo da frequéncia para Hp (jw, )" H (jw, &) —1, em que H (s, ) =
G(s, a)K2 no Exemplo 1.

retrata valores singulares que chegam a cerca de —0,78 dB em {2 = {w ER : |w| < 2.10*2}, cerca de 400
vezes maior que o valor obtido com Método 2 com iteragdo (—53.02 dB). O célculo do indicador 4§, (usando
D = 10~°1 para tornar G(s, @) K, (s) préprio) resultou em 1,0191 (—0, 1643 dB), pouco acima do observado
na Figura 4.22 (—0, 78 dB).
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Figura 4.20: Diagrama de Bode do pré-compensador K, (s) para o Exemplo 1, desenhado na mesma faixa de

frequéncia das Figuras 4.1 e 4.2.
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Figura 4.21: Valores minimo e méximo do ganho em fungéo da frequéncia, para o sistema G(s, &)K. (s) no
Exemplo 1.
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Figura 4.22: Valores singulares em fungdo da frequéncia para Hp (jw, )" H (jw, &) —1, em que H (s, ) =
G(s,a)K, (s), no Exemplo 1.
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4.1.3 Método 3

Utilizando o Método 3 (Algoritmo 3.4), ha as seguintes varidveis: 0 = 2, Y A, € RX™ Y €
Rexm By € R™**™ Dy € R™*™ P(a) € S*, Py(a) € S, P.(a) € S", Q(a) € ", Q. (a) € S™,
X (@) € RHvFm>Xng X € R, X () € R¥M0, X, (o) € RE(Fm)xne X, @ Rrixnei,
Ya,, (@) € RviX™i Y () € R7iX1 b, (@) € R™*1 d,; () € R, i = 1,...,m. Repare que

n

B, (a) = diag (by; (o)), Dy (o) = diag (dy; (o)), n = ng + n, + ng, n, =Y, n,; e, para este exemplo,
i=1
m=2eng = 4.
Como parimetros para o projeto do desacoplador utilizando o Método 3, foram utilizados os valores cons-
tantes na Tabela 4.3, A,,,+1 com a estrutura (4.1) e A;, i = 1, ..., m, com a estrutura (3.28), conforme sugestdes

da Subsecdo 3.2.2.4.

Tabela 4.3: Parametros escolhidos para projetar o desacoplador pelo Método 3, no Exemplo 1.

Parametro ‘ Valor
Q lw| <2.1072
Q.. lw] < 2.107°
my 0,5
Ay (@),i=1,..m Ag (o)
Criv,t=1,....m Cg“
Ay, (@) Ag(a) —BgDg 'Cy
Cr. Dgllcg
1 1139,9 862,3
Dy,
934,5 709,7

Ap6s resolver o problema de otimizagdo convexo com LMIs, que durou cerca de 16,0 s, foi obtido o
pré-compensador descrito abaixo, o qual graficamente estd representado na Figura 4.23:

—3,9013 —2,8787 0,2224  0,1265 | —0,1330 —0,1078 ]
—3,4643 —2,5212 0,1736  0,1293 | —0,1044 —0,0849
—7,7186 —5,5965 —0,3584 0,2464 | —0,1465 —0,0741
—4,5407 —3,3657 0,2275  0,1273 | —0,0816 —0,0741
99,2911 71,9813 —4,9521 —3,2074 | 3,1050  1,6680
81,1261 60,1071 —4,0765 —2,5827 | 1,4154  2,2011

O desempenho do desacoplador K (s) pode ser avaliado pelas Figuras 4.24 e 4.25. O célculo do indicador
8¢, (usando D = 10751 para tornar G(s, ) K () préprio) resultou em 0, 1934 (—14, 27 dB), bem acima do que
se vé€ na Figura 4.25 (—30, 12 dB), mas coincidentemente préximo aos valores obtidos pelo Método 2 (—14, 36
dB e —14,62 dB).

Em comparagdo com o Método 2, foi notada uma pequena piora no desempenho do desacoplamento, com
base na andlise dos graficos de valores singulares. Este método diminui o conservadorismo ao permitir dife-
rentes valores para A, () e B, (), a0 mesmo tempo que aumenta o conservadorismo ao precisar impor a
estrutura da varidvel de folga que multiplica essas matrizes. Ainda que neste exemplo do sistema de quatro tan-
ques o Método 2 tenha se mostrado melhor, € possivel que o Método 3 possa resultar em um pré-compensador

de melhor desempenho em outros casos.
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Figura 4.23: Diagrama de Bode do pré-compensador K (s) obtido pelo Método 3 no Exemplo 1, desenhado na

mesma faixa de frequéncia das Figuras 4.1 e 4.2.
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Figura 4.24: Valores minimo e maximo do ganho em fung¢do da frequéncia, para o sistema G(s, o) K (s), com
K (s) projetado pelo Método 3 no Exemplo 1.
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Figura 4.25: Valores singulares em fungdo da frequéncia para Hp (jw, )" H (jw, &) —1I, em que H (s, ) =
G(s,a)K(s), com K (s) projetado pelo Método 3 no Exemplo 1.

4.1.4 Resposta Temporal

Com base nas aplicagdes dos Métodos 1 a 3 ao sistema de quatro tanques, foi avaliado o desempenho do
desacoplamento entre malhas em um caso pratico de controle em malha fechada, utilizando o pré-compensador
calculado pelo Método 2 sem iteracdo, ou seja, o pré-compensador da Eq. (4.2).

A simulag@o foi realizada de forma similar aquela feita por Siqueira et al. (2014), em que é utilizado
um controlador proporcional-integral (PI) descentralizado em conjunto com o desacoplador (nomeado aqui de
K, (s)) com realimentac¢@o unitdria (topologia de controle mostrada na Figura 1.1). Os sinais de referéncia
escolhidos foram degraus que se iniciam em momentos diferentes. O controlador PI descentralizado utilizado
foi o calculado por Siqueira et al. (2014). Primeiramente, foi simulado com desacoplador K. (s), e o resultado,

mostrado na Figura 4.26.

O resultado do desacoplamento pode ser visto nas perturbagdes observadas nos sinais que ndo estio associ-
ados ao sinal de referéncia. Quando o sinal de referéncia do primeiro canal é disparado, a segunda saida chega
a subir 0,081 V (cerca de 4,1% do valor do degrau), enquanto que, no disparo do segundo sinal de referéncia,
a primeira saida chega a subir 0,027 V (cerca de 2,7% do valor do degrau).

A mesma simulacdo foi realizada com o pré-compensador K (s) calculado pelo Método 2 (Eq. (4.2)).
Evidentemente, como os sistemas compensados sdo diferentes, seria necessario adaptar o controlador PI para
adequar ao modelo de referéncia escolhido por Siqueira et al. (2014). Como o projeto do controlador PI nao
é escopo deste trabalho, apenas foi aplicado ganho estdtico a K (s) para que as magnitudes das fungdes de

transferéncia do sistema compensado G(s, o) K () ficassem préximas das magnitudes de G(s, &) K, (s). As
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Figura 4.26: Resposta transiente para os quatro vértices do politopo (linhas sélidas), as saidas do modelo de
referéncia (curvas tracejadas) e os sinais de entrada de referéncia (curvas pontilhadas), utilizando o controlador
PI e o desacoplador projetados por Siqueira et al. (2014).

respostas as excitacdes de degrau sdo mostradas na Figura 4.27.

Saidas e referéncias (V)

Tempo (s)

Figura 4.27: Resposta transiente para os quatro vértices do politopo (linhas sélidas), as saidas do modelo de
referéncia (curvas tracejadas) e os sinais de entrada de referéncia (curvas pontilhadas), utilizando o controlador

PI projetado por Siqueira et al. (2014) com adaptagdo dos ganhos proporcionais e o pré-compensador (4.2).
As perturbacdes ocorridas nas saidas ndo associadas as excita¢des diminuiram consideravelmente (1,0% na

segunda saida e perturbagdo desprezivel na primeira saida), confirmando a melhora observada entre os gréficos
de valores singulares das Figuras 4.5 e 4.14.

75



4.2 EXEMPLO 2: PROCESSO DE DESTILACAO

Neste exemplo, foi utilizado um modelo de uma coluna de destilagdo, que foi explorado por diversos
trabalhos (Skogestad and Postlethwaite, 2001). Em um deles, o autor estipulou incertezas nas entradas do
processo na forma de ganho e atraso incertos e definiu um conjunto de especificacdes que o controle devia
alcancar (Limebeer, 1991). O sistema incerto proposto era dado por

1

Gl) = 5571

0,878 —0,864| [kie—Ts 0
1,082 —1,096 0 kpe "

O,8Sk1,k2§1,2 0§717T2S1

O sistema nominal (pardmetros no meio das faixas de incertezas) obtido por Limebeer (1991) no espago de
estados era dado por

[ —0,0052 —0,0018 0,0039 —0,0024 | 0,0714 —0,0716 ]
—0,0036 —0,1221 0,1693  0,2462 | 0,0044 —0,0451

G (5) = Ag |Bg | _ | 00047 0,175 —0,3041 —0,0332 | —0,0362 0,0285
C. | D, 0,0067  0,2222 —1,1254 —3,9872 | —0,0534  0,0393

0,0636 —0,0217 —0,0040 0,0629 0 0

0,0786  0,0399 —0,0459 —0,0209 0 0

Para simplificar a gera¢do do sistema politdpico, neste exemplo foi ignorada a incerteza no atraso de tempo.
Assim, o produto entre o sistema nominal e a matriz com as incertezas k; e ko resultou em

4

A; | Bg(a)
G(s,a) = N , Bg(a)=) «aBg., acA
(500 = |G o(@) =) By < Ay
em que
0,8 0 0,8 0 1,2 0 1,2 0
B, = Be 0.g| Be2=Be 19| Bea=Be| o (5| Bea=Be | 121

As Figuras 4.28 e 4.29 mostram as incertezas e o grau de acoplamento entre os canais no sistema G(s, a).

Para desacoplar essa planta, primeiramente foi projetado um pré-compensador K¢ (s) pelo Método 2
(Algoritmo 3.3), com iteracdo (Algoritmo 3.1), utilizando os valores constantes na Tabela 4.4 ¢ A com a
estrutura (4.1), conforme sugestdes discutidas na Subsecdo 3.2.2.4.

Ap6s resolver o problema de otimiza¢do convexo com LMIs, que durou cerca de 18,9 s, foi obtido um
pré-compensador graficamente representado na Figura 4.30.

O desempenho do desacoplador K, (s), visto pelas Figuras 4.31 e 4.32, foi insatisfatério, uma vez que
ndo alcangou a dominancia diagonal (valores singulares na Figura 4.32 menores que 1 na faixa de interesse (2,
descrita na Tabela 4.4).
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Figura 4.28: Valores minimo e maximo do ganho em funcéo da frequéncia, para o sistema G(s, &) no Exemplo
2.

Em uma segunda tentativa, buscou-se projetar um pés-compensador, ao invés de um pré-compensador.
Para tal, foi realizado o mesmo procedimento, porém aplicado ao sistema G(s, a)” (vide Observagio 1.1). O

resultado foi o pés-compensador K45 (s) representado graficamente na Figura 4.33.

O desacoplador K 45 (), cujo desempenho estd retratado nas Figuras 4.34 e 4.35, ao contrério do K¢ (s),
alcancou a dominéncia diagonal do sistema compensado, com boa margem (maximo valor singular na Figura
4.35 abaixo de —20 dB, na faixa de interesse €2).

Dessa forma, dependendo do sistema e suas incertezas, o potencial de um pré-compensador pode ser mi-
nimo, o que nao impede que um pés-compensador obtenha sucesso. Para a classe de sistemas lineares invari-
antes no tempo e incertos, os métodos de cdlculo de pré-compesadores apresentados neste trabalho podem ser

Tabela 4.4: Pardmetros escolhidos para projetar o desacoplador pelo Método 2, no Exemplo 2.

’ Parametro ‘ Valor ‘
A (a),i=1,..m Ag(a)
Cri Ce, .
Q lw| <1072
Q lw| < 107°
my 0,5
Ak, (a) Ag(a) — Bng*_lcg
Cus Dgglcg
_1 2802,3 4293,9
Dy,
—4188,7 2757,1
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Valores Singulares
T

Magnitude (dB)

-5 . I S R R . R R R | . . .
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Frequéncia (rad/s)

Figura 4.29: Valores singulares em funcéo da frequéncia para Gp (jw, oz)f1 G (jw, ) — I no Exemplo 2.

utilizados para obter pés-compensadores.

78



o

Z 10 0

3

2 0 . -10 .
=

> .10 -20

= 10* 1073 1072 10" 10 1073 1072 107
. 250 400

3 200 __________Jﬂ;,,,fzf’////’i 300 ______ﬁ__kﬁqﬂhﬁkx“‘ﬂuahﬁh
“ 150 200

= 10% 1073 1072 10" 10 1073 1072 10"
T 20 0

g

310 5

c /

2 0 : : -10 : -

= 10* 1073 1072 10" 10 1073 1072 10"
—~ 200 ﬁ 200 ﬁ
@ 100 100
L

0 : : 0 : :
107 1073 1072 107" 107 1073 1072 107"
Frequéncia (rad/s) Frequéncia (rad/s)

Figura 4.30: Diagrama de Bode do pré-compensador K, (s) obtido pelo Método 2, desenhado na mesma
faixa de frequéncia das Figuras 4.28 e 4.29.
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Figura 4.31: Valores minimo e méximo do ganho em fungdo da frequéncia, para o sistema G(s, o) Kpr¢ (S),
com K¢ () projetado pelo Método 2 no Exemplo 2.
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Valores Singulares
T

20

Magnitude (dB)

_15 n n n PR R S | n n n PR S SR | L L n
10 107 102 10°"
Frequéncia (rad/s)

Figura 4.32: Valores singulares em funcio da frequéncia para Hp (jw,a) ' H (jw,a) — I, em que
H (jw, ) = G(s,00) Kpre (8) , com K6 (5) projetado pelo Método 2 no Exemplo 2.
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Figura 4.33: Diagrama de Bode do pés-compensador K55 (s) obtido pelo Método 2 no Exemplo 2, desenhado
na mesma faixa de frequéncia das Figuras 4.28 e 4.29.
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Figura 4.34: Valores minimo e madximo do ganho em fungéo da frequéncia, para o sistema K4, (s) G(s, o),
com K65 () projetado pelo Método 2 no Exemplo 2.
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Figura 4.35: Valores singulares em fungdo da frequéncia para Hp (jcu,oz)f1 H (jw,a) — I, em que
H (jw, ) = Kpss (8) G(s, o), com K55 (s) projetado pelo Método 2 no Exemplo 2.
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CONCLUSAO

5.1 CONSIDERACOES FINAIS

Trés métodos similares foram propostos para projeto de desacopladores dindmicos em malha aberta (pré-
compensadores) que considera incertezas politdpicas da planta e busca dominancia diagonal do sistema com-
pensado. O desenvolvimento dos métodos envolveu o conceito de dominancia fundamental, a minimizacdo da
norma H., de sistemas via desigualdades matriciais e uma estratégia de linearizagcdo de desigualdades matri-
ciais bilineares (BMIs) utilizada em trabalhos recentes da literatura.

Como contribuicdo relevante, cita-se o estudo da estratégia de linearizagdo, realizado neste trabalho. Os
desempenhos dos métodos propostos dependeram fortemente desse estudo, o qual pode ser utilizado em outros
problemas recorrentes da literatura, tais como redu¢@o de ordem e filtragem robusta. Um procedimento itera-
tivo, idealizado a partir desse estudo, mostrou que tende a minimizar os efeitos conservadores adicionados pela
definicdo da estrutura das varidveis de folga.

Além do ganho obtido com escolhas apropriadas da estrutura das varidveis de folga, outros pontos represen-
tam avanco no tema. O uso de um modelo de referéncia diagonal dindmico e parcialmente varidvel no contexto
do projeto possibilitou resultados menos conservadores que trabalhos que utilizaram a estratégia de minimiza-
¢do da norma H, e consideraram modelos estdticos. A formula¢do do problema em forma de LMIs com uso
do Lema de Finsler permitiu simples adaptagdo para projetos que consideram apenas faixas de frequéncia de
interesse, por meio do lema de Kalman-Yakubovich-Popov generalizado (gKYP).

A fim de possibilitar avaliar o desacoplamento de sistemas politépicos, foi proposto um indicador de aco-
plamento baseado no maximo valor singular de sistemas, inspirado no conceito de dominédncia fundamental, o
qual pode ser calculado via LMIs.

Para avaliar o desempenho dos métodos, foi utilizado um sistema de quatro tanques e um processo de des-
tilagdo, problemas de interesse na teoria de controle de processos. Os resultados mostraram alto potencial dos
métodos propostos, em especial o Método 2. Contudo, vale ressaltar que alguns pardmetros devem ser defi-
nidos a priori, os quais podem ter muita influéncia no desempenho alcangado pelo desacoplador, em especial
a estrutura da varidvel de folga, cuja metodologia de escolha foi sugerida e testada nos exemplos. Sugestdes
de escolha de outros pardmetros, tais como modelo de referéncia diagonal, foram fornecidas e testadas com
exemplos numéricos. Quanto ao indicador de acoplamento proposto, observou-se que o cdlculo desse indica-
dor, transformado em um problema de custo grantido via LMIs, mostrou-se conservador, quando comparado
com o grafico de valores singulares (fazendo-se uma varredura no espaco de incerteza dos parimetros) para o
caso de valores singulares muito pequenos (abaixo de —20 dB). Contudo, € importante destacar que nesse caso
a dominancia diagonal estd muito bem caracterizada, ou seja, o sistema é bastante diagonal.

Ainda que o foco deste trabalho tenha sido o projeto de pré-compensadores, os métodos podem ser utiliza-
dos para obter pés-compensadores para sistemas lineares invariantes no tempo com incertezas politdpicas, que
€ uma alternativa para desacoplamento, conforme ilustrado no Exemplo 2 do Capitulo 4.

Como produto do desenvolvimento deste trabalho, o seguinte artigo foi publicado:
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* Angelo, C. G. M.; Tognetti, E. S. Diagonalizacio de sistemas politépicos via minimiza¢io de norma
Hoo. In: Anais do XXII Congresso Brasileiro de Automdtica, 22, 2018, Jodo Pessoa.

5.2 PERSPECTIVAS FUTURAS

Este trabalho teve como escopo o cédlculo de pré-compensadores (ou pés-compensadores) aplicados a sis-
temas lineares invariantes no tempo e sem considerar incertezas no atraso. Contudo, LMIs tém sido utilizadas
para tratar sistemas nao-lineares, além de serem largamente utilizadas para projeto de controladores em malha
fechada. Além disso, os métodos propostos neste trabalho ndo impedem que desacopladores possuam zeros
no semi-plano direito, o que torna o sistema compensado de fase ndo-minima, algo indesejado no projeto de

controladores em malha fechada posteriores. Assim, vislumbram-se as seguintes extensdes para este trabalho:

1. Propor condi¢des em LMIs para projeto de desacopladores em malha fechada que consideram as incer-

tezas do sistema.

2. Propor condi¢oes em LMIs para restringir que os zeros dos desacopladores estejam no semi-plano es-
querdo.

3. Aplicar a sistemas ndo-lineares representados por modelos Takagi-Sugeno.

4. Considerar sistemas com atraso incerto.
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