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“E possivel criar uma quarta geometria,
onde uma reta real pode ser
perpendicular a ela propria. ”

Henri Poincaré






Resumo

O foco da pesquisa foi estudar a inversdo nas conicas centrais, elipses e hipérboles,
para apresentar uma nova abordagem para sua compreensdo. O estudo se iniciou
pela busca de suas raizes na linha do tempo da matemaética. Por conta disto, o texto
descreve o conceito da inversdao em um circulo e suas propriedades bésicas e apresenta
uma introducdo elementar ao estudo das transformagdes afins. Esta interligacdo entre
transformacdes circulares e transformagdes afins produziu o resultado singular que
se desejava e proporcionou um tratamento mais geométrico da inversdo nas conicas

centrais, ao invés do tratamento analitico presente nos textos originais.

Palavras-chaves: Inversao no circulo. Transformacao afim. Inversdo na elipse. Inversdo

na hipérbole. Geometria dindmica.






Abstract

The subject of the research was to study the inversion in central conics, ellipses and
hyperboles, to present a new approach to their understanding. The study began by
searching for its roots in the mathematics timeline. Therefore, the text describes the
concept of inversion in a circle and its basic properties and presents an elementary
introduction to the study of affine transformations. This interconnection between cir-
cular transformations and affine transformations produced the singular result that was
desired and provided a more geometric treatment of the inversion in central conics,

instead of the analytical treatment present in the original texts.

Key-words: Inversion in a circle. Affine transformations. Inversion in an ellipse. Inver-
sion in a hyperbole. Dynamic geometry.
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Introducao

Na Matematica, para saborear com prazer o fruto é preciso conhecer
bem as suas raizes (Malba Tahan)!.

Estudar um tema matematico e desenvolver uma pesquisa tem uma etapa im-
portante que é procurar suas raizes histéricas na linha do tempo da matematica. Assim
acontece com o estudo sobre inversdo nas conicas centrais, que é o objeto desenvolvido
e descrito nesta dissertacdo. Este conceito foi exposto em maio de 1965, quando o pro-
tessor Childress publicou o artigo (CHILDRESS, 1965), sendo a extensdo do conceito de
inversdo no circulo. Outro texto usado nesta pesquisa foi (NEAS, 2017), sendo que foi

deste ultimo que foi apropriada a definicdo de inversdo nas conicas centrais.

Em decorréncia das diferencas entre a definicdo de inversao nas conicas centrais
existentes nos dois textos, ha observa¢des importantes a serem feitas em relagdo a
abordagem aqui adotada: conseguiu-se um resultado com enfoque mais geométrico
desta transformacdo, em contraposi¢do ao tratamento analitico que consta nos textos
referenciais; e se identificou a ligagdo da inversdo nas conicas centrais com a inversao
no circulo e as transformagdes afins, obtendo-se uma propriedade singular da inversao
nas conicas centrais, quando se demonstra que ela é uma composicdo de uma inversao
em um circulo (ou uma hipérbole equilatera) e de compressdes (um tipo particular de
transformacao afim, definido na péagina 40).

Tendo o préprio autor da definicdo sobre a inversdo nas conicas centrais, o
matemadtico Childress, dito que é uma extensdo do conceito de inversdo em relagido ao
circulo no plano Euclidiano real, a pesquisa mostrada nesta dissertacdo se iniciou pelo

entendimento dessa inversao e da sua importancia para a matemadtica.

Ao ser pesquisado quem descobriu a inversdo no circulo e como ela se tornou
importante na matemadtica, surpreendentemente surgiu uma relacdo entre a defini¢ao
dessa inversdo e a propriedade do "circulo de Apolénio”. Boyer, em (BOYER, 1974), des-
creve a importancia de Apoldnio de Perga relacionada aos estudos da matematica e
da astronomia. Ao se referir as obras restauradas e que chegaram até nos, é citado o
tratado Lugares planos e neste momento a propriedade aparece sem maiores detalhes.
Nesse tratado estdo descritos dois lugares e um deles é O lugar dos pontos cuja razdo
das distincias a dois pontos fixos é constante (e diferente de um) é um circulo”. Isto carac-
teriza o lugar geométrico identificado por "circulo de Apolonio". Em uma linguagem
matemadtica atual, esta propriedade pode ser escrita como: Sejam dados dois pontos

1 Malba Tahan é como ficou conhecido o matematico brasileiro Jalio César de Mello e Souza, autor de

O homem que calculava, e outras obras.
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fixos A e B do plano, o lugar geométrico de um ponto P tal que AP = k - BP, onde
k>0ek# 1, éum circulo. A demonstracdo desta propriedade conduz ao resultado
interessante: OA - OB = 2, onde O é o centro do circulo de Apoldnio e r é o raio. Este
resultado estabelece que os pontos A e B sdo imagens um do outro pela inversdao no

circulo de centro O e raio 7.

Sob o olhar retrospectivo, pula-se para o século XIX, quando védrios matemaéticos
estudaram a inversao no circulo. Esses estudos estdo descritos na referéncia (PATTER-
SON, 1933), que identifica o matemaético Jacob Steiner como o primeiro que formalmente
criou a inversdo no circulo, com base num texto datado de 8 de fevereiro de 1824, e

postumamente publicado pelo matemaético Biitzberger.

Nos anos seguintes, matemaéticos e fisicos redescobriram, de forma indepen-
dente, as inversdes com propriedades especificas para suas particulares aplica¢des.
Uma das aplicagdes da inversao estd na resolugao de problemas criados por Apolénio
na Antiguidade, chamados de "Problema de Apolonio", cuja descrigdo é: dadas trés coi-
sas, cada uma das quais pode ser um ponto, uma reta ou um circulo, tragar um circulo
que é tangente a (ou que passa por) cada uma das trés coisas (BOYER, 1974, p.105).
Outros problemas resolvidos com a inversdao num circulo, sdo os que envolvem uma
cadeia infinita de circulos tangentes contidos em regides formadas por circulos que se
intersectam ou ndo; problemas que envolvem circulo e retas; problemas com tracado de
circulos perpendiculares etc. Uma diversidade de aplicagdes pode ser encontrada em
(YAGLOM, 2009). Da mesma forma, a inversdo em cOnicas centrais permite resolver
extensdes de alguns desses problemas (RAMIREZ, 2014).

Como citado acima, a quantidade e a diversidade de problemas que a transfor-
magdo de inversao no circulo permite resolver lhe confere um certo grau de relevancia
entre os contetidos importantes de geometria basica. Ainda que essa transformacdo nao
se torne objeto de estudo do programa de ensino bésico, pois ndo consta no documento
(DF, 2013), o seu uso enriquece o tratamento dos contetidos obrigatérios. De fato, o
conceito de inversdo no circulo, ou sua extensdo as cOnicas centrais, envolve conceitos
e técnicas tais como: circulo, elipses, construcdo de circulos perpendiculares, teorema
de Tales, problema de quarta proporcional, homotetia, compressdo, entre outros.

Nesta visdo, vérias atividades para a sala de aula foram desenvolvidas e es-
tdo acompanhadas de indicagdes para a sua aplicagdo. Desta forma, fica claro, para o
professor, que elas foram criadas e pensadas para serem trabalhadas segundo a metodo-

logia de resolugdo de problemas, essencial na aprendizagem da matematica. Segundo
(ALMOULOUD, 2010, p.66):

... a realizacdo de tarefas amplia a situacdo diddtica, de modo que ou-
tros elementos matematicos (nogdo, métodos), nos diferentes quadros
2, sejam trabalhados do ponto de vista do significado e da técnica.

2 O quadro ¢é constituido de ferramentas de uma parte da matematica, de relagio entre os objetos, de
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Sob os fundamentos da didética, apresentados em (ALMOULOUD, 2010), nas
atividades estdo presentes o quadro geométrico, o quadro algébrico, o quadro de ge-
ometria analitica, o0 quadro numérico. Dentro de cada quadro, ha competéncias es-
pecificas que sdo necessdrias. Conforme evidenciado nas pesquisas, para “evoluir as
concepgoes do aluno”, (ALMOULOUD, 2010), o professor pode explorar a mudanga de
quadro ou o jogo de quadros.

O resultado do estudo sobre inversdo nas conicas centrais esta distribuido nos
capitulos que compdem esta dissertacdo. Iniciando-se com a apresentagdo do conceito
de inversdo geométrica no circulo e das demonstra¢des de varias propriedades no
primeiro capitulo.

No Capitulo 2, foi realizado o estudo elementar sobre transformacdes afins, que
se revelaram fundamentais para se obter o resultado singular do estudo da inversdao em
relacdo as conicas centrais. Dentre as transformagdes afins, a compressdo se mostrou

como base de todas, pois qualquer umas delas é uma composi¢do de compressdes.

O Capitulo 3 trata da inversdo nas conicas centrais que é o tema focal dos estudos

descritos nesta dissertacao.
No Capitulo 4 estdo as sequéncias didaticas desenvolvidas para os alunos.

A conclusdo dos estudos esta registrada no quinto capitulo. E, além dos ca-
pitulos citados, apéndices foram necessérios para que as demonstra¢des mais densas
fiquem disponiveis para quem tem o interesse mais algébrico, e ha um apéndice com
as mediacOes relativas as atividades.

formulacdes eventualmente diferentes e de imagens mentais associadas a essas ferramentas e relagoes.
Dois quadros podem ter os mesmos objetos e serem diferentes por causa das imagens mentais e da
problemética desenvolvida.
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1 Inversao no Circulo

Neste capitulo, serdo apresentadas as defini¢des e proposi¢des necessdrias para
se conhecer o significado da inversdo em um circulo. Esta transformacdo do plano
tem semelhancas com a reflexdo em uma reta e, de forma simplificada, pode ser vista
como a troca dos pontos do interior de um circulo pelos pontos do exterior. Depois de
se compreender a a¢do desta transformacado sobre os pontos do plano, as proposi¢des
mostrardo que retas e circulos se transformam um no outro. Dentre as propriedades

desta transformacao, destaca-se a preservagao do angulo.

Neste trabalho, também existe a necessidade de se usar um ntimero para repre-
sentar ora o comprimento, ora a medida algébrica de um segmento de reta. Para isto,
adota-se nesta dissertacdo a escrita AB para representar o comprimento do segmento
AB, e AB para significar a medida algébrica do segmento AB. As referéncias (YAGLOM,
2009) e (BAKELMAN et al., 1974) sdo a base do desenvolvimento dos estudos da in-

versao no circulo.

Definicao 1.1 A inversdo no circulo I', de centro O e raio r, é a transformagdo do plano que

—
associa um ponto X # O a um ponto X', localizado sobre a semirreta OX e que satisfaz a equagio

OX.0X = (1.1)

O circulo T é o circulo de inversdo, o valor ? é chamado a poténcia da inverséo e

o centro O é o centro da inversdo. Estes elementos estao ilustrados na Figura 1.

Figura 1 — Inversdo no circulo.

A inversdo em um circulo I' serd referenciada por Ir, a ndo ser que haja necessi-

dade de uma identificagdo diferente. Além disso, ¥ denotard o raio de T

Lema 1.1 Todos os pontos do circulo de inversdo I' sdo pontos fixos pela inversio em I'.
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Demonstra¢do do Lema 1.1 Seja o ponto X sobre o circulo I', logo OX = r e, conse-
quentemente, da Equagdo (1.1) obtém-se

oxX = —
OX
2
= —=r
p
—
Desde que X e X’ estdo na semirreta OX, segue desse resultado que X = X". *

Lema 1.2 Seja It a inversdo no circulo I' de centro O e raio r. Um ponto X ¢ I', com X # O, e
sua imagem Ir(X) estdo um no interior de I' e outro no exterior deT'.

Demonstracdo do Lema 1.2 Primeiro, seja o ponto X no interior deI' e X # O, isto é,

OX < r. Pela Equacdo (1.1), verifica-se que

2 2
ox = ——>L -4
ox 7

ou seja, o ponto X’ estd fora do circulo de inversdo. Agora, considere-se que o ponto X
estd fora do circulo T, isto é, OX > r. De novo, pela Equacéo (1.1), verifica-se que

2 2
r r
oxr = < — =7,

ox 7

ou seja, o ponto X’ estd no interior do circulo de inversao. *

Lema 1.3 Uma inversido num circulo é uma involugdo, isto é, a inversio aplicada sucessiva-
mente duas vezes leva qualquer ponto X nele mesmo.

Demonstra¢ao do Lema 1.3 Seja I' um circulo de centro O e raio r e sejam os pontos
—

X # O, X" e Z, todos sobre a semirreta OX, tais que X’ = I(X) e Z = [(X"). Entdo, pela

Equacao (1.1)

OX' = —
OX
0oz = .
0):¢
Por isso,
oz = r2%_0ox
r

l

Como os pontos X # O, X’ e Z estdo na semirreta OX, segue que Z = X. Logo, I+(X) = X’
elr(X)=2Z=X. *
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Teorema 1.1 Sejam O, A e B trés pontos ndo colineares do plano. Seja T o circulo de centro O
eraiore A’ = Ir(A) e B" = Ir(B), as respectivas imagens de A e B sob a inversio Ir. Entdo os
tridngulos OAB e OB’ A’ sdo semelhantes.

Demonstra¢do do Teorema 1.1 Pela Equacdo (1.1), tem-se

OA.OA’ = OB.OB’ =%

Por isso,
OA _ OB
OB  OA"
ou
OA _ OB
OB  OA

Desta proporgdo dos lados que formam o angulo ZA’OB’, comum aos tridngulos
OAB e OB’A’, fica provado que os tridngulos OAB e OB’ A’ sdo semelhantes pelo critério
de semelhanga LAL (a Figura 2 ilustra o teorema). *

Figura 2 — Inversdo no circulo - tridngulos semelhantes.

Teorema 1.2 Seja um sistema ortogonal de coordenadas cujo centro coincida com o centro do
circulo T, de raio r, e It a inversio nesse circulo. As coordenadas (x',y’) do ponto X' = Ir(X)

serdo dadas pelas equagdes
2

X = Hx
, oy (1.2)
y = a2zl

em que (x,y) denotam as coordenadas do ponto X e (x,y) # (0,0).

Demonstra¢io do Teorema 1.2 Pela definicdo de inversio no circulo OX.0X’ =72 e

substituindo pelas respectivas expressdes de distancia do ponto a origem, obtém-se
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Simplificando e considerando, para x # 0, m = y/x = y’/x’ como a inclina¢do da

—
semirreta OX, obtém-se a equacgao

Vax )21 +m2)? = 72

Desde que X e X’ estdo na mesma semirreta de origem (0, 0), entdo x e x’ tém o mesmo

sinal e portanto x.x’ > 0. Logo,

2

, T
XX =
,  r'm?
LR

e, substituindo m, o teorema fica provado no caso em que x # 0. Se x = 0, temos x’ = 0

ey-y =rrouy = . Portanto, as equagdes (1.2) sdo validas. *

Apesar de uma inversdo ndo ser definida no seu centro, por um abuso de
linguagem, este ponto nado foi excluido ao se mencionar as imagens que passam por

ele.

Teorema 1.3 Seja um circulo I' com centro O e raio r. Uma reta | que passa pelo centro O é

invariante sob a inversao Ir.

Demonstragido do Teorema 1.3 Seja um ponto X dareta /e Ir(X) = X’". Logo X’ pertence
—
a semirreta OX, portanto estd na reta [. Assim, cada ponto da reta [ é levado a um ponto

imagem pertencente também a [, ou seja, Ir(l) C .

Agora, seja um ponto Z na reta [ e seja X € [ com X = I[(Z). Pelo Lema 1.3,
Ir(X) = Z. Logo, qualquer ponto da reta [ é imagem de outro ponto que pertence a /, ou
seja [ C Ir(l). Desse modo, Ir(I) = I e fica provado o teorema. *

Teorema 1.4 Uma inversdo Ir num circulo I' de centro O leva uma reta |, que ndo passa por
O, em um circulo 'y que passa por O.

Demonstragdo do Teorema 1.4 Seja P o pé da perpendicular baixada de O sobre |,
cuja imagem pela inversdo no circulo I' é P’ = Ir(P). Seja Q outro ponto da reta / cuja
imagem é Q' = I(Q). Pelo Teorema 1.1, os tridngulos OPQ e OQ’P’ sdo semelhantes.

Por isso,

LOPQ = /0Q'P’.
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Figura 3 — Reta que ndo passa pelo centro de inversao.

Como £/OPQ é reto, logo £OQ’P’ também é reto. Portanto, os pontos P’ e Q'
estdo sobre o circulo y de didmetro OP’, como ilustra a Figura 3. Isto quer dizer que
as imagens dos pontos de [ pertencem ao circulo y ou seja, Ir(I) C y. Para completar
a demonstracdo, é necessério provar que qualquer ponto do circulo y é imagem de

algum ponto da reta /, ou 0 mesmo que y C Ir(l).

Seja um ponto qualquer X € y e X # O. A semirreta OX iré intersectar a reta
I em um ponto X'. Isto acontece porque o circulo y e a reta ! estio do mesmo lado
da tangente a y em O. O objetivo é provar que X = Ir(X’). Sendo OP’ o didmetro do
circulo y e que X € y, tem-se que ZOXP’ é reto. Por isso, os triangulos OPX" e OXP’ sdo
semelhantes e é valida a proporgdo

OX _ OP

(@) 0):¢

Mas isto é equivalente a

0X.0X’ = OP.OP’ =72

Pela defini¢do da inversdo Ir, X = Ir(X"). Portanto, y C Ir(I). *

Teorema 1.5 Uma inversio Iy num circulo I' de centro O e raio v leva um circulo y que passa
pelo centro O, numa reta I que nio passa por O.

Demonstracdo do Teorema 1.5 Seja dado um circulo y passando por O e seja X a
outra extremidade do didametro de y com origem em O, tal que X’ seja a imagem de
X por Ir (Figura 4). Tome-se um ponto Z sobre o circulo y, cuja imagem sob I seja
Z'. Aplicando-se o Teorema 1.1 aos pontos O, X, Z e as respectivas imagens X’ e Z’,
conclui-se que o tridngulo OZX é semelhante ao tridngulo OX’Z’,logo 10ZX = 1OX'Z’
e sdo angulos retos. Isto significa que o ponto Z’ estd sobre a reta | determinada por X’
e Z' e perpendicular a reta OX’, no ponto X’. Sendo Z um ponto genérico, segue que

qualquer ponto sobre y tem imagem em /, ou seja, Ir(y) C I.
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Figura 4 — Imagem do circulo y.

Para concluir a demonstragdo é necessdrio provar que ! C Ir(y).

Considere-se um ponto P’ € I. Como a reta [ e o circulo y estdo do mesmo lado
da tangente ao circulo em O, a reta OP’ intersecta o circulo y em um outro ponto P.
Sendo /OPX um angulo reto, tem-se que o tridngulo OPX é semelhante ao tridngulo
OX'P’, logo

ox _ oP
OP OX’
OP.OP = OX.OX.

Como X’ = I(X)

opP.oP = %
Portanto P’ € [ é imagem de algum ponto P € y, o que se desejava provar. *

Coroldrio 1.1 O circulo 'y, que passa pelo centro O da inversdo em I', tem a tangente em O
paralela a reta | que é imagem de y sob Ir.

Demonstracdo do Coroldrio 1.1 Seja o didmetro OA do circulo y. Pelo Teorema 1.5,
A’ = Ir(A) estd sobre a reta [ que é perpendicular a reta OA. Por outro lado, a tangente
t ao circulo em O é perpendicular a OA. Portanto, as retas [ e t sdo paralelas. *

Teorema 1.6 Uma inversdo Iy num circulo I de centro O leva um circulo y, que ndo passa pelo
centro O, num outro circulo y’ que também nio passa por O.

Demonstraciao do Teorema 1.6 A Figura 5 auxilia no entendimento da demonstragao.
Sejam O, o centro do circulo y e I a reta determinada por O e por O,, intersectando o
circulo y no didmetro MN (supondo M entre O e N)'. Considere-se um ponto qualquer
A sobre o circulo y e os pontos A’, M’ e N’, as respectivas imagens dos pontos A, M e
N pela inversdo em I'. Pelo Teorema 1.1, os tridngulos OAM e OM’A’ sdao semelhantes,

bem como os tridngulos OAN e ON’A’. Por isso,

LOAM LOM'A’,
(OAN = /ON’'A’.

Essa suposigdo ndao restringe a demonstracdo visto que, nos outros dois casos de ordem entre os
pontos O, M e N, as demonstragdes sdo similares.

[

1

1
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Temos as seguintes equacoes

(OAN = (OAM + /MAN
/MAN = /OAN - /OAM
= /ON'A’" - /OM'A’,

7

em que ZMAN é reto. O angulo ZON’A’ é externo ao triangulo M’A’N’, consequente-

mente
(ON'A" = (M'A'N"+/OM'A,
(MA'N = [ON'A"-/OM'A" = /MAN,
entdo ZM'A’N’ é reto. Isto significa que o ponto A’ estd sobre o circulo y” com didmetro
M'N’, concluindo que I+(y) C ).

E necessério provar que )’ C Ir(y) para completar a demonstracéo. Para isto,
—_—
seja X’ um ponto qualquer sobre o circulo y’ e o ponto X sobre a semirreta OX’ tal que

OX =

Entdo X = Ir(X"). Sendo M’, N” e X" as imagens sob a inversdo Ir dos pontos

’

M, N e X respectivamente, pelo Teorema 1.1 segue que

(MXN = (OXN - /OXM
= (ON'X' - /OM'X’
= (N'X'M'.
Sendo o /N’ X’M’ reto, provou-se que o ZMXN também é reto, portanto, o ponto X esta

sobre o circulo y. Logo, qualquer ponto X’ € y” é imagem de um ponto sobre o circulo
y, provando que y’ C Ir(y). *

Figura 5 — Imagem do circulo que ndo passa pelo centro de inversao.

Dado um ponto H e um ntimero real k # 0, diz-se que um ponto X, é a imagem

de X; pela homotetia de centro H e razdo k se HX, = k - HX;. Outro conceito relevante

na demonstragdo do teorema 1.7 é o de poténcia de um ponto P em relagdo a um circulo
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T, de raio r, definido pelo ntimero n = d* — r?, onde d é a distancia de P ao centro do
circuloT.

Teorema 1.7 O circulo 'y, que ndo passa pelo centro O do circulo de inversdo I', é homotético a
y" = Ir(y), por uma homotetia de centro O.

Demonstragdo do Teorema 1.7 Existem duas possibilidades para a localizacdo do
centro de inversdo: ele pode ser exterior a ) ou se localizar no interior de y. As Figuras
6 e 7 servirdo para ilustrar os argumentos da demonstragéo.

Sejam dados um circulo I' de centro O e raio r. Pelo Teorema 1.6, Ir(y) = y’, onde
y" é um circulo que ndo passa por O. Seja X € y e sua imagem X’ = Ir(X) € y’, usando
a Equagdo (1.1)

oX.0X = 7~

A reta OX intersecta o circulo y no segundo ponto X;, que podera se localizar
no mesmo lado de X ou em lado oposto, com relagdo ao ponto O. Pela definicdo de

poténcia, existe uma constante k tal que
%OXl = €k,

onde € = 1, dependendo da localizagdo dos pontos X e X; em relagdo ao centro de
inversdo O.
: —— e =
Destas equagdes se obtem a igualdade OX’ = T'OX“ evidenciando que X’ é
2
-

. . ~ €
imagem de X; pela homotetia de centro O e razdo T

------

.’ Sse
.
.
. 5(’
; .
.
)

Figura 6 — Centro de inversao externo. Figura 7 — Centro de inversédo interno.

Se o ponto X for um ponto de tangéncia do circulo y, a propriedade de poténcia
permanece igual e basta substituir nas expressdes o ponto X; por X para se verificar
que o resultado se mantém. Portanto, estd provado que o circulo )’ € imagem do circulo
y por uma homotetia de centro O. *

O angulo entre duas curvas é definido como o menor dngulo entre as tangentes

a cada curva no ponto P de interseccdo das mesmas. Pelos Teoremas 1.3 e 1.4, a imagem
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da tangente a uma curva em P sob I serd uma reta ou um circulo que serd tangente a
imagem da curva em P’ = It (P). Logo, a tangente a imagem da curva em P’ sob Ir serd
a reta imagem da reta tangente em P ou a reta tangente ao circulo imagem da tangente

em P.

A partir dessa observagao, o teorema seguinte mostra que o angulo entre duas

curvas é preservado por uma inversao.

Teorema 1.8 Seja um circulo T' de centro O e raio r. A inversio Ir é uma transformagio

conforme.

Demonstracdo do Teorema 1.8 Para a demonstragdo desse teorema, sejam dadas as

retas [; e [.

Caso1-1; Nl = {O}: Pelo Teorema 1.3 as retas sdo invariantes, logo o angulo entre
elas se mantém.

Caso2-0¢€l;eO ¢y PelosTeoremas1.3e1.4,l] =Ir(l;) =, el; = Ir(lz) € um circulo
que passa por O. E devido ao corolério 1.1, a tangente t ao circulo I, é paralela a
I, sob Ir, como ilustrado na Figura 8.

)

Figura 8 — Terorema 1.8 - caso 2-1.

Quanto as posigdes relativas das retas /; e I, hd duas possibilidades:

1. ll || lzi
Sendo I; e [, paralelas, o angulo entre elas é nulo. Como /; passa por O, ela
coincide com a tangente ¢ ao circulo I, em O. Segue que o angulo entre [] e [,

é nulo, e prova o teorema.

2. LNl = {P}(=# 0).
Considere-se agora que ; e I, ndo sdo paralelas e se intersectam no ponto P
(Figura 9). Sendo a o angulo entre Iy = [} e I, ele é igual ao angulo entre [;
e a tangente f em O, pois [, é paralela a t. O ponto P é levado a sua imagem
P’ sob a inversdo I, que é a intersecgdo de l{ e o circulo l;. Pela propriedade
de angulo entre uma reta e um circulo, a reta [}, determinada pela corda OP’
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intersecta a tangente t; em P’ com o0 mesmo angulo formado pela tangente ¢

em O que € igual ao angulo entre /; e [, provando o teorema.

Figura 9 — Terorema 1.8 - caso 2-2.

Caso3-0O¢ 15 e0O ¢l,: Neste caso, as imagens [; e I, serdo dois circulos que passam
pelo centro de inversdo O.
Portanto, se as retas forem paralelas, os dois circulos serdao tangentes em O, e
o angulo entre eles serd nulo, que é o mesmo angulo entre as retas paralelas,
comprovando o teorema.
Mas se I; NI, = {P} (Figura 10), o angulo entre os circulos em O é igual ao dngulo
entre /; e I, desde que as tangentes t; e t, sdo paralelas a [; e I, respectivamente,
provado pelo corolario 1.1. O ponto P é levado a sua imagem P’ sob a inversao Ir,
que é a intersecgdo dos circulos [ e [,. Pela propriedade de angulo entre circulos, a
reta OP, determinada pela corda OP’ intersecta as tangentes em P’ com o mesmo
angulo formado pelas tangentes em O que é igual ao angulo entre [; e [, provando
o teorema. Y

Figura 10 — Terorema 1.8 - caso 3.



33

Teorema 1.9 Sob uma inversido em um circulo, quaisquer dois circulos, ou uma reta e um
circulo, podem ser transformados em retas concorrentes, em retas paralelas ou em dois circulos

concéntricos.

Demonstragao do Teorema 1.9 Dado um circuloI' de centro O e raio 7, a demonstracao
serd realizada considerando os casos em que o0s objetos admitem: um tinico ponto em

comum; dois pontos em comum; nenhum ponto em comum.

Caso 1 - um tnico ponto em comum: Sejam dados uma reta / e um circulo y, tais que
I Ny = {0}, ou dados dois circulos y; e y, tais que y1 Ny, = {O} (Figura 11).
Considerando-se este ponto como sendo o centro de inversao, pelos Teoremas 1.3
e 1.5, estes objetos (I e y ou y; e ;) serdo transformados em duas retas paralelas

sob a inversdo Ir (Figura 12);

Figura 11 — Circulo e reta tangentes. Figura 12 — Imagens por Ir de circulo e
reta tangentes.

Caso 2 - Com dois pontos em comum: Sejam dados uma reta [ e um circulo y tais que
INny = {O,P}, ou sejam dados dois circulos y; e y, tais que y1 Ny, = {O, P}
(Figura 13). Considerando-se o ponto O como sendo o centro de inversao, pelos
Teoremas 1.3 e 1.5, estes objetos (I e y ou Y, e y») serdo transformados em duas

retas concorrentes sob a inversao Ir.

Figura 13 — Circulos secantes.
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Caso 3 - reta e circulo sem pontos em comum: Sejam dados uma reta / e um circulo
y de centro O,, tais que I Ny = (. Seja P o pé da perpendicular [, baixada sobre
[ a partir 0,. Pelo ponto P, tragam-se as tangentes ao circulo y e sejam P; e P,
os pontos de tangéncia. Considerando-se PP; como raio, traca-se o circulo 7 de
centro em P. Logo este circulo é perpendicular a reta [ e ao circulo y, além de
intersectar /, em dois pontos (O e O,) (Figura 14).

Iy
Y

N

@)

Figura 14 — Circulo y ereta I com y N[ = .

Considere-se O como sendo o centro da inversdo Ir, em que I' é um circulo de
raio qualquer e centro O. Sob a inversdo I, a reta [, é invariante e o circulo y
se transforma na reta ). Os Teoremas 1.5 e 1.6 garantem que a reta / e o circulo
y se transformam, sob esta inversdo, em dois circulos I’ e ', respectivamente,
ambos perpendiculares a [, e ’. Mas se um circulo é perpendicular a uma reta,
entdo seu centro estd sobre esta reta. Assim, os centros dos circulos I’ e y’ estdo
sobre as retas [, e J’, logo a intersecgdo dessas retas é o centro comum dos dois
circulos. Isso prova que uma reta e um circulo sem pontos em comum podem ser

transformados em dois circulos concéntricos sob uma inversao (Figura 15).

Iy

4

Py

N

Figura 15 — Circulo y e reta I, com y N[ = (), e suas imagens.
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Caso 4 - dois circulos sem pontos em comum: Para concluir a demonstracdao do teo-

rema, serd utilizada a existéncia do eixo radical > dos dois circulos dados para a
constru¢do de um circulo perpendicular a eles. Os elementos da demonstragao
estdo ilustrados nas Figuras 16 e 17.

Sejam dados dois circulos I'4 e I's de centros C; e Cy, respectivamente, e considere
a reta | determinada por estes centros. Seja r o eixo radical referente a estes dois
circulos que intersecta a reta / no ponto P.

Como P pertence ao eixo radical, o circulo I'c de centro P e raio PM, em que
M € Ty e PM é tangente ao circulo I'4, por exemplo, é perpendicular aos circulos
TA e FB.

O circulo I'c intersecta a reta | em dois pontos, entdo considere-se um desses
pontos como sendo o centro O do circulo de inversdo I'. Os Teoremas 1.5 e 1.6
garantem que as imagens de I'y, I'g, e I'c sob Ir sdo os circulos I'y, I'y e a reta ¢/,
respectivamente, e que a reta / é invariante. Como a inversado é conforme, segue

que os circulos I';; e I'y sdo concéntricos, como se desejava provar. *

)il Sl Nl Sl sttt
.
=1
S~}

’
\

Figura 16 — Circulos exteriores.

Figura 17 — Circulos internos.

2

Lugar geométrico dos pontos cujas poténcias em relagdo a dois circulos C; e C; sdo iguais.
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2 Transformacoes Afins

Este capitulo aborda as transformagdes afins que se revelam um elo importante
entre a inversdo no circulo e a inversdo nas cOnicas centrais que serd desenvolvida
no préximo capitulo. Nao tendo como objetivo que este capitulo apresente tratamento
completo sobre transformacdes afins, algumas propriedades serdo apenas citadas ou
usadas como vélidas. Uma transformagdo afim que se mostra base para a constucdo
de outra transformagdo afim é a compressao, e tera destaque na apresentagdo sobre
inversdo nas conicas centrais. A visdo mais abrangente sobre transformacdes afins e as
proposicdes e demonstragdes deste trabalho sdo baseadas nos textos de (MODENOV;
PARKHOMENKO, 1966) e de (MARTIN, 2012).

Nesta dissertacdo, onde se fizer necessdria a referéncia a um sistema de eixos
coordenados perpendiculares, ele serd chamado simplificadamente por sistema OXY. E
para o mesmo sera considerada a defini¢cdo padrao: um par de eixos, denominados por
OX e OY, com a mesma unidade de medida e perpendiculares entre si, cuja intersec¢ao
destes eixos é a origem do sistema, designada por O. Além disso, as coordenadas
relativas ao eixo OX sdo representadas pela letra x, enquanto que as relativas ao eixo
OY sdo representadas por y.

Definicao 2.1 Uma transformagdo afim, t, é uma transformagdo biunivoca do plano tal que as
imagens de quaisquer trés pontos colineares sio também colineares.

Teorema 2.1 Sob uma transformagio afim, quaisquer trés pontos ndo-colineares tém imagens
ndo-colineares.

Demonstracdo do Teorema 2.1 Sejam dados uma transformacdo afim 7 e trés pontos
A, B, C ndo colineares. Suponha-se que as imagens destes pontos A’, B’ e C’, respecti-
vamente, sob a transformacdo afim 7 sejam colineares. Seja I’ a reta que contém estas
imagens e M um ponto qualquer do plano. Seja m a reta por M que intersecta o tridngulo
ABC no ponto D entre A e C.

Segue do Teorema de Pasch ! que m intersecta o lado CB ou o lado AB do triangulo.
Sem perda de generalidade, podemos supor que m intersecta o lado BC no ponto E
(Figura 18).

1 Se A, B e C sdo pontos ndo colineares e [ é uma reta que intersecta AB entre A e B, entdo | também

intersecta AC ou BC. Se C ndo pertence a [, entdo I ndo intersecta ambos os segmentos AC e BC.
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Figura 18 — Demonstra¢do do Teorema 2.1.

Desde que C, D, A sdo colineares, a imagem D’ = 7(D) é tal que D" € A’C' =1'.
Da mesma forma, temos 7(E) = E’ € I'. Logo a reta D'E’ é igual a reta I'.

Como M € DE, segue que M’ € D’E’. Portanto, todo ponto do plano teria

imagem em /', o que contradiz o fato de que 7 é biunivoca. *
Coroldrio 2.1 : A inversa de uma transformagdo afim é também uma transformacio afim.

Demonstracdo do Coroldrio 2.1 Sejam dados uma transformacdo afim 7 e a sua

1

inversa 7. Supondo-se que 77! ndo é uma transformacdo afim, existem trés ponto

1

colineares A’, B, C’ tais que suas imagens por 7~ sdo trés pontos nado colineares A,

B, C, respectivamente. Mas sendo 7 a transformacdo inversa de 1

, aconteceria que
as imagens A’, B’, C’ por T dos pontos A, B e C ndo seriam colineares, o que é uma

contradic¢do. Portanto, a inversa de uma transformagéo afim também é afim. *
Teorema 2.2 Sob uma transformacdo afim 7, a imagem de qualquer reta | é uma reta I'.

Demonstracdo do Teorema 2.2 Seja uma reta [ e dois pontos distintos A e B sobre
ela. Sob uma transformacdo afim 7, as imagens A’ = 7(A) e B’ = 1(B) sdo distintas e
determinam uma reta I’. Qualquer C € [, distinto de A e B, sob 7 terd a sua imagem C’

também pertencente a I, logo (/) C I'.

Tome-se agora qualquer ponto X’ de I’ = A’B’. Entdo a imagem inversa X de
X’ sob T pertence a | = AB, desde que a inversa de uma transformacdo afim é uma
transformacao afim, ja provado no corolario 2.1. Isto quer dizer que I’ C (/).

Portanto, os dois resultados provam o teorema. *

Teorema 2.3 Sob uma transformagdo afim, as imagens de retas paralelas sio retas paralelas e
de retas concorrentes sdo retas concorrentes.

Demonstra¢ao do Teorema 2.3 Sejam / e m duas retas paralelas e uma transformacgéao
afim 7. Pelo Teorema 2.2, suas imagens sob 7 sdo duas retas I’ e m’. Se estas imagens
tém um ponto comum P’, entdo a imagem inversa P de P’ sob T deveria estar sobre [ e

m, que é impossivel. Portanto, as retas I’ e m’ sdo paralelas.
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Sejam duas retas | e m tais que | N m = {P}, entdo a imagem P’ = 7(P) deve
pertencer simultaneamente a I’ e m’. Ou seja, as imagens das duas retas também sdo

concorrentes. Estes resultados é o que se desejava provar. *

Teorema 2.4 : (Teorema da unicidade) Sejam A, B, C quaisquer trés pontos ndo colineares de
um plano 1, e sejam A’, B’, C' quaisquer trés pontos nio colineares de um plano 1’. Entdo, hd
uma e somente uma transformagdo afim tal que as imagens de A, B e C sio respectivamente A’,
B'eC.

Demonstracdo do Teorema 2.4 Seja um sistema de coordenadas construido com a
origem no ponto C, com as retas CA e CB como os eixos coordenados e os pontos A
e B associados as coordenadas (1,0) e (0, 1), respectivamente. De forma semelhante se
introduz o sistema de coordenadas com centro no ponto C’, os eixos sdo as retas C'A’ e

C’'B’ e os pontos A’ e B” associados as coordenadas (1,0) e (0, 1), respectivamente.

Seja M um ponto qualquer do plano © com coordenadas (x, y). No sistema de
coordenadas A’C’'B’, as coordenadas (x, y) determinam um ponto M’. Entdo seja 7 a

transformacao tal que (M) = M’. Com esta defini¢do, a transformagao 7 é biunivoca.

Seja [ uma reta no plano © de equagdo Px+ Qy+ R = 0, onde P, Q, R sdo ntimeros
reais e P e Q ndo sdo nulos simultaneamente. Assim, M(x, y) pertence a reta [ se, e
somente se, as suas coordenadas satisfazem esta equacdo. Seja a reta I’ no plano n’
determinada pela mesma equacao.

Desde que as coordenadas sdo as mesmas e as equagdes também, entdo M’
estd sobre a reta I’ se, e somente se, M esta sobre /. Isto significa que T leva pontos
colineares em pontos colineares e é biunivoca, provando que a transformacdo 7 é uma

transformacgédo afim.

Agora, seja T’ outra transformacdo afim tal que 7'(A) = A’, 7'(B) = B, t'(C) = C'.
Seja M(x, y) qualquer ponto do plano 7 e que ndo pertenca aos eixos CA ou CB. Sejam
as paralelas aos eixos CB e CA, passando por M, intersectando CA e CB nos pontos P e
Q, respectivamente. As coordenadas de M sdo dadas por

cQ

X y=3g

e

Il
[S[

Sejam P’ e Q" as imagens de P e Q pela transformacdo 7’. As coordenadas de M’ sdo
dadas por

C’P cQ
B

Como o paralelismo se preserva (Teorema 2.3), e o Teorema A.5 mostra que uma
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transformagdo afim mantém as proporgdes, entao

cp cp
ca - A’
co @

cp ~ B

Ou seja 7'(M) = M’ = 1(M), como se queria provar. *

Definicdo 2.2 : Dado um niimero real k # 0 e uma reta | do plano T, a compressio T de razio k
sobre 1 é a aplicagio do plano que, a cada M € 1, associa o ponto M’ € 7 tal que vale a igualdade
vetorial DM’ = k.m, em que P € 1 é o pé da perpendicular baixada de M sobre | (Figura 19).

M

1 P —-l

Figura 19 — Compressdo de razao k sobre [.

Teorema 2.5 Uma compressio T de razdo k é uma transformagio bijetiva.

Demonstra¢ido do Teorema 2.5 Decorre imediatamente da definicdo que uma compres-
sdo é uma transformacao injetiva, pois suponha que os pontos M e M;, de mesma pro-
jecdo P, tenham a mesma imagem Y pela compressado 7. Segue que PY = k- m = k-PM
e, assim, segue que ﬁ’/{ = P—Ml), logo M = M;. Uma compressdo também é sobrejetiva,

pois dado um ponto Y do plano, seja P sua projecdo sobre uma reta /. Para um certo

. . — — PY — —>
k > 0, existe M na semirreta PY dado por PM = — e, portanto, PY = k - PM. Se

k _
. . . . — — PY
k < 0, existe M na semirreta oposta a semirreta PY, dado por PM = - e, portanto,
— — — —
PY =k - PM. Portanto, dado Y, existe M tal que PY =k - PM. *

Outro resultado importante é que se M esta sobre /, entio M = M’. Logo, a

compressao sobre | preserva a reta /.

Considerando a reta I como o eixo OX e qualquer reta perpendicular a ela como
o eixo OY, tem-se que a expressdo da compressdo 7 nesse sistema de coordenadas é
dada por

X = x
’ 2.1)
{ y = ky.
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Com a introdugdo dos eixos OX e OY, pode-se definir, de forma anéloga, a
compressdo T, sobre OY, de razdo k # 0, por 7,(x,y) = (kx, y). Desse modo se obtem a
seguinte propriedade:

Teorema 2.6 Uma homotetia H, de centro O e razdo k + 0, em que O é o ponto de intersegdo
dos eixos perpendiculares OX e OY, é a composigio da compressio de razio k sobre OX com a

compressio sobre OY, também de razio k.

Demonstra¢ao do Teorema 2.6 Considere-se o ponto O como origem dos eixos coor-
denados. Se 1,(x, y) = (x,ky) e 7,(x, y) = (kx, y), tem-se entdo que

(X/, y,) =Tx 0 Ty(x/ y) = Tx(Ty(x/ y)) = (kx/ky) = k(x/ y) = H(O,k)(x/ y)

Que é o que se desejava provar. *
Teorema 2.7 Uma compressio T, de razio k sobre uma reta | dada, é uma transformagdo afim.

Demonstra¢iao do Teorema 2.7 Dado que a compressado é uma transformacao bijetiva,
para provar que é uma transformagdo afim é suficiente mostrar que a imagem de uma
reta m é uma reta m’ sob a compressado. Sejam dadas as retas ndo perpendiculares [ e m
que se intersectam em O. Tomem-se trés pontos distintos A, B, e C sobre m, distintos
de O, e sejam Ay, By, e Cy os pés das perpendiculares baixadas deles sobre I (Figura 20).
Entdo as imagens A’, B/, e C’' pela compressdo 7 estdo sobre as respectivas retas AA,,
BBy, e CC,, tais que
A’Ay BBy CG

= = = k
AAy BBy CGCy

AAp
OAy
conclui-se que A’, B’ e C’ sdo colineares e estdo sobre a reta m’ de inclinagdo ' = t.k.

Tomando-se t como a inclinacdo da reta m, entdo t = . Destas igualdades,

Figura 20 — A compressdo é uma transformacdo afim.

Resta analisar as demais posic¢Oes relativas entre as retas m e . Considerando

que a reta m seja perpendicular a [ e que P seja o ponto de intersec¢do das duas, tem-se
— —

que dado um ponto X € m, entdo 7(X) = X’ pertence a propria reta m, pois PX" = kPX.

No caso de m = [, ja foi visto que a compressdo preserva a reta.
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— =
Sendo m||l, se existir algum X’ tal que X’ € m’ Nl e X’ = 1(X), entdo kPX = PX’ =
ﬁ
0. Consequentemente X € /, que é uma contradigdo, pois m N [ = (. Portanto, a reta m’
serd paralelaamel.

Conclui-se que uma compressdo é uma transformacdo afim, que é o que se
desejava provar. *

O resultado final deste capitulo sera a prova que qualquer transformacao afim
pode ser escrita como uma composi¢do de compressdes. Este resultado generaliza o
fato de uma isometria poder ser escrita como composicdo de reflexdes, visto que uma

compressdo de razdo k = —1 sobre a reta t é a reflexdo em torno dessa reta.

Desse modo, a compressdo pode ser vista como um elemento bdsico das trans-
formacoes afins, semelhantes aos ntmeros primos para a constru¢do dos ntimeros
naturais.

Para se alcancar o resultado esperado, seja introduzido no plano um sistema de
coordenadas OXY ortogonalz, com origem O e os pontos U; = (1,0) e U, = (0,1) nos
eixos OX e OY, respectivamente.

Sejam os pontos M(x, y) e M’(x’, y’) do plano relacionados por

/

X' = mx+by+c, 2.2)

/

Y = ax+by+c,

onde a1b2 — blﬂz # 0.

Teorema 2.8 O sistema (2.2) define uma transformagio afim.

Demonstracdo do Teorema 2.8 Primeiro, a relacdo dada pelo sistema (2.2) estd bem
definida, pois para um dado ponto M(x, y), estd associado um tinico ponto M’(x’, y’).
Dados x’ e i/, como a;1b, —bya, # 0, arelagdo é injetora pois o sistema (2.2) tem uma tinica
solugdo. Além disto, a1b, — bia, # 0 estabelece uma relagdo sobrejetiva, pois garante que

o sistema tem solugdo para quaisquer x’, y” dados.

Resta agora provar que esta transformacdo tem a propriedade de levar reta em

reta. Seja I’ uma dada reta que passa pelo ponto (x’, y’). Ou seja
Ax +By +C =0,

onde A’ e B’ ndo sdo ambos iguais a zero. Usando o sistema (2.2), a imagem inversa de
I’ é dada por

Almx+biy+c)+B@ax+by+c)+C = 0,
(A" + B )x + (b]A" + b,B )y + c1A" + B+ C" = 0,

2 A ortogonalidade ndo é necessdria, mas serd aplicada no desenvolvimento do tema.
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que é equivalente a
Ax+By+C = 0, (2.3)

onde A = EllA, +a,B’,B = biA, + szl, C= ClA/ + B+ C.

Como A’ e B’ ndo sdo ambos iguais a zero e a1b, — bja, # 0, segue que A e B

também ndo serdo ambos nulos, o que significa que (2.3) define uma reta.

Inversamente, todo ponto que satisfaz a Equacdo (2.3) tem sua imagem que

atende o sistema (2.2).

Sendo a transformacao inversa a transformacdo dada, sistema (2.2), uma trans-

formacdo afim, segue que a transformacdo dada, sistema (2.2), é uma transformagdo
afim. *

Teorema 2.9 Uma transformagdo afim B pode ser representada pelo sistema (2.2).

Demonstra¢do do Teorema 2.9 Sejam dados trés pontos O = (0,0), U; = (1,0) e
U, = (0,1), tal que suas imagens sob f8 sejam S(O) = (p1,p2) = P, p(U1) = (q1,92) = Q, e
B(U,) = (r1,72) = R. Desde que os pontos O, U; e U, ndo sdo colineares, as suas imagens

sob f também nao sdo. Seja a transformacgdo 7 representada pelo sistema

X' = (1 —p)x+ (1 —p)y+p, (2.4)
Y = (q2—p2x+(r2—p2y +pa
Desse sistema se obtém
p1r p2 1
ql_pl :1_;91 =lq g 1]#0. (2.5)
o — P2 T2—p2 ror 1

O resultado ndo nulo é por serem os pontos P, Q e R ndo colineares, portanto,
pelo Teorema 2.8, o sistema de equagdes (2.4) representa uma transformacao afim 7.
Como se verifica que 7(0) = (p1,p2) = P, t(th) = (q1,92) = Q, e ©(Uy) = (r1,12) = R,
segue do Teorema da unicidade 2.4 que f = 7, como se desejava provar. *

Para se chegar ao importante resultado que prova que qualquer transformacdo
afim é gerada pela composicdo de compressdes, observe-se que uma transformagao
afim 7 dada pelo sistema

X = ax+by+h,
Yy = cx+dy+k,

onde ad — bc # 0, pode ser fatorada na composicdo

T = T1 o Tz ] T3, (26)
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onde Ty, T, e T sdo transformagdes dadas pelas seguintes expressdes:

X' = ax;—cy;+h,
Tl .
Yy = cx1+ay +k
X1 = Xy,
T, : _ad—bc
o= a2 + c2 Yar
o = x4 ab + cd
T3 : 2 - a? + ¢2 Yr
V2. =y

A transformagdo T; é uma semelhanga, pois sejam dados dois pontos P(x1, y1) e Q(x2, y2),

suas imagens por T, serdo, respectivamente,
P'(axy —cyr + h,cx1 +ayy + k) e Q'(axy — cyz + h, cxo + ays + k).

Calculando-se as distancias d(P, Q) e d(P’, Q’), os resultados sao:

d(P,Q) = \/(xz —x1)?+ (2 -y)* e
4P, Q) = @+ ).\l — 1R+ -y

Ou seja, d(P', Q) = kd(P,Q), onde k* = a* + ¢?, caracterizando T; como uma

semelhanga.

A transformacdo T, é uma compressdo em relagdo ao eixo OX e T3 é um cisalha-

mento® em relacdo ao eixo OX.

O estudo das transformagdes Ty, T, e T; levard a demonstragdo do seguinte

teorema:
Teorema 2.10 Qualquer transformacdo afim é uma composigdo de compressoes.

A demonstracdo completa deste teorema se encontra no apéndice B.1.

Este capitulo se encerra com o estudo da transformacdo de um circulo, ou de
cOnicas centrais sob uma compressao, que servird de base para os resultados que serdo
obtidos na sequéncia deste trabalho.

3 Segundo (MARTIN, 2012), dada uma constante k # 0, o cisalhamento em relacdo ao eixo OX é uma

transformacao do plano dada pelas equagdes x' = x + ky e ¥’ = y. A interpretacdo geométrica é dada
pelo fato que todos os pontos do eixo OX sdo fixos e qualquer outro ponto do plano é deslocado
paralelamente ao eixo OX, de uma distancia algébrica diretamente proporcional a sua distancia
algebrica até o eixo OX.
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Em um sistema de coordenadas cartesianas, seja dado um circulo C, de centro
(0, Yo) e raio a, ou uma hipérbole equildtera H, de centro (xo, yo) e semi-eixo real a, com
equagao
(x = x0)* + tr - (y — yo)* = %, (2.7)
onde tf = +1, se for um circulo ou ¢t; = -1 se for uma hipérbole equilétera.

Aplicando-se uma compressdo 7 de razao k sobre o eixo OX, dada por

/

X X

/

y = ky
a Equacdo (2.7) serd transformada em

(x/ _ xo)z (]/I _ kzyo)z _
—az + tf —(kﬂ)z =1.

Portanto, o circulo ou a hipérbole equilétera se transformam em uma elipse ou
em uma hipérbole centrada em (xy, k?p) e com eixos paralelos aos eixos OX e OY. Se
k <1, o semi-eixo maior da elipse serd paralelo ao eixo OX. Se k > 1, o semi-eixo maior

serd paralelo ao eixo OY.

Se a compressdo aplicada for sobre o eixo OY, as conclusdes finais serdo inver-
tidas.

Por dltimo, sejam duas conicas centrais homotéticas &, e &,, dadas pelas expres-

sOes gerais

M+ M—l

; 1 e o oy
a2 & g (ka2 ° (kb)?

=1,

onde tg = 1, se for uma elipse ou uma hipérbole, respectivamente.

. A ~ ~ a
Aphque-se a estas duas cOnicas uma compressao T com razao 1gua1 a—, sobre

b
uma reta paralela ao eixo focal, entdao
2

2 2
a
2 _ 2 2 — (k)2
(x" —x1) +t5-( byl) =a e (X" —x2) +t5-(’—5y2) = (kb)-.
Portanto, a conclusao é que se duas conicas centrais sdo homotéticas e uma delas
for transformada em um circulo ou em uma hipérbole equildtera por uma compresséo,

a outra também sera.
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3 Inversao nas coOnicas centrais

Este capitulo apresenta o resultado teérico que é o objetivo desta dissertagao.

Com base nas propriedades dos capitulos anteriores e nos textos (RAMIREZ, 2014),

(CHILDRESS, 1965) e (NEAS, 2017), é apresentada a inversdo em relagdo a uma conica
central, elipse ou hipérbole. As equagdes basicas destas conicas serdo da forma

x2 ky?

=+

Sty = 1, onde k= +1. (3.1)

A menos que haja referéncia ao contrario, a e b sdo respectivamente os semi-eixos
maior e menor da cOnica central sob considerac¢do e o centro da cdnica serd a origem
(0,0) =0.

Segue a defini¢do fundamental deste capitulo, conforme a visdo do texto (NEAS, 2017).

Definicdo 3.1 A inversio em relagio a uma conica central &, de centro O, é a transformagio
—
do plano que associa um ponto P # O a um ponto P’, localizado sobre a semirreta OP, que

intersecta a conica no ponto Q, e que satisfaz a equagio

OP.OP' = 0Q. (3.2)

A inversdo em uma conica central & sera referenciada por Ig, a menos que haja

necessidade de uma identificacao diferente.

Teorema 3.1 Seja & uma conica central, com centro no ponto (0, 0). Se P(x, y) tem por imagem

P’(x’, y’) sob a inversdo Ig, entdo as coordenadas (X', y') serdo dadas pelas equagdes

a*b*x
b2x? + ka?y?
. 2By
7T et kg

X =

(3.3)

em que (x,y) denotam as coordenadas do ponto P e (x,y) # (0,0).

Demonstragio do Teorema 3.1 A demonstracdo serd dividida nos casos x = 0 e x # 0.

Casox #0: SejaopontoQ € 80(7’, talque P’ € a)’e, sob ainversao Ig, OP.OP’ = O_Qz.

Se (x,, y,) sdo as coordenadas do ponto Q € &, a sua distancia ao centro é dada

por

OQ = x+y, (3.4)
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e elas satisfazem
2.2 2.2 _ 22
bx; +ka“y, = a’b”.
C Yy b _ .
omox, #0em= ol sendo m < - para k = -1, entdo
q
x2 B (12172
T D+ ka?m?
e, equivalentemente, se obtém a igualdade
,»  a*bPm?
T Pt kemE
Substituindo esses resultados na expressao (3.4), obtem-se
O_QZ (1 +m?)
b+ katm?
Para cada P, OP e OP’ sio tais que
21,2 2
a“b*(1 + m*)
X2+t y? = ———-.
\/ 4 4 b? + ka?>m?
Sendo x e x’ de mesmo sinal e 1 + m? > 0
21,2 2
a“b*(1 + m*)
x.x'(1+ m? _
( ) b? + ka?>m?
a’b?
xx = =,
b* + ka?m?
e, como m = y/x,
xx = —asz x?
' b2x2 + ka?y?”
Portanto
) a’b*x
X = .
b2x? + ka?y?
De forma equivalente, se obtém
N
YT etk
Caso x = 0: Este caso ndo se aplica quando k = -1, pois isso implicaria em m > b/a.

2

Quando k = 1, ocorrerdo os valores ' = 0 e y' = —, que estdo de acordo com as
Yy

equagdes (3.1), e assim fica provado o teorema.

*

Corolario 3.1 Seja & uma conica central, centrada em (0, 0). Se P(x, y) € &, entdo P é fixo sob

a transformagdo Ig.
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Demonstracao do Corolario 3.1 Este resultado pode ser obtido diretamente da defi-
nicdo, sendo que aqui P = Q. Logo,

OP.OP" = 0OQ
—2
or = g = 0Q.
OoP
Portanto, P’ = Q, como se desejava provar. *

Teorema 3.2 Dada uma conica central &, de centro O e semi-eixos a e b, uma reta |, que passa
pelo centro de & e intersecta a conica no ponto Q, é invariante sob a inversio Ig.

Demonstragdo do Teorema 3.2 Seja um ponto P daretale Ig(P) = P’. Logo P’ pertence
—
a semirreta OP, portanto estd na reta [. Assim, cada ponto da reta / é levado a um ponto

imagem pertencente também a I, ou seja, Ig(l) C .

Agora, seja um ponto Znaretaleseja P € [ com P = Ig(Z). Provado diretamente
pela defini¢do, tem-se que Ig(P) = Z. Logo, qualquer ponto da reta / ¢ imagem de outro
ponto que pertence a I, ou seja I C Ig(]).

Desse modo, Ig(l) = I e fica provado o teorema. *

Teorema 3.3 Sejam dados uma conica central & com semi-eixos a e b. A inversio em relagio a
esta conica central pode ser expressa pelas composicdes

Ig(x, y) =T1/c© IF o Tc(x, y), (35)

5 ~ ~ . ~ a p : ~
onde . é a compressio de razdo c sobre o eixo OX com razdo c = —, e Ir serd uma inversio em
um circulo ou numa hipérbole equildtera, dependendo de & ser uma elipse ou uma hipérbole,
respectivamente.

Demonstra¢ao do Teorema 3.3 Sabe-se que
(x,y) = (x,cy)
a’b’x a*b*y
v y) = (b2x2 + ka2y?’ b2x2 + kazyz) = (e Y.

A expressdo para a inversdo Ir, onde F representa um circulo ou uma hipérbole equilé-

tera, é obtida diretamente das expressoes (1.2) e (3.3), respectivamente,

rx r’y
ry) = (x2 +ky?’ x2 + kyz)'
a
Parar=aec= b
a a*b’x a a*b*y
IF (x/ —]/) = 77"
b P+ k2 b 0P + katy
a
- (xE/ Eye)

Ta/b © Ig(x, y)



50 Capitulo 3. Inversiio nas conicas centrais

Também é vélido que

a
Ir (x,gy) = Irotu(x,y).

Logo,
Tap©le = Iro Tap
-1
Ie = T apolpotay
= Ty 0Ir o Typ
e o teorema fica provado. *

A importancia deste tltimo teorema se apresenta evidente pela facilidade com
que determinadas propriedades podem ser comprovadas. Por isto, ele também altera a
forma de estudar inversdo em uma conica central, visto que, nas referéncias indicadas,
o tratamento estd no campo da geometria analitica, enquanto a expressao (3.5) tem uma
interpretacdo geométrica.

Neste ponto da dissertagdo, ganha importancia uma reflexao sobre a defini¢do

de inversdo adotada neste capitulo, em comparacdo com a defini¢do dada por (CHIL-
DRESS, 1965):

O ponto P’ é aimagem de um ponto P numa inversdo em relagdo a uma
conica central se P’ pertence a reta OP e OP - OP’ = a?b*(1 + m?)/(b* +
ka?>m?), onde O é o centro da codnica central, a e b sdo respectivamente os
semi-eixos maior e menor, m é a inclinagdo da reta OP medida a partir
do eixo principal da conica, e k* = 1. Se m ndo existe, OP - OP’ = kb?.

A andlise é necessdaria porque existe diferenca entre as defini¢des quando se usa
uma hipérbole como conica central de inversdo. A defini¢do de (CHILDRESS, 1965)
também leva as expressoes algébricas (3.3), para todos os pontos do plano, exceto a
origem, enquanto a defini¢do adotada neste capitulo se aplica apenas aos pontos da

regido entre as assintotas, que contém os dois ramos da hipérbole.

Para se interpretar geometricamente a definicdo de (CHILDRESS, 1965), serdo
Yy

b b
considerados os valores de m: m < Sem>—, onde m = =, x # 0. Para prosseguir com
a andlise, chame-se por H a hipérbole de Equacéo (3.1) com k = —1.

A desigualdade m < Z atende as duas defini¢des sob andlise e a imagem do

b
ponto P sob a inversdo Iy serd P’ = (x’, y’), de acordo com (3.3). Contudo, se m > e a
imagem do ponto P sob a inversdo Iy, pela definicdo de (CHILDRESS, 1965), serd

P = IO ©) Iﬁ(P),
onde I é a homotetia de centro O e razdo —1 e I é a inversao na hipérbole H dada por

-’ +a*y? = a’b
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Segue do que foi dito que a definicdo dada por Childress, em (CHILDRESS,
1965), impde uma certa assimetria ao tratar da inversdo na hipérbole b*x? — a?y? = a?b?
em relagdo a inversdo na hipérbole —b?x? + a?y? = a?b*. As hipérboles H e H estio

ilustradas na Figura 21.

Figura 21 — Hipérboles simétricas.

Em funcéo disso, é de se esperar que algumas propriedades de inversdao em elip-
ses ndo sejam validas para a inversdo na hipérbole. Além dessa diferenca, seria também
interessante investigar se hd como definir inversdo na hipérbole, no plano euclidiano,
de modo que o tratamento seja simétrico entre b*x* — a*y* = a*b* e —b*x* + a*y* = a*b>.
Neste caso, quais propriedades da inversdo seriam mantidas? Pela referéncia basica
desta dissertacdo, (NEAS, 2017), observa-se que o tratamento dado a inversdo na hi-

pérbole esta intimamente relacionado aos nimeros hiperboélicos !.

Devido a estas observagdes, o tratamento que segue serd restrito a inversao na

elipse. A inversdo na hipérbole serd desenvolvida num futuro trabalho.

Para concluir este capitulo, serd provado um teorema equivalente ao teorema 1.9,
para a inversao na elipse. Note-se que tal propriedade néo foi localizada na literatura

pesquisada sobre o tema.

Teorema 3.4 Sob uma inversio em uma elipse, quaisquer duas elipses homotéticas, ou uma
reta e uma elipse, podem ser transformadas em retas concorrentes, em retas paralelas ou em duas

elipses concéntricas.

Demonstra¢do do Teorema 3.4 A demonstracado sera realizada considerando os casos
em que os objetos (i.e. as elipses dadas ou a elipse e a reta dadas) admitem: um tnico

ponto em comum; dois pontos em comum; nenhum ponto em comum.

Caso 1 - um tinico ponto em comum: Sejam dadas uma reta /e uma elipse &', tais que
INE" = {0}, ousejam dadas duas elipses homotéticas &; e &, tais que EsNE, = {O}.
No caso em que [N & = {0}, considere este ponto comum o centro de inversao

! Ntmeros hiperbélicos sdo da forma w = x + jy, onde x, y € R, j # 1 e satisfaz j* = 1; seu conjugado é

da formaw = x — jy.
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Capitulo 3. Inversiio nas conicas centrais

e tome uma reta r que passe por O e que seja paralela ao eixo maior da elipse &
(Figura 22). Pelas conclusdes do capitulo 2, existe uma compressao 7, sobre a reta,
de razdo k tal que 7(&’) é um circulo que sera identificado por C’; e 7(I) é igual a
reta I’. Pelo fato de o ponto O estar sobre a reta r, ele permanece invariante sob a
compressao T.

Observe-se que agora existem o circulo C’ e a reta I’ e o ponto O como ponto
comum entre eles. Portanto, o problema se tornou equivalente ao que jé foi de-
monstrado no Teorema 1.9, no capitulo 1. Ou seja, existe um circulo I' de inversao,
de centro O, que transforma C’ e I’ em duas retas paralelas (Figura 23), e ja foi
demonstrado que uma compressao leva retas paralelas em retas paralelas.
Portanto, este caso fica provado pelo Teorema 3.3, pois a inversdo em uma elipse
& centrada em O e homotética a & é dada por Ig(x, y) = 71/ © It o Ti(x, y). Com

raciocinio equivalente se prova o caso para & N &, = {O}.

Figura 22 — Ehpse e reta tangentes. Figura 23 — Imagens sob Ir da e]ipse e
reta tangentes.

Caso 2 - Com dois pontos em comum: Sejam dadas uma reta / e uma elipse & tais

que [N & = {0, A} (Figura 24), ou sejam dadas duas elipses &, e &,, homotéticas
e tais que & N &, = {0, Al

No caso em que IN & = {O, A}, considere-se a reta r que passe por O e que seja
paralela ao eixo maior da elipse & (Figura 24). Outra vez pelas conclusdes do
capitulo 2, existe uma compressdo T, sobre a reta r, de razdo k tal que 7(&’) é um
circulo que sera identificado por C’; e 7(I) é igual a reta I’. Pelo fato de o ponto
O estar sobre a reta r, ele permanece invariante sob a compressdo 7, enquanto o
ponto A tem a imagem A’.

Observe-se que agora existem o circulo C’ e a reta I’ e os pontos O e A’ como
pontos comuns entre eles. Portanto, o problema se tornou equivalente ao caso
correspondente que ja foi demonstrado no Teorema 1.9, no capitulo 1. Ou seja,
existe um circulo I' de inversao, de centro O, que transforma C’ e I’ em duas retas
concorrentes (Figura 24), e ja foi demonstrado que uma compressdo leva retas
concorrentes em retas concorrentes. Portanto, este caso estd provado, pois pelo

Teorema 3.3 a inversdo em uma elipse & centrada em O e homotética a & é dada

por Ig(x, y) = Tix o Ir o Tk(x, y).
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Com raciocinio equivalente se prova o caso para & N &, = {O, A}

Figura 24 — Elipse e reta secante.

Caso 3 - reta e elipse sem pontos em comum: Sejam dadas uma reta s, uma elipse &;

de centro (xo, o), tais que sNE; = @ e uma reta [ paralela ao eixo maior de &;. Seja

T uma compressdo sobre [ com razdo k, tal que 7(s) = s’ e 71(&E;) = &1, onde 5" é

uma reta e &1 é um circulo. Pelo Teorema 1.9, caso 3, existe um circulo I tal que
aqui escrito.

Ir(s") = s” e It(E&") = &” sdo circulos concéntricos. A Figura 25 ilustra o que estd

~

Figura 25 — Elipse &; e reta s com &; Ns = 0.

. ~ ~ 1 z. 124 17 A
Agora, aplique-se a compressdo T com razdo - sobre os circulos s” e &1, obtém-se

duas elipses concéntricas (Figura 26), de acordo com as observagdes do final do

homotética as elipses dadas.

capitulo 2. A elipse & de inversdo é a imagem de I' pela compressao e é, assim,
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Figura 26 — Elipses concéntricas.

Caso 4 - duas elipses sem pontos em comum: Sejam dadas duas elipses homotéticas
E; e &y, tais que E;NE, = 0 e uma reta [ paralela aos eixos maiores das elipses. Seja
T uma compressao sobre [ com razéo k, tal que 7(&;) = &) e 1(&;) = &), onde estas
imagens sdo circulos. Este caso torna-se equivalente ao caso de mesmo ntimero

do Teorema 1.9. Logo, existe um circulo T' tal que Ir(&)) e Ir(E)) sdo circulos

concéntricos. Agora, aplique-se a compressdo T com razao - sobre os circulos
Ir(E)) e Ir(E;) e se obtém duas elipses concéntricas. Isto completa a demonstragao

do teorema. *
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4 Atividades com inversoes no circulo e
na elipse

4.1 Objetivo e organizacao das atividades

O objetivo deste capitulo é fornecer atividades que contribuam para o processo
de ensino-aprendizagem do tema da inversdo geométrica, levando em conta a base te6-
rica desenvolvida nesta dissertagdo. As atividades envolvem os conceitos de inversao
no circulo e na elipse para servirem de estimulos a professores, alunos ou interessados
no assunto. Cada atividade é composta de etapas que servem de base para prever,

observar e explicar resultados obtidos.

As construgdes geométricas das atividades foram desenvolvidas no ambiente de
geometria dindmica (GD) proporcionado pelo GeoGebra'. Este software foi escolhido
por ser um aplicativo de acesso livre e grétis, mas esta escolha ndo impede de, com
as devidas adaptacdes, desenvolver as atividades em qualquer outro aplicativo de GD

que esteja disponivel ou que seja de conhecimento do desenvolvedor.

Para uma proveitosa utilizacdo de um software de GD, é recomendavel que
se possua conhecimentos fundamentais de geometria e habilidades minimas de cons-
trucdo com régua e compasso, tais como construir uma reta perpendicular a outra.
Para o bom desenvolvimento das atividades aqui propostas, é necessario que se esteja
minimamente acostumado a trabalhar no ambiente GD a ser utilizado.

No apéndice C constam orientac¢des e explicagdes para o desenvolvimento de
cada atividade. Elas sdo tteis para que o professor faca as media¢des das atividades de

forma a se alinharem com os objetivos didaticos.

4.2 Atividades com inversao num circulo

4.2.1 Imagens de uma reta sob uma inversao no circulo

Definicao 4.1 A inversdo no circulo I', de centro O e raio s, é a transformagdo do plano que

associa um ponto X # O a um ponto X', localizado sobre a semirreta OX e que satisfaz a equagio

oX.0X = ¢~

Atividade 4.2.1.1 Construir e observar a imagem de uma reta sob inversdo em um circulo.

1 Este software esté4 disponivel no sitio www.geogebra.org. A versdo usada aqui é 5.0.523.0-d.
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Etapas da atividade 4.2.1.1 Abrir nova janela do GeoGebra para iniciar a atividade.

1. Trace o circulo I" de centro O e raio s quaisquer.
2. Trace uma reta r.
3. Faca a inversao da reta r em relagdo ao circulo I', gerando a imagem 7.

4. Selecione a op¢do de movimentagdo, no primeiro icone da barra de ferramentas,

e movimente a reta 7. Observe o que ocorre com r’.

5. Enuncie pelo menos dois resultados que reflitam o que foi observado no item

anterior.

Atividade 4.2.1.2 Demonstrar a sequinte propriedade: Uma reta que passa pelo centro de um
circulo é invariante pela inversio nesse circulo.

Etapas da atividade 4.2.1.2 Utilize a mesma janela do GeoGebra aberta na atividade

4.2.1.1 e os objetos ja construidos nela.

1. Movimentar a reta r, tal que ela passe pelo centro O do circulo I'.

2. Use a defini¢do de inversdo no circulo para mostrar que se P é um ponto de r, a

imagem de P pela inversdo em I" estd em r.

3. Deacordo com a argumentacgao do item anterior, qual é a relagdo entre os conjuntos
relp(r).

4. Qual relagdo falta ser verificada para provar que r = Ir(r)?

4.2.2 Usarainversdo num circulo para obter uma propriedade geomé-
trica

Atividade 4.2.2.1 Obter uma propriedade ao transformar os vértices de um tridngulo retdngulo

sob uma inversio num circulo T de centro O e raio s.

Etapas da atividade 4.2.2.1 Abrir nova janela do GeoGebra para iniciar a atividade.

1. Trace um tridngulo retangulo ABC e trace um circulo I' de centro O, distinto de

A, Be C, e com raio s qualquer.

2. Encontre as imagens A’, B’ e C’, dos pontos A, B e C, respectivamente, sob a

inversdgoem I
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3.

Use a defini¢do de inversdo no circulo para obter a expressao
2

S
OA’-OB"
Com raciocinio equivalente ao usado no item anterior, encontre uma expressao
para BC em funcao de B'C’, OB’ e OC'.

AB = AB -

. Com raciocinio equivalente ao usado no item anterior, encontre uma expessao

para AC em funcao de A’C’, OA’ e OC'.

Use o teorema de Pitdgoras para obter uma expressdao em termos de A’B’, B’C’ e
AC.

Enuncie a propriedade encontrada.

. Interprete a propriedade enunciada no item anterior.

4.2.3 Transformar dois circulos em circulos concéntricos, sob uma in-

versao

Atividade 4.2.3.1 Obter circulos concéntricos sob uma inversio.

Etapas da atividade 4.2.3.1 Abrir nova janela do GeoGebra para iniciar a atividade.

1.

2.

Criar um circulo C; e deixe visivel o seu centro.

Criar mais dois circulos C, e Cs, deixando seus centros visiveis, e encontrar suas

respectivas imagens, C;" e C3, pela inversdo em Cj.

. No caso em que C; e C; se intersectam, é possivel escolher C; de tal forma que C,’

e C;’ sejam retas?

No caso em que C, e C3 ndo se intersectam, é possivel escolher C; de tal forma

que G’ e C3" sejam concéntricos?

. Redigir proposi¢des que descrevam os resultados observados nos itens 3 e 4.

4.3 Atividades com inversao numa elipse

4.3.1 Imagens de uma reta sob uma inversao na elipse

Definicdo 4.2 A inversdo em relagido a uma conica central &, de centro O, é a transformagio

—
do plano que associa um ponto P # O a um ponto P’, localizado sobre a semirreta OP, que

intersecta a conica no ponto Q, e que satisfaz a equagio

OP.OP = 00.
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A conica central das atividades apresentadas é a elipse, cuja equagdo candnica é dada

por

2y
a2te =L

onde a e b sdo respectivamente os semi-eixos maior e menor da elipse e o centro é a

origem (0, 0).
Atividade 4.3.1.1 Construir e observar a imagem de uma reta sob inversdo em uma elipse.
Etapas da atividade 4.3.1.1 Abrir nova janela do GeoGebra para iniciar a atividade.

1. Tragar a elipse & de centro O.

2. Tracar uma reta r.

3. Fazer a inversdo da reta r em relacgdo a elipse &, gerando a imagem r’.
4. Mover a reta r e observar o que ocorre com 1.

5. Enunciar pelo menos dois resultados que reflitam o que foi observado no item

anterior.

6. Identificar semelhancas e diferencas entre os resultados desta atividade e da
atividade 4.2.1.1.

Atividade 4.3.1.2 Obter e analisar a equagdo da imagem de uma reta a partir das coordenadas

da imagem de um ponto sob a inversdo numa elipse.

Etapas da atividade 4.3.1.2 Seja dada uma elipse &, de centro O, considere um sistema
de coordenadas ortogonais centrado em O e com eixos paralelos aos eixos da elipse &.

Seja a reta [, dada pela equacdo px + gy + r = 0 neste sistema de coordenadas.

1. Obter as coordenadas da imagem de um ponto P = (x, y) sob a inversdo em &.

2. Usar as coordenadas obtidas no item anterior para escrever a equacdo de /',

imagem de [ pela inversdo em &.
3. Quais sdo as condi¢des para que !” seja uma reta?

4. No caso em que I’ ndo é uma reta, a sua equacdo descreve qual tipo de curva?

Atividade 4.3.1.3 Construir e observar a imagem de uma elipse sob inversdo em uma elipse.
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Etapas da atividade 4.3.1.3 Abrir nova janela do GeoGebra para iniciar a atividade.
Seja dada uma elipse &, de centro O, considere um sistema de coordenadas ortogonais

centrado em O e com eixos paralelos aos eixos da elipse &.

1. Tragar a elipse & e uma elipse qualquer &; que nédo passa por (0, 0).
2. Determinar a imagem de um ponto Q € &;, pela inversdao em &.
3. Movimentar &; e conjecturar sob quais condi¢des a sua imagem parece ser uma

elipse.

Atividade 4.3.1.4 Obter e analisar a equagdo da imagem de uma elipse homotética a partir das
coordenadas da imagem de um ponto sob a inversido numa elipse.

Etapas da atividade 4.3.1.4 Seja dada uma elipse &, de centro O, considere um sistema
de coordenadas ortogonais centrado em O e com eixos paralelos aos eixos da elipse &.

1. Determine a expressdao de uma elipse & homotética a & e centrada no ponto

(xOI }/0)

2. Usando as coordenadas obtidas no item 1 da Atividade 4.3.1.2, escreva a equagao

de &1, imagem de &, pela inversdo em &.
3. Que tipo de curva é descrita pela equagdo obtida no item anterior?

4. Verifique se a propriedade de homotetia usada nesta atividade serve parajustificar

o que foi observado no item 3 da atividade anterior.

5. Enuncie uma proposicdo que traduza o resultado observado nesta atividade.
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Consideracoes Finais

Nao é a montanha que conquistamos, mas sim a nés mesmos (Edmund
Hillary)2.

O objetivo do estudo da inversdo nas cOnicas centrais nado se ateve a solugdo de
um determinado problema, e ele foi cumprido na medida que, a partir da andlise das
propriedades de transformagéo no circulo e das transformagdes afins, se chegou a um

resultado singular, apresentando a inversdo nas conicas centrais como

Ie(x,y) = t1jc 0 Ir o Te(x, 1),

onde a e b sdo os semi-eixos da conica de inversdo, 1. é a compressdo de razdo c = a/b
sobre o eixo OX e Ir serd uma inversdao em um circulo ou numa hipérbole equilétera,

dependendo de & ser uma elipse ou uma hipérbole, respectivamente.

Este resultado permite conjecturar que existe uma classe de inversdes em elipses
que correspondem a uma mesma inversdao num dado circulo, e com conjectura seme-
lhante aplicada a inversdo numa hipérbole equilatera. A caracterizagdo e a formalizacdo
dessas classes de inversdes poderia ser objeto de estudos posteriores. Além disso, tam-
bém é possivel se estudar a inversdo na hipérbole associada aos ntiimeros hiperbdlicos,
conforme consta do texto (NEAS, 2017). Seria também interessante investigar, em pes-
quisas complementares, se had como definir inversao na hipérbole, no plano Euclidiano,
de modo que o tratamento seja simétrico entre b*x? — a*y* = a?b? e —b?x* + a*y? = a’b?, e

tentar identificar, neste caso, quais propriedades da inversdo seriam mantidas.

Tal como ilustrado na Figura 27, os contetidos e conceitos matematicos da pes-
quisa deixaram claro a importancia das inversdes no circulo e nas conicas centrais como
drea de pesquisa na matemadtica e com relevancia para o ensino basico. Isto vem do
fato que as inversdes tornam possivel novas abordagens de problemas que envolvem
construgdes de circulos perpendiculares; problemas geométricos que tratam de circulos

e retas; cOnicas centrais e retas e problemas similares.

2 Edmund Hillary foi o primeiro homem a completar a escalada ao monte Everest
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Figura 27 — Mapa conceitual.

As transformagdes afins também se revelam extremamente importantes para o
ensino bésico, visto que envolvem as transformagdes do plano que sdo as isometrias,
semelhancas, homotetias, cisalhamentos e compressdes. Mas, é comum se dedicar bas-
tante tempo para o estudo da funcdo afim f(x) = ax + b, enquanto hd muito pouco ou
nenhum tempo para a abordagem das transformacées afins do plano Euclidiano que,
em funcdo das suas intimeras aplicacdes, sdo de extrema importancia na formagdo de
um jovem. Em virtude deste tipo equivocado do estudo da matemaética, ndo é dado
importancia ao estudo e as aplica¢des das propriedades relevantes das transformacgdes
afins, mesmo com a riqueza de abordagens, em fung¢do da diversidade de quadros que

o tema engloba, que podem ser aplicadas pelos professores.

Especificamente, a propriedade fundamental, que ficou provada no Capitulo
2 e que diz que toda transformacdo afim é uma composicdo de compressdes, parece
ser desconhecida por boa parte dos professores de matemética do ensino basico. No

entanto, ndo foram encontradas referéncias que permitam confirmar esta observagao.

Um dos motivos pelo desconhecimento de propriedades importantes, ou pelo
professor ndo usar, nas situagdes didaticas do processo de ensino e aprendizagem, os

contetidos aqui abordados, se configura nos documentos que definem os curriculos
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das escolas publicas, pelo menos no Distrito Federal, veja (DF, 2013) e (PCN, 1999),
onde os topicos sdo apresentados sem conexao entre eles. Quando, na verdade, existe
uma grande e importantissima interligacdo entre eles e deles com outras 4reas da

matematica.

Neste sentido, as atividades foram elaboradas para indicar que o contetido pode
ser estudado sob variadas abordagens didéticas. O objetivo ndo é estabelecer dificul-
dades para o aluno, mas possibilitar o uso de registros variados e quadros diversos que
permitam ampliar a sua visio. E nitida a presenca de quadros de geometria analitica,
de geometria plana, de 4lgebra, de medidas, de nameros. Isto torna o ensino mais

envolvente e possibilita ao professor diversos métodos de abordagens do contetido.
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APENDICE A — Propriedades das
TransformacoOes Afins

Lema A.1 Dados quaisquer trés pontos colineares A, B e C, é verdade que

AB+BC+CA = 0, ou
CB = AB+CA.

Demonstracdo do Lema A.1 Sejam dados A, B e C distintos, com C sobre a reta AB.
Entdo existem trés casos a serem considerados: C entre A e B; A entre Be C e B entre A
eC.

No primeiro caso, AB = AC + CB, portanto AB — AC — CB =0, logo AB + BC + CA = (;
no segundo caso, AC = AB + BC, portanto AB + BC — AC =0, logo AB + BC + CA =0;
no terceiro caso, CB = CA + AB, portanto AB—CB + CA = 0,logo AB+BC+CA =0. %

Teorema A.1 Se y # —1, entdo existe um iinico ponto P sobre a reta AB e diferente de B tal
AP
que o =Y

Demonstracdo do Teorema A.1 Observe-se que ha uma correspondéncia bitinivoca
entre os pontos X sobre a reta AB e os nimeros reais x dada pela equacdo AX = x.AB.
Entéo

XB=AB+XA=AB - AX = (1 - x)(AB).

AX
Logo, XB - % # —1.Seja f(x) = —— f x) = f(z) implica que x = z para os

nameros x e z, e assim AX/XB = AZ/ZB 1mphca que X = Z para os pontos X e Z sobre
a reta AB.

AP
A concluséo é que se o ponto P existe, tal que Tz =y, para algum y € R\ {-1}
dado, ele deve ser tinico. Mas, dado y # -1, seja P 0 ponto sobre a reta AB tal que
= [y/(1+y)I(AB). Entao % = y. Portanto, tal ponto P existe, que é o que se desejava
provar. *

Teorema A.2 : Sob uma transformagdo afim, a imagem do ponto médio de um segmento é o
ponto médio da imagem do segmento.

Demonstragdo do Teorema A.2 Seja dado o segmento AB e uma transformacao afim

7. Considere-se um ponto C ¢ AB e os segmentos AC e BC. Uma reta passando por
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A e paralela a BC e outra que passe por B paralela a AC se intersectardo no ponto D,

conforme a figura 28 ilustra.

Figura 28 — Ponto médio do segmento AB.

O quadrilatero ADBC é um paralelogramo. Pelos teoremas 2.2 e 2.3, a imagem
também é um paralelogramo A’D’B’C’, cujas diagonais se intersectam na imagem E’

2

de E. Isto significa que E’ é o ponto médio de A’B’, como se desejava provar. *

Ocorrida a comprovacdo de que as transformagdes afins preservam os pontos
médios e os pontos que dividem um segmento com razdo racional, os gedOmetras
buscaram responder se qualquer ponto de um segmento AB seria preservado. Quem
conseguiu dar a resposta foi o matematico francés Darboux! (MARTIN, 2012, p. 170-

171), cujo lema estd em seguida comprovado.

Lema A.2 (Lema de Darboux) Uma transformagdo afim preserva a ordem entre pontos coline-

ares.

Demonstracdo do Lema A.2 Seja dada uma transformagdo afim 7. Para verificar a
veracidade deste lema, é suficiente provar que dado um ponto que ndo pertence ao
segmento AB da reta ;@), entdo sua imagem sob 7 ndo pertence ao segmento A’B’. De
fato, se um ponto do interior do segmento AB tiver como imagem sob 7 um ponto que
ndo pertence ao segmento A’B’, a imagem inversa desse ponto seria um ponto interior
de AB.

>
Considerem-se dois pontos distintos A e B do plano 7t e C um ponto da reta AB

que ndo pertence ao segmento AB. Desde que AC e CB tém sinais opostos, é vélido
AC

— = )2
Q 7

para algum real A. Agora, sejam os pontos distintos P e Q da reta j‘l_B), talqueP € ABe
Q¢ ABe

£
@_l
AQ

B -

! Gaston Darboux (1842-1917) foi um matematico francés que contribuiu com estudos sobre continui-
dade em geometria e andlise. Foi o primeiro que deu a condi¢do necessdria e suficiente para uma
fungdo limitada ser integrdvel num intervalo fechado.



69

Segue que

AP T
AP )
AB ~ 1+A4A
Da mesma forma se obtém

e

AB  —A+1

A x

AB ~ 241

Assim,

AP+AQ = 2AC.

Portanto, C é o ponto médio de PQ. Tomem-se duas retas paralelas que passem
por A e B e marque-se, sobre a reta que passa pelo ponto A, os pontos M e N tais que
AM = AN. Trace as retas (Q—Z\}I e QN que encontrem a reta que passa por B nos pontos K
e L. Entdo BL = BKe AN/BL = A, e os segmentos NK e LM se interesectam em P (figura
29).

Figura 29 — Lema de Darboux.

Sob uma transformacao afim, sabe-se que retas paralelas sdo levadas em retas
paralelas, pontos médios de um segmento sdo levados em pontos médios da imagem
do segmento e pontos colineares sdo levados em pontos colineares. Assim também
ocorre com a figura transformada e, em particular, se um dos pontos P’, Q’ é interior

ao segmento A’B’, entdo o outro é exterior. Por exemplo, seja Q' interior ao segmento
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A’B’, entdo P’ é exterior tal que

AP Y
PR ’
AIQI

Q/B/ = A’

para algum real A’. Porém C’ é o ponto médio de P’Q’. Assim, o ponto C’ divide o
segmento A’B’ externamente na razdo (—A’)?, e C' ¢ A’B’, como se desejava provar.

Teorema A.3 Se os pontos Py, P, ..., P,_1 dividem o segmento AB em n partes congruentes,
entdo, sob uma transformagdo afim T, as suas imagens P1, P, ..., P! _ dividem o segmento A’B’,
onde A’ e B sdo as imagens de A e B sob T, em n partes congruentes.

Demonstracio do Teorema A.3 Sendo A_P1 = m =..= m, entdo P; é o ponto
médio de AP,, de modo que P} é o ponto m_é():lio de A’P), ou seja, A’P} = PP}, o que
determina P}, univocamente na semirreta A’P}. Da mesma forma, P} é tal que P seja
ponto médio de P}P;. O mesmo raciocinio se aplica as imagens dos P; com i = 4,7,
com P, = B. *

AP ,
Teorema A.4 Se o ponto P estd entre os pontos A e B, tal que a razio — = P é racional,

B
entdo a imagem t(P) estd entre as imagens T(A) e T(B) sob uma transformagdo afim t e é tal que

(AP) _p
t(P)t(B) 4

AP
Demonstracio do Teorema A.4 Sendo — = Z, onde p e g sdo inteiros positivos e

g # 0, entdo

AP+PB _ p+q

AP p

sendo AP+ PB=ABep+q=n

7

n
p_

)

= nl—|.
p

Isso significa que o segmento AB fica dividido em n segmentos congruentes.

5
AP
AB

Portanto, pelo teorema A.3, a imagem 7(AB) também fica dividida em n segmentos
congruentes. Ou seja, 7(P) estd entre 7(A) e 7(B), pois o ponto P é a extremidade de
um dos segmentos entre A e B. Como o segmento AP estd divido em p segmentos
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congruentes, A’P’ também é divido em p segmentos congruentes, de acordo com o

teorema anterior, entao

A/P/
A'B" = n.
p
(A’'P' +P'B)p = n.A'P

(n—p)A'P" = pP'B
de onde segue o resultado

AP _ P

7(P)z(B) q

como se queria provar. *
Teorema A.5 Transformagoes afins preservam a razio entre segmentos.

Demonstracdo do Teorema A.5 Seja dado um segmento AB e o ponto C dividindo
o segmento, interna ou externamente, na razdo A. Considere-se primeiro que o ponto
C esteja entre A e B e seja 7 uma transformagdo afim tal que 7(A) = A’, ©(B) = B/,

AC
7(C) = C’". Suponha que a razdo 7 = E ndo seja um numero racional, pois o teorema
A .4 j& provou este caso, e considere por contradicdo que
AC AC
> =.
C'B’ CB

O teorema A.1 garante que existe o ponto D’ do segmento A’B’, tal que

AD AC

DB - CB "

De acordo com a demonstragdo do teorema A.1 D" ndo coincide com C’ e estd a esquerda
de C’. Como A’C’'/C'B’ > A’D’/D’B’, existe um nuimero racional entre esses nimeros

reais.
A este racional A’ corresponde M’ entre D’ e C’ tal que A’ = A’M’/M’B’. Desde que

AD  AC
DB - OB

C’ esta entre D’ e B/, consequentemente C’ também esta entre M’ e B’. Assim C estd

entre M e B, conforme Lema de Darboux, e

AC  AD AM AM

CB ~ AB ~MB MB

que é uma contradigéo.
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Se C pertence a reta AB mas ndo pertece ao segmento AB, entdo podemos assumir
que B estd entre A e C, e pelo que ja estd provado

AB  AB
BC ~ BC’
AC  AC
BC ~ BC’

como se desejava provar. *
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APENDICE B — Uma transformacao
afim € a composicao de compressoes

Teorema B.1 Qualquer transformagdo afim é a composigdo de compressoes.

Demonstra¢ao do Teorema B.1 A partir da expressdo (2.6), dada por 7 = T; o T, o T5,
ja foi verificado que a transformagdo T; é uma semelhanca de razdo k e que T, é uma
compressdo. Agora, para que seja possivel provar este teorema, deve-se encontrar uma

composicdo adequada da transformacéo T3, lembrando que ela é da forma

ab + cd
Xo = X+ —>—=Y,

T5: a? + ¢2
Y2 Y.

Para isto, verifica-se com fatoragdo algébrica, que nem sempre é facil em matematica,

que um cisalhamento com as equagdes

/: +’
Té:{x X ;Z

<
I

pode ser fatorado como T3, = T, o T5 o T, em que T, é uma semelhanga com equagdes

X' = ax;+by,
T4 .
y = =bxi+ay,

com a? + b* # 0.

Ts é a compressao com equagoes

T5: X1 ka,
W = Y

e Ty é a semelhanca semelhanca com equagdes

X cx —ky,
T6 .
V2 = —kix+cy.

Por meio das composi¢des acima, a expressao T, =TyoTs0Tg é verdadeira com as
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identidades:
I a+b
a2+
a
k=
-b
b= ave
a->b
Mo = a2 + b2’
a _ -1+ \/3
b 2

Surpreendemente surge o nimero dureo na solugdo! E a varidvel k é sempre igual a um

3+ 15

Por verificagao algébrica também se confirma que um cisalhamento com as equagdes

dos valores

+ ky,
T : , xTry

y = Y

pode ser fatorado por T” = T; o Tg o Ty, em que T7 é a compressdo com equagdes

X = kx
T7 . , ’
y = Yy
T é um cisalhamento com equagoes
X9 = X2t
Tg . Y
nh = Yo,
Ty € outra compressdao com equagdes
1
Xy = X
Tg . k ’
Y =y

Sendo a transformacéo Ty equivalente a transformagcéo T3, ela podera ser escrita

como a composicao de T7.

Portanto, com estes resultados, chega-se a conclusdo que uma transformacdo

afim é a composi¢do de compressdes e semelhangas.

Sabe-se que uma semelhanga é a composi¢do de uma isometria com uma ho-
motetia de mesma razdo e de centro qualquer. Essa homotetia pode ser decomposta
em duas compressdes sobre retas perpendiculares que se intersectam no centro da

homotetia.

Por fim, uma isometria é composta de reflexdes que, por sua vez, sio compres-
sdes de razdo igual a —1. Assim fica provado que transformagdes afins sdo composicdes

de compressodes. *
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APENDICE C — Mediacées das
atividades

As construgdes das figuras geométricas de cada atividade podem ser realizadas
automaticamente pelas ferramentas existentes no GeoGebra ou por meio das proprie-
dades basicas da figura. O professor, em sua mediacdo, tem um importante papel em
estimular os alunos a construirem os objetos matematicos a partir das propriedades ou
relagdes que existam entre eles. Isto contribui significativamente no processo de apren-
dizagem, estimulando a visdo de integracdo entre as dreas da matematica. O ambiente
de GD também possibilita que a solucdo das atividades ocorra por diferentes registros
ou quadros, conforme as competéncias supostamente disponiveis para resolver o problema,
na concepgdo da referéncia (ALMOULOUD, 2010).

E muito relevante também que o professor, ao fazer a mediagdo, estimule estudo

em grupo, de tal forma que os alunos compartilhem as hipéteses e os resultados.

Para que as construgdes solicitadas reflitam o que se encontra descrito nas ati-
vidades, a utilizacdo da ferramenta de selecdo serd constante, bem como renomear
as figuras. E ndo havendo orienta¢des ao contrério, o aluno pode construir as figuras

geométricas em qualquer parte da drea de trabalho do GeoGebra.
Mediacao da atividade 4.2.1.1

Usar a propriedade da quarta proporcional para construir a imagem da reta r
sob a inversdo no circuloI'. Isto deixara mais clara a propriedade de inversao no circulo.

O aluno deve comparar suas construgdes com as construgdes dadas pela ferra-

menta automdtica do GeoGebra e justificar possiveis divergéncias que surgirem.

O aluno deve estabelecer as mais diferentes posi¢des relativas entre a reta r e o

circulo I', observando o efeito sobre a imagem r’.

Ao avaliar os textos produzidos pelos alunos, como resultado da atividade, o

professor deve ficar atento quanto ao

e uso correto da ortografia portuguesa;
e uso correto da légica matematica;

e uso correto de simbolos matematicos, que ndo podem servir de abreviagdo para

termos da lingua portuguesa.



76 APENDICE C. Mediagdes das atividades

Mediacio da atividade 4.2.1.2

Na solugédo desta atividade, a seguinte propriedade bésica de conjuntos é usada:

dados dois conjuntos A e B, se diz que A = B se, e somente se, A C Be B C A.

Inicialmente é percebido que se a reta r passa pelo centro de I', parece coincidir

com a imagem 7’.
A partir da defini¢do de inversao, concluir que Ir(r) C 7.

Usando o conceito de igualdade de conjuntos, para concluir que Ir(r) = r, resta
provar que r C Ir(r).

Mediacao da atividade 4.2.2.1

Na solucdo desta atividade, usa-se o teorema de Pitdgoras no tridngulo retangulo
ABC:

—2 - —
AB +BC = AC, (C.1)
que é vélida somente se o angulo reto se localiza no vértice B. Mas qualquer vér-

tice poderd ser escolhido para o angulo reto, sem prejuizo de se alcancar o resultado
desejado.

E também ¢é usado o teorema de Ptolomeu com a seguinte descrigdo:
Se a soma dos dngulos opostos de um quadrildtero convexo é igual a 180°, entdo a soma do
produto de seus lados opostos é igual ao produto de suas diagonais.

Na construcao do circulo de inversdo e do
tridangulo retangulo, existem intimeras pos-
sibilidades de posicionamento entre eles.
E isto implica maiores ou menores dificul-
dades de identificagdo dos padrdes que le-
vam ao entendimento da solugdo da ativi-
dade. Uma figura que realca o quadrilatero

OA’B’C’, formado pelas imagens dos pon-

Figura 30 — Atividade.

tos dos vértices A, B e C, pode ser seme-
lhante a ilustracdo da figura 30.
O aluno deve concluir que os tridngulos OAB e OB’ A’ sdo semelhantes, ao aplicar

o conceito de inversdo no circulo. Consequentemente, sdo validas as seguintes relagdes

de igualdade:
Oi OB 7B
OB OA'" AB
A partir da igualdade
04 7B
OB AP
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obtenha

2

AB = A'B’-

S
OA’ - OB’

Continuar a verificar a semelhanca entre os tridngulos OCB e OB’C’ e entre os triangulos
OAC e OC’A’ e obter as expressdes:

2

s
OB’ -0C"
SZ
OA’-0OC’

BC = BC -

AC = A'C-

O aluno deve substituir as expressoes encontradas para AB, BC e AC na equacao (C.1).

Pela semelhanca apontada entre os tridngulos, obtenha o valor para ZOA’B" +
LOC'B'.

A expressdo que surge da expressdo de Pitagoras é:

2 2 2 2 2 2
A’B" -OC" +B'C" -OA” =A’C" -OB'.

A partir dos resultados obtidos, o teorema que se assemelha ao teorema de
Ptolomeu tem o enunciado equivalente a: Se a soma dos 4ngulos opostos de um quadrildtero
convexo é igual a 90°, entdo a soma do produto dos quadrados de seus lados opostos é igual ao
produto dos quadrados de suas diagonais.

No enunciado que o aluno produzir sobre a propriedade, o professor deve ficar
atento ao

e uso correto da ortografia portuguesa;
e uso correto da l6gica matematica;

¢ uso correto de simbolos matemaéticos, que ndo podem servir de abreviagdo para
termos da lingua portuguesa.

Mediacao da atividade 4.2.3.1

Nesta atividade, o aluno observa o efeito da inversao sobre dois circulos, com a
possibilidade de criar imagens concéntricas.

O professor pode mediar a criacdo dos circulos e as inversdes solicitadas por
meio das ferramentas disponiveis no GeoGebra, visto que os alunos ja desenvolveram
as atividades anteriores aplicando as propriedades necessérias.

O professor deve estimular os alunos a encontrarem a condi¢do para que os

circulos que foram criados por eles possam ter imagens concéntricas. Por exemplo, eles
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podem observar o que ocorre quando o centro do circulo de inversdo esta sobre a reta
que liga os centros dos outros dois circulos.

Nao é demais alertar ao professor que na redac¢do das propriedades é importante

observar

e 0 uso correto da ortografia portuguesa;
e 0 uso correto da l6gica matematica; e

e 0 uso correto de simbolos matematicos, que ndo podem servir de abreviacdo para

termos da lingua portuguesa.

Mediacao da atividade 4.3.1.1

Para deixar mais clara a propriedade de inversdo na elipse, o aluno deve usar a
defini¢do de inversdo na elipse para construir a imagem pedida da reta r sob a inversdo

numa elipse &.

Ao escolher um ponto P na reta, para chegar ao lugar geométrico da imagem de
P sob a inversdo na elipse &, o aluno pode concluir antes que o ponto Q de intersec¢ao
da semirreta OP com a elipse pertence ao circulo de centro O e raio OQ. Portanto, o
problema se reduz a encontrar a imagem de P sob a inversdo no circulo e deduzir a

imagem da reta r sob a inversdo na elipse.

Ao avaliar os textos produzidos pelos alunos, como resultado da atividade, o

professor deve ficar atento quanto ao

e uso correto da ortografia portuguesa;
e uso correto da l6gica matematica;

e uso correto de simbolos matematicos, que ndo podem servir de abreviagdo para

termos da lingua portuguesa.

Mediacao da atividade 4.3.1.2

Nesta atividade, o aluno desenvolve o conceito de inversdao no quadro da geo-

metria analitica.

Para encontrar as coordenadas da imagem de um ponto sob inversdo na elipse,
o professor deve fazer o aluno observar que ele deve usar o conceito de distancia entre

pontos no plano, assim como o conceito de inversao na elipse.

Conhecendo as coordenadas da imagem de um ponto, o aluno precisa substituir,
na equacgdo px + qy +r = 0, a expressdo das coordenadas (x, y) de um ponto da reta em
termos das coordenadas da sua imagem. Para tal, existem dois caminhos possiveis:
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1 - o aluno pode inverter as expressdes das coordenadas da imagem de um ponto
(x’,y") em termos das coordenadas do ponto (x, y);

2 - uma outra forma, que evita efetuar as contas, seria usar a defini¢do e observar
que se P(x, y) tem imagem P’(x’, y’), entdo P’(x’, y’) deve ter imagem P(x, y).

As respostas deverdo ser escritas, com o professor tomando o devido cuidado
quanto ao correto uso do portugués e a forma de expressar a 16gica matematica.

O aluno obteve a equacdo da imagem da reta dada. Se necessario, o professor
deve sugerir e direcionar o aluno a usar o GeoGebra e alterar o sistema de coordenadas

para obter um sistema em que a imagem da reta tenha equagdo canodnica.
Mediacao da atividade 4.3.1.3

O aluno deve construir a imagem da elipse & da mesma forma que ja fez na
atividade 4.3.1.1.

O professor deve deixar claro ao aluno que a movimentagao envolve translagdes,
rotagdes e compostas dessas duas transformacgdes. Mas, uma vez que &; é qualquer,
essa elipse poderia também sofrer transformacgdes de alongamento além das isometrias

citadas.

Dependendo do conhecimento dos alunos sobre reflexdes, o professor tem uma
boa oportunidade para fazer os alunos usarem as propriedades vistas e perguntar, por
exemplo, se seria necessdrio usar alguma reflexdo para obter um objeto &; diferente

dos objetos &; transformados por translagdes e/ou rotagdes.

Nesta atividade, conjeturar sobre as imagens de uma elipse qualquer terd im-

plicacdo importante na conclusdo da atividade seguinte.
Mediacao da atividade 4.3.1.4

Esta atividade também explora conhecimentos e habilidades algébricas dos alu-
nos.

O professor deve ter conhecimento do nivel dos alunos a respeito do conceito de
homotetia. Caso este conceito j4 tenha sido estudado, a sua defini¢do deve ser reobtida
a partir das propriedades conhecidas. Caso contrario, a sua defini¢do deve ser dada
pelo professor; mas ele deve solicitar explica¢cdes por parte dos alunos a respeito de
propriedades da homotetia que decorrem da definicao.

Conhecendo as coordenadas da imagem de um ponto (ja desenvolvido na ati-
vidade 4.3.1.2), a atividade se resume em desenvolver a equagdo da imagem da elipse

&; dada e responder corretamente as questdes.

Novamente, o0 GeoGebra permite aos alunos visualizar a curva dada e a sua

equagdo cartesiana.
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As respostas deverdo ser escritas, com o professor tomando o devido cuidado

quanto ao correto uso do portugués e a forma de expressar a l6gica matematica.



