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RESUMO

FILTRO DE KALMAN ADAPTATIVO PARA SISTEMAS EM MALHA FECHADA.

Autor: Miguel Enrique Parra Muiioz
Orientador: Prof. Dr. Eugénio Liborio Feitosa Fortaleza ENM,UNB
Programa de Poés-graduaciao em Sistemas Mecatronicos

Brasilia, 11 de 2017

Este documento mostra o trabalho realizado nos ultimos quatro anos, na realizacao do dou-
torado onde foi desenvolvida uma técnica de adaptacdo do Filtro de Kalman para sistemas
dindmicos lineares, mediante a manipulacdo das variancias nas perturbagdes e nos ruidos do
sistema, o qual permite criar uma técnica de controle eficiente que ¢ modificada de acordo
com a perturbacdo entrante, mantendo estdvel o sistema e fazendo com que este possa con-
tinuar com a tarefa para a qual foi programada. E mostrada a eficiéncia da metodologia
desenvolvida mediante simulacdo numérica para diferentes sistemas dindmicos que estdo
sendo trabalhados no grupo de pesquisa, onde pode ser verificado que o filtro € mais reativo
quando se tém perturbacdes grandes,fazendo as corre¢des rdpidamente e nao usando muito
os atuadores do sistema quando a perturbagdo € pequena, evitando desta maneira o desgaste
dos mesmos, em todos os testes desenvolvidos foram obtidos resultados satisfatérios e me-
lhores quando comparados com o uso de sistemas de controle que apresentam um Filtro de
Kalman estaciondrio , analiza-se mostrando a implementacdo deste filtro numa bancada de
dois tanques, gerando um sistema M I M O para testar a teoria aqui desenvolvida para tal

classe de sistemas.



ABSTRACT

ADAPTIVE KALMAN FILTER FOR CLOSED LOOP SYSTEMS

Author: Miguel Enrique Parra Muiioz
Supervisor: Prof. Dr. Eugénio Liborio Feitosa Fortaleza ENM,UNB

Programa de Poés-graduaciao em Sistemas Mecatronicos

This document shows the work carried out over the last four years in the PhD where a Kalman
Filter adaptation technique was developed for linear dynamic systems, by manipulating the
variances in the disturbances and in the system noises, which allows to create a technique of
efficient control that is modified according to the incoming perturbation, keeping the system
stable and allowing it to continue with the task for which it was programmed, the efficiency
of the methodology developed using numerical simulation for different dynamic systems that
are being in the research group, where it can be verified that the filter is more reactive when
there are studied in large perturbations, making the corrections instantaneously and not using
the actuators of the system when the disturbance is small, thus avoiding the wear of the same
ones in all the developed tests were obtained results satisfactory and better when compared
to the use of control systems that have a Stationary Kalman Filter, it is analyzed showing
the implementation of this filter in a two-tank bench, generating a M I M O system to test the
theory developed for this class of systems.
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1 INTRODUCAO

O filtro de Kalman surgiu em 1960, quando R. E Kalman reexaminou o problema de
filtragem cldssica usando o método de Bode/Shannon [16] para processos aleatérios em sis-
temas de transmissdo, com a finalidade de tratar uma classe importante de problemas tedri-
cos relacionados com controle e de natureza estatistica, estes problemas foram identificados
como: (i) Previsao de sinais aleatodrios; (ii) separagcdo de sinais aleatdrios de ruido aleatdrio;
(iii) deteccao de sinais de forma conhecida (pulsos, sinusoidais) na presenca de ruido alea-
torio, os quais tinham sido trabalhados por diferentes autores, entre eles Wiene que em 1945
[17] mostrou que os problemas (i) e (i1) levam a chamada equacio integral de Wiener-Hopf
[18]; ele também estudou um método (factorizagdo espectral) para a solucdo desta equa-
cdo integral no caso espacial, o artigo menciona diferentes autores como Darlington [19] e
Franklin [20], os quais em seus trabalhos trataram de dar solucdo ao problema de Wiener
objetivando obter a especificacdo de um sistema dinamico linear (filtro Wiener) que realiza

a predicdo, separacdo ou detec¢do de um sinal aleatorio.

O aporte fundamental de Kalman € fundamentado na separacao dos estdgios do problema
identificando cada parte do filtro proposto por Wiener e gerando um sistema mais robusto,
onde para ser obtida uma descricdo concreta de um problema a ser estudado separando as
etapas de suavizagdo, filtragem e previsdo, para tal caso € considerado um cendrio onde as
estimativas pertencem ao dominio da teoria da probabilidade e estatistica, sendo cada uma
das varidveis sinal e ruidos varidveis aleatdrias gaussianas, as quais cumprem com todas as
propriedades definidas para elas, e que podem ser aplicadas a sistemas dinamicos represen-
tados em espacgo de estados, definidos como um conjunto de nimeros, ou fungdes os quais
sdo a menor quantidade de dados que deve ser conhecidos para entender o comportamento
passado do sistema, com a finalidade de prever o comportamento futuro, considerando que

as varidveis aleatdrias sdo independentes [21].

Assim o filtro de Kalman /'K € conhecido como conjunto de equagdes matemadticas que
constitui um processo recursivo eficiente de estimagdo, uma vez que o erro quadrético é
minimizado. Através da observacdo da varidvel denominada varidvel de observacdo outra
varidvel, ndo observavel, denominada varidvel de estado pode ser estimada eficientemente.
Podem ser estimados os estados passados, o estado presente e mesmo previstos os estados fu-
turos. Além disso, o filtro de Kalman permite a estima¢do dos pardmetros desconhecidos do

modelo através da maximizagdo da verossimilhanga via decomposicao do erro de previsao.

O desenvolvimento de técnicas de controle é fundamental para representar modelos fisi-
cos reais, permitindo assim desenvolver controladores e testd-los mediante simulagdo com-
putacional e aperfeicoa-0s, diminuindo a probabilidade de erros nos testes reais, evitando
0 uso desnecessdrio de recursos que possam ser onerosos, além, de ser prejudiciais para o

desenvolvimento dos projetos, dado que o principal problema de um sistema dindmico € o



sobre esfor¢o que estes fazem quando se encontra frente a uma perturbacdo inesperada, o
que leva a desgaste de atuadores e componestes mecanicos dos sistemas com 0s quais se esta
trabalhando, razao pela qual este trabalho faz uma proposta de criar uma teoria de controle
onde o controlador seja o que faz o esforco e reaja de maneira eficiente e rdpida frente a estas

perturbacdes poupando desta tarefa aos atuadores e permitindo maior vida ttil dos mesmos.

1.1 OBJETIVO GERAL

Desenvolver estratégias de controle adaptativos, que possam associar diferentes técnicas
de controle, relacionando o FK e sistemas estocésticos de maneira que seja representado o
mais aproximado possivel um sistema real, e que permita gerar diferentes controladores que
possam ser adaptados no tempo, permitindo controlar sistemas visando em futuras aplicacdes
a plataformas que trabalham com sistemas no fundo marinho, dado que no fundo do mar, o
uso de equipamentos como robds para a manutencao destas plataformas € dificultada pelas
condigdes fisicas nas quais as tarefas sdo desenvolvidas, como as altas pressoes e correntezas,
o qual faz que estes equipamentos sejam altamente sensiveis, e ¢ de necessidade a projecao
de controladores capazes de agir frente a estas grandes perturbagdes, de maneira a garantir
seu adequado funcionamento,em reduzir o custo de manutencao através do aumento da vida

util dos atuadores ao reduzir seu uso e consequentemente seu desgaste.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Resolver a teoria do FK adaptativo, para implementacao de controle com o objetivo de:

e Desenvolver a teoria de controle associada ao Filtro de Kalaman adaptativo F' K A;

e Evitar desgaste excessivo dos atuadores nos momentos em que as perturbagdes possuam

pouca influéncia no sistema;

e Estudar o comportamento da variancia de saida e entrada do sistema, para diferentes filtros

e criar teorias e métodos que permitam realizar a analise de sistemas de diferente ordem:;

e Desenvolver observadores de estados que filtrem os estados do sistema, de acordo com
a instabilidade da perturbacdo presente no sistema de maneira a garantir performance e
estabilidade do sistema e comparar sua resposta frente a aplicacdo de filtros adaptados e
sem adaptacao;

o Controlar sistemas que apresentem ruidos que tenham comportamento Gaussianos e rui-
dos com média diferente de zero e variancia diferente ao valor unitério, projetando con-
troladores baseados na variancia dos sistemas, criando teorias de controle que permita

analisar o F'K A nestas condig¢des, considerando sistemas em malha aberta e fechada.
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1.3 PROPOSTA DO TRABALHO

Neste trabalho, com o melhor de nosso conhecimento, propomos uma abordagem de
filtragem adaptativa para o filtro de Kalman, com a finalidade de rastrear e controlar de
maneira eficiente sistemas lineares multivaridveis com base na relacdo entre a variagdo de
entrada e de saida do sistema, se for submetido a uma grande perturbacio, a nossa estratégia
de filtragem Kalman adaptativa reage rapidamente com o fim de recuperacdo corretamente
a informacao relativa aos estados do sistema. Além disso, estendemos esta abordagem para

uma classe especial de sistemas ndo-lineares através da teoria nivelamento diferencial.

Este trabalho aborda uma andlise muito eficiente sobre as perturbacdes, uma vez que as
perturbacdes sdo os principais fendmenos que afetam um sistema, além disso, esta metodo-
logia pode ser implementada em sistemas nao-lineares, apresentando respostas muito boas,
como serd mostrado mais adiante, neste trabalho nao estd sendo realizada uma adaptacao do
parametro R, dado que este fendmeno pode ser melhorado através da implementagdo de um
filtro externo, além dos sensores de ruido sdo normalmente de pequena magnitude o qual

facilitaria e reduzira cdlculos e tempo do processo.

A principal proposta deste trabalho € a pesquisa, estudo e geracao de alternativas de con-
trole que permitam gerar um controlador, cuja resposta seja robusta a ruidos e perturbagdes
no sistema, considerando ruidos Gaussianos e ndo Gaussianos, para projetar um controle
conhecendo a relacdo entre a variancia da perturbacio da entrada e a variincia da saida do
sistema, de maneira a obter uma estimag@o da variancia da perturbacdo de entrada a partir
da medida da saida do sistema, atualizando os ganhos do controlador em tempo real, para
que possa reagir de maneira adequada frente a mudancas bruscas, minimizando os esfor¢os
no sistema, reagindo rapidamente sem tirar o mesmo do estado de equilibrio, o qual evita ao
maximo os esfor¢cos desnecessdrios que causem desgaste nos atuadores, procurando-se que
o controle reaja frente a estas mudangas e ndo ao sistema. Para esta finalidade se trabalhou
com o 'K, onde foi feita uma adaptacdo do parametro correspondente a perturbaciao, me-
diante o uso da variancia dos pardmetros envolvidos, gerando um ganho que ajusta a matriz
de covariancia e os estados do sistema, fazendo-o muito reativo a perturbacdes grandes, e
seu efeito seja reduzido quando se aplicada uma perturbagdo seja pequena de maneira que o

sistema sempre permaneca estavel.

Ap6s realizar estudos pesquisa em deferentes trabalhos apresentados na literatura, pro-
pomos como hipdtese de partida o conhecimento da ordem de grandeza da variancia do ruido
de medida R e a modificacdo em tempo real da matriz de perturbacio () a qual é obtida a
partir da andlise de variancias da saida e entrada para sistemas S1S0 e MIMQO, tanto em
malha aberta como em malha fechada, permitindo assim encontrar a variancia dos estados
em tempo real para iteracdo do observador de estados (FKA), os quais sao modificados de
acordo com a perturbacdo a qual é considerada varidvel, com a finalidade de obter um con-

trolador que permita ser reagente frente a perturbacdes superando o F'K estitico que serd



bem definido mediante a identificacdo da adequada ordem de grandeza da matriz (), gerando
um sistema de facil implementagdo que tenha baixo custo computacional, o qual serd testado
mediante simula¢des numéricas e andlise de um sistema real, objetivando na verificacdo da
hipdtese realizada e verificagdo do adequado funcionamento e defini¢do da proposta de adap-
tacdo, visando em aplicagdes futuras mais complexas na drea de petréleos, onde se € muito
importante a criacio de sistemas que tenham um bom comportamento frente a perturbacdes
fortes ocasionadas pelo ambiente no qual se trabalha, e porém, se € de vital importancia a

protecdo de atuadores dos sistemas de extracao e 6tima performance do sistema controle.

1.4 ESTADO DA ARTE

Na atualidade existem muitos processos industriais onde € indispensdvel a utilizacao de
algum tipo de controle que permita melhorar a eficiéncia da produgao e reproduzir processos
mediante as mesmas condicdes, fato que ndo € possivel se o trabalho € feito diretamente pelo
homem, assim, a implementacdo de controladores facilita este trabalho e permite realizar
tarefas que podem ser perigosas para o ser humano. Por essa razdo, ¢ muito importante o
estudo e desenvolvimento de novas alternativas de controle que utilizem técnicas conheci-
das e tenham uma variacdo em sua implementacdo gerando controladores mais precisos €

adaptdveis para diferentes ambientes.

Os controles cldssicos apresentam uma resposta boa frente ao controle de muitos proces-
sos industriais, € sabido que o controle mais aceito no mercado e mais estudado na industria
€ um controle P D (controle proporcional, integral derivativo), este controle mesmo sendo
basico € respeitado e aceito pela sua facil implementacdo e baixo custo econdmico e com-
putacional, mas uma das desvantagens que ele apresenta, € sua sensibilidade ao ruido e
perturbacdes, razao pela qual surgem outros métodos ou técnicas de controle que melhoram
este comportamento mediante adaptacdo de algum dos parametros do sistema de controle.
Na literatura sao reportados alguns trabalhos, como o desenvolvido por Marcos [22], quem
trabalhou em projetos de controle convencionais e adaptativos aplicados aos sistemas térmi-
cos de uma bancada de ensaios de cabos condutores. O objetivo deste trabalho € o estudo do
projeto de controladores PI D convencionais e adaptativos usando uma técnica de otimiza-
cao baseada em evolugdo diferencial para sistemas discretos, com a finalidade de comparar
seu comportamento frente a uma mesma entrada e escolher a que melhor resposta para dife-
rentes condi¢des. Um dos interesses no trabalho com controladores € a obten¢do de ganhos
aceitdveis, esta abordagem € feita usando o critério de alocac@o de polos em malha fechada
em funcdo da identificacdo dos parametros de desempenho de um sistema para projetar um
filtro de Kalman estendido [23].

O F'K € conhecido pela sua ampla aplicagdo em tecnologia, numerosos estudos publica-

dos na literatura rotineiramente sao referidos nesta aplicacao, a fim de estimar as varidveis



do estado atual, junto com suas incertezas [24]. Assumindo modelos lineares sujeitos a
alguns ruidos Gaussianos aditivos aceitdveis com variincia conhecida, a estrutura do F'K
implementa um tipo de estimador preditor-corretor que € 6timo no sentido de minimizar o
erro de covariancia estimado, o qual permite a convergéncia das varidveis de estado para o

estado estaciondrio, independentemente das condi¢des iniciais [21].

Outro aspecto importante é o conhecimento do processo e perfil estatistica da medida do
ruido [25], no entanto, na maioria das aplica¢des praticas, estas estatisticas sdo inicialmente
desconhecidas, o qual leva a necessidade de criar um sistema que possa se adaptar a estas
condi¢Oes evitando a divergéncia do 'K [26], dado que a andlise de filtragem em tempo
discreto do F'KK sob covariancias de ruidos incorretos [27], leva a uma determinacgdo de
estados incorretos afetando grandemente a solucdo, uma vez que uma estimativa e levando
degradacdo do desempenho do sistema e por conseguinte, conduz o filtro para a configuracao

de divergéncia.

Um dos grandes inconvenientes ao aplicar os Filtros tradicionais em um ambiente dina-
mico em constante mudanca € a determinacao e ajuste das estimativas que possam mudar no
transcurso do tempo, o qual leva a considerar técnicas adaptativas que tratam este problema
[28]. Esta ideia de trabalhar com varidveis adaptativas tem sido trabalhada por muitos auto-
res, considerando que é fundamental a estimacdo da covariancia do ruido das matrizes Q)
e Ry pertencentes aos ruidos e perturbacdes do processo, respectivamente, esperando que
uma formulacio de um filtro de Kalman adaptado F'K A levara a um melhor desempenho do
sistema e impedira a divergéncia do filtro [29], assim o F'/K A ajusta o conhecimento sobre
os valores de Ry, e (), de acordo com a diferenca entre as estimativas previstas e as medicoes
realizadas [30].

Por conseguinte, os filtros adaptativos sdo mais adequados quando as condi¢des de sinal
de entrada ou os parametros do sistema variam lentamente dado que o filtro é capaz de
se auto ajustar para compensar essas mudancas [31], nesta mesma linha fathabadi [32]
propde um fator de desvanecimento para adaptar o filtro, chamando a sua proposta como
filtro de Kalman estendido trabalhando para reduzir o efeito da incerteza da variancia do
ruido, que foi causado por informacdes incompletas e medi¢des de sensores assincronas,
este fator € inserido na etapa de atualizacdo do filtro, mediante uma comparacao de fatores

que relacionam o erro nas medidas.

Assim, Chui [33] mostram as caracteristicas e vantagens que se tem quando se trabalha
com F'K A, no caso de conhecer todas as matrizes que representam a dindmica do sistema
e as matrizes (0 e R, e com varidncias iniciais dos estados conhecidas o F'K fornece um
processo de estimagdo 6timo e eficiente para calcular as variancias dos estados em tempos
relativamente curtos. No entanto, se ndo todas as matrizes do sistema sdo conhecidas o
algoritmo de filtragem deve ser modificado para que as estimativas 6timas do estado, bem
como as matrizes desconhecidas, sejam realizadas em tempo real a partir dos dados recebidos
V. Algoritmos deste tipo podem ser chamados de algoritmos adaptativos, Se (5 e Ry sdo



conhecidos, a filtragem adaptativa de Kalman pode ser usada para "identificar"o sistema e /
ou as matrizes de medicao. Por tanto, quando se conhecem todas as matrizes que representam
a dindmica do sistema e uma matriz )y ou Ry, pode ser criado um algoritmo adaptativos para
identificar a matriz faltante, existem diferentes algoritmos propostos entre estes o de Mehra
em 1970 [34] quem usou as fung¢des de auto correlagcdo da sequéncia de inovacao para estimar
Q@ e Ry para o sistema invariante no tempo, onde foi assumido que o sistema € constante e
as estrada aleatdrias s@o estaciondrias, onde inicialmente € dado um teste de correlagdo que
verifica se o F'K esta funcionando otimamente ou nao, se o filtro for subotimo, € dada uma
técnica para obter estimativas assintoticamente normais, imparciais e consistentes de () e
Ry, esta técnica funciona apenas para o caso em que a forma de (), é conhecida o nimero
de elementos desconhecidos em (J; ndo é menor que a dimensdo do vetor de estados e da
dimensdo do vetor de medigdo, para outros casos, o ganho 6timo do estado estaciondrio K,

obteve diretamente por um procedimento iterativo sem identificar ().

O trabalho de Wang,2010, [35] propde uma maneira inovadora de estimar simultanea-
mente a matriz de varidncia R, do vetor de medicdo e a matriz de varidncia (J; do vetor
de ruido de processo com base na estimativa da componente varidncia-covariancia, aprovei-
tando as vantagens dos residuos de medicao e dos residuos de ruido do processo, objetivado
na identifica¢do da posicao relativa cinematica € determinar as coordenadas do objeto mével
A em relacdo a um ponto estaciondrio conhecido B. Este tipo de posicionamento requer
observacdes simultdneas em dois pontos e pode ser executado com intervalos de cédigo ou
/ e fases portadoras, o algoritmo proposto aqui considera a obteng¢do do vetor de atualiza-
cdo em do sistema em trés grupos de residuos correspondentes a: vetor de medi¢do, vetor
de ruido do processo e vetor de estado previsto, excluindo o efeito de o ruido do processo.
Os dados de GPS simulados e reais em modo de posicionamento relativo cinematico foram
utilizados para demonstrar o desempenho do F'K A adaptado proposto, foram considerados
como parametros de analise: a aceleracdo do veiculo a qual € modelada como o ruido do
processo, na variancia atribuida ao processo de ruido, codificacdo e medi¢des de fase foram
arbitrdrias e independentes dos angulos de elevacao do satélite. Os componentes de ruido
do processo de aceleracdo 3D sdo estimados,o ruido do processo de ambiguidade flutuado é
assumido como zero, os componentes de variagdo-covariincia foram agrupados em relacao
a elevagdo do satélite e presume-se que, em intervalos curtos em angulos de elevag¢do do
satélite, a variacdo nio muda muito, os intervalos dos angulos de elevacdo do satélite para
cada grupo variam razoavelmente, de modo que cada grupo pode ter quase 0 mesmo nimero
de medidas. Isso garante que ha residuos suficientes para estimar todos os componentes de
variancia de forma confidvel. Como resultado, havera intervalos irregulares e também serdao
diferentes para cada conjunto de dados. Este trabalho apresenta um algoritmo adaptativo
para o F'K baseado na estimativa da variancia e covariancia para estimar simultaneamente
os pardmetros () e Ry, concluindo que tem boa convergéncia com relag@o aos fatores de
estimacdo. Ja yoneyamal994 [36] apresentou um controlador sub 6timo dual para sistemas

lineares com variacdes paramétricas ndo lineares, considerando uma fun¢do de perda a ser



minimizada mediantes a soma das variincias da saida em torno de um valor de referéncia em
dois passos futuros no tempo. Sao utilizados preditores 6timos para a estimagao da saida fu-
tura necessdria ao calculo do sinal de controle a cada passo. Este trabalho usa o principio de
separacdo mostrado em Bar-Shalom e Tse (1974) [37], para dividir o problema de controle
em duas etapas: estimacao dos parametros e controle do sistema. No caso, da estimagao esta
¢ feita através do F'K'E linearizado em tomo da estimativa atual dos pardmetros. J4 o controle
proposto tenta melhor as estimativas em duas etapas Primeiro, a acdo de controle é escolhida
para minimizar o desvio da saida de um valor de referéncia. Segundo, o sinal de controle
ajuda a obter melhor informacao sobre os parametros desconhecidos do sistema. Assim, o
sinal de controle € calculado para minimizar o desvio da saida nos dois passos seguidos a sua
aplicag@o no sistema. Sendo dificultoso para o célculo do sinal de controle a necessidade da
avaliacdo da saida futura a aplicagdo do mesmo, introduzida quando tenta-se melhor a saida
dois passos futuros ou adiantados, o qual leve a minimizar a variancia da saida em funcio da
referéncia, encontrando problemas de aplicacdo real, dado que a minimizagdo da variancia
requer um algoritmo recursivo que € executado a cada iteracdo para comparacdo levando a
grandes esfor¢os computacionais, e outra dos inconvenientes € que a técnica € desenvolvida
para sistemas invariantes nao lineares obtendo um modelo ndo muito precisa de referéncia,
além do desconhecimentos das estimativas reais ;. € Ry evitando bons resultados para ser

implementado em tempo real.

Assim, Mohamed1999, [38] trabalho na proposta de um F' K A baseado no critério de
maxima verossimilhanga para a escolha adequada do peso e, portanto, dos fatores de ganho
para calibrar um sistema de posicionamento /NS/GPS, comparando os resultados com
os dados de referéncia altamente precisos. Os resultados mostram que o F'K A supera o
convencional ajustando a variancia do ruido do sistema da matriz (J; ou a atualizagdo de
medicdo matriz Rj ou ambas. Para alcancar um melhor desempenho relacionado a precisao
foi divido o trabalho em duas etapas, uma de modelagem e outra de estima, dado que um
modelo mais preciso permite identificar com mais precisao erros de estimativa, relacionando
desta forma a otimizagdo do algoritmo com a qualidade da informacdo a priori do processo
e o ruido da medicdo que € atualizado mediante o uso do FK, mas o processo depende da
adequada determinac¢do do modelo para conseguir realizar a adaptacdo do parametro () e
Ry, conhecendo os limites de varidncia para poder escolher a adaptacdo requerida para o

Pprocesso.

Outro trabalho analisado foi o de mbalawata [39], propde um algoritmo variacional Baye-
siano adaptativo Metropolis vbam, que atualiza a matriz de covariancia do FK, criando assim
um filtro de Kalman adaptativo variacional Bayesiano (FFK'A — V B), a ideia de algoritmo
classico Metropolis € essencialmente estimar empiricamente as covariancias das amostras e
utilizar esta estimativa para construir a proposta de distribuicdo que é formulada usando esti-
macao bayesiana recursiva, onde o termo usado para este tipo de estimativa recursiva € a fil-
tragem Bayesiana, para o qual o modelo de espaco de estado deve ser uniforme e totalmente

controladvel e observdvel o campo de covaridncia utilizando, usa o inverso da distribui¢do de
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Wishart (1T1), que é inserido na equagdo de covarincia do sistema do Filtro de Kalman para
calcular os estados do sistema, concluiu-se que o modelo dd bons resultados uma vez que
podem ser adaptados as diversas varidveis que resultam da manipulacdo da distribui¢do e o
filtro, mas para casos ndo-lineares, ndo apresenta boa precisdo, porque eles precisam ter um
modelo no espaco estados bem definidos, mas,mbalawata [39], desenvolve uma aplicagcdo
muito mais parecida com a que ird a ser apresentada neste projeto, esta aplicacdo funciona
com um (AUV), onde foi feito um filtro de Kalman adaptativo robusto (£ AR) mostrando
adaptagdes de medicao de covariancia e do ruido das matrizes () e R;. usando fatores adap-
tativos, a fim de controlar falhas nos sensores e os atuadores. O objetivo desejado € detectar
a falha, e a executar o processo de adaptacdo necessdria para que a caracteristica estimada
ndo deteriore o processo. O filtro executa um procedimento de adaptacdo na matriz de cova-
ridncia do ruido Ry, e o processo (), usando um fator de escala para a adaptacdo do termo
Ry e outro fator de adaptacdo do pardmetro (). A adaptacdo de Ry, € efetuada comparando
os valores reais e tedricos da matriz de covariincia para cada atualizacdo, se ha uma falha
do sistema, o erro € maior que o valor tedrico para o caso € ajustado a matriz (), corrigindo
o erro do atuador comparando o erro real de covariincia real e tedrica. A base da adaptacao
() é a obtencdo de um fator multiplicador para adaptac¢do matrizes (), € Ry, esta adaptacdo é
integral, concluindo que com base no erro tedrico pode-se identificar que tipo de adaptagdo

que deve ser feito sem a deterioracdo da estima.

Santanal999, [40] empregou um algoritmo preditivo para trabalhar com sistemas nao
lineares multivaridveis aplicados ao controle do fluxo de um rotor de velocidade de um mo-
tor de inducao trifasico, o qual depende do conhecimento das tensdes do terminar estator,
corrente do estator, fluxo do rotor e velocidade de eixo do motor, identificando o fluxo do
rotor e a velocidade do eixo do motor mediante a implementagdo de um F' K F/, o controle
proposto preditivo baseado no modelo linearizado a cada amostragem realizada no controle
da velocidade e do fluxo de rotor do M I (Motor de indugdo), sendo estas varidveis estimadas
mediante um filtro de Kalman estendido F' /K E. Este trabalho foi realizado e testado median-
tes simulac@o numérica mostrando que € possivel com a abordagem multivaridvel controlar o
fluxo e a velocidade através da manipulacdo direta das tensdes de estator, sem a necessidade
de controladores de corrente, os testes realizados mostram ruidos significativos o qual indica
que o trabalho pode ser melhorado mediante o tratamento dos mesmos e melhora do controle
P1 utilizado.

Uma das partes fundamentais deste trabalho é gerar um sistema de controle que pode ser
usado e gere um desgaste minimo dos atuadores de um sistema, de modo a deixar um controle
mais robusto e seguro para ser aplicado em sistemas reais. Este aspecto, tem sido trabalhado
por varios autores entre eles caliskan2014 [41], quem fez uma adaptacdo modificando duas
etapas do FK linear para identificar a perda de eficiéncia de controle e a magnitude das
falhas nos atuadores de um avido (B747), em malha fechada, para o qual trabalhou de forma
eficiente o fator de controle de amplitude para quantificar os defeitos dos atuadores e realizar

uma estabilizacdo em tempo real, dado que o sistema € ndo linear, foi feita uma aproximacgdo
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mediante a lineariza¢do do sistema em torno de um ponto de operacgio, em seguida, por meio
de simulagdes foram achadas as magnitudes das falhas dos atuadores, e o valor percentual
das perdas parciais de estabiliza¢do, mas, a ndo linearidade do sistema gera grandes defeitos

das estimativas, causando problemas para uma execucao real.

Por outro lado amoozgar [42] fez uma abordagem semelhante a que foi feita por calis-
kan [41], trabalhando num detec¢@o de problemas e diagnéstico de avarias (F'DD) de um
helicéptero quadrotor, estes defeitos sdo analisados nos atuadores, para o qual € utilizado
um FK em duas etapas T'S K F', esse filtro € usado para calcular e isolar possiveis falhas em
cada um dos atuadores, considerando cada falha como uma perda de efici€éncia dos rotores
de controle, de modo que foram analisados trés diferentes casos: a perda de eficiéncia de
controle em um atuador, a simultanea perda na eficicia do controle dos motores, e a perda de
controle da eficiéncia dos trés motores com magnitude diferente, para este caso os atuadores
sdo controlados usando técnicas (PW M) nas entradas dos motores aplicando a um controle

para cada um dos atuadores, seu trabalho foi validado em um quadrotor (gball — X4).

Um estudo semelhante foi apresentado por ma2015 [43], ele trabalhou em um (AUV'),
de seis graus da Liberdade, continuando o trabalho de ducard [44], utilizando o mesmo
modelo fisico, ja totalmente definido, o seu trabalho foi baseado na identificacdo das falhas
de atuadores, ele propds o acompanhamento de virios modelos de estimativa de algoritmos
adaptativos para alcancar um rdpido diagnéstico de falhas causadas pelo atuador, para tal
tarefa, foi usado um filtro de Kalman adaptativo, utilizando os fatores de desvanecimento,
propondo uma equagdo de previsdo da matriz covaridncia com parametros euclidianos, a
metodologia implementada foi trabalhar com seis filtros, cada um para um grau de liberdade,
a fim de fazer uma melhor deteccdo das falhas, dando origem a uma melhoria na equacao
atualizac@o da matriz covariancia através da introducdo de varios fator de desvanecimento, e
uma melhoria na precis@o usando a norma euclidiana, que permite a realizacao de um menor

numero de calculos.



Tabela 1.1: Resumo das referéncias

COMPARACAO DAS RELEVANCIAS DE ALGUMAS REFERENCIAS
Referéncia Adaptacio | Ccontrole | Tedrico | Numérico | Real | Aplicacao
Mehral970 QeR Nao Sim Sim Nao | Nao
Yoneyamal994 | Nao Sim sim Sim Nao | Nao
Chui1999 Definicao | Nao Sim Nao Nao | Nao
Mohamed1999 | Qe R Nao Sim Sim Sim | INS/GPS
Santana2008 Nao Sim Sim Sim Nao | Motor
Fathabadi2009 | Qe R Nao Sim Sim Nao | DSK 6713
Wang2010 QeR Nao Sim Sim Sim | GPS
Amoozgar2013 | Nao Sim Sim Sim Nao | Atu-VANT
Caliskan2014 Nao Sim Sim Sim Nao | Atu-B747
Marcos2014 QeR Sim Sim Sim Nao | Nao
Ma2015 R Nao Sim Sim nio | Atu-UAV
Mbalawata2015 | Qe R Sim Sim Sim Nao | UAV
Miguel2017 Q Sim Sim Sim sim | Tanques

A tabela 2.1 mostra os aspectos relevantes de algumas referéncias bibliograficas analisa-
das, sendo a primeira coluna a referéncia indicando o autor e ano de publicacdo, a segunda
coluna indica se houve neste trabalho adaptacdo e indica o parametro adaptado que pode ser
Q@ elou Ry, a terceira coluna informa se houve aplicacdo de um controle ou foi aplicado s6
o 'K como observador de estados, a quarta coluna informa se o trabalho foi tedrico e teve
contribui¢do na literatura, considerando livros, teses e artigos publicados, a quinta coluna
mostra se foram feitas simulacdes numéricas para verificagdo das hipéteses propostas nestes
trabalhos, a sexta coluna mostra se houve uma aplicacdo da proposta em um sistema fisico
real, e a ultima coluna mostra onde foi aplicado este trabalho mesmo sendo realizado como

simulag¢do ou como aplicagao real.

Analisando os trabalhos reportados com relagdo ao estudo do F'/K, adaptagdo, controle,
desenvolvimento tedrico, criagcdo de algoritmos de adaptacao, anélise numérica, implementa-
cdo real e analise de aturadores, vemos que este conjunto de acdes ndo sio abortadas de forma
completa, grande parte das referéncias analisadas realizam contribuicdes de adaptacdo das
matrizes () ¢ R, mediante técnicas de variancia da em relagao a saida, ou fator de desvane-
cimento, mas nao conseguem ser analisadas para malha aberta e fechada ao mesmo tempo,
ou sistemas lineares e ndo lineares ou sistemas SISO e MIMO, a diferenca apresentada
nesta proposta de adaptacdo em comparacdo com as mostradas em trabalhos consultados, € a
abordagem completa que se faz dos itens anteriormente citados, encontrando um algoritmo
de facil implementagdo o qual € obtido mediante a analise da variancia de entrada e saida
do sistema dindmico, ndo gerando grande custo computacional em sua aplicacdo dado que

a variancia da saida é calculada mediante a implementacdo de um filtro de primeira ordem
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de variancia conhecida permitindo realizar a adaptacdo da matriz correspondente a pertur-
bacdo, partindo do fato que as perturbacdes sdo as principais causas das instabilidades ou
divergéncias do sistema com relagdo ao ponto de equilibrio mostrando de forma clara como
pode ser aplicada a diferentes sistemas (Visando em aplicagdes na drea de petréleos), além
disso, serd demonstrado mediante simulagdes numéricas que a técnica reage de forma forte
a grandes perturbacdes e quando a perturbacdo ndo for tao grande o esforco € feito pelo
controle e ndo pelo atuador, protegendo desta forma os mesmos, conseguindo encontrar as
estimativas da matriz (), para um F'K estitico gerando bons resultados em malha aberta e
fechada demonstrando que quando € feita uma comparacao entre os dois filtros analisados o
F K A proposto apresenta uma vantagem maior em filtragem e reacdo frente a perturbacdes
mostrando sempre respostas mais suaves e uniformes comparadas com o caso sem adaptacao,
permitindo aproveitar desta forma os resultados obtidos os quais sdo aplicados a sistemas nao
lineares tratados aproveitando a planicidade diferencial do sistema e linearizados mediante
a base canonica de Brunovsky encontrando bons resultados, concluindo que esta proposta
¢ bem completa dado que pode ser implementada para sistemas SISO, MIMO, Lineares e
Nao lineares com baixo custo computacional, facil implementacdo e boa performance das
respostas obtidas nos diferentes sistemas dindmicos analisados, resultados que ndo tem sido

encontrados nos diferentes trabalhos analisados.

1.5 ORGANIZACAO DO DOCUMENTO

Este documento esta organizado da seguinte forma, inicia-se com uma introdugdo e a
identificacdo da proposta do problema e a importancia do desenvolvimento deste projeto,
posteriormente no capitulo 2 se mostra toda a base da tedrica de controle que foi usada para
implementar o projeto, onde se fala de diferentes técnicas de controle, como LQR,LQG,
F K variante e invariante no tempo ¢ F'K A, este capitulo finaliza mostrando a importancia
de trabalhar com sistemas adaptativos, seguidamente no capitulo 3, € mostrado um suporte
estatistico, dado que na proposta desenvolvida se trabalha com propriedades Markovianas
para determinar a variancia de sistemas dindmicos lineares, termina-se mostrado como cal-
cular a variancia para um sistema de segunda ordem, ja no capitulo 4, se mostra a proposta de
adaptacdo para um sistema em malha aberta e malha fechada, terminando com um exemplo
onde € mostrado o cdlculo das constantes da adaptacdo, no capitulo 5 se apresenta uma se¢ao
de simula¢des numéricas para verificar a proposta de adaptacao proposta, ja no capitulo 6 se
mostram os resultados obtidos om um sistema real (Uma bancada de quatro tanques), a qual
foi usada para verificar a proposta de adaptacao em malha aberta e malha fechada, finalizado

com o capitulo 7 onde sdo mostradas as conclusdes e recomendagdes.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este capitulo mostrar alguns conceitos fundamentais que serdo usados no desenvolvi-
mento do projeto. O capitulo inicia mostrando de maneira bésica os diferentes controladores
6timos como controle LQR e LQG, e ainda mostra uma comparacao do Filtro de Kalman
variante e invariante no tempo para sistemas simples e a defini¢do do filtro de Kalman adap-

tativo no qual é baseado o desenvolvimento deste trabalho.

2.1 SISTEMAS DE CONTROLE OTIMO

O controle 6timo € uma técnica matematica usada para resolver problemas que precisam
de otimizagdo em sistemas que evoluem no tempo, e que sdo sensiveis a perturbacdes ex-
ternas, desta forma a solucdo do problema leva a definir o comportamento das varidveis de

controle, indicando o comportamento das mesmas para conseguir um estado final 6timo [1].

O controle 6timo € o conjunto de técnicas para determinar o controle e trajetorias de um
sistema dindmico que minimiza uma func¢io sobre um intervalo de tempo [1].As técnicas
de controle 6timo sdo diversas, e podem mudar de acordo com a aplicagdo, mas sempre o
problema pode ser tratado de forma geral seguindo as seguentes instrucoes.

1. Definir o modelo matemético do sistema controlado;
2. Especificar o critério de contorno para o estado;
3. Descrever as restri¢des sobre o estado e o controle;
4. Descrever as variaveis do problema que esto livres.
Mesmo aplicando as instru¢gdes indicadas anteriormente, a totalidade dos problemas de

controle 6timo nao pode ser resolvidos analiticamente, precisam de algum tipo de ajuste o

qual € feito de acordo com a aplicacdo para obter resposta adequada [1].

2.2 METODOLOGIA DE CONTROLE LQR

O controle LG R € analisado como uma aplicacdo particular de um problema de otimi-
zagdo, com o objetivo de procurar um vetor de entrada u que minimiza a fungdo J(.) como
mostra a equacgdo 2.1, tendo como principal restri¢do de aplicac@o a definicao de um modelo

do sistema em espago de estados como mostra a equacao 2.2:
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J(z,Q,u, R) 2.1)

T = Ax + Bu (2.2)

A descricao das equacdes anteriores correspondem a um controle 6timo, no caso do caso
do Regulador Linear Quadratico, o indice de desempenho J € um mapeamento dos espagos
dos vetores de estados e do controle que sdo ponderados pelas matrizes constantes () e R,
respectivamente, desta forma foram identificadas algumas vantagens do controlador LQR
[48]:

a Obter uma lei de controle em malha fechada;
b Os custos de computagdo sdo baixos;

¢ Controle robusto com margem de estabilidade garantido e margem de fase grande [49].

Este controle tem como desvantagens a necessidade de conhecer os estados completos
para realizar a realimentacdo do sistema, e a maior desvantagem é que ndo pode ser usado

este controle se o sistema tiver ruido ou perturbacdes externas [48].

2.2.1 Problemas do controle LQR

O problema do controle LQR em relagdo a equacdo algébrica de Riccati FAR, € a
escolha das matrizes de ponderagdo e suas relacdes com os métodos de busca 6tima. A
E AR por sua defini¢ao é estavel, dado que as matrizes de ponderagao e condi¢des cumprem
as condicdes que obedecem rigorosamente as restricoes que garantem a existéncia de uma
solucdo 6tima, assim o L) 12 é formulado por meio de um indice de desempenho quadratico e
tem como restri¢do a equacao de estado linear invariante no tempo como apresenta a equagao
2.3 [48].

J(to) = %xT(t)P(t)x(t) + %/t (2" (1)Q(t)x(t) + u" R(t)u)| dt (2.3)
= Ax + Bu 2.4)

Sendo xz € R",eu € R™, o conjunto A, B controldvel, o par A, C' é observavel, P(T) >
0,Q(T) > 0,e R > 0. Todas simétricas () € R"™", e R € R"™ sdo matrizes definidas e
semi-definidas, positivas respectivamente. Onde [ty, 7] € o intervalo de tempo de interesse
do problema [48].
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2.2.2 Solucao do controle LQR

O propésito do projeto LQR € estabelecer uma relag@o entre as energias do vetor de
estado x(t) e do vetor de controle u(t), sendo o sistema em espaco de estados representado

nas equagoes 2.5 e 2.6:

i = Ar + Bu (2.5)
y=Cx+ Du (2.6)

O objetivo do trabalho e a determinag@o da lei de controle u(t) que minimiza a fungéo
de custo quadrética, também conhecida como indice de desempenho quadrético a ser mini-

mizada, com os limites de integracdo entre 0 e oo representada pela equagdo 2.7 [5]:

J = mimum /0 h ‘(x’ OQ)x(t) +u () R(t)u(t))| dt (2.7)

A lei de controle estabelecida estd em fun¢do das matrizes de () € R"™" de estado
simétrica, semi-definida positiva (() > 0) e de controle () € R™™ simétrica e definida
positiva (R > 0) [S]. Se o sistema & estdvel, a lei de controle que estabiliza o sistema e
minimiza o critério, é dada pela equacdo 2.8:

u(t) = —kx(t), keR™" (2.8)

Assim, o projeto de controle 6timo é reduzido a determinagao dos elementos da matriz

de realimentacdo dos estados K mostrados na equacao 2.9:

K=R'B"p (2.9)

Sendo P, uma matriz definida positiva obtida da solucdo da equacgdo algébrica de Ricatti,
representada pela equacao 2.10:

A'P+ AP - PBR'B'P+Q =0 (2.10)

2.2.3 Escolha das matrizes Q e R.

A escolha dos pardmetros das matrizes () e R estdo relacionados com a lei de controle
linear do sistema, composta pelos vetores de estado e do vetor de controle que sdo usados
para minimiza a equacdo de Riccati [50], levando a necessidade do conhecimento dos veto-

res de estado que serdo minimizados e os valores mdximos dos estados e da lei de controle, e
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finalizasse realizando simulacdes destes valores, recebendo um ajuste mais fino para encon-
trar os valores que sejam mais adequados para a aplicacao realizada [51], o que geralmente

nao € facil de fazer, por essa razdo se procuram metodologias adaptativas para estes ajustes.

2.2.4 Robustez do controle LQR

O controle LQ)R garante estabilidade, robustez, apresentando uma margem de fase mi-
nima de 60°, uma margem de ganho crescente infinito, e uma margem de ganho decrescente
de 0.5 . Que garante que o sistema em malha fechada com controle LQ R seja estdvel para
qualquer incremento no ganho, e para todos os ganhos superiores, ¢ a metade do valor no-
minal do projeto. [52]

A adicdo da parte integral elimina os erros de regime permanente ocasionado pelas per-
turbagdes, o que proporciona robustez frente as variagdes dos pardmetros do modelo do
sistema, a parte integral € importante nos casos que o modelo precise de pequenos sinais no
célculo do controlador L() R, onde o modelo depende do ponto de trabalho. O erro causado
ao projetar um controle longe do ponto do trabalho pode ser cancelado mediante a imple-
menta¢do da acdo integral. Se € analisada a robustez do projeto L) R, a a¢do integral permite

obter erro estaciondrio nulo, mesmo o modelo apresentando erros grandes [53].

Outra vantagem do controle L() R em relag@o a sua robustez é que apresenta uma sensi-
bilidade inferior ou igual a unidade para toda a margem de frequéncias. Assim € de supor
que a funcdo de transferéncia do sistema completo tem uma variacdo minima em relacdo a

variagdo dos elementos do sistema, para qualquer frequéncia [53].

2.3 CONTROLE ADAPTATIVO

Existem muitos processo e situacdes onde os parametros da planta podem variar com
o tempo, por diferentes causas, por exemplo no caso da manipulacdo de um robd que se
movimenta a variagdo da carga, faz uma variacdo dos pardmetros do sistema. Se a fun¢do
de transferéncia da planta muda, entdo é necessdrio uma nova sintoniza¢do dos parametros
do controlador, no caso de um controle P/D, deve ser feita a uma nova sintonizagdo dos
parametros: derivativo, proporcional e integral. O sistema de controle adaptativo é baseado
no uso de um microprocessador que faz a funcdo do controlador. Este dispositivo permite
que o modo e os parametros do controle sejam ajustados ou adaptados em circunstancias
diversas, modificando-as conforme as circunstancias mudam. Assim, um sistema de controle

adaptativo esta dividido em trés etapas de operacao [2]:

1. Comeca a operar com as condi¢des definidas no controlador tendo como base uma con-

dicdo inicial considerada;
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2. O desempenho desejado é comparado continuamente com o desempenho atual do sis-

tema;
3. O modo de sistema de controle e os parametros sao automaticos e continuamente ajusta-

dos para minimizar a diferenca entre o desempenho atual do sistema e o desejado.

O controle adaptativo € aquele que identifica a planta para ajustar os parametros do con-
trolador para valores ideais. Em qualquer problema de projeto de sistemas de controle vai
ser necessario a distingdo de oito consideragdes importantes [54]:

1. Estabilidade;

2. Comportamento dindmico;

3. Monitoramento de desempenho;
4. Restrigdes ;

5. Robustez;

6. Velocidade de convergéncia;

7. Capacidade de rastreamento;

8. Estabilidade numérica.

Este controle enfatiza no seguimento do sinal de referéncia, considerando o projeto de
controladores com base em um modelo capaz de prever saidas futuras, em fungao das saidas
passadas e entradas passadas e presentes, fazendo que acdo de controle em um instante de
tempo presente, permitindo transferir a saida futura para um valor desejado. Estocastica-

mente falando, o equivalente deste tipo de controle € um controlador de variancia minima,

onde se faz a minimizacao de uma funcdo para garantir a estabilidade da planta [55]:

Os controles adaptativos podem assumir algumas formas, as mais comuns sdao: Con-
trole com ganho escalonado, Regulador autoajustdvel e Sistemas adaptativos por modelo de

referéncia.

2.3.1 Controle com ganho escalonado

Este controle é conhecido como controle adaptativo pré-programado, variagdes prévias
nos parametros do controlador sdo feitas com base em uma medicao auxiliar de uma varidvel

de processo. A figura 2.1 mostra este processo [2].
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Figura 2.1: Controle de ganho escalonado. [2]

Uma desvantagem deste sistema € que os parametros de controle t€m que ser determina-
dos para muitas condi¢des de operacdo, com a finalidade que o controlador possa selecionar
um conjunto de pardmetros para se ajustar as condi¢des predominantes. Portanto, uma van-

tagem € que as mudancgas podem ser feitas rapidamente quando as condi¢des mudarem [2].

2.3.2 Regulador auto-ajustavel

Com o controle auto-ajustdvel o sistema € sintonizado continuamente, modificando os
parametros baseados no monitoramento da varidvel do sistema que estd sendo controlado e
da saida a partir do controlador. A figura 2.2 mostra estas caracteristicas [2], onde o auto-
ajuste ¢ normalmente encontrado em controladores I D comerciais, geralmente conhecidos
como auto-sintonizdveis. Quando o operador pressiona um botdo o controlador injeta um
pequeno disturbio no sistema e mede a resposta, a qual € comparada com a resposta desejada
e os pardmetros do controlador sdo auto-ajustados pelo método de sintonizacdo de Ziegles

-Nichols, para que a resposta atual seja proxima a resposta desejada [2].
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Figura 2.2: Controle adaptativo [3].

2.3.3 Sistemas adaptativos por modelo de referéncia

O sistema adaptativo por modelo de referéncia € um importante controlador adaptativo.

Ele pode ser considerado como um servo sistema adaptativo, no qual o desempenho desejado

¢ expresso em termos de um modelo de referéncia que dé a resposta desejada ao sinal de

comando [4]. Um diagrama de blocos do sistema € apresentado na figura 6.16.

K|

Modelo

Parametros
do
contolador

Mecanismo

ajustamento

Controlador

Sinal de
controle

"

Processo [

Figura 2.3: Controle reajustdvel [4].

Saida Y

O sistema tem uma malha de realimentacdo comum (malha interna), composta pelo pro-

cesso e o controlador, € uma outra malha de realimentacdo que modifica os parametros do
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controlador (malha externa). Os parametros sdo modificados com base na realimentagcdo a
partir do erro, que € a diferenca entre a saida do sistema e a saida do modelo de referéncia. O

mecanismo de ajustamento dos parametros do controlador pode ser obtido por dois métodos

[4]:

1. Controle usando o método do gradiente ou aplicando teoria de estabilidade (Teoria de

Estabilidade de Lyapunov);

2. Teoria para Estabilidade de Entrada-Saida.

Portanto. o problema principal é determinar o mecanismo de ajustamento para que seja

obtida uma estabilidade do sistema, o qual indica que o erro deve tender a zero [4].

24 FILTRO DE KALMAN

No ano de 1960, Rudolph. E. Kalman publicou um trabalho que descreve uma solugdo
de maneira recursiva para o problema de filtragem de dados discretos em sistemas lineares.
O trabalho mostra que, partindo de alguns valores iniciais, podem ser preditos e ajustados
os parametros de modelos através de cada nova medi¢do, obtendo a estimativa do erro em
cada atualizacdo. A sua habilidade para incorporar os efeitos de erros e sua estrutura com-
putacional fez com que o F'K tivesse um amplo campo de aplicagdes, especialmente no que
se refere a andlise de trajetorias em visdo computacional e controle de sistemas dindmicos,
devido ao fator que o filtro permite analisar sistemas que estao expostos a ruidos e perturba-
coes que sdo analisados de maneira estocdstica. Por isso, teoricamente, o F'K € conhecido
como um estimador na solu¢ao do problema Quadrético Linear, que € o problema de estimar

o estado instantaneo de um sistema linear perturbado por um ruido branco [21].

Existem muitas defini¢des do F'K, mas € basicamente um algoritmo recursivo muito
eficiente. E sua utilizacdo € baseada na estimativa das varidveis de estado de sistemas re-
presentados por equacdes de estado lineares. Quase sempre € considerado que o sistema €
perturbado por ruidos brancos e Gaussianos, de forma que os estados possam ser tratados

como varidveis aleatdrias gaussianas.

Os métodos de resolu¢do mediante a teoria do F'K permitem a utilizagdo de uma esti-
mativa recursiva, na qual a informacao, a priori, sobre o estado estimado se combina com as
medida para atualizar o parametro estimado [56]. O F'K pode estimar de forma continua ou

discreta.

O FK é um algoritmo de processamento de dados 6timos recursivos. Otimo porque
minimiza um critério e porque incorpora toda a informacio que € subministrada para deter-

minar a filtragem; e recursivo porque nao precisa manter os dados prévios, o que facilita sua
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implementag¢do em sistemas de processamento em tempo real. Este algoritmo é de proces-
samento de dados pelo fato de que foi projetado para ser usado em sistemas discretos. O
objetivo do F'K € estimar o estado de maneira 6tima, de modo que possa ser minimizado o

indice de erro quadratico meio [1].

Na filtragem tradicional do tipo resposta impulsiva finita (F'I R) ou do tipo resposta im-
pulsiva infinita (/1 R), assume-se que os pardmetros do processo estocéstico de entrada sdo
conhecidos, tais parametros determinam as caracteristicas do sinal de entrada. Porém, em
muitos casos praticos, no minimo algum parametro de entrada ou saida pode mudar ou nao
pode ser conhecido de forma exata, o qual faz necessario a implementacdo de um filtro que
possua o atributo de auto aprendizado, de maneira que este possa ajustar-se automaticamente
de acordo com cada situacgdo [57].

Entre os algoritmos adaptativos usados estd LM .S (Least Mean Squares), que constitui
uma das técnicas mais conhecidas para a implementacdo de um filtro adaptativo. O LM S
utiliza um algoritmo de gradiente estocdstico para adaptar a carga de um filtro. Esta adap-
tacdo consiste no ajuste continuo (e adaptativo) dos valores dos coeficientes do filtro, tendo

como métrica a minimizacao do erro no sentido da média dos quadrados [57].

2.4.1 Vantagens do filtro de Kalman

O Filtro € projetado supondo que o sistema pode ser descrito por meio de um modelo
estocdastico linear, onde o erro associado, tanto ao sistema quanto a informacao adicional que
€ incorporado nele mesmo, tem uma distribui¢do normal com média zero e variincia deter-
minada [1]. A solugdo € 6tima pelo fato de que o filtro combina toda a informacao observada
e o conhecimento prévio do comportamento do sistema para produzir uma estimativa do es-
tado de maneira que o erro é minimizado estatisticamente. O termo recursivo faz referéncia

a que o filtro recalcula a solucdo a cada nova observacao ou medida incorporada ao sistema
[1].

O F'K é€ o principal algoritmo para estimar sistemas dinamicos representado em forma
de espaco de estados. Nessa representagdo, o sistema é descrito pelo conjunto de varidveis
denominadas estados. Os estados contém toda a informagao relativa ao sistema em instantes
especificos de tempo. Esta informacao deve permitir a inferéncia do comportamento passado

do sistema, com o objetivo de predizer seu comportamento futuro [1].

O que faz o filtro interessante € precisamente a habilidade para predizer o estado de um
sistema no passado, presente e futuro, mesmo quando a natureza do sistema modelado seja
desconhecida. Na pratica, as varidveis dos estados individuais de um sistema dindmico nao
podem ser exatamente determinadas pela medicao direta. Pelo qual sua medicao € feita pelos

processos estocdsticos que envolvem algum grau de incerteza na medigao [1].

Os modelos em forma de espaco de estados de processos aleatdrios estdo baseados na
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chamada “propriedade de Markov”. Segundo esta propriedade, o futuro do processo com
respeito ao passado € independente, sempre que ndo seja conhecido o estado presente. Em
um sistema deste tipo o estado do processo resume toda a informacgdo relativa ao passado

que resulta relevante para predizer o futuro [1].

O algoritmo do F'K pode ser analisado usando a teoria de controle para sistemas rea-
limentados [58],sendo assim, que a efetividade do filtro estd na identificacdo de um estado
em um tempo k. Assim, o sistema realimentado obtém uma resposta (medida ruidosa).
Sendo representado duas atualizacdes importantes que sao de tempo e de medida, onde as
atualizacdes de tempo € usada para identificar um estado nesse tempo e a variancia do erro
para a estimativa em um tempo préximo k + 1 e a atualizacdo da medida € responsével pela
realimentacdo, a qual € usada para obter uma estimativa futura melhorada [59].

2.4.2 Caracteristicas do filtro de Kalman

a O F'K ¢ implementavel, de forma discreta, em um computador digital, permitindo econo-

mizar recursos € uma melhor resposta que a obtida com um filtro analdgico [60];

b O F'K ndo exige o conhecimento das dindmicas deterministicas de um sistema. Normal-
mente, 0s processos aleatérios sdo analisados de maneira estaciondria e muitas aplicacdes

de importancia incluem processos estocasticos nao estaciondrios [60];

¢ O FK é compativel com a formulagdo matematicas de sistemas dinAmicos em espago de
estados, assim permite a implementacdo de controladores opcionais para sistemas dinami-
cos [60];

d A descri¢do matemdtica do /'K apresenta a vantagem sobre outros filtros, como o filtro
de Wiener, que em sua representacdo matemadtica é mais simples, obtendo assim 6timos
resultados, pelo qual, sua implementacdo € superior na maioria dos casos e ¢ uma ferra-
menta muito utilizada para estudantes de engenharia [60]. O F'K fornece as informagdes

matematicas necessdrias para detectar, estatisticamente, e rejeitar medi¢des anomalas [60];

e O FK € o principal algoritmo para estimar sistemas dindmicos representados na forma de

espaco - estados, dado que o sistema € descrito por um conjunto de varidveis de estados;

f O estado contém toda a informacao relativa ao sistema em um tempo determinado.

2.4.3 Definicao do Filtro de Kalman Continuo
Seja a planta definida como apresentam as equacdes 2.11 e 2.12 [5]:
#(t) = Ax(t) + Bu(t) + Gw(t) (2.11)
y(t) = Cz(t) + v(t) (2.12)
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Sendo z(t) € R" o vetor de estados, u(t) € R™ e y(t) € R? sdo os vetores de entrada e
de saida, respectivamente, A € R™", B € R™™ e C' € R sdo matrizes que representam
o modelo do sistema, v(t) € R" é o ruido do processo, v(t) € R? o ruido de medida, que sdo
sinais nao correlacionados, ambos sdo ruidos brancos Gaussianos com média zero e matrizes

de covariancias w e v, respectivamente [5], como mostram as equagdes 2.13 e 2.14:

E {w(t)w(t)/} — W >0 (2.13)

E {u(t)v(t)’} —V >0 (2.14)

Sendo w a matriz de covariincia do ruido no estado positivo semi-definido, v € a matriz
de covariancia do ruido de média-positiva definida. Adicionalmente € assumido o ruido dos
sinais como nao correlacionados entre si, como apresenta a equagao 2.16 [5].

E{w(t)v(t)} =0 (2.15)

Elow(t)} =0 (2.16)

O sistema anterior pode ser representado no diagrama de blocos da Figura 2.4.

wi(r) v(r)

yir)

Figura 2.4: Diagrama de Blocos do sistema com ruido de estado e medida [5]

O problema a ser resolvido em regime permanente consiste em:

e Obter-se uma estimativa z/(t) do estado z(t), partindo da observagdo da saida y(t) [5].

e A estrutura de um 'K € semelhante ao de um observador de estados [5].
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A dinamica do F'K ¢ dada pela equacgdo 2.17:

&(t) = AZ(t) + Bu(t) + K(t)(y(t) — Cz(t)) (2.17)
O erro entre x(t) e 2'(t) é dado pela equagdo 2.18:

e(t) = (t) — 3(t) (2.18)

Substituindo a equagdo 2.12 na equagdo 2.17, o F'K pode ser representado como apre-
senta a equacao 2.19:

—~

(t) = (A — K(t)C)x(t) + wu(t) — K(t)v(t) (2.19)
Assim, o F'K é um sistema dinimico, onde a matriz de ganho 6timo L(t) é representada
pela equagdo 2.20.
L(t) = PC'V! (2.20)
Sendo P a unica solucao simétrica definida positiva da equagao Algébrica de Riccati, a
qual é representada pela equacao 2.21 [5].
PA' + AP — PC'v'CP+w =0 (2.21)

Onde o F'K deve cumprir que:
R M(A—-K(t)] <0,(i=1,2,..,n)

Entdo a estimativa gerada pelo filtro é 6tima no sentido que a variancia do erro de esti-

macao seja minima, como apresenta a equagdo 2.22 [5]:
miny " E{[z;(t) — F(t)]} (2.22)
=1

2.4.4 Exemplo de filtro de Kalman continuo

No seguinte exemplo deseja-se obter o ganho 6timo do sistema, baseado na matriz que
minimiza a equagdo de Riccati 2.24 [61], para tal caso sdo feitas as seguintes consideracoes:
Ruido do processo v(t) tem média zero e covaridncia v = 0.09, perturbagido na medicdo
¢ assumido com n%édia zero e covariancia w = 0.025, os estados sdo inicializados como:
z(0) = [0.5 05} , com covariancia de estado inicial Fy = I5,5, entdo o sistema descrito

em espacgo de estado representado pelas equacoes 2.23 e 2.24 é:
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1
-1

T+ w (2.23)

) -4 2
Tr =
-2 -4

y = [1 o} z+o (2.24)

Baseando-se no modelo de espago de estado apresentado na equagdo 2.11, para descrever
o comportamento do F'K do sistema, como foi mostrado nas equagdes 2.19 a 2.21. Substi-
tuindo os parametros das matrizes do sistema em espaco de estado tem-se as equacdes 2.25
a2.27:

x:[_4 et | oo - 1o s (2.25)
_9 4 _
[P1 P2 T
L) = | by py [1 o} (0.25) (2.26)
[0 o]_[—4 2] [p1 p2] [P1 P2 [-4 2]
0 0| [-2 —4||P2 53 P2 P3| |-2 —4
1 e
Pl P2 oo Pl P2 | 1
~|py Py 1 0] (025)7[1 0] I [_1 (0.09) [_1_

Para dar solug¢do a equacdo 2.27, a qual € uma solu¢do numérica, foi utilizado como
ferramenta o software MATLAB. Obtendo assim a solu¢do da equacdo de Riccati como

representam a equagao 2.28:

(2.28)

0.0066 —0.0088
—0.0088  0.0153

Entdo o ganho 6timo € dado pela equacao 2.29.

0.0066 —0.0088 T 0.264
L(t) = [1 o} (0.25)"! = (2.29)
~0.0088  0.0153 —0.352

2.4.5 Filtro de Kalman discreto

O F'K ¢ usando para analisar problemas onde siao considerados sistemas diferentes aos
sistemas ideais deterministicos, dado que ndo existe realmente um modelo matemético per-
feito de um sistema real, portanto o sistema estard exposto a perturbacdes do modelo ou dos
sensores que nao sao perfeitos, pelo qual é necessario desenvolver modelos que consideram
as incertezas, e que possam estimar de maneira 6tima os dados de interesse do sistema, que

pode apresentar problemas de modelagem e que precisa ser controlado de forma 6tima [62].
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Esta informacdo deve permitir a inferéncia do comportamento passado do sistema, pre-
sente ou futuro, dependendo do tipo de problema analisado por parte do /'K que pode ser
alisado, filtragem ou predi¢dao. O objetivo principal do F'K € estimar os estados de uma

maneira 6tima, de maneira que possa se minimizar o indice do erro quadratico médio [62].

Para o caso discreto, que € de interesse, o FK € definido como mostram as equagdes 2.30
e 2.31 [63]:

Le+1 = ALL’k -+ Buk -+ Wy (230)
yr = Cxyp + vy (2.31)

Onde A, B, C sao os parametros do espaco de estados do sistema discreto e os sinais
de entrada v(k) e w(k), sdo processos aleatdrias considerados ruidos brancos estaciondrios
com média zero, varidncia R e (), respectivamente e ndo correlacionados entre si , pelo qual

apresentam as seguintes propriedades [61]:

E{v} = E{w,} =0,Vj,k
E{vlvu} =R
E {v,zvj} =0
E {U]ka} =0,y k
E{wlw;} =0,Vk #j
E{wlwy} =Q

Assim a matriz de covariancia conjunta pode ser expressada como mostra a equacao 2.32:

E[(fj) (wh of)1=

Deste modo, o problema pode ser abordado de trés formas diferentes:

Qr 0

2.32
0 R (2.32)

”Predicio” Eobtida a estimativa (k-+1), conhecendo as medidas »(0), y(1), y(2), ..., y(k)

(2),...,y(k)

”Filtragem” Se obter a estimativa z(k), conhecendo as medidas y(0), y(1), y
”Alisado” é obtida a estimativa z:(k—1), conhecendo as medidas y(0), y(1),y(2), ..., y(k)

O critério para obter a matriz de covariancia 6tima € minimizar o erro estimado

P(n) = E [e(n)e" (n)] (2.33)

Comn =k+1,n=ken = k — 1, independente da etapa de filtragem, predicdo ou

alisado, a matriz de covariancia do erro e(k) é minimizada.

e(k) = z(k) — z(k) (2.34)



x(k+1) x(k) x(k-1)

y(k) y(k) y(k)

! s L I y ! | »
T i I = 3 ( I | { T I [ -

Predi¢ao Filtragem Alisado
Figura 2.5: Estados de um filtro de Kalman

Quando a matriz de covariincia P(k) é minimizada, qualquer forma quadratica

o’ P(k)a (2.35)

¢ minimizada, sendo aeR™!. E assumido que se conheca o valor esperado ou valor
médio do estado inicial X (0);

E [2(0)] = %(0) (2.36)

Que é um valor deterministico, além disso, se conhece a matriz de covariancia do estado
inicial

B [[2(0) - 2(0)] [2(0) - (0)]"| = Ry (237)

E [[z(0) — z(0)]v" (k)] = E [[z(0) — 2(0)] w" (k)] =0 (2.38)

Sendo independentes, brancos e de média zero. Assumidas todas as condi¢des anterio-

res, o objetivo é determinar a estimagdo z(k + 1), conhecendo as média contaminadas pelo

y(0),y(1),y(2),...,y(k), para que a matriz P(k + 1), de covariancia do erro, no instante

(k 4+ 1) seja minima. A solucdo encontrada por Kalman e Bucy foi um estimador 6timo dos
estados que tem por equacao:

Bk +1) = A(K)Z(k) + B(k)u(k) + K (k)[y(k) — §(k)] = A(k)Z(k) + B(k)u(k) (2.39)

E o digrama de blocos € representado na figura.
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x(k+1) x(k) . J: ¥(k)
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B(k) o TH—lCK = IMO (F.K.)
' ¥(k)
A{IE]QJ
L 4
2(k+1)

Figura 2.6: Filtro de Kalman com Predicao

O erro do sistema no instante k + 1 é:

e(k+1) = a(k +1) — 2(k + 1) = [A(k) — K(k)C(k)]e(k) — L(k)w(k) + v(k) (2.40)

O qual € representado como:

e(k+1) = A(k)e(k) — K(k)w(k) + v(k) (2.41)
e
e'(k+1) =" (k)AT(k) — w(k)" KT (k) + v" (k) (2.42)
Onde a matriz A(k) é deterministica e o objetivo é minimizar a matriz de covaridncia do
erro:
P(k+1)=E [e(k+1)e" (k+1)] (2.43)
E ndo o indice escalar )
J = §6T(/€ + De(k+1) (2.44)

Substituindo as equagdes do erro e erro transposto, tem-se:



E como:
Ele(k)yw” (k)] = AT (k + 1) Ele(k — 1)w” (k)] (2.46)

Assim, o valor esperado pode se expressar como mostra a seguinte equagao:

Ele(k)w(k)] = A(k — 1)E[e(k — D)w” (k)] = A(k — 1) A(k — 2)Ee(k — 2)w™ (k)] =
A(k = 1)A(k — 2)...A(0)E[e(0)w (k)] = A(k — 1)A(k — 2)...A(0)E[[z(0) — Z(0)]Jw” (k)]
(2.47)

Como:
E[[z(0) — 2(0)]Jw” (k)] =0 (2.48)

Os termos:
Ele(k)v" (k)] = Elw(k)e' (k)] =0 (2.49)

Entao,

P(k +1) = A(k)P(k)AT (k) + K (R)R(k)KT () + Q(k) = [A(k) — K (k)C(k)] P(k)[A(k)
—K(k)C(R)" + K(k)R(k) K" (k) + Q(k)
(2.50)

Para minimizar P(k + 1), é derivada a equag@o anterior em fun¢ao de K (k) obtendo o

valor minimo da funcdo.

dP(k + 1)
dK (k)

= 0= —2A(k)P(k)C(k)T + 2K (k)C(k)P(k)C(k)" + 2K (k)R(k) (2.51)

Manipulando a equagao anterior € obtida

K(k) = A(k)P(k)CT(k)[R(k) + C(k)P(k)CT (k)] (2.52)

K (k) é o valor que faz minima a forma quadratica o P(k + 1)«

K(k) — A(k)P(k)CT(K)D (k) =0 (2.53)
K(k) = A(k)P(k)CT (k)[R(k) + C(k)P(k)CT (k)] (2.54)

E importante notar que

e(0) = 2(0) — 2(0) = 2(0) — z(0) (2.55)



Assim, avaliando a equacdo anterior, a matriz de covariancia do erro é representada
como:
P(k+1) = Q(k) + [A(k) — K(k)CO (k)] P(k)A™ (k) (2.56)

A equagdo anterior representa a equacao de Riccati, estas equacdes mediante algumas

manipulagdes matematicas podem ser representados como mostra a equacao 2.57:

P(k+1)=Ax P(k)AT +Q
Kk+1)=AxPk)«CT % (C* P(k)CT + R)™! (2.57)
Pk+1)=[I — K(k)+C] P

A equacdo 2.57, mostra que pode ser calculada a matriz de covariancia sem a necessi-
dade de calcular o ganho de Kalman, porém, este € atualizado em cada um dos processos
recursivos, em resumo, neste procedimento o F'K discreto pode ser programado mediante o
algoritmo mostrado na figura 2.7, onde se mostra um organograma do F'K discreto, sendo
o primeiro bloco a inicializacao dos estados e a matriz de covariancia do filtro, o segundo

bloco representa:

O calculo do Ganho de Kalman K (k), o qual depende de cada passo de tempo discreto,
representado com a letra £,

A (Matriz de transicdo de estados);

B (é arelacdo da entrada com o controle do estado x);

C (Relagdo entre a medicdo e vetor de estados no instante k);
e P(k) representa a covariancia do erro associada a estimag@o a priori.

O terceiro bloco representa a predi¢do do Filtro de Kalman, aqui estd sendo calculado
os estados atualizados do filtro, os quais dependem tanto do sistema, como do ganho cal-
culado, o quarto bloco representa a etapa de correcao ou atualizacdo, onde € atualizada a

matriz de covariancia e esta € usada para realimentar o ciclo e recalcular até que o tempo de

amostragem termine.

2.4.6 Exemplo 1: Filtro de Kalman discreto:

Este exemplo consiste em usar o sistema representado no caso continuo, o qual foi mos-
trado nas equacdes 2.23, a discretizacdo do sistema em espaco de estados pode ser feita
mediante as equacdes 2.58 até 2.60 [64].

Ay = AT (2.58)

29



Inicializagio

2(0) = %(0)

Célculo do Ganaho
Klk4+1)=A«P(E)«CT « (Cx P(E)C! 4+ R)™!

Predi¢do
Tk +1) = A(k)T(k) + B(k)ul(k) 4 fi'liﬁ':][_-‘f{ﬁ') 'ﬂ[ff}]

Atualizacio da matriz de covaridncia do erro

P(k+1)=[I - K(k)*C|*P

Figura 2.7: Algoritmo do filtro de Kalman
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By=A"YAs—I)B (2.59)
Gg=AYA—1)G (2.60)

Com base nas equacdes anteriores € discretizado o sistema para um tempo de amostragem
T = 0.05s, obtendo, assim, as equagdes 2.61 e 2.62 [61]:

- 0.8146  0.08173 0.002188 0.043
Tyl = Ty, Uy, W, (2.61)
—0.08173 0.8146 —0.045245 —0.0447
Yk = [1 0} Tg + v (2.62)

O termo do ruido v tem média zero e covariancia v = 0.09. e o ruido de medigdo é
assumido com média zero e covariancia w = 0.25. Aplicando uma entrada u = sin(kt),
com um periodo de amostragem 7' = 0.05s, para um intervalo K'T' € [O 1] s e condicao
inicial xy. Substituindo o sistema discreto nas equacdes 2.64 a 2.67, tem-se a estimativa a

priori do estado:

(2.63)

T =
—0.045245

. 0.8146  0.08173 0.002188
T U
—0.08173  0.8146

Entdo, o ganho de Kalman € definido pela equacdo 2.64.

[O.8146 0.08173] [O.8146 0.08173]
Kyt = %

—0.08173 0.8146 —0.08173 0.8146

(2.64)

0.043 (0.09) 0.8146  0.08173 0.043 |
—0.0447 |~ —0.08173 0.8146 | |—0.0447

T
0.043 0.043
+ (0.09) 1 0]+ (025)
—0.0447 —0.0447

Assim, a estimativa a posteriori, corrigida com a saida y 1), € dada pela equag@o 2.65.

- 0.8146  0.08173 - 0.002188
LTe+1 = (I—Kk_H |:1 0:|)<[ ]>$k+ [ Uk+Kk+1 (265)

—0.08173 0.8146 0.045245

E a matriz de covariancia, para préxima iteracdo, € representada na equagao 2.66.
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—0.08173 0.8146

T
0.8146  0.08173
—0.08173 0.8146

0.8146  0.08173
Pk+1=(I—Kk:+1[1 0})[ ] k

0.002188 0.002188
(0.09)
0.045245 0.045245

T
] (I = Ky [1 o]) + K1 (0.025) L7 (I — Ky [1 0})
(2.66)

A solucdo das equacdes anteriores € feita mediante a ajuda do software MATLAB, onde
foi obtida a matriz de covariancia para proxima interacio e o ganho do Kalman, como apre-

sentam as equacoes 2.67 e 2.68

01
Kk+1)= 0.0130 (2.67)
—0.0174
. | 0.3260 —0.4352
Pk+1)=17" (2.68)
—0.4352  0.7580

2.4.7 Exemplo 2: Filtro de Kalman discreto

Seja o sistema em espacgo de estados dado pelas equagdes 2.30 e 2.31, onde as matrizes

discretas tém a forma que apresentam as equagdes 2.69 e 2.70.

1.1269 —0.4940 0.1129 —0.3832

Tre1 = | 1.000 0 0 | zp+ | 05919 | up + wy (2.69)
0 1 0 0.5191

Yk = [1 0 0} Tk + Vg (2.70)

Projetar um F'K baseados nas medi¢des de ruido y[k] = Cz[k]+wv]k], pode ser utilizada a
fun¢do de K ALM AN no Matlab para projetar o F'K estacionario, Esta fun¢ao determina os
estados para o filtro estaciondrio com ganho K baseado no processo de ruido de covariancia
@ e o ruido do sensor de covaridncia R. Para desenvolver o exemplo vai se tomar como

covariancia, para o ruido e para o sensor respetivamente:

e () =2.3;

e R=1.0.
Assim, o F'KK em estado estaciondrio, que serd projetado, tem as equacdes 2.71 e 2.72
:L’[]f + 1|/€] = Ax[kw{i - 1] + Bu[k] 2.71)
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xlk|k] = x[k|k — 1] + K (yv[k] — Cx[k|k — 1)) (2.72)
Sendo L(k + 1) é um ganho 6timo de inovagio, representado pela equagao:

0.5345
K(k+1)= | 0.0101 (2.73)
—0.4776

O funcionamento do F'K pode ser representado como mostra a figura 2.8.

noise noise

+ +
M Plant b

Filter |—pY-°

Figura 2.8: Comparacdo de dados com o filtro de Kalman

A figura 2.8, mostra como os dados que entram no filtro sdo comparados com verdadeira
resposta da planta. Como entrada no sistema, serd usada uma funcao senoidal e gerados os
ruidos w e v, partindo dos valores das variancias () e R, obtendo assim a saida mostrada na
figura 2.9.

Resposta do filtro de Kalman

Saida

Resposta verdadeira
— — —Resposta da filtra

“n 10 20 30 40 a0 B0 70 80 a0 100
No. de amostras

Emo

Figura 2.9: Resposta obtida usando o filtro de kalman

E observado na segunda figura 2.9 do grifico da cor vermelha uma reducdo do erro

mediante a implementagdo do F' /K, o qual € verificado observando sua variancia. Mostra-se
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que antes da filtragem a variancia de erro tinha um valor de 0, 9871 , e apds da filtragem, a
variancia de erro tem um valor de 0.3479.

2.4.8 Controle LQG

Dado que controlador L) R € projetado para analisar sistemas que ndo apresentam ruido
nem perturbacdes, e necessario o conhecimento prévio dos estados do sistema, para superar
estes problemas, e conveniente recorrer a teoria dos processos estocdsticos. Considerando
os fatos anteriormente ditos, € necessdrio adicionar um observador estocdstico ao projeto
LQ) R, normalmente este observador é um Filtro de Kalman do inglés (Kalman Filter FK), o
qual resolve o problema de estimagdo 6tima dos valores das varidveis de estado do sistema
conhecido em presenca de ruido nas préprias varidveis e nas medidas, onde o observado de

estados considera os componentes aleatérias do sistema [65].

Depois da estimagdo dos valores das varidveis dos estados, pode ser feita uma realimen-
tacdo das varidveis de estado para projetar um regulador linear 6timo quadratico LQ)G, este
projeto € desenvolvido em duas etapas.

1. Determinacdo da matriz de ganho do filtro de Kalman;

2. Determinar a matriz de ganho de realimentagdo 6tima.
Assim entre as vantagens do projetos de controladores LQG estdo:

e Acido integral que pode ser introduzida facilmente;
e Sinais de referéncia estocdsticos que podem ser incluidos;

e Sistemas multi-varidveis ndo quadrados, com atraso nas diferentes malhas, podem ser
controlados.

Por outro lado o controlador LQ)G apresenta desvantagens, algumas desvantagens, en-
tre elas estdo a perda da robustez devido a inclusdo do estimador e ao tempo gasto com a
estimacdo. No controlador LG, a dinamica da planta € linear e conhecida , e as perturba-
cOes presentes sdo estocdsticas com as propriedades estatisticas conhecidas [66], assim, um

sistema a ser controlado normalmente pode ser representado pelas equagdes 2.74 e 2.75:

#(t) = Ax(t) + Bu(t) + Gw(t) (2.74)

y(t) = Cx(t) + v(t) (2.75)
Onde:
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z € R™ € o estado do sistema;

y € R € o vetor de medidas contaminado pelo ruido v € RY;

u € R™ é o vetor do controle a ser determinado;

w € R™ é o vetor de perturbagio;

v € R™ € o vetor de ruido que afeta a saida.

v(t) e w(t) sdo sinais estocasticas com média e variancia conhecidos em relagdo ao sis-

tema, pode-se assumir as seguintes caracteristicas de v(t) e w(t):

e v(t) e w(t) sdo ruidos brancos, isto é varidveis estocdsticas de média nula, ou seja, £ {w(t)'} =
0,E {v(t)'} = 0 e ndo correlacionadas no tempo, o que € igual a ter E {w(t)w(\)'} =0,
E{v(t)v(\)'} =0parat > A[12];

e v(t) e w(t) sdo ndo correlacionadas entre si, F {v(t)w(\)'} = 0;
e v(t) e w(t) possuem matriz de covaridncia conhecida e sdo £ {w(t)w(A\)'} = Q, > 0e

E{v(t)v(\)} =R, > 0.

A parte fundamental, do controle LQG, € encontrar uma lei de controle u(?) que ao ser

aplicado no sistema, possa minimiza a funcao 2.76 [66].

J(to) = lim % /0 1 (HQU)(t) + " () R(tyu(t)| dt (2.76)

T—o00

Sendo () e R matrizes de ponderagdo definidas positivas definidas representadas em 2.77
e2.78:

Q>Q">0 (2.77)

R>R'>0 (2.78)

A solucdo para o problema LQ)G pode ser apresentada em duas etapas:

e Projeta-se um controle LQR com u(t) = —Kx(t), sendo K uma matriz de realimentagéo

de estados que nao depende de v e w;

e Projeta-se um observador onde a varidncia do erro de estimacdo £ {(z — xy)(x — zy)} é

minimizada mediante o FK.
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De maneira tal que a solug@o do problema LQ)G, pode ser representada como apresenta
a figura 2.10

wil) vit)

Y u(r) . y(1)
:'}Cl Planta

(1) u

K K Filtro de q:

kalman

Figura 2.10: Controle LQG [5]

2.4.8.1 Propriedades do LQG

Para a andlise do controlador LQ) R, substituindo a equacdo 2.8 na equagdo 2.6 € obtida

a equacdo do sistema de malha fechada dada pela equagdo 2.79:

i(t) = (A — BK)z(t) (2.79)

Os autovalores (A — BK) estdo no semiplano esquerdo, caracterizando o sistema LQ R
como assintoticamente estavel. A representacdo do F'/K' € um observador de estados [66],

sendo representado pela equacdo 2.80.

it = (A — LC)z(t) + Bu(t) + Ly(t) (2.80)

Os autovalores de (A — LC') estdo no semi-plano esquerdo, caracterizando o F'K como
assintoticamente estdvel. Sendo L o ganho do observador, é projetado para minimizar a
variancia do erro estimado [66]. A determinacdo do F'K ¢é feita buscando um valor de L tal

que possa minimizar a equacao 2.81

minpE {e(t)’ e(t)} = x(t) — x(t) (2.81)

Assim, a determinacdo de L € obtida da equagao de Riccati como mostra a equagao 2.82.

SA + AS — AC'R,;'CS +Q, =0 (2.82)
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E o ganho do estado é dado pela equacao 2.83.

K(t) = SC'R,* (2.83)

O LQR e o FK possuem excelentes propriedades de robustez, margem de fase de 60
graus e margem de ganho infinita, quando analisados isoladamente. Seria de se esperar
que o sistema formado pela juncdo destes dois projetos também apresentassem as mesmas
propriedades de robustez. Entretanto, a inclusdao do /'K pode resultar da degradacdo das
propriedades do LQ R, de forma que no Projeto LQ)G as propriedades de robustez ndo sao
garantidas [67], no anexo, pode-se encontrar um exemplo onde é mostrado como projetar um
controle LQG basico.

2.4.8.2 Exemplo do controle LQG

Para desenvolver o seguinte exemplo foi usado o exemplo de dois tanques em paralelo,
este trabalho foi feito para desenvolver um F'/K' como observador de estados e verificar seu
funcionamento, no capitulo 5 serd desenvolvida a funcdo de transferéncia que representa
este sistema. Neste exemplo se mostra o /'K em malha fechada, onde serdo aproveitados
os estados do 'K como observador para conseguir projetar um controle LQ)G, seguindo o

diagrama de blocos apresentado nas figuras 2.11.

]d-w Ruido branco2
¥ ][II-LJ Ruido branco1

f

Filtro Butterworth1
s2+os+d o

1
* _
3 5243541

Transfer Fen2

Filtro de kalman

' o Lz ¥ lg—
| | © e’

™
Step M1 o

Figura 2.11: Diagrama de blocos do controle LQG de ordem dois.

na figura e 2.12 se mostra um ganho inserido no sistema /N1, o qual foi obtido a partir do

sistema dindmico para ajustar o ganho estético, os resultados sdo mostrados na 2.12
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Respost da Saida do controbdor LG de segqunda ordem
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Figura 2.12: Saida do controlador LQG de ordem dois.

A figura 2.12 mostra o comportamento do controlador LG usando um observador de
estados de ordem dois e um observador de estados de ordem quatro. Nos dois casos, o
controlador diante de um ruido no processo e na medida tem um comportamento bom, con-
seguindo fazer o seguimento do sinal de referéncia; se o ruido no processo for zero os dois
controladores serdo superpostos ao sinal de referéncia, este caso serd abordado mais para a
frente para um sistema de tanques, onde ele € controlado mediante a implementacao do filtro
de Kalman adaptado (F K A).

2.5 FILTRO DE KALMAN ESTENDIDO (FKE)

Este filtro € uma adaptacdo feita do 'K tradicional de maneira que ele possa ser usado
para resolver problemas que envolvem sistemas nio lineares, uma das aplica¢des € a estima-
cdo de parametros de sistemas dindmicos (lineares e ndo lineares), onde a solucio do pro-
blema € feita mediante a estimagdo dos estados do sistema dindmico estocdstico, possuindo,
assim, o 'K a formulacao do algoritmo de minimos quadrados recursivos com ganho nor-
malizado [68].

O F'K nao foi projetado inicialmente para solucionar problemas nao lineares, pelo qual
ndo é possivel aplicar ele para uma estimagdo recursiva das varidveis de estado, porém a
solucdo mais conhecida € linearizar as equagdes ndo lineares, em torno das estimativas das
varidveis de estado e posteriormente aplicar o F'K tradicional para o sistema linearizado,
assim o novo filtro € conhecido como Filtro de Kalman Estendido (EKF, do inglés extended
Kalman filter) [69] e [70].
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Tabela 2.1: Descri¢do matematica do Filtro de Kalman estendido

Descric¢ao do filtro EKF.
Descri¢ao matemética do EKF Processo
hi |k—1= F(k, hg_1 |k—1) defini¢do do sistema ndo linear;
Py lko1= Fp Py k-1 FF + Q(k) Inicializagio da matriz de covariancia;
Ky, k1= Py ko1 CH[Cx Py |k—1 CH + R(k)]™! | Calculo do ganho de Kalman;
ar =Yg + C(k, hy |k—1) Atualizagio dos estados do sistema;
hi k= h(k |x—1) + Krag Erro de medicdo;
Py k=1 — KxCy| Py |-1 Atualizacdo da matriz de covariancia

Desta maneira, o sistema dinamico genérico pode ser representado como mostra as equa-
coes 2.84 e 2.85:

yr = C(h, hi) + ny (2.85)

Onde F'(h, hy_1) e C(h, hy) sdo fungdes, possivelmente nao-lineares, do estado h. Nes-
tas equagdes, I} e C} sdo matrizes obtidas da linearizagdo, respectivamente F'(h, hy_1)
C'(h, hy), em torno das estimativas do estado. Assim as matrizes , F, e C} correspondem,
matrizes Jacobianas de F'(h, hy_1) e C(h, hi) e podem ser representadas como mostra as
2.86 ¢ 2.87.

Cyp = h, (2.86)
~ OF(k,hy—1))
F, = s (2.87)

E importante destacar que quando as fungdes F'(h, hy_1) e C'(h, hy) sdo lineares, o EK F'

se reduz ao F'K convencional, sua descri¢io matematica € representada na tabela 2.1:

Mas quando a estimacdo envolve simultaneamente estados e parametros de um processo,
a solucdo é dada mediante um controle adaptativo ou um controle preditivo de forma adapta-
tiva, e por tanto uma reformulacdo aumentada do problema em espaco de estados € a solug@o
mais comumente empregada [71], [72].

Um dos problemas apresentados mediante o trabalho com estimadores recursivos, é a
necessidade de empregar um modelo linearizado do problema de estimac¢@o simultanea dos
estados e os parametros do modelo, o qual pode resultar em divergéncia, entdo a abordagem

normalmente € feira ajustando as matrizes de covariancia do filtro [68].

Para problemas de estimacdo de estados de sistemas ndo-lineares, ¢ usada uma aborda-

gem bayesiana representada mediante Monte Carlo (Filtro de particulas), esta solucao pode
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reduzir o risco de divergéncia , mas precisa de algumas hipéteses, tais como:

1. Incertezas da distribui¢do Gaussiana,
2. O conhecimento exato do modelo,

3. Consisténcia estatistica da estimativa inicial.

Se estas hipdtese sdo respeitadas, a convergéncia e a consisténcia na estimacao sdo ga-
rantidas [25].

2.6 FILTRO DE KALMAN ADAPTATIVO (FKA).

A formulacgdo do F'K estético, assume que € conhecido a priori o processo e estatistica do
ruido de medig¢do, que seriam as matrizes () e 12, respectivamente. No entanto, na maioria das
aplicacdes praticas estas estatisticas sao inicialmente estimadas ou de fato sdo desconhecidas
[25].

A importancia da adequada informacao a priori para a estimagdo dos estados do F'/, é
devida a que uma errada estimagdo, afetara a precisdo do filtro, degradando seriamente sua
performance e por tanto levando o filtro a um estado de divergéncia [26] e [27]. Portanto
pode-se argumentar que o uso de um F'K fixo (Estético), projetado por métodos convenci-
onais, em um ambiente dinaimico mudando, € uma desvantagem grande [28]. A partir deste
ponto de vista, pode-se esperar que uma formulagdo estimativa adaptada do /'K ird resultar
em um desempenho melhor ou impedira divergéncia do filtro [29], em outras palavras pode-
se dizer os filtros adaptativos sdo mais adequados para aplicacdes em que as condi¢des do
sinal de entrada ou os parametros do sistema variam lentamente e o filtro seja capaz de se

auto ajustar para compensar essas mudancgas [31].

Em um sistema real, sempre se t€ém dois tipos de interferéncias, as quais fazem que o
comportamento do sistema ndo seja ideal, as primeiras sdo as perturbacdes nas medicdes,
as quais sdo ocasionadas por inexatiddo nas medi¢des ou nos modelos fisicos inadequados,
e as segundas s@o os ruidos inseridos nas medidas, estes ruidos normalmente sdo causados
pelos sensores usados nas medi¢des, o quais podem ser minimizados mediante filtragem e
normalmente podem ser considerados como constantes, mas, as perturbacdes podem oca-
sionar sérios problemas nos modelos reais, porem devem ser controlados ou minimizados,
para fazer este controle uma alternativa é usar o F'K, que € um conjunto de equacdes que
oferece uma solu¢ao computacional eficiente para os métodos dos minimos quadrados [24].
Quando as caracteristicas da perturbacio e do ruido sdo coerentes com as defini¢cdes usa-
das no desenvolvimento do filtro de Kalman, ou seja, sdo varidveis aleatdrias brancas e suas

densidades espectrais sdo precisamente conhecidas, entdo o F'K é considerado como um
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processo 6timo de estimacgdo de estados, garantindo a minima variancia. No entanto, é difi-
cil obter informagdes sobre as propriedades estocdsticas de uma perturbacao a priori. Neste
caso, a estimativa de estado pode sofrer uma degradacao devido a incertezas nos distirbios
estatisticos [73]. Entdo, as perturbacdes as que estd sujeito um sistema de controlo auto-
matico causa com que sua saida fique longe da idealidade. Portanto, um bom design deve
incluir medidas que lhe permitem manter um desempenho satisfatério, mesmo na presenca
de tais sinais, que podem ser consideradas de natureza deterministica ou aleatéria. O estudo
sistemdtico de sinais aleatdrios e os meios que poderiam ser usados para minimizar os efeitos
tem sido originados na década dos anos quarenta, com os filtros de erro quadratico médio,
(Filtro de Wiener). No entanto, sua aplicacdo naquele momento enfrentado limitagdes como
uso com sinais discretos e problemas complexos de multiplas entradas e saidas [74].

Assim, pode-se analisar que o principal problema quando se trabalha com um sistema
nao saos os ruidos nas medidas, dado que ele podem ser controlados ou reduzidos, mas, sim,
os problemas das perturbacdes, dado que elas podem tirar o sistema do ponto de estabili-
dade, por essa razdo este trabalho baseasse em uma alternativa de adaptacdo do F'K, onde
¢ feito um estudo profundo, e desenvolvida uma teoria para conseguir adaptar a variancia
da perturbacdo do sistema, de maneira que ela seja reagente e possa mudar os parametros
das estimativas do F'K a cada atualizacdo deles, assim, conseguir que o sistema se recupere
facilmente se for submetido a uma perturbacdo muito grande e volte a seu estado e consiga
fazer a tarefa para a qual foi programada, estes resultados sdo mostrados em dois exemplos,
um sistema de tanques, representado um sistema de multiplas entradas e multiplas saidas

MIMO, e um sistema Bola barra (BB), como serd mostrado nos proximos capitulos.

No caso estudado, para a adaptacdo de um F'K, o modelo de medi¢do e o modelo do

processo sdo representados como mostram as equacdes 2.88 e 2.89:

z(k +1) = Az(k) + Bu(k) + w(k) (2.88)

y(k) = Cx(k) + v(k) (2.89)

Sendo: xpeR™ o vetor de estados, weR™, o vetor do ruido do processo, yreR™, o vetor
da medicdo, vyeR™ e vetor do ruido de medigdo, e as matrizes A,B,C' sdo matrizes que
representam um sistema dindmico. Nas equagdes anteriores, ambos vetores v, € wy sS40
assumidos como sequéncia ndo correlacionadas, brancas Gaussianas e com média zero [30],

cumprindo as estatisticas:

w(k) ~ (0, Q) (2.90)

v(k) ~ (0, Ry) 2.91)
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E {w(k)w(k)} = Qo (2.92)

E {v(k)v(k)'} = Ridr_; (2.93)

E {w(k)u(k)} =0 (2.94)

Onde 0;;,corresponde a fungdo delta de Kronecker, isto é, J;; = 1 se i = j e zero caso
contrario [32].

O algoritmo do F'K A adaptativo depende diretamente da adaptacdo requerida, pode ser
adaptada as varidveis () e R, modificando dessa forma o ganho do sistema, assim o F'K A
pode ser representado partindo do F'K estdtico definido anteriormente, onde foram obtidas

as equagdes seguintes:

Ki, = P.C[CP.CT + Ry]™! (2.95)
Ty = xp, + Kilyr — Ur) (2.96)
Py = [ — KxC]Py (2.97)

Vg = Yk — Uk (2.98)

Sendo os parametros a serem adaptados () e I, no capitulo 4 é mostrado a metodolo-
gia para realizar a adaptagcdo do parametro () de um sistema dindmico linear multi-varidvel,
onde sdo aplicados principios de superposi¢do de sistemas o qual serd mostrado a continu-
acdo, assumindo que o sistema esta sendo modelado de forma aproximadamente linear, tal
suposi¢cdo € normalmente verificada observando-se o comportamento do sistema numa faixa

relativamente estreita de operacao.

2.6.1 Principio de superposi¢cao para sistemas lineares

Formalmente, diz-se que um sistema € linear se ele satisfaz o principio da superposicao.
[75]. Para atender este principio, é considerado um sistema que ao ser excitado pela entrada
uy(t), produz uma saida y; (), e quando o sistema é excitado por uy(t), ele produz uma
saida yo(t). Se tal sistema satisfizer o principio da superposi¢do entdo, quando excitado por

axuy(t) +bxus(t), sua saida serd a x y, () + b* y2(t), sendo a e b constantes possivelmente
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complexas. Em resumo pode-se dizer que um sistema linear tem o mesmo tipo de compor-
tamento, independente do ponto de operacdo. A continuagio € apresentado um exemplo de

um sistema linear simples, que ajudard a entender o principio de superposi¢ao [75].

Este principio pode ser entendido usando como exemplo uma equagdo deferencial linear
de primeira ordem ¥y + ky = u. Onde pode ser assumida a entrada © = ajul + asu2 a qual
causa uma saida y = a1yl + asy2. Entdo y = ayy; + asys, substituindo essas equacdes na
equacao do sistema vai se ter a equacao 2.99.

a1 + aols + K (y1 + caya) = aqug + agus

. . (2.99)
a1 (Y1 + Kyr —wr) + oo (Yo + Kyo —ug) =0

Se y; € a solucdo com entrada u; e y, € a solugdo com entrada u,, entdo a equagdo 2.99
¢ satisfeita, a resposta € soma de respostas individuais e a propriedade da superposicao é
cumprida [76].

Em outras palavras uma maneira de saber se uma solucdo é linearmente independente é
testar o determinante Wronskiano, o qual estd composto das saidas e as derivadas das saidas,
desta maneira se o determinante for de ordem 2, indica que terfamos uma solu¢cao composta
por duas varidveis as quais serdo independentes si e s6 si, o determinante Wronskiano for
diferente de zero, gerando uma solugdo geral a qual estd composta pela soma das duas va-
ridveis multiplicadas por uma constante, onde as constantes sdo determinadas mediante as

condicdes iniciais do problema.
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3 VARIAVEIS ALEATORIAS APLICADAS AO PROBLEMA DE ADAPTACAO DO
FK

Dado um fenomeno aleatério qualquer, com um certo espago de probabilidade, deseja-
se estudar a estrutura probabilistica de quantidades associadas a esse fendmeno [6]. seja
(Q, F, P) um espaco de probabilidade. Denomina-se varidvel aleatéria, qualquer fungdo
X :Q — Rtalque X! = weQ : X(w)eleF. Para todo intervalo /CR. Em outras palavras,
C € tal que sua imagem inversa de intervalos / C R pertencem a ¢ — F. Uma varidvel
aleatéria é, portanto, uma funcdo do espago amostral (£2) nos nimeros reais, para a qual é
possivel calcular a probabilidade de ocorréncia de seus valores [6].

3.1 MEDIA ARITMETICA, VARIANCIA E DESVIO PADRAO

Ao estudar as variagdes nas propriedades e nas caracteristicas dos elementos mecanicos,
na realidade esta-se trabalhando com um fendmeno de elementos finitos, onde o nimero
total desses elementos € denominado como populacio, a qual em alguns casos pode ser
muito grande. Assim, pode ser definidos [77]:

e M¢édia Aritmética;
e Variancia;

e Desvio padrio.

3.1.1 Média Aritmética

A média de uma variavel aleatoria X € uma medida de tendéncia central, também deno-
minada valor esperado de X e representado por £(X). E definida como a média aritmética

dos valores de X, isto €, como mostra a equacdo 3.1:

N
_ 1+ X2+ 23+ ...... Ty 1 .

Onde:

e N é o numero de elementos [77];

e 1, é a amostra.
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A equacdo anterior pode-se escrever como mostra a equagao 3.2:

1 N
i=1

A média aritmética apresenta algumas propriedades [78], entre elas estdo:

EY +X)=E(X)+ E(Y),

E(X+Y)=EX)L£E(Y),

E(XY) = E(X)E(Y).

3.1.2 Variancia

A variancia de uma varidvel aleatéria X é uma medida de dispersao dos valores da va-
ridvel em torno da sua média. Ela € definida como a média aritmética dos quadrados dos
desvios dos valores de X em relacdo a média dos préprios valores de X. Em uma populacao
de tamanho N, a variancia de uma varidvel aleatdria é denotada por Var(z) [79], e é dada
pela equacdo 3.3

Var(X) = %Z (z; — p)? (3.3)

Onde u € a média da variavel X.

E importante notar que a variancia mede a distancia entorno da média e nao em torno de

outra medida-resumo, a variancia apresenta as seguintes propriedades [79]:

o Var(K)=0;

o Var(kX) = k*Var(X),

Var(X + k) = Var(X);

Var(X£Y) =Var(X)+ Var(Y);

E(X+Y)=EX)+E®Y);

E(XY) = E(X)E(Y).
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3.1.3 Desvio padrao

O desvio padrdo da amostra, é definido como a raiz quadrada da variancia da amostra e
¢ representado pela equacdo 3.4:

N

Sir) = ﬁ > (xi) - 7) (3.4)

i=1

A equacdo anterior ndo € muito conveniente para realizar cdlculos. Para tal, utiliza-se a

equagdo 3.5:

N N N
1 1
_ 2 _ 2 _ 2 _ N2
S@) = \| 7 1(29@ gxz) IN) =\ 57— 1(;@ NT)  (35)
Deve-se esclarecer que alguns autores para o célculo da varidncia e o desvio padrao
empregam /N em vez de N — 1 no denominador, o qual ndo faz muita diferenca se o nimero
de amostras é grande, mas se o nimero de amostras € pequeno faz, pelo qual N — 1 fornece

uma melhor estimativa da variancia da populagdo da qual a amostra € tomada [77].

3.2 FUNDAMENTOS BASICOS DOS PROCESSOS ESTOCASTICOS

Objetivando a realiza¢do de um estudo sobre um fendmeno real, surge o problema relaci-
onado a obtengdo de modelos que se aproximem ao maxima do comportamento real. Devido
a elevada complexidade para obter modelos fiéis que representam o sistema a ser estudado,
faz-se o uso de modelos matematicos simplificados, procurando encontrar uma quantificacao
dos fendmenos de estudo. Em diversas situagdes, estes modelos matematicos ndo conseguem
refletir este comportamento, sendo necessario o emprego de métodos mais detalhados, mui-
tas das vezes com elevado grau de complexidade. Uma destas modalidades de modelagem
detalhado pode ser expressa a partir de uma solucdo probabilistica de modelagem utilizando
uma representacao por processos estocdsticos. Os processos estocdsticos sao representados

por varidveis aleatdrias e funcdes destas varidveis aleatorias.

Diferente dos métodos estatisticos amostrais, a resposta de um processo estocastico serd
uma fun¢do ou uma sequéncia de valores e ndo apenas um ndmero [80]. Essa fun¢do em
geral representa a densidade de probabilidade de um conjunto de resultados possiveis para

uma determinada variavel aleatoria.
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3.3 VARIAVEL ALEATORIA DISCRETA E FUNCAO DE PROBABILIDADE

Uma variavel aleatoria € classificada como discreta, se assumir somente um ndmero de
valores finitos. A fun¢@o de probabilidade de uma varidvel discreta € uma funcao que atribui
probabilidade a cada um dos possiveis valores assumidos pela varidvel. Isto €, sendo X uma

variavel com valores X5, Xo, ....,paraz = 1,2, .... [6].

3.3.1 Variavel Aleatoria

Uma variavel aleatéria € uma varidvel cujo valor € igual ao resultado de um experimento
aleatdrio, ou seja, representa todo o espaco amostral da experiéncia realizada. Dependendo

do tipo de experimento, esta varidvel pode ser de natureza continua ou discreta [81].

3.3.2 Funcao Densidade Probabilidade

Para uma varidvel aleatdria continua, a funcio de densidade de probabilidade descreve
a probabilidade de uma a varidvel aleatéria assumindo um determinado valor dentro de um
conjunto dado. Em outras palavras, a funcdo densidade probabilidade € uma expressdao ma-
temadtica que representa o comportamento provdvel de um conjunto de resultados possiveis

da variavel aleatéria [80].

3.3.3 Probabilidade Condicional

Supondo que temos dois eventos A e B, e desejamos conhecer como eles estdo relaci-
onados entre si, de tal maneira que o conhecimento sobre o evento B dé uma informacao
sobre o evento A. Para conseguir isso, tem que ser empregada a probabilidade condicional
P(A|B). A probabilidade condicional pode ser definida como:

P(BNA)

P(BIA) = 55

(3.6)

3.3.4 Probabilidade Total

Seja S o espaco amostral de um dado experimento que foi divido em p; partes. Define-se

A um evento contido no espaco amostral, entdo pode-se definir que:

A=(ANS) (3.7)

E que:
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5= p. (3.8)

Entdo, a probabilidade de P(A) pode ser estendida como:

P(A) = P(ANS). (3.9)

Substituindo S e aplicando a regra de distribuicdo tem-se:

P(A) = iP<Ampi)' (3.10)

Manipulando a equagdo anterior, temos que:
P(A) = P(Alp;) P(p:) (3.11)

3.3.5 Funcao de Distribuicao

Sendo X uma varidvel aleatéria em (€2, F\, P) , sua func@o de distribui¢do é definida pela
equacao 3.12:

Fx(z) = P(ze(—o0,z |)) = P(X < x) (3.12)

Com z percorrendo todos os reais.

O conhecimento da funcdo de distribuicdo permite obter qualquer informacao sobre a
varidvel. Mesmo que a varidvel s assuma valores num subconjunto dos nimeros reais, a
funcdo de distribui¢do € definida em toda a reta [6].

3.3.5.1 Propriedades da func¢ao da distribui¢ao

Uma fung¢do de distribui¢do de uma varidvel X em (€2, F', P) obedece as seguintes pro-

priedades:
xlgg) F(z)=0 (3.13)
e
limy oo F(x) =1 (3.14)

F € continua a direita e mao decrescente, isto é F'(z) < F(y) sempre que x < y, Vz,yeR

[6].
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3.3.5.2 Propriedades da fun¢do de probabilidade

A fungdo de probabilidade de X em (€2, F', P) satisfaz:

e 0<p(z;) <L,Vi=1,2,...;

« Spla) = 1.

Com a soma percorrendo a todos os possiveis valores (eventualmente infinitos)

3.4 FUNCAO DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE NORMAL

Uma varidvel X segue o modelo normal se sua densidade € representada pela equagao
3.15:

1 X (@-p)?
)= —— e 202 dx 3.15
f( ) o/ 21 /_oo ( )

com 1, 0eR, o > 0. E usada a notagio X ~ N(u,c?)

Onde i, 02

sdo respectivamente a média e a variancia da varidvel e a quantidade o €
conhecida como desvio padrio, o grifico da densidade de probabilidade N (1, 02) é apresen-

tado na figura seguinte:

Figura 3.1: Densidade normal N (1, 02) [6]

A fungdo de distribui¢do de probabilidade N(u,c?) ndo tem uma forma fechada, pelo
qual o cdlculo de probabilidade com a densidade normal ndo pode ser feito pela integral,
pois esta ndo possui primitiva. Assim, valores de probabilidade sdo obtidos por integracao
numérica e apresentados em tabelas, o qual facilita o trabalho porque nao é necessario fazer
uma tabela por cada par de valores dos pardmetros em que se tenha interesse. Basta apenas

tabelar as probabilidades para ;1 = 0 € 02 = 1 tal como mostra a seguinte proposi¢do [82].
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Demonstracao.

Pt <2)=P(X <z0+p) (3.16)
S R
flz) = / ——c 22 dr (3.17)
Ceo OV 2T
=1 22
f(z) :/ \/%e’Tda: (3.18)

Em que € usado y = (z — p)/o. Observa-se que o ultimo integrando é uma fungdo de
densidade de uma N (0, 1) e, portanto, o resultado estd verificado. A distribui¢do N(0,1) é
denominada Normal Padrao ou Normal Reduzida. Assim, por exemplo, a probabilidade de

X estd em duas constantes a e b, a < b. Pode-se expressar como apresenta a equacao 3.19:

P(a<X<b):P(“_“<Z<b_“)zcb(b_“)—cb(“;“) (3.19)

g o o

Cujo valor numérico pode ser obtido por uso de tabelas [6].

3.4.1 Regra de Bayes

A regra de Bayes considera a relacio entre incerteza do conhecimento da ocorréncia de
um evento. De acordo com [83] a partir de dois eventos mutuamente dependentes A e B,
pode-se escrever uma expressao para a probabilidade condicional seguindo a regra de Bayes

como € apresentado na equagdo 3.20.

P(B]A)P(A)

P(AIB) = =1

(3.20)

Em que P(A|B) é a probabilidade a posteriori, p(B|A) a probabilidade de verossimi-
lhanga, P(A) e P(B) sdo as probabilidades a priori dos eventos. Com a regra de Bayes e
possivel conhecer o comportamento de A, tendo como base o comportamento individuais de
A e B anteriores e sua probabilidade conjunta para obter uma estimagao resultante.

3.5 AUTOCORRELACAO
A autocorrelagdo do processo X (t) é definida como a expectativa do produto de duas
varidveis aleatdrias X (¢1) e X (t2), obtidas observando-se o processo X (t) nos tempos 1)

e t3), respectivamente. [7] De maneira mais especifica, pode-se escrever como apresenta a

equacgdo 3.21:

Rx(tlat2> = E[X(tl)’X(tZ)] = / / $1x2fm(t1)7x(t2)(X17X?)dmlde (321)
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Onde fx(tl)@(tQ)(X 1X5) é uma fun¢ado de densidade de probabilidade de segunda ordem
do processo. Entdo pode-se falar que um processo aleatério € estritamente estaciondrio se
Ja(t1),2(t2) (X1X2) depende somente da diferenga entre os tempos de observacdo ¢ e t,. Isso
significa que uma funcdo de autocorrelacdo de um processo estritamente estaciondrio de-

pende somente da diferenca de tempos ¢, — t;, como mostra a equagdo 3.22:

Rx(tl, t1> == Rm(tg - tl)th, tg) (322)

Assim, a fungdo de autocorrelagdo de um processo estritamente estaciondrio x(t) é escrita

como mostra a equagdo 3.23:

Cultista) = B[(X (1) — 1) (X (t2) — pa)] = Rtz — t1) — 117 (3.23)

Na equacdo anterior, a semelhanca entre a fungdo de autocorrelacdo e fungdo de autoco-
varidncia de um processo estritamente estaciondario X (¢), depende somente da diferenca de
tempos o — t1. A equagdo anterior mostra que se € conhecida a média e a fungdo de auto-

correlagdo do processo, pode ser determinada de maneira tnica a fung¢do de autocovariancia

[7].

3.5.1 Propriedades da funcao de autocorrelacao

A autocorrela¢do de um processo estaciondrio X (¢) é definida como mostra a equagéo
3.24:

R.(17) = E[X(t+71)X(t)] (3.24)

Essa funcao tem diversas propriedades:

a O valor médio quadratico do processo pode ser obtido de R,(7) simplesmente quando
T=0
R.(0) = B[X?(t)] (3.25)

b A fungdo de autocorrelagdo R, (7), é uma fungio par de 7.

Ry(1) = Ro(—17) (3.26)

¢ O qual permite escrever a funcdo de autocorrelagdo como apresenta a seguinte equagao:
R.(T)=E[X(t)X(t —7)] (3.27)
d A fun¢do de autocorrelagdo R,(7) tem uma magnitude maxima em 7 = 0, ou seja
| Ro(7)] < R2(0). (3.28)
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A importéncia fisica da fung¢@o de autocorrelagdo R,(7),se dd no fato dela constituir
um meio de descrever a interdependéncia de duas varidveis aleatdrias obtidas observando-
se um processo aleatério X (¢) em tempo 7 segundos separados. Torna-se claro, portanto,
que quanto mais rapidamente o processo aleatério X (¢) se modifica com o tempo, mais
rapidamente a funcdo de autocorrelagdo R, (7) decrescerd a partir de seu maximo R, (0) a
medida que 7 se eleva, como mostra a figura seguinte:

Funcgao de autocorrelagdo de um processo aleatorio
T T =

— T ' :
/ AN Processo aleatorio com futuagao mais rapida
Processo aleatorio com futuagdo mais lenta |

Figura 3.2: Ilustracdo de funcdo de autocorrelagdo de processos aleatorios com flutuacao
mas lenta e mais rdpida [7]

Esse decréscimo pode ser causado por um tempo de decorrelacao 7y de forma que 7 > 7.
A magnitude da func¢do de autorrelagio R, (7) permanecerd abaixo de um algum valor pres-
crito. Dessa forma, pode-se definir o tempo de decorrelacao 7y de um processo estaciondrio
X (t), de valor médio igual a zero, com tempo necessario para que a magnitude da fungio de

autocorrelacio R, (7) decres¢a até um valor maximo R,.(0) [7].

3.6 RUIDO BRANCO

As andlises de ruidos de sistemas de comunicagdo, geralmente, sdo fundamentadas em
uma forma idealizada de ruido, chamada de ruido branco, cuja densidade espectral de po-
téncia € independente da frequéncia de operacdo. O adjetivo branco € utilizado no sentido
de que a luz branca contém intensidades iguais de todas as frequéncias dentro da banda vi-
sivel de radiacdo eletromagnética [8]. Assim, a densidade espectral de poténcia de um ruido

branco com uma fun¢do amostral indicada por .S, ;) € representado pela equagdo 3.29:

5 (3.29)

Su(f)

A qual € ilustrada na figura 3.3. As dimensdes de Ny sdo expressas em Watts por hertz.

52



O parametro N, geralmente é referenciado ao estdgio de entrada do receptor de um sistema
de comunicac¢do. Ele pode ser expresso como:

Ny = KT.. (3.30)

Onde K € constante de Boltzmann e 7, € a temperatura equivalente de ruido do receptor.
A caracteristica importante da temperatura equivalente do ruido € que ela depende somente
dos parametros do sistema. Como a funcdo de autocorrelagdo € a transformada de Fourier
inversa da densidade espectral de poténcia o ruido branco pode ser expresso como apresenta

a equacdo 3.31:

Sulf) =5

Ou seja, a fun¢do de autocorrelagdo de um ruido branco consiste em uma funcdo delta,

(t). 3.31)

ponderada pelo fator % e que ocorre em 7 = (), como mostra a figura 3.3 observa-se que
R, (7) é igual a zero para 7 # 0. Consequentemente, duas amostras diferentes qualquer
ruido branco, ndo importando o quanto préximo no tempo elas sejam tomadas, ndo sdao
correlacionas. Se o ruido branco w(¢) também for Gaussiano, entdo as duas amostras serao

estaticamente independentes [7].

Swlfy Rl7)

%latﬂ

M|3’.

la} i

Figura 3.3: Caracteristicas do ruido branco (A) Densidade espectral de poténcia. (B) Funcdo

de autocorrelagdo [8]

3.7 INTRODUCAO AOS PROCESSOS DE MARKOV

Seja um processo discreto de N componentes distintos como: i1, is, ....1,, O Sistema
pode mudar ou permanecer constante de acordo com um conjunto de probabilidades de tran-
sicd0.S1 as probabilidades dependem do estado de partida e de chegada e ndo dos estados

anteriores, se diz que o processo ¢ de Markov e cumpre as seguintes defini¢des [45]:

Definicdo: Um processo estocdstico X;. £ = 1,2...., com um espaco de estados S =

i1, 19,13, .....y. E um processo (cadeia) de Markov, se para cada n, todos os estados 71, is, i3, ...

Cumpre que:
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p(Xn = Z-n‘)(nfl = ln-1, Xy = Zl) = p(Xn = in|Xn71 = Z.nfl>- (3.32)

Esta propriedade € equivalente a equagao:

p(XO = ’io ...... Xn = Zn) = p(XO = ZO)p(Xl = ?:1|X0 = ZO)p<Xn = in’anl = Z-nfl).
(3.33)
E também a equacao:

p<AB|Xn = ]) - p(A|Xn = ])p(B’Xn = J) (334)

Onde A € um sucesso arbitrario definido pelos resultados dos passos 0,1,..., N — 1,e B
€ um sucesso definido pelos resultados dos passosn+1,n 42, ........ Esta equacdo descreve
normalmente a “independéncia entre futuro e passado, sé o presente é conhecido”. No caso
das cadeias de Markov, o sistema esta descrito por uma matriz P de dimensdao N X N onde
a probabilidade de transitar do estado 7 no tempo ¢ — 1 até o estado j no tempo ¢, é definida

como:

P(i,7)(t) = Pi;(t) = P(X, = j| X, = 1) (3.35)
Sendo, X; a varidvel aleatdria da cadeia de Markov, e os valores P, ;(t) definem a matriz
P; ;(t) de probabilidade de transi¢do de um estado a outro no percorrer do tempo.

Definicao: A probabilidade para se movimentar de um estado ¢ até o estado j no per-
correr de ¢, ¢ chamada de probabilidade de transigdo P, ;(¢). Se a probabilidade de transi¢do
¢ independente de ¢, a cadeia de Markov é chamada de homogénea. Se a cadeia de Mar-
kov é homogénea o espago S = 1iy,1s,13,....0y, € finito, por tanto, as probabilidades de
transi¢do sdo dadas por uma matriz de transicdo P = P, ;(t) que verifica P,; > 0,Vi =

1,2,....n,Vj = 1,2, .....n, as matrizes com estas propriedades sdo chamadas estocdsticas.

A matriz de transicdo de n passos € a enésima poténcia de P é definida pelas equagdes:

P =pl) = P(X, = j|Xi 0 = i) (3.36)

Verifica-se a equagdo:

P =" PRYPM Wi > 0,Ym > 0 (3.37)

Que ¢ chamada de equagcdo de Markov. Também pode ser escrita de forma matricial
como mostra a seguinte equacao:

plmtn) — pm pn (3.38)
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E também possivel calcular as probabilidades condicionais sobre um conjunto de estados
J.

P = p(Xeed| Xy =) = Y PV (3.39)

Z?] 7]
jeJ

3.7.1 Classificacao dos estados

Definicao 2: Um estado j € acessivel a partir de um estado ¢, quando, se pode ir de ¢ até

J em um nimero finito de passos, esta definicao implica:

® | — j, se paraalgumn Pj; > 0;

® | <> j, se para algum n e algum m, B[} > 0e P} > 0.

Neste ultimo caso, se diz que os estados 7 € j se comunicam.

Proposicao: a relacdo de comunicacdo € uma relag@o de equivaléncia.

Reflebilidade:i <+ , j que P\ = 6,5;

Simetria: se i <+ j entdo j <> 4. E imediato a partir da defini¢do;

Transitibilidade: se i <> j e 7 <+ k entdo i <> k. Também é uma aplica¢do imediata da

definicdo.

Definicao 3: Se uma cadeia de Markov tem todos seus estados na mesma classe de equi-
valéncia se diz que € irreduzivel. Em uma cadeia de Makov irreduzivel hd uma probabilidade
positiva e um estado a qualquer outro estado.

Definicao 4: Uma cadeia de Marvok é aperiddica se 0 maximo comum divisor de m para
P™(i,7) > 0.¥zl. O complementédrio é chamado de cadeia de Markov periddica, e nesses

processos existem estados que ndo comunicam para certos nimeros de passos.
Definicdo 5: Uma cadeia que € aperiddica e irreduzivel é chamada regular.

Definicao 6: Um estado se chama transitério se hd uma probabilidade positiva para que
0 processo volte para o estado 1.

Definicao 7: f;; =probabilidade de inicio no estado i, o processo volta para i pela pri-

meira vez em n passos.

Definicao 8:
fii= Z i (3.40)
n=1
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Defini¢ao 9: Um estado é chamado de recorrente quando o retorno a ele € sucesso seguro.

Definicao 10: O valor esperado matemético do nimero de passos que sao necessarios

para voltar ao mesmo estado, é chamado de tempo recorrente.

X

wi =Yy nf} (3.41)
n=1
Definicio 11: Um estado € absorvente quando F;; = 1, se o estado, € absorvente, entdo,

ele € recorrente.

3.8 CALCULO DA RELACAO DE VARIANCIA PARA UM SISTEMA DE SEGUNDA
ORDEM

Para calcular a relagdo de variincia de um sistema de segunda ordem, € usada a fungdo

de transferéncia mostrada na equagdo 3.42:

K

)= Frasto

(3.42)

Onde: a,b e K sdo parametros de um FB de segunda ordem, o qual é comparado com um
sistema de segunda ordem, como apresenta a equagao 3.43:

2

Gls) = s2 + 2ws + w? (343)

Para o sistema, € desejado um amortecimento £ = \/Li Assim, a funcdo de transferéncia

analisada €:

K
52 +/2bs + b

Onde serdo encontradas as constantes /X e b, para que o sistema consiga atingir uma

G(s) = (3.44)

variancia desejada. Para tal fim, serd discretizado o sistema e representado como mostra a

equacdo 3.45, e como foi desenvolvido no apéndice A3, e representado na equagdo A.49:

Y (2) 224 K2
z

U()  #—%:42 (ia(ztd) (5:49)

NS}
|

Onde: d,f,g e h sdo os parametros correspondentes ao sistema discretizado para um

tempo de amostragem 7', definidos como:

o d=KT%
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o f=0bT?+al +1;
o g=2+aT;

o h =1.

Para o sistema anterior deseja-se uma variancia Var = 0.25. Para obter esta variancia

foi usada a equagao A.60, representada no apéndice A3, e amostrada a continuagao.

var[y(n)] = (?)2 (a_ld)QUQ (1 — (aé — d2))2 (3.46)

Onde @ e a sdo os polos do sistema discreto. Como é conhecido, o amortecimento do
sistema € assumido por um polo que represente este amortecimento, e € encontrado o polo
faltante; assim podem ser calculadas as constantes d, f, g com um tempo de amostragem
T = 0.1s, e conseguir representar o sistema discreto, mostrado na equacdo 3.45

Y .034
(2) _ 0.03473 347)
U(z) 22-1.6272z+0.6617

Partindo da equagdo 3.47 foi encontrada a expressdo que representa o sistema continuo

de segunda ordem como mostra a equagao 3.48.

5.249
yls) _ (3.48)
u(s) s+ 4.588s 4+ 5.249

Comparando a resposta do sistema discreto e continuo para uma entrada degrau, pode-se

observar que estes apresentam um ganho estdtico unitario, como € mostrado na figura 3.4:

Comparacgao do sistema continuo e discreto

— S=tema decreto
— S=tema connuo

Amplitude

Figura 3.4: Comparacdo do sistema continuo e discreto.
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Testando o comportamento das variincias se mostram duas figuras, uma que representa
o sistema discreto obtido em fun¢do da frequéncia, neste caso foi verificado que apresenta
uma relac@o entre as varidncias de entrada e saida de 1/4, como se mostra na figura 3.5,
posteriormente com o mesmo ruido, mas no dominio do tempo, foi plotada uma figura, que
mostra as relagdes dos ruido de entrada e o ruido na saida, obtendo o mesma relagdo de

variancias de 1/4 como se verifica na figura 3.6.

Comparagéo de variancias em funcdo da frequéncia
5 T T T T I I

— Vardnica na saida
— Varidncia na enfrada

Amplitude

Frequéncia

Figura 3.5: Varidncia do sistema em fun¢do da frequéncia.

Entrada de variancia unitaria
T

g WWW\W I

| | | | 1 |
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Tempo

Saida com variancia 0.25
T T T T T

f“\/f”“/m /ww f\;\//\\m\ w/wwuvfmw\ /‘f

| | | | | | | | | |
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Tempo

r

Amplitude
(=

Amplitude
- o — o
—

o

Figura 3.6: Variancia do sistema em func@o do tempo.
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4 APRESENTACAO DA PROPOSTA DE ADAPTACAO DO FILTRO DE KALMAN

Neste capitulo € mostrada a proposta de adaptacdo, para tal caso inicia-se obtendo o
filtro que serd usado para determinar a variancia das saidas estimadas do F'K A, passando
a obtencdo da proposta de adaptagdo onde € mostrado como obter um sistema adaptado
para as perturbacdes em malha aberta e fechada e mostrado como calcular as constantes
involucradas para esta andlise, finalizando com a influencia do F'K A na performance do
controle em malha fechada.

4.1 ANALISE DA OBTENCAO DO FILTRO DIGITAL

Na analise desenvolvida € preciso considerar um filtro que permita facilitar o célculo
da variancia das saidas estimadas do sistema para este caso, foram consideradas diferentes
alternativas, entre estas um sistema digital de ordem um, um sistema digital de ordem 3 e um

filtro butterworth discretro de segunda ordem como mostra a figura 4.1:

272374
P

—»

Varidncia do filtro de ordem 3
divido por quatro >

M To Workspace

0.4z
Varidncia unitdria — —
z08

Varigncia do filtro de primeira *
ordem dividida por quatro ] Soopet

To Workspacel| P

0.03473

I
Clock 22-1.627z+0 6617 !

—T

To Workspace3

Varidncia do filtro Butterworth
t divida por quatro

To Workspace2| €

Figura 4.1: diagrama de blocos dos filtros

A figura 4.2 mostra as saidas dos filtros para um ruido branco de media zero e variancia
unitidria com mesma atenuacdo, a escolha do filtro indicado serd feita em funcdo do menor
tempo de resposta € a mdxima rejeicdo da variancia inserida, é observado que para estes

casos os trés filtros apresentam saidas com as mesmas variancias 1/4.
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Comparacao das saidas dos filtros

15 T T T T T
— Filtro digital de ordem trés
: : : : : — Filtro digital de ordem um.
) S SNBSS S— S s,
05 ; AN 1111 U 1 ﬁ
o) | i i 3 i | A
o i i {1 ! ! |
3 - ! ,
= 0 ' LR AR "‘. I PR A
o | T il
= IR i\ i il
< : | Y : |
05 i | - it R LA
e U AR U SN T VS
15 | \ \ i | i | \ |
o 0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1
Tempo

Figura 4.2: comparagdo das saidas dos filtros com variancia 1/4.

Além disso, os trés filtros apresentam uma filtragem muito préxima entre eles, o objetivo
¢ encontrar um filtro que cuja resposta seja mais rdpida, e os custos computacionais para
implementagao sejam menores, para esta verificagao foi feita uma comparacdo da variancia
do sistema, para diferentes filtros, um digital de ordem 50, conhecido como janela deslizante,
um filtro digital de ordem um com variancia 0.0178. Esta comparacdo € feita para verificar
se quando se trabalha com filtros de ordem superior consegue-se estabilizar o filtro muito
mais rdpido na variancia desejada, mas, a variagdo entre estes filtros ndo € muito grande em
relacdo a otimizagdo, porém, sim, em relacdo a recursos computacionais, a figura 4.3 mostra

a resposta da comparacao destes filtros.
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Comparagao da variancia Q com filtro de ordem 50 e ordem 1
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Figura 4.3: Comparagdo da saida do Q varidvel para sistemas com filtros diferentes

Finalmente, foi feita uma comparacao entre diferentes filtros incluido a janela deslizante
de ordem 50, quando € aplicado um degrau, os filtros analisados apresentam polos iguais, é
observado que todos chegam ao valor unitario como mostra a figura 4.4:

Com paragdo das saldas dos fnltrns para uma entrada degrau
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Figura 4.4: Comparacdo da saida dos filtros de polos iguais para uma entrada degrau

Pode-se observar nos filtros mostrados na figura 4.4 que todos eles apresentam um com-
portamento parecido, mas o filtros de ordem dois, trés e quatro tem uma resposta em um
tempo maior comparada com o filtro de ordem 1, além disso, o filtro que melhor faz o segui-
mento do filtro digital € o filtro de primeira ordem, por essa razao foi escolhido este filtro para

trabalhar as variancias das saidas estimadas, ¢ importante ressaltar que o filtros analisados
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foram calculados usando o mesmo método analitico para calcular a variancia do filtro But-
terworth mostrado no Apéndice, mas, para este caso com polos iguais. Concluindo-se que o
filtro de ordem unitdrio tem um menor tempo de resposta e maxima reacao frente a variancias
de ruido branco, em comparagdo aos outros filtros testados que apresentam o mesmo nivel
de atenuacdo, por este motivo serd usado este filtro para prosseguir com o desenvolvimento
do projeto.

4.2 OBTENCAO DA PROPOSTA DE ADAPTACAO

A proposta de adaptagdo mostrada aqui € feita partindo de uma descricao geral de um
sistema em espaco de estados o qual foi representado mediante as equacdes 2.30 e 2.30 e
reescrito como:

Tpr1 = Az + Bug + Bwg

yx = Crg + vk

4.1

Sendo: A,B,C matrizes que definem a dindmica do um sistema, uy € a referéncia do
sistema, x 0s estados do sistema, v € wg ruidos na medi¢do e processos definidos como
brancos de média zero com variancias R e Q, os quais sdo ndo correlacionados entre si,

indicando que C'ov|xy, wy| = 0.

Aplicando as propriedades da variancia mostradas no capitulo 3 nas equagdes dos estados
do sistema € obtido:

Var(zi] = AVar|zy| AT + BVar[u) BT + BVar|w,|B* 4.2)

Assim a variancia na saida para um sistema dindmico depende diretamente da variancia
dos estados do sistema. Tendo em vista que a frequéncia de amostragem do sistema € muito
maior que a frequéncia de resposta do sistema é possivel aproximar Var|xy 1] ~ Var|zl,
além disso, pode ser considerada a variancia Var|u,| = 0, isto pode ser feito, dado que o
comando em malha aberta permanece invaridvel na maior parte do tempo ( o equivalente em
considerar o valor de referencia da saida constante para o sistema em malha fechada). Desta

maneira € possivel reescrever a equacio 4.2 da seguinte maneira:

AV ar[zy| AT — Var[z,] + BVar[w,] BT =0 4.3)

A equacdo 4.3, é uma relacdo matricial cuja solucdo que pode ser abordada, mediante
desigualdade matricial, encontrando assim o valor da matriz Var|xy| , mas, esta seria uma
solucdo particular que muda com a ordem do sistema analisando, de maneira geral, a equa-

cdo 4.3, pode ser comparada de forma discreta, usando uma desigualdade matricial linear
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assumindo a forma:

AVar[z)]AT — Var|zy) = —BVarfwy| B* 4.4)

Se for conhecida a matriz que representa a variancia da perturbacio, pode ser obtida a
variancia dos estados mediante a implementacdo de um LM [84] o qual € representado
como mostra a equacao 4.5

ATNxA-N< —-Z 4.5)

Onde Z, uma matriz quadrada que deve cumprir que Z = Z7, A, é a matriz constante de
ordem nxn do sistema em espago de estados e N € uma matriz que deve cumprir que N > 0
o que indica que é uma matriz positiva definida, Assim, desta maneira pode ser usada esta
solugdo considerando que: N = Var[z;] e Z = BVar|w;] BT, obtendo a matriz de vari-
ancia Var[zy] que cumpre a desigualdade representada pelo LA/ I, usando este raciocino e
mediante as propriedades de superposicao de sistemas lineares pode ser encontrada a relacao

geral para o sistema em malha aberta mostrada em 4.6:

Var|xg] = kp x Var|wg] (4.6)

Desta maneira a partir da relagao anterior pode ser obtida a variancia estimada na saida do
sistema substituindo a equagdo 4.6 na variancia da saida estimada e mostrada como mostrada
como 4.7.

Var(yy] = C * kp, x Varfwg] * CT + Var[v] 4.7)

A equagdo 4.7 representa a varidncia que pode ser modificada mediante propriedades de

superposi¢do de sistemas lineares, obtendo desta maneira a equacio 4.8.

Varfwg] = Gpn(Varlyy] — Varlvg)) (4.8)

Onde G,,, é o ganho obtido das varidncias, o qual permite encontrar uma relagdo entre
a entrada e saida do sistema e que serd mostrado na proxima se¢do para sistemas de ordem

nxn.

A andlise anterior pode ser expandida em um sistema de malha fechada considerado o
observador de estados, o qual pode ser representado de maneira matricial como mostra a
equacio 4.9

Tl+1 A —BK;,, T B B 0
- + + + 4.9
(:c,gﬂ> <0 A— BEK, — L,p) (xk> (B wt g et e @)
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sendo:
p = (C 0) (x’“) + g (4.10)
T

Usando a equagdo 2.89, e o sistema representado na equacgdo 4.9 é representado como
apresenta a equagao 4.11

Tl+1 A —BK}, Tk B B 0
= 4.11

Executando a discretizacdo do sistema, os estados podem ser representados como se

mostram nas equagoes 4.12:

Tpp1 = Aoy, + Brug, + Bowy, + Loy, 4.12)

Onde vy, representa o ruido do processo, que pode ser considerado branco e de varian-
cia constante e esta relacionado com sensor de medida, entdo € de interesse encontrar uma
relacdo da variancia da perturbacdo, dado que a perturbacdo pode causar instabilidade no
sistema. O proposito deste trabalho € encontrar uma relagdo da intensidade da variagdo da
saida e a perturbacdo que a gera, de maneira que possa ser controlados os efeitos no sistema e
no controlador, assim calculado a variancia da equacgdo 4.12, da mesma forma como foi cal-
culada a variancia da equacao 4.3. Considerando a correlacdo nula entre o ruido de medida
e a perturbacdo € possessivel representar a variancia dos estados do sistema como mostra a

equacdo 4.13.

Var[Zpyi] = AVar[@y) A3 + BiVar[ug| BY + LoaVar|vg| L3 + BoVar[w]B; — (4.13)

A equacgdo 4.13, € uma equacdo similar com a equagdo 4.4 obtida anteriormente, lem-
brando que Var[ug] = 0, porém, pode ser representada em fun¢do de uma desigualdade que
pode ser trabalhada mediante a implementagdo de novos LM I, considerando N = Var|zy],
e Z pode ser trabalhada usando o principio de superposi¢ao obtendo uma primeira solucao
de Z = LyVar [vk]Lg encontrando k,,; * Var[vg], mds, o calculo da variancia da perturba-
¢do vai depender do ndimero de entradas do sistema, dado que cada entrada € perturbada por
ruidos de variancia diferente, por tanto a solug@o para estas entradas sdo calculadas para um
7 = ByVar|w;k|BY, com Var[w;k| representando cada uma das entradas do sistema, ob-
tendo solug@o no final k,,» * Var[wy], gerando expressdes matematicas similares as obtidas

nas equagdes 4.7 e 4.8, mostradas anteriormente.

Var(zy] = ki x Var|vg] + kna * Var|wg] (4.14)
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Sendo k,,; e k,,,2 ganhos matriciais obtidos através do método da superposicao para cada
uma das entradas do sistema M MO de forma geral, desta maneira baseados na equagio

4.14 € obtida a variancia estimada na saida como mostra a equagao 4.15.

Varly(k)] = C x (kyy * Var[vg] 4+ kma x Varfwg]) * CT + Var|vy] (4.15)

Sendo assim, uma representacao das variancias que pode ser modificada mediante propri-
edades de superposigdo dado que C x (k1 * Var|v]* CT +Var[v,] podem ser representados
em um termo G5 * Var[vg], por se tratar de sistemas lineares, obtendo desta maneira uma
combinacdo linear de solucdes com ganhos G,,; e GG,,» mostradas na equacio 4.16, estas
expressoes poderdo ser entendidas de forma clara no exemplo apresentado na préxima secao

deste capitulo.

Varfwy] = G * (Varlyy] — Var[vy] — C (ki * Var[vg]) * CT) (4.16)

Até o momento foi calculada a variancia da saida estimada em func¢ao das contribui¢cdes
de ruido e perturbacdo do sistema, como mostrou a equagdo 4.15, partindo desta relagao
foi calculado a variancia da pertubagdo que estd sendo inserido no sistema como mostrou a
equacao 4.16, esta relacdo representa da variancia da perturbagao a qual estd sendo adaptada
em funcdo das ruidos inseridos no sistema e depende da saida estimada do observador e
do ruido, para este caso € necessario a determinacdo da variancia da saida estimada, que
apresenta o formato mostrado na equacdo 4.17, assumindo que o saida y converge para seu
valor de referencia yy.

k
1 , 9
Varlyd = 2> _(4(j) = yrer) (4.17)
j=0
Esta variancia € estimada em tempo real através de um filtro de primeira ordem analisado
no inicio deste capitulo cuja variancia foi calculada conforme foi mostrada no apéndice, desta

maneira a varincia da saida estimada € calculada como mostra a equagao 4.18;

Varlyy] = (1 — @) x Var[ys_1] + afy(k) — Yres)? (4.18)

Onde « € escolhido de maneira que a dinamica do filtro seja muito rapida comparada
com o sistema em malha fechada e muito mais lenta que a frequéncia de amostragem. A
equacgdo 4.18, garante que a variancia do estado seja positiva definida cumprindo com as
condi¢Oes algébricas de Ricatti para a matriz de varidncia mostrada na equacao 4.16, para
este caso € fixado um valor minimo de saturacdo, que permita limitar a varidncia de maneira
que quando seja feira a subtracdo dos dois termos, possa-se ter varidncias positivas, levando

aqueles valores negativos ao valor minimo fixado.
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A continuacdo serd mostrado como pode ser calculada a variancia para um sistema de
multiplas entradas, iniciando com um sistema de primeira ordem e passando a analisar siste-

mas de multiplas varidveis em malha aberta e fechada.

4.2.1 Analise da varidncia de um sistema de primeira ordem

Um sistema de primeira ordem pode ser representado mediante o modelo em espago de
estados como mostrou as equacdes 2.30 e 2.30, dado que o sistema € de primeira ordem as
matrizes A,B,C s@o constantes, gerando desta maneira uma representacdo de variancias da

seguinte forma:

Var[zy] — AVar|zy]AT = BVar|wy| BT 4.19)
Var[ye] = CVar[z]CT + Var|vg] '
A equacdo 4.19 pode ser representado como mostra a equacao 4.20:
Var|zy] — A*Var|x] = B*Var|wy)] 4.20)
Varlyy] = C*Var[zy] + Var|vg]

Assim a variancia do estado pode ser calculada como mostra a equagdo e pode ser deter-

minada desta forma a variancia da saida estima 4.21:

{ Var[z) = %Var[wk] @21)

Varlyy] = CZ%Var[wk] + Var|uvg]

4.2.2 Analise da variancia de um sistema de ordem n em malha aberta

De forma similar & considera no caso de um sistema de primeira ordem, pode ser re-
presentado um sistema de ordem nxn, mediante a mesma representacao de espaco de es-
tados mostrada nas equacdes 2.30 e 2.30, fazendo o cdlculo de variancias para elas, consi-
derando que uy e wy, sdo ndo correlacionados entre si, € que que a variancia da referéncia
Var|ug] = 0, como foi analisado na no caso da malha aberta, é obtido o sistema de equagdes
mostrado 4.22.

Var[zy] — AVar|x,)]AT = BVar|w,] BT
Var(y) = CVar[zy|CT + Var|v] (4.22)
Var(zi] = (C)"[Var([y] — Varlu]](CT) ™

Lembrando que para este caso analisado a malha aberta do sistema, a solucdo geral foi

representada como:Var|[zy] = K,V ar|wy]
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Manipulando a equagdo 4.22 pode ser obtida a equagdo 4.23, onde pode ser comparados
os ganhos do sistema.

{Var[wk] — (BBT)"'\GVar([z:)) (4.23)

Var([a;k ) = BBTG Var|wy]

Sendo K,, = BBTG™!, correspondente ao ganho mostrado na equagdo 4.6, onde G
representa o ganho correspondente ao filtro de primeira ordem usado para calcular a variancia

das saidas estimas, cuja determinag¢do foi realizada como mostra a equagdo 4.21.

A continuagdo € mostrado um exemplo usando o sistema em espaco de estados obtido
na planta real para representar o sistema e mostrar como se calcula os ganhos do método
de adaptacdo, para este caso € usada a variancia obtida dos ruidos para as entradas do sis-
tema sendo R1 = 0.6785 e R2 = 1.56 e as matrizes que representam o sistema dindmico
analisado:

0.7833 0.1024
0.2167 0.8193
0.2612 0

B= (4.24)
0  0.2184

10
01

Aplicando as matrizes do sistema dinamico nas equacdes obtidas 4.22 e 4.23 para calcu-

C:

\

lar a variancia dos estados estimados em funcdo da variancia da saida estimada e o ruido da
medi¢cdo encontra-se, que a variancia dos estados pode ser representada para este caso como
mostra a equagado 4.25, onde a matriz C € a identidade para este exemplo, permitindo fazer a

representacdo mostrada a continuacao:

Var[zy] = Varlye] — Var|uv] (4.25)

Analisado a matriz de variancia dos estados, pode ser observado que corresponde a uma
matriz diagonal, sendo o primeiro elemento da diagonal a variancia correspondente ao estado
representado o tanque 4 e o quarto elemento da matriz a varidncia que representa o estado
do tanque 2, para calcular a variancia da matriz perturbacao foi usada a equacdo 4.21, onde
o ganho G, corresponde a G = % = 421074, representando desta maneira a matriz de

variancia da perturbacdo como mostra a equacao 4.26:

0.0059 0

v 426
o 0.0077| Vol (4.26)

Var|wg| = [
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Desta forma a variancia dos estados fica representada como:

170.5636 0
1% = Vv 4.27
arles) [ 0 130.4164] arlw) *-27)
170.5636 0
sendo assim o ganho K,, = Os resultados obtidos mediante esta
0 130.4164

analise serdo mostrados no capitulo 6 onde é analisado o comportamento do F'K' A com
o F'K sem adaptacdo o qual foi projetado mediante a identificacdo da matriz de variancia

usando o sistema em malha aberta.

4.2.3 Analise da variancia de um sistema de ordem n em malha fechada

Para o sistema de ordem nzn em malha fechada foram analisadas as equacgdes 4.12, 4.13
e 4.14, obtendo desta forma duas solugdes, uma em funcdo da variancia perturbacio e outra

em funcdo da variancia da medi¢do como mostra a equagdo 4.28.

Var[zy] — AVar|x,]AT = BBTVar|wy]
Var[zy] — AVar|xz,)]AT = KVar|v,] KT (4.28)
Varlx] = (C)HVarly] — Varlv]|(CT) ™!

A equacdo 4.28 pode ser representada de forma geral como mostra em 4.29, a qual mos-
tra uma combinacdo linear entre as varidveis de medi¢do e perturbacdo e onde pode ser

determinado os ganhos mostrados na equacao 4.16.

Var[zy] = GBBTVar|wy) + GKVar|v | K (4.29)

Desta forma a variancia da perturbacdo para o sistema em malha fechada € calculado

como mostra a equagao 4.30:

Var[wg] = (BBT)’lG[Var([a:Ak]) — KVar([ug]) K" (4.30)

Sendo o ganho G,,, = (BBT)~'G mostrado na equagdo 4.18.

Usando o mesmo exemplo analisado em malha aberta e substituindo nas equagdes 4.28

até 4.30 se tem:

0.0682 0

Varjwy] + K
0 0.0522

Var[zy) = (4.31)

0 1.56

0.6785 0 ] e

Onde K o ganho do FFK A o qual esta sendo atualizado em cada instante, porém, ele é
um termo varidvel, desta maneira pode ser representada a variancia da matriz perturbacdo

para o sistema em malha fechada como mostra a equacao:
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0.0009 0
Var\wg) = Var[z, + KVarlv,] K" 4.32
[wi] 0 00012 [Var(x] [vk] K] (4.32)
Onde Var(x) depende das vari¢des das saidas estimadas e a varidncia da medi¢ao repre-

sentada como foi mostrada na equacgdo 4.22.

Os resultados obtidos nesta analise serdo mostrados no capitulo 6, onde € analisado o
comportamento dos dois filtros testados, tanto em malha aberta, como em malha fechada,
para o sistema adaptado e sem adaptacgao.

Definida a proposta de adaptacdo proposta, foi feita uma representacdo mediante o flu-

xograma da figura 4.5 que mostra como pode ser montado o F' K A.

Inicializacdo dos Parametros

P(k), Q(k), x(k)

Sistema em tempo discreto

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + w(k)
y(k) = Cx(k) + v(k)

F

Atualizagdo dos Parametros

Etapa de adaptagéo

P+ D = APGOAT 1 000 Var[y(k + 1)] = (1 - a)Vary(k)] + a(yv(k) — u(k))?

K(k) = P(k)CT(CP(K)CT + R)™1 KVar[v(k)IKT = Var[x(k + 1)] — AVar[x(k)]AT
x(k+1) =x(k) + K(k)(y - Cx(k))
Pk +1) = (I — K(k)C)P(k)

Var[w(k)] = Gp(Var[y(k + 1)] = Var[v(k)]) — CKpyVar[v(k)]CT

Q(k) = BVar(w) = G » BT

Figura 4.5: Fluxograma da técnica de adaptacao.

O fluxograma proposto mostrado na figura 4.5 apresenta quatro etapas, uma de inicializa-
cdo das varidveis, onde sdo inicializadas as matrizes de covaridncia P a matriz perturbacao
@ a qual € inicializada como Q = B x BT, para a primeira estimativa, sabendo que na
segunda estimativa ela assume um valor real do processo e sdo inicializados com valores ze-
rados os estados x para iniciar a atualizacdo dos mesmos , seguidamente ¢ mostrada a etapa
correspondente a obtencdo das saidas estimadas, passando as atualizacdes dos parametros
correspondentes a matriz de covariancia, o ganho que faz minimiza a matriz de covariancia
K e a atualizacdo dos estados, seguindo com a etapa de adaptacdo proposta, onde € obtida a
matriz de covariancia (), a qual depende dos ganhos do sistema G e foi mostrado nesta se¢do

como realizar a adaptacdo que permite a realimentacdo do sistema.

Usando o fluxograma proposto, foi feito um teste onde se tinha o sistema identificado

e foram eliminados os efeitos de ruido inserindo perturbagcdes de valores diferentes para
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cada entrada, com a finalidade de obter estes valores na saida do sistema e assim usar esta
metologia na determinagao do tamanho da perturbacdo de um sistema real, as figuras 4.6 até

4.9 representam os resultados obtidos:

Comparacgao da resposta do FKA para um sistema MIMO
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FK adaptado segunda entrada
Referéncia ideal primeira entrada sem perturbagao
0 —— Referéncia ideal segunda entrada sem perturbagao
— FK sem adaptar primeira entrada
1 | | | | | — FK sem adaptar segunda entrada
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Figura 4.6: Comparacdo das das saidas estimadas para perturbacdes inseridas no sistema.
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Figura 4.7: Variancia estimada das perturbacdes inseridas no sistema.
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Comparagao da resposta do FKA para um sistema MIMO
T I T T T T I

Resposta

—— FK adaptado primeira entrada

FK adaptado segunda entrada
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Figura 4.8: Comparagao das das saidas estimadas para perturbagdes inseridas no sistema.
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Figura 4.9: Variancia estimada das perturbacdes inseridas no sistema.

A figura 4.6 mostra as saidas estimada 1 e 2 inserindo perturba¢des de variancia 0.02 e
0.05 respetivamente, pode-se observar que o 'K A para as duas saidas responde bem melhor
comparado com o F'/K sem adaptar os quais sao mostrados nas figuras de cores vermelho
e azul, ja, a figura 4.7, mostra a obtenc@o da variancia da perturbacao inserida no sistema,
pode-se observar na primeira figura que esta variando entorno do valor 0.02, que foi o varian-
cia da perturbacdo, da mesma maneira a segunda figura representada pela cor preta, mostra
como a segunda saida estabiliza em 0.05 como era esperado, posteriormente foi feito ou-
tra simulacd@o numérica mostradas nas figuras 4.8 e 4.9, onde podemos observar os mesmos
comportamento ja para variancias na perturbagdo diferentes, neste caso 0.03 e 0.01 respec-
tivamente, pode ser observado que dado que as variancias nesta perturbacdo sao menores 0o

F K A reage muito melhor, mas, em todos os testes realizados foi verificado que sempre a
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adaptagdo proposta apresenta melhores resultados.

4.3 INFLUENCIA DO FILTRO ADAPTATIVO NA PERFORMANCE DO CONTROLE
EM MALHA FECHADA

Durante todo este processo tem sido testados numericamente diferentes alternativas de
controle, sendo definido que a melhor op¢do encontrada € trabalhar com um sistema adapta-
tivo, como serd mostrado ainda neste capitulo mediante as avaliagdes numéricas realizadas a
diferentes sistemas, foi dito que a principal vantagem que apresenta a teoria aqui apresentada
€ sua forte reacdo frente a ruidos inseridos no sistema, por essa razao foi feita uma analise
considerando como entrada ruidos com variancias conhecidas, o que faz que a entrada seja
uma constante zero, onde € mostrado e comparado os resultados obtidos usando um F' K sem
adaptagdo com um F'K A, iniciou-se usando perturbagdes fixas de variancia 0.25 e 5 respec-
tivamente. A figura 4.10 representa a saida do sistema sem ruido, onde € observado que as
duas figuras apresentam o mesmo formato, mas sua amplitude é diferente, isso a causa da
perturbacio, comparando a relacdo dos valores, a diferenca é 7 a 1, da mesma maneira ana-
lisando a figura 4.11 que representa o comando, € perceptivel uma diferenca nas amplitudes
de 17 a 1, concluindo-se que o 'K reage me maneira forte para perturbagdes grandes no

sistema; sendo assim que o /'K € mais reativo.

Comparacao saida do sistema sem ruido
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Figura 4.10: Comparacgdo da saida do sistema sem ruido relagdo 7x.
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Comparagao da saida dos comandos
T T T

— Varianica 0.25

o 0.2 -
=}
2
a O
E
< o2k -

04 | | I

0 5 10 15 20 25 30
Tempo
) Comparacao da saida dos comandos
T T T
—Varridnica 5.0

o 11 .y

p=}

2

a O

£

< A+ -

2 | | I | |

0 5 10 15 20 25 30
Tempo

Figura 4.11: Comparac¢do da saida do comando relagdo 17x

A figura 4.11 denominada comando representa a saida do controlador usado para garantir
o ganho estatico do sistema, neste caso foi suficiente o uso de um controlador proporcional
dado que o sistema estd em malha fechada ele é atualizado a cada passo de tempo, € impor-
tante mencionar que este trabalho tem como principal objetivo gerar uma técnica de controle
adaptativo usando o filtro de Kalman para conseguir reagir de forma muito forte frente per-
turbagdes grandes, porém, nao € trabalhado de forma muito forte na parte dos controladores
classicos dado que ndo acrescentaria muito a pesquisa desenvolvida.

73



5 SIMULACOES NUMERICAS REALIZADAS COM O FKA

Neste capitulo se apresentam uma série de simulacdes numéricas realizadas como o ob-
jetivo de validar a teoria de adaptagdo proposta, inicia-se mostrando um sistema de tanques
simples, posteriormente um sistema sistema barra bola, seguido das simulagdes feitas com

um compensador ativo de Heave.

5.1 SISTEMA IDEAL DE DOIS TANQUES EM SERIE.

O primeiro teste do F'K A € realizado com sistema simples usado para controlar o fluxo
da dgua mediante um F'K de segunda ordem, o qual estd sendo perturbado por um ruido nao

gaussiano, o esquema ¢ mostrado na figura 5.1.

q

jig—

h1 . h2
c1 e R2

L]

q1 g2

Figura 5.1: Sistema de tanques em serie

Onde:

e (¢ a vazao volumétrica;

h € a altura;

R resisténcia ao fluxo;

C capacitancia.

Este sistema pode ser representado em fun¢do da vazdo volumétrica como apresenta a

seguinte equacao:
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@ = "R,
—qg = (O, Y
q qlh 17g¢ (51)
G2 = R_22
(41 — 42 = 02%2
E suas respectivas transformadas de Laplace sdo representadas por:
( Hi—H
Qi =zt
— @1 =SCH
Q Q; 1 Hy 52)
Q2 = 32
(@1 — Q2= SC2H,
Das equagdes anteriores € obtido:
: q hy ha
hi=— — 5.3
"0 RGO ORG )
. hl 1 1
he = — h2 54
2= Ok, (3102 i R202> 4

Para realizar a comparagdo dos controladores que estdo sendo projetados, serd conside-
rado inicialmente um caso ideal, onde: R = Ry = 1e C'l = C2 = 1, dessa forma o sistema

de equacdes € representado pelas equagdes 5.5 e 5.6.

hy=hy —hy +u (5.5)
hy = hy — 2hs (5.6)

Sendo o espago de estados mostrado nas equagdes 5.7 € 5.8:
h -1 1)\ (h 1
L= B NK (5.7)
ha 1 =2/ \h 0

y=(1 0 (Z;) (5.8)

O sistema anterior foi submetido a uma perturbacdo Gaussiana com media zero e vari-
ancia unitdria, e foi simulado o nivel de d4gua de um tanque mediante uma entrada degrau, a

resposta obtida é mostrada na figura 5.2.
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Comparagao da resposta do FKA com umFK para uma entrada degrau
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Figura 5.2: FKA SISO para uma entrada degrau.

No trabalho desenvolvido foi projetado um F'K estético representado pela cor vermelho
e um F'K A representado pela cor preta, o qual tem média zero e varincia unitdria para o
sistema, a figura 5.2 mostra que o comportamento obtido com o sistema adaptativo é muito
melhor que o encontrado com o filtro sem adaptacdo, dado que é observado que o F'K A tem
uma resposta mais lisa comparada com FK estético, posteriormente foi analisada e compa-
rada a resposta do filtro quando se tem uma mudanga brusca frente ao nivel dos tanques,
representando esta mudanca entre um nivel alto e um nivel baixo mediante a implementacio
de uma entrada quadrada, como mostra a figura 5.3.

25 Comparagao da resposta do FKA com FK

FKadaptado
—— FK sem adaptar

Resposta

05
05 1 1 i i i \ I \ \
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Tempo(s)

Figura 5.3: FKA SISO para uma entrada quadrada.
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Na figura 5.3 se trabalha com o mesmo sistema, mas agora se muda o sinal de entrada a
para um comportamento quadrado, pode-se observar que os dois sistemas reagem bem frente
a uma mudanca brusca no nivel do fluido, porém o sistema adaptativo representado pela cor
azul continua tendo uma melhor resposta ja que consegue reagir de maneira forte ao ruido
inserido no sistema e manter uma resposta mais uniforme, os sinais usados para realizar estes
testes de comparacao s@o mostrados na figura 5.4 sendo representada pela cor roxa o sinal
quadrado e pela cor amarela o sinal degrau.

Sinais de entrada para o sistema
T T T T T T

35 | :

Referéncia ideal degrau

25+ —— Referéncia ideal quadrada

Resposta
o
T
i

05+ -

05 I i I | I i I \ I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Tempo(s)

Figura 5.4: Entrada ruidosa para teste ruidosa.

Seguidamente foi analisada uma entrada ruidosa a qual € eliminada em um intervalo
para verificar a reatdncia do F'KA o resultado obtido com este teste ¢ mostrada na figura
5.5, encontrando que o F'K estdtico representado pela cor vermelho ndo consegue eliminar
os efeitos do ruido na parte do sinal de entrada onde este ruido foi anulado, mas o FFK A
representado pela cor azul, reage de maneira mais forte frente a estas perturbagdes, além
disso, é mostrado que os dois filtros tem respostas muito parecidas no sinal ruidos, e que o
F K A € muito mais reativo na parte do sinal onde foi anulado este ruido.
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Figura 5.5: FKA SISO para uma entrada quadrada ruidosa.

O sistema modelado na figura 5.5, corresponde a um sistema SISO ideal, com o objetivo
de verificar o comportamento do F' K’ A dado que nesta pate do trabalho ndo eram conhecidos
parametros reais do sistema fisico, porém mediante este trabalho verificou-se que a adaptagcdo
realizada tem um comportamento bem superior ao realizado utilizando o FK estético.

5.2 MODELAGEM MATEMATICA DO SISTEMA BOLA - BARRA

Outro sistema analisado para testar o comportamento do filtro de Kalman adaptado, foi
o trabalhado feito pelo José Oniram [85], onde € analisado um problema de rastreamento de
trajetoria para um sistema nao-linear barra-esfera, nesse trabalho, a planicidade diferencial
do sistema € explorada tanto para desenvolver uma estrutura de controle por realimentacao
de estados visando estabilizar o erro de rastreamento de trajetdria com respeito as trajetdrias
desejadas. Sistemas nao-lineares diferencialmente planos podem ser escritos na sua forma
canonica de Brunovsky, o que se permite realizar a estimagdo de estados através do Filtro de

Kalman.

O modelo do sistema trabalhado estd mostrado na seguinte figura 5.6:
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Figura 5.6: Ball and beam system [9].

Este modelo corresponde a um sistema ndo-linear, o qual foi trabalhando matematica-
mente por koo [9], encontrando a seguinte representacio matematica:

. mr 2
armgR
r 9

beam(mR2+Jb)

. : (5.9
0= —%«95—;
Sendo, 6 e r é sdo angulos do feixe e da posi¢do da bola, respectivamente. 7 € a constante

de tempo, K € o ganho de estado estaciondrio, Ly, € 0 comprimento do feixe, m e J;, sdo

a massa e o momento de inércia da bola, respectivamente. Além disso, 12 € o raio da esfera,

g € a aceleracdo da gravidade, r,,.,,, a forma € a distancia entre o parafuso e a engrenagem do
motor. A entrada do sistema é dada pela voltagem do motor V,,, [85].
Seja (x1;22; x3; 24)T

(r,7,0, 9)T O sistema anterior pode ser representado pelas
equagdes de espaco de estados 5.10 e 5.11:

I'lzxg

t9 = Kpsin(xs)

. (5.10)
T3 = X4
Ty = Prxg + B2V,
Onde:
fr =1
By = (5.11)
Kbb — 7 ’nq'ru.r'rn,gl?/2

beam(mR2+Jb)

Este sistema € representado na base candnica de Brunovsky como mostra as equagdes
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5.12 e 5.14, informagdo detalhada do sistema em [85]:

Sendo y a saida planejada do sistema, para realizar as simulagdes foram usados os para-

Xr= Xr+

o o o O
o O O =
o O = O
o = O O
_ o O O

y:[l 00 O]XT

metros mostrados na tabela 5.1:

(5.12)

(5.13)

Tabela 5.1: ParAmetros do sistema Ball and Beam.

Parametros do sistema Ball and Beam.
Simbolo | Defini¢ao Valor
m Massa 1 0.064[K ¢
Jb Momento de inércia da bola 4.129 %« 10~ 6[ K g]
R Raio da esfera 0.0127[m)]
roTm Distancia entre o parafuso e a engrenagem do motor | 0.0254[m]
g Aceleragdo da gravidade 9.81[m/s%
Lyeam | Comprimento do feixe 0.7363
T Constante de tempo 0.425[m)]
K1 Ganho de estado estaciondrio 1.5286

Este sistema como foi mencionado corresponde a um sistema ndo linear, e o objetivo
de usar ele para realizar testes, € verificar a eficiéncia da teoria de controle desenvolvida

em fun¢do de sistemas ndo lineares que possam ser linearizados em torno de um ponto de

referéncia, os resultados obtidos sdo mostrados nas figuras 5.7, 5.8 ¢ 5.9.
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Figura 5.9: Velocidade da barra.

O resultado obtido mediante estes testes estd sendo publicado em um artigo, onde € mos-
trado que para efeitos de sistemas nao lineares a adaptacdo realizada funciona de maneira
satisfatoria, neste nivel o ideal era manter a posi¢cdo em um valor determinado e o dngulo e
velocidades da barra préoximos de zero, paral tal tarefa foi comparado um FK seguida a me-
todologia mostrada para o sistema de tanques simples, onde € comparando o comportamento
de um FK invariante representado pela cor vermelho com o FKA representado pela cor preta,
€ observado nos gréficos das figuras 5.7, 5.8 € 5.9, que efetivamente a melhor metodologia
para realizar esta tarefa € usar a adaptacdo proposta neste documento, dado que o sistema
estabiliza rapido, isso foi possivel porque foram usados as variancias dos parametros envol-
vidos, gerando um ganho para o sistema, que ajusta a matriz de covariancia e os estados do
sistema, fazendo que o sistema seja muito reativo a perturbacdes grandes e seu efeito seja
reduzido quando se aplicada uma perturbacdo pequena, de maneira que o sistema sempre

permaneca estdvel.

5.3 COMPENSADO ACTIVO DE HEAVE

Outro sistema que foi fornecido para realizar testes do FKA projetado foi parte do traba-
lho que esta sendo realizada pelo aluno de mestrado Tassio Melo, o qual publicou um artigo
que pode ser encontrado em [86], onde € mostrada uma abordagem de controle baseado na
teoria de planicidade diferencial para um sistema massa mola-amortecedor com um cilindro
de dupla via, com propésito € estabilizar o sistema em torno do ponto de equilibro quando

estd sujeito a perturbacdes externas desconhecidas. A partir das equagdes governantes do
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sistema € projetado um sistema de controle combinando a propriedade plana do sistema com
um estimador de perturbacdes baseados no Filtro de kalman. O trabalho aqui descrito tem
como proposta projetar um controlador que possa compensar os efeitos das perturbagdes
do sistema, visando na aplicagdo de sistemas maritimos, a planta trabalhada corresponde a
um sistema de segunda ordem, onde as equacgdes descrevem a dindmica da suspensdo e a
massa, o modelo final equivalente obtido corresponde a um sistema onde a forca € transmi-
tida a massa suspensa pelo movimento do navio, o qual € interpretado como uma perturbacao
externa que € estimada usando o FK na funcionalidade de observador de distirbios, além,
de estimagdo de estados. O modelo proposto € similar ao apresentado por Hatlestkog no

trablaho [10] que € mostrado na figura 5.10:

Figura 5.10: Ilustrag@o esquemadtica do sistema controlado e o atuador, fonte Hatlestkog [10].

A Figura 5.10 mostra a ilustragdo esquemadtica de um sistema onde X; € a posi¢do da
massa suspensa, xy € a posicdo do navio, k € o coeficiente de rigidez e c é o coeficiente de
amortecimento entre o navio € a massa suspensa m, o qual gera um sistema de um grau de
liberdade.

Este trabalho ndo considera a dindmica do atuador, como saturagdo e atrito de coulomb,
Isso significa que, o atuador é capaz de fornecer o exato controle do comando exigido, além
disso, a dindmica do navio em relacdo ao oceano nao € modelada porque o sistema de com-
pensacdo de alcada ativo deve funcionar para qualquer perturbacdo, ou seja, o sistema de

compensacdo deve ser independente do movimento do navio e das ondas do oceano.

O deslocamento x; pode ser medido através de uma unidade de medida inercial (/M U),
com eletrdmetros, giroscopios, magnetdmetros € combinagdes destes instrumentos, como
foi explicado por Kuchler em [87], a equacdo 5.14 apresenta as for¢as que atuam na massa

suspensa m.
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ma, = —kxy — cx1 + kxg + cxg + U (5.14)

Onde 7, € a velocidade massa suspensa, x; € a aceleracdo massa suspensa, xy € a velo-
cidade navio e u € o comando de controle. A equacao 5.14 pode ser reescrita em um espaco

de estados utilizando estados varidveis de x; € =5, tal como mostrado em 5.15.

{¢2:_m_%+%+& (5.15)

Sendo Fj, corresponde uma perturbac¢ao adicional devido ao deslocamento do barco, € €
dada pela equacio 5.16:

Fp = kl’o + Cx:o (516)

O sistema descrito aqui, € trabalhado usando uma representacdo da base candnica de
Brunovsky, o qual facilita o analise do vetor de estados, para tal caso € assumindo que [, =

0, assim a equagdo 5.14, é representada como mostra a equacao 5.17:

tmo (5.17)
U=ma1 + kzxy + cxq

Por definicdo a entrada do sistema de controle € representa como mostra a equagao 5.18:
V= —— — — + — (5.18)

Dessa forma o sistema pode ser transformado em linear usando a base candnico de Bru-

novsky em forma de espaco de estados como mostra as equagdes 5.19 e 5.20:

Xp=AXp+ Bv

5.19
Y =CXp (519

Xp = [x g‘;r A=

0 1]
0 1 (5.20)
i

O objetivo principal deste trabalho € estabilizar o sistema em uma trajetoria constante

B= o 1}T C

igual a zero (isto é, o ponto de equilibrio), para tal caso serdo comprados os resultados
obtidos pelo autor deste trabalho usando um F'K constante, com o resultado que seria obtido
usando o F'K A para este sistema. O trabalho de simulagdo foi desenvolvido sdo usados os
dados representados na tabela 5.2 [88].
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Tabela 5.2: Parametros do sistema massa mola amortecedor

Parametros do sistema.
Simbolo | Defini¢do Valor
m Massa 286 Toneladas
K Rigidez 60.2KN/m
¢ Coeficiente de amortecimento | 0.1
c Amortecedor 13.12KNs/m
T Tempo de amostragem 0.0737s

Para esta simulac@o foram consideradas os seguintes parametros:

e 1R Matriz de covariancia do ruido de medig¢ao;

e () Matriz de covariancia do processo do ruido;

E assumido que a varidvel medida z; apresenta um ruido Gaussiano branco aditivo com
variancia igual a 0, 0001 e desvio padrao de 0.01m, o qual vai ser aumentado para verificar
as diferencas entre os dois filtros. Os ganhos do controlador foram escolhidos como os
coeficientes do polindmio de um Hurwitz caracterizada por ter duas raizes iguais —1.5 +
1.54, estes ganhos proporcionam uma taxa de atenuacao razodvel, como também um sinal de

controle aceitavel.

Sabendo que o FKA proposto estd tendo um comportamento muito eficiente para dife-
rentes sistemas, e que este pode ser adaptado mudando o espago de estados para diferentes
sistemas dindmicos lineares, foi feito outro teste para comparar o comportamento usando
o problema de planicidade usando o sistema descrito anteriormente, para este teste foram
usados dados do trabalho [86], o objetivo fundamental deste trabalho € manter a resposta do
sistema sempre em funcao de uma entrada planejdvel determinada, que foi considerada como
zero, e dessa maneira submeter o sistema a um ruido e determinar uma perturbacao para estas
condicdes, os resultados obtidos sao mostrados nas figuras 5.11 e 5.12, estes resultados estao
inseridos no artigo [86], o trabalho dele consiste em criar um controlador que permita manter
o sistema nas condi¢Oes desejadas, e posteriormente melhorar sua performance usando um

FK, neste caso o F'K é ndo adaptado.
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Figura 5.12: Perturbaco.

Nas figuras 5.11 e 5.12 observa-se que uma resposta boa frente as entradas do sistema,
que para este caso é um sistema SISO, onde sdo mantidas as trajetorias proximas de zero
(saida e derivada da saida) que é o desejado pelo autor, e obtidos a entrada de referéncia
e a perturbacdo do sistema que gera as trajetorias encontradas, é importante comentar, que
este sistema € um sistema nio linear, que foi linearizado para trabalhar a nivel de simulacao
numérica, seguidamente foi substituido o FK sem adaptagcao por um FKA, o qual gera uma
matriz que realimenta a matriz de covaridncia do sistema e ganhos para cada tempo, e foram

obtidos os resultados mostrados nas figuras 5.13 e 5.14:
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Figura 5.14: Perturbacdo.

Sabendo que o FKA adaptativo foi projetado para reagir frente a perturbacdes grandes,
foi decidido aumentar a variancia do ruido 10 vezes, para analisar o comportamento do FKA
frente a um filtro invariante, os resultados obtidos sdo mostrados na figura 5.15 e 5.16
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Figura 5.16: Perturbacdo.

Pode ser observado nas figuras anteriores que a amplitude da saida e saida derivada do
sistema X; e X, estdo sendo aumentados pela pertubacdo, o qual estd ocasionando que o
ruido na referéncia fique maior, levando a aumento na amplitude da perturbacao, comparando
estes resultados com os mostrados nas figuras 5.17 e 5.18, € observado que efetivamente o
FKA esta funcionando de melhor maneira que o FK sem adaptar, dado que estd conseguindo
manter a magnitude dos estados do sistema bem mais perto de zero e o ruido na referéncia
estd sendo mais suave, gerando uma perturbagao uniforme como é desejado para este projeto.
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Figura 5.18: Perturbacdo.

Finalmente, tentou-se mostrar o comportamento do sistema se a variancia do ruido fosse
aumentada 100 vezes, mas infelizmente com o FK sem adaptacdo ndo foi possivel realizar

este teste, dado que sempre se encontrava um erro numérico, mas com o FKA os resultados

sdo mostrados nas figuras 5.19 ¢ 5.20 .

89



0.05

E ,
= [ —Reference
by -=--System reponse
-ﬁﬁﬁl 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70
t[s]
1}1 T T T T T T
0 -
E o —
o | —Reference
System reponse
_['1 1 1 | 1 1 | |
0 10 20 30 40 50 60 70
t[s]
Figura 5.19: Posicdo.
5 «10°
Z
] e T W e
-
| —UJ ofreference
_2 L 1 1 1 1 L
0 10 20 30 40 50 60 70
tls]
. «10* Perturbation

Figura 5.20: Perturbacdo.

Nestas figuras é observado que o sistema continua mantendo sua magnitude para os es-

tados analisados bem perto de zero e que consegui-se rejeitar o ruido inserido do sistema,

fazendo com que o sistema fique bem mais robusto. O desejado neste trabalho comparativo

€ evidenciar as vantagens que tem uma técnica adaptativa, dado que ela muda no tempo em

relacdo as perturbacdes inseridas e conseguir manter o controle na linha planejada, € im-

portante ressaltar que aqui sé foi analisado a parte do FK que apresenta o sistema, ndo a
eficiéncia do controlador que foi trabalho em [86], dado que o trabalho desenvolvido € bem
mais profundo do que foi comentado neste documento.
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54 MODELAGEM MATEMATICA DO SISTEMA DE QUATRO TANQUES

A modelagem matemdtica é fundamental na teoria de controle porque uma adequada
identificacdo de um sistema dindmico € critico para o projeto do controle, quando este mo-
delo ndo pode ser encontrado com toda exatidao se requer trabalhar com modelos aproxima-

dos que geram uma boa performance, porém, sempre estes modelos podem ser melhorados.

Nesta secdo serd descrita a modelagem matemadtica de um sistema de quatro tanques,
onde serd testado o filtro de Kalman adaptado de forma numérica e de maneira real, é im-
portante ressaltar que a escolha deste sistema foi fundamentada em que o sistema é M MO,
sendo interessante sua aplicacdo, e por tanto, permite generalizar a teoria desenvolvida, pelo
fato de poder avaliar mais de uma entrada e uma saida paralelamente, e assim, pode ser

verificado adequadamente as estratégias de controle propostas neste trabalho.

O sistema de quatro tanques foi trabalhado por Johansson [89] com o objetivo didético
de demonstrar de forma ilustrativa muitos dos conceitos e propriedades de sistemas M I MO
(do inglés, multiple input, multiple output), o sistema apresenta a vantagem de permitir a
alocacao de zeros no semipleno esquerdo ou no semiplano direito, ou seja, determinar uma
configuracdo de fase minima ou de fase ndo minima para o sistema, apenas manipulando
duas vélvulas. Esse sistema permite aplicar diversas técnicas de controle de nivel, como
sera testado neste trabalho. Muitos outros autores tém trabalhado nesta classe de sistemas,
obtendo resultados muito bons, por exemplo: Johansson [89] obteve resultados satisfatorios
com a realizacdo de controle Proporcional Integrador (PI) descentralizado para o sistema
de fase minima, mas observou que para o sistema de fase ndo-minima a resposta era lenta e
que os resultados com técnicas de controle baseados na norma H,, eram de 30 a 40 porcento
mais rapidos [11]. Mehmet e Francis [90] mostraram que o controle preditivo fornece re-
sultados significativamente melhores do que o descentralizado. Shneiderman e Palmor [91]
estudaram os efeitos dos atrasos que haviam sido ignorados por Johansson em sua descri¢ao

matematica.

O sistema de quatro tanques € nao linear. No entanto, € possivel obter um modelo li-
nearizado em torno de um ponto de operagdo. O modelo linearizado apresenta um zero
multivaridvel que pode estar localizado tanto no semi-plano esquerdo quanto no semi-plano
direito dependendo da configuracdo das valvulas da planta. A abertura das valvulas deter-
mina se o sistema € de fase minima ou de fase ndo-minima afetando a estratégia de controle
a ser adotada [11].

O diagrama esquematico do sistema de quatro tanques é apresentado na Figura 5.21 jun-
tamente com a planta didética utilizada do fabricante Didaticontrol Automacao e Controle. O
sistema consiste de quatro tanques interconectados, um reservatério inferior, quatro valvulas
esfera e duas bombas de corrente continua que bombeiam o fluido do reservatério inferior
para os tanques de forma cruzada de acordo com a razado entre os fluxos definida pela posi¢cdo

das valvulas [11].
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O objetivo € controlar os niveis do fluido nos tanques inferiores 1 e 2. As entradas do
processo sdo as tensdes de entrada das bombas, e as saidas sao os niveis de fluido nos tanques
1 e 2. As demais varidveis de processo s@o os niveis do fluido nos tanques 3 e 4, os fluxo da

bomba e a razdo entre os fluxos para os tanques [11].

Figura 5.21: Diagrama esquemadtico do sistema de quatro tanques (esquerda);Planta didética
(direita) [11].

A modelagem matematica do sistema de quatro tanques basea-se nos principios de con-
servacdo de massa e na lei de Bernoulli para liquidos incompressiveis, onde sdo descritas
os sistemas de equacgdes nao lineares que descrevem o processo, as partes fundamentais sao
mostradas a continuacdo, mas a modelagem completa corresponde ao trabalho desenvolvido
por Johansson [89], foi assumida esta modelagem dado que o importante para este trabalho é
testar as teorias de controle desenvolvidas, porém, se trabalhard com um modelo matematico
bem definido e testado por muitos autores. Com relagdo aos valores numéricos que repre-
sentam a planta, foi trabalhado com uma caracterizacio feita no laboratério LARAdaUN B
por alunos que trabalham com a mesma.

A modelagem do sistema de quatro tanques é baseada nos principios de conservacao de
massa e na equacdo de Bernoulli para liquidos incompressiveis, sendo aplicada para cada
tanque o principio de balanco de massas, representados na equacgao 5.21:

V = Gin — Gout (5.21)
Sendo:

e V = Volume de 4gua no tanque;
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A = Area da seccdo transversal do tanque;

h = Nivel de 4gua ;

¢in— =Fluxo de entrada ;

Gout = Fluxo de saida.

A equacio de Bernoulli para liquidos incompressiveis € representada pela equagdo 5.22:

2
PUm

=" + pgh + P = Constante (5.22)

onde:

v, = Velocidade de escoamento da dgua;

g = Aceleragdo da gravidade;
e P — Pressio;

e p = Massa especifica da dgua.

Assumindo que na superficie da dgua a velocidade seja nula (v,, = 0) e que na parte
inferior de cada tanque o nivel é igual a zero (h = 0), vai se ter:

pgh + P = Constante (5.23)
PUn
T + P = Constante (5.24)

Igualando as duas equagdes 5.23 e 5.24, € encontrada a velocidade da dgua no fluxo de
saida mostrada na equagdo 5.25:

Um = \/ 2gh (5.25)

Sabendo que o fluxo na saida (g,,:) € a velocidade da dgua no fluxo de saida (vm)
multiplicada pela drea da secc@o transversal da saida do tanque (0). Assim, para o caso de

escoamento turbulento, vai se ter:

Qout,i = 0iVw,i = 037/ 2gh (5.26)

As bombas geram um fluxo linearmente proporcional a tensdo aplicada e cujas expres-

soes podem ser encontradas na Tabela 5.3.

93



Qbomba = kv, (527)

Tabela 5.3: Parametros do sistema de tanques.

Fluxos das bombas para cada tanque.

Tanque 1 | Tanque 2 | Tanque 3 Tanque 4

Bomba 1 | y1kjv; — — (1 — )k

Bomba?2 | — ’}/2]{2’02 (1 — ’)/Q)kQUQ —_—

A representacdo em espaco de estados pode ser feito baseado na tabela anterior e nas

equagdes 5.25 e 5.26, obtendo as relagdes mostradas nas equacdes 5.28 até 5.36.

Para o tanque 1:

1

h = T \Yin,i — Yout, 5.28
A (q s q t, ) ( )
Qin,1 = Qout3 + 4Bombal,1 = 03/ 29h3 + '71]{1’01 (529)

Qout,1 = 01V 2g9hy (5.30)

Para o tanque 2:

Qin2 = Qouts + qBomba2,2 = 04/ 2ghy + Y2kavo (5.31)

Qout,2 = 02/ 2ghy (5.32)

Para o tanque 3:

Qin3 = QBomba2,3 = (1 — Y2)kavo (5.33)

Gout,3 = 03/ 2ghs (5.34)

Para o tanque 4:

din, 4 = qBombald = (1 - 71)k71@1 (5.35)

Qouta = 04N/ 2ghy (5.36)

Assim, o sistema pode ser representado como mostra a equagao 5.37;
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i = - (03v/29T5 + nk1v1 — 01/2gMy)
hy = A% (04\/2gh4 + Yakovy — 02/ 29h2)

. 5.37
hs = ALS ((1 = 72)kava — 03v/2gh3) 637
(

h4 =L 1-— ’71)]{)11)1 — 04\/2gh4)

Em que, h;, A; e 0; s3o o nivel de 4dgua, a drea da seccdo transversal e a drea de sec¢do
transversal do orificio de saida do tanque ¢, ¢ = 1,2, 3, 4, respectivamente. A constante de
fluxo e a tensdo aplicada na bomba j sdo dadas respectivamente por k; € vj, 7 = 1,2. O
parametro v, € a razdo entre os fluxos para os tanques 1 e 4, 7,, € a razdo entre os fluxos para
os tanques 2 e 3 e g € a aceleracdo da gravidade.

O sistema anterior pode ser linearizado entorno de um ponto de operagio h = (hy, hy, hs, hy)
e 0 = (01, v2), por expansdo em série de Taylor, obtém-se a representacdo no espago de es-
tados mostrada na equacao 5.38:

) [ —01v/2g O 0329 O
Ahy 2141\/5 2A1\/E Ahq 1k 0
. 0 —02v/2g 0 _01v/29 A ~Y2k2
Ah‘g 2A2\/E o 2142\/5 Ahs n 0 (1A—2)k Avy
—03v/29 —72)k3
Ah'g 0 0 —2,43\/% 0 Ahg (170 " A, A’Ug
Ahy —oav2g | |Ahy — 0
0 0 0 2 Ay
L 2144\/5_
(5.38)
U1 Ahy
Ah
LS I (5.39)
Ys Ahg
Ys Ahy

Sendo y; as saidas medidas do sistema, Ah; = h; — h;, Av; =v; — U5, ei=1,2,3,4.,E
finalmente, a matriz funcdo de transferéncia do sistema € obtida aplicando a transformada de
Laplace nas equacdes linearizadas do sistema apresentadas acima e considerando a condi¢io
inicial h;(0) = h;, é dada pela equacio 5.40:

Tivik1 Ty (1—y2)k1
A1(l+ST1) A1(1+ST2)(1+5T1)
Tg(lf"ﬂ)kl Toyoko
A s s A s
G(s) = 2(1+ TS)(H ) T32((11jw$?€)2 (5.40)
A3(1+ST3)
Tu(1—71)k1 O

A4(1+ST4)

Onde G(s) = 52 e Ti = %z: 1,2,3,4.

A identificacdo do sistema utilizada neste trabalho foi desenvolvida pelos alunos Arthur

e Mayra [92] em seu trabalho de conclusdo de curso, sendo a caracterizagdo para o sistema
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de tanques a seguinte:

Tabela 5.4: Parametros da bancada de quatro tanques.

Pardmetros da bancada de quatro tanques.

Simbolo | Definicao Valor
01 Area da secio transversal do orificio de saida 1 | 0.1143
09 Area da secdo transversal do orificio de saida 2 | 0.1214
03 Area da secdo transversal do orificio de saida 3 | 0.0183
04 Area da secdo transversal do orificio de saida 4 | 0.0403
g Aceleracdo da gravidade 981

0G| Razao dos fluxos para os tanques 1 e 4 0.7363
Yo Razao dos fluxos para os tanques 2 € 3 0.7577
kq Constante de proporcionalidade 1 8.36
ko Constante de proporcionalidade 1 12.72

Obtendo-se dessa forma o espago de estados mostrado na equacao 5.41:

Ahy —0.0197 0 0.0186 0 Ahy 0.0083 0
Ahy B 0 —0.0137 0 0.0139 Ahgy n 0 0.0063 | |Avy
Ahg 0 0 —0.0186 0 Ahg 0 0.0048| | Avy
Ahy 0 0 0 —0.0139] |Ahy 0.0031 0

(5.41)

O espaco de estados representado na equagdo 5.41, corresponde a um sistema M I MO,
de ordem quatro, mas, para a realizacdo dos testes, foi identificado um modelo de ordem

dois, mediante a manipulacao de dois tanques como mostra a bancada da figura 5.22.
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Figura 5.22: Bancada de quatro tanques usada para a realizac¢do dos testes reais

Para a realizacdo dos testes reais, foi identificado um modelo discreto em espago de
estados do processo de dois tanques acoplados com duas entradas e duas saidas mostrado na
equacao 5.42:

0.7833 0.1024 0.2612 0
Tpt1 = Tr + U

0.2167 0.8193 0 0.2284
(5.42)
_ 1 0 I 0 0 "
Yk = 01 K 00 K

Em que X sdo os estados do sistema correspondentes ao nivel dos tanques 2 e 4. Esses
parametros foram identificados utilizando dados com taxa de amostragem igual a 2s, com
42h de experimento, onde 5 %, dos dados nao foram utilizados, 65 % para identificacdo e
30 % para validac@o. O ajuste NRMSE(Normalized Root Mean Square Error) obtido foi de
71.78 %, para a saida Y1 correspondente ao nivel do tanque 2 e 88.03 %, para a saida Y2

correspondente ao nivel do tanque 4. A figura 5.23 apresenta o resultado obtido
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Figura 5.23: Modelo estimado

A variancia obtida a partir do tanque 2 foi de 1.56 %, enquanto a variancia do tanque 4
foi de 0.6785 %. A média do tanque 2 foi de 10.85 porcento e do tanque 4 igual a 69.1%.
Esses valores foram obtidos em ponto de operacdo da bomba 1 igual 37 % e bomba 2 com
43 %.

Com o modelo identificado foi montado o sistema M IMO em SIMULIN K para rea-
lizar simula¢des numéricas para ser comparadas com os dados obtidos com o sistema real,

este modelo € mostrado na figura 5.24:
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Figura 5.24: Diagrama de blocos da técnica de adaptacdo.

O diagrama de blocos proposto apresenta um bloco de referéncia onde pode ser modifi-
cadas as entradas do sistema e as perturbacdes, para este caso de simulagdo numérica estas
perturbagdes tem variancias de 0.02 e 0.01, seguido de um bloco que apresenta 0 FK A e
um bloco que mostra o cdlculo da matriz ) que faz a adaptacdo do sistema, este sistema foi
projetado desta maneira para conseguir fazer comparacdes com o F' KK sem adaptacgao e vali-
dar numericamente a eficiéncia do filtro projetado, o bloco que calcula a Matriz (), apresenta

internamente o formato mostrado na figura 5.25:
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Figura 5.25: Parte interna do bloco de adaptagao.

No esquema da adaptacdo é mostrado um bloco que calcula a variancia dos estados es-
timados, dentro dele encontra-se projetado o filtro de ordem um calculado no inicio do ca-
pitulo 4, conforme indicou a equacdo 4.18, seguidamente cada um dos blocos MATLAB
FUNCTION representam as equagdes de adaptacdo que geram a matriz () mostrada no dis-
play. Para trabalhar foram realizadas duas versdes deste programa uma usando os comando
do MATLAB e outra usando o SIMULINK como mostra a figura 5.26, a diferenca que se
apresenta nestes resultados estdo relacionas com os ruidos inseridos no sistema os quais apre-

sentam frequéncia diferentes, pode observar que o F'K A apresenta 0 mesmo comportamento
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programado nas duas versdes do MATLAB.

Sai FKA para um sistema MIMO
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Figura 5.26: Comparacgdo dos das saidas usando Matlab e Simulink.

Seguidamente foi mudadas entradas no sistema para um sinal quadrado, o qual apresenta
ruido em uma parte do sinal e em outra ndo, o objetivo € verificar que tdo eficiente € o filtro,
foi feita a comparacdo usando um F' K sem adaptagdo com mesmos valores de covariancia
R e () representado pelas cores cores roxo (Primeira entrada) e laranja (Segunda entrada), os
resultados apresentados sao mostrados na figura 5.27.
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Figura 5.27: Comparacdo da saida do FKA e o FK sem adaptar para uma entradas degrau e

outra quadrada ruidosa.

Na figura 5.27 é observado que o F'K A representado pelas cores vermelho (Primeira

entrada) e azul (Segunda entrada) reage melhor ao ruido inserido no sistema como € desejado
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conseguindo eliminar o ruido inserido no sistema, o qual ndo é conseguido com o FK sem
adaptacdo, o sinal testado para cada uma das entradas é mostrado na figura 5.28
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Figura 5.28: Comparacdo da entrada ruidosa com a resposta do FKA.

Na figura anterior o sinal preto mostra a entrada ruidosa do sistema e o sinal azul, indica a
filtragem realizada pelo FKA, seguidamente foi analisada a variancia gerada na saida a causa
da adaptacdo, é observado na figura 5.29 que estas apresentam um comportamento de funcao
que decai exponencialmente, mas deve ser esperado que na saida esteja sendo encontrada a
variancia da perturbagdo inserida no sistema, fazendo um zoom desta imagem encontramos
a figura 5.30:
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Figura 5.29: Variancias das saidas.
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Figura 5.30: Variancia das saidas (Ampliadas).

A figura 5.30 mostra que o decaimento da curva de variancia € exponencial e esta con-
vergindo para a variancia da perturbacdo inserida no sistema para cada uma das entradas do
filtro, para este caso foram um valor 0.02 e 0.01 respectivamente, concluido que estd sendo
projetado um filtro adaptativo que permite identificar as variancias na saida das perturbacdes
inseridas nas entradas, que € o propdsito de este trabalho, assim, é concluido que numerica-
mente estdo sendo cumpridos os objetivos propostos na realizacdo desta tese de doutorado,
dado que estd sendo projetado um filtro que pode ser projetado em malha fechada ou malha
aberta para sistemas M MO ou SISO obtendo uma ferramenta robusta frente a perturba-
coes esternas e que pode ser aplicada a maltiplas sistemas lineares que apresentem ruidos e
perturbacdes de diferente natureza, dado que € identificando estas perturbacdes, e o filtro re-
age fortemente frente as mudangas grandes e consegue manter o processo sem a necessidade
de forcar os atuadores do sistema o que permite aumentar a vida ttil do equipamento onde

ele possa ser implementado.
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6 RESULTADOS REAIS OBTIDOS COM O FKA

Neste capitulo € mostrado o trabalho de validacdo do modelo o qual consistiu na rea-
lizagdo de trés testes em um sistema real, além, da analise do sistema em malha aberta e
malha fechada, usando como planta uma bancada de quatro tanques, modificando as entra-
das para serem usadas duas das quatro disponiveis como foi mostrado na equagdo 5.42, neste
caso o sistema € ndo linear, porém, ele foi linearizado ao redor de um ponto para trabalhar
com duas entradas e duas saidas como mostra a figura 6.1, o processo iniciou comparando o

desempenho do F'K A em funcdo da entrada programada de nivel para a bancada.

Saida do sistema com o FKA para o sistema Real
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Figura 6.1: Saida do sistema Real MIMO para o FKA para o primeiro teste.

Saida do sistema com o FKA para o sistema Real
T T T T T

60

& Medida Tanque 02

{I — Medida Tanque 04
Estimativa FKA Tanque 02
Estimativa FKA Tanque 04

IS
o
T

Amplitude
w
o
T
1

N
o
T

-
o
T

s s 1 I 1 I I 1 I
0 50 100 150 200 250 300 350
Tempo

Figura 6.2: Ampliacdo da saida do sistema Real MIMO para o FKA para o primeiro teste.

Na figura 6.1 se mostra a medida dos tanques 02 e 04 representadas pelas cores azul e
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roxo respectivamente, as quais estdo sendo comparadas com as saidas estimadas do FFK A
que sdo mostradas mediante as cores preto e vermelho para cada um destes tanques, observa-
se que o sistema projetado para filtrar estd funcionando de maneira adequada, dado que per-
mite obter um sinal mais limpo o qual pode ser observado de forma mais clara na figura 6.2
que mostra uma aplicag@o nos primeiros 370s, € de esclarecer que em todos os experimentos
realizados, s6 foram usados os tanques 02 e 04 para representar o sistema M [ MO, porém,
ndo se mostram resultados relacionados com os tanques 01 e 03, dado que os mesmos nao

foram usados nos experimentos ver figura 6.3.

& g e |
'
i

\

Figura 6.3: Bancada de quatro tanques real, usada para realizar os testes

A figura 6.3 mostra que o nivel maior é do tanque 04 e o nivel menor € do tanque 02,
este teste foi feito para verificar que quando o nivel dos tanques € menor se tem uma maior
presenca de ruido devido ao comportamento fisico do sistema, quando o nivel é baixo se
apresenta uma saida de bolhas de ar muito grande e quando o nivel é maior esta saida di-
minui, jd nos tanques que ndo foram trabalhados apresentou-se um ruido constante o qual é
causado pelas vibracdes da bancada gerada no fluxo de agua, foi perceptivel que esta ban-
cada € muito sensivel a qualquer tipo de perturbacao, o qual pode ser verificado na figura6.1,
onde se apresenta um pico grande perto dos 500 segundos, este pico corresponde a uma pe-
quena batida dada na base bancada, verificando a sensibilidade da mesma a qualquer tipo de
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perturbag@o externa, o proposito deste teste € verificar se o F'K A funciona corretamente para
as entradas programas, verificou-se que apds o sistema ser perturbado ele consegue voltar e

acompanhar o sinal programado no inicio do teste.

Seguidamente, foi observadas as variincias nas perturbacdes que aparecem de forma

natural no sistema, estas sdo mostradas para cada tanque nas figuras 6.4 e 6.5:

Varidncia da saida
T T T T

Variancia da saida tanque 02

25 Variancia da saida tanque 04

20
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Figura 6.4: variancia das perturbacdes do sistema real.

Varidncia das perturbagdes do sistema MIMO real
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Figura 6.5: variincia das perturbacdes do sistema real.

E observado que cada tanque tem uma varidncia diferente, sendo maior a varifncia na
perturbacao do tanque 02 representada pela cor azul que sempre teve um menor nivel, este
teste mostra que a variincia é grande quando os nivel dos tanques sdo baixos e as perturba-
coes proprias do sistema sao menores quando os nivel sdo aumentados, desta forma mediante
a analise desta variac@o consegui-se identificar as variancias das perturbag¢des do sistema que
modificam a sua vez a matriz que ganhos (), e que atualiza a planta no tempo e cada mu-
danca de nivel. Apds, a identificando destas variancias foi criada uma matriz de covariancias
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constante para testar um F'K sem adaptacdo a partir da analise realizada com o 'K A, com o

objetivo de verificar que o comportamento dos filtros seja similar dado que esta sendo usando

a variancia das perturbacao real do sistema, os resultados sdo mostrados para as entradas na

figura 6.6.
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a0 1 T \ T T \ 1 T
70 ......................................................................
60 ——FKA Tanque 02
— FKA Tanque 04
50 P ST PPN FK Tanque 02
— FK Tanque 04
40 —
30 -
20 T Py Pt LTRTTRTrpPppppp
10 I
0 —
10 | | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Tempo (s)

Figura 6.6: Comparacgdo das saidas estimadas dos FK

A figura 6.6 mostra 0 mesmo comportamento descrito para o teste anterior, verificando

que os filtros apresentam um comportamento parecido, comparado com o F'K sem adaptacao

de matriz

Q constante, a figura 6.7 mostra uma ampliacdo da saida estimada para os filtros

analisados, sendo representados os F'K A pelas cores azul e vermelho e os F'K invariantes

pelas cores laranja e roxo.
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Figura 6.7: Ampliagdo do comportamento dos FK estimados

Verificando que os dois filtros testados fazem o seguimento adequado da referéncia e que
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os dois filtros conseguem tem uma resposta boa frente ao ruido natural do sistema, tendo que
o 'K A consegue ser mais uniforme comparado com o FK sem adaptacdo, posteriormente

foi observado o comando para este teste, mostrado na figura 6.8.

” Comando do sistema MIMO Real
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Figura 6.8: Comparacdo do comportamento do comando.

A figura mostra que o comando € mais reativo frente a mudancas de nivel que gerariam
uma perturbacdo grande, este comportamento € perceptivel tanto no tanque 04 (cor laranja)
como no tanque 02 (Cor azul), depois foi observada a variancia nas perturbacdes do F'K A
encontrado a resposta mostrada na figura 6.9, onde é evidente que quando o tanque tem um
nivel maior a perturbacio fica menor, isto pode ser observado no grafico na parte final apds
350s, onde foi aumentado o nivel dos tanques:

o5 Variancia da Perturbagéo no sistema MIMO Real
T T T T T T T T

—— Variancia Saida 1
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Figura 6.9: variancia para as perturbagdes do sistema real.
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Seguidamente, foi realizado um segundo teste de durac@o 1 hora e 40 minutos, mas, para
melhor entendimento € apresentado o comportamento nos primeiros 600s, facilitando a iden-
tificacao dos sinais, como mostrado na figura 6.10, onde pode ser observado as referéncias e

as saidas estimadas com cada um dos filtros para cada uma das entradas.

Referéncias dos tanques
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Figura 6.10: Segundo teste realizado, comportamento das medi¢cdes e os filtros.

O comportamento dos filtros pode ser apreciado de maneira mais clara na figura 6.11,
sendo o 'K A representado pelas cores azul e vermelho para os tanques 02 e 04 respectiva-
mente e o F'/K sem adaptagdo representado pelas cores laranja e roxo para os tanques 02 e

04.

Comparacao dos Filtros de Kalman
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Figura 6.11: Ampliacdo do comportamento dos filtros analisados

Da figura 6.11 € observado que o comportamento dos dois filtros nos tanques € pratica-

mente o mesmo, devido a que a variancia da matriz Q do filtro de Kalman sem adaptacao
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foi criada considerando a variancia na perturbacio obtida do F'K A, porém era de se esperar

resultados parecidos, mas quando ¢ feita uma ampliacdo da imagem, pode se perceber que o

F K A apresenta um comportamento mais suave comparado com o F'K com matriz Q cons-

tante, porém, os dois fazem um bom trabalho de acompanhamento do sinal de entrada, este

comportamento € refletido em outra ampliacdo do da imagem, mostrado na figura 6.12.
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Figura 6.12: Ampliacdo dos sinais que representam os filtros trabalhados no segundo teste.

Posteriormente foi verificado o comando para cada um dos filtros testados implementado

com o mesmo controlador P projetado, o comportamento € mostrado nas figuras 6.13 e 6.14.
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Figura 6.13: Comportamento dos filtros de Kalman para o terceiro teste.

Na figura 6.13 ndo é observada uma diferenca notdria entre os comando dos dois filtros

analisados porque se esta apresentado o teste durante todo o tempo de execugdo, j4, na figura
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6.14, se mostra uma aplicacdo da imagem que representa os filtros e pode-se observar de

forma clara o comportamento dos mesmos.
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Figura 6.14: Comportamento dos comandos do sistema para o terceiro teste.

E claro que o comando do FK A (Azul e vermelho) fica mais liso comparado com o
F K (Laranja e roxo) sem adaptacdo quando este estabiliza, dado que o esfor¢o realizado
pelo controle € diminuido. Seguidamente foram analisadas as varidncias mostradas na figura
6.15, onde se identifica o comportamento das perturbacdes da entrada no F'K A e pode-se
verificar que estas sao sempre as mesmas. Nos dois testes desenvolvidos nesta validacao e

identificado que sempre que o nivel for maior a perturbagdo fica menor e que o 'K A reage

mais forte.
Variancias da perturbagao de entrada
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Figura 6.15: variancia para as perturbacdes do sistema real no segundo teste.

A figura 6.15 mostra que as variancias maiores sdo apresentadas nos niveis dos tanques
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menores e que quando os niveis aumentam as perturbacdes sao menores, no inicio do grafico
apresenta-se uma variagio grande de amplitude, dado que o sistema estd fazendo um maior
esfor¢o o qual € minimizado rapidamente, permitindo controlar de forma forte as perturba-
coes, sendo um dos objetivos principais do trabalho desenvolvido, desta maneira € verificada
a teoria proposta desta pesquisa mediante simulacdo numérica de diferentes sistemas fisicos
trabalhados no grupo, e de maneria pratica em um sistema real correspondente a uma ban-
cada de quatro tanques, identificando as variancias nas saida do sistema que relacionam as
perturbacdes de entrada, permitindo testar um F' /' com matriz Q constante a qual € obtida a
partir da analise do F'K A, e desta maneira comprar os dois comportamentos, obtendo bons

resultados com os dois filtros e respostas mais uniformes com o F' K A.

O desenvolvimento desta pesquisa € muito importante porque a criacdo de um filtro que
possa identificar perturbacdes fortes e possa agir para minimizar-las mediante a filtragem e
o controlador resulta em uma vantagem para o sistema fisico dado que estaria poupando de
grandes esforcos os aturadores do sistema e fazendo que o controle seja bem mais robusto

comparado com controladores tradicionais.

6.1 ANALISE DO FKA EM MALHA ABERTA

A continuagdo € analisado o comportamento do /"K' A em malha aberta, para este caso
foi criada uma referéncia em fungdo da resposta obtida do sistema para realizar a andlise
mediante observacdo dos pontos da bomba da bancada que permite o controle do nivel, que
para o caso analisado em 37 para o tanque 02 e 40 para o tanque 04, posteriormente, foram
relacionadas os pontes em fun¢do do tempo com as amplitudes correspondentes encontradas,

construido desta maneira a referéncia mostrado na figura 6.16.

Referéncia em fungdo das bombas
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Figura 6.16: Referéncia em fun¢do das bombas.
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E observado na figura 6.17 que o sinal obtido realmente corresponde de maneira muito
aproximada a referéncia do sistema, dado que este se ajusta muito bem ao nivel dos tanques
encontrados neste teste.

Comparagdo da referéncia em fungao do nivel dos tanques.
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Figura 6.17: Referéncia em fun¢ao do nivel dos tanques.

Seguida mente foi analisado o comportamento do F' K A em funcdo do nivel dos tanques
os quais foram representados pelas figuras de cor laranja e roxo, é notado que ele faz o
acompanhamento do nivel eliminado o ruido do sistema, como mostra a figura 6.18.
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Figura 6.18: Referéncia em fun¢do das bombas.

O filtro de Kalman adaptado mostrado nesta simulacdo numérica é o proposto no fluxo-
grama mostrado na figura 4.5, é observado que ele consegue reagir frente as perturbagdes
no sistema mudando a varidncia da perturbacdo em cada instante, verificando que a pro-
posta de adaptacdo planteada neste documento funciona adequadamente para um sistema
em malha aberta, seguidamente, foi comparado o comportamento do F'/K A, com um FK
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onde a variancia Q permanece contante, para este caso de simulacdo foi usada a matriz:

0.025 0
Q = 0 0.01 A mudanca feita em relagdo ao F'K A foi a substituicdo da matriz Q

variavel pela matria Q constante, obtendo o resultado apresentado na figura 6.19
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Figura 6.19: Referéncia em funcdo das bombas.

A figura 6.19 mostra o comportamento dos dois filtros analisados, € observado que o
F KA (azul e vermelho) é muito mais suave que o F'K (laranja e roxo) com () constante,
o qual € esperado, dado que o objetivo da adaptacdo € melhor a performance do filtro me-
diante a modificacdo da varidncia da matriz perturbacdo em cada passo de tempo. Além
disso, o F'K A tem a mesma resposta que apresenta o 'K com () constante, quando se tem
uma mudancga da referéncia, mas quando o sinal estabiliza o F'K A consegue fazer uma me-
lhor filtragem comparada com o F'K sem adaptacdo, resultado que era esperado pelo ajuste

realizado na variancia da perturbacao.

6.2 ANALISE DO FKA EM MALHA FECHADA

Anteriormente foi analisado o comportamento do FK e do FKA para o sistema em malha
aberta, e foi verificado que a técnica de adaptagdo proposta aqui funcionada adequada mente
para esta situacdo, posteriormente foi fechada a malha para verificar o comportamento da
adaptacgao nestas condic¢des, segundo foi mostrado na equacdo 4.11, a qual descreve o sistema
a ser adaptado em malha fechada, para este caso foi recalculado o ganho do sistema nestas
condi¢Oes e foi montado o sistema como apresentam diagramas de blocos, mostrados nas
figuras 6.20,6.21 e 6.22.
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A figura 6.20, mostra o esquema do FK sem adaptacdo em malha fechada, a figura 6.21
mostra o esquema externo do FKA,e a figura 6.22 mostra o esquema interno, nesta figura é

mostrado o bloco de adap¢ao, neste bloco se encontram as fungdes programadas que permi-

Figura 6.20: Esquema do FK em malha fechada

tem encontrar a matriz Q varidvel qual realimenta o sistema.
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Figura 6.21: Esquema externo do FKA em malha fechada
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Figura 6.22: Esquema interno do FKA em malha fechada

Da figura 6.20 foi encontrada a saida mostrada na figura 6.23, para o sistema sem adap-
tacdo, neste caso como ¢ desejado, encontra-se que o F'K tenha um bom comportamento
comprada com a referéncia, de forma que possa seguir o sinal inserido e que este consiga

eliminar em boa parte o ruido e a perturbacao.

Saida do FK com Q constante
T T T

130
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Figura 6.23: Comportamento do FK
Seguidamente na figura 6.24, observa-se que o comportamento na figura 6.23 é melho-
rado mediante a substituicdo do FFK A, o qual é esperado da adaptagdo implementada ge-

rando um sinal muito mais liso e uniforme, este comportamento € notado de forma mais

clara na figura 6.25 onde se comparam os dois resultados.
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Figura 6.24: Comportamento do FKA

A figura 6.24 mostra que efetivamente o F'K' A € bem mais suave comparado com o
F K com matriz Q constante, mostrando que a adaptacdo estd melhorando o comportamento
natural do F'K, esto se deve a que para cada passo de tempo, é gerado um ganho de Kalman e
a sua vez um ganho do sistema em malha fechada, o qual € atualizado no sistema, permitindo
com que a matriz Q adaptada aumente e diminuiria de acordo com a perturbagdo inserida no
sistema permitindo com que a resposta na saida seja mais lisa e consiga rejeitar desta forma

a perturbacdo.
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Figura 6.25: Comparagdo do comportamento dos FKA e FK
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As figuras 6.26 e 6.27, mostram de maneira mais clara o comportamento dos dois filtros
em funcdo da entrada em presenca do ruido, € notado que para as duas entradas analisadas
encontra-se saidas estimadas dos filtros projetados, mas para cada um dos casos o compor-
tamento do F'K A supera o comportamento do F' K, dado que sempre se obtém respostas
mais suaves e robustas frente a grandes perturbacdes, como pode ser observados nas figuras
seguintes, as quais mostras duas entradas por separado para cada tanque.

Comparag¢ao do comportamento do FK com o FKA para segunda entrada
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Figura 6.26: Comparagdo do comportamento do FK com o FKA para a segunda entrada.

Na figura 6.26, estd sendo comparado a resposta do F' K A (cor laranja) em malha fechada
com o F'K (cor azul) invariante, é observado que a resposta do F'/K A é sempre mais suave
e consegue acompanhar muito melhor o sinal de referencia, e notado que sempre que se
estabiliza o sistema o ruido no F'K com Q constante fica maior comparado com F KA.
Analisado a figura 6.27 € observado os mesmos resultados com o tanque 04 obtendo um
menor ruido no sistema adaptado mesmo o sistema sem adaptagdo apresentou um ruido
menor, dado que o nivel deste tanque era sempre maior, o que reduzia um puco o ruido por

vibracdo da bancada.
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Comparacao do comportamento FK com o FKA para a primeira entrada
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Figura 6.27: Comparag@o do comportamento do FK com o FKA para a primeira entrada.

Estes resultados obtidos sdo muito importantes para esta pesquisa porque por meio deles
pode ser verificada a teoria de adaptacdo proposta neste trabalho, iniciando com uma pro-
posta em malha aberta e terminando com uma proposta em malha fechada,foi possivel testar
o 'K em malha aberta de forma real, como foi testado anteriormente, seguidamente foram
projetados uma serie de dados que permitiram realizar testes em malha fechada para veri-
ficagdo das teorias de adaptacdo propostas aqui, encontrando 6timos resultados e por tanto
deixando a teoria proposta pronta para ser testada em diferentes sistemas fisicos do grupo de
pesquisa, com a finalidade de melhor a performance do comportamento dos sistemas aqui
trabalhados.
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7 CONCLUSOES E RECOMENDACOES

7.1 CONCLUSOES

1. Com o intuito de validar a metodologia de adaptacao foram feitas diferentes simulagcdes
numéricas comparando a performance entre o filtro de Kalman adaptado e o filtro de
Kalman sem adaptagdo para casos onde as perturbacdes ndo tinham variancia constante ao
longo do tempo. Para isto foram escolhidos modelos numéricos que representam sistemas
reais tais como o sistema de tanques, o0 mecanismo de barra e bola, e o compensador ativo
de heave para colunas de perfuracdo. Em todos os casos estudados o filtro de Kalman
adaptativo apresentou melhor resposta do que filtro de Kalman convencional em relacao
ao uso dos atuadores e performance semelhante no quesito de controle das saidas do

sistema;

2. Neste trabalho foi apresentado o conceito de um filtro de Kalman adaptativo a partir da
estimacdo em tempo real da variancia da perturbacdo de entrada a partir da mediada da
variancia da perturbacio da saida. Tal metodologia foi desenvolvida tanto para sistemas
lineares SISO e MIMO em malha aberta e fechada;

3. A adaptacdo proposta se baseia na hipdtese de se conhecer a ordem de grandeza da va-
ridncia do ruido de medida R e na modificacio em tempo real da matriz Q referente a
variancia da perturbagdo. Desta maneira € possivel atualizar o filtro de Kalman e adapta-

lo as reais condi¢des do sistema.

4. Em outras palavras o ajuste preciso da matriz Q ao longo do tempo permite a utilizacao
de um filtro de Kalman mais suave quando as perturbagcdes do sistema sdo pequenas e
uma configuracio mais reativa quando as perturbacdes do sistema sao mais significativas.
Desta maneira evita-se o uso excessivo dos atuadores nos casos onde a perturbacdo €

pouco significativa em rela¢do ao ruido de medida.

5. Foi obtido um filtro de Kalman, onde pode ser analisado ruidos diferentes ao ruido branco,
mediante a incorporagdo de um filtro Butterwoth de variincia conhecida;

6. De maneira a testar este filtro em um caso mais préximo do real foi utilizado uma série
de dados obtidos em malha aberta em um experimento com dois tanques. Desta maneira
foi possivel validar a atuacdo do filtro em cima de dados reais utilizando um modelo
identificado a partir de uma planta real (tratando ruidos nao brancos e perturbacdes devido
aos erros de modelagem). Também neste caso o filtro adaptativo mostrou performance
superior além de uma maior facilidade para a determinacdo de seus parametros (tendo em

vista que ndo € necessario estimar a matriz Q a priori da utilizacdo do filtro);
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7. Aproveitando o modelo identificado do sistema real, também foi realizada a simulacao
numérica em malha fechada para o modelo obtido a partir da planta real. Como nas
simulacdes numéricas anteriores o resultado do filtro de Kalman adaptativo foi superior

ao do filtro de Kalman convencional.

8. Desta maneira o trabalho conclui que o filtro de Kalman adaptativo proposto no presente
trabalho apresenta potencial para o uso em sistemas de controle, ao garantir com 0 mesmo
filtro uma performance idéntica ao filtro de Kalman tradicional nos momento criticos da
operacdo e uma forte atenuacdo do sinal em momentos que o sistema converge para o
valor desejado. Desta maneira o filtro proposto garante um uso reduzido dos atuadores

sem comprometer a performance do sistema;

9. Os resultados tedricos apresentados neste manuscrito serdo submetidos a uma revista ci-
entifica em conjunto com o trabalho de outros membros do grupo de pesquisa que ex-
pandiram o uso dessa teoria de adaptacao para sistemas nao lineares com controladores
baseados na teoria de planicidade diferencial e linearizacao exata através da base candnica
de Brunovsky. Um segundo artigo cientifico com os resultados experimentais e simulacao
numérica do sistema identificado deve ser submetido para congresso cientifico da area de

controle de processo;

7.2  RECOMENDACOES E TRABALHOS FUTUROS

1. Como trabalhos futuros ficam a aplicacdo dessa teoria de adaptacdo para outros filtros de
Kalman para sistemas nao lineares tais como o Extended Kalman Filter £ K F' e o Uns-
cented Kalman Filter U K F' assim como o complemento da parte experimental fechando

a malha fechada com o filtro adaptativo no experimento;

2. Recomenda-se trabalhar na implementacdo de esta estratégia de adaptacdo em um C'LP
ou microcontrolador para realizar testes reais em diferentes sistemas em malha fechada,
com a finalidade de criar um sistema onde s6 seja mudada a descri¢do fisica do mesmo e

a adaptacao proposta seja ajustada automaticamente para diferentes sistemas fisicos.
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A. APENDICE

A.1 EXEMPLO DA PROJECAO DO CONTROLE LQR

Deseja-se controlar a posi¢ao de um carro e o angulo de um péndulo invertido, como

apresenta a figura A.1 [12]:

Figura A.1: Diagrama do péndulo invertido. [12]

Onde:

e M Massa do carro.

e m Massa de péndulo

e b Atrito do carro

e [ Comprimento do centro do massa ao péndulo
e [ Inércia do péndulo

e [ Forca aplicada ao carro

e 1 Coordenadas da posicdo do carro

e 9 Angulo do péndulo em relagio a vertical.

O exemplo apresentado permite a simulagdo do comportamento fisico de um sistema
dindmico que evolui no tempo. O objetivo € projetar um sistema de controle 6timo que
permita a estabilizacdo do péndulo invertido, o qual esta localizado na parte superior do
carro, como apresenta a figura A.1 [12], por tanto, para modelar projetar a modelagem do
péndulo invertido pode-se considerar um corpo sélido, onde seu movimento € limitado em

duas dimensdes. A figura A.2 representa o modelo do corpo livre do sistema, e as equagdes
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fundamentais do movimento no plano do corpo sélido sdo representadas pelas equacdes A.1,
A2eA3:[12]:

> Fi=ma; (A.1)
1=0
> Fy=ma; (A.2)
=0
Z Fo = moy (A.3)
=0
¥
'
*—'I
F M8 | Fric
Al il

Figura A.2: Diagrama do corpo livre do sistema [12]

Somando as forcas do corpo livre do carro, horizontalmente, a equagdo de movimento é

representada pela equacdo A.4:

Mi+bx+N=F (A4)

Do diagrama do corpo livre do péndulo, tem-se a equagdo A.5:

N = mi + mlf cos 0 — ml6?sin 6 (A.5)

Substituindo a equagdo A.4, na equagdo A.5 tem-se a equagdo A.6:

F = (M + m)i + bi + mlfcosd — mlf?sin 0 (A.6)

Somando as forgas perpendiculares do péndulo, tem-se a equacdo A.7:

Plsinf + Nlcosf — mgsinf = mlf + micos (A7)
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Dos momentos do centréide do péndulo sdo obtidas as equacoes A.8 e A.9:

—Plsin® — Nlcosf = I (A.8)
(I +mi*)f + mglsin @ = —mli cos 0 (A.9)

Linearizando os termos, as equa¢des do movimento sao representadas nas equagdes A.10
e A.l1l:

(I +mi*)¢ — mglp = mli (A.10)
(M 4 m)i + bi — mlo = u (A.11)

A.1.1 Funcio de transferéncia

O objetivo da representacdo da fun¢ado de transferéncia do sistema, em relagdo da entrada
e saida do sistema, isto € feito mediante aplicacdo a transformada de Laplace as equacdes

A.10 e A.11 linearizadas, assim as equagdes A.12 e A.13 representam o sistema:
(I +mil*)®(s)s* — mgP(s) = miX(s)s> (A.12)
(M +m)X(s)s* +bX(s)s — mld(s)s* = U(s) (A.13)

Da equacgdo A.12, tem-se a equacdo A.14:
(1 + mi*)s* — mgl](s)

X(s) = A.14
(5) gy (A.14)
Substituindo a A.14, na equagdo A.13 tem-se a equagdo A.15:
I 12)s? — mgl|®
(M 4 m)s? + bs] EEEO)S = mgll®(s) g vs2 1) (A.15)

mls?

Onde o sistema geral de saida, em fun¢do da entrada, é representado pela equacdo A.17:

O(s)[(M + m)(I +ml?*)s* — mgl(M + m)s* + b(I + ml®)s® — mglbs — (ml)?s"]

= mis*U(s)
(A.16)

O(s)[(M +m)(I +mi*)s* — mgl(M +m)s® + b(I +mi?)s® — mglbs — (ml)*s*]

= mls*U(s)
(A.17)

Com:
q=((M+m)(I +ml* — (ml)?) (A.18)
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Entdo a funcdo de transferéncia é representada pela equacdo A.20, onde ela mostra a
saida do sistema em malha aberta para uma entrada impulso como apresenta a figura A.3.

mls>
D(s) q
_ (A.19)
U 4 b(I+mi?)s®  mgl(M+m)s®  mglbs
(5) [s* + q q q ]
mls
®(s) q
= (A.20)
U(S) [83 + b(I+7;1l2)s3 _ mgl(l\;f-‘rm) _ m;}lb]

Saida do sistema em malha aberta

60

Amplitude

8]
5]

0 01 02 03 0.4 05 0.6 07 0.8 0.9 1

Tempo s (sec)

Figura A.3: Saida do sistema em malha aberta.

A.1.2 Modelo em espaco de estados

Como a representacdo de um sistema em espaco € dada pelas equacdes A.21 e A.22:

& = Ax + Bu (A.21)
y=Cx+ Du (A.22)
Onde:

% E o estado do sistema de ordem n;

u € o vetor de entradas dos m elementos;

y € o vetor de saidas dos p elementos;

e A é a matriz do sistema de nxn elementos;
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e B € a matriz de entradas de nxm elementos;
e (' é a matriz saidas de pxn elementos;

e [ é uma matriz de pxm elementos.

A vantagem da representacdo de espacgo de estados é fundamentada em conhecer o com-
portamento interno do sistema, além de isso, permite trabalhar com condi¢des iniciais dife-
rente de zero e facilitar o desenho e representacdo do sistema mediante software[12]. Das

equacdes A.10 e A.11, substituindo a equacdo A.10 na equagdo A.11, tem-se a equagdo A.24:

(M +m)
ml
(M + m)(I +mi?) — (ml)*)d — mgl(M + m)¢ 4+ mibi = mlu (A.24)

(I +mi*) i — mglo) + bi — mlé = u (A.23)

Substituindo a equagdo A.18 na equacdo A.24: tem-se a equagdo A.25:

milu N mgl(M +m)¢  mlbi
4q q q

(A.25)

é =

Fazendo o mesmo procedimento para a outra equacdo, substituindo a equacido A.11 na

equacdo A.10 tem-se a equacdo A.29:

(I +mi?)
ml
(I +ml*) (M +m)é + bl +ml*)z — (I + mi*)u — (ml)*g¢ = (ml)*@ (A.27)

(M +m)&) + bt — u) — mglp = mli (A.26)

(I +mi*) (M +m) — (ml)»i = (I +mi*)u+ (ml)>gp — b(I +ml*)x (A.28)

Entao:

(I +mi?) N (ml)2go b + mil?)z
q q q

T =

(A.29)
Mediante as transformagdes seguintes € obtido o modelo de espacgo de estados:
r1 =

$2:i'1:.j3'

jf‘Q:jflzjf

<

T3 =
ZL’4:i'3:§Z§

Ty =

©-:

Entao:
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.f:.ilﬁg

Ty = (ml)2gu + (mi)%gxs  b(I+mi?)zo
q q q
T3 = T4
T (mql)u + mgl(Mq—Q—m)mg . ml(l])mQ

Assim, a representacdo em espago de estados € mostrada nas equagdes A.30 e A.31:

Ty 0 1 0 0] [z 0
. 0 _ b(I+mi?) (ml)2g 0 g(ml)
9.32 _ p q 2l |y (A.30)
T3 0 0 0 1 T3 0
T4 0 —mb  mdlfm o) |, ml
sl
1 000
y = 2 (A.31)
0 0 1 Of [x3
Xy

Substituindo os seguintes parametros numéricos para a realizagcdo das simulagdes do sis-

tema:

o M =05kg

e m = 0.2kg

e b=Ns/m

o [ =0.3m

e [ = 0.006kgm?
e g=9.8m/s

E obtido o sistema em espago de estados de forma numérica o qual é representado pelas
equagdes A.32 e A.33:

i 0 1 0 0] [ 0
: 0 —0.1818 2.6727 0 1.8182
] - 20 u (A32)
T3 0 0 0 1 ZT3 0
i 0 —0.4545 311818 0] |as 45455
-
100 0
y = 2 (A33)
0010 I3
L L4
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Como o sistema tém madltiplas saidas, o objetivo é controlar o angulo do péndulo e a
posicdo do carro, baseados nos seguintes requerimentos do desenho [12]:

e Tempo de estabilizagdo de x e # menor a 5s.
e Tempo de impulso méximo menor aos 0.5s.

e Sobre sinal de § menor aos 20 graus.

Para uma entrada degrau de 0.2m tem-se:

Saida do sistema em espaco de estados

— Carro

— Péndulo

Amplitude

Tempo s

Figura A.4: Saida do sistema em fungdo do espaco de estados para o carro e o péndulo. [12]

Na figura A.4 , os asteriscos representam a posi¢ao do carro. A figura representada por
circulos mostra o angulo. Entdo pode-se analisar que para melhorar a dinamica do sistema

tem que se projetar um controle, neste caso, serd projetado um controle LQ R [12].

A.1.3 Regulador LQR

A vantagem de ter um sistema representado em espaco de estados é que projetar um
controlador LQR resulta simples. A idéia é estabelecer uma retroalimentacdo completa
mediante uma combinacdo linear das varidveis de estado. Para o caso ideal, a realidade é
que o estado medido ndo é completo, pelo qual é necessdria a utilizacdo de um observador
de ordem reduzido para fazer a estimacgdo da parte do estado. Para este caso € assumido que

todos os estados sdo mediveis [12], entdo a representacdo € a mostrada na figura A.5:
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Figura A.5: Regulador LQR [13]

Na figura A.5 pode-se observar uma representacdo do algoritmo de controle. K € a
matriz de retroalimentacdo para obter o sinal de controle, onde u(k) = — Kz (k). Precisa-se
encontrar o valor de K que determina o valor da lei de controle de realimentagao o qual pode

ser feito de muitas formas [12]:

e A primeira op¢do € inserir arbitrariamente o valor dos pélos que deseja-se que o sistema

tenha, em malha fechada.

e A segunda opc¢ao € fazer um controle 6timo varidvel no tempo.

Para a segunda op¢ao trata-se de minimizar a funcdo representada pela equacdo A.34

T =Y " (k)Q()x(k) + u” (k) R(x)u(x)] (A.34)

k=0

J é uma funcdo que geralmente estd associada com a energia do sistema. O controle
é 6timo porque o objetivo é minimizar a energia. A expressdo X! (k)QX, (k) representa
a energia aportada para cada estado () € uma matriz ndo negativa definida. A importancia
de () € que permite a eleicdo do peso que tem cada estado da funcdo J. Como o estado
u(k) tem um s6 elemento,R > 0 é um elemento que indica o peso que deseja-se dar a
energia associada com o sinal de controle, se por exemplo, a funcdo tem as caracteristicas

representada na equacao A.35:

Xo(k+1) = AgX, (k) + Bau(k) (A.35)

Para dar solucdo a equacdo anterior, é usado métodos numéricos, obtendo a lei de con-
trole varidvel no tempo como apresenta a equacio A.36:
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(k) = K (k)X (k) (A.36)

Se o sistema tem coeficientes constantes, K (k) é fixado durante o periodo de tempo e
posteriormente converge para zero [12]. O valor exato de J ndo € relevante, so € pretendido
encontrar um valor de K que permita obter o minimo valor para J. A importincia estd no
valor relativo que tem os elementos () e R entre eles. Estes parAmetros sdo os encarregados
de balancear a importancia relativa da entrada e os estados em relacdo ao sistema que se
pretende otimizar. O caso mais simples é para um valor de R = 1 obter um valor de (), em

relagdo ao valor de R [12].

A.14 Projecao do controlador em espaco de estados

Baseados nas condicdes de desenho apresentadas anteriormente, adicionando o erro em
estado estaciondrio, que é menor ao 2%. [12]. Para projetar o regulador ¢ utilizada a funcdo
LQR que produz um controlador 6timo, isso é feito mediante MATLAB, onde pode ser
escolhidos os parametros R e (). Para o caso mais simples as escolhas sdo: R = 1, onde
Q = C" x C. O método LQR vai permitir encontrar as duas saidas, para obter uma resposta
desejéavel, permitindo que o controle possa ser sintonizado mudando os elementos ndo nulos
da matriz () [12]. Para esta condicdo o valor da matriz (), € mostrada na equacgdo A.37:

(A.37)

o O O O
o = O O
o O O O

o O O

k= |-1.0000 —1.6567 18.6854 3.4594

Mediante a utilizagcdo de MATLAB, fazendo a representacao do sistema, € obtida a saida
como € mostrado na figura A.6:
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Saida do sistema com controle LQR para R=1.

005 T T T T T

— Carro
— Péndulo

&
&
T

Amplitude

&
o
T

0% I i \ | \ i \ I \
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Tempo s

Figura A.6: Saida do sistema para o caso mais simples R=1.

Na figura A.6, a imagem representada pelos asteriscos mostra o angulo do péndulo em
radiais, e a figura dos circulos representa a posi¢do do carro em metros. Como pode-se
observar os resultados obtidos representados pela figura A.6 ndo sdo os mais adequados,
mesmo o sinal do péndulo e do carro estando, aparentemente, certos, o problema encontra-
se no tempo de estabilizacdo que € consideravelmente grande. Adicionalmente, pode-se
observar que o carro ndo esta proximo da posicao desejada, dado que estd se movimentado
na dire¢do oposta [12], o que faz que no sistema, em malha fechada, ndo possa ser realizada
a comparac¢do da saida diretamente com a referéncia para obter o resultado desejado, neste
caso € necessario dimensionar a entrada de referéncia, de modo que a saida seja igual a
referéncia. Isso pode ser feito através da introdugiio de um fator de escala N, na entrada de

referéncia do sistema [?], como apresenta figura A.7:

» = ) -
— N —» I—I'“ B g e [ ;5 » C -

~ - -

4

Figura A.7: Modificag¢do da entra de referéncia [?]
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Agora, mudando os parametros da matriz (), ¢ melhorar com tempos de estabilizacdo,
obtendo a equagao A.38:

5000 0 O O
0o 0 0 O
= A.38
? 0 0 100 O ( )
0o 0 0 O
k=1|-70.7107 —37.8345 105.5298 20.9238
» Saida do sistema com controle LQR .
: ! ' ! I I | — Carro
—— Pénduio
% /% B R e e B e s —
= i
=
2
£
DI NP SO SRS SOOI SNSRI NSNS S S )
| | I | | |

Tempo s

Figura A.8: Regulador LQR [?]

A figura A.8 mostra o incremento dos valores da matriz (), onde a resposta ¢ melhorada,
mas os esfor¢cos vao ser maiores do controle projetado, assim pode-se cumprir com o objetivo
desejado que € obter um tempo de estabilizacio menor aos 2s para a posi¢ao do carro e o
angulo do péndulo [12].

A.1.5 Projecao do observador

Para a implementagao da realimentagdo completa de estados, é necessario adicionar um
dispositivo dindmico, chamado observador, o estimador de estados, onde a saida € um esti-
mador do vetor de estados, onde a ordem do observador completo tem a mesma ordem da
planta [12], ou seja, é estimado todo o vetor de estados, para o sistema representado nas
equagdes (espaco de estados), sendo A, B, C' sdo conhecidas e a entrada u(t) e a saida y(t)

sdo mediveis, mas ndo o estado z(¢), como mostra a figura A.9 [14]:
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Integrater c

A

Vetor observador X

Figura A.9: Projecdo do observador [14].

Assim, para iniciar o trabalho, € preciso conhecer os polos do sistema controlado. Para
este exemplo, os polos mudam os pardmetros da matriz (), como foi dito anteriormente,entao

eles sao [12]:
p = —8.491 + 7.92837 — 8.491 — 7.9283¢ — 4.7592 + 0.839: — 4.7592 — 0.839¢
Pode se perceber que os polos do sistema sao diferentes. Deseja-se projetar um estimador
que seja 10 vezes mais rdpido que o menor dos polos. Como existem quatro polos, com

a ajuda do MATLAB, mediante o comando PLAC'FE, pode-se obter o observador. Este

comando precisa de polos diferentes, entio:
P =[—40 — 41 — 42 — 43|
L = place(A',C", P)

Onde: L € o observador e P os polos inseridos ao sistema. Mediante a combinacao do

controlador e observador, € obtida a resposta que apresenta a figura A.10:
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Saida do sistema com controle LQR modificando a referéncia .
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Figura A.10: Saida do sistema para o controle LQR modificando a entrada.

Na figura A.10 pode-se observar que o erro estdtico fica dentro dos limites esperados,
obtendo a amplitude desejada mediante a utilizacdo da matriz de pré-compensacao, satisfa-

zendo os requisitos de desenho impostos [12].

A.1.6 LQR com acao integral

Dado que o controle LR tem o problema de ndo ser robusto quando o sistema tem
perturbacdes, para dar solug@o ao problema e conseguir um controlador que rejeite perturba-
coes, € necessario adicionar ao projeto L() R um efeito integral que afete o erro das varidveis
do modelo. O efeito integral tem como funcionalidade integrar o erro dos estados afetados

pelas perturbacdes [93]; as razdes sdo:

e A lei de controle LQR U = —kxz, responde essencialmente a um controle proporcional,
dado que o controle proporcional origina efeitos do erro estaciondrio no caso de existir
perturbacgdes no sistema de controle [93].

e O modelo do sistema utiliza cdlculo dos valores do ponto do trabalho (X,U), onde o
sistema pode apresentar desvios importantes com relagdo a planta ( quedas de tensdo em
semi-condutores, desvio dos valores de componentes passivos, etc) [93]. Estes desvios

geram perturbagdes no sistema de controle e erro estaciondrio [93].

e Qual quer perturbacdo existente na planta gera erro estaciondrio que o controle proporci-

onal ndo pode corrigir [93].
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Para o projeto LQ) R deve ser corrigidos os erros em estado permanente e estaciondrio,
como € conhecido da teoria de controle cldssico, incorporando ao sistema uma parte integral,
permitindo rechacar assintoticamente as perturbagdes [93], como apresenta a figura A.11
[15]:

W=

-&—L

S

w =

Figura A.11: Projeto LQR com efeito integral. [15]

A parte integral pode ser implementada para eliminar o erro estaciondrio em todas ou
algumas das varidveis de estado. Por exemplo, deseja-se adicionar parte integral aos estados
T, € 7. B necessario incrementar a ordem com dois novos estados [ x1, [T9 que sdo as
integrais dos estados sobre os que deseja-se adicionar acdo integral, [52] [94].

dl
Iy = / P il (A.39)
dt
dl
iy — / 2= S22 _ (A.40)
dt
-331- -an a2 a3 0 0- -l’l- -b11 b12 513-
T a1 az az 0 0 X2 ba1  bag  bos U
T3 | = |as1 azgx asz O O | x3 | + [b31 b3a bsz| |u2 (A41)
Iz, 1 0 0O 0 0 Iz, 0 0 0 U3
[z [0 1 0 0 0] |[lzz] [0 0O 0]

Baseados no novo sistema é necessario definir as novas matrizes () e R da funcdo de
coste, a qual também aumenta sua dimensdo. Os termos das matrizes relacionadas com os
estados originais condicionam a parte proporcional do controlador [93], e o calculo da matriz
LQR é desenvolvido no MATLAB.

Para o exemplo proposto a matriz de controle que resultaria ao aplicar a lei de controle
LQR, tem a forma apresentada na figura A.12:
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[Kp] [Kzl

" [ x]
u, x x x| x x X,
u, |[=—||x x x||[x x||]| x
U, X X XxX||x x Ix,
- | Ix, |

~
[K]To‘ral

Figura A.12: Lei de Controle, Ganho Proporcional e Integral.

A.2 EXEMPLO DO CONTROLE LQG

Para o péndulo invertido, onde foi projetado um controle L) R representado pelas equa-
coes A.32 até A.34, serd projetado um controle LQG, dado que o sistema requer, do modelo
discreto, a discretizacdo do modelo, que € feitaem MATLAB mediante o comando c2d, onde
¢ necessdrio um tempo de amostragem, neste caso serd 7' = 1/100; o sistema discretizado é
representado pelas equacdes A.42 e A.43 [?].

e 1 001 00001 0 1 0.0001
; 9982 0.0267 0.0001 0182
2| _ 0 09982 0.0267 0.0001| || |0.0182] A2
i3 0 0 0 0.01 | |3 0.0002
4 0 —0.0045 0.3119 1.0016| |z 0.0454
T
100 0
y = w2 (A.43)
00 1 0]
Ty

As condig¢des de desenho para uma entrada degrau de 0.2m, na posi¢do desejada tem as
seguintes caracteristicas:

e Tempo de estabilizacdo de x e # menor a 5s;
e Tempo de impulso méximo menor aos 0.5s;
e Sobre sinal de # menor aos 20 graus;

e Erro de estado estaciondrio menor ao 2 cento para x € 6.
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A.3 CALCULO DA VARIANCIA DE UM SISTEMA DISCRETO

O calculo da variancia do sistema € analisado relacionando o sistema com uma cadeia
de Markov, Para realizar este calculo e obter uma expressao que represente a variancia em
funcdo dos polos do sistema foi seguida a metodologia apresentada no trabalho de mestrado
do Miguel Parra [95]. Onde se mostra detalhadamente o procedimento para um sistema de

segunda ordem utilizando processos Markovianos.
Para um sistema de segunda ordem discreto, pode-se fazer a seguinte aproximagao:

k k
~ ~ A.44
G) 224 20wpz+ w2 (24 a)(z+a) (49

Onde a relacdo de s e z esta relacionada com a equagdo seguinte, a qual mostra como

pode ser discretizado um sistema.

z—1
= A.45
M (A.45)
22d
G(z2) = — A.46
()= o (A46)
Seja o sistema de segunda ordem continuo representado por A.47:
G(s) " (A.47)
§) = """ .
s2+as+b
Substituindo a equacdo A.45 na equacdo A.47 tem-se a equacdo A.48.
k 22(kT?)
G(Z)= = (A.48)
(A va(G) +o AT +al 4 1) - @Fal)s 1
Onde:
o d=kT?

f=0T?+alT +1

e g=2+adTl
e h=1

e T'=0.1

e =1

e h=1
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assim o sistema pode ser escrito como apresenta a equacio A.49

»2d k22
G(z) = i - - (A.49)

24t GraGta)

|z

Seguindo o procedimento apresentado por Miguel, esta equagdo discretizada pode ser
representada mediante somatdrias como apresenta a equagao A.50 e A.51:

d S @D X (n — )
= A.50
y(n) f;;jo X0 (A.50)
yn) = L3S (Epaix(n — i) (A51)
f i=0 j=0 a

i(l)j — w (A.52)

g
D=1 (A.53)

Aplicando estas propriedades e manipulando matematicamente a equacido A.51, a soma-
toria pode ser representada pela equacdo A.54:

B 1) = A.54
ym) =52 (V== (A.54)
7=0
Onde:

Que relaciona os polos do sistemas,entdo o sistema fica representado pela equacdo A.56:

y(n) = (d ! a) % [2 bX(n— z')] (A.56)

Assim a equagao anterior apresenta o sistema em funcao dos estados futuros em base dos

estados atuais,de maneira que o calculo da varidncia € representada pela equacdo A.57

varly(n)] = var || - i - d ZbiX(n —1) (A.57)
a—a) f |
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Como a equacdo A.57 apresenta propriedades de Markov, pelo fato que os instantes
futuros sdao independetes dos estados passados, a varidncia pode ser calculada de maneira

independente para cada um destes estados e representada como apresenta a equagdo A.58:

varly(n)] = (a i a>2 (%)2 o’ (2 bi> 2 (A.58)

COomo:

e =da-—a
e bl =@ —_ 5@

o V¥ =a® —a®
usando a propriedade A.52 e A.53.
i p—— T (A.59)
—~ 1 (a® - a?) ‘
Entdo a variancia € representada pela equacio A.60:

i) = (7) e (m=am) (50

Onde esta equacdo € programada em MATLAB para obter o valor da variincia de entrada

ao filtro Butterworth.
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