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RESUMO

UMA NOVA PERSPECTIVA EM FERROHIDRODINAMICA: CONTROLE
DE DESCOLAMENTO DE CAMADA LIMITE.

Autor: Ciro Fraga Alegretti

Orientador: Prof. Rafael Gabler Gontijo

Programa de Pés-graduagao em Ciéncias Mecéanicas
Brasilia, Julho de 2017

O presente estudo tem como objetivo a investigacao dos efeitos provenien-
tes da aplicagdo de campos magnéticos sobre o escoamento de um fluido magnético
sujeito a uma expansao abrupta. O descolamento de camada limite provocado pela
geometria do problema resulta na formagao de zonas de recirculagao. Simulagoes sao
realizadas visando a avaliacao da possibilidade de controle da instabilidade gerada pela
geometria deste problema fisico, por meio da aplicagdo de um campo magnético. A
formulacao tedrica do problema é composta de uma revisao das proposigoes existentes
para a equagao constitutiva de um fluido magnético, e de uma anélise das equagoes do
movimento resultantes de cada proposicao. Visando a anélise do acoplamento entre
o comportamento magnético e hidrodinamico deste material complexo, equagoes evo-
lutivas para a magnetizagao sao adotadas. Diferentes proposi¢oes sao implementadas,
incluindo estudos recentes referentes ao efeito da parte simétrica do tensor gradiente
de velocidades sobre a magnetizagao deste meio polarizavel. Um coédigo computacio-
nal ¢ desenvolvido utilizando o Método das Diferencas Finitas com uma abordagem
pseudo-transiente. A formulacao vorticidade-funcao de corrente é implementada para
a solugao deste problema. Resultados numéricos obtidos para diferentes formulagoes
de equagoes evolutivas para a magnetizagao sao comparados. Estudos computacio-
nais sao conduzidos para numeros de Reynolds 50 e 100. Observa-se a possibilidade
de controle por parametros magnéticos do ponto de recolamento da camada limite e,

consequentemente, do comprimento da zona de recirculagao.
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ABSTRACT

A NEW PERSPECTIVE IN FERROHYDRODYNAMICS: BOUNDARY
LAYER DETACHMENT CONTROL.

Author: Ciro Fraga Alegretti

Supervisor: Prof. Rafael Gabler Gontijo

Programa de Pés-graduagao em Ciéncias Mecéanicas
Brasilia, July of 2017

The present work investigates the effects provenient from an external magne-
tic field application on the flow of a ferrofluid subjected to a sudden expansion. The
geometry-driven boundary layer detachment results in the formation of recirculating
zones. Simulations were performed in order to evaluate the possibility of controlling
this instability via magnetic fields. The theoretical formulation of this physical pro-
blem is composed by a review of the propositions for the constitutive equation of a
ferrofluid, and by an analysis of the resulting linear momentum equation associated
to each proposition. In order to analyze the coupling between the magnetic and hy-
drodynamic fields of this complex material, different evolutive equations for the global
magnetization are considered. Different propositions are implemented, including the
latest investigations regarding the effect of the symmetric part of the velocity gradient
tensor on the magnetization on this polarizable medium. A computational algorithm
is developed using the Finite Differences Method with a pseudo-transient approach.
The vorticity-stream function formulation was implemented to solve this physical pro-
blem. The numerical results obtained considering different evolutive equations for the
global magnetization are compared. Computational studies are conduced for Reynolds
numbers 50 and 100. The possibility to control the boundary layer reattachment point
due to magnetic parameters, and consequently the length of the recirculating zone, is

observed.
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Capitulo 1 INTRODUCAO

1.1 Fluidos Magnéticos

Fluidos magnéticos sao liquidos de constituicao reologica Newtoniana, acrescidos
de particulas solidas ferromagnéticas contendo dominios com propriedades especificas.
Estes chamados dominios magnéticos compoem as estruturas cristalinas de soélidos
ferromagnéticos. Segundo a teoria de dominios magnéticos [1I, 2], os elétrons que cir-
cundam e rotacionam ao redor de si no interior de um dtomo possuem um momento
magnético associado. No caso de materiais ferromagnéticos, as interagoes entre mo-
mentos de dipolo individuais de cada elétron sao intensas, porém estudadas no ambito
da mecéanica quantica e nao no escopo deste trabalho. Entretanto, devido a esta forte
interacao, momentos de dipolo magnético de elétrons vizinhos interagem e se alinham
mesmo ha auséncia de um campo magnético externo, resultando em pequenas regioes
de magnetizagao intensa que compoem um material desmagnetizado. Este fenomeno
ocorre naturalmente em fragoes infinitesimais do volume de um soélido ferromagnético
(aproximadamente a cada 100 atomos [3]), sem resultar em magnetizagao liquida, e tais
fragoes sao denominadas subdominios magnéticos. Em um so6lido ferromagnético livre
da acao de um campo externo, tais dipolos sao orientados de forma aleatoria, devido a
agitagao térmica. Com a aplicagao de um campo magnético externo, os momentos de
dipolo de cada dominio magnético irao tender a se alinhar ao campo aplicado de forma
parcial, porém a agitacao térmica ird prevenir o alinhamento total e a magnetizagao
liquida resultante do sélido ferromagnético sera fraca. Este fenémeno é chamado de

Paramagnetismo.

As particulas ferromagnéticas de dominio tinico sao suspensas em um fluido base,
sem ordenamento de longo alcance. Quando suspensas, o alinhamento de tais particu-
las na direcao do campo aplicado é mais suscetivel, quando comparado ao alinhamento
que ocorre dentro de um solido ferromagnético. Desta forma, a magnetizagao liquida
resultante é capaz de atingir intensidades consideraveis, mesmo para campos magnéti-
cos aplicados de baixa intensidade. A sintese de fluidos magnéticos é realizada a partir
da reducao de solidos ferromagnéticos a particulas subdominio, que sao suspensas em
um liquido Newtoniano base, como agua e 6leo mineral, cuja estabilidade ¢ obtida

pela utilizagao de surfactantes depositados nas particulas suspensas. O movimento



Browniano mantém as particulas suspensas, enquanto o surfactante evita sua aglome-
ragao e sedimentagio [3]. A figura apresenta uma representacao grafica de uma
colisao elastica entre duas particulas magnéticas devido a adigao de tensoativos feitos

de macromoléculas poliméricas (geralmente de acido oleico).

Figura 1.1: Esquema representativo da colisao elastica entre duas particulas revestidas
com uma camada molecular (~ 2 nm) de um dispersante.

A estabilidade de uma suspensao coloidal de subdominios magnéticos deve ser ga-
rantida a fim de proporcionar ao material propriedades bem definidas, conferindo apli-
cabilidade e confiabilidade em ambito industrial e em estudos cientificos. Um fluido
magnético é estavel se tanto suas interagoes entre particulas, tais quais a magnética e
as forcas atrativas der van de Waals, quanto as influéncias externas, como campo mag-
nético e gravitacional, forem consideradas na selecao de parametros da solugao, como
concentracao e dimensao das particulas magnéticas, atendendo as condi¢oes de estabi-
lidade e balanco energético da solucao. As particulas suspensas possuem comprimento
caracteristico médio da ordem de 10 nanémetros, enquanto o comprimento médio de
uma macromolécula de acido oleico utilizada como surfactante é de aproximadamente

2 nandmetros.

Livre da acao de um campo magnético, um fluido magnético nao exibe magneti-
zagao liquida, pois as particulas suspensas estao em constante movimento randoémico
(tanto translacional quanto rotacional) devido a agitagao térmica associada a dindmica
molecular do liquido base e nao se alinham em uma diregao preferencial. Esse movi-
mento randoémico associado as interacoes das moléculas do liquido base e as particulas
magnéticas é denominado movimento Browniano, as propriedades fisico-estatisticas

desse fenémeno foram amplamente estudadas por Einstein [4]. Este fenomeno foi am-



plamente estudado, com teorias de correcao desenvolvidas para suspensoes de diversas

faixas de concentragao [5] [6].

10 nm

Figura 1.2: Esquema representativo da dimensao média associada a estrutura de uma
particula magnética suspensa em um ferrofluido estavel, devido a presenga de um sur-
factante. Figura cedida pelo Prof. Rafael Gabler Gontijo [7].

Diversos estudos em fluidos magnéticos tem sido realizados em sistemas particu-
lados discretos [8) [7, [0 [10], porém a descrigdo deste material em uma abordagem da
Mecanica dos Meios Continuos por meio de uma equacao constitutiva é um problema
em aberto e carece de maiores estudos. A representacao completa de efeitos de origem
microscopica em uma formulagao continua e fora do equilibrio (i.e: na presenca de um
escoamento), por meio de uma equacao constitutiva e de uma equagao evolutiva para
a magnetizacao, permanece sem uma formulacao definitiva e tem sido desenvolvida e
proposta hé décadas por diversos pesquisadores [3], [T1], 12, [13] 14]. O estudo proposto
neste projeto consiste também em um estudo de caso para as proposi¢oes mais recentes

para tais problemas de fechamento da Ferrohidrodindmica.

A reorientacao das particulas solidas provém do surgimento de torques magnéticos
devido ao desalinhamento entre sua magnetizacao e a direcao do campo aplicado. No
problema proposto neste projeto, a constante perturbacao na orientacao dos dipolos
magnéticos das particulas suspensas ¢ causada pela condi¢cao de nao equilibrio, dada
pelo escoamento, e é responsavel pela possibilidade de controle do padrao de escoamento

resultante do problema fisico acoplado.

Investigagoes em escoamentos de fluidos magnéticos sao profundamente motivadas
pela crescente tendéncia do desenvolvimento de novas aplicagoes. Na area das ciéncias
biomédicas, fluidos magnéticos biocompativeis sao utilizados na manipulacao e sepa-

racao entre células vivas e microparticulas, com uma eficiéncia de 99%, e também na



separacao de globulos vermelhos e células doentes, reduzindo periodos de incubacao e
aumentando a precisao de diagnosticos [15]. Além disso, diferentes estudos sao focados
na avaliacao da eficiéncia da utilizagao de fluidos magnéticos compostos de 6xido de
ferro ou magnetita como substancias que aumentam o contraste em imagens de resso-
nancia magnética |16 [I7]. Com o propésito de garantir aplicagoes seguras e efetivas,
propriedades termo-fisicas de dois fluidos magnéticos biocompativeis foram estudadas e
relacionadas com efeitos provenientes de escoamentos. Foi possivel observar alteragoes
reologicas associadas a mudangas na microestrutura do material, fator que deve ser le-
vado em conta no desenvolvimento de aplicagoes de fluidos magnéticos biocompativeis
[18, 19].

Ainda referente as aplicagoes na area das ciéncias biomédicas, fluidos magnéticos
sao utilizados em hipertermia magnética. A hipertermia consiste em uma técnica de
tratamento de cancer, na qual tecido vivo é exposto a altas temperaturas. Resultados
mostram que altas temperaturas sao capazes de danificar e destruir células cancerigenas
e de provocar a redugao de tumores [20]. No caso da hipertermia magnética, tal
aumento de temperatura é provocado a partir da aplicagao de um campo magnético
oscilatorio, de forma que as irreversibilidades associadas & constante reorientacao da

magnetiza¢do provocam um aumento localizado de temperatura [21], como descrito na

figura [I.3

t

Figura 1.3: Representacao da hipertermia magnética: Dado uma parcela de tecido
cancerigeno A com particulas magnéticas B depositadas, a aplicacao de um campo
magnético oscilatorio C, de intensidade descrita pela curva D, a temperatura do sis-
tema ird aumentar no decorrer do tempo, como mostrado no grafico E. Esta figura foi
gentilmente cedida pelo Prof. Rafael Gabler Gontijo.



A utilizacao de fluidos magnéticos esta presente também na area de Optica adap-
tativa. Lentes liquidas combinam a funcionalidade de um conjunto de diversas lentes
em uma Unica, e a utilizacao de fluidos magnéticos neste aparato confere peso redu-
zido, dimensao compacta, alta definicao e baixa suscetibilidade a forca gravitacional

ao sistema [22].

No ambito de medicao e controle, fluidos magnéticos tem sido utilizados em diversos
sistemas de engenharia. Sendo um material inteligente, fluidos magnéticos permitem
diversas aplicagoes, incluindo sensores sismicos [23], refrigerantes em unidades solares
fotovoltaicas [24] e como lubrificantes de migracao controlavel [25]. A utilizacao de flui-
dos magnéticos no controle de padroes transientes nao-lineares de escoamento, como
proposto neste trabalho, tem sido aplicada no controle do colapso de bolhas em cavi-
tagao acustica |26, 27] e na estabilizagao de leitos fluidizados de particulas magnéticas
[28]. Além do mais, atualmente estuda-se a possibilidade de uso de fluidos magnéticos
para fins de resfriamento de componentes eletréonicos em ambientes de microgravidade
através de um fendmeno conhecido como convecgao termomagnética, descrito na figura
1.4 Em um ambiente de microgravidade, a estratificacdo de massa especifica devido
a gradientes de temperatura nao é capaz de gerar convecgao natural. Por outro lado,
a estratificacao de susceptibilidade magnética induzida por gradientes de temperatura
combinada com a aplicagao de um campo magnético externo resulta na formagao de
regioes de recirculagao em um sistema conhecido por convecgao termo-magnética. Esse
sistema induz um mizing do fluido arrefecedor e um consequente incremento controlado

das taxas de troca de calor, mesmo na auséncia de campo gravitacional. [29] 30, 31].

Devido a sua composi¢ao microscopica, a descricao matematica do movimento deste
complexo liquido é derivada a partir das equagoes de Maxwell do magnetismo e das
equagoes classicas da mecénica dos fluidos [32]. O estudo da interacao entre fluidos
e campos magnéticos pode ser abordado sob diferentes perspectivas: da Magnetohi-
drodinamica e da Ferrohidrodindmica. Uma analise magnetohidrodinamica investiga
a interagao entre fluidos condutores de corrente elétrica (e.g.: metais liquidos, plasma
e gases com dissociagao i6nica em altos nimeros de Mach) e campos magnéticos por
meio da atuagao de Forgas de Lorentz em todo o volume do fluido de trabalho [33],
como o estudo do escoamento magnetohidrodindmico de nuvens moleculares no Ambito
da astrofisica [34]. Como os efeitos provenientes do magnetismo sao contabilizados sim-
plesmente pela adicao de uma forca de campo & equacao do momento linear em uma
analise magnetohidrodinadmica, e nenhum fendémeno microscopico deve ser extrapolado

a analise da mecénica dos meios continuos, sua formulacao é consideravelmente mais



simples, quando comparada a uma abordagem fenomenologica ferrohidrodinamica.
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Figura 1.4: Descricao do efeito resultante da melhora das propriedades de transferén-
cia de calor promovidas pela convecgdo termomagnética. (a), (c) e (e) representam
histogramas dos campos de temperaturas dados em (b), (d) e (f). No sistema (a) ndo
h& nenhum campo magnético aplicado, no sistema (b) é aplicado um campo magnético
de baixa intensidade e em (f) é aplicado um campo magnético de intensidade mode-
rada. A partir dos histogramas é possivel observar uma distribuicao mais homogénea
do campo de temperatura, com menor concentracao de pontos quentes locais. Esta
figura foi gentilmente cedida pelo Prof. Rafael Gabler Gontijo.

Devido a auséncia de cargas elétricas livres e de condutividade elétrica em flui-
dos magnéticos, as equacoes de Maxwell sao aplicadas no regime magnetostatico. No
ambito da mecanica do continuo, adota-se a condigao de incompressibilidade e uma
equacgao constitutiva apropriada para que tensoes magnéticas provenientes da compo-
si¢ao microscopica deste meio continuo sejam contabilizadas [35] [36]. Nestas condigoes,
as equagoes que governam o escoamento de um fluido magnético sao dadas pela com-
binacao das equagoes de Maxwell aplicadas no regime magnetostatico, da equagao da
continuidade e da equagao da quantidade de movimento linear, com um tensor de ten-

soes modificado devido a presenga de tensoes magnéticas. Entretanto, deve-se destacar
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que esta abordagem que resulta em um problema de fechamento devido & necessidade
de uma equacao para a magnetizacao do fluido polarizavel e para o potencial magnético,

no caso de campos magnéticos aplicados nao uniformes.

No ambito do controle da instabilidade resultante do escoamento sujeito a uma
expansao abrupta, este problema fisico foi amplamente estudado na perspectiva da
magnetohidrodinamica [37, B8, 39, 40, 4I]. Por outro lado, no ambito da mecénica
dos meios continuos a ferrohidrodindmica permanece sem uma formulacao definitiva e
sacramentada, estando ainda sujeita a proposicoes tanto constitutivas quanto fenome-

nologica de suas principais equagoes.

Na analise Ferrohidrodinamica, a magnetizagao global M representa uma pro-
priedade global referente a orientacao média dos momentos de dipolo magnético m
associados a um volume continuo infinitesimal. Na auséncia de um campo magnético
externo, fluidos magnéticos nao exibem magnetizacao global liquida, pois os momen-
tos de dipolo de seus dominios continuos sao aleatoriamente orientados e perturbados
(tanto translacional quanto rotacional) devido ao movimento randémico ao movimento
Browniano. Quando sujeito a um campo externo, os momentos de dipolo individuais se
alinham ao campo externo de forma gradual, de acordo com o aumento da intensidade
do campo aplicado, até que um valor de saturacao M g seja atingido. Tal magnetiza-
gao de equilibrio M (i.e.: na auséncia de escoamento), compreendida entre zero e um
valor de saturacao dado pela concentracao de particulas solidas e suas propriedades,
tem sido estudada intensivamente e representa um parametro crucial em uma analise
Ferrohidrodinamica [42] 43| [14], [44]. Investigagoes foram conduzidas tedrica, numérica
e experimentalmente para uma ampla faixa de concentragao de particulas magnéticas
suspensas, e modelos de correcao foram desenvolvidos visando considerar interagoes

hidrodinamicas entre as particulas suspensas em suspensoes concentradas [5], 45 [46].

Quando sujeito a um escoamento e a um campo externo, a magnetizacao global
¢é perturbada pelo escoamento e entao se estabelece um balanco de torques entre me-
canismos magnéticos e hidrodinamicos. Fenoémenos de relaxagao magnética tendem
a restaurar o estado de equilibrio My por meio de diferentes mecanismos, depen-
dendo da intensidade do campo aplicado e do tamanho médio das particulas suspensas
[47, 148, [49]. O acoplamento entre esses diferentes mecanismos e a magnetizagao global
¢ postulado por meio de diferentes metodologias de dedugao, como teoria de quase-
equilibrio, teoria de Debye e teoria de campo efetivo [3]. Proposigdes posteriores sao

capazes de descrever com maior precisao o mecanismo de relaxagao magnética, baseadas



na relaxagao generalizada de Debye e transformagoes termodinamicas irreversiveis [13],
macroscopicamente a partir da equacao de Fokker-Planck [50] e a partir do momento

angular das particulas ferromagnéticas [51].

1.2 Escoamento laminar sujeito a uma expansao abrupta

Escoamentos sujeitos a expansoes abruptas e outras mudancas repentinas de geo-
metria descrevem muitos problemas em aplicagoes industriais (e.g. trocadores de calor,
resfriadores de dispositivos eletronicos e reatores nucleares) [52), 53] e tem sido objetivo
de estudo para o desenvolvimento de técnicas de solugao versateis e determinacao das
relagoes entre os varios parametros que caracterizam a formagao de areas de recircula-

¢ao para diferentes taxas de escoamento e coeficientes de expansao do canal.

Figura 1.5: Tlustracao do descolamento de camada limite provocado pela geometria, e
neste caso pelo alto nimero de Reynolds (Re;, ~ 10000), em um escoamento axisimeé-

trico [54].

Como uma alternativa a abordagem de solucao do problema pelo método do acopla-
mento entre o campo de pressao e o campo de velocidade, sera adotada neste trabalho a
formulagao vorticidade-funcao de corrente, implementada na simulagao do escoamento
de um fluido Newtoniano sujeito a uma expansao abrupta [55, 56], utilizando o método
das diferencas finitas para a solucao das equacoes diferenciais parciais que governam o

problema.

O escoamento laminar de fluidos Newtonianos sujeitos a mudangas abruptas de
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geometria sdo estudados de forma abrangente ha decadas, tanto numéricamente [57,
58|, quanto experimentalmente [59, 60], na determinagao da perda de carga em tais

escoamentos, e na busca por metodologias para minimizar perdas energéticas.

Simulacoes numeéricas de controle do comprimento da regiao de recirulacao, indu-
zida por mudangas abruptas na geometria de um escoamento, foram realizadas por
meio da injegao e sucgao de fluido apos a expansao [61], e pela aplicagdo de campos
magnéticos em escoamentos de fluidos magnéticos sujeitos a forgas de Lorentz [62].
Analogamente, a proposta deste trabalho é a simulagdo numérica do controle do com-
primento das zonas de recirculagao, geradas pela expansao abrupta no escoamento
de um fluido magnético nao condutor de corrente elétrica, por meio da aplicacao de

campos magnéticos apos a expansao como exemplificado na figura [1.6]

™ f T >
-~ — -
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1
1
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Figura 1.6: Descri¢ao do problema - Controle de intensidade das zonas de recirculagao
apos a expansao do canal por meio da aplicacao de um campo magnético Hy; divisao
do problema em dois dominios numéricos. Neste problema, a altura do degrau S é
igual & altura do canal antes da expansao, de forma que o diametro hidraulico D apoés
a expansao seja o dobro da altura h do canal de entrada (D = 2h).

Diversos estudos foram conduzidos em escoamentos sujeitos a uma expansao abrupta
interagindo com campos magnéticos, porém no ambito da Magnetohidrodinamica [63]
38, [40]. Na classe de estudos da interagao entre fluidos e campos magnéticos, a Mag-
netohidrodindmica tem foco na interacao entre fluidos condutores de corrente elétrica
(e.g.: metais liquidos) e campos magnéticos, contudo a formulagao de problemas desta
classe é completamente diferente do contexto proposto nesse projeto. Na magnetohi-
drodindmica a interacao entre o meio continuo e o campo aplicado é dada por forgas
de campo que agem sobre todo o volume continuo, e portanto os termos de origem
magnética sao incorporados simplesmente pela adicao de forcas de campo na equa-
¢ao do movimento e dispensam uma formulacao para a equacao constitutiva de um
fluido magnético [41]. No caso da FerrohidrodinAmica, o comportamento magnético
resultante da alteragao na estrutura fisica da suspensao esta associado a questoes cons-
titutivas, e é modelado através de forcas de superficie calculadas pelo divergente do
tensor de tensoes do material magnético. Desta forma, os termos de origem magnética
que surgem na equacao do movimento levam a um problema de fechamento e a neces-

sidade de uma nova equagao que permita a solucao do sistema com novas incognitas.
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Por meio da utilizacao de uma equacao evolutiva para a magnetizacao do meio con-
tinuo é possivel resolver o problema fisico acoplado em que efeitos hidrodinamicos e
magnéticos se balanceiam, permitindo entao o controle hidrodinamico do escoamento
através da aplicagao de campos magnéticos controléveis. Esse controle pode ser feito,
por exemplo, em um contexto de descolamento de camada limite, por meio da atuacao

de mecanismos fisicos de origem magnética [64].

O estudo teodrico e numérico proposto neste projeto sera conduzido por meio de uma
analise Ferrohidrodinamica, baseada nas equagoes classicas da Mecanica dos Fluidos
e das Equagdes de Maxwell no limite magnetostatico (i.e.: sem condugao de corrente
elétrica e sem cargas livres), com a implementagao de propostas recentes para a equagao

constitutiva e para a equacao evolutiva da magnetizacao de um fluido magnético.

1.3 Objetivos Gerais

O presente trabalho tem como objetivo principal a investigacao numeérica do esco-
amento bidimensional de um fluido magnético sujeito a uma expansao abrupta unidi-
recional. O problema proposto consiste na investigacao das propriedades de um fluido
de composi¢ao e comportamento complexos, aplicada a uma geometria simples ampla-
mente estuda, que permita uma clara associacao de alteracoes no padrao de escoamento
a propriedades microestruturais deste material. Uma investigagao teoérica sera condu-
zida visando a formulacao de um escoamento de um fluido magnético sujeito a uma
expansao abrupta, submetido a um campo magnético aplicado, e do consequente po-
tencial tedrico de controle da intensidade das zonas de recirculagao provocadas pela
geometria do escoamento. Para conduzir esta analise, serao discutidas, comparadas e
interpretadas as diferentes formulagoes das condi¢oes de contorno dos campos escala-
res e vetoriais a serem determinados, os modelos de equagoes constitutivas existentes
para um fluido magnético a partir das equacoes de Maxwell no limite magnetostético
e as equacgoes evolutivas de movimento e vorticidade resultantes. Serao estabelecidas
também analises tedricas acerca dos modelos de magnetizagao de equilibrio de uma sus-
pensao coloidal de particulas magnéticas e das formulagoes para a equagao evolutiva

fenomenologica do campo de magnetizacao existentes.

A formulacao vorticidade-funcao de corrente sera desenvolvida e ir4 compor o sis-
tema de equagoes governantes como alternativa ao método do acoplamento pressao-

velocidade das equagbes governantes. Ao fim da discussao e deducao da formulacao
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a ser utilizada, um algoritmo sequencial serda proposto para implementacao e solu-
¢ao das equagoes governantes de uma anélise Ferrohidrodinamica, juntamente com as
equacgoes obtidas a partir da formulacao vorticidade-funcao de corrente de um fluido

magnetizavel.

1.4 Objetivos Especificos

e Definicao das condigoes de contorno: Escolha apropriada da formulacao
das condigoes de contorno para o campo inducao magnética B e campo aplicado
H a partir da solenoidade e irrotacionalidade dos campos, respectivamente, nas
interfaces entre os meios que compoem o sistema fisico em estudo. Solucao do
problema para um campo aplicado uniforme, e determinacao das equagoes para
solucao do problema com um campo magnético aplicado gerado por um ima
permanente retangular [65]. Nao seré realizada a implementagao da solugao do
problema para um campo nao uniforme, porém sua dedugao motivara trabalhos

futuros;

e Escolha da formulacao da equacgao evolutiva fenomenolégica da mag-
netizacao do meio a ser utilizada: Visando a concepg¢ao de uma investi-
gacao numérica consistente, serao comparadas recentes formulagoes propostas
[35, 13, 51], e determinada a proposigao de equagao fenomenolédgica que conta-
bilize de forma mais completa os fenémenos investigados na escala de tempo de

relaxacao magnética caracteristica do problema;

e Desenvolvimento da formulagao vorticidade-fungao de corrente: Vi-
sando a simplificacao da solucao numérica a ser desenvolvida neste trabalho,
serd desenvolvida e utilizada a formulagao vorticidade-fungao corrente para o es-
coamento de um fluido magnético, e descritas as vantagens na sua utilizagao,
quando comparada ao método do acoplamento de campo de pressao e velocidade

(acoplamento P — v);

e Proposicao de um algoritmo sequencial de solugao: Determinada a for-
mulacao a ser utilizada na solugao e obtido o sistema de equagoes adimensionais
governantes do problema em estudo, serd proposto um algoritmo que sera im-
plementado em Python, apds a discretizagao do meio continuo pelo Método das
Diferengas Finitas, para a solucao iterativa do problema a partir das condigoes

de contorno e inicial pré-determinadas;
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e Realizacao das simulagoes computacionais: Implementacao do algoritmo
proposto ao sistema de equagoes governantes devidamente discretizado, com as
condigoes de contorno e iniciais previamente discutidas e definidas. Realizagao
de um estudo numérico preliminar para a determinacao de tolerancia numérica e

refinamento de malha apropriados;

¢ Estudo numérico do problema hidrodinamico: Solucao do sistema de equa-
¢oes governantes na auséncia de efeitos magnéticos para validacao dos resultados
obtidos neste estudo preliminar, visando conferir confiabilidade aos resultados

que incorporam efeitos magnéticos e ainda existem na literatura;

e Solucgao do problema e interpretacao dos resultados: Solucionar numerica-
mente o problema proposto, incorporando todos os mecanismos fisicos desejados,
considerando parametros hidrodinamicos e magnéticos que possibilitem o aco-
plamento de tais mecanismos; avaliar o comportamento da solucao em limites

assintoticos e estabelecer discussoes e interpretar os resultados obtidos.
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Capitulo 2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Equagoes de Maxwell e limite magnetostatico

As equagoes de Maxwell sao um conjunto de quatro equagoes que descrevem com-
pletamente os fenémenos eletromagnéticos. Por meio de um rigoroso formalismo ma-
tematico, Maxwell foi capaz de unificar leis experimentais do eletromagnetismo, resul-

tando nas seguintes equagoes apresentadas em formulagao diferencial:

0B
VxE=- (2.1)
oD
V.B=0 (2.4)

sendo E o campo elétrico, H o campo magnético aplicado, J a densidade de corrente
elétrica e p; a densidade de cargas elétricas livres, B campo indugao magnética ou
campo induzido, e a densidade de fluxo elétrico D. A equagao (2.1)) representa a Lei de
Faraday, a equacao a Lei de Ampére Maxwell, a equacao a 1% Lei de Gauss
(ou Lei de Gauss da eletricidade) e a equagao (2.4]) a 2% Equagao de Gauss (ou Lei de

Gauss do magnetismo).

O divergente de um campo vetorial esté diretamente associado ao fluxo liquido de
linhas de campo que atravessam uma superficie fechada. A partir da equacao ,
¢ possivel concluir que a quantidade de linhas de campo de B que saem ¢é igual a
quantidade de linhas que entram na superficie de um volume arbitrario, e portanto nao
existem monopolos magnéticos, cujas linhas de campos seriam orientadas unicamente
para dentro ou para fora de uma superficie que os envolvesse. Por outro lado, a
partir da equagao é possivel concluir que a rotacionalidade do campo aplicado
H esta associado unicamente a propriedades elétricas. Pode-se entao relacionar a
irrotacionalidade do campo H com a auséncia de mecanismos de origem elétrica no

problema fisico estudado.
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A Eletrohidrodiamica e a Magnetohidrodindmica sao as areas do estudo de flui-
dos nao-Newtonianos que analisam os efeitos proveniente da interagao entre de cargas
elétricas livres e campos elétricos, e entre campos magnéticos e fluidos condutores de
corrente, respectivamente. Em uma andlise FerrohidrodindAmica (FHD), descarta-se a
existéncia de cargas elétricas livres e a presenca de forcas de Lorentz, geradas pela
conduc¢ao de corrente elétrica através de um fluido submetido a um campo magnético
externo. Dessa forma, na presente analise serao descartadas a densidade de carga livre
pf, a densidade de corrente livre J, o deslocamento elétrico D e o campo elétrico apli-
cado E, dada a auséncia de cargas elétricas e de condutibilidade elétrica em um fluido

magnético tipico.

Sabendo que qualquer campo magnético deve satisfazer as Equagoes de Maxwell
[66, [67], aplicando o limite magnetostatico as Equagoes de Maxwell obtemos as equa-
¢oes de campo empregadas em uma analise Ferrohidrodinamica livre de interagoes

eletrostaticas [68]:

V-B=0 (2.5)
V xH=0. (2.6)

E possivel inferir também que o limite magnetostético pode ser obtido em condig¢oes
menos restritivas, como na auséncia de densidade de carga elétrica e com um campo

de deslocamento elétrico em regime permanente.

2.2 Estudo do sistema de equagoes da FHD

2.2.1 Conceitos Ferromagnéticos

Charles Coulomb determinou em 1785, com base em observagoes experimentais,
que polos de mesma polaridade se repelem, e polos de polaridades diferentes se atraem
como uma forca proporcional ao produto de suas intensidades de polo, e inversamente
proporcional ao quadrado da distancia entre eles. Dados dois polos pontuais de inten-

sidades p e p’ imersos em vacuo e separados por uma distancia r, a magnitude da forca
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atuante sobre eles, direcionada ao longo das linhas de campo, é dada por [3]:
p’

F=_2r_
47 pigr?’

(2.7)

em que fip ¢ a permeabilidade magnética do meio, como ilustrado na figura [2.1]

Figura 2.1: Esquema representativo da forca atuante em dois polos magnéticos de
intensidades p e p’ a uma distancia r.

Seja uma particula de prova esférica, p’ negativa, o campo magnético H na vizi-

nhanca de um polo pontual p de area dada por a = 47r? é

H="1" PPy (2.8)

a AT por? N Hoa Ho

sendo r o vetor posicao orientado de p a p’, # o vetor unitario de r e p, a densidade
superficial de polos magnéticos. O campo magnético H tem a unidade de Ampére por
metro [A/m|, o parametro g é a permeabilidade magnética no vacuo e tem o valor de

po = 4m x 107"H x m™t.

No SI, um campo induzido é definido da forma que, no vacuo, B = uoH, e da
equagao (2.8)) pode ser escrito na forma

p . .
B = Tzt = T (2.9)

O campo B pode ser interpretado como linhas de indugao ao redor de um polo de

intensidade p e tem unidade de Weber por metro quadrado, ou Tesla [T].

A magnetizacao do meio M, ou intensidade de magnetizacao, denota o estado
de polarizacao da matéria magnetizada e tem unidade de Ampéres por metro [A/m].

Considerando um polo de intensidade uniforme p com uma area a, sua magnetizagao
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é dada por
M=2Ls_ Py (2.10)

sendo p;s a densidade superficial de polos magnéticos.

Considerando que uma esfera uniformemente magnetizada produz um campo ex-
terno equivalente ao campo gerado por um dipolo, posicionado no centro da esfera,
com o mesmo momento magnético total, serao analisadas agora as contribuigoes dos
campos H e M na composi¢ao do campo indugao magnética B. Comparando as equa-
coes e , podemos inferir que o campo externo aplicado H contribui com
1o H linhas de indugao, enquanto a magnetizacao do meio M fornece uma contribuigao
de poM linhas no campo induzido total B. Consequentemente, a partir da densidade

superficial podemos concluir que o campo indu¢ao magnética é dado por

B = jo(H + M). (2.11)

Dessa forma, esta estabelecida a relagao entre o campo inducao magnético B e os

campos magnético aplicado H e magnetizacao do meio M.

2.2.2 Superparamagnetismo

Considerando uma suspensao sem magnetizagao liquida, com particulas magnéti-
cas orientadas randomicamente, observa-se que a aplicacao de um campo magnético
resulta gradualmente na orientacao das particulas suspensas no subdominio em dire-
¢ao ao campo aplicado. Para campos magnéticos de baixa intensidade aplicados, o
surgimento de torques magnéticos causado pelo desalinhamento dos campos H e M
provoca o alinhamento parcial das particulas, superando parcialmente a agitacao tér-
mica da suspensao. O aumento da intensidade do campo magnético aplicado resulta no
aumento do estado de magnetizagao da suspensao, e para campos intensos as particu-
las podem se orientar completamente e a magnetizacao da suspensao atinge seu valor

méximo, denominado magnetizacao de saturacao. Tal fendémeno esté representado pela

figura 2.2]

Superparamagnetismo ¢é o estado fisico de um material onde o campo de magnetiza-
¢ao global da suspensao e o campo magnético aplicado sao colineares, e sua magnitude

corresponde & soma dos momentos magnéticos das particulas suspensas.
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Figura 2.2: A magnetizacao gradual de uma suspensao magnética - A figura (a) repre-
senta a auséncia de campo magnético aplicado e de magnetizacao liquida da suspensao;
a figura (b) representa um campo magnético aplicado de baixa intensidade e magne-
tizagdo parcial da suspensdo; a figura (c) denota o alinhamento total dos momentos
magnéticos das particulas e a suspensao atinge sua magnetizacao de saturagao

De forma geral, para um material continuo e anisotropico, tem-se:
M=S, -H, (2.12)

em que S, é um tensor de segunda ordem denominado suscetibilidade magnética e re-
presenta a tendéncia de um meio continuo a se magnetizar, dado um campo aplicado. O
regime de superparamagnetismo representa um limite hipotético em que o alinhamento
da particulas na direcao do campo aplicado ocorre instantaneamente. Nesta condigao
de colinearidade dos campos M e H nao ha torques magnéticos e portanto nao ha
acoplamento entre hidrodindmica e magnetismo. Dessa forma, substituindo em
(2.11)):

B=uy(S,+1I) -H. (2.13)

Define-se entao po(S,, + I) como o tensor permeabilidade magnética P,, no caso
mais geral de um meio continuo anisotréopico. Para meios continuos e isotropicos,
tem-se:

Sm = xmd, (2.14)

e portanto
M = x,.H, (2.15)

em que X,, ¢ a propriedade escalar denominada suscetibilidade magnética do meio,

funcao da intensidade do campo aplicado H e da temperatura T do meio. Dessa
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forma, substituindo (2.14) em ([2.13)), temos que para um fluido superparamagnético a

seguinte relacao ¢ estabelecida::

B = jolm(H, DI +1)- H (2.16)
B = puy(xm(H,T)+1)H, (2.17)

sendo pu(H,T) = xm(H,T) + 1 a fungao permeabilidade magnética do meio. Observe

que, como iy ¢ uma constante, o produto pg x pu1(H,T) = u(H,T). Dessa forma:

B = u(H,T)H. (2.18)

2.2.3 Potencial Magnético

Matematicamente, qualquer campo vetorial irrotacional pode ser escrito em funcao
do gradiente de uma fungao escalar [69]. Dessa forma, sendo o campo aplicado H
irrotacional no limite magnetostatico, é possivel definir H em funcao de uma funcao

escalar na forma:

H =V, (2.19)

em que ¢, corresponde ao campo escalar potencial magnético. Inserindo o campo

magnético induzido, definido na equagao (2.11]) na equagao (2.5)):

V- [uo(M + H)] = 0 (2.20)
— V-M=-V-H, (2.21)

e substituindo (2.19) em (2.21)), tem-se uma equagao de Laplace para o potencial mag-

nético ¢,,:
V¢, = -V - M. (2.22)

Conclui-se que, a partir da equagao , é possivel determinar o campo aplicado
através de um campo potencial magnético ¢,,, porém a determinacao de condigoes de
contorno em termos de ¢,, que resultem em um campo H fisicamente consistente é
uma tarefa numérica complicada. Estas condi¢oes sao frequentemente expressas por
meio de condi¢oes de contorno de Neumann e devem resultar em um campo magné-
tico aplicado irrotacional, para que a Lei de Ampére em regime magnetostatico seja

satisfeita. Sabendo que no vacuo a magnetizacao do meio é nula, a partir da equagao
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(2.11)), tem-se:
B = jH, (2.23)

e substituindo as equagdes ([2.23]) e (2.19) em (2.5):

V- (oVem) =0 (2.24)
110(V3¢m) = 0 (2.25)
— V%, =0, (2.26)

e portando, no limite superparamagnético o potencial magnético ¢,, ¢ uma solucao da

Equagao de Laplace no contexto de um campo aplicado em um meio nao-magnetizavel.

2.2.4 Relaxagao Magnética

A relaxacao magnética é o fendmeno de resposta, associado a dire¢ao de magne-
tizacao das particulas M, apés uma mudanca na direcao do campo aplicado H. Tal
fenémeno é regido por dois mecanismos: a rotacao das particulas magnéticas da sus-
pensao e pela rotagao do vetor magnetizagao interno a particula. O mecanismo de
rotacao das particulas, ausente em meios solidos, é associado a um tempo de difusao

rotacional Browniano 75, de origem hidrodinamica, dado por
TB=— (2.27)

em que V é o volume da particula e y é a viscosidade do fluido base. Em contrapartida,
o mecanismo de rotacao do vetor magnetizacao interno a particula esté associado a flu-
tuagoes da magnetizacao interna da mesma. Tais flutuagoes sao induzidas em situagoes
onde a energia térmica k7T, em que k é a constante do Boltzmann e T" a temperatura
absoluta do fluido associada a particula, supera um limite energético dado por I, V, em
que [ é a constante de anisotropia magnética do material e V' é o volume da particula.
E importante destacar que tal mecanismo de rotacdo interna a particula do momento
de dipolo é associado & escalas de tempo inferiores as escalas descritas na mecéanica
dos meios continuos, além de ser um mecanismo de origem quéntica. Desta forma, em
um meio polarizado dominado pelo tempo de relaxacao de Néel, a relaxacao magnética

ocorreria de forma instantanea.

Considerando uma particula subdominio uniaxial ferromagnética e livre de um

campo magnético aplicado, sua magnetizacao se dard em uma das dire¢coes opostas en-
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tre si, sobre o eixo preferencial de magnetizacao, que consiste em uma direcao energeti-
camente favorével de magnetizacao interna a particula. Neste caso, em que I,V < kT,
o tempo caracteristico de Néel 7y referente as flutuagoes da direcao de magnetizacao

interna a particula [70] é dado por:

1 I,V
N = %exp < T ), (2.28)

em que fy ¢ uma frequéncia caracteristica do material magnético da ordem de 10° Hz
[71].

O tempo equivalente de relaxagao ¢ uma associagao de relaxagoes de origem Brow-
niana e de Néel que ocorrem independente. A composicao e o calculo destes mecanismos
simultaneos, ¢ dada de forma anéloga ao calculo da resisténcia equivalente obtida a par-
tir associacao de resisténcias elétricas em paralelo. Desta forma o tempo de relaxacao

equivalente, é dado por |72, [73]:

1 1 1
== (2.29)
7_eq TB N
e Teq = —TNTB . <230)
™~V + 7B

A partir da equacao , pode-se inferir que se Ty < 7Tp, entao T, — TN € a
relaxagao magnética ¢ dominada pelo mecanismo de Néel, enquanto se 73 < 7 temos
que 7., — Tp € 0 mecanismo Browniano rege a relaxacao magnética. A partir de uma
analise de escala das equagoes e é possivel estabelecer uma relagao entre
escalas de tempo de relaxacao e o volume de uma particula suspensa. Considerando
uma particula esférica, conclui-se que 7y ~ exp(d®) e 73 ~ d>. Observe que, devido
a exponencial do cubo do diametro da particula, o tempo caracteristico de Néel, 7y,
exibe uma forte dependéncia ao volume da particula, quando comparado ao tempo
caracteristico Browniano, 75. Dessa forma, pode-se verificar o mecanismo de relaxacao
magnética dominante, e seu respectivo tempo caracteristico equivalente, a partir do

diametro das particulas ferromagnéticas suspensas no liquido base.

E possivel estabelecer uma comparagao entre os tempos caracteristicos de relaxacao
magnética, e suas ordens de grandeza, e uma relagao entre suas escalas e perturbagoes
provenientes do escoamento, a partir da representacao do comportamento de uma par-

ticula méagnética e do seu momento de dipolo em um escoamento, como mostrado na

figura 2.3
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(a) Momento de dipolo fixo, caracteristico de particulas micromé-
tricas e sub-micrométricas.

TN TR

(b) Momento de dipolo desacoplado, caracteristico de particulas
nanométricas.

TBRTN

(c) Tempos de relaxagdo de mesma ordem de grandeza e meca-
nismos de relaxagao sobrepostos.

Figura 2.3: Esquema representativo da relacao entre o tempo de relaxagao magnética
caracteristico e a rotagao do momento de dipolo magnético m de uma particula de
orientagao de referéncia o. A figura (a) ilustra a condigao caracteristica de particulas
suspensas de tamanho caracteristico micrométrico, e consequentemente dominadas pelo
mecanismo de relaxagao de origem Browniana (75 < 7y). Nesta situa¢ao o momento de
dipolo m é acoplado & particula; a figura (b) ilustra o comportamento de particulas de
tamanho caracteristico nanométrico, dominadas pelo mecanismo de relaxacao de Néel
(tv < 7). Nesta situagdo o momento de dipolo rotaciona livremente internamente
a particula e o estado de equilibrio nao é perturbado pelo escoamento; a figura (c)
ilustra a condicao na qual ambos mecanismos de relaxacao sao de mesma ordem e se
balanceiam (7y ~ 7). Neste caso, tanto uma equagao evolutiva para a magnetizagao
quanto uma equagao para o spin de momento interno das particulas sao necessarias
para determinagao do estado resultante.

No caso em que o tempo de relaxacao magnética equivalente é o tempo de rela-
xacao Browniano, descrito na figura [2.3a), a relaxacao sobre a orientagao do momento
de dipolo magnético ocorre unicamente por mecanismos Brownianos, e tal orientacao
estd acoplada a orientacao da propria particula. Na situagao em que a barreira ener-

gética, associada a particula, dada por I,V seja superada pela energia térmica k7', o
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tempo de relaxacao de Néel adquire relevancia na relaxacao magnética do meio e sao
induzidas flutuagoes internas na orientagdo do momento de dipolo da particula [71].
Sendo o tempo de Néel 7y muito menor que o tempo de relaxacao Browniano 7z, o
tempo de relaxagao equivalente 7., sera dominado por 7y de forma que 7., ~ 7n. Neste
limite, caracteristico de suspensoes de particulas nanométricas, o tempo de resposta
do meio a perturbacoes induzidas pelo escoamento sera infinitesimal e a magnetizagao
global sera dada pela magnetizagao de equilibrio M. Desta forma, um escoamento
com nimero de Reynolds associado de ordem moderada, como proposto neste estudo,
nao sera capaz de perturbar a orientacao do dipolo magnético e induzir o surgimento
de torques internos aos meio, como mostrado na figura [2.3b] Caso os tempos de rela-
xagao de Néel e Browniano sejam de mesma ordem de magnitude e dado pela equacao
, o momento de dipolo magnético adquire uma velocidade angular associada w;,
independente da rotagao da particula, que devera ser contabilizada na determinacao

do campo de magnetizacao do meio, como representado na figura [2.3c|

80000 |- Tg << Ty
—_—
40000 |
B L 1 I L L L l | L L
1E-08 T2E.08 T.4E-08 T.6E-08

(m)

Figura 2.4: A regiao a direita da linha so6lida representa uma regiao, para combinagoes
de diametros médios (d) e de valores para a constante de anisotropia magnética das
particulas (Is), dados em erg/cm?, que resultam em 75 < 7y. Curva produzida para
valores tipicos de = 0.08 M Pa.s e T = 298 K. A reta vertical representa o didmetro
médio das particulas suspensas em fluidos magnéticos. Esta figura foi gentilmente
cedida pelo Prof. Rafael Gabler Gontijo.

Desta forma, visando contabilizar a influéncia do surgimento de torques magné-
ticos resultante da interacdo entre os campos de vorticidade e magnetizagao (i.e.: o

acoplamento entre escoamento e a aplicagdo de um campo magnético externo), um
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tempo caracteristico de relaxacao magnética Browniano seré considerado. Assim, sera
possivel computar o surgimento de torques internos, dado o poder do escoamento de
perturbar a orientacao dos momentos de dipolo das particulas suspensas, e observar
o efeito global no padrao de escoamento desejado. Esta consideracao é apropriada
para suspensoes de diametro médio das particulas suspensas superiores ao limite ilus-
trado na figura [2.4] que permitem observar um acoplamento entre o escoamento ¢ a

magnetizagao do fluido polarizavel.

2.2.5 Condicoes de contorno magnéticas

O problema fisico proposto neste trabalho tem como objetivo verificar o surgimento
de um balanco de torques e, com isso, a possibilidade do controle da zona de recirculacao
resultante. O desalinhamento entre os campos H e M, provocado pela vorticidade do
escoamento, resulta no surgimento de torques magnéticos. Com o objetivo de estudar
este mecanismo de forma isolada, considera-se um campo aplicado uniforme, de forma
que o termo M - VH seja anulado na equagao do movimento, e portanto nao sera
um mecanismo gerador de vorticidade. Desta forma é possivel analisar o impacto no
escoamento provocado pelos torques magnéticos de forma isolada. Por outro lado,
deseja-se estudar o problema abordado neste trabalho futuramente em condi¢oes reais
para um campo aplicado nao uniforme. Sera conduzida entao uma discussao a respeito
da formulacao e do formalismo matematico de fechamento do problema, que servira de

base para a implementagao desta condi¢ao em trabalhos futuros.

Nesta secao serao definidas as condigoes restritivas dos vetores B e H nos contornos
entre meios continuos distintos, que serao utilizadas futuramente na solugao numérica
do problema abordado neste trabalho. As condi¢oes de contorno magnéticas serao

especificadas para as interfaces descritas pela figura [2.5]

Nl / FluidO/

Lo —— Parede do canal ———

Figura 2.5: Esquema representativo demonstrando a necessidade de relacionar e deduzir
propriedades magnéticas através de uma interface entre dois meios distintos. Neste
caso, dados pelo material que compoe o canal de escoamento e o fluido de trabalho.
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O objetivo desta se¢ao é a defini¢ao das condi¢oes de contorno magnéticas, determi-
nando a contribuicao da magnetizagao do material que constitui o canal de escoamento
sobre o campo indugao magnética total no dominio do escoamento. Tal determinacao
sera feita a seguir para os campos magnético aplicado H e inducao magnética B a

partir de uma analise do fluxo de tais campos nos dominios na interface mostrados nas

figuras (63 e

Hy
0S B2n BQ " H2
- By B < Ho
€ Meio 2 € v p Meio2
Meio 1 Meio 1
> \
1% L
Hl Hln
Hy
\ D ‘ 5

Figura 2.6: Analise da continuidade das condi¢des de contorno em um volume infini-
tesimal 0V e uma curva fechada L, ambos sobre a interface entre os meios em analise.

2.2.5.1 Condicao de contorno para B

Considere a superficie fechada 6.5 mostrada na figura [2.6a), representando um disco
de volume 6V, diametro D e altura €, e situado entre dois meios continuos 1 e 2. A con-
dig¢ao de contorno para o campo indugao magnética B a ser determinada é consequéncia
direta da equacao de Gauss para o magnetismo (2.5)) no limite magnetostatico, em for-

mulagao integral dada por:

[[Jv-Bav = ) B-nds =o. (2.31)
2% S

No limite em que a altura € tende a zero (i.e. € < D), o fluxo total de linhas de
indugao sobre a superficie 65 do disco tem contribuigoes somente nas areas superior Ay

e inferior A;, contidas nos meios 2 e 1, respectivamente. Como € < a, sendo a = D/2
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o raio do disco, |B|ma? > |B|27mae, e portanto a contribuigdo do fluxo de indugao

magnética na superficie lateral do disco pode ser desprezada. Neste caso a integral de
superficie na equacao (2.31) se reduz a:

/ BipdS = / Bo,dS, (2.32)
Ay As

independente do tamanho das areas A; e Ay. Como A; = A a equagdo (2.32)) so é
satisfeita se a componente normal de B for continua através da interface entre os meios

1 e 2. Neste caso, tem-se:
Bln - BQn (233)

ou

(B; — By)-n =0. (2.34)
Tal condi¢ao deve ser valida na interface mostrada na figura 2.5

2.2.5.2 Condicao de contorno para H

As condigoes de contorno para o campo magnético H podem ser determinadas a
partir da condi¢ao magnetostéatica V x H = 0 seguindo o esquema mostrado na figura
e partindo da integracdo da condigdo de irrotacionalidade de H na superficie

limitada pelo contorno L [74]:
/(VxH)-ﬁdS:ygﬂ-de:O, (2.35)
S L

em que t é o vetor tangente unitario ao caminho L. No caminho descrito na figura
[2.6D], tem-se que D > ¢, e portanto as integrais de linha de primeira espécie em D do

caminho L sao muito maiores que as integrais de linha em D. Desta forma, a integral

ao longo do caminho fechado L da equagao (3.56)), reduz-se a:

H-tdL=Q@ H-tdL, (2.36)

D1 D2

que resulta em:
H,-t—H,-t=0 ou  Hy=Hy, (2.37)
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ou ainda a partir do Teorema de Stokes:
V x (Hg—Hl):O, (238)

e portanto é possivel concluir que a componente tangencial do vetor H é continua

entre os meios analisados. Note que ¢ possivel reescrever a equagao (2.37)) em termos

do potencial magnético, sendo H = —V ¢,,,, tem-se:
Vol - t=V¢? -t (2.39)
Opl Op?
d)i” = —¢1”, (2.40)
ot ot

em que t, neste caso, representa a direcao tangencial ao caminho L, e nao um parametro

de tempo.

A imposicao de condi¢oes de contorno em termos do potencial magnético ¢,, nao
é uma tarefa trivial, por serem expressas em termos de condi¢oes de contorno de Neu-
mann e a condigao restritiva de que o campo H calculado deva ser irrotacional [75].
Desta forma, a imposicao das condi¢oes de contorno de Neumann sera utilizada na tran-
sicao entre as interfaces mostradas na figura [2.5] enquanto uma formulacao alternativa
para determinacao das condigoes de contorno para a solu¢ao do campo magnético H
sera utilizada para solucionar tal campo gerado por um fma retangular de polaridade
uniforme, representado na figura e determinar suas componentes na interface com

o duto de escoamento.

Figura 2.7: Coordenadas referentes a solucao do campo magnético gerado por um ima
retangular permanente de polaridade uniforme.

O campo aplicado considerado nas simulagoes do presente trabalho é uniforme e
aplicado verticalmente na forma H = Hye,. A investigacao da influéncia de campo

magnético aplicado H nao homogéneo sobre o campo de vorticidade seré estudada em
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trabalhos futuros, e portanto o campo aplicado considerado nas futuras simulacoes sera
dado por um fma permanente retangular situado sob o dominio de escoamento, como

mostrado na figura e cuja solugao [65] é dada na forma adimensional por:

_ S [yt b {02 — ) b+ {(y — b)*(x + a)?}'/?
BT { —b+{(y —0)*(z —a)?}1/? Xy+b+{(y+b)2(x+a)2}1/z] (241)

o J 0 y+a+{(y_b)2( +a)2}1 _a+{(y+ )2($—a)2}1/2
i { —at {ly=0Ple—aPPP Ty tat{ly+ >2<x+a>2}m} (2:42)

em que H, e H, sao as componentes do campo H nas direcoes tangenciais e y na
superficie do ima e x e y representam a coordenada de um ponto arbitrario no dominio
de célculo onde se deseja avaliar tais componentes, como implementado no estudo

numérico do escoamento de um fluido magnético sobre uma placa plana [75].

Por meio das equagoes e sera possivel estabelecer condi¢oes de con-
torno consistentes para a conducao deste estudo numérico a partir da verificagao de
mecanismos de origem magnética a partir da aplicagao do campo de um ima perma-
nente retangular. O presente estudo consiste na investigacao da influéncia de um campo
magnético uniforme, ja determinado, sobre o campo de vorticidade do escoamento de
um fluido magnético sujeito a uma expansao abrupta. A generalizacao das condigoes

de contorno para o campo de um ima permanente sera explorada em trabalhos futuros.

A formulacao desenvolvida nesta secao tem como objetivo fundamentar o calculo
do campo aplicado H no interior de um dominio magnético, a partir do campo em
torno deste dominio, e postular a continuidade de componentes dos campos B e H no

interior do dominio a partir de condigoes de contorno magnéticas [65].

2.3 Uma breve discussao sobre efeitos de assimetria em Fluidos Polares

A colinearidade, entre os campos Magnetizacao do meio M e Campo magnético
aplicado H, proporciona uma simplificagao considerével na analise de escoamentos de
fluidos magnéticos. Em suspensoes de particulas subdominio de tamanho suficiente-
mente reduzido, a direcao de m rotaciona livremente no interior da particula sélida em
suspensao, seja qual for a orientagao da particula, estabelecendo um caso de equilibrio

estatico. Entretanto, no caso de particulas de maior escala, o momento magnético m
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acoplado a direcao da particula d é dado por
m = pgaqgd = pgMayd, (2.43)

sendo ps a densidade superficial de polos, ay a area superficial da particula e pg a
permeabilidade magnética no vacuo. Nesse caso, uma variagao na direcao do campo
aplicado H perturba a magnetizacao m da particula que, devido a torques viscosos
reativos, rotaciona em uma escala de tempo caracteristico superior & de particulas
subdominio. Dessa forma, o desalinhamento entre os campos resulta em um torque

magnético 7, por unidade de volume de valor finito dado por:

Tom = poM x H. (2.44)

De forma anéloga, o torque associado & cada particula magnética 7,,,° submetida a

um campo aplicado, esquematizado na figura 2.8} é dado por:
Tm' = pom x H, (2.45)

em que m ¢ o momento magnético da particula e H o campo magnético aplicado.

H
A A A A A A A

=

Ho

Figura 2.8: Torque atuante em uma particula magnética devido ao desalinhamento
entre a orientagao de seu momento de dipolo m e um campo magnético externo H.

Localmente, o desalinhamento entre os campos m e H ¢é causado pela acao hidro-
dinamica do escoamento sobre as particulas magnéticas. Tanto a rotacionalidade do
escoamento, quanto a aplicacao de um campo magnético em uma direcao nao colinear
com a vorticidade (i.e. a velocidade angular da particula), provocam o desalinhamento
global entre os campos M e H. Tal fendmeno ocorre em problemas fisicos com um

tempo caracteristico de relaxacao magnética equivalente ao tempo de relacao Browni-
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ano 7 e, portanto, o momento de dipolo magnético m de cada particula possui direcao

fixa.

Escoamentos com tempo de relaxagao magnética equivalente ao tempo caracteris-
tico de Néel, com momentos magnéticos de velocidade angular relativa a particula,

serao discutidos na secao
m T

T~ H

B St
B
TR v e Ty

e T Ty uiz,y)
Pl -~ "
USRI

TTTTTH %Z

Figura 2.9: Comparativo entre possiveis dire¢oes para a aplicagao do campo magnético
externo e suas implicagoes no surgimento de um balango de torques.

A partir da figura ¢é possivel observar o surgimento de um torque magnético
na particula, causado pelo desalinhamento dos vetores m e H devido a vorticidade
do escoamento. Entretanto, a aplicacao do campo magnético na direcao do campo
de vorticidade do escoamento nao provoca perturbacao na orientacao do momento de
dipolo m da particula pela acao da vorticidade, como representado na figura [2.9b e
a particula rotaciona livremente em torno do eixo z. Feita esta analise a respeito da
influéncia da direcao de aplicacao do campo magnético H, é possivel concluir que, com
o objetivo de se realizar um controle da vorticidade das particulas ap6s uma expansao
abrupta no escoamento de um fluido magnético, a direcao de aplicacao do campo H
devera ser a representada na figura [2.9a] como havia sido representada inicialmente
na figura [I.6] A aplicagdo de um campo magnético externo em um escoamento de
cisalhamento simples de um fluido magnético resulta em um aumento da viscosidade

aparente de até quatro vezes, para campos de alta intensidade [76].

A partir da equacao integral do balanco de quantidade de movimento angular, é

possivel demonstrar que a presenca de torques internos resulta na quebra de simetria
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do tensor de tensoes, e que no caso de um fluido magnético apolar tais torques internos
sdo de origem magnética e sao dados pela equacao (2.44). Tal dedugdo ¢ apresentada
no Apéndice A.

2.4 Tensor de tensoes de Maxwell

O Tensor de Maxwell - tensor de tensoes magnético - fornece uma ttil ferramenta
na descricao quantitativa de forcas de superficie de origem magnética atuando em
um ponto material de um fluido magnético na agao de um campo externo. Um fluido
magnético consiste em uma suspensao coloidal de nanoparticulas magnéticas (dominios
magnéticos) em um fluido base. O comportamento resultante da suspensao pode ser
quantificado em uma combinacao entre o regime Newtoniano e o regime Magnético de

tal suspensao da seguinte forma:
oc=0,+0,, (2.46)

em que o, é o tensor que incorpora o comportamento Newtoniano do fluido base e o,
é o tensor de Maxwell, que incorpora o comportamento magnético das nanoparticulas

presentes em tal suspensao coloidal.

2.4.1 Desenvolvimento de uma expressao matematica para o Tensor de

Maxwell

Partindo de uma nuvem teste de dipolos magnéticos ao redor de um ponto no
espaco, pelo Teorema de Brown, a nuvem de dipolos é equivalente a uma distribuicao
de densidade de polos py. De forma analoga ao conceito de campo elétrico, sabendo

que H ¢ a forca por unidade de polo, a densidade local de forca aparente F' é:
F=pyH (2.47)
e, pelo Teorema de Brown [73]:

py = —poV - M. (2.48)
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Deseja-se manipular o lado direito da equacao para que possa ser escrita
em termos do divergente de um tensor de segunda ordem, representando forcas su-
perficiais de origem magnética em um volume continuo material e respeitando assim
a homogeneidade de ordem tensorial da equagao. Tal desenvolvimento é apresentado
no Apéndice B, onde é demonstrado que a densidade local de forca aparente pode ser

dada na forma:
1
F=V. (_§N0H2I + MOHH> ) (2.49)

Portanto tem-se que o Tensor de Maxwell é dado por

1

1 2 . . ~ "
em que 5ioH*® representa um termo associado a uma pressao magnética p,,. Incorpo-
rando os efeitos magnéticos a parcela Newtoniana, referente ao fluido base da suspensao,

obtém-se o tensor de tensoes do fluido magnético em estudo:

oc=o0,+to, (2.51)
o=—pl+2uD — p, I+ ucHH, (2.52)

em que p,, denota uma pressao magnética e D é o Tensor Taxa de Deformacao definido

por:

_ Vu+Vu'

D
2

(2.53)

Observe que o termo poH na equagao (2.50|) corresponde ao campo indugao mag-
nética B em um meio ndo polarizavel. A fim de generalizar a equagao ([2.50)), tem-se

que
B = 1oH (2.54)

omn=—pnd+BH. (2.55)

Observe que como g € um escalar, o seguinte termo na equagao (2.52)) pode ser
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manipulado, de forma que:

pwHH = HyjoH (2.56)
— uHH = HB, (2.57)

como mostrado na analise numérica do comportamento da camada limite no escoa-
mento de um fluido magnético, submetido & um campo magnético aplicado, sobre uma

placa plana [75].

2.4.2 Formulagoes para a parcela deviatérica do Tensor de Maxwell

Dado um tensor de segunda ordem A arbitrario, sabe-se que este pode ser repre-
sentado como a soma de dois tensores: um tensor isotropico (ou esférico) al e um

tensor deviatérico A", cujo traco é nulo [77], de forma que:
A=oal + A", (2.58)

Sabendo que por definicao a parte isotrépica de um tensor, composta somente por
elementos na sua diagonal principal, é simétrica, o tensor A sera simétrico se, e somente

se, sua parte deviatorica AP for simétrica.

Por outro lado, todo tensor de segunda ordem pode ser decomposto em uma parte
simétrica A®™, tal que A" = [A®™]T e uma parte anti-simétrica A, tal que
A* = —[A%T. Desta forma:

A=A"" 4 A® (2.59)

Tal teorema é demonstrado a partir da deducio de que A+ A’ é um tensor simétrico,
e que A — AT ¢ um tensor anti-simétrico. Tem-se entdo que, de forma mais geral, um

tensor de segunda ordem pode ser representado da seguinte forma [69, [77]:

A:%m+Aﬁ+;A—AU. (2.60)

Como deduzido na segao [2.3] a condi¢ao de simetria do tensor de tensoes requer
que o somatorio de torques em um elemento continuo seja nulo. Como apresentado na
equagao ([2.44)), tem-se que torques de origem magnética resultam do desalinhamento

entre os campos M e H (1, ~ M x H). Considerando diferentes proposigoes para a
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parte deviatorica do tensor de Maxwell, é possivel obter os termos de origem magnética
que serao adicionados & equac¢ao do momento linear de um fluido Newtoniano e deduzir
sua simetria por meio das operagoes V - o, e €: o,,, respectivamente. Os resultados

desta analise sdo apresentados na tabela

a’ﬁ V.o, €. 0 Tipo de estudo Referéncias
1(BH+HB) po/M-VH + 1V x (M x H) 0 Teérico [78]
BH pio(M - VH) pio(M x H) Teorico [79]
HB uo[M -VH +V x (M x H)]  po(M x H) Teorico [44]
%(HB—BH) %MOVX(MXH) po(M x H)

Tabela 2.1: Formulacoes existentes para a parcela deviatorica do Tensor de Maxwell
o2 com termos resultantes na equagao do momento (V - ,,) e simetria avaliada pela
OpEeragao €: Oy,.

A partir da equagao , observa-se que a primeira proposi¢cao descrita na ta-
bela é composta somente pela parcela simétrica do tensor BH, e portanto resulta
em uma formulagao simétrica do tensor de tensoes, pois €: o, = 0. Entretanto,
tal formulacdo resulta em um termo V x (M x H) na equagdo do movimento, que
claramente estd associado ao desalinhamento entre os campos M e H, e portanto
proveniente da presenca de torques magnéticos, o que estabelece um paradoxo nesta
formulagao. Assim, a utilizacao desta formulagao demanda a imposicao for¢cada de que,
sendo um tensor de tensoes simétrico o somatorio de torques internos é nulo, o termo
V x (M x H) também deve ser nulo [78]. De forma semelhante, a segunda proposigao
também estabelece um paradoxo, pois a formulacao B H resulta na quebra da simetria
do tensor de tensoes, pois €: o, # 0 (exclusivamente associada & presenca de torques
internos), entretanto nenhum termo resultante na equagdo do movimento incorpora o
mecanismo proveniente do desalinhamento entre os campos, dado por V x (M x H)
[79]. Finalmente, observa-se que a formulagdo H B da parte deviatorica do tensor de
Maxwell resulta tanto em uma formulagao assimétrica do tensor de tensoes da sus-
pensao, quanto resulta em um termo associado a presenca de torques magnéticos na

equagao do movimento [44].

Dadas as expressoes obtidas para a Equacao do Movimento de um fluido magnético

para diferentes formulagoes da parte nao-isotropica do Tensor de Maxwell, cuja dedugao
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é apresentada no Apéndice C:

D 1

F?:——Vp—%VVQu%—g—l-@M'VH (Formula¢ao BH)
p p

D 1

71; _ —Vp+yv2u+g+@v x (M x H)—|—@M'VH (Formulag¢ao H B)
p p p

A equagao do movimento obtida a partir da formulacao H B obedece o Teorema
de Kelvin da Circulagao, dada a hipotese de campo gravitacional conservativo, cuja

deducao é apresentada no Apéndice D.

Pode-se inferir que em casos onde o campo aplicado H ¢é uniforme (em pequenos
gaps de escoamento) e portanto VH é zero, a influéncia dos efeitos magnéticos obser-
vados experimentalmente nao é computada analiticamente na formulacao BH. Sendo
assim, neste trabalho sera adotada a formulagao H B, por ser uma formulacao mais
completa, na tentativa de obter uma descricao mais precisa dos fenomenos a serem

estudados.

Na proxima secao sera deduzida a objetividade das equagoes constitutivas menci-

onadas.

2.4.3 Objetividade das Equacoes Constitutivas

O objetivo desta secao é demonstrar, analiticamente, a objetividade do termo nao
isotropico do tensor de tensoes das equagoes constitutivas propostas na se¢ao anterior
para as formulacoes BH e H B, garantindo posteriormente uma simula¢cao numé-
rica teoricamente bem fundamentada e sem inconsisténcias no que tange o formalismo

constitutivo descrito em Truesdell e Noll [80].

Na proposicao de uma equagao constitutiva, além de buscar uma completa des-
crigao das propriedades fisicas e termodinamicas de um material, e suas respectivas
relagoes, é necessario que a descricao proposta seja absoluta e invariante. Dessa forma
a resposta do material é observada da mesma forma para qualquer observador, e por-
tanto obedece o Principio da indiferenca material (Material Frame Indiference - MFI)
[80]. As propriedades descritas por uma equagao constitutiva sdo assumidamente in-
trinsecas ao material e, portanto, devem ser invariantes & diferentes observadores em

diferentes sistemas de referéncia.
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A partir da definicao de um tensor cartesiano de segunda ordem A como uma enti-
dade com nove componentes em uma base cartesiana ortonormal {e} € R?® (A;;,4,j =

1,2,3) [69] que, dada uma rotacio do sistema de coordenadas Q para {&'} se torna:
qu = Qinquij> (261)

em que as componentes do tensor ortogonal Q;;e;&; sao dadas por Q;; = €, - €;, sendo
é; e €; os vetores unitarios que compoem as bases canonicas dos sistemas ortogonais
Ae A, respectivamente, como ilustrado na figura . Desta forma, as componentes
()i; sao dadas por cossenos de angulos relativos a uma transformacao de rotagao de um

observador do sistema A para o sistema A arbitrario.

X3

Figura 2.10: Transformagcao ortogonal QQ de rotacao de um sistema de coordenadas de

~ . N ~
base {€} para um outro sistema de base {& } com componentes Q;; = &; - €,.

Pela relacio de ortogonalidade dada por Q - Q7 = I, tem-se que A = Qinqupq.
Dessa forma, sendo H e B dois vetores, o conjunto de nove produtos didticos H;B;

representa um tensor de segunda ordem e obedece a transformacao dada pela equacao

" Sendo Az] = HZB]

qu = ﬁp?q (2.62)
= QipHinqBj (263)
- qu = Qinquij- (265)
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Pode-se observar que a demonstracao da objetividade do tensor BH é analoga
a demonstracao feita para o tensor H B, e portando ambas formula¢oes da parcela

deviatorica do Tensor de Maxwell obedecem o Principio da Indiferenca Material (MFT).

2.5 Equagao da Vorticidade para um Fluido Magnético

Nesta etapa sera deduzida uma equacao para a vorticidade do escoamento de um
fluido magnético, para adequar o problema a formulagao vorticidade-funcao de corrente.
Primeiramente sera aplicado o rotacional na equagao (C.28)), dado que a vorticidade &

¢ definida pelo rotacional do campo de velocidades euleriano (£ =V x u):

D 1
V x (thl) =V X (—;Vp)+1/Vx(V2u)+ng+

+ O [V x (M x H)] + 20V « (M - VH), (2.66)
P P
considerando entao que o campo gravitacional ¢ um campo conservativo e pode ser
escrito em termos do gradiente de um potencial escalar na forma g = —Vy, tem-se
que:

V x (Vy) =0, (2.67)

e a equacao (2.66)) se reduz a

Duy 1 9

+%Vx [V x (MXH]+%V>< (M - VH). (2.68)

Adotando a hipétese de fluido barotrépico, situacao na qual nao ha estratificagao
de massa especifica devido a gradientes de temperatura e o campo de massa especifica
¢ fungao unicamente do campo de pressao [p = p(p)], tem-se que V x (—%Vp) =0.
Além do mais, é comum considerar que tal fluido magnético seja incompressivel e que
o campo de massa especifica do meio permanece uniforme (p constante), dado que em
termos praticos sao compostos de um liquido base carreador. Desta forma, a partir da

equagao da continuidade:
1Dp

oDt

tem-se que V - u = 0 para escoamentos incompressiveis e o campo de velocidades u é

V- u, (2.69)
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um campo solenoidal. Desta forma a partir de (2.68)) tem-se:

D¢

i =&-Vu+vViE+ p[ X (Vx(MxH))+Vx(M-VH)), (2.70)

¢ a partir da identidade vetorial ([.12)), tem-se:

Vx[Vx(MxH)]=V[V:-(Mx H)|-V*M x H). (2.71)

Desenvolvendo a expressao entre colchetes do primeiro termo a direita da igualdade

na equagao (2.79) em notagao indicial:

a . . 0
V- (M X H) = %ei . (Mij)ejkpep = %(Mij)Eijk (272)
OH,, aM
:—M-(VxH)+H-(V><M) (2.74)

Como V x H = 0, consequéncia da Lei de Ampeére-Maxwell no limite magnetos-

tatico, o primeiro termo se anula. Expandindo o segundo termo em notacao indicial,

tem-se:
]\/[
H - (V X M) Hkaé?x €ijk (2.75)
OM; oM, OM,
=H H H —
! 81:2 Tl 8 €T3 + 3 83:1
OM, oM, OM,
—H —H —H 2.
! 81’3 2 8$1 3 8.1'2 ( 76)
H-(VxM)=0, (2.77)

pois H = H,é, + Hyes e M = Mye; + Msés no caso bidimensional. Dessa forma

tem-se que

Vx[Vx(MxH)=-V*M x H) (2.78)
V x[Vx (M x H) =V*H x M), (2.79)

e a equacao da vorticidade do escoamento de um fluido magnético, barotropico, e
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bidimensional é dada por

%3

SuVE=VE D o |V (M- VH) + VX (H x M)). (2.80)

Dada a condicao de campo aplicado H uniforme neste estudo, tem-se que VH = 0,
e portanto a equagao da vorticidade (2.80) se reduz a:

%3

U VE= V4 ’;0 [V2(H x M)). (2.81)

Posteriormente, a equacao (2.81)) sera adimensionalizada e discretizada para que

possa ser resolvida numericamente.

2.6 Comentarios sobre a equacgao da vorticidade no limite superparamag-

nético

Na condicao de superparamagnetismo, como representado na figura [2.2c, a magne-
tizagao do meio se orienta completamente na direcao do campo aplicado instantanea-
mente e que, como citado na equagao (2.12)), tal grau de magnetizacao esta associado

a sucetibilidade magnética do meio (x,,), de forma que:

M = M, = x,,H. (2.82)

Seré deduzida a equacao da vorticidade de um fluido superparamagnético, no caso
mais geral de um meio com sucetibilidade magnética estratificada. Neste caso, inserindo
(2.82) em (2.70]), tem-se:

D
Df =¢-Vu+vViE+ Ho {V X [Vx (xmHxH)+V x[x,H-VH]}. (2.83)
Como H x H = 0, substituindo a equagao (B.10]) em (2.83) tem-se:

D¢

Ho
5 = & Vu+vViEs pv X [xmVH?] . (2.84)
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Desenvolvendo o tltimo termo & direita da equagao (12.84)), tem-se:

V x [xmVH?] = VX x VH* + X,V x VH? (2.85)
= VX [xuVH’] = Vx x VH?, (2.86)

pois o rotacional do gradiente do escalar H? é igual a zero. Substituindo ([2.86]) em
(2.84), tem-se a equagdo da vorticidade de um meio magnético com sucetibilidade

magnética variavel:

Dg _ 2 Ho 2
Dt = £-Vu+rvVag + QPVXm x VH”. (2.87)

Assim, pode-se concluir que até mesmo no limite superparamagnético (i.e. magne-
tizagdo do meio M tem a mesma diregao do campo magnético aplicado H), gradientes
de suscetibilidade magnética (e.g. devido a gradientes de temperatura) sdo mecanismos
geradores de vorticidade. Tal fenémeno foi estudado experimentalmente por meio da
convecgao termo-magnética em cavidades, com medicao dos campos de temperatura
e das taxas de transferéncia de calor, e com determinacao de padroes de escoamento
e de instabilidades por meio da visualiza¢ao direta do escoamento [30]. Observou-
se a formagao de correntes convectivas secundarias, provenientes da estratificacao do
campo suscetibilidade magnética induzido, tanto pelos gradientes de temperatura na
cavidade, quanto pela aplicacao de um campo magnético externo. Estudos tedricos
também foram conduzidos acerca da influéncia de campos magnéticos rotativos sobre
fluidos magnéticos e foram observadas taxas de aquecimento e resfriamento com perfis
simétricos e sua correlacao com o campo de vorticidade associada ao escoamento in-
duzido do fluido [8I]. Em meios com suscetibilidade magnética constante (Vx,, = 0),
tem-se que

D¢ 9

— = £-Vu+rvVig (2.88)

Dt
e, consequentemente, nao ha nenhuma contribuicao de fatores magnéticos como me-
canismos geradores de vorticidade. De fato o limite superparamagnético com susce-
tibilidade constante resulta em uma formulagao matemaéatica incapaz de capturar a
influéncia de qualquer mecanismo de origem magnética na geragao local de vorticidade
do escoamento. Visando investigar a interagao entre o comportamento hidrodinamico
e magnético deste complexo fluido, o problema sera estudado em regimes de relaxagao
magnética de escala finita, permitindo que o escoamento perturbe o campo de mag-
netizacao global. Para isso sera desenvolvida uma equacao evolutiva da magnetizacao

do meio, a fim de analisar profundamente a relacao entre o campo de vorticidade &
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e a magnetizacao do fluido M, com o intuito de obter uma simula¢cao numérica que
compute todos os mecanismos incorporados a equacao evolutiva para a magnetizacao

que sera proposta posteriormente.

2.7 Dedugao de uma equacao para o potencial magnético em um regime

superparamagnético

O problema proposto consiste na investigacao do acoplamento do escoamento mais
geral de um fluido nao superparamagnético, cujo campo de magnetizacao global é
obtido a partir da solucao de uma equagao evolutiva para M. Com o objetivo de fun-
damentar teoricamente estudos futuros mais especificos, sera deduzida uma equagao do
potencial magnético para um meio superparamagnético com suscetibilidade magnética
variavel, e verificar o acoplamento entre os campos de vorticidade e de magnetizacao
global mesmo em um regime superparamagnetismo de relaxagao instantanea. Consi-

dere a equacao de Laplace para o potencial magnético ([2.22)):
V¢ =—-V-M, (2.89)
no limite superparamagnético a magnetizagao do meio é dada por :
M = x,,H, (2.90)

e com suscetibilidade variavel de acordo com o campo aplicado (xm = xm(H)). Inse-

rindo (2.19) em (2.90)), tem-se:

M = XV om, (2.91)
e inserindo ([2.91)) em (2.89), tem-se:
Vi ==V - (xmVém) (2.92)
V2hm == VXm - Vém — X V0 (2.93)
V2w =— VX - V. 2.95
¢ <1 +Xm) Xm - V¢ (2.95)

A equagao (2.95)) é a equagao de Laplace para o potencial magnético com suscetibi-

lidade magnética varidavel. A seguir serd desenvolvida uma formulacao para a equagao
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evolutiva da magnetizacao, que ir4 compor o sistema de equagoes governantes estudado
neste trabalho do caso mais geral do escoamento de um fluido magnético barotropico

com campos de vorticidade e magnetizagao acoplados.

2.8 Conexao microscopica-continua em FHD: modelos de magnetizagao de

equilibrio

A magnetizacao é definida, macroscopicamente, como o estado de polarizacao de
um meio continuo magnetizado. Inicialmente sera definida nesta se¢ao o conceito de
momento magnético, como propriedade molecular ou nano, e sua direta relagao com a
magnetizagao do meio, como propriedade macroscopica, para que seja obtida posteri-

ormente uma descricao para a quantidade de magnetizacao.
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Figura 2.11: Alinhamento parcial de particulas suspensas na direcao do campo apli-
cado, obtido via simula¢ao computacional de muitos corpos [7]. Figura gentilmente
cedida pelo Prof. Rafael Gabler Gontijo.

A defini¢do de momento de dipolo magnético pode ser feita, de forma simples, con-
siderando um circuito fechado de pequena area AA conduzindo uma corrente elétrica

I constante [74]. O momento de dipolo magnético associado a este circuito, medido
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em joules por tesla ou em ampére metro quadrado (JT~! = Am?) ¢, por definigao:
m = [AAn, (2.96)

sendo m o vetor unitario normal & pequena area AA, definido pelo sentido da corrente

elétrica.

Seja um elemento continuo de volume §V formado por um nimero suficientemente
grande de particulas magnéticas, ou momentos magnéticos, distribuidas de forma es-
tatisticamente homogénea e que sejam independentes no volume material V', pode-se
calcular uma média dos momentos de dipolo contidos neste volume continuo do meio
0V de forma que o resultado desta média tenha variacbes muito pequenas na escala
local AV. Nestas condigoes, pela hipotese de ergodicidade, pode-se dizer que a média
volumétrica dos momentos de dipolo em um periodo de tempo e a média da distribuicao
de probabilidade associada aos momentos de dipolo magnético das particulas contidas
no volume material 6V sao equivalentes. Dessa forma, define-se a média volumétrica

dos momentos magnéticos distribuidos em 4V como sendo

(m)(x,t) = 1i

SVIssv V' SV m(y. t)dV. (297)

em que x ¢ uma posi¢ao fixa no interior do volume material 0V que tende a um
volume continuo minimo dV’, em torno da qual é calculado o momento de dipolo
médio local, e y percorre todo o volume 6V, podendo estar no dominio das particulas
magnéticas suspensas ou no dominio do fluido base continuo como mostrado na figura
Considerando um dado instante de tempo fixo, a dependéncia do tempo sera

desconsiderada nessa analise.

Fluido Base

Figura 2.12: Esquema representativo do volume 0V da média volumétrica com posigao
x fixa e uma coordenada de varredura interna y em um volume infinitesimal 0V de
uma suspensao de particulas magnéticas com um momento magnético m associado.
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Para a suspensao em estudo, o volume total 6V pode ser escrito em termos da soma

do volume de fluido acrescida do volume total das particulas magnéticas suspensas:
N
0V =6V + > _ ", (2.98)
k

sendo 6V, o volume de fluido, N o niimero total de particulas suspensas e v, o volume

de uma particula. Dessa forma, pode-se escrever a equagao (2.97) na forma

(m)(x) = lim . (2.99)

ViV SV

/Wm m(y)dV + / m(y)dV

N
Xk vk

Sabendo que o fluido base da suspensao nao exibe comportamento magnético, a
contribui¢ao da integral no volume do meio base continuo se anula, pois m(y) = 0,

y € 0V,,. Tem-se entao que

(m)(z)

1
= /z L mav (2.100)

= lim
VIS5V

Matematicamente, a equagao representa uma média volumétrica de todos
os momentos de dipolo magnéticos orientados na diregao do campo magnético aplicado.
Na escala do continuo, a magnetizacao representa o efeito médio das componentes dos
momentos de dipolo magnéticos na direcao do campo magnético aplicado. Para o
fluido magnético em estudo, pode-se interpretar a magnetizacao M como uma medida
global do grau de alinhamento de momentos magnéticos com o campo magnético apli-
cado. Aproximando a equacao (2.100)) pela sua representagao discreta, considerando
uma suspensao com N particulas de mesmo volume v, e multiplicando e dividindo a

somatoria por N, tem-se:
N N
(m) = (W) ;m vk = v, (W) (sz . (2.101)

Definindo o nimero de densidade de particulas n = N/§V e a média dos momentos

de dipolo magnético m:

N
1 k
m= E m”, (2.102)

k=1

¢ obtida uma expressao equivalente para a média volumétrica da orientacao dos mo-
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mentos de dipolo magnético:
(m) = vynm = ¢m, (2.103)

em que ¢ = nv, ¢ a fracao volumétrica de particulas em JV. Finalmente, a partir da
equacao (2.103)) é possivel definir a quantidade vetorial local média em §V denominada
magnetizagao M:

Y L (2.104)

A média de momentos de dipolo m representa uma distribuigao estatistica asso-
ciada a orientacao média de um conjunto suficientemente grande de particulas para
que se possa definir uma magnetizagao continua em um ponto material de acordo com
a hipotese do continuo. Tal grau de magnetizacao é proveniente de uma componente
liquida da orientagao média na dire¢ao do campo, dada na forma de uma soma de
cossenos de projecao dos momentos de dipolo locais m na direcao do campo aplicado.
Sua determinacao a partir da solu¢ao da média discreta dada pela equagao
representa uma grande dificuldade no calculo da magnetizagao de equilibrio, devido a

origem intrinsecamente microscopica deste fenémeno.

Pode-se inferir da equacgao que no caso onde todos os momentos magnéticos
em 0V estao alinhados com a direcao do campo aplicado H a média volumétrica
corresponde ao valor méximo da magnetizacao, denominada magnetizagao de saturacao
do fluido 4, e permanece constante para intensidades superiores do campo magnético
aplicado H. A magnetizacado M é, portanto, uma média volumétrica de momentos
magnéticos na direcao do campo aplicado H por unidade de volume da particula.
Definida a magnetizacao M como propriedade global da suspensao, é conveniente
definir possiveis valores que tal propriedade assume como func¢ao da intensidade de

campo magnético aplicado e do escoamento ao qual o meio é submetido.

A magnetizagao de equilibrio M descreve o estado do meio magnetizavel em re-
pouso, onde os momentos de dipolo magnético das particulas suspensas se orientaram
parcialmente na direcao do campo aplicado. No caso onde os momentos de dipolo mag-
nético da suspensao estao completamente orientados na direcao do campo magnético
aplicado, a magnetizacao do meio atinge seu valor méximo, denominado magnetizacao
de saturagao M. Dessa forma, a magnetizacao de equilibrio é limitada pela magneti-
zacao de saturacao, ou seja:

0<M,< M,. (2.105)
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Sendo um fluido magnético uma suspensao de particulas magnéticas, é conveniente
definir a magnetizagao de saturacao do meio como uma func¢ao, tanto da magnetizagao
do so6lido My, quanto da fracao volumétrica ¢ de particulas magnéticas suspensas.
Dessa forma:

M, =¢M,, (2.106)

e podemos inferir que a magnetizagao de saturacao do meio liquido continuo corres-
ponde a uma média ponderada em volume da magnetizacao do soélido magnético em

suspensao.

A média dos momentos de dipolo magnético (m) pode ser calculada, teoricamente,
a partir da funcao densidade angular de probabilidade Py, tal que para uma colecao
de N particulas com momentos de dipolo magnético independentes, a probabilidade
dessas N particulas estarem orientadas entre 6 e 6 + df é dada por Fydf, sendo 6 o
angulo que um determinado vetor momento magnético m de uma particula faz com o
campo aplicado H. Dessa forma, considerando que a média m satisfaz as condigoes
anteriores e a partir da definicao discreta de m expressa na equagao , a média
de probabilidade padrao na forma integral é dada por [3]:

9
m = éH/ (mcos0)Py(0)de, (2.107)
0

sendo éy = H /|H|. Para momentos magnéticos com orientacoes independentes, uma
fungdo de densidade de probabilidade P(6) normalizada, com [ P(8)df = 1 em todo o
intervalo 6, é tipicamente uma distribui¢ao com fator exponencial de Boltzmann [82].
Distribui¢oes com fator de Boltzmann sao amplamente utilizadas em contextos em
que existem grandes flutuagdes probabilisticas induzidas por agitacao térmica (como
o movimento Browniano), nos quais tais flutuagoes competem com um mecanismo
deterministico (como a energia € associada aos torques magnéticos que tendem a alinhar
as particulas na diregdo do campo) [83]. Neste caso, esta fun¢ao de densidade ¢ dada
por:

P(0) = % sin 6 exp (—%) . (2.108)

Neste contexto, € corresponde a energia necessaria para desalinhar o momento
de dipolo magnético m de seu alinhamento paralelo, ou preferencial, com o campo

magnético aplicado H.

Sendo de = T,,df e T,, = mH sin # a intensidade do torque magnético por unidade
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de volume de particula. Considera-se a intensidade dos momentos de dipolo magnético
m igual para todas as particulas suspensas, porém, devido as variagoes de orientagao
de m de cada particula, é necessario que o calculo da média de probabilidade dado pela
equacao seja realizado para orientacoes # arbitrarias. A solucao da integral dada
em , para a densidade de probabilidade P(#) de momentos de dipolo magnéticos

de orientagoes independentes, resulta em
_ 1
m=m (cotha - —) =mL(x), (2.109)

sendo a fungdo Langevin L£(«) o resultado médio, proveniente da condi¢do de que os
momentos magnéticos das particulas suspensas nao estavam necessariamente orientados

na direcao do campo aplicado.

O parametro adimensional
pom H
o =

kT

representa a razao entre as forgas magnéticas F,, ~ pomH/{ e forgas brownianas

(2.110)

Fp ~ kT/l, sendo | uma escala caracteristica de comprimento da suspensao como, por
exemplo, o didmetro das particulas suspensas. De forma global, a magnetizacao de

equilibrio de um fluido magnético é bem descrito pela equagao de Langevin [84] [85]:

%ﬁ = [coth(a) - ﬂ = L(a), (2.111)

e substituindo a equagao (2.106) em (2.111)), tem-se:

My
7 oL(a). (2.112)

A partir de uma analise da equacao é possivel inferir que a > 1 descreve
0 caso em que o campo externo domina o movimento das particulas, que nao apresen-
tam resposta relevante as flutuagoes térmicas do movimento Browniano e permanecem
alinhadas na direcao do campo aplicado. Caso a < 1, a suspensao apresenta uma
magnetizagao muito pequena devido ao dominio das for¢as brownianas e os momentos
magnéticos possuem uma distribuicao de orientacoes aleatorias. Em tal caso, é possivel

representar a fungdo Langevin por uma série de Mc Laurin (o« — 0) em torno de « na

forma ; .
a o« 2c
~N——— 4+ — 4 ... 2.11
oo~ =5t ot (2:113)
com o limite £(a) = «/3 representando a condigao de paramagnetismo do fluido.
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Afim de estudar mecanismos hidrodindmicos e magnéticos de forma acoplada, o estudo
numérico do presente trabalho serda conduzido para o = 1, que descreve um balango

entre perturbacoes Brownianas e a relaxa¢ao magnética das particulas suspensas.

Pode-se observar que a magnetizacao de equilibrio, descrita pela equagao ,
é funcao da fragao volumétrica de particulas magnéticas ¢ e que o modelo de Langevin
consiste um modelo de ordem ¢, desprezando interagoes magnéticas entre particulas. O
modelo de Langevin descreve muito bem o comportamento de suspensoes magnéticas

diluidas [7] e, consequentemente, o problema estudado neste trabalho.

Corregoes de ordem superiores O(¢?) e O(¢?) foram propostas, com corregoes do
calculo da magnetizacao de equilibrio para interagoes magnéticas de, pelo menos, trés
particulas proximas na suspensao [86]. Neste caso, a fungao Langevin corrigida pode ser
estendida para suspensoes magnéticas com fragoes volumétricas de aproximadamente
20%. No caso em que a > 1, quando as forcas magnéticas sdo muito superiores
as forgas Brownianas na suspensao (i.e. as intera¢oes campo-particula dominam as
interagoes particula-particula), todos os modelos de magnetizagao convergem para o
mesmo valor de magnetizagdo de saturagao M; [8], independente do valor da fragao

volumétrica.

Em regioes onde o ~ 1, a descricao do comportamento de suspensoes magnéticas
nao diluidas demanda corregoes de ordem superiores a fim de contabilizar os efeitos
de interacao entre pares de particulas sobre a magnetizacao de equilibrio da suspensao
devido a discrepancia obtida pela analise comparativa entre os modelos [8, 87, [88]. O

modelo proposto [86] é expresso por:

) 1 (ﬁ)QMm)dzML(Q) (47)? (dl\/IL(a))2 |

2\ 3 do? 144 da

M, = M 1
0 L<O‘)[+3 dov 2

(2.114)
em que M («) representa o modelo de Langevin O(¢). A expressao (2.114) foi expan-

dida [7], e pode ser expressa por:

Mo = [MaL(e)] o + | 7 Mag(a) | 0 + { ;
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Figura 2.13: A magnetizacao de equilibrio em funcao de a para ¢ = 0.05: A linha
continua representa o modelo de Langevin O(¢), a linha pontilhada e os quadrados re-
presentam os modelo O(¢?) e O(¢?) [5], respectivamente. Por tltimo, os pontos pretos
representam os resultados numéricos, desconsiderando a periodicidade para interagoes
magnéticas [8]. Em detalhe estdo plotados os valores de magnetizagao de equilibrio
para pequenos valores de «, com a solugao assintotica para a < 1 : My/oMy; = /3
em um regime paramagnético.

em que as fungoes L(a), g(a),h(a) e z() sao dadas por:

L(«) = coth(a) — é; (2.116)

g(a) =L(a) [—a cosech?(a) + é} ; (2.117)

h(a) =L*(a) {2042 coth(a) cosech?(a) — 2} ; (2.118)
_9*(a)

z(a) = (o) (2.119)

E possivel concluir que, apesar de a magnetizacdo de equilibrio M ser definida
para um fluido magnético em repouso, devido ao movimento Browniano tal suspen-
sao sempre possuira agitacao a nivel molecular e interagoes magnéticas de particulas
suspensas. Tal fendmeno de interagao de longo alcance microestrutural, negligenciado
na determinagao da magnetizacao de equilibrio pelo modelo de Langevin, é o fator
que demanda corregoes no calculo da magnetizagdo de ordem O(¢), em especial para

suspensoes nao diluidas.
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Devido a sua constituicao microscopica complexa, o comportamento de um fluido
magnético estd fortemente determinado por suas interagoes microscopicas. Desta
forma, o parametro M ir4 compor a equacgao evolutiva para M, apesar de ser deter-

minado a partir de uma anélise microscépica da suspensao no regime de equilibrio.

2.9 Desenvolvimento de uma equacao evolutiva para a magnetizacao do

meio

Estabelecida uma formulacao para a magnetizagao de equilibrio My, uma das pro-
priedades mais determinantes da caracterizagao de um fluido magnético, deve-se obter
uma equagao evolutiva para que seja determinada a influéncia hidrodinamica e de even-
tuais transientes de origem magnética na determinacao da magnetizacao de um fluido

magnético em um escoamento.

Como discutido anteriormente, e mostrado na figura [2.9a a vorticidade do esco-
amento de um fluido magnético submetido a um campo magnético provoca o desali-
nhamento dos momentos de dipolo magnéticos das particulas e, consequentemente, o
surgimento de torques internos. Sem uma formulacao absoluta, equagoes evolutivas
fenomenologicas para a magnetizagao de um fluido magnético tem sido propostas nas

ultimas décadas, e algumas dessas formulagoes serao apresentadas a seguir.

Para baixas magnetizagoes ou para campos aplicados de baixa intensidade, a evo-
lugdo da magnetizagdo M de um meio incompressivel com vorticidade & [35], é dada

por:
DM

1 1
B = 316X M+ — (M, - M). (2.120)

B

A equagao (2.120]) corresponde a um modelo de Debye com um tempo de relaxagao
magnética isotrépico 7 com interagoes hidrodindmicas e magnéticas entre particu-
las negligenciadas e descreve um comportamento puramente magnético em pequenos

desvios de equilibrio (auséncia de escoamento).

O sistema convencional de equacoes referentes a uma analise ferrohidrodinamica
é composto pela equacao do movimento de um fluido magnético dada pela equacao
(C.28), pela equagdo da continuidade (2.69)), pelas equagoes de Maxwell no limite
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magnetostatico (2.5)) e (2.6 e pela equagao de magnetizagao [13], dada por:

DM

ﬁ:%(gxM)Jr%(MO—M)JFﬂ(MXH) « M, (2.121)

Gpuep

em que o ultimo termo a direita da equacao (2.121]) incorpora torques magnéticos a
proposi¢ao de uma equagao fenomenologica evolutiva descrita em ([2.120]) e apresenta
um termo de relaxagdo magnética de segunda ordem [35]. A dependéncia da magneti-
zagao de um fluido magnético em relagao a parte simétrica D do tensor gradiente de

velocidade Vu, foi demonstrada [74], visualizada experimentalmente [84], e é dada por:

% = %({ XM)+%(M0—M)+/\2D-M, (2.122)
em que o ultimo termo & direita da equacao (|2.122) representa um acoplamento da
magnetizacao do meio com alongamento do escoamento, e tal nivel de dependéncia é
dado pelo fator A\y. A equacao foi proposta considerando que o campo magnético
aplicado H é de baixa intensidade e pode ser omitido, entretanto a consideragao de
um fator Ay nao unitario ainda demanda maiores estudos. Incorporando os efeitos

provenientes do campo aplicado, tem-se

DM

1
= = O M H)| x M+ — (Mg — M) + AD - M, (2.123)

1£+
2 61 B

que possui termos capazes de contabilizar a influéncia do campo aplicado no escoamento

de um fluido magnético a ser investigado numericamente neste trabalho.

As proposicoes de equagoes evolutivas fenomenologicas para a magnetizacao des-

critas pelas equacgoes (2.120)) a (2.123) foram elaboradas baseadas em um tempo equi-

valente de relaxacao magnética Browniana 7. Caso este escoamento possua um tempo
caracteristico de relaxacao magnética de Néel 7y (i.e. particulas cujo momento de di-
polo magnético possui um grau de liberdade extra e rotaciona livremente dentro da
particula), a determina¢do de M s6 podera ser feita, de forma consistente, incorpo-
rando termos relativos a velocidade de rotacao w do momento de dipolo m interno
a particula. A variacao material da velocidade angular das particulas que compoem
um fluido magnético, a partir de uma anéalise do balan¢co do momento angular de um

volume continuo [7], na forma:

Dw

J
PY Dy

= 'V + oM x H, (2.124)
em que p representa a massa especifica do volume infinitesimal continuo em anélise,
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J seu momento de inércia polar, p’ representa um coeficiente de difusdo de momento
angular interno (spin), M o campo de magnetizagao e H o campo magnético aplicado.
Note que a equagao ([2.124]) s6 possui sentido fisico para um fluido magnético com
tensor de tensdes assimétricos (i.e. com torques internos), cujas particulas magnéticas

nao giram livremente no sentido da vorticidade, como mostrado na figura [2.9b]

Ao fim desta analise acerca da influéncia do tempo de relaxacao magnética carac-
teristico sobre a formulagao de uma equacao evolutiva para a magnetizacao do meio, é

possivel generalizar a equagao evolutiva de M na forma:

- B&A} X M+ (Mo — M) + XD - M, (2.125)
em que o parametro A representa uma generalizacao, podendo ser um termo de torques
magnéticos, dados por 6,+¢<M x H), ou uma velocidade interna de spin w das particulas
magnéticas suspensas na solucao, dependendo dos mecanismos de relaxacao magnética
presentes no problema fisico a ser estudado. Um fluxograma de tomada de decisao
sobre a formulacao a ser utilizada a partir da determinagao do tempo de relaxacao

magnética dominante esta presente na figura [2.14]

Um dos objetivos deste trabalho consiste na visualizacao de alteragoes macroscopi-
cas no escoamento de um fluido magnético, geradas pela presenga de torques magnéticos
internos a solugao. O acoplamento entre a velocidade angular de spin das particulas
magnéticas e variagoes no campo global de magnetizagao M nao perturba tal escoa-
mento em escalas de relaxacao magnéticas predominantemente Brownianas, e portanto
a solucao da equacao (2.124}) nao sera abordada neste trabalho. Desta forma, a equagao
evolutiva para a magnetizacao do meio a ser utilizada na presente analise é dada por:

DM |1 Lo

1
— == M x H M+ —(My—M)+ XD -M. 2.12
B = |56 g (M H)| Mt — (Mo = M) + (2:120)

E importante ressaltar que o parametro Ay é postulado para atribuir uma corre-
¢ao a dependéncia da parte simétrica do tensor gradiente de velocidades (D) sobre
a evolugao da magnetizacao global. Tal grau de acoplamento é relacionado a distor-
¢ao de aglomerados de particulas, inicialmente esféricos, para uma forma de correntes
(chain-structures) e ao numero de particulas aglomeradas [84]. Postula-se também que
a componente anti-simétrica do gradiente de velocidades (W) é um mecanismo que age

sobre tais aglomerados de particulas e perturba sua orientagao por meio de uma rota-

o1



DM —[le+A] xM+1M;—-M)+ DM

B L TN ™ <L TR TB =~ TN

M = M, —
eq TN+TB
y
DM _ 1ley oM x H)| x M+ L(My—M)+\D-M
Dt 2 611 g0 2
pJ%:n’VQw—Q—/LOMXH‘ - A=w
Determinar w

DM _ 1€ +w] x M+ L(My — M) + ;D - M

Dt Teq

Figura 2.14: Determinagao de uma expressao para equacao evolutiva fenomenolégica
do campo de magnetizacao do escoamento de um fluido magnético, submetido & um
campo aplicado, em termos do tempo de relaxacao magnética equivalente.

¢ao induzida [7]. Por outro lado, a determinagao de um fator Ay experimentalmente, e
a atribui¢ao de um coeficiente diferente do valor unitario no termo D - M, conflita com
o fator % no termo %S x M, e com um A, unitario, que foram deduzidos formalmente

a partir de conceitos da Mecéanica dos Meios Continuos [74].

A solucao do problema proposto considera diferentes valores para Ay, incluindo o
caso em que nao hé acoplamento entre a magnetizacao e a parte simétrica do gradiente

de velocidades, no qual a evolugdo da magnetizagao ¢ dada pela equagao (2.121]).
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Capitulo 3 FORMULACAO NUMERICA

3.1 Formulacao vorticidade-funcao de corrente: motivagao e deducao

A analise numérica do desenvolvimento de escoamentos consiste em, dado um
campo de velocidade u(x,t) em um dado tempo ¢, obter a dependéncia do campo de
velocidade dada por —u(x t) e entao calcular u(x,t) em um passo seguinte de tempo
dado por t + At. Considere a equacao do movimento, na sua forma adimensional, para

um fluido Newtoniano incompressivel:

ou 5
_ _ L 1
5 u-Vu-—Vp+ 7 V (3.1)

Neste caso, dado u(x,t) é possivel avaliar as Contribui(;()es dos termos u - Vu e

]%GV u a variacao temporal do campo de Velocldade . No caso bidimensional, tem-
se:
ou ou au 8p 1 2,
=—U— —V— — — + — 2
ot~ oz Gy ox Rev (3:2)
ov Jv 81} op 1 _,
=—U——v———+ —V 3.3
ot~ “ox 8y dy + Re ' " (33)
ou  Ov
— =0. 3.4
ox oy oy (34)

Dado o sistema de equagoes a ser solucionado numericamente, deve ser optada ini-
cialmente o tipo de solugao a ser obtida, acoplada ou segregada. A solucao acoplada,
ou direta, dos sistemas de equacgoes algébricas gera uma matriz de coeficientes e so-
luciona todas as incognitas simultaneamente, porém a matriz de coeficientes gerada é
muito grande, esparsa e com poucos coeficientes nao-nulos mesmo para discretizagoes
moderadamente refinadas [89]. Dessa forma, o custo computacional associado & inver-
sao desta matriz de coeficientes inviabiliza a solucao direta do problema, a menos que

um robusto método de tratamento de matrizes esparsas seja usado.

A solucgao segregada dos sistemas de equacoes através de métodos iterativos, que
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descartam as operacoes referentes aos elementos nulos na matriz de coeficientes, é a
alternativa mais vidvel. Neste caso, o acoplamento pressao-velocidade em escoamentos
incompressiveis, ou em escoamentos onde o campo de massa especifica nao é fortemente
dependente do campo de pressao, se destaca e confere alta complexidade na solu¢ao do

sistema de equagoes.

Entretanto, o método de solugao segregada requer que todas varidveis tenham uma
equagao evolutiva para ser avancada no decorrer do calculo. No caso de escoamentos
incompressiveis isotérmicos, porém, nao ha uma equacgao evolutiva para o campo de
pressao e sua influéncia é descrita somente em termos de seu gradiente nas equagoes
do movimento e . Dessa forma, a dificuldade do problema esta associada
a determinagao do campo de pressao, expresso apenas em termos de seu gradiente
nas equacoes do movimento para o caso bidimensional, de forma que as componentes
do campo de velocidades obtidas satisfacam a conservacao da massa [90]. Caso o
sistema de equacoes fosse resolvido de forma acoplada através da inversao da matriz

dos coeficientes, o problema do acoplamento pressao-velocidade nao existiria.

Outra alternativa é a formulacao Vorticidade-Funcao de corrente, implementada
por exemplo em trabalhos recentes como a simulagao numérica do escoamento de um
fluido incompressivel através de um meio poroso [91] e na simula¢ao do escoamento de
um fluido biomagnético submetido a um campo magnético externo com o intuito de re-
duzir a fricgdo em aneurismas de diversas geometrias [92]. Como demonstrado na segao
2.5 a formula¢do de um problema a partir da equagao da vorticidade, especificamente
no caso de um escoamento barotrépico, resulta em uma significativa simplificacao do
sistema de equagoes governantes a ser resolvido, devido & auséncia do campo de pressao

como variavel a ser solucionada.

A solugao de problemas em varidveis alternativas (nao-primitivas) por meio da for-
mulagao vorticidade-fungao de corrente oferece uma alternativa a solugao das equagoes
do movimento de um meio continuo a partir de métodos iterativos, tais como o Método
de Compressibilidade artificial [93]; métodos de passo temporal fracionado [94]; SIM-
PLE (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations) [95] e derivados. Apesar de
ser um método restrito & problemas bidimensionais, a formulagao vorticidade-fungao
de corrente elimina a necessidade de verificar se o campo de velocidades calculado
por meio da formulagao velocidade-pressao obedece a equagao da continuidade, condi-
¢ao satisfeita automaticamente na formulagao vorticidade-funcao de corrente [96]. Por

outro lado, a definicdo de condi¢oes de contorno em variaveis nao-primitivas é essen-
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cialmente mais complexa, quando comparada a formulacao da equac¢ao do movimento
em variaveis primitivas. Quanto as condi¢oes de contorno para a equacao de Poisson
da funcao de corrente, estas podem ser derivadas diretamente a partir das condigoes
de nao-escorregamento e impenetrabilidade, dado que u = V x 1. Entretanto, a de-
terminacao e tratamento numérico das condigoes de contorno para a vorticidade sao

abordadas, discutidas e comparadas em diversos estudos [97, 98].

Um estudo recente [99] foi realizado referente ao escoamento laminar (10 < Re <
40) bidimensional sobre um corpo quadrado e o problema foi solucionado por ambos mé-
todos e comparado, ambos aplicando o Método das Diferencas Finitas de aproximacao
de derivadas. Observou-se que ambas formulacoes foram capazes de gerar praticamente
a mesma solucao e foram consideradas adequadas para a solucao de tal problema bidi-
mensional com precisao aceitavel. Entretanto, devido a auséncia do termo de pressao
na formulagao vorticidade-funcao de corrente, tal formulacao atinge a solucao do pro-
blema mais rapidamente, quando comparada ao método pressao-velocidade. A seguir

serd deduzida brevemente tal formulacao.
Da defini¢ao do campo de vorticidade de um escoamento, tem-se:

£ =V xu, (3.5)
e no caso de um escoamento bidimensional w = u(x1, )€1 + ug(x1, r9)€s se reduz a:
s = (g—gj - 2—2) , (3.6)
e adotando a hipotese de incompressibilidade, pela Equacao da Continuidade, tem-se:
V-u=0, (3.7)

e portanto, se uw é um campo solenoidal, ele pode ser escrito como:
u=V X, (3.8)

pois V-(Vxa) = 0, para qualquer vetor a. Por fim, para um escoamento bidimensional,
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a partir de (3.8)), tem-se:

= g—i (3.9)
Up = — g—ff, (3.10)
e substituindo e em (3.6)), tem-se:
Sk {ail (‘?ﬁf) B aig (gﬁj)} (311)
&= — (%2;? + ig?’) (3.12)
— = — V. (3.13)

Dadas as equagoes governantes (3.8]) e (3.13]) obtidas na formulagao vorticidade-
funcao corrente, juntamente com a equagao da vorticidade para um fluido magnético
deduzida na secao [2.5] da equagao evolutiva da magnetizagio proposta na se¢ao 2.9 e

da definicao de condi¢oes de contorno apropriadas, tem-se um problema bem posto.

3.2 Sumario do Sistema de equagoes

O problema em estudo consiste no controle do descolamento de camada limite apos
uma expansao abrupta unidirecional, por meio da aplicacao de um campo magnético.
Dada a hipotese considerada de que o campo externo é aplicado somente no dominio
apoOs a expansao do canal, o sistema de equagoes governantes no primeiro dominio de

calculo ilustrado na figura [I.6] se reduz a:

Vip=—¢ (3.14a)
0¢ +u-VE=0vV? 4h
u=V x (3.14c)

O sistema de equagdes governantes a ser adimensionalizado e resolvido numerica-
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mente, obtido a partir da formulagao vorticidade-fungao corrente, é dado por:

Vi =—¢ (3.15a)
zf tu-VE= v+ 2 [v x (M -VH)—V*(M x H)] (3.15b)
u=V X (3.15¢)
oM 1

= tu VM = E+6N¢(M><H) ><M+E(M0—M)+
+ XD -M (3.15d)
Mo = ,C(Oé)(bMdéH (3156)
H = Hyé,, (3.15f)

\

no caso mais geral do escoamento de um fluido magnético barotrépico com magnetiza-

¢ao regida por uma equacao evolutiva fenomenologica.

3.3 Parametros fisicos da Ferrohidrodinamica

Dados os sistemas de equagoes governantes (3.14]) e (3.15)), os parametros adimen-
sionais associados podem ser obtidos diretamente a partir das equacoes diferenciais

parciais contidas na se¢ao anterior considerando as seguintes escalas tipicas:

* u * v . *x D
u FO’ v an 5 Uoga
1 M H
L o H = (3.16)
U x
t* — 50t, V* — DV7 VQ — DQVQ,

em que Uy representa o escoamento permanente e homogéneo u = Upe; adotado na
entrada do sistema pelo dominio A, D representa o didmetro hidraulico do duto apos
a expansao, ambos ilustrados na figura [[.6] e Hy representa a intensidade do campo

vertical aplicado H = Hyés. Definindo
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U2
Re,, = P 02
NOHO

(3.18)

como os parametros adimensionais Reynolds e Reynolds magnético, respectivamente,
em que o nimero de Reynolds estabelece uma razao entre forcas de inércia e forcas
viscosas e o numero de Reynolds magnético a razao entre forgas inerciais e magnéticas

que agem sobre o escoamento.

De forma alternativa, é possivel interpretar os parametros adimensionais Re e Re,,
como uma razao entre escalas de tempo caracteristicas de diferentes mecanismos pre-
sentes neste problema. Considere uma escala de tempo associada a fendmenos inerciais,
dada por t; ~ D/U, e uma escala difusiva dada por ¢, ~ D?/v, ambas dimensional-
mente consistentes:

UD DU t,
= — = ~—. (3.19)
v vD t;

Desta forma, é possivel associar o nimero de Reynolds a um balanco de escalas de

Re

tempo viscosas e inerciais. De fato, altos ntimeros de Reynolds estao associados a
predominancia de mecanismos inerciais (convectivos) sobre os de origem difusiva (vis-
cosos). Por outro lado, a partir da adimensionalidade de Re,,, apresentado em (3.18)),
¢ possivel estabelecer uma expressao para escalas de tempo magnéticas, dadas por
tm ~ (pD?/poHZ)'/?. De forma semelhante, pode-se entdo representar o niimero de
Reynolds magnético como uma razao entre escalas de tempo magnéticas e inerciais, de

forma que:

Rem = —_=
li

2 2 2 2
P _ U D () (3.20)
poHy  poHy  D?

Por outro lado, é conveniente também definir o parametro adimensional Péclet:

U
Pe = 7350, (3.21)

de forma que, no contexto da Ferrohidrodindmica, tal parametro represente uma razao
de escalas de tempo entre a escala de relaxacao Browniana e a escala do escoamento
(flow). Desta forma, pode-se interpretar o acoplamento do problema, em termo das
suas escalas de tempo. O regime Pe < 1 representa uma escala de relaxagao magné-
tica muito inferior & escala do escoamento e consiste em uma relaxacao instantaneas
das orientagoes das particulas suspensas na direcao do campo aplicado, de forma que
M = M (regime superparamagnético). Caso Pe > 1, o comportamento resultante é

dado por uma escala de tempo do escoamento muito inferior a relaxagao magnética, re-
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sultando em um desacoplamento de mecanismos magnéticos e hidrodinamicos. Neste
caso, as desorientacao dos dipolos das particulas suspensas nao resulta em nenhum
efeito (dada pelo surgimento de um balango de torques) e o problema adquire pro-
priedades puramente hidrodindmicas. Por fim, no regime Pe ~ 1 ambos mecanismos
sao fortemente acoplados, permitindo o estabelecimento de um balanco de torques e o
controle do escoamento por meio da aplicacao de um campo magnético. Desta forma,

o estudo numeérico no presente trabalho seré conduzido para Pe = 1.

A interpretacao dos parametros fisicos associados a um problema dindmico em
termos de razoes de escalas de tempo é uma valiosa ferramenta interpretativa e auxilia
de forma substancial o processo de interpretacao fisica dos resultados obtidos. Esse
recurso serd utilizado no presente trabalho, sempre que possivel, para fornecer uma

interpretacao fisica precisa e consistente dos resultados obtidos via simulacao numeérica.

No ambito de estudos numéricos de escoamentos sujeitos a expansoes abruptas,
diversos comprimentos caracteristicos sao adotados e resultam em diferentes defini¢oes
de Re obtidas, o que resulta em uma falta de uniformizagao de notagao [100]. A altura
do degrau h, a altura da secao de entrada S e o didmetro hidraulico D, representados
na figura [I.6] poderiam ser adotados como comprimentos caracteristicos na adimensi-
onalizagao deste problema. Com o objetivo de uniformizar os resultados do presente
trabalho (e facilitar a comparagao e validagdo de resultados) com estudos anteriores
sobre escoamentos sujeitos a expansoes abruptas em numeros de Reynolds baixos e
moderados [100, 10T], o diametro hidraulico D = 2h sera adotado como escala tipica
do problema na adimensionalizacao das equacoes governantes. Desta forma, a partir
da equacao , o nimero de Reynolds calculado a partir do didmetro hidraulico do
canal Rep serd dado como Re, com o objetivo de nao densificar a notacao das equa-
¢oes. Inserindo as escalas caracteristicas deste problema dadas em nos sistemas
de equagoes governantes e e omitindo a notacao “*” de adimensionalidade,

pode-se rescrever os sistemas de equagoes governantes na forma adimensional:

Vi =—¢ (3.22a)

0 1
a—f +u-VE= ﬁvzﬁ (3.22b)
u=V x (3.22¢)
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( Vip =—¢ (3.23a)
% +u-VE = iv% - L[v x (M -VH)—V*(M x H)| (3.23D)
ot Re Re,,

u=V x (3.23¢)
%—Aj+u VM = £+é}§—e(MxH) ><M+Pie(M0—M)+
+ D -M (3.23d)
M, = L(a)pMey (3.23¢)
\ H = 1¢,, (3.23f)

Adotando a notagao (x,y) para o sistema de coordenadas, indices numéricos para
determinacao de componentes vetoriais e de vetores unitarios e expandindo o sistema

de equagoes governantes na forma adimensional em termos de suas componentes:
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3.4 Discretizacao das Equagoes Governantes pelo Método das Diferencas

Finitas

O sistema de equagoes governantes dado por sera discretizado a partir da me-
todologia de discretizacao pelo Método das Diferencas Finitas exemplificada no Apén-
dice D. A aproximacao das derivadas parciais sera feita pela diferenca centrada dos
pontos de célculo, pois o calculo efetuado a partir da diferenca centrada possui um

erro menor (O(Ax)? e O(Ay)?) quando comparado a diferenciagao adiantada ou atra-

sada (O(Az) e O(Ay)) [102].

Considere a primeira equagao do sistema (3.24]), no caso bidimensional dada por:

Vi =—¢ (3.25)
Y Y
W—Fa—zf——f. (3.26)

Aproximando as derivadas de primeira e segunda ordem com diferenca centrada
por meio da expansao por séries de Taylor da func¢ao ¥ nos pontos genéricos do dominio

de calculo, descritos na figura [2] tem-se:

by =i+ (Go) Aat OB +.. (3.27)
wi—l,j = wi,j — <g—fﬁ) N Ax + O(A(L’)2 + ... (328)
) o\ :
VYiji1 = Yij+ 50 Ay + O(Ay)* + ... (3.29)
Yy ij
0

Desprezando termos O(Ax)? e O(Ay)? e efetuando a subtragao de (3.27) por (3.28))
e (3.29) por (3.30]), respectivamente, tem-se:

OpN\ iy — iy

(5) = " )
o\ i —Yij

(20) s .

62



Aproximando as derivadas de segunda ordem, também pela expansao em séries de

Taylor, tem-se:

2 2
Yig1; = i+ (Z—f) ' 'Ax + (g;ﬁ) N (A;‘) + O(A:L‘)g + ... (3.33)
2y 2y
2 2

Efetuando a soma das equagoes (3.33)) e (3.34), tem-se:

* Vir1; — 205 + Vi1
<@)13 b (Azx)? (3.85)
e analogamente:
% Yijr1 — 25 + Ui i
— ~ Lo : 2 3.36
(892 )i,j (Ay)? ( )

Substituindo ((3.35)) e (3.36]) em (3.26)), tem-se a expressao discretizada da equagao
governante ((3.26)):

Vintg = 20ij + Wiy | Yign = 205 F i
(Az)? (Ay)?

¢ (3.37)

Utilizando a mesma metodologia explicitada na discretizacao da equagao (3.26)), as

demais equagoes que compoem o sistema ([3.24]) sdo discretizadas.

3.4.1 Esquema Upwind

O esquema Upwind de primeira ordem implementado, consiste em uma técnica de
discretizacao adaptativa. A partir do sinal das componentes do campo de velocidades
(i.e.: diregao de propagagao de uma propriedade em um escoamento), diferentes sten-
cils sao gerados e diferentes pontos serao considerados na discretizacao de u e v. Esta
técnica confere estabilidade & solucao dos termos convectivos nas equagoes de trans-

porte [103] cuja discretizacao adaptativa aplicada ao termo w - V& é dada por:
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o€ u%, seu <0

U— = (3.38)
O u%, seu >0
§ir1—&5
vl se v <0
U% _ )y (3.39)
Yy u@;ﬁ, se v > 0.
Y
Definindo os parametros
u" = max(u,0) (3.40)
u~ = min(u,0) (3.41)
vt = maz(v,0) (3.42)
v~ = min(v,0), (3.43)

e dado o fato de que para uma mesma componente de u e v, entre suas fungodes maz
e min uma sempre sera nula, as equagoes (3.38) e (3.39) podem ser escritas de forma

compacta [104] na forma:

u% =uté, +u &l (3.44)
0
va—i =vTE, +uTE, (3.45)

em que os termos discretizados adiantados e atrasados de 9¢/dz e 9¢/dy sao dados

por:
e =St _Ai“ (3.47)
£ = @_A—Zﬂ‘l (3.49)

O mesmo procedimento é aplicado ao termo convectivo u - V.M presente nas equa-

coes ([3.24g)) e (3.24h). Afim de evitar complicar a notagdo das equagoes discretizadas

com a notagao da técnica Upwind descrita, o sistema de equagoes governantes discreti-
zadas seréa apresentado sem as discretizagoes adaptativas (3.44)) e (3.45)). Desta forma,
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o sistema de equagoes governantes discretizadas é dado pelo sistema ([3.53]).

3.4.2 Esquema de discretizagao FTCS

A aplicagao de diferenciagoes adiantadas no tempo e centradas no espago na dis-
cretizagao de equagoes diferenciais parciais ¢ denominada “FTCS” (Forward in Time,
Centered in Space). O método resultante, como mostrado pelas expansoes das séries
de Taylor no inicio desta segao, apresenta erros de truncamento de primeira ordem no
tempo, e de segunda ordem no espago. Entretanto, a combinacao deste método com
o esquema Upwind, e a consequente discretizagao nao-centrada no termo convectivo
das equagoes governantes, resulta em um método de primeira ordem, tanto no espago
quanto no tempo [105]. A condigao de estabilidade do método, referente & parte eliptica

da equagao governante da voritcidade (V2£), ¢ dada por [106]:

At

Re(Ax)? = % (3.50)

Desta forma, a partir do nimero de Reynolds proposto e do refinamento de malha
desejado, o passo de tempo At esta determinado. No caso de dominios numéricos

bidimensionais nao regulares, com Ax # Ay, tem-se:

At
Re x min(Az, Ay)?

1
< - 3.51
<2 (351)

em que min(Az, Ay) representa o menor passo de discretizagao espacial entre as ado-
tadas nas dire¢oes = e y. Por fim, o passo temporal adotado é calculado a partir dos

dados de entrada do problema, de forma que:
1 , 9
At = ZR@ x min(Ax, Ay)?, (3.52)

em que o fator i na equacao (3.52)), quando comparado ao coeficiente % na equacao
(3.51)), representa uma forma conservadora de obedecer a condigao de estabilidade do

método apresentada.
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3.5 Condicgoes de contorno

A partir do sistema de equagoes governantes adimensionais discretizadas referente
ao dominio de céaluclo apés a expansao, dado pelo sistema , serao definidas malhas
de calculo para a solugao numérica aproximada do sistema. O calculo das varidveis a
serem determinadas nos pontos discretizados do continuo sera expresso na forma de um
sistema linear da forma Ax = b a partir da determinacao das condi¢oes de contorno
no dominio de calculo ilustrado na figura [[.6] A figura [3.I ¢ uma representagao da
malha de calculo computacional usada na discretizagao do dominios de calculo A e B,

e sera usada para auxiliar a especificagao das condi¢oes de contorno das interfaces dos

dominios.
0.5
hn
0 1
I I
0 5.0

(a) Dominio de célculo referente a se¢ao de entrada do dominio, antes da expansao abrupta -
Dominio A.

1.0

Y2

0 2.0

(b) Dominio de calculo onde serao implementados os mecanismos magnéticos que se deseja
estudar - Dominio B.

Figura 3.1: Representacao individual dos dominios de calculo adimensionalizados a
partir da figura , sobre os quais serao especificadas as condigoes de contorno.

O dominio de calculo B representa a discretizagao espacial do dominio continuo
de escoamento apoés a expansao unidirecional. Estabelecendo uma analise a partir da
parede inferior, a partir da condicao de nao-escorregamento do escoamento, tem-se que

U1 = U2 = 0 (§ pOde—Se COIlSidel"aI" que d] .. = 0 representa O Valor constante
y:O v

y=0
que descreve a linha de corrente adjacente a parede inferior e & face do degrau. A
geracao de vorticidade na parede é consequéncia direta da imposicao da condigao de

nao-escorregamento do escoamento, que por meio da difusao e da advecgao a partir
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da parede é transportada ao resto do dominio. Este transporte pode ser analisado

expandindo a funcao ; ; em um no adjacente & parede infeior 1; ;41 na forma:

o 10%) 103
i1 = Ui+ —| A —— Ay)? 4+ - — Ay)? + ... .54
¢,3+1 w,JO—i_ay y+28y2< y)+63y3( y)+ (35)
,J0 2,70 2,70
em que, pela condicao de nao-escorregamento
i:jO
e
0% ou
—_— = — 3.56
oy*| Oyl (3:56)
/L?JO Z).]O
Sendo a vorticidade dada por
ov  Ju
=— - — 3.57

e sabendo que ao longo da parede % = 0, pois v é constante e igual a zero, tem-se:
X

ou
Eiio = _8_y ) (3.58)
4,70
Substituindo [3.55] [3.56] e [3.58] em [3.54] tem-se:
2
§ijo = W(wi,jo — Vijo+1) (3.59)

A equagao [3.59|é conhecida como condigao de contorno de Thom, abordada na for-
mulagao de escoamentos viscosos em regime transiente usando a formulagao vorticidade-
fungao corrente [107], e foi obtida a partir da condigao de nao-escorregamento imposta
na parede inferior. Observe que neste problema 1;;, = 0, porém este termo serd

mantido na expressao visando futuras simulagoes com paredes nao estacionarias.

De forma resumida, as condig¢oes de contorno das equagoes governantes dos sistemas
(13.22) e (3.23]), referentes aos dominios A e B ilustrados na figura sdo dadas por:
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ul(xl,())— 0 U1<CL’1,0>:0 wl(:El’O) =0
I
ouy B ovy (5.0,11) =0
9z, (5.0,y1) =0 9z, (5.0,41) =0 O,
wn(1,0.5) = 0 ni(e,05) =0  ¥i(@1,05) =05
0.5
1w (0,1) = 1.0 01(0, 1) = 0 01(0, ) = / dy
0
Ug(l’g, O) =0 UQ(ZL'Q,O) =0
auZ . 81)2 .
8—@(5-0,92) =0 s (5.0,92) =0
us(z2,1.0) =0 v2(72,1.0) = 0
u2(0,0:0.5) =0 v2(0,0:0.5) =0
u2(0,0.5: 1.0) = u1(5.0,y1) ©v2(0,0.5:1.0) = v1(5.0,y1)

¢2($270) =0
Iy -
a—xz(5-0,y2) =0

(2,1.0) = (5.0, h)
12(0,0 : 0.5) = 11(5.0,0)
¥2(0,0.5 : 1.0) = ¢,(5.0,0 : 0.5)

M, (z5,0) = M,0
oM,
33@2

M, (25,1.0) = M,0
M,(0,0:0.5) = M,0
M,(0,0.5 : 1.0) = M,0

(5.0,42) =0

M, (x2,0) = M,0
oM,
0xo

M, (2,1.0) = M,0
M, (0,0 : 0.5) = M,0
M,(0,0.5 : 1.0) = M,0

(5.0,42) =0

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

Como discutido em estudos anteriores, a solugao deste problema demanda somente

a inicializacao do campo de vorticidade , cujas componentes serao calculadas a partir

das condigoes de contorno da funcao corrente e impostas nas fronteiras I' dos dominios

numéricos A e B, de forma que obedegam a equagio governante no contorno V2 |p =

—&[r [97].

As condigoes de contorno adotadas para a magnetizagao descritas em (3.63)), da-
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das pela magnetizacao de equilibrio, foram adotadas baseadas na hipotese de nao-
escorregamento e impenetrabilidade do escoamento sobre as superficies sélidas do ca-
nal. Considera-se que os volumes continuos adjacentes as paredes estao em repouso, o
escoamento nao sera capaz de perturbar sua magnetizacao, que por fim sera dada pela

magnetizagao de equilibrio do meio nestas condigoes.

3.6 Proposta de algoritmo sequencial para solugao do problema

A metodologia de solu¢ao adotada tem como etapa inicial a defini¢ao dos parame-
tros fisicos que regem o escoamento em estudo e a imposicao, tanto das condi¢oes de
contorno do problema, quanto de uma condig¢ao inicial para os campos contidos nas

equagoes governantes.

A segunda etapa da solugao consiste na solugao dos campos 1, & e M de forma ite-
rativa para sucessivos passos de discretizagao espacial determinados previamente, em
uma abordagem pseudo-transiente. Técnicas de solugao pseudo-transiente sao aborda-
gens iterativas de solugao de equagoes diferenciais parciais transientes, que resultam
na solu¢ao do problema em regime permanente (i.e.: completamente desenvolvidos) a
partir de um valor inicial [I08]. A solugao da equagao de Poisson da fung¢ao corrente
serd obtida a partir do método de sobre-relaxagao sucessiva SOR (Successive
Over-Relazation method), cujo pardametro de relaxagao 6timo foi determinado a par-
tir de uma expressao desenvolvida para sua determinagao em um espacgo de qualquer

dimensao [109].

Ao fim deste processo, todos os campos necessarios para a descricao do escoamento
ja foram solucionados (i.e. os valores de &€,1, M ap6s um passo de tempo numeérico
foram determinados) e o sistema de equagoes a deve ser resolvido de forma
iterativa para sucessivos passos de tempo artificiais, para que a solu¢ao do escoamento
evolua e atinja um regime permanente, dada a abordagem pseudo-transiente adotada.
Em seguida esta descrito o algoritmo proposto a ser utilizado na simulacao de escoa-
mentos bidimensionais de fluidos magnéticos isotérmicos, barotropicos e assimétricos,
que sera implementado no dominio B, ilustrado na figura [3.1 por meio da solugao
do sistema de equagoes . A soluc¢ao do sistema de equacoes sem efeitos

magnéticos, referente ao dominio A sera dada pelo item 2-(a) do algoritmo a seguir.
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Algoritmo Proposto

1. Input de dados

Parametros fisicos: Re, Re,,, Pe, Ay

(a
(b

)
) Condigoes de contorno para M, 1p;
(c¢) Condigoes iniciais para & e H (campo constante e uniforme)
(d) Célculo da condigao inicial M = M(a, ¢, \)
2. Inicializando o céalculo
(a) Solucao da equagao de Laplace da fungao corrente (sem vorticidade) e da

Equacao da vorticidade na auséncia de efeitos magnéticos

i. Solugao do sistema

Vi = 0
%\ u.VE= LV (3.64)
u= VX

ii. Esta determinado & sem os efeitos de magnetizacao;

iii. Determinar 1), com vorticidade associada, por meio de V21 = —¢€.
(b) Solugao da magnetizacao M
i. Inicialmente M = My;

ii. Solucionar a equagao da vorticidade com efeitos magnéticos.

0 1 1
8—f+u-vg = §V2€+R_em {Vx(M-VH)-V*M x H)} (3.65)

(¢) Inicio do processo iterativo de solucao na discretizagao espacial

i. A partir de &, u e H, solucionar a equacao evolutiva da magnetizacao

e determinar M:

oM 1. 1 Re
O VM= |t — (M xH)| xM
ar TV 28t Go e, M X H)| x M+
|
+ (Mo~ M)+ XD - M (3.66)

ii. Calcular novo £ a partir da equagao (3.65) a partir do ultimo campo de

magnetizacao calculado;
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iii. Retornar ao passo (c)-i até convergéncia.

(d) Fim

3. Para t=0 — inicio do processo iterativo de solucao na discretizacao

temporal
4.t = {At,2At, ..., nAt}

5. Fim
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Capitulo 4 RESULTADOS E DISCUSSOES

4.1 Solugao do problema puramente hidrodinamico

Dada a proposta deste projeto, cuja solu¢ao do problema proposto é pioneira, a im-
plementacao do codigo computacional desenvolvido na auséncia de efeitos magnéticos
ird conferir confiabilidade ao algoritmo de solugao proposto. Desta forma, o algoritmo
computacional desenvolvido ¢ aplicado ao escoamento laminar bidimensional sujeito
a uma expansao abrupta, e os resultados obtidos comparados com os resultados nu-
méricos e experimentais presentes na literatura, apresentados na tabela 1.1 Deve-se
destacar, entretanto, que o estudo de um escoamento sujeito a uma expansao abrupta
¢ um problema classico da Mecanica dos Fluidos, porém é abordado majoritariamente
em escoamentos com altos nimeros de Reynolds. Desta forma, a quantidade de resul-
tados para os regimes de escoamentos estudados (Re = 50 e Re = 100) é reduzida, em

especial para Re = 50.

Re =50 | Re =100

Armaly et al. exp [T01] - Xr =244
Kim and Moin 2D sim [94] - Xr =2.63
Kaiktsis et al. 3D sim [I10] | Xr = 1.50 | Xr = 2.53

Tabela 4.1: Resultados existentes na literatura para a determinacao do ponto de reco-
lamento da camada limite para diversos Re.

Como discutido anteriormente, o presente estudo tem como objetivo identificar o
acoplamento entre mecanismos hidrodinamicos e magnéticos, sendo focado em estabe-
lecer discussoes e interpretacoes fisicas dos fendmenos computados e na consolidagoes
de aspectos tedricos referentes a ferrohidrodindmica. Desta forma, a implementacao
numérica do algoritmo proposto foi dada de forma relativamente simples a partir do
esquema explicito FTCS de discretizagao das equagoes governantes. Apesar de ser de
facil implementacao, tal método possui condigoes restritivas de estabilidade. Desta
forma, valores apropriados para parametros numéricos como comprimento do domi-
nio de calculo, refinamento de malha e tolerncia numérica serao estudados visando a
validacao do caso hidrodinamico do problema proposto e serao mantidos apds a imple-

mentacao dos mecanismos magnéticos. A solucao do problema no regime puramente
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hidrodindmico é obtida a partir da solugdo numérica do sistema de equagoes ((3.64))
com condi¢oes de contorno apropriadas, e parametros numéricos apropriados serao

estabelecidos a seguir.

4.1.1 Determinacao do comprimento adequado do dominio de calculo

A partir das condigbes de contorno propostas em (3.60)), tem-se que a condigao
imposta de que o escoamento esteja completamente desenvolvido na saida do dominio

de célculo é dada por:

2—2(5.0,yg) =0 (4.1)
2—2(5.0,y2) =0 (4.2)
g—fj(ao,yg) =0 (4.3)
%]‘in (5.0,45) = 0 (4.4)
%Zy (5.0,99) = 0, (4.5)

em que (5.0,y2) representa a fronteira direita do dominio computacional no sistema
(22, y2) representado na figura [3.1b

Simulacoes foram conduzidas para comprimentos variando de 3 a 15 unidades de
comprimento adimensionais para Re = 50 e os pontos de recolamento de camada limite

computados estao apresentados na figura [4.1]

E possivel observar um crescimento continuo e atenuado no ponto de recolamento
computado, contudo nao foi possivel observar um comportamento de saturagao, mesmo
para valores superiores aos resultados presentes na literatura. Este comportamento é
atribuido ao esquema FTCS implementado e sua estabilidade condicional discutida
na secao [3.4.2l Por outro lado, observou-se que o algoritmo proposto foi capaz de
reproduzir, com uma tolerancia aceitavel, os resultados de estudos anteriores. Por fim,
deve-se destacar que os estudos experimentais e numéricos conduzidos anteriormente
adotaram comprimentos muito superiores, variando de aproximadamente 30 [I10] a 47
[101] unidades de comprimento, ambos adimensionalizados pelo didmetro manométrico
do canal D.
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1.8

1.6
el R ----- E_____D____D _____ D _____ |_:|_ ____!:_I___
L4r O ] O U

Xr

2.8 |
2.6 [T T S P N S R S S R = e
24 |

22}

(b) Re = 100.

Figura 4.1: Evolugao do ponto de recolamento Xr computado para diferentes compri-
mentos L de dominio de calculo, obtidos para Re = 50 e Re = 100. Linhas horizontais
tracejadas representam os pontos de recolamento obtidos em estudos anteriores mos-
trados na tabela [4.1] Simulagoes foram realizadas para malhas 100 x 100 e 150 x 150,
para Re = 50 e Re = 100, respectivamente, e um residuo numeérico r = 1072,

A extensao do comprimento do dominio computacional confere ao algoritmo ver-
sabilidade para a realizacao de simulagoes em uma faixa mais extensa de nimeros de
Reynolds, demanda a implementacao de dominios computacionais nao uniformemente
espagados, caso contrario o nimero de nds seria muito alto, assim como o custo com-
putacional, em uma malha cartesiana uniforme. Estudos anteriores foram realizados
para 100 < Re < 300 [I1I] e 100 < Re < 800 [112] em dominios numéricos nao
cartesianos, com uma maior concentragao de noés préoximos as paredes solidas dos do-
minios, devido aos altos gradientes de velocidades esperados. Desta forma, visando a
redugao do custo computacional para a realizacao deste estudo numérico, seré adotado
um comprimento do dominio numeérico inferior aos valores para os quais o algoritmo

desenvolvido reproduz resultados de estudos anteriores.

4.1.2 Refinamento de malha

Nesta secao, deseja-se determinar os refinamentos de malha apropriados para a re-

alizacao das simulagoes para Re = 50 e Re = 100, e verificar a capacidade do algoritmo
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proposto de reproduzir resultados de estudos anteriores. Desta forma, simulacgoes fo-
ram realizadas para diferentes refinamentos de malha visando a solugao deste problema
no caso hidrodinamico, afim de determinar um refinamento de malha que permita a
solucao e validagao deste algoritmo, por meio da implementacao de um dominio de
calculo cartesiano uniformemente espacado. Avaliou-se a influéncia do ntumero de nos
de uma malha computacional regular n X n, e a evolugao do ponto de recolamento de

camada limite Xr apresentado na figura [4.2]
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Figura 4.2: Evolucao do ponto de recolamento Xr computado para diferentes niimeros
de noés computacionais (n?), para Re = 50 e Re = 100, com um residuo de iteragao
r = 107° e um comprimento de dominio computacional L = 5.0. Linhas horizon-
tais tracejadas representam os pontos de recolamento obtidos em estudos anteriores
mostrados na tabela .

Observa-se que o algoritmo desenvolvido foi capaz de produzir resultados em con-
cordancia com estudos anteriores de Re = 50 para n = 100 e n = 110. Por outro lado,
para Re = 100 observa-se uma tendéncia de aproximacao de valores esperados, mas
o intervalo de n estudado nao foi suficiente para observar uma saturacao ou valores

esperados.

Apos este estudo numérico foi possivel observar que o ponto de recolamento com-
putado se aproxima dos valores esperados, quanto maior for o refinamento de malha.
Esta tendéncia pode ser atribuida & necessidade de maior refinamento em regioes proxi-
mas as paredes, onde os gradientes de velocidade sao mais intenso e portanto menores
espacamentos entre nés sao necessarios, com o aumento do nimero de Reynolds. Com
o objetivo de controlar o esfor¢o computacional deste estudo, serao adotadas malhas
100 x 100 e 150 x 150 nas simulagoes realizadas para Re = 50 e Re = 100, respectiva-

mente. O ponto de recolamento obtido na simulacao realizada para Re = 100 em uma
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malha 150 x 150 diverge em 4% do resultado esperado.

4.1.3 Tolerancia numeérica

Afim de avaliar a progressao dos passos de tempo das simulagbes realizadas, e
verificar que a solucao obtida tenha convergido totalmente para a solucao em regime
permanente nesta abordagem pseudo-transiente de solu¢cao numérica, a menos de uma

tolerancia estabelecida, determinou-se a tolerancia apropriada.

Diferentes tolerancias foram adotadas, variando de 107! a 107?, e os pontos de
recolamento obtidos estao apresentados na figura[4.3] Observa-se que o ponto de reco-
lamento atinge um valor de saturacdo em r = 1077, e portanto esta sera a tolerancia

adotada para o residuo numeérico.
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Figura 4.3: Evolucao do ponto de recolamento Xr em funcao da tolerancia adotada
para o residuo numeérico r entre as iteragoes. Os resultados apresentados foram obtidos
para Re = 50, uma malha cartesiana 100 x 100 e um comprimento de dominio numérico
L = 5.0. Linhas horizontais tracejadas representam os pontos de recolamento obtidos
em estudos anteriores mostrados na tabela .

4.1.4 Validacao do algoritmo proposto

Apos o estudo numérico realizado, foi possivel determinar os pardmetros necessarios
para a reproducao dos resultados apresentados em estudos anteriores, porém visando
a reducao do esforco computacional para a realizacao do estudo do acoplamento dos
mecanismos magnéticos propostos. Os parametros numéricos que serao adotados na re-
alizacao das simulag¢oes do escoamento de um fluido magnético sujeito a uma expansao
abrupta, para Re = 50 e Re = 100 estao apresentados na tabela [4.2]
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L|H|h nxn r | Xr | Erro (%)

Re =50 100 x 100 _- | 145 3.33
Re =100 501 10105 150 x 150 10 2.56 2.73

Tabela 4.2: Sumario dos parametros numéricos adotados para a execucao das simula-
¢oes para Re = 50 e Re = 100. Os parametros L, H e h representam o comprimento
do dominio, a altura do dominio e a altura do degrau, respectivamente, e estao ilus-
trados na figura [1.6| n X n representa o ntimero de nés de malha, r a tolerancia para
o residuo numérico adotado e Xr o ponto de recolamento computado para as simu-
lacoes realizadas com estes parametros numeéricos apresentados. Os erros percentuais
maximos apresentados foram calculados a partir dos resultados presentes na literatura,
referentes ao caso puramente hidrodindmico, apresentados na tabela .

A implementagdo dos pardmetros propostos, sumarizados na tabela [£.2] permitiu
a reproducao de valores esperados para o ponto de recolamento de camada limite
para o problema puramente hidrodinamico, apresentados em estudos anteriores, com
discrepancia de até 4% (obtida para Re = 50 em uma malha computacional ortogonal
regular 100 x 100 e com uma tolerancia para o residuo numérico de 10~7). Os resultados

obtidos no presente estudo estao ilustrados na figura [4.4]
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(a) Linhas de corrente calculadas para Re = 50, em uma malha 100 x 100, uma tolerancia
numérica 1077, O ponto de recolamento computado é Xr = 1.45.
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(b) Linhas de corrente calculadas para Re = 100, em uma malha 150 x 150, uma tolerancia
numérica 1077, O ponto de recolamento computado é Xr = 2.56.

Figura 4.4: Visualizacao das linhas de corrente associadas ao campo de velocidades
obtido na validagao do algoritmo desenvolvido para o caso puramente hidrodinamico.
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4.2 Implementagao de efeitos magnéticos

O controle do ponto de recolamento da camada limite e a magnetizacao global do
meio foram estudadas para diferentes parametros magnéticos. Em relacao a magnetiza-
¢ao de equilibrio, nenhuma corre¢ao de ordem superior [5] para suspensées concentradas
foi implementada, porém simulagoes foram realizadas para fragoes volumétricas de par-
ticulas magnéticas suspensas de até 25%. A anélise da magnetizagao global calculada
¢ dada, quantitativamente, pela avaliacdo da sua componente na dire¢ao y (vertical),
por ser a dire¢do do campo externo aplicado. Além disso seré avaliada a relevancia do
termo A, referente ao grau de acoplamento entre o gradiente do campo de velocidades

e a magnetizagao global.

4.2.1 Retragao do ponto de recolamento de camada limite

Apo6s a implementagao dos mecanismos magnéticos, simulacoes foram realizadas
para observar o comportamento puramente hidrodindmico em um limite assintotico
(¢ — 0). A fracao volumeétrica ¢ representa um fator de amplificacdo ou atenuagao
do acoplamento entre magnetizacao e escoamento, devido ao fato de que quanto maior
for o niimero de particulas magnéticas suspensas, maior serd a influéncia do campo
externo sobre o meio. Desta forma, o limite ¢ — 0 descreve o comportamento de um
fluido Newtoniano, devido a baixa influéncia do campo aplicado sobre as propriedades

do meio.

A partir da figura é possivel observar que a solu¢ao puramente hidrodinamica
do problema é recuperada para os dois regimes de escoamento, quando ¢ = 1E — 5.
Uma fracao infinitesimal de particulas suspensas representa o limite assintotico em que
as particulas suspensas nao serao capazes de perturbar o escoamento, para qualquer
valor de Re,,. A partir da equagao evolutiva para a magnetizagao do meio ,
que escala com Re, ! (e a propria definigao do parametro Re,,, dada pela equagao
(3.18])), é possivel concluir que quanto maior for o nimero de Reynolds magnético,
mais a solucao se aproximaré do regime puramente hidrodinamico, representado pelas
linhas pontilhadas na figura [4.5] Por outro lado, baixos valores de Re,, resultam
em uma maior retracao do ponto de recolamento da camada limite, para uma mesma
fracao volumétrica ¢ adotada. Este comportamento é observado a partir dos resultados

apresentados na figura [4.6]
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(a) Evolugao do ponto de recolamento calculado para Re = 50.
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(b) Evolugao do ponto de recolamento calculado para Re = 100.

Figura 4.5: Resultados obtidos no célculo do ponto de recolamento da camada limite
em funcao da fracao volumétrica ¢, obtidos para diversos valores de Re,,. As simu-
lagoes foram realizadas para 0.0 < ¢ < 0.25, Pe = 1.0, a = 1, Ay = 0.0, e para os
parametros numéricos estipulados na se¢ao anterior e apresentados na tabela [4.2] Li-
nhas horizontais pontilhadas representam o ponto de recolamento calculado a partir da
solucao do sistema de equacgoes sem a implementacao de efeitos magnéticos. Cir-
culos representam os resultados obtidos para Re,, = 0.01, quadrados para Re,, = 0.1,
gradientes para Re,, = 1.0, deltas para Re,, = 10.0 e losangos para Re,, = 100.0.
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Figura 4.6: Calculo do ponto de recolamento obtido para diferentes 1072 < Re,,, < 102.
Os resultados apresentados foram obtidos para ¢ = 0.05, Pe = 1.0, o = 1, Ay = 0.0
e permitem computar a influéncia do parametro magnético Re,, sobre a retracao do
ponto de recolamento de camada limite para Re = 50.

A figura mostra um comportamento interessante com a identificacao de dois
plateaus bem definidos nos limites assintoticos Re,, < 1 e Re,, > 1. Conforme ja dis-
cutido anteriormente, podemos interpretar o parametro fisico conhecido por Reynolds
magnético como uma razao entre duas importantes escalas de tempo desse problema
fisico dinamico e acoplado. Essas escalas sao a escala magnética e a escala inercial do
escoamento. Para Re,, < 1 a escala de tempo magnética (principalmente associadas
ao mecanismo de relaxagao-orientagao de dipolos na escala das particulas) é muito
menor que a escala inercial do escoamento (ou o tempo médio que uma particula com
velocidade do escoamento médio de entrada demora para se deslocar por uma distan-
cia equivalente ao didmetro hidraulico do canal). Nesse limite assintético, ou seja,
para Re,, < 1 as particulas magnéticas rapidamente se alinham na direcao do campo
aplicado (que neste caso é uniforme). Consequentemente qualquer efeito desalinhador,
induzido por mecanismos hidrodindmicos, como a vorticidade do escoamento é rapida-
mente compensado pela tendéncia restauradora dos torques magnéticos provenientes
do paralelismo entre os campos M e H. O plateau nao-Newtoniano (magnético) ob-
servado para Re,, < 1 indica que a partir de um valor limite inferior para Re,, nao
existe mais acoplamento entre os mecanismos hidrodinadmicos e magnéticos capazes de

reverter ou alterar essa tendéncia de retracao da zona de recirculacao. Para o outro
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limite assintoético, Re,, > 1, temos o caso oposto, no qual as particulas demoram muito
tempo para responder a acao do campo e nao conseguem se alinhar na dire¢ao do campo
ao longo de uma escala de tempo compativel com as escalas inerciais do escoamento.
Esse limite é percebido como um regime quasi-estatico do ponto de vista magnético ,
no qual o escoamento percebe as particulas sempre desalinhadas e sem magnetizacao
bulk, ou seja, consiste em um regime Newtoniano (ndo-magnético). O comportamento
mais interessante é observado nesse caso nas faixas intermediarias, Re,, ~ 1, nas quais
essas escalas encontram-se acopladas e os mecanismos hidrodindmicos sao capazes de
interagir com os magnéticos, alterando de forma perceptivel os padroes das linhas de

corrente do escoamento estudado.
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Figura 4.7: Célculo do ponto de recolamento obtido para diferentes A\y. Os resultados
apresentados foram obtidos para ¢ = 0.05, Pe = 1.0, « = 1, Re,, = 1.0 e permi-
tem computar a influéncia do paradmetro magnético Ay sobre a retracao do ponto de
recolamento de camada limite para Re = 50.

A partir dos estudos numéricos realizados e apresentados na figura [4.7] é possivel
inferir que o parametro Ay e o termo D - M sao capazes de provocar fortes alteragoes do
padrao de escoamento resultante neste problema acoplado. Desta forma, o parametro
A2, que relaciona a formagao de estruturas em forma de cadeias [51], como discutido na
secao [2.9] e a evolucao da magnetizacao global, foi determinante no calculo do ponto

de recolamento de camada limite.

Uma interpretacao do efeito resultante sobre a magnetizagao global proveniente da
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formacao de tais estruturas em forma de cadeias pode ser feita a partir da componente

elongacional de um cisalhamento simples, como proposto em estudos anteriores [113],
e ilustrado na figura [4.§
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(a) Agao da componente elongacional do escoamento sobre particulas perfeitamente esféricas.
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(b) Agao da componente elongacional do escoamento sobre aglomerados de particulas em
forma de correntes.

Figura 4.8: Representacao do efeito da componente elongacional do gradiente de ve-
locidades sobre uma &rea material discreta, resultando em uma deformacao gradual.
Observa-se que os momentos de dipolo de particulas perfeitamente esféricas, por se-
rem geometricamente isotropicas, nao sao perturbadas pela componente elongacional
do gradiente de velocidades, enquanto cadeias de particulas magnéticas sao profunda-
mente afetadas devido & forma de sua estrutura.

Nesta abordagem, o grau de acoplamento entre D e M é dado por um parametro

Aq finito, cuja determinagao é realizada experimentalmente a partir da razao de aspecto
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r (namero de particulas) de uma cadeia e a partir de um fator de forma &, de forma

que:

Ay~ K/[5 (4.6)

o 2(r? —1)°/2
©3r[(2r2 — 1)arcosh(r) — rvr? — 1] (4.7)

A expressao determinada experimentalmente [I13], 14| apresenta consisténcia
com a discussao tedrica estabelecida, de forma que Ay = 0 para particulas esféricas
(r = 1) e assume valores negligenciaveis para aglomerados de forma levemente irregular.
Por outro lado, para suspensoes com interacoes entre particulas nao negligenciaveis com
formacao de cadeias, Ay assume valores finitos variando na ordem de 0.1 a 1.0, como

mostrado na representagao grafica [£.9]
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Figura 4.9: Representacao grafica da expressao matemaética determinada expe-
rimentalmente do parametro A\ em funcao do nimero de particulas compondo um
microagregado na forma de cadeia [114]. Figura gentilmente cedida pelo Prof. Rafael
Gabler Gontijo.

Por outro lado, o efeito resultante do termo D - M pode ser interpretado de forma
mais completa incorporando a componente rotacional do gradiente de velocidades neste
fenomeno [7]. A analise do acoplamento da parcela simétrica do tensor gradiente de
velocidades sobre a magnetizagao do meio realizada sobre particulas suspensas per-
feitamente esféricas é fundamentalmente restrita, devido & existéncia incondicional de
aglomerados de particulas, até mesmo em fluidos magnéticos considerados estaveis [3].

Desta forma, pode-se interpretar o papel da parcela elongacional D como sendo o de
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deformar aglomerados esféricos, de forma que o aspecto final do aglomerado se apro-
xime de uma cadeia, e que a componente rotacional W seja responsavel por perturbar

a orientacao do momento de dipolo deste grupo de particulas suspensas, como ilustrado

na figura [£.10]
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Figura 4.10: Decomposi¢ao de um cisalhamento simples em uma componente elongaci-
onal e uma rotacional, de forma que a componente elongacional D seja responsével pela
deformagao de um microagregado, resultando em uma estrutura em forma de cadeia,
e a componente rotacional W' seja responsavel por uma perturbagao na orientacao
dos dipolos magnéticos de tal microagregado por meio de um balanco de torques dado
globalmente por M x H, cujo desalinhamento é proveniente de efeitos hidrodinamicos
(i.e.: vorticidade). Figura gentilmente cedida pelo Prof. Rafael Gabler Gontijo.

Como discutido na secao [2.8] a dedugao da equacao fenomenologica para a mag-
netizagao foi realizada também a partir de conceitos da Mecéanica dos Meios
Continuos [74] e implica em um parametro de acoplamento Ay unitario. A necessidade
de um fator de correcao A\; nao unitario para o termo de geracao de magnetizacao
D - M permanece sendo discutida. Deve-se avaliar o cardter unitario de Ao, indepen-
dentemente da fragao volumétrica e o grau de interacao entre as particulas suspensas, e
avaliar a consisténcia de um valor unitério para este parametro em suspensoes diluidas

(i.e.: caso ¢ < 1 e o impacto dos microagregados possa ser desconsiderado).

A figura[f.1T]ilustra a relagao entre o ponto de recolamento e o nimero de Reynolds,

relativos ao escoamento de um fluido Newtoniano sujeito a uma expansao abrupta uni-
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direcional em dominio bidimensionais e tridimensionais, obtida a partir de estudos
numéricos e experimentais. Tal comportamento, juntamente com a retracao do ponto
de recolamento de camada limite observada nos estudos numéricos apresentados nesta
secdo, permite que esta retragao (resultante do acoplamento entre magnetismo e escoa-
mento, dados por um balango de torques), seja associada ao efeito magneto-viscoso. O
ponto de recolamento resultante da adigao de mecanismos magnéticos ao escoamento,
pode ser associado a um nimero de Reynolds menor, a partir dos resultados existentes
na literatura. Esta alteragao aparente no escoamento pode ser associada ao aumento
da viscosidade efetiva do escoamento, provocado pelo surgimento de torques magné-
ticos contrario ao movimento do escoamento, e caracteriza o efeito magneto-viscoso,

fenomeno observado em diversos estudos anteriores [115], 84].
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Figura 4.11: O ponto de recolamento de camada limite como fun¢ao do ntimero de Rey-
nolds [ITTI]. Resultados obtidos, experimental e numericamente, para um escoamento
sujeito a uma expansao abrupta unidirecional.

4.2.2 Perfis de magnetizagao e o parametro A,

O estudo do campo resultante da magnetizagao global, apos a solugao do problema
acoplado, sera realizado por meio da avaliacao da componente vertical da magnetizacao
M, em segoes verticais do dominio numérico implementado. Com o objetivo de rela-
cionar o escoamento resultante com a magnetizacao calculada, perfis de magnetizacao

sao extraidos de quatro se¢oes com componentes de velocidades distintas. Uma secao
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A seréa definida e posicionada no centro da zona de recirculacao, uma secao B sobre o
ponto de recolamento da camada limite, uma secao C em uma posicao 50% maior que o
ponto de recolamento, e por fim uma se¢ao D em X = 4.9 onde, devido as condigoes de
contorno impostas em (3.61]), o escoamento se encontra totalmente desenvolvido. Desta
forma, o posicionamento das secoes de teste adotadas para avaliacao da magnetizacao

global M nos regimes Re = 50 e Re = 100 estao apresentadas na figura [£.12]

1

(a) Posigao das se¢oes adotadas para Re = 50: X4 = 0.710; Xp = 1.420; X¢ = 2.130; Xp =

b) Posicao das segdes adotadas para Re = 100: X4 = 1.255; X = 2.518; X¢ = 3.765; Xp =
4.9.

Figura 4.12: Tlustracao da posicao das secoes de teste para avaliacao de perfis de
magnetizacao M,. A secao A ¢ posicionada em 0.5X7, a secao B em Xr, a secao C
em 1.5X7r e asecao D em X = 4.9, em que Xr é o ponto de recolamento calculado
na solucao do caso hidrodinamico do problema e X = 4.9 uma posi¢ao onde a camada
limite esta totalmente reestruturada e o escoamento totalmente desenvolvido.

A partir da figura [4.13] é possivel observar que a metodologia adotada para a ob-
tencao dos perfis de velocidades, dada pela extracao e interpolacao do campo de veloci-
dades calculado sobre as segoes apresentadas na figura [£.12] resulta em um comporta-
mento qualitativo semelhante, quando as solu¢oes numéricas para Re = 50 e Re = 100
sao comparadas. Pode-se dizer entao que, dado o comportamento analogo obtido para
o campo de velocidades avaliado sobre as se¢oes propostas, o comportamento do campo
de magnetizagao também sera semelhante entre os regimes de escoamento estudados.

Desta forma, afim de evitar o custo computacional referente a solucao do problema
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para Re = 100 e visando a investigacao qualitativa do acoplamento entre os campos

M e &, a andlise dos perfis de magnetizacao sera conduzida somente para Re = 50.
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(a) Perfis de velocidade (componente z) ex-  (b) Perfis de velocidade (componente x) ex-
traidos nas segoes adotadas para Re = 50:  traidos nas segoes adotadas para Re = 100:
XA =0725;Xp =145;X¢c =217, Xp = Xa = 1.28; X = 2.56; X = 3.84; Xp =
4.9, a partir dos dados obtidos na solucao do 4.9, a partir dos dados obtidos na solugao
problema para o regime puramente hidrodi- do problema para o regime puramente hi-
namico. drodindmico.

Figura 4.13: lTlustragao dos diferentes perfis de velocidades extraidos dos resultados
obtidos para a validagao do algoritmo desenvolvido para o caso puramente hidrodina-
mico, descritos na tabela [4.2] Quadrados representam os dados obtidos para a se¢ao
A, tridngulos a se¢ao B, gradientes a secao C e circulos a se¢ao D. A avaliagao da
magnetizagao global em se¢oes com perfis de velocidades distintos permitira relacionar
e interpretar os resultados obtidos para o campo de velocidades e a magnetizacgao.

Por meio da metodologia proposta, perfis de magnetizacao foram extraidos (com-
ponente y) das segoes apresentadas na figura a partir dos resultados obtidos para
0.0 < Ay < 1.0 e os resultados estao apresentados na figura [£.14 Como esperado, a
magnetizagao extraida das secoes de teste é totalmente distinta da magnetizagao de
equilibrio (representada pelas linhas verticais tracejadas na figura . Este compor-
tamento estd de acordo com o estudo teorico realizado, de forma que as orientacoes
dos dipolos magnéticos sao fortemente perturbadas na presenca de um escoamento,
principalmente devido aos termos & x M e Ao D - M. Tais termos sao responséaveis
pelos mecanismos de desalinhamento dos dipolos da dire¢ao preferencial do campo
devido a vorticidade e estiramento das cadeias de particulas magnéticas (alteragoes

microestruturais locais).

Os perfis de magnetizacao extraidos e apresentados na figura4.14] exibem a mesma

tendéncia, com diferentes amplitudes, em relacao ao parametro A\,. Para valores baixos,
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é possivel observar uma tendéncia da magnetizacao se aproximar do seu valor de equi-
librio, dado pelas retas verticais em vermelho. Este fenémeno é interpretado como um
resultado da ruptura das estruturas em forma de cadeias. A diminuicao do tamanho
do aglomerado (i.e.: didmetro efetivo) implica na redu¢ao do tempo caracteristico de
relaxacao magnética. Desta forma, quanto menor for a escala de tempo associada a re-
laxagao magnética, menor sera a capacidade do escoamento de desviar a magnetizacao

do seu valor de equilibrio M.
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Figura 4.14: Perfis de magnetizacio extraidos sobre as secoes rescritas na figura |4.12|
Linhas continuas representam os perfis obtidos para Ay = 0.0, linhas tracejadas para
A2 = 0.5 e linhas trago-ponto para Ay = 1.0. Todas as simulagoes apresentadas foram
realizadas para Re = 50, Re,, = 1.0, Pe = 1.0, ¢ = 0.05, @ = 1 e uma magnetizacao de
equilibrio My = 0,0156.

Ainda em relacao a figura [4.14] é possivel observar um aumento substancial da

magnetizagao em camadas adjacentes as paredes. Este resultado ¢ interpretado com
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uma resposta atrasada ao desalinhamento entre os campos vetoriais M e H, pois a
escala de tempo caracteristica do escoamento ¢, geralmente, superior a escala de rela-
xacao magnética. O desalinhamento entre M e H ¢é provocado pela alta vorticidade
em camadas de fluido adjacentes as paredes sblidas e ocorre em uma escala de tempo
do escoamento. Tal desalinhamento resulta no surgimento de torques magnéticos as-
sociados ao produto M x H, que induz uma resposta magnética abrupta por meio de
mecanismos de relaxacao, principalmente devido a relaxacao magnética de precessao.
Pode-se observar que o termo M x H x M domina o mecanismo de resposta magnética
em regioes de alta vorticidade. Desta forma, a resposta magnética ao surgimento de
torques magnéticos ocorre de forma desproporcionalmente forte, devido ao fato de que
este processo ocorre em escalas de tempo muito menores que & escala do escoamento.
Por fim, a ruptura dos aglomerados de particulas em regides de alta vorticidade reduz
o tempo de relaxacao magnética e tende a aproximar a magnetizacao do seu valor de

equilibrio.

O aumento local da magnetizagao em regioes de alta vorticidade pode ser interpre-
tado relacionando a zona de recirculagao a uma regiao de concentragao nao-uniforme
de particulas suspensas, pois particulas podem ser ejetadas da zona de recirculacao e
resultar em concentracoes mais altas nas regioes proximas as paredes. Altas concen-
tragoes iriam resultar na formacao de aglomerados esféricos de particulas, que seriam
deformados pela componente D do tensor gradiente de velocidades e resultariam em
estruturas na forma de cadeias, que sao relacionadas ao aumento local na magnetiza-
¢ao e até a valores superiores & magnetizagdo de equilibrio [5I]. Tal interpretacdo é
compativel com os fendmenos observados em estudos anteriores e a associacao deste

fendmeno macroscopico com alteragdes microestruturais locais na suspensao [114], 113

A partir da figura[4.15 e interpretando a influéncia do pardmetro Ay, é possivel ob-
servar que o termo D - M tem maior efeito em regioes onde a camada limite se encontra
completamente desestruturada devido & intensos gradientes de velocidades (condigao
caracteristica da secao B ilustrada na figura . Valores nao-nulos de Ay resultam
em pontos de recolamento de camada limite menores, em concordancia com a figura
4.7 porém nao provocam nenhum efeito em regides onde o escoamento se encontra
totalmente desenvolvido e a camada limite esté reestruturada (condigao caracteristica
da se¢ao D ilustrada na figura . Os perfis de magnetizacao apresentados na fi-
gura exibem forte dependéncia a um aumento do pardmetro Ay em toda sua
extensao, mas por outro lado, exibem alteracao nos perfis de magnetizacao referentes

a se¢do D apresentados na figura somente em regides onde existem gradientes de
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velocidades (D # 0), e portante D - M perturba a magnetizagdo do meio.
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Figura 4.15: Perfis de velocidades e de vorticidade extraidos a partir das secoes des-
critas na figura Linhas solidas representam os resultados obtidos para A\s = 0.0,

tracejadas para Ay = 0.5 e trago-ponto para Ay = 1.0. Todas simulacoes foram realiza-
das para Re,, = 1.0, Pe=1.0, ¢ =0.05e a = 1.

De forma qualitativa, o campo de magnetizacao pode ser analisado para diferentes
intensidades de campos externos, dados por diferentes valores de Re,,. Retomando a
equacao , tem-se que Re,, ~ H; 2 e portanto, quanto maior for a intensidade
do campo aplicado, menor serd o parametro Re,,. A partir da figura é possivel
analisar o efeito resultante do aumento da intensidade do campo aplicado H sobre,
tanto a magnetizacao do meio M, quanto o ponto de recolamento da camada limite
Xr. Observa-se que o aumento da intensidade do campo aplicado intensifica os efeitos
magnéticos sobre o escoamento, provenientes do surgimento de torques magnéticos, e

resulta em uma crescente retracao do ponto de recolamento Xr. De forma similar,
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campos externos mais intensos tendem a recuperar um regime superparamagnético,
em que a magnetizacao do meio estd completamente alinhada com a direcao do campo
aplicado, como pode ser observado para baixos valores de Re,,. O comportamento
observado pode ser associado também a definicao dada pela equacao , que define
o parametro Re,, como uma razao entre escalas de tempo inerciais e magnéticas. Desta
forma, pode-se associar altos valores de Re,, a casos em que as escalas de tempo mag-
néticas sao superiores a escala de tempo do escoamento. Desta forma, o escoamento é
capaz de perturbar a orientacao dos momentos de dipolo antes que a relaxacao magné-
tica possa agir e reorienta-los na dire¢ao do campo aplicado. De forma oposta, baixos
valores de Re,, representam escalas de tempo magnéticas menores que as escalas iner-
ciais, e portanto tendem a manter os momentos de dipolo suspensos na direcao do
campo aplicado. Nas simulagoes conduzidas, cujos resultados estao apresentados na
figura [£.16], desconsiderou-se o pardmetro Ay e portanto o termo D - M na equagao

evolutiva da magnetizacao.

A mesma andlise conduzida e apresentada na figura [£.16] foi reproduzida conside-
rando o acoplamento entre a parcela simétrica do tensor gradiente de velocidades e a
magnetizagao do meio, com um parametro Ao = 1.0 associado e uma fragao volumétrica
de particulas suspensas ¢ = 0.25, cujos resultados estao apresentados na figura |4.17,
Os resultados obtidos para o campo de magnetizacao apresentaram altas intensidades
em regioes especificas do canal, como mostrado na figura na parede superior com
valores maximos representados pela cor vermelha. A discrepancia entre as intensidades
dos valores computados demandaram a representacao do campo vetorial M por meio

de campos de cores.

Para ambos os resultados apresentados nas figuras e [4.17], é possivel observar
uma tendéncia de retracao do ponto de recolamento da camada limite que obedece o
padrao apresentado na figura [4.6] Observa-se uma varia¢ao mais acentuada do ponto
de recolamento Xr para 0.1 < Re,, < 10.0, enquanto a diferenca entre o ponto de

recolamento para Re,, = 100 e Re,, = 10.0 é consideravelmente menor.

Retomando o conceito de magnetizacao de saturacao, discutido na secao e
apresentado matematicamente pela expressao (2.100]), tem-se que a magnetizagao de
saturagdo para o problema estudado e ilustrado na figura[£.171é M, = 0.25, dado que a
magnetizacao do material das particulas suspensas adimensionalizada é unitaria. En-
tretanto, valores de magnetizacao de até 0.5 foram computados localmente no dominio,

nas paredes superior e inferior do canal apos a expansao. Este aumento exacerbado da
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magnetizagao local pode ser atribuido a um aumento na concentracao das particulas
solidas suspensas, de forma que ¢ nao mais representaria uma propriedade homogénea

do meio continuo, e portanto a definicao de magnetizacao de saturacao baseada na

hipotese de que a concentracao de particulas suspensas é uniforme em todo o dominio.
Tal consideragao demanda um estudo experimental afim de confirmar esta hipotese.
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Simulagoes realizadas para Re = 50,

0.0 para diferentes valores de Re,,.

0.1, Xr = 0.93.
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(d) Rem,
Figura 4.16: O campo de magnetizacao calculado é representado pelos vetores, com

a representacao de uma unica linha de corrente que define a dimensao da zona de

recirculagao por meio de uma linha branca.
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Figura 4.17: O campo de magnetizacao calculado é representado pelo campo de cores,
com a representacao de uma tnica linha de corrente que define a dimensao da zona de
recirculagao por meio de uma linha branca. Campo de cores gerado para um intervalo
fixo de My, em que azul representa o valor minimo computado (My = —0.0006) e
vermelho representa o valor maximo (My = 0.5). Simulagdes realizadas para Re = 50,
Pe=1.0,¢9=0.25 a=1e \y = 1.0 para diferentes valores de Re,,.

Especula-se também que essa aparente inconsisténcia fisica se deva ao fato de ter
sido utilizado um valor unitario do parametro Ay sem uma correcao deste em funcao
da fracdo volumétrica das particulas. E importante que se destaque que a equacao
evolutiva de magnetizagao utilizada por [51], 113] é proposta de forma fenomenologica
e que o termo Ay, vinculado ao mecanismo de estiramento de cadeias de particulas
magnéticas ¢ proposto de forma ad-hoc. Eventualmente, esse aparente paradoxo (va-
lores locais de magnetizacao maiores que o de saturacao para Ay = 1 e independente
de ¢) pode estar associado com o proprio fato de ter sido utilizado um valor desse
parametro inconsistente com a fragao volumétrica de particulas adotadas para fins de

simulagao.



Capitulo 5 CONCLUSOES

Ao fim da apresentacao dos resultados obtidos e das discussoes estabelecidas, foi
possivel verificar o comportamento fisico acoplado do problema estudado, dado pela
possibilidade de controle do descolamento de camada limite por meio da aplicacao de
um campo magnético. Pode-se dizer que a relativa simplicidade (em regimes lami-
nares e bidimensionais) de um escoamento sujeito a uma expansao abrupta permitiu
que a complexidade intrinseca de um fluido magnético apolar fosse profundamente in-
vestigada, fornecendo resultados que permitam consolidar aspectos teéricos em aberto
referentes as equagoes de fechamento da ferrohidrodinamica no ambito da Mecéanica dos
Meios Continuos. O estudo numérico realizado neste trabalho e os resultados gerados
apresentaram concordancia com o comportamento esperado, obtidos a partir de anali-
ses de escala das equagoes governantes em limites assintoticos. Observa-se que o efeito
resultante da implementacao de efeitos magnéticos, provenientes da sua interacao com
o escoamento (por meio de um balango de torques), sobre o padrao do escoamento e a
zona de recirculagao observada é obtido a partir de um aumento da viscosidade efetiva
do meio. Este aumento de viscosidade, amplamente observado em estudos anteriores
e denominado efeito magnetoviscoso, resultou na reducao do comprimento da zona de

recirculacao observada na auséncia de efeitos magnéticos.

O estudo realizado foi conduzido baseado na hipotese de aplicagao de um campo
magnético uniforme. Esta consideracao, apesar de restringir e conferir baixa aplicabili-
dade do modelo adotado, foi adotada visando a avaliacao da capacidade da formulacao
H B da parcela deviatorica do Tensor de Maxwell (e do termo adicional resultante
na equagao do movimento) de captar efeitos magnéticos sobre a dinamica do escoa-
mento, que seriam negligenciadas em outras formulagoes cujos termos magnéticos sao
dados apenas para campos nao-uniformes (VH # 0). Observou-se que a formulacdo
H B permitiu o acoplamento entre a hidrodinamica e o campo externo, resultando
em alteragoes substanciais, tanto na topologia do escoamento, quanto no campo de

magnetizagao resultante.

Os resultados gerados forneceram informagoes essenciais a avaliagao qualitativa

do problema abordado, sempre em concordancia com os aspectos tedricos da ferrohi-



drodinamica e permitindo a observacao dos mecanismos esperados. Por outro lado,
observou-se que a implementacao de um valor unitario para o parametro Ay resultou
em valores locais de magnetizagao, em regioes de alta vorticidade, superiores & magne-
tizagao de saturagao para tal suspensao. Tal fendémeno devera ser estudado com maior
rigor numérico, de forma que este comportamento possa ser atribuido unicamente a
mecanismos fisicos. Por fim, a realizacao de estudos experimentais permitira avaliar a
relevancia do termo D - M e de valores nao unitarios para o parametro Ay nos regimes

abordados neste trabalho.

5.1 Trabalhos futuros

O estudo apresentado foi realizado na condigao de um campo magnético uniforme
aplicado verticalmente, e sem a utilizacao de corregoes propostas para o calculo da
magnetizacao de equilibrio em suspensoes concentradas (¢ > 0.15). Entretanto, os
resultados preliminares atestam viabilidade ao controle desta instabilidade no escoa-
mento de um fluido magnético por meio da aplicacao de um campo externo controlavel.
O autor deste projeto tem como objetivo a continuacao do estudo numérico realizado
como tema de doutorado, visando a implementacao e solucao das equagoes governan-
tes em varidveis primitivas deduzidas, a implementacao de correcoes de ordem superior
para o calculo da magnetizacao de equilibrio e de um campo magnético nao uniforme, e
a realizacao de um estudo experimental a partir da confeccao de uma bancada, por meio
da utilizacao de um fluido magnético real diluido, de forma a reduzir sua opacidade
e permitir a visualizacdo do padrao de escoamento resultante. Além disso, a realiza-
¢ao de um estudo numeérico mais rigoroso permitird a uma associagao dos fendémenos

observados a mecanismos fisicos de forma mais concisa.

De forma mais detalhada, a continuagao deste estudo sera dada principalmente em

uma frente numeérica e uma experimental, descritas de forma mais detalhada a seguir:

e Frente numérica: Discretizacao das equacgoes governantes pelo Método dos
Volumes Finitos e desenvolvimento de um codigo proprio para solugao do pro-
blema apés a definicao de condi¢oes de contorno apropriadas. O objetivo do
estudo numérico do problema proposto consiste na solucao do sistema de equa-
¢Oes governantes em varidveis primitivas, com a implementacao de equagoes do

potencial magnético deduzidas na se¢ao[2.2.3, dada a irrotacionalidade do campo
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aplicado H proveniente das Equagoes de Maxwell no limite magnetostéatico, para
que seja possivel investigar efeitos resultantes de campos magnéticos aplicados
nao-uniformes sobre o dominio numeérico tridimensional. A otimizacao do codigo
a ser desenvolvido seré dada pela implementacao de técnicas condicionais Upwind
de ordem superior na aproximacao das derivadas espaciais dos termos discreti-
zados, de métodos de solugao para a equacao de Poisson com melhores ordem
de convergéncia (e.g.: Método dos Gradientes conjugados e Multigrid) visando
a reducao do custo computacional associado & condugao do estudo proposto, e
da implementacao das equacoes discretizadas em um esquema implicito de solu-
¢ao, afim de conferir melhor estabilidade na solugao do problema (para passos de
tempo At maiores). Por fim, serdo obtidos resultados inéditos na anélise continua
do escoamento de um fluido magnético, cuja documentacao sera dada pela asso-
ciacao de propriedades de origem microscopica, tais como a fracao volumétrica
de particulas suspensas e o tempo de relaxacao magnética do escoamento, com o
comportamento macroscopico resultante dado pelo controle do descolamento da

camada limite provocado pela geometria do problema.

Frente experimental: Conduzir um estudo para a determinagao de razoes de
aspecto apropriadas para uma investigacao experimental do problema fisico, em
coeréncia com o estudo numérico. Apos a determinacao de uma geometria apro-
priada, levando em conta minimizar a quantidade de material utilizado em sua
construgao, e consequentemente o volume de fluido magnético a ser adquirido,
serd construida a bancada para a realizacao dos experimentos. A aquisi¢ao de
imagens nesta etapa experimental e a instrumentacao adequada da segao de tes-
tes da bancadas permitird que seja estabelecida uma correlacao e validagao dos

resultados obtidos numericamente.
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APENDICE A — Condicao de simetria do tensor de tensoes

Seré deduzida a influéncia de torques internos na quebra de simetria do tensor de
tensoes, e as consequéncias de um estado de tensao assimétrico do material. Analisando

o balanco de quantidade de movimento angular L de uma particula:

DL
— =XT Al
L s, (A1)

sendo YT os torques atuantes em um volume infinitesimal fluido, tem-se:

dL = (x x pu)dV (A.2)

— L= / (@ x pu)dV, (A.3)

e substituindo (A.3)) em (A.1)) tem-se:

D
— =3T. A4
b [, (@< pujav (A4)

Observe que, como consequéncia do Teorema Transporte de Reynolds e da Equacgao

da Continuidade, sendo G = (& X u) é possivel manipular o termo a esquerda de ((A.4)):

D DG
= pgav = | p==av A5
5 [ /V P (A5)

D
= /p—(mxu)dV:ET. (A.6)
LDt

Considerando que o torque T tem componentes associadas as forcas de campo

e de superficie, é possivel explicitar tais componentes para desenvolver uma analise
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profunda sobre a origem de tais torques:

YT'= T, + XT,
~—~—~ ~—~—

super fcie  volume

D
— / p—(x x u)dV = T, + ¥T,,
v Dt
e desenvolvemos os termos, tem-se:
ETsz/(mxt)ds ;. t=n-o
S

xT, :/(a: X pg + pTm)dV.
v

(A.9)

(A.10)

Observe que em (|A.10) o termo @ X pg é o torque associado a forga gravitacional,

e o termo pT,, corresponde aos torques internos presentes em um fluido magnético

submetido a um campo magnético externo, ambos por unidade de volume.

forma, substituindo (A.9) e (A.10) em (A.8) tem-se:

(.

D
/p—(wxu)dV:/w><td3+/(a:><,og+p7'm)dv.
v Dt s v )

~\~ ~\~ ~\~
2 3

1

Desenvolvendo a integral 2 em notacao indicial:

/:13 X (n-o)ds :/xiéi X (n;€; - Opperép)ds
S S
:/l'zéZ X (TZjO'jpép)dS
S

= / eipmxmjajpemds.
S

Dessa

(A.11)

(A.12)
(A.13)

(A.14)

Observe que €20, = A, sendo A,,; as componentes de um tensor de segunda

ordem A. Dessa forma, utilizando o Teorema da Divergéncia:

0
Am-n-ds:/ —A,,;dV.
/s 31 s j
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Inserindo A,,; e continuando com o desenvolvimento:

/eipmxiajpnjds :/ Eipmi(ﬂli(fjp)dv (A16)
s 1% O
8@ 8ajp
/VEP {Ujpaxj‘i‘x axj] ( )
porém, sabendo que g;; = 0,5, tem-se:
&ij
Eipm.fEiO'jpnde = €ipmTip + CipmTi—(7 dV <A18)
s 1% du;
:>/wx(ﬁ-a')ds:/[e:o'—l—a:x(V-o‘)]dV. (A.19)
s v

A equagao (A.19) é uma variagao do Teorema da Divergéncia, inicialmente proposto
por [69]. Substituindo (A.19) em (A.11]) tem-se:

/V'ODRt(m X u)dV = /V[e: o+xx (V- -o)dV+ /V(a: X pg + pTm)dV,  (A.20)

e agrupando os integrandos em uma tunica integral de volume:

D
= / {pﬁt(mxu)—e:a—mx(V-a)—mng—me]dV:(). (A.21)
1%

Pelo Teorema da Localizagao e expandindo o termo pE- (@ x u):

Du Dx

pwxﬁ+pfu,xﬁ—e:a—wx(V-a)—wxpg—mezo (A.22)
—_——
uXu=0
D
T X p%—v-a—pg —€:0 = pPTp,. (A.23)

Observe que manipulando a Equacao de Cauchy (C.1)), tem-se:

Du

7 V.o — =0 A24
Py ~ Vo= rg=0, (A.24)

que corresponde ao termo entre colchetes em ([A.23|), que portanto é igual a zero. Dessa
forma:
—€:0 = pPTp. (A.25)
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Expandindo o termo € : o:

€. 0 = eijko'jkéi (A26)
= €123093€1 + €312012€3 + €23103162 + €321021€3 + €21301362 + €13203261  (A.27)

= (093 — 032)€1 + (031 — 013)€2 + (012 — 091)é3. (A.28)

Se T, = 0 entdo a partir de (A.25]), tem-se:

023 = 032 (A.29)

0192 = 021 (A30)

o13 = 031 (A.31)

- 045 = Oji, (A?)Q)

e assim:
o=o" (A.33)
Se T, # 0 entd@o a partir de (A.25)), tem-se:

o#o’. (A.34)

Provamos assim como a existéncia de torques internos magnéticos, gerados pela
aplicacao de um campo magnético externo, provoca a quebra de simetria do tensor de

tensoes de um fluido magnético.
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APENDICE B — Teorema de Brown e deducio do Tensor de

Maxwell

Sabendo que H é uma forca por unidade de polo, a densidade local de forca apa-
rente F' é:
F=pyH (B.1)

e, pelo Teorema de Brown:
pv = —poV - M. (B.2)

Retomando e substituindo (2.21)) em [B.2| ¢ obtida uma nova expressdo para a

densidade de polos em termos do campo externo H:

pv =—po(—V - H) (B.3)
pv = oV - H. (B.4)

Assim, substituindo (B.3)) em (B.1)) podemos escrever uma expressao para a densi-

dade de forca local aparente em termos do campo externo H':

F = uoH(V - H). (B.5)

Dada a identidade ([.17) presente no Anexo A:

V-(HH)=H-VH + H(V-H) (B.6)
— H(V-H)=V.(HH)-H VH, (B.7)

podemos reescrever a equagao (|B.5]) na forma:

F = [V (HH) - H-VH], (B.8)
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e utilizando a identidade em apéndice:
H-VH:%VHZ—HX(VXH), (B.9)

e inserindo a equacao na equacao :
H VH = %vm (B.10)

— F=V-(uHH)-V <%MOH2) . (B.11)

Utilizando a identidade ([.20) em apéndice, tem-se a equagao da forca atuante em

uma nuvem de dipolos (B.11]):

1
F=V. (,uOHH - §u0H21> : (B.12)
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APENDICE C — Equacao do movimento de um fluido

magnético

Nesta sec¢ao, serda deduzida uma Equagao do Movimento para o fluido em estudo

(incompressivel, barotropico e magnético) a partir da Equagao de Cauchy:

Du

T _Vv. 1
P =V otrg (C.1)
substituindo (2.46) em (C.1)), tem-se:
D
p% =V (" + ")+ pg (C.2)
D
P = V.oV + VoM 4 pg (C.3)
Dt
Desenvolvendo o termo V - o?:
V.o =V (—pI+2uD) (C.4)
=—V.-(pI)+2uV-D (C.5)
0 . . o . o .. o ..
= — a—miei . (péjkejek) + ,Ua—xlez . (8—%Uk€j€k + a—xjukekej) (C6)
0 . 0 (Ouy . ou; .
o . 0%y, . o [0ou;)\ .
V-u=0
V.oV =—Vp+uViu (C.9)

114



Formulacao BH

V-oM =V (~pnI+ BH) (C.10)
_v. (_Mof21+ [MO(M+H)H]) (C.11)
= I {—v- (H;I> +V-(MH)+ V- (HH)} (C.12)

V-oM =g [—v (H;)+M-VH+H(V~M)+H-VH+H(V-H)} (C.13)

Inserindo ([2.21)) e utilizando a equagao (B.10) em (C.13):

V-oM = [—v (H;) +M~VH+H(V~M)+VH72—H(V-M)} (C.14)

Assim, simplificando os termos temos:

V-oly = w[M - VH]| (C.15)

Substituindo (C.9)) e em (|C.3)), tem-se a equagdo do movimento de um fluido

magnético utilizando a formulacao BH do termo nao isotropico do tensor de tensoes

magnético:

Du
Dt

1
= —;Vp+l/v2u+g+ %M-VH (C.16)

Formulacao H B Desenvolvendo o termo V - o™:

V.o =V (—pnI + HB) (C.17)
=V. (_”052I+H(MO(M+H))> (C.18)
= 1o [—v- (%2I> +V - (HM)+V - (HH)] (C.19)

= 1o [—v (H;>+H-VM+M(V-H)+H-VH+H(V-H) (C.20)
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Substituindo (B.10]) em ((C.20)) e simplificando os termos:

VoM =uH VM+MNV -H)+H(V-H) (C.21)

Utilizando a identidade (I.11]) contida no Anezo A:

Vx(MxH)=MN -H)—-H(V-M)+H-VM —-M-VH (C.22)
MV -H)+H - VM=V x(MxH)+H(KN -M)+M-VH (C.23)

Substituindo (2.21)) em (C.23)), tem-se:

MKV -H)+H-VM =V x(MxH)—H(V-H)+M-VH (C.24)

E inserindo (C.24) em (C.21)) temos:

Voo =uwVx(MxH)-H(NV-H)+M-VH+H(V-H) (C.25)
— V-o¥p = |V x (M x H)+ M -VH] (C.26)

Substituindo (C.9) e em ((C.3)), tem-se:

Du

Py = —Vp+uViu+ pg + oV x (M x H) + oM - VH (C.27)

e dividindo a equagao (C.27) por p, é obtida a equa¢do do movimento de um fluido

magnético, através da formulacao H B:

Du
Dt

1
:—;Vp—l—yVQU—i—ng%Vx (M><H)+%M-VH (C.28)
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APENDICE D — Teorema de Kelvin da Circulacao

Neste apéndice serda deduzido o Teorema de Kelvin da circulagao para a equacao

do movimento resultante da formulacao H B do Tensor de Maxwell:

D 1
F"::_;vp+yv2u+g+%vx(MxH)+%M-VH (D.1)

Partindo da defini¢cao de circulagao I':

I = §£Cu .dl, (D.2)

e to Teorema de Kelvin para a circulagao:

Dr
or_. D.
D7 =0 (D.3)
Substituindo (D.2)) em (D.3]), tem-se
Dpr D
— = = -dl D.4
Dt ~ Dt ?é“ ’ (D-4)

que a partir do Teorema Transporte de Reynolds é equivalente a

DT Du
= — -dl. D.5
Dt~ f, Dt (D-3)

Inserindo a equagao do movimento (D.1)) em (D.5)), tem-se:

DT

1
_:yﬁ[__vp+yv2u+g+@w<(MxH)+@M-VH -dl,  (D.6)

e partindo do Teorema de Kelvin da circulagao, tem-se que as integrais associadas aos
termos provenientes da parcela Newtoniana da equagao constitutiva de um fluido mag-

nético sao nulas [77], serao desenvolvidos os termos associados ao Tensor de Maxwell.
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Desta forma:

Dr

—:¢@[VX(MxH)+M.VH]~dl. (D.7)
Dt c P

Dada a condi¢ao de campo uniforme (VH =), a equacao (D.7)) se reduz a

Dr
= 5150 [V x (M x H)]-dl. (D.8)

Desenvolvendo o termo V x (M x H) - dl:

Vx(MxH)-dl = (M-dl)V-H+H-V(M-dl)— M-V (H-dl)—(H-dl)V-M, (D.9)

e inserindo (2.21)) em e rearranjando os termos, tem-se:

Vx(MxH)-dl=[H-VM—M-VH] -dl - [(V-M)(H — M)]-dl. (D.10)

Na condi¢ao de campo uniforme, tem-se que V- M = —V - H =. Considerando a

identidade vetorial ([.7), e manipulando os termos resultantes, tem-se:

Vx(MxH)-dl=H- - (VM -dl), (D.11)
e portanto
Dr
—:}ﬁ(H~VM)~dl. (D.12)
Dt C

Pelo Teorema de Stokes, pode-se reescrever a equagao (D.12)):

%(H VM) dl = H [V x (H - VM)] - 2dS. (D.13)
Y S

Desenvolvendo o termo V x (H - VM):

Vx(H-VM)=H-V x (VM) (D.14)
—VxV(M-H). (D.15)
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Sendo M - H um escalar, a partir da identidade vetorial ([.4)), tem-se:

Dr
— =0. D.16
Di (D.16)
Portanto o Teorema da Circulacao de Kelvin se aplica do caso do escoamento de
um fluido magnético bidimensional, na hipotese de campo gravitacional conservativo e

para um campo aplicado uniforme.
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APENDICE E — Método das Diferencas Finitas

Neste apéndice o Método das Diferencas Finitas seré exemplificado e aplicado a um
problema fisico com equagbes governantes mais simples, com o objetivo de exemplifi-
car a formulagao numérica aplicada ao sistema de equagoes governantes no problema

investigado neste trabalho.

Frequentemente a solucao de situacoes praticas de engenharia é conduzida por
meio da solugcao de problemas fisicos relativamente complexos, com a finalidade de
determinar o comportamento de campos associados entre si (e.g. pressao, velocidade,
temperatura, campo magnético induzido). Os campos destas variaveis, fungoes de
coordenadas espaciais e temporais, sao expressos na forma de equacgoes diferenciais
deduzidas por meio da aplicacao de um principio fisico maior, como o principio da
conservagao da massa, segunda lei de Newton, primeira lei da termodinamica, equagoes

de Maxwell do eletromagnetismo, a um volume infinitesimal do meio a ser estudado.

Com o intuito de exemplificar o Método das Diferengas Finitas, serd descrito a
seguir o método de solucao do problema cléssico da equagao transiente da difusao de

calor, que na auséncia de geracao interna de energia pode ser expressa por:

oC or

pa = kV2T7 (El)

em que p é a massa especifica do meio continuo em estudo, C, ¢ a propriedade material
calor especifico & pressao constante, k é a condutividade térmica do meio, T' 0 campo

de temperatura, t a variavel tempo e V2 o operador escalar Laplaciano.

A soluc¢ao da equacao resulta na determinacao do campo de temperatura
T =T(x,y,2,t), em que z, y e z representam as coordenadas do espago cartesiano
tridimensional e t a variavel tempo. Por ser uma fun¢ao de coordenadas espaciais, a
equacao deve ser resolvida em um dominio de calculo a partir da aplicacao tanto

das condicoes de contorno, quanto das condigoes iniciais associadas ao campo T'. En-
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tretanto, tal equacao nao possui solucao analitica e demanda técnicas computacionais

e numeéricas de solucao.

A solugao por métodos numéricos e computacionais de equagoes sem solugao ana-
litica, em mecanica dos fluidos, é denominada Computational Fluid Dynamics - CFD
e consiste na proposicao de técnicas eficientes de solucao das equacoes diferenciais par-
ciais de forma aproximada através de codigos computacionais de simula¢ao numeérica,
que é a metodologia adotada para solucao do problema proposto neste trabalho. Tal
metodologia permite a solugao de problemas similares a partir de técnicas como o Mé-
todo dos Volumes Finitos (Finite Volume Method - FVM) e o Método dos Elementos
Finitos (Finite Elements Method - FEM), utilizadas por [116] e [I17] na na solugao de
escoamentos laminares de fluidos magnéticos em dutos e de problemas acoplados da

Ferrohidrodinamica, respectivamente.

Sera introduzida a técnica de solu¢ao de equagoes diferenciais parciais conhecida
como Método das Diferencas Finitas na solucao da equacao . Um ponto comum
entre os métodos citados anteriormente é a necessidade de discretizar o dominio de cal-
culo da soluc¢ao. Dessa forma, ao invés da obtencao da solucao de todo o dominio que
seria obtida por meio de uma solucao analitica, a solucao sera obtida para um ntmero
finito de pontos, que seré entao extrapolado para todo o dominio com erros numeéri-
cos associados. Um exemplo de discretizacao de um dominio de célculo retangular é

mostrado na figura [1}

Dominio de cédlculo

Figura 1: A figura [la] representa o dominio de calculo neste exemplo da solugao da
equagao do calor sem geracao pelo método das diferencas finitas. A figura [Ib| mostra
a discretizacao do dominio de calculo em uma malha de 4096 nos.

Considerando uma malha de célculo bidimensional, em que um né interno arbitrario
possui a numeragao ilustrada na figura 2 Uma expansdo em série de Taylor para

determinar as temperaturas nos nos [i + 1, ], [ — 1, 4], 7,7 + 1] e [{,57 — 1] em termos
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1,7 +1

1_17] Z?j l+17,7

=

Az

Figura 2: Ampliacao de um né interno em uma malha bidimensional

de seu valor no né central [i, j] fornece:

oT O*T Ax?
Ti-i—l,j = Tz}j + %Aﬂ? + wz—f + O(Aﬂfg) (EQ)
oT O*T Ax?
Ti;="T;— %Ax 902 ol + O(Az?) (E.3)
oT O*T Ay?
Tigr = Tig+ 5 Ay + 8—y22—3{ +O(Ay®) (E.4)
or 0T Ay?
Tij1=T— —Ay— —— Ay? E.
J—1 )] ay ayg 2| + O( Yy ) ( 5)

Utilizando o argumento de que os termos ordem Axz? e Ay? sao muito pequenos,
dado que as dimensoes Az e Ay ja constituem grandezas de pequena ordem, é possivel
truncar a série finita expressa nas equacoes a , considerando apenas termos
ordem Az e Ay. Note que este procedimento leva a uma solugao aproximada da
equagao governante do problema. De fato, a medida que mais nds sao adicionados a

malha de calculo, a tendéncia é a obtencao de uma solu¢ao aproximada mais proxima
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da realidade fisica que se pretende simular. Procedendo desta forma, tem-se

(a_T) ~ Ly = Tiy (E.6)

Ox i+1/2,j Az

(8T> r Lig ~ Tim1g (E.7)
or ), 1/2.] Az

(a—T) ~ L1 — Ti (E.8)
ay 4,j+1/2 Ay

(a—T> — Tigos (E.9)
Y )i 1/2 Ay

A obtencao de termos envolvendo derivadas de segunda ordem depende das deri-

vadas de primeira ordem expressas nas equagoes (E.6) a (E.9)) e pode ser dada por:

aT oT
0*T N (%)z’+1/2,j - (%)z’—uz]’ T+ Ty — 2T (F.10)
ox? Ax Ax? '
e
ey (W) ()
o0°T o N igre AW igoye T + 11 — 2Ti,j_ (E.11)
(9y2 ij Ay AyQ
A discretizacao de termos de derivada temporal segue o mesmo raciocinio, de modo
que

ot At (E-12)

(3T> -

Neste caso o indice superior p denota o instante de tempo anterior, enquanto o
indice p + 1 denota o valor da temperatura no instante atual. Determinadas as ex-
pressoes para os termos associados as derivadas espaciais e temporais que surgem na
equacao da difusao de calor, é possivel escrever esta equacao diferencial parcial em sua
forma discretizada. Explicitando a equagao em termos das suas componentes

bidimensionais, tem-se:
1or 0*T LT o*T
adt 0z Oy?’

em que « é uma propriedade do meio, conhecida como difusividade térmica, dada por

(E.13)

o= (E.14)
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Utilizando as derivadas expressas nas equagoes (E.10)), (E.11) e (E.12), a equagao

(E.15]) é descrita em sua forma discretizada como:

p+1 /4 r T T T r r
11y =1y Thay 10y =205 | T + 150 = 215 (E.15)
@ At Ax? Ay? . .

Note que o indice superior, referente ao instante de tempo em que os termos do lado
direito da equacgao sao considerados, foi definido de forma arbitraria na equagao ([F.15|)
como r. Na verdade existem trés opgoes para o instante de tempo em que se deseja
avaliar estes termos. Na formulacao a ser utilizada no presente contexto, o indice r sera
feito igual a p, isto implica que a solugao do valor da temperatura em cada né evoluira
no tempo de acordo com os valores das temperaturas dos nés vizinhos em um instante
de tempo anterior. Desta forma, para simplificar a equacao antes de prosseguir,
considera-se neste momento uma malha de calculo na qual Az = Ay e isola-se o termo
17 ;rl. Procedendo desta maneira, obtém-se:

TP = Fo(Thy j+ TP+ T + T y) + (1 — 4Fp)TY, (E.16)
em que Fp é definido como nimero de Fourier, um parametro adimensional expresso
por Fp = aAt/Az?*. O valor do niimero de Fourier ¢ conhecido a partir do momento
em que a malha de calculo é construida e o passo de tempo é imposto pelo usuario. A
equacao traz a seguinte informacao: o valor da temperatura de um né interno
arbitrario no instante de tempo atual em uma malha de célculo, que possui como obje-
tivo representar um dominio fisico espacial onde se deseja conhecer informagoes sobre o
campo de temperatura de um problema fisico em que o meio encontra-se estacionario,
pode ser determinado através dos valores das temperaturas dos nés vizinhos avaliados
em um instante de tempo anterior e de seu proprio valor também avaliados em um

instante de tempo anterior.

Desta forma, pode-se propor um algoritmo geral para a determinacao dos campos
de temperatura (em problemas de conducao de calor, ou seja, meio estacionério) em

superficies de forma arbitraria da seguinte forma:

1. Constroi-se uma malha de calculo que represente o dominio discretizado no qual
deseja-se conhecer o campo de temperatura e como o mesmo evolui no tempo a
partir de uma condigao inicial;

2. Impoe-se uma condigao de contorno para o problema, na qual as temperaturas
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dos noés de fronteira sao conhecidas;

Impoe-se também uma condicao inicial para o valor de todos os nés internos que

compoem a malha de calculo;

A partir da equagao ([E.16)) os valores das temperaturas em todos os nos internos

da malha de calculo no instante de tempo atual sao determinados;

O processo iterativo de evolugao temporal da solucao continua até que a maior
variagao entre a temperatura de um né interno arbitrario avaliada entre dois
instantes consecutivos de tempo seja menor que uma tolerancia pré-estabelecida

pelo usuério;

Apos a convergéncia da solugao o processo termina.
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ANEXOS
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ANEXO A — Identidades Vetoriais e Tensoriais

Este anexo é baseado no livro de matemética de vetores e tensores cartesianos de
Aris, 2012 [69], e apresenta identidades vetoriais e tensoriais necessarias a deducao de

equacgoes presentes neste trabalho.

Identidades vetoriais

(AxB)-C=A-(BxC)=(CxA)-B (L.1)
Ax(BxC)=B(A-C)—C(A-B) (L.2)
(AxB)-(CxD)=(A-C)B-D)-(A-D)B-C) (1.3)
VxVep=0 (1.4)

V- (VxA)=0 (L5)
V(d1¢2) = ¢1Vda + 2 Vy (1.6)

V. (pA)=¢V-A+ A V¢ (L.7)

x (JA) = ¢V x A + Vo x A (L8)
V(A-B)=A-VB+B-VA+Ax(VxB)+Bx(VxA) (19)

V- (AxB)=B-(VxA)—A-(VxB) (L.10)
Vx(AxB)=A(V-B)—~B(V-A)+B-VA— A-VB (L.11)
Vx(VxA)=V(V-A) - VA (I.12)
A.VA:%V(A.A)—Axwa) (1.13)

V- (Ve x V) =0 (1.14)
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Identidades tensoriais

AB-C = A(B-C)
A-BC = (A B)C
V-(AB)=A-VB+ B(V - A)

A T=T" A
I - A=A.T=A
V.- (oI)=Vo¢
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