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Resumo
Este trabalho caracterizou consistência dinâmica para um agente avesso à incerteza com
preferência sobre menus de loterias, espaço de estados subjetivo e várias crenças sobre esses
estados. Para isso, uma adaptação da representação por utilidade min-max de Epstein,
Marinacci e Seo (2007) teve que ser obtida primeiro. Constatou-se então que a versão
subjetiva de consistência dinâmica nesse ambiente é equivalente a uma condição sobre a
preferência ligada à ideia de preferência por flexibilidade e à atualização das crenças de
um conjunto retangular seguindo a Regra de Bayes.

Palavras-chave: Consistência Dinâmica, Preferência por Flexibilidade, Preferência sobre
Menus.





Abstract
This work characterized dynamic consistency for an agent averse to uncertainty with
preference over menus of lotteries, subjective state space and multiple priors. To do so, an
adaptation of the min-max utility representation of Epstein, Marinacci e Seo (2007) had
to be obtained first. It was found that the subjective version of dynamic consistency in
this framework is equivalent to a condition on preference linked to preference for flexibility
and updating the priors of a rectangular set using Bayes’ Rule.

Key-words: Dynamic Consistency, Preference for Flexibility, Preference over Menus.
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1 Introdução

Riella (2013) caracteriza a versão de Consistência Dinâmica no arcabouço de
preferências completas sobre menus de loterias representada por um espaço de estados
subjetivo e uma crença. Não obstante esse espaço de estados subjetivo ser não observável,
é assumido que sinais objetivos (observáveis) afetam o comportamento do agente. Segundo
o teorema principal em Riella (2013), a versão de Consistência Dinâmica nesse ambiente
é equivalente a uma condição sobre as preferências ligada à ideia de preferência por
flexibilidade de Kreps (1979) e à atualização da crença segundo a Regra de Bayes.

O caso de preferências incompletas com espaço de estados subjetivo foi analisado
por de Moura e Riella (2013) e requereu uma alteração da condição sobre as preferências
para acomodar o caso de incomparabilidade entre menus. O resultado obtido pelos autores
é uma generalização em que o tomador de decisão, ao aprender sobre o evento em seu
espaço de estados, novamente age de maneira consistente com a Regra de Bayes.

Este trabalho tem como objetivo expandir a literatura sobre Consistência Dinâmica
no mundo de menus com espaço de estados subjetivo, analisando como esta se daria com um
agente avesso à incerteza que possui várias crenças a respeito dos estados. Diferentemente
dos dois casos anteriores, apenas a atualização das crenças após um sinal não é suficiente
para garantir um comportamento consistente do agente. Como observado por Epstein e
Schneider (2003), as crenças devem também satisfazer uma condição que eles denominam
retangularidade.

Preferências sobre menus de loterias com representação por utilidade esperada
positiva aditiva (PAEU), utilizada por Riella (2013) em sua análise, foram desenvolvidas
por Dekel, Lipman e Rustichini (2001) (DLR) e Dekel et al. (2007). Por sua vez, Dekel,
Lipman e Rustichini (2009) caracterizam quando tal representação possui finitos estados.
A representação para preferências incompletas, usada por de Moura e Riella (2013),
foi axiomatizada por Kochov (2007). Este trabalho é desenvolvido tendo como base a
representação obtida por Epstein, Marinacci e Seo (2007) (EMS). Os autores estendem o
modelo de DLR para captar a imprecisão de um agente quanto à suas crenças.

Na próxima seção descreveremos o arcabouço desse trabalho, além de discutir os
resultados encontrados por Riella (2013) e de Moura e Riella (2013). A terceira parte
abordará as primitivas do modelo e será apresentado o resultado principal. Na quarta
seção concluiremos, enquanto as demonstrações dos teoremas foram relegadas ao apêndice.
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2 Preferências Sobre Menus

Seguindo o arcabouço de DLR, 𝑋 é um conjunto finito de alternativas e Δ (𝑋)
o conjunto de medidas de probabilidade sobre 𝑋. O conjunto Δ (𝑋) é um subespaço
métrico de R𝑋 e denominamos seus elementos por 𝑝, 𝑞, 𝑟, etc.. Os elementos de Δ (𝑋)
são chamados de loterias. Seja 𝒳 o espaço dos subconjuntos fechados e não vazios de
Δ (𝑋) e seus elementos são denotados por 𝐴, 𝐵, 𝐶, etc.. Os elementos de 𝒳 são chamados
menus. Represente os elementos de 𝒳 contidos no interior relativo de Δ (𝑋) por 𝑖𝑛𝑡 (𝒳 ).
Isto é, 𝑖𝑛𝑡 (𝒳 ) := {𝐴 ∈ 𝒳 : toda 𝑝 ∈ 𝐴 tem suporte completo}. Dada uma medida de
probabilidade qualquer 𝜋, nós escrevemos 𝑠𝑢𝑝𝑝 (𝜋) para representar o suporte de 𝜋. Agora,
considere duas relações binárias sobre 𝒳 , % e %*, e a seguinte definição:

Definição 1. Dizemos que uma relação % em 𝒳 admite representação por utilidade
esperada positiva aditiva incompleta (IPAEU) finita se existem um conjunto 𝑆 finito,
um conjunto 𝑀 fechado e convexo de medidas de probabilidade sobre 𝑆 e uma função
𝑈 : 𝑆xΔ (𝑋) → R tais que:

(i) Para quaisquer menus A e B,

𝐴 % 𝐵 ⇔
∑︁
𝑠∈𝑆

𝜋 (𝑠) max
𝑝∈𝐴

𝑈 (𝑠, 𝑝) ≥
∑︁
𝑠∈𝑆

𝜋 (𝑠) max
𝑝∈𝐵

𝑈 (𝑠, 𝑝), ∀𝜋 ∈ 𝑀 ;

(ii) Para cada 𝑠 ∈ 𝑆, existe função não constante 𝑢𝑠 ∈ R𝑋 tal que

𝑈 (𝑠, 𝑝) =
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑝 (𝑥) 𝑢𝑠 (𝑥),

para todo 𝑝 ∈ Δ (𝑋); e

(iii) ∪𝜋∈𝑀𝑠𝑢𝑝𝑝 (𝜋) = 𝑆 e para quaisquer 𝑠 e 𝑠′ distintos em 𝑆, 𝑈 (𝑠, .) e 𝑈 (𝑠′, .)
não são transformações afins positivas uma da outra.

Essa representação pode ser interpretada como um agente que resolve um problema
de dois estágios. No primeiro, o tomador de decisão escolhe um menu de opções, sabendo
que no segundo deverá escolher uma opção deste menu. Este agente está incerto sobre
o futuro, particularmente, sobre quais serão seus gostos quando uma escolha do menu
deverá ser feita, visto que cada estado representa um gosto diferente. Além disso, não há
uma descrição precisa da sua incerteza, uma vez que há várias crenças sobre seu espaço de
estados. Dado seu conjunto de crenças, o tomador de decisão age de maneira parcimoniosa,
considerando um menu melhor que outro apenas se sua utilidade esperada ex ante for
maior para todas as crenças.

Na representação acima, o conjunto 𝑆 é apenas um conjunto de índices e não é
diretamente relevante. Seu principal aspecto está nas preferências ex post induzidas por
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{𝑈 (𝑠, .) : 𝑠 ∈ 𝑆} e com representação por utilidade esperada. Além disso, o conjunto de
índices 𝑆 não contém estado redundante, no sentido que cada estado está associado a
uma preferência ex post diferente, nem estado trivial, no sentido de que cada estado tem
probabilidade positiva para pelo menos uma crença. Assim como DLR, nos referiremos ao
conjunto de preferências induzido por {𝑈 (𝑠, .) : 𝑠 ∈ 𝑆} como espaço de estados subjetivo.
Kochov (2007) mostra que o espaço de estados subjetivo em uma representação IPAEU
finita é único, no sentido de duas representações da mesma preferência sempre possuírem
o mesmo espaço de estados subjetivo. Portanto, assumimos, sem perda de generalidade,
que o conjunto de índices 𝑆 em qualquer representação IPAEU finita coincide com seu
espaço de estados subjetivo. De agora em diante, o conjunto de estados 𝑆 será entendido
como o conjunto de preferências ex post que corresponde ao espaço de estados subjetivo de
%. Além disso, para qualquer espaço de estados subjetivo, escrevemos <𝑠 para representar
a preferência associada a 𝑠 ∈ 𝑆.

Quando uma relação % completa admite representação IPAEU finita, o conjunto de
medidas de probabilidade torna-se unitário. Neste caso, dizemos que % admite representação
por utilidade esperada positiva aditiva (PAEU) finita.

2.1 Preferências Completas

Suponha que % e %* tenham representação por utilidade esperada positiva aditiva
finita e satisfaçam a seguinte condição:

Consistência em Flexibilidade. Para quaisquer menus 𝐴 ∈ 𝒳 e 𝐵 ∈ 𝑖𝑛𝑡 (𝒳 ), 𝐴 ≻* 𝐵

e 𝐵 % 𝐴 implicam que existe menu 𝐶 tal que 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 ∼* 𝐴 ∪ 𝐶 e 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 ≻ 𝐴 ∪ 𝐶.

As relações % e %* representam o mesmo tomador de decisão, respectivamente,
antes e depois que um sinal objetivo é dado. Por essa condição, quando duas preferências
satisfazem Consistência em Flexibilidade podemos concluir que se para dois menus 𝐴 ≻* 𝐵

e 𝐵 % 𝐴, então existe ao menos uma situação em que adicionar as opções de 𝐵 em 𝐴

não tem valor para %*, ainda que isso represente uma melhora estrita para %. Em outras
palavras, flexibilidade é mais valorizada antes do sinal do que após.

Podemos agora enunciar o resultado principal de Riella (2013):

Teorema 1 (Riella (2013)). Sejam % e %* duas representações PAEU finitas. As seguintes
afirmações são equivalentes:

(i) % e %* satisfazem Consistência em Flexibilidade;

(ii) Sejam 𝑆 e 𝑆* os espaços de estados subjetivo de % e %*, respectivamente, e seja
𝑈 : 𝑆∪𝑆* → R tal que, para qualquer 𝑠 ∈ 𝑆∪𝑆*, 𝑈 (𝑠, .) é uma função de utilidade esperada



2.2. Preferências Incompletas 15

que representa <𝑠. Para quaisquer menus 𝐴 e 𝐵 tais que max
𝑝∈𝐴

𝑈 (𝑠, 𝑝) = max
𝑝∈𝐵

𝑈 (𝑠, 𝑝), para
todo 𝑠 ∈ 𝑆∖𝑆*, 𝐵 % 𝐴 ⇔ 𝐵 %* 𝐴.

(iii) Para cada representação por utilidade esperada positiva e finita (𝑆, 𝜇, 𝑈) de
%, existe 𝑇 ⊆ 𝑆 tal que (𝑇, 𝜇𝑇 , 𝑈) representa %*, em que 𝜇𝑇 é a atualização Bayesiana de
𝜇 após a observação de 𝑇 .

Por esse teorema, quando as preferências admitem representação PAEU finita, temos
que Consistência em Flexibilidade é equivalente a uma versão subjetiva de Consistência
Dinâmica, que, por sua vez, é equivalente à aplicação da regra de Bayes em 𝜇 após a
observação de um evento 𝑇 .

2.2 Preferências Incompletas
Uma nova versão de Consistência em Flexibilidade é necessária ao abandonarmos

a suposição que % e %* são completas:

Consistência em Flexibilidade II. Para qualquer menu 𝐴 ∈ 𝒳 e menu 𝐵 ∈ 𝑖𝑛𝑡 (𝒳 ),
𝐴 %* 𝐵 e não 𝐴 % 𝐵 ou não 𝐵 %* 𝐴 e 𝐵 % 𝐴 implica que existe menu 𝐶 tal que
𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 ∼* 𝐴 ∪ 𝐶 e 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 % 𝐴 ∪ 𝐶.

A generalização do teorema anterior para prefenrências IPAEU finitas foi obtida
por de Moura e Riella (2013):

Teorema 2 (de Moura e Riella (2013)). Sejam % e %* duas representações IPAEU finitas.
As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) % e %* satisfazem Consistência em Flexibilidade II;

(ii) Sejam 𝑆 e 𝑆* os espaços de estados subjetivo de % e %*, respectivamente, e seja
𝑈 : 𝑆∪𝑆* → R tal que, para qualquer 𝑠 ∈ 𝑆∪𝑆*, 𝑈 (𝑠, .) é uma função de utilidade esperada
que representa <𝑠. Para quaisquer menus 𝐴 e 𝐵 tais que max

𝑝∈𝐴
𝑈 (𝑠, 𝑝) = max

𝑝∈𝐵
𝑈 (𝑠, 𝑝), para

todo 𝑠 ∈ 𝑆∖𝑆*, 𝐵 % 𝐴 ⇔ 𝐵 %* 𝐴.

(iii) Para cada representação IPAEU finita (𝑆, 𝑀, 𝑈) de %, existe 𝑇 ⊆ 𝑆 tal que
(𝑇, 𝑀𝑇 , 𝑈) representa %*, em que 𝑀𝑇 é o conjunto das atualizações Bayesianas de 𝑀

aplicadas a cada 𝜋 ∈ 𝑀 com 𝜋 (𝑇 ) > 0, após a observação de 𝑇 .

Por esse resultado, quando duas relações admitem representação IPAEU finita,
Consistência em Flexibilidade II é equivalente à versão subjetiva de Consistência Dinâmica
e à atualização de todas as crenças, após a observação de um evento 𝑇 , seguindo a Regra
de Bayes.





17

3 Crenças Imprecisas

3.1 Representação com Crenças Imprecisas
Nesta seção apresentaremos uma axiomatização alternativa do modelo de EMS,

que será necessária nas seções posteriores. Para tanto, defina o menu 𝐵 (𝑝*, 𝛿) := {𝑝 ∈
Δ (𝑋) : ||𝑝* − 𝑝|| ≤ 𝛿} para quaisquer 𝑝* ∈ Δ (𝑋) e 𝛿 > 0, ou seja, o menu 𝐵 (𝑝*, 𝛿) é uma
bola fechada em Δ (𝑋) de centro 𝑝* e raio 𝛿. Agora, suponha que % seja uma preordem
completa sobre 𝒳 e considere os seguintes postulados:

Continuidade. Para todo 𝐴 ∈ 𝒳 , os conjuntos {𝐵 ∈ 𝒳 : 𝐵 % 𝐴} e {𝐵 ∈ 𝒳 : 𝐴 % 𝐵}
são fechados em relação à topologia induzida pela métrica Hausdorff.

Monotonicidade. Para todos 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒳 , se 𝐴 ⊆ 𝐵, então 𝐵 % 𝐴.

Indiferença à Randomização. Para todo 𝐴 ∈ 𝒳 , 𝐴 ∼ 𝑐𝑜 (𝐴), em que 𝑐𝑜 (𝐴) é o fecho
convexo de A.

Convexidade. Para todos 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒳 tal que 𝐴 % 𝐵, então 𝜆𝐴 + (1 − 𝜆) 𝐵 % 𝐵, ∀𝜆 ∈
[0, 1].

Finitude. Para todo 𝐴 ∈ 𝒳 , existe menu finito 𝐴𝑓 ⊆ 𝐴, tal que, para todo 𝜆 ∈ (0, 1] e
qualquer 𝐵 ∈ 𝒳 , 𝜆𝐴 + (1 − 𝜆) 𝐵 ∼ 𝜆𝐴𝑓 + (1 − 𝜆) 𝐵.

C-Independência. Existe 𝑝* ∈ 𝑖𝑛𝑡 (Δ (𝑋)) tal que para todo 𝛿 ≥ 0 com 𝐵 (𝑝*, 𝛿) ⊆
Δ (𝑋), para todo 𝜆 ∈ (0, 1) e para todos menus 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒳 , temos que

𝐴 % 𝐵 ⇔ 𝜆𝐴 + (1 − 𝜆) 𝐵 (𝑝*, 𝛿) % 𝜆𝐵 + (1 − 𝜆) 𝐵 (𝑝*, 𝛿).

Não Degeneração. Para todo 𝛿 > 0, 𝐵 (𝑝*, 𝛿) ≻ {𝑝*}.

Os axiomas acima, com exceção de C-Independência e Não Degeneração, são
devidamente interpretados por EMS e usados na obtenção de uma representação para %.
Por questões técnicas, o axioma Worst de EMS foi abandonado, enquanto C-Independência
e Não Degeneração foram modificados.

Pelo axioma de C-Independência existe uma loteria 𝑝* que, ao ser misturada com
quaisquer outros menus 𝐴 e 𝐵 em 𝒳 , não altera a ordenação destes menus. Isso significa
que a loteria 𝑝* se comporta como um menu certo de EMS, i.e., um menu que possui retorno
constante e, portanto, vale o postulado tradicional de Independência. Esta propriedade,
segundo C-Independência, é válida também para as bolas fechadas de centro 𝑝* e raio
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𝛿 > 0, desde que tais bolas estejam contidas em Δ (𝑋). Não degeneração, por sua vez,
evita indiferença total entre os menus.

Baseado em EMS, podemos agora obter uma representação do tipo min-max no
espaço de menus de loterias a partir dos axiomas acima. Formalmente, temos:

Teorema 3. Uma relação binária % sobre 𝒳 é uma preordem completa que satisfaz Con-
tinuidade, Monotonicidade, Indiferença à Randomização, Não Degeneração, Convexidade,
Finitude e C-Independência se, e somente se, existem um conjunto finito 𝑆, um conjunto
𝑀 fechado e convexo de medidas de probabilidade sobre 𝑆 e uma função 𝑈 : 𝑆xΔ (𝑋) → R
tais que:

(i) Para quaisquer menus A e B,

𝐴 % 𝐵 ⇔ min
𝜋∈𝑀

∑︁
𝑠∈𝑆

𝜋 (𝑠) max
𝑝∈𝐴

𝑈 (𝑠, 𝑝) ≥ min
𝜋∈𝑀

∑︁
𝑠∈𝑆

𝜋 (𝑠) max
𝑝∈𝐵

𝑈 (𝑠, 𝑝);

(ii) Para cada 𝑠 ∈ 𝑆, existe função não constante 𝑢𝑠 ∈ R𝑋 tal que

𝑈 (𝑠, 𝑝) =
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑝 (𝑥) 𝑢𝑠 (𝑥),

para todo 𝑝 ∈ Δ (𝑋);

(iii) Existem 𝑝* ∈ Δ (𝑋) e 𝛿 > 0 tais que, para todo 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑈 (𝑠, 𝑝*) = 0 e, sempre
que 𝐵

(︁
𝑝*, 𝛿

)︁
⊆ Δ (𝑋), 𝑈 (𝑠, 𝑝𝑠) = 𝛿

𝛿
, onde 𝑝𝑠 ∈ 𝑎𝑟𝑔 max

𝑝∈𝐵(𝑝*,𝛿) 𝑈 (𝑠, 𝑝); e

(iv) ∪𝜋∈𝑀𝑠𝑢𝑝𝑝 (𝜋) = 𝑆 e para quaisquer 𝑠 e 𝑠′ distintos em 𝑆, 𝑈 (𝑠, .) e 𝑈 (𝑠′, .)
não são transformações afins positivas uma da outra.

Pela representação do Teorema 3, o agente novamente resolve um problema de dois
estágios, ou seja, um menu é escolhido esperando que, em um segundo momento, uma
opção desse menu deverá ser selecionada. O agente também não sabe quais serão suas
preferências no segundo estágio, sendo estas identificadas pelo suporte de uma crença 𝜋,
além de não ter uma descrição precisa de sua incerteza, possuindo várias crenças sobre
quais serão suas preferências ex post. Por (iv), a união do suporte de todas as crenças forma
seu espaço de estados subjetivo. Por fim, esse agente é avesso à incerteza, avaliando um
menu ex ante de acordo com a crença que lhe rende a menor utilidade esperada e, mesmo
não possuindo uma descrição completa das contingências futuras, consegue comparar
quaisquer menus, em que um será melhor que outro caso sua utilidade esperada ex ante
seja maior.

Até o restante desse trabalho, a normalização do item (iii) no Teorema 3 será feita
para a loteria 𝑝* do axioma C-Independência e o maior 𝛿 > 0 tal que 𝐵 (𝑝*, 𝛿) ⊆ Δ (𝑋),
de forma que, para cada 𝑠 ∈ 𝑆, max𝑝∈𝐵(𝑝*,𝛿) 𝑈 (𝑠, 𝑝) = 1. Assim, menus que são bolas
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fechadas de centro 𝑝* em Δ (𝑋) possuem a mesma utilidade esperada ex post em todos os
estados.

Quando duas relações binárias possuem a representação do Teorema 3 e a pro-
priedade (iii) vale para a mesma loteria 𝑝* e mesmo 𝛿 > 0, diremos que elas possuem
representação min-max para uma mesma loteria base.

3.2 Consistência Dinâmica com Crenças Imprecisas
Suponha agora que % e %* sejam relações binárias com representações min-max

para uma mesma loteria 𝑝*. O objetivo desta seção será caracterizar Consistência Dinâmica
Subjetiva para tais relações. Para isto, considere o seguinte postulado:

Consistência em Flexibilidade III. Para quaisquer menus 𝐴 ∈ 𝒳 e 𝐵 ∈ 𝑖𝑛𝑡 (𝒳 ), se
𝐴 ≻* 𝐵, mas 𝐵 % 𝐴, então existe menu 𝐶 tal que:

𝜆 (𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) + (1 − 𝜆) 𝐷 ∼* 𝜆 (𝐴 ∪ 𝐶) + (1 − 𝜆) 𝐷, ∀𝜆 ∈ (0, 1] e ∀𝐷 ∈ 𝒳 ; e

𝜆 (𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) + (1 − 𝜆) 𝐷 ≻ 𝜆 (𝐴 ∪ 𝐶) + (1 − 𝜆) 𝐷, ∃𝜆 ∈ (0, 1] e ∃𝐷 ∈ 𝒳 .

A interpretação dessa condição é semelhante à de Consistência em Flexibilidade
e Consistência em Flexibilidade II. As relações % e %* representam o mesmo tomador
de decisão, respectivamente, antes e depois que um sinal objetivo é dado. Quando elas
discordam da avaliação de dois menus da maneira descrita por Consistência em Flexibilidade
III, haverá uma situação em que % valoriza mais a flexibilidade do que %*. Em outras
palavras, se, para dois menus 𝐴 e 𝐵, 𝐴 ≻* 𝐵, mas 𝐵 % 𝐴, então há pelo menos um
caso em que adicionar opções de 𝐵 em 𝐴 não terá valor para %*, ainda que % veja essa
operação como uma melhora estrita.

Quando as preferências tem representação do tipo min-max no ambiente de menus
de loterias, Consistência Dinâmica Subjetiva pode não ser verificada quando as crenças são
atualizadas seguindo a regra de Bayes apenas. Epstein e Schneider (2003), trabalhando
no mundo de atos, notam que as crenças devem também satisfazer uma condição que
eles denominam retangularidade. Segundo os autores, esta condição é uma forma de
decomposição das medidas de probabilidade em termos de suas distribuições marginais e
condicionais, em que, dado um conjunto de crenças 𝑀 , combinar-se-á a marginal de cada
medida de probabilidade 𝜋 ∈ 𝑀 com as condicionais de todas as medidas de probabilidade
desse conjunto. Portanto, para que um conjunto de crenças de uma representação min-max
seja retangular deve-se completá-lo da maneira descrita acima. Formalmente, temos:

Retangularidade. Dizemos que um conjunto de crenças 𝑀 satisfaz retangularidade com
respeito a 𝑇 ⊆ 𝑆 se para todas as medidas de probabilidade 𝜋, 𝜋

′ ∈ 𝑀 , existe uma medida
𝜋̂ ∈ 𝑀 tal que 𝜋̂ (𝑠) = 𝜋

′ (𝑠), para todo 𝑠 ∈ 𝑆∖𝑇 , e 𝜋̂ (𝑠) = 𝜋
′ (𝑇 )

𝜋(𝑇 ) .𝜋 (𝑠), para todo 𝑠 ∈ 𝑇 .
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Podemos agora enunciar o teorema principal deste trabalho:

Teorema 4. Sejam % e %* preordens completas que têm representações como no Teorema
3 para uma mesma loteria 𝑝*. As seguintes afimações são equivalentes:

(i) % e %* satisfazem Consistência em Flexibilidade III;

(ii) Sejam 𝑆 e 𝑆* os espaços de estados subjetivo de % e %*, respectivamente, e seja
𝑈 : 𝑆∪𝑆* → R tal que, para qualquer 𝑠 ∈ 𝑆∪𝑆*, 𝑈 (𝑠, .) é uma função de utilidade esperada
que representa <𝑠. Para quaisquer menus 𝐴 e 𝐵 tais que max

𝑝∈𝐴
𝑈 (𝑠, 𝑝) = max

𝑝∈𝐵
𝑈 (𝑠, 𝑝), para

todo 𝑠 ∈ 𝑆∖𝑆*, 𝐵 % 𝐴 ⇔ 𝐵 %* 𝐴.

(iii) Existem uma representação min-max (𝑆, 𝑀, 𝑈) de % e 𝑇 ⊆ 𝑆 tais que 𝑀

satisfaz Retangularidade com respeito a T e (𝑇, 𝑀𝑇 , 𝑈) representa %*, sendo 𝑀𝑇 o
conjunto das atualizações Bayesianas de 𝑀 aplicadas a cada 𝜋 ∈ 𝑀 com 𝜋 (𝑇 ) > 0, após
a observação de 𝑇 .

O item (ii) do Teorema 4 pode ser interpretado como uma versão subjetiva de
Consistência Dinâmica. A relação %* representa a preferência do agente após a observação
do evento 𝑆*, assim, pelo item (ii), % e %* devem concordar no ordenamento dos menus,
quando estes dão a mesma utilidade fora do evento 𝑆*. Por sua vez, o item (iii) diz
que existem uma representação min-max (𝑆, 𝑀, 𝑈) de % e um evento 𝑇 tais que 𝑀 é
retangular com respeito a 𝑇 e %* pode ser representada, após a observação de 𝑇 , pela
atualização Bayesiana de cada crença em 𝑀 . Por esse teorema, portanto, quando duas
relações admitem representação do tipo min-max, Consistência em Flexibilidade III será
equivalente à versão subjetiva de Consistência Dinâmica, enquanto esta será equivalente a
atualizar todas as medidas de probabilidade de um conjunto retangular seguindo a Regra
de Bayes após um evento 𝑇 .
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4 Conclusão

Este trabalho caracterizou a propriedade de Consistência Dinâmica no mundo
de menus de loterias e espaço de estados subjetivo, em que o agente, nesse ambiente,
possui preferência representada por uma utilidade do tipo min-max com diversas crenças,
expandindo a literatura desenvolvida anteriormente por Riella (2013) e de Moura e Riella
(2013). Para chegar a tal resultado, primeiro obteve-se uma representação para uma relação
binária modificando alguns dos axiomas de Epstein, Marinacci e Seo (2007), de forma a
conseguir menus certos que fossem todos bolas fechadas de mesmo centro. Em seguida, foi
imposta uma condição sobre as preferências denominada Consistência em Flexibilidade
III, para então chegar ao resultado principal. Por ele, conclui-se que Consistência em
Flexibilidade III é equivalente à versão subjetiva de Consistência Dinâmica, que, por sua
vez, é equivalente à atualização Bayesiana das crenças de um conjunto retangular.
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APÊNDICE A – Representação de %

Nesta parte obteremos uma representação do tipo min-max para preferências sobre
menus de loterias, ou seja, demonstramos o Teorema 3.

Suponha que %⊆ 𝒳 x𝒳 seja uma preordem completa que satisfaz Continuidade,
Monotonicidade, Indiferença à Randomização, Não Degeneração, Convexidade, Finitude e
C-Independência. Defina a relação binária %̂ sobre 𝒳 por:

𝐴%̂𝐵 ⇔ 𝜆𝐴 + (1 − 𝜆) 𝐶 % 𝜆𝐵 + (1 − 𝜆) 𝐶, para todos 𝐶 ∈ 𝒳 e 𝜆 ∈ (0, 1] ,

ou seja, consideramos o maior subconjunto de % que satisfaz o axioma tradicional de
independência. Esta nova relação não é completa e satisfaz algumas propriedades derivadas
das propriedades de %.

Afirmação 1. %̂ é uma preordem que satisfaz:

(i) Monotonicidade: Para todos 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒳 , se 𝐴 ⊆ 𝐵, então 𝐵%̂𝐴;

(ii) Continuidade*: Se {𝐴𝑚}𝑚∈N e {𝐵𝑚}𝑚∈N são duas sequências convergentes tais que e
𝐴𝑚%̂𝐵𝑚, para todo 𝑚 ∈ N, então lim 𝐴%̂ lim 𝐵;

(iii) Não Degeneração: Para todo 𝛿 > 0, 𝐵 (𝑝*, 𝛿)≻̂{𝑝*};

(iv) Finitude*: Para todo menu 𝐴 ∈ 𝒳 , existe menu finito 𝐴𝑓 ⊆ 𝐴, tal que 𝐴∼̂𝐴𝑓 ; e

(v) Independência: Para todos 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝒳 e 𝜆 ∈ [0, 1],

𝐴%̂𝐵 ⇔ 𝜆𝐴 + (1 − 𝜆) 𝐶%̂𝜆𝐵 + (1 − 𝜆) 𝐶.

Segundo Kochov (2007), a relação binária %̂ admite representação por utilidade
esperada positiva aditiva incompleta (IPAEU). A hipótese de Finiteness* é condição
suficiente para que o conjunto 𝑆 de estados da natureza seja finito. Assim, %̂ possui a
representaa̧ão da Definição 1 para um conjunto 𝑆 finito, um conjunto fechado e convexo
𝑀 de medidas de probabilidade sobre 𝑆 e uma função 𝑈̂ : Δ (𝑋) x 𝑆 → R que satisfazem
as propriedades (i), (ii) e (iii) naquela definição.

Da representação de %̂, seja 𝒰 o conjunto das funções de utilidade esperada sobre
𝑋. Cada 𝑢 ∈ 𝒰 representa uma preferência diferente sobre Δ (𝑋) e cada preferência
não trivial sobre Δ (𝑋) pode ser representada por exatamente uma função 𝑢 ∈ 𝒰 . Logo,
podemos escrever 𝑢𝑠 para representar a função 𝑢 ∈ 𝒰 que representa <𝑠.

Considere a loteria 𝑝* em que o axioma C-Independência é válido e o maior 𝛿 > 0
tal que 𝐵 (𝑝*, 𝛿) ⊆ Δ (𝑋). Trabalharemos com a seguinte normalização:
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(1) Para cada 𝑢𝑠 ∈ 𝒰 , defina

𝑈 (𝑠, .) := 𝑈̂ (𝑠, .) − 𝑈̂ (𝑠, 𝑝*)
max𝑝∈𝐵(𝑝*,𝛿) 𝑈̂ (𝑠, 𝑝) − 𝑈̂ (𝑠, 𝑝*)

; e

(2) Para cada 𝜇 ∈ 𝑀 , defina

𝜋̂ (𝑠) := 𝜇 (𝑠) .

(︃
max

𝑝∈𝐵(𝑝*,𝛿)
𝑈 (𝑠, 𝑝) − 𝑈 (𝑠, 𝑝*)

)︃
e

𝜋 (𝑠) := 𝜋̂ (𝑠)∑︀
𝑠∈𝑆 𝜋̂ (𝑠) ,

pra todo 𝑠 ∈ 𝑆.

Note que 𝑈 (𝑠, .) está bem definida para todo 𝑠 ∈ 𝑆. Como 𝐵 (𝑝*, 𝛿) é uma bola,
cada 𝑈̂ (𝑠, .) é maximizada por uma única loteria 𝑝 ∈ 𝐵 (𝑝*, 𝛿) e cada loteria em 𝐵 (𝑝*, 𝛿)
maximiza, no máximo, uma função em {𝑈̂ (𝑠, .) : 𝑠 ∈ 𝑆}. Portanto, podemos reescrever a
representação de %̂ como:

𝐴%̂𝐵 ⇔
∑︁
𝑠∈𝑆

𝜋 (𝑠) max
𝑝∈𝐴

𝑈 (𝑠, 𝑝) ≥
∑︁
𝑠∈𝑆

𝜋 (𝑠) max
𝑝∈𝐵

𝑈 (𝑠, 𝑝), ∀𝜋 ∈ 𝑀,

em que, para cada 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑈 (𝑠, 𝑝*) = 0 e max𝑝∈𝐵(𝑝*,𝛿) 𝑈 (𝑠, 𝑝) = 1. Além disso, para

quaisquer 𝜋 ∈ 𝑀 e 𝛿 ∈ [0, 𝛿], tem-se que
∑︁
𝑠∈𝑆

𝜋 (𝑠) max
𝑝∈𝐵(𝑝*,𝛿)

𝑈 (𝑠, 𝑝) = 𝛿

𝛿
, isto é, conseguimos

obter menus com utilidades constantes em todos os estados.

Para obtermos uma representação de % do tipo min-max precisaremos da seguinte
afirmação.

Afirmação 2. Se 𝐵 (𝑝*, 𝛿) % 𝐴 % 𝐵
(︁
𝑝*, 𝛿

)︁
% {𝑝*}, então 𝜆𝐴 + (1 − 𝜆) 𝐶 % 𝜆𝐵

(︁
𝑝*, 𝛿

)︁
+

(1 − 𝜆) 𝐶, para todos 𝐶 ∈ 𝒳 e 𝜆 ∈ (0, 1).

Demonstração. Seja 𝐴 ∈ 𝒳 tal que 𝐵 (𝑝*, 𝛿) % 𝐴 % 𝐵
(︁
𝑝*, 𝛿

)︁
% {𝑝*}. Primeiro, por

continuidade e completude de %, note que para qualquer menu 𝐴 ∈ 𝒳 com 𝐵 (𝑝*, 𝛿) %
𝐴 % {𝑝*}, existe 𝛿𝐴 ∈ [0, 1] tal que 𝐴 ∼ 𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴). Pela transitivade de %, temos
𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴) % 𝐵

(︁
𝑝*, 𝛿

)︁
.

Se 𝐶 ∼ 𝐴 ∼ 𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴), então, por C-Independência, 𝜆𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴)+(1 − 𝜆) 𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴) ∼
𝜆𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴) + (1 − 𝜆) 𝐶. Por Convexidade temos então 𝜆𝐴 + (1 − 𝜆) 𝐶 % 𝐴 ∼ 𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴) ∼
𝜆𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴) + (1 − 𝜆) 𝐶. Além disso, de 𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴) % 𝐵

(︁
𝑝*, 𝛿

)︁
, temos que 𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴) =

𝜆𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴) + (1 − 𝜆) 𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴) % 𝜆𝐵
(︁
𝑝*, 𝛿

)︁
+ (1 − 𝜆) 𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴) % 𝐵

(︁
𝑝*, 𝛿

)︁
. Assim, 𝐶 %

𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴) ⇔ 𝜆𝐵
(︁
𝑝*, 𝛿

)︁
+ (1 − 𝜆) 𝐶 ∼ 𝜆𝐵

(︁
𝑝*, 𝛿

)︁
+ (1 − 𝜆) 𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴), o que implica

𝜆𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴) + (1 − 𝜆) 𝐶 % 𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴) % 𝜆𝐵
(︁
𝑝*, 𝛿

)︁
+ (1 − 𝜆) 𝐶, ou seja, 𝜆𝐴 + (1 − 𝜆) 𝐶 %

𝜆𝐵
(︁
𝑝*, 𝛿

)︁
+ (1 − 𝜆) 𝐶.
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Se 𝐶 % 𝐴 % 𝐵
(︁
𝑝*, 𝛿

)︁
, então existe 𝛿𝐶 ∈ [0, 1] tal que 𝛿𝐶𝐶 + (1 − 𝛿𝐶) {𝑝*} ∼ 𝐴.

Da discussão acima, sabemos que, ∀𝛼 ∈ [0, 1], vale 𝛼𝐴 + (1 − 𝛼) (𝛿𝐶𝐶 + (1 − 𝛿𝐶) {𝑝*}) %
𝛼𝐵

(︁
𝑝*, 𝛿

)︁
+(1 − 𝛼) (𝛿𝐶𝐶 + (1 − 𝛿𝐶) {𝑝*}). De C-Independência temos que 𝜆𝐴+(1 − 𝜆) 𝐶 %

𝜆𝐵
(︁
𝑝*, 𝛿

)︁
+(1 − 𝜆) 𝐶, para todo 𝜆 ∈ [0, 1], em que 𝜆 = 𝛼

𝛼+𝛿𝑐−𝛼𝛿𝑐
. Análogo para 𝐴 % 𝐶.

Seja 𝑉 (𝐴) := min
𝜋∈𝑀

∑︁
𝑠∈𝑆

𝜋 (𝑠) max
𝑝∈𝐴

𝑈 (𝑠, 𝑝), para qualquer 𝐴 ∈ 𝒳 . Pela Afirmação

2, pode-se concluir que se 𝐵 (𝑝*, 𝛿) % 𝐴 % 𝐵
(︁
𝑝*, 𝛿

)︁
% {𝑝*}, então 𝐴%̂𝐵

(︁
𝑝*, 𝛿

)︁
. Além

disso, seja 𝛿𝐴 ∈ [0, 𝛿] tal que 𝐴 ∼ 𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴), temos então que
∑︁
𝑠∈𝑆

𝜋 (𝑠) max
𝑝∈𝐴

𝑈 (𝑠, 𝑝) ≥∑︁
𝑠∈𝑆

𝜋 (𝑠) max
𝑝∈𝐵(𝑝*,𝛿𝐴)

𝑈 (𝑠, 𝑝), ∀𝜋 ∈ 𝑀 , i. e., 𝑉 (𝐴) ≥ 𝛿𝐴

𝛿
. Se tal desigualdade fosse estrita,

para qualquer 𝛿 ∈
(︁

𝛿𝐴

𝛿
, 𝑉 (𝐴)

)︁
, teríamos 𝐴 ≻ 𝐵

(︁
𝑝*, 𝛿

)︁
≻ 𝐵 (𝑝*, 𝛿𝐴) ∼ 𝐴, uma contradição.

Portanto,

min
𝜋∈𝑀

∑︁
𝑠∈𝑆

𝜋 (𝑠) max
𝑝∈𝐴

𝑈 (𝑠, 𝑝) = 𝛿𝐴

𝛿
.

Considere agora menu 𝐴 ∈ 𝒳 tal que 𝐴 ≻ 𝐵 (𝑝*, 𝛿). Existe 𝜆 ∈ (0, 1) tal
que 𝐵 (𝑝*, 𝛿) % 𝜆𝐴 + (1 − 𝜆) 𝐵

(︁
𝑝*, 𝛿

2

)︁
% {𝑝*}. Note que 𝑉

(︂
𝜆𝐴 + (1 − 𝜆) 𝐵

(︁
𝑝*, 𝛿

2

)︁)︂
=

𝜆𝑉 (𝐴) + (1 − 𝜆) 1
2 . Como 𝑉

(︂
𝜆𝐴 + (1 − 𝜆) 𝐵

(︁
𝑝*, 𝛿

2

)︁)︂
está bem definido pela discussão

do parágrafo anterior, obtemos um valor para

𝑉 (𝐴) = min
𝜋∈𝑀

∑︁
𝑠∈𝑆

𝜋 (𝑠) max
𝑝∈𝐴

𝑈 (𝑠, 𝑝) .

O caso em que {𝑝*} ≻ 𝐴, para 𝐴 ∈ 𝒳 , é obtido por meio do mesmo raciocínio.
Com isso, conseguimos obter uma representação do tipo min-max para % a partir dos
axiomas de Continuidade, Monotonicidade, Indiferença à Randomização, Não Degeneração,
Convexidade, Finitude e C-Independência. Por outro lado, argumentos da literatura
garantem que a forma funcional implica tais axiomas e sua demonstração será omitida.
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APÊNDICE B – Caracterização de
Consistência Dinâmica

Será apresentada agora uma demonstração para o Teorema 4, o resultado principal
desse trabalho.

Demonstração. (i) ⇒ (ii): Sejam 𝑆 e 𝑆* os espaços de estados subjetivos de % e %*,
respectivamente, e seja 𝑈 : 𝑆 ∪ 𝑆* → R tal que para qualquer 𝑠 ∈ 𝑆 ∪ 𝑆*, 𝑈 (𝑠, .)
é uma função de utilidade esperada que representa <𝑠. Fixe menus 𝐴 e 𝐵 tais que
max
𝑝∈𝐴

𝑈 (𝑠, 𝑝) = max
𝑝∈𝐵

𝑈 (𝑠, 𝑝), para todo 𝑠 ∈ 𝑆∖𝑆*. Se para algum 𝐶 ∈ 𝒳 tivermos que

𝜆 (𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) + (1 − 𝜆) 𝐷 ∼* 𝜆 (𝐴 ∪ 𝐶) + (1 − 𝜆) 𝐷, ∀𝐷 ∈ 𝒳 e ∀𝜆 ∈ [0, 1] ,

então max𝑝∈𝜆(𝐴∪𝐵∪𝐶)+(1−𝜆)𝐷 𝑈 (𝑠, 𝑝) = max𝑝∈𝜆(𝐴∪𝐶)+(1−𝜆)𝐷 𝑈 (𝑠, 𝑝), ∀𝑠 ∈ 𝑆*. Como

max
𝑝∈𝐴

𝑈 (𝑠, 𝑝) = max
𝑝∈𝐵

𝑈 (𝑠, 𝑝) ,

para todo 𝑠 ∈ 𝑆∖𝑆*, teremos que

max
𝑝∈𝜆(𝐴∪𝐵∪𝐶)+(1−𝜆)𝐷

𝑈 (𝑠, 𝑝) = max
𝑝∈𝜆(𝐴∪𝐶)+(1−𝜆)𝐷

𝑈 (𝑠, 𝑝) , ∀𝑠 ∈ 𝑆 ∪ 𝑆*.

Logo, não podemos ter 𝜆 (𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) + (1 − 𝜆) 𝐷 ≻ 𝜆 (𝐴 ∪ 𝐶) + (1 − 𝜆) 𝐷 para
nenhum 𝜆 ∈ [0, 1] e 𝐷 ∈ 𝒳 . Por Consistência em Flexibilidade III, 𝐵 % 𝐴 ⇔ 𝐵 %* 𝐴.

(ii) ⇒ (iii): Sejam 𝑆 e 𝑆* os espaços de estados subjetivos de % e %*, respectivamente,
e considere duas representações min-max em 𝑝*, uma para % e outra para %*. Podemos
assumir, sem perda de generalidade, que 𝑈 está definida sobre 𝑆 ∪ 𝑆*. Vamos precisar da
seguinte afirmação:

Afirmação 3. Existe intervalo [1 − 𝜖, 1] ⊆ R tal que para todo ato 𝑓 ∈ [1 − 𝜖, 1]|𝑆| existe
um menu 𝐴𝑓 ∈ 𝒳 com max

𝑝∈𝐴𝑓

𝑈 (𝑠, 𝑝) = 𝑓 (𝑠), para todo 𝑠 ∈ 𝑆.

Demonstração. Considere o menu 𝐵 (𝑝*, 𝛿) ⊆ Δ (𝑋) tal que max
𝑝∈𝐵(𝑝*,𝛿)

𝑈 (𝑠, 𝑝) = 1, para

todo 𝑠 ∈ 𝑆. Como tal menu possui um único maximizador de 𝑈 (𝑠, .) para cada 𝑠 ∈ 𝑆,

sejam 𝑝𝑠 := 𝑎𝑟𝑔 max𝑝∈𝐵(𝑝*,𝛿) 𝑈 (𝑠, 𝑝) e 𝜖 :=
min
𝑠∈𝑆

{𝑈 (𝑠, 𝑝𝑠) − 𝑈 (𝑠, 𝑝𝑠′ ) : 𝑠 ̸= 𝑠
′}

2 e considere
o intervalo [1 − 𝜖, 1]. Fixe um vetor 𝑓 ∈ [1 − 𝜖, 1]|𝑆| qualquer. Defina, para cada 𝑠 ∈ 𝑆, a
loteria 𝑝

′
𝑠 := 𝑓 (𝑠) 𝑝𝑠 + (1 − 𝑓 (𝑠)) 𝑝* e seja o menu 𝐴𝑓 := {𝑝

′
𝑠 ∈ Δ (𝑋) : 𝑠 ∈ 𝑆}. É fácil ver

que max𝑝∈𝐴𝑓
𝑈 (𝑠, 𝑝) = 𝑓 (𝑠), ∀𝑠 ∈ 𝑆.
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Pela Afirmação 3, temos que, para 𝑓, 𝑔 ∈ [1 − 𝜖, 1]|𝑆|,

min
𝜋∈𝑀

∑︁
𝑠∈𝑆

𝜋 (𝑠) 𝑓 (𝑠) ≥ min
𝜋∈𝑀

∑︁
𝑠∈𝑆

𝜋 (𝑠) 𝑔 (𝑠) ⇔ min
𝜋∈𝑀

∑︁
𝑠∈𝑆

𝜋 (𝑠) max
𝑝∈𝐴𝑓

𝑈 (𝑠, 𝑝) ≥ min
𝜋∈𝑀

∑︁
𝑠∈𝑆

𝜋 (𝑠) max
𝑝∈𝐴𝑔

𝑈 (𝑠, 𝑝)

⇔ 𝐴𝑓 % 𝐴𝑔.

Note que a Afirmação 3 e o raciocínio acima também são válidos para %*. Logo,
conseguimos derivar duas representações Gilboa-Schmeidler, uma em [1 − 𝜖, 1]|𝑆| e outra
em [1 − 𝜖, 1]|𝑆

*|, recpectivamente, para % e %*. Agora, assuma que, para quaisquer menus
𝐴 e 𝐵 com max

𝑝∈𝐴
𝑈 (𝑠, 𝑝) = max

𝑝∈𝐵
𝑈 (𝑠, 𝑝) para todo 𝑠 ∈ 𝑆∖𝑆* vale 𝐴 % 𝐵 ⇔ 𝐴 %* 𝐵, ou seja,

% e %* satisfazem Consistência Dinâmica, respectivamente, em [1 − 𝜖, 1]|𝑆| e [1 − 𝜖, 1]|𝑆
*|.

Argumentos usuais da literatura garantem que 𝑆* ⊆ 𝑆 e 𝑀*, o conjunto de medidas
de probabilidade sobre 𝑆*, é a atualização Bayesiana de 𝑀 , o conjunto de medidas de
probabilidade sobre 𝑆, após a observação de 𝑆*.

Defina o seguinte conjunto:

𝑀̂ := {𝜋 : ∃𝜋̂ ∈ 𝑀 com 𝜋 (𝑠) = 𝜋̂ (𝑠) , ∀𝑠 ∈ 𝑆∖𝑆*, e 𝜋|𝑆* é a atualização Bayesiana de
alguma medida de probabilidade 𝜋

′ ∈ 𝑀 após a observação de 𝑆*}.

É fácil ver que 𝑀̂ é fechado, convexo e retangular com respeito a 𝑆*. Fixe 𝑓 ∈
[1 − 𝜖, 1]|𝑆| qualquer e seja 𝛿𝑓

𝑆* := 𝑉𝑆* (𝑓) o ato constante indiferente a 𝑓 em 𝑆*. Por
Consistência Dinâmica, temos que 𝑓 ∼ 𝛿𝑓

𝑆*𝑆*𝑓 , onde 𝛿𝑓
𝑆*𝑆*𝑓 representa o ato ℎ tal que

ℎ (𝑠) = 𝛿𝑓
𝑆* (𝑠), para todo 𝑠 ∈ 𝑆*, e ℎ (𝑠) = 𝑓 (𝑠), para todo 𝑠 ∈ 𝑆∖𝑆*. Note que

min
𝜋∈𝑀̂

∑︁
𝑠∈𝑆

𝜋 (𝑠) 𝑓 (𝑠) = min
𝜋∈𝑀̂

⎡⎣∑︁
𝑠∈𝑆*

𝜋 (𝑠) 𝛿𝑓
𝑆* +

∑︁
𝑠∈𝑆∖𝑆*

𝜋 (𝑠) 𝑓 (𝑠)
⎤⎦ = 𝑉

(︁
𝛿𝑓

𝑆*𝑆*𝑓
)︁

= 𝑉 (𝑓) .

A unicidade do conjunto das medidas de probabilidade da representação de % nos
dá que 𝑀̂ = 𝑀 , uma vez que ambos os conjuntos são fechados e convexos. Com isso,
concluímos que (ii) ⇒ (iii).

(iii) ⇒ (i): Sejam (𝑆, 𝑀, 𝑈) e (𝑇, 𝑀𝑇 , 𝑈) duas representações min-max para uma
mesma loteria 𝑝* para % e %*, respectivamente, em que 𝑀 é retangular e 𝑀𝑇 é o conjunto
das atualizações Bayesianas de 𝑀 após a observação de 𝑇 . Suponha que 𝐴 ∈ 𝒳 e
𝐵 ∈ 𝑖𝑛𝑡 (𝒳 ) sejam tais que 𝐴 ≻* 𝐵, mas 𝐵 % 𝐴. Por retangularidade de 𝑀 , isso só pode
acontecer se existir 𝑠* ∈ 𝑆∖𝑇 tal que max𝑝∈𝐵 𝑈 (𝑠*, 𝑝) > max𝑝∈𝐴 𝑈 (𝑠*, 𝑝). Isto implica
que existe menu 𝐶 tal que, para todo 𝑠 ∈ 𝑇 ,

max
𝑝∈𝐴∪𝐵∪𝐶

𝑈(𝑠, 𝑝) = max
𝑝∈𝐴∪𝐶

𝑈(𝑠, 𝑝), mas (B.1)

max
𝑝∈𝐴∪𝐵∪𝐶

𝑈(𝑠*, 𝑝) > max
𝑝∈𝐴∪𝐶

𝑈(𝑠*, 𝑝). (B.2)
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Para cada 𝑠 ∈ 𝑇 , defina 𝑞𝑠 da seguinte maneira: se 𝑚𝑎𝑥𝑝∈𝐴𝑈 (𝑠, 𝑝) ≥ max𝑝∈𝐵 𝑈 (𝑠, 𝑝),
defina 𝑞𝑠 como qualquer loteria em 𝑎𝑟𝑔 max𝑝∈𝐴 𝑈 (𝑠, 𝑝). Se max𝑝∈𝐵 𝑈 (𝑠, 𝑝) > max𝑝∈𝐴 𝑈 (𝑠, 𝑝)
e existe 𝑞 ∈ 𝑎𝑟𝑔 max𝑝∈𝐵 𝑈 (𝑠, 𝑝) com 𝑈 (𝑠*, 𝑞) < max𝑝∈𝐵 𝑈 (𝑠*, 𝑝), então defina 𝑞𝑠 := 𝑞.
Resta o caso em que max𝑝∈𝐵 𝑈 (𝑠, 𝑝) > max𝑝∈𝐴 𝑈 (𝑠, 𝑝) e 𝑈 (𝑠*, 𝑞) = max𝑝∈𝐵 𝑈 (𝑠*, 𝑝),
para todo 𝑞 ∈ 𝑎𝑟𝑔 max𝑝∈𝐵 𝑈 (𝑠, 𝑝). Note que 𝑈 (𝑠, .) e −𝑈 (𝑠*, .) não podem ser cardinal-
mente equivalentes, pois, se este fosse o caso, teríamos necessariamente max𝑝∈𝐵 𝑈 (𝑠*, 𝑝) <

max𝑝∈𝐴 𝑈 (𝑠*, 𝑝). Portanto, existem loterias 𝑝 e 𝑝
′ tais que 𝑈 (𝑠, 𝑝) = 𝑈

(︁
𝑠, 𝑝

′
)︁
, mas

𝑈 (𝑠*, 𝑝) < 𝑈
(︁
𝑠*, 𝑝

′
)︁
. Fixe 𝑞 ∈ 𝑎𝑟𝑔 max𝑝∈𝐵 𝑈 (𝑠, 𝑝) e seja 𝜉 := 𝑞 + 𝑝 − 𝑝

′ . Note que, para
todo 𝜆 ∈ (0, 1), 𝑈 (𝑠, 𝜆𝑞 + (1 − 𝜆) 𝜉) = 𝑈 (𝑠, 𝑞), mas 𝑈 (𝑠*, 𝜆𝑞 + (1 − 𝜆) 𝜉) < 𝑈 (𝑠*, 𝑞) =
max𝑝∈𝐵 𝑈 (𝑠*, 𝑝). Como 𝐵 ∈ 𝑖𝑛𝑡 (𝒳 ), tem-se 𝜆𝑞 + (1 − 𝜆) 𝜉 ∈ Δ (𝑋) para 𝜆 suficien-
temente grande. Neste caso, defina 𝑞𝑠 := 𝜆𝑞 + (1 − 𝜆) 𝜉 para algum 𝜆 ∈ (0, 1) tal
que 𝜆𝑞 + (1 − 𝜆) 𝜉 ∈ Δ (𝑋). Agora, defina 𝐶 := {𝑞𝑠 : 𝑠 ∈ 𝑇}. É claro que (B.1) e
(B.2) são válidos para 𝐶. Portanto, para quaisquer 𝐷 ∈ 𝒳 e 𝜆 ∈ (0, 1), temos que
𝜆 (𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) + (1 − 𝜆) 𝐷 ∼* 𝜆 (𝐴 ∪ 𝐶) + (1 − 𝜆) 𝐷 e, para 𝐷 = 𝐴 ∪ 𝐶, tem-se que
𝜆 (𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶)+(1 − 𝜆) 𝐷 ≻ 𝜆 (𝐴 ∪ 𝐶)+(1 − 𝜆) 𝐷. Isto é, % e %* satisfazem Consistência
em Flexibilidade III.
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