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Resumo

Este trabalho caracterizou consisténcia dindmica para um agente avesso a incerteza com
preferéncia sobre menus de loterias, espaco de estados subjetivo e varias crengas sobre esses
estados. Para isso, uma adaptagao da representacao por utilidade min-max de Epstein,
Marinacci e Seo (2007) teve que ser obtida primeiro. Constatou-se entdo que a versao
subjetiva de consisténcia dinamica nesse ambiente é equivalente a uma condigao sobre a
preferéncia ligada a ideia de preferéncia por flexibilidade e a atualizacao das crencas de

um conjunto retangular seguindo a Regra de Bayes.

Palavras-chave: Consisténcia Dinamica, Preferéncia por Flexibilidade, Preferéncia sobre

Menus.






Abstract

This work characterized dynamic consistency for an agent averse to uncertainty with
preference over menus of lotteries, subjective state space and multiple priors. To do so, an
adaptation of the min-max utility representation of Epstein, Marinacci e Seo (2007) had
to be obtained first. It was found that the subjective version of dynamic consistency in
this framework is equivalent to a condition on preference linked to preference for flexibility

and updating the priors of a rectangular set using Bayes’ Rule.

Key-words: Dynamic Consistency, Preference for Flexibility, Preference over Menus.
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1 Introducao

Riella (2013) caracteriza a versdo de Consisténcia Dindmica no arcabougo de
preferéncias completas sobre menus de loterias representada por um espacgo de estados
subjetivo e uma crenca. Nao obstante esse espacgo de estados subjetivo ser ndo observavel,
é assumido que sinais objetivos (observaveis) afetam o comportamento do agente. Segundo
o teorema principal em Riella (2013), a versao de Consisténcia Dindmica nesse ambiente
¢é equivalente a uma condicao sobre as preferéncias ligada a ideia de preferéncia por

flexibilidade de Kreps (1979) e & atualizacdo da crenga segundo a Regra de Bayes.

O caso de preferéncias incompletas com espaco de estados subjetivo foi analisado
por de Moura e Riella (2013) e requereu uma alteracao da condigao sobre as preferéncias
para acomodar o caso de incomparabilidade entre menus. O resultado obtido pelos autores
é uma generalizacdo em que o tomador de decisdao, ao aprender sobre o evento em seu

espaco de estados, novamente age de maneira consistente com a Regra de Bayes.

Este trabalho tem como objetivo expandir a literatura sobre Consisténcia Dindmica
no mundo de menus com espaco de estados subjetivo, analisando como esta se daria com um
agente avesso a incerteza que possui varias crencas a respeito dos estados. Diferentemente
dos dois casos anteriores, apenas a atualizacao das crencas apos um sinal nao é suficiente
para garantir um comportamento consistente do agente. Como observado por Epstein e
Schneider (2003), as crengas devem também satisfazer uma condi¢do que eles denominam

retangularidade.

Preferéncias sobre menus de loterias com representacao por utilidade esperada
positiva aditiva (PAEU), utilizada por Riella (2013) em sua anélise, foram desenvolvidas
por Dekel, Lipman e Rustichini (2001) (DLR) e Dekel et al. (2007). Por sua vez, Dekel,
Lipman e Rustichini (2009) caracterizam quando tal representacao possui finitos estados.
A representacdo para preferéncias incompletas, usada por de Moura e Riella (2013),
foi axiomatizada por Kochov (2007). Este trabalho é desenvolvido tendo como base a
representacao obtida por Epstein, Marinacci e Seo (2007) (EMS). Os autores estendem o

modelo de DLR para captar a imprecisao de um agente quanto a suas crencas.

Na préxima secao descreveremos o arcaboucgo desse trabalho, além de discutir os
resultados encontrados por Riella (2013) e de Moura e Riella (2013). A terceira parte
abordara as primitivas do modelo e serd apresentado o resultado principal. Na quarta

secao concluiremos, enquanto as demonstragoes dos teoremas foram relegadas ao apéndice.
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2 Preferéncias Sobre Menus

Seguindo o arcabougo de DLR, X é um conjunto finito de alternativas e A (X)
o conjunto de medidas de probabilidade sobre X. O conjunto A (X) é um subespago
métrico de RX e denominamos seus elementos por p, g, 7, etc.. Os elementos de A (X)
sao chamados de loterias. Seja X o espago dos subconjuntos fechados e nao vazios de
A (X) e seus elementos sao denotados por A, B, C, etc.. Os elementos de X sao chamados
menus. Represente os elementos de X' contidos no interior relativo de A (X)) por int (X).
Isto é, int (X) := {A € X : toda p € A tem suporte completo}. Dada uma medida de
probabilidade qualquer 7, ndés escrevemos supp () para representar o suporte de 7. Agora,

considere duas relagdes binarias sobre X, 7~ e 7=* e a seguinte definigao:

Definicdo 1. Dizemos que uma relagdo 77 em X admite representacao por utilidade
esperada positiva aditiva incompleta (IPAEU) finita se existem um conjunto S finito,
um conjunto M fechado e convexo de medidas de probabilidade sobre S e uma funcao

U : SxA (X) — R tais que:
(i) Para quaisquer menus A e B,

-— .
ANB<:>Z7T(3)I;1€aj(U(s,p) > ZW(S)I&&gU(S,p),VWeM,

sES seS

(ii) Para cada s € S, existe funcio ndo constante u, € R¥ tal que
U(s,p) = Y p(x)us (2),
zeX

para todo p € A (X); e

(iii) Urenmrsupp (r) = S e para quaisquer s e s" distintos em S, U (s,.) e U (5,.)

nao sao transformacgoes afins positivas uma da outra.

Essa representagao pode ser interpretada como um agente que resolve um problema
de dois estagios. No primeiro, o tomador de decisao escolhe um menu de opc¢oes, sabendo
que no segundo devera escolher uma opcao deste menu. Este agente estd incerto sobre
o futuro, particularmente, sobre quais serao seus gostos quando uma escolha do menu
devera ser feita, visto que cada estado representa um gosto diferente. Além disso, ndo héa
uma descri¢ao precisa da sua incerteza, uma vez que ha varias crencas sobre seu espaco de
estados. Dado seu conjunto de crengas, o tomador de decisao age de maneira parcimoniosa,
considerando um menu melhor que outro apenas se sua utilidade esperada ez ante for

maior para todas as crencgas.

Na representagao acima, o conjunto S é apenas um conjunto de indices e nao é

diretamente relevante. Seu principal aspecto estd nas preferéncias ex post induzidas por
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{U (s,.) : s € S} e com representacao por utilidade esperada. Além disso, o conjunto de
indices S nao contém estado redundante, no sentido que cada estado esta associado a
uma preferéncia ex post diferente, nem estado trivial, no sentido de que cada estado tem
probabilidade positiva para pelo menos uma crenca. Assim como DLR, nos referiremos ao
conjunto de preferéncias induzido por {U (s,.) : s € S} como espago de estados subjetivo.
Kochov (2007) mostra que o espago de estados subjetivo em uma representagio IPAEU
finita é tnico, no sentido de duas representacoes da mesma preferéncia sempre possuirem
o mesmo espaco de estados subjetivo. Portanto, assumimos, sem perda de generalidade,
que o conjunto de indices S em qualquer representacao IPAEU finita coincide com seu
espaco de estados subjetivo. De agora em diante, o conjunto de estados S serd entendido
como o conjunto de preferéncias ez post que corresponde ao espaco de estados subjetivo de
. Além disso, para qualquer espago de estados subjetivo, escrevemos =, para representar

a preferéncia associada a s € S.

Quando uma relagao =~ completa admite representagao IPAEU finita, o conjunto de
medidas de probabilidade torna-se unitario. Neste caso, dizemos que 7~ admite representagao

por utilidade esperada positiva aditiva (PAEU) finita.

2.1 Preferéncias Completas

Suponha que 7~ e 7Z* tenham representacao por utilidade esperada positiva aditiva

finita e satisfacam a seguinte condicao:

Consisténcia em Flexibilidade. Para quaisquer menus A € X e B € int (X), A>~* B
e B~ A implicam que existe menu C tal que AUBUC ~* AUCe AUBUC = AUC.

As relagoes 7~ e 7—* representam o mesmo tomador de decisdao, respectivamente,
antes e depois que um sinal objetivo é dado. Por essa condi¢ao, quando duas preferéncias
satisfazem Consisténcia em Flexibilidade podemos concluir que se para dois menus A =* B
e B 7 A, entao existe ao menos uma situacao em que adicionar as opgoes de B em A
nao tem valor para ~~*, ainda que isso represente uma melhora estrita para 2-. Em outras

palavras, flexibilidade é mais valorizada antes do sinal do que apos.

Podemos agora enunciar o resultado principal de Riella (2013):

Teorema 1 (Riella (2013)). Sejam - e 2Z* duas representagoes PAEU finitas. As seguintes

afirmacoes sdo equivalentes:
(i) Z e Z* satisfazem Consisténcia em Flexibilidade;

(ii) Sejam S e S* os espagos de estados subjetivo de - e 77*, respectivamente, e seja

U : SUS* — R tal que, para qualquer s € SUS*, U (s, .) é uma fungao de utilidade esperada
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que representa 3=,. Para quaisquer menus A e B tais que max U(s,p) = max U (s,p), para
p p
todo s € S\S*, B= A< B " A.

(iii) Para cada representagao por utilidade esperada positiva e finita (S, u, U) de
> existe T'C S tal que (T, ur,U) representa 22", em que pur é a atualizagdo Bayesiana de

1 apos a observagao de T'.

Por esse teorema, quando as preferéncias admitem representacao PAEU finita, temos
que Consisténcia em Flexibilidade é equivalente a uma versao subjetiva de Consisténcia
Dinamica, que, por sua vez, ¢ equivalente a aplicacdo da regra de Bayes em p apos a

observacao de um evento 7.

2.2 Preferéncias Incompletas

Uma nova versao de Consisténcia em Flexibilidade é necessaria ao abandonarmos

a suposicao que - e 2Z* sdo completas:

Consisténcia em Flexibilidade II. Para qualquer menu A € X e menu B € int (X),
AZ" Benao A Bounao B Z* Ae B - A implica que existe menu C' tal que
AUBUC ~*AuCe AUBUC Z AuC.

A generalizacao do teorema anterior para prefenréncias IPAEU finitas foi obtida
por de Moura e Riella (2013):

Teorema 2 (de Moura e Riella (2013)). Sejam 2~ e 77* duas representa¢oes IPAEU finitas.

As seguintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) 7 e =" satisfazem Consisténcia em Flexibilidade IT;

(i) Sejam S e S* os espagos de estados subjetivo de 77 e 7—*, respectivamente, e seja
U : SUS* — R tal que, para qualquer s € SUS*, U (s, .) é uma funcao de utilidade esperada
que representa 3=,. Para quaisquer menus A e B tais que max U(s,p) = max U (s,p), para
todo s € S\S*, B= A< B " A.

(iii) Para cada representacao IPAEU finita (S, M,U) de 7z, existe T' C S tal que
(T, M7, U) representa 22, em que Mp é o conjunto das atualizagoes Bayesianas de M

~ )

aplicadas a cada m € M com 7 (T) > 0, ap6s a observagao de T.

Por esse resultado, quando duas relagoes admitem representacao IPAEU finita,
Consisténcia em Flexibilidade II é equivalente a versao subjetiva de Consisténcia Dindmica
e a atualizacao de todas as crencas, apds a observacao de um evento 7', seguindo a Regra

de Bayes.
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3 Crencas Imprecisas

3.1 Representacao com Crencas Imprecisas

Nesta secao apresentaremos uma axiomatizacao alternativa do modelo de EMS,
que serd necessaria nas segoes posteriores. Para tanto, defina o menu m ={p¢€
A(X) : ||p* —pl| <} para quaisquer p* € A (X) e § > 0, ou seja, o menu B (p*, ) é uma
bola fechada em A (X) de centro p* e raio §. Agora, suponha que - seja uma preordem

completa sobre X e considere os seguintes postulados:

Continuidade. Para todo A € X, os conjuntos {Be€ X : B A} e{Be X : Az B}

sao fechados em relagdo a topologia induzida pela métrica Hausdorft.
Monotonicidade. Para todos A, B € X, se A C B, entdao B 77 A.

Indiferenca & Randomizagao. Para todo A € X, A ~ co(A), em que co(A) é o fecho

convexo de A.

Convexidade. Para todos A, B € X tal que A 7 B, entdao MA+ (1 —\) B 7 B, VA €
[0,1].

Finitude. Para todo A € X, existe menu finito A/ C A, tal que, para todo A € (0,1] e
qualquer B € X, AA+ (1 —\) B~ MA + (1 - )\) B.

C-Independéncia. Existe p* € int (A (X)) tal que para todo § > 0 com B (p*,d) C
A (X), para todo X € (0,1) e para todos menus A, B € X, temos que

AZBS M+ (1—-XN)B(p*,0) Z AB+ (1= \) B(p*,9).

Nao Degeneracao. Para todo § > 0, B (p*,0) = {p*}.

Os axiomas acima, com excecao de C-Independéncia e Nao Degeneracao, sao
devidamente interpretados por EMS e usados na obtengao de uma representacao para 2-.
Por questdes técnicas, o axioma Worst de EMS foi abandonado, enquanto C-Independéncia

e Nao Degeneracao foram modificados.

Pelo axioma de C-Independéncia existe uma loteria p* que, ao ser misturada com
quaisquer outros menus A e B em X, nao altera a ordenacado destes menus. Isso significa
que a loteria p* se comporta como um menu certo de EMS, i.e., um menu que possui retorno
constante e, portanto, vale o postulado tradicional de Independéncia. Esta propriedade,

segundo C-Independéncia, é valida também para as bolas fechadas de centro p* e raio
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d > 0, desde que tais bolas estejam contidas em A (X). Nao degeneracao, por sua vez,

evita indiferenca total entre os menus.

Baseado em EMS, podemos agora obter uma representacao do tipo min-max no

espaco de menus de loterias a partir dos axiomas acima. Formalmente, temos:

Teorema 3. Uma relagdo bindria =~ sobre X' é uma preordem completa que satisfaz Con-
tinuidade, Monotonicidade, Indiferenca a Randomizacao, Nao Degeneracao, Convexidade,
Finitude e C-Independéncia se, e somente se, existem um conjunto finito S, um conjunto
M fechado e convexo de medidas de probabilidade sobre S e uma funcao U : SxA (X) — R

tais que:

(i) Para quaisquer menus A e B,

. . . ,
AZB& g{;%ﬂ(S) max U (s,p) = %&127(5) max U (s, p);

(ii) Para cada s € S, existe funcdo ndo constante us € R¥ tal que

U (8,]9) = Z p($) Us (ZB),

zeX

para todo p € A (X);

(iii) Existem p* € A (X) e 0 > 0 tais que, para todo s € S, U (s,p*) = 0 e, sempre

que B (p*,g) CA(X),U(s,ps) = g, onde p, € argmaxpemU(S,p)é e

(iv) Urenmsupp () = S e para quaisquer s e s’ distintos em S, U (s,.) e U (¢, .)

nao sao transformacoes afins positivas uma da outra.

Pela representacao do Teorema 3, o agente novamente resolve um problema de dois
estagios, ou seja, um menu ¢ escolhido esperando que, em um segundo momento, uma
opcao desse menu devera ser selecionada. O agente também nao sabe quais serao suas
preferéncias no segundo estagio, sendo estas identificadas pelo suporte de uma crenca ,
além de nao ter uma descri¢ao precisa de sua incerteza, possuindo varias crencas sobre
quais serao suas preferéncias ex post. Por (iv), a unido do suporte de todas as crengas forma
seu espaco de estados subjetivo. Por fim, esse agente é avesso a incerteza, avaliando um
menu ez ante de acordo com a crencga que lhe rende a menor utilidade esperada e, mesmo
nao possuindo uma descricdo completa das contingéncias futuras, consegue comparar
quaisquer menus, em que um serda melhor que outro caso sua utilidade esperada ex ante

seja maior.

Até o restante desse trabalho, a normalizagdo do item (iii) no Teorema 3 sera feita
para a loteria p* do axioma C-Independéncia e o maior § > 0 tal que B (p*,d) C A (X),

de forma que, para cada s € S, maxpem[] (s,p) = 1. Assim, menus que sdo bolas
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fechadas de centro p* em A (X)) possuem a mesma utilidade esperada ex post em todos os

estados.

Quando duas relagoes bindrias possuem a representacao do Teorema 3 e a pro-
priedade (iii) vale para a mesma loteria p* e mesmo § > 0, diremos que elas possuem

representacao min-max para uma mesma loteria base.

3.2 Consisténcia Dinamica com Crencas Imprecisas

. - . - .
Suponha agora que - e 72* sejam relagdes bindrias com representagdes min-max
para uma mesma loteria p*. O objetivo desta se¢ao sera caracterizar Consisténcia Dinamica

Subjetiva para tais relagoes. Para isto, considere o seguinte postulado:

Consisténcia em Flexibilidade III. Para quaisquer menus A € X e B € int (X), se

A >* B, mas B 7~ A, entao existe menu C' tal que:
AMAUBUCO)+(1=XN)D~*X(AUC)+ (1 —=A)D,VA € (0,1] eVD € X; e

AMAUBUC)+(1—AN)D = AAUC)+(1—\)D,3x€ (0,1] e 3D € X.

A interpretacao dessa condigao é semelhante a de Consisténcia em Flexibilidade
e Consisténcia em Flexibilidade II. As relagoes 77 e 7Z* representam o mesmo tomador
de decisao, respectivamente, antes e depois que um sinal objetivo é dado. Quando elas
discordam da avaliacao de dois menus da maneira descrita por Consisténcia em Flexibilidade
III, havera uma situagdo em que 7~ valoriza mais a flexibilidade do que 7—*. Em outras
palavras, se, para dois menus A e B, A =* B, mas B 77 A, entao hé pelo menos um
caso em que adicionar opgoes de B em A nao tera valor para ~=*, ainda que 7 veja essa

operacao como uma melhora estrita.

Quando as preferéncias tem representacao do tipo min-max no ambiente de menus
de loterias, Consisténcia Dinamica Subjetiva pode nao ser verificada quando as crencgas sao
atualizadas seguindo a regra de Bayes apenas. Epstein e Schneider (2003), trabalhando
no mundo de atos, notam que as crencas devem também satisfazer uma condi¢ao que
eles denominam retangularidade. Segundo os autores, esta condi¢cao é uma forma de
decomposicao das medidas de probabilidade em termos de suas distribuicdes marginais e
condicionais, em que, dado um conjunto de crengas M, combinar-se-4 a marginal de cada
medida de probabilidade 7 € M com as condicionais de todas as medidas de probabilidade
desse conjunto. Portanto, para que um conjunto de crengas de uma representagado min-max

seja retangular deve-se completa-lo da maneira descrita acima. Formalmente, temos:

Retangularidade. Dizemos que um conjunto de crencas M satisfaz retangularidade com
respeito a T C S se para todas as medidas de probabilidade m, 7" € M, existe uma medida

# € M tal que 7 (s) = 7 (s), para todo 5 € S\T, e 7 (s) = 22,

7 (s), para todo s € T.
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Podemos agora enunciar o teorema principal deste trabalho:

Teorema 4. Sejam 2~ e 77" preordens completas que tém representagoes como no Teorema

3 para uma mesma loteria p*. As seguintes afimagoes sao equivalentes:
(i) 7 e 77" satisfazem Consisténcia em Flexibilidade IIT;

(ii) Sejam S e S* os espagos de estados subjetivo de - e 77*, respectivamente, e seja
U : SUS* — R tal que, para qualquer s € SUS*, U (s, .) é uma funcao de utilidade esperada
que representa »=,. Para quaisquer menus A e B tais que max Ul(s,p) = max U (s,p), para
pe pe
todo s € S\S*, Bz A< B —* A.

(iii) Existem uma representacdo min-max (S, M,U) de ;7 e T C S tais que M
satisfaz Retangularidade com respeito a T e (T, Mr,U) representa 2*, sendo My o
conjunto das atualiza¢oes Bayesianas de M aplicadas a cada m € M com 7 (T") > 0, apds

a observacgao de T'.

O item (ii) do Teorema 4 pode ser interpretado como uma versao subjetiva de
Consisténcia Dindmica. A relacdo 7-* representa a preferéncia do agente apds a observagao
do evento S*, assim, pelo item (ii), 2~ e 72* devem concordar no ordenamento dos menus,
quando estes dao a mesma utilidade fora do evento S*. Por sua vez, o item (iii) diz
que existem uma representagdo min-max (S, M,U) de 77 e um evento T tais que M ¢é
retangular com respeito a T' e ~* pode ser representada, apds a observacao de T', pela
atualizacao Bayesiana de cada crenca em M. Por esse teorema, portanto, quando duas
relagbes admitem representagao do tipo min-max, Consisténcia em Flexibilidade III sera
equivalente a versao subjetiva de Consisténcia Dindmica, enquanto esta serd equivalente a
atualizar todas as medidas de probabilidade de um conjunto retangular seguindo a Regra

de Bayes ap6s um evento T
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4 Conclusao

Este trabalho caracterizou a propriedade de Consisténcia Dindmica no mundo
de menus de loterias e espago de estados subjetivo, em que o agente, nesse ambiente,
possui preferéncia representada por uma utilidade do tipo min-max com diversas crencas,
expandindo a literatura desenvolvida anteriormente por Riella (2013) e de Moura e Riella
(2013). Para chegar a tal resultado, primeiro obteve-se uma representagao para uma relagao
binaria modificando alguns dos axiomas de Epstein, Marinacci e Seo (2007), de forma a
conseguir menus certos que fossem todos bolas fechadas de mesmo centro. Em seguida, foi
imposta uma condigao sobre as preferéncias denominada Consisténcia em Flexibilidade
III, para entao chegar ao resultado principal. Por ele, conclui-se que Consisténcia em
Flexibilidade III é equivalente a versao subjetiva de Consisténcia Dinamica, que, por sua

vez, ¢ equivalente a atualizacao Bayesiana das crencas de um conjunto retangular.
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APENDICE A - Representacio de >~

Nesta parte obteremos uma representagao do tipo min-max para preferéncias sobre

menus de loterias, ou seja, demonstramos o Teorema 3.

Suponha que 7C X'xX seja uma preordem completa que satisfaz Continuidade,
Monotonicidade, Indiferenca a Randomizacao, Nao Degeneracao, Convexidade, Finitude e

C-Independéncia. Defina a relagao binaria E‘, sobre X por:
A=B & A+ (1 =N C = AB+ (1 —\)C, para todos C € X e A € (0,1],

ou seja, consideramos o maior subconjunto de - que satisfaz o axioma tradicional de
independéncia. Esta nova relacao nao é completa e satisfaz algumas propriedades derivadas

das propriedades de 7.

Afirmacao 1. ,% ¢ uma preordem que satisfaz:

(i) Monotonicidade: Para todos A, B € X', se A C B, entao B%A;

(ii) Continuidade*: Se {A™}en € {B™ }men sdo duas sequéncias convergentes tais que e
Amr%Bm, para todo m € N, entao lim A,% lim B;

(iii) Nao Degeneragio: Para todo 6 > 0, B (p*,d)={p*};
(iv) Finitude*: Para todo menu A € X, existe menu finito A’ C A, tal que ARA7; e

(v) Independéncia: Para todos A, B,C € X e X\ € [0,1],

A=B & M4+ (1= N CZAB+ (1— M) C.

Segundo Kochov (2007), a relacdo binaria ,% admite representacao por utilidade
esperada positiva aditiva incompleta (IPAEU). A hip6tese de Finiteness* é condicao
suficiente para que o conjunto S de estados da natureza seja finito. Assim, ,% possui a
representagao da Definigdo 1 para um conjunto .S finito, um conjunto fechado e convexo
M de medidas de probabilidade sobre S e uma funcao U:A (X) x 8 — R que satisfazem

as propriedades (i), (ii) e (iii) naquela definicao.

Da representacao de ,%, seja U o conjunto das funcoes de utilidade esperada sobre
X. Cada u € U representa uma preferéncia diferente sobre A (X) e cada preferéncia
nao trivial sobre A (X) pode ser representada por exatamente uma fungio u € U. Logo,

podemos escrever u, para representar a fungao u € U que representa =.

Considere a loteria p* em que o axioma C-Independéncia é valido e o maior § > 0

tal que B (p*,d) € A (X). Trabalharemos com a seguinte normalizagao:
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(1) Para cada us € U, defina

pra todo s € S.

Note que U (s, .) estd bem definida para todo s € S. Como B (p*,d) é uma bola,
cada U (s,.) é maximizada por uma tnica loteria p € B (p*,0) e cada loteria em B (p*,?)
maximiza, no maximo, uma funcéo em {U (s,.) : s € S}. Portanto, podemos reescrever a

representacao de 2~ como:

<
AZB < ) 7 (s) rileaj(U(s,p) > 7w (s) rileaécU(s,p),Vﬂ € M,

ses seS

em que, para cada s € S, U(s,p*) = 0 e maxpemU(s,p) = 1. Além disso, para
b
67

quaisquer 7 € M e d € [0,6], tem-se que » m(s) max U (s,p) = —, isto ¢, conseguimos

ses pEB(p*ﬁ)
obter menus com utilidades constantes em todos os estados.
Para obtermos uma representacao de - do tipo min-max precisaremos da seguinte

afirmacao.

A

Afirmacao 2. Se B (p*,0) 5 Az B (p*,g) Z{p*}, entdo NMA+ (1 —-\)C Z A\B (p*, 5) +
(1—X)C, para todos C € X e A € (0,1).

Demonstragio. Seja A € X tal que B (p*,0) o A = B (p*,S) = {p*}. Primeiro, por
continuidade e completude de -, note que para qualquer menu A € X com B (p*,d) =
A = {p*}, existe 04 € [0,1] tal que A ~ B (p*,64). Pela transitivade de -, temos
B(p*,04) 5 B (p,0).
Se C'~ A ~ B (p*,64), entdo, por C-Independéncia, AB (p*,64)+(1 — X) B (p*,04) ~

AB (p*,64) + (1 — X\) C. Por Convexidade temos entdo AA + (1 — ) C = A ~ B (p*,84) ~
AB (p*,04) + (1 = \)C. Além disso, de B (p*,84) == B (p*,g), temos que B (p*,64) =
AB (p*,04) + (1= X) B (p*,04) Z AB (p*,0) + (1= \) B (p,04) 5 B (p*,0). Assim, C'
B(p*,04) © \B (p*,g) +(1-XN)C ~ AB (p*,g) + (1 =X)B(p*,64), o que implica
AB (p*,04) + (1= A)C' 2 B(p*,04) T AB (p7,8) + (1= \) C, ou seja, M + (1 - X)) C 2

AB (p,8) + (1= ))C.
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SeC A~ DB <p*, 3), entao existe o € [0,1] tal que 6¢C + (1 —d¢) {p*} ~ A
Da discussao acima, sabemos que, Va € [0, 1], vale A + (1 — a) (6cC + (1 — 0¢) {p*})
aB (p*, 3)—}—(1 —a) (6¢C + (1 — d¢) {p*}). De C-Independéncia temos que AA+(1 — \) C' =
\B (p*, 5>+(1 — A) C, paratodo A € [0, 1], em que \ = ato o Andlogopara A 7 €. [

Seja V (A) = Hélj‘rdlz maXU (s,p), para qualquer A € X. Pela Afirmacao

2, pode-se concluir que se B (p*,6) 5 A = B (p*,g) =~ {p*}, entao A,%B (p*,(§>. Além

disso, seja 64 € [0,0] tal que A ~ B (p*,d4), temos entdo que Y 7 (s) maj{U(s,p) >
seS pe

Y w(s) max U(s,p), ¥ € M, i e, V(A) > 2. Se tal desigualdade fosse estrita,

seS pEB(p*,04)

para qualquer & € (%A, 1% (A)), terfamos A = B (p*, 3) = B (p*,d4) ~ A, uma contradigao.

Portanto,

0a
7{21&2 maXU (s,p) = 5

Considere agora menu A € X tal que A = B (p* ). Existe A € (0,1) tal
que B (p*,0) m M+ (1—\)B (p* 5) =~ {p*}. Note que V' </\A +(1-\)B (p*, g)) =

12
AV (A)+ (1—=A) 3. Como V </\A +(1-2X) B(p*,é)) estd bem definido pela discussao
do paragrafo anterior, obtemos um valor para

V(A) =min ) 7 (s)maxU (s,p).

meM seS ped

O caso em que {p*} = A, para A € X, é obtido por meio do mesmo raciocinio.
Com isso, conseguimos obter uma representagao do tipo min-max para 77 a partir dos
axiomas de Continuidade, Monotonicidade, Indiferenca a Randomizacao, Nao Degeneracao,
Convexidade, Finitude e C-Independéncia. Por outro lado, argumentos da literatura

garantem que a forma funcional implica tais axiomas e sua demonstracao serd omitida.
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APENDICE B - Caracterizacio de

Consistencia Dinamica

Serd apresentada agora uma demonstracao para o Teorema 4, o resultado principal

desse trabalho.

Demonstragio. (i) = (ii): Sejam S e S* os espagos de estados subjetivos de 77 e 7%,
respectivamente, e seja U : S U S* — R tal que para qualquer s € S U S* U (s,.)
é uma funcao de utilidade esperada que representa >=,. Fixe menus A e B tais que

I;leaj(U (s,p) = rileaécU (s,p), para todo s € S\S*. Se para algum C' € X tivermos que
AMAUBUC)+(1=XN)D~"XA(AUC)+(1—-N) D, VDe XeVAe]0,1],
entdo maxXpexauBuc)+(1-3)p U (8, p) = maxperauc)+a-yp U (s,p), Vs € §*. Como
max U (s,p) = max U (s,p),
para todo s € S\S*, teremos que

max Ul(s,p) = max Ul(s,p),¥s e SUS™.
PEX(AUBUC)+(1-X)D PEA(AUC)+(1-N)D
Logo, nao podemos ter A(AUBUC)+ (1 —=A)D = A(AUC)+ (1 —\) D para
nenhum A € [0,1] e D € X. Por Consisténcia em Flexibilidade I1I, B - A & B =* A.

(ii) = (iii): Sejam S e S* os espagos de estados subjetivos de 2 e 2Z*, respectivamente,
e considere duas representagbes min-max em p*, uma para = e outra para Z*. Podemos
assumir, sem perda de generalidade, que U esté definida sobre S U S*. Vamos precisar da

seguinte afirmacao:

IS]

Afirmacgao 3. Existe intervalo [1 — ¢, 1] C R tal que para todo ato f € [1 — ¢, 1]"' existe

um menu Ay € X' com Héé}lXU (s,p) = f (s), para todo s € S.
peAy

Demonstragio. Considere o menu B (p*,d) € A(X) tal que max U (s,p) =1, para
pEB(p*,9)
todo s € S. Como tal menu possui um dnico maximizador de U (s,.) para cada s € S,
min{U (s,ps) — U (s,py) :5# s }
; e . .__ SES .
sejam p, := arg max, g5 U (s,p) e€:= 5 e considere
o intervalo [1 — ¢, 1]. Fixe um vetor f € [1 — ¢, 1] qualquer. Defina, para cada s € S, a

loteria p, := f (s) ps + (1 — f (s)) p* e seja 0o menu A; := {p, € A(X):s € S}. E facil ver
que maxpea, U (s,p) = f(s), Vs € S. ]
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Pela Afirmacao 3, temos que, para f,g € [1 — ¢, 1]|S|,

. . . .
min p w(s)f(s)2min) m(s)g(s) & min EST(S);EEE;U(&p) 2 min GSW(S)Iggng(s,p)
S S

ses ses
= Af = Ag.

Note que a Afirmagao 3 e o raciocinio acima também sao vélidos para =~*. Logo,
. . ~ . . S
conseguimos derivar duas representagoes Gilboa-Schmeidler, uma em [1 — €, 1]‘ e outra

15|

em [1 —¢,1)"” ') recpectivamente, para 7 e 22*. Agora, assuma que, para quaisquer menus

Ae B com maj{U (s,p) = mag;U (s,p) para todo s € S\S* vale A 7 B < A Z* B, ou seja,
J4S pE

7 e =" satisfazem Consisténcia Dindmica, respectivamente, em [1 — €, 1]‘5‘ e[l —e, 1]'5*‘.

Argumentos usuais da literatura garantem que S* C S e M™*, o conjunto de medidas

de probabilidade sobre S*, é a atualizacao Bayesiana de M, o conjunto de medidas de

probabilidade sobre S, apds a observacao de S*.

Defina o seguinte conjunto:

M:= {r:3eMcomn(s)=#(s), Vs S\S* en
alguma medida de probabilidade 7 € M apés a observacao de S*}.

s« ¢ a atualizacao Bayesiana de

E f4cil ver que M é fechado, convexo e retangular com respeito a S*. Fixe f €
[1—c¢, 1]|S| qualquer e seja 5@ := Vs« (f) o ato constante indiferente a f em S*. Por
Consisténcia Dinamica, temos que f ~ 6t 5 f, onde 6L, 5 f representa o ato h tal que
h(s) = 6L. (s), para todo s € S*, e h(s) = f (s), para todo s € S\S*. Note que

min » 7 (s) f (s) = min Zﬂ(S)(Sf*—i— S ow(s) f(s) :V(5f*5*f):V(f).

TeEM gc g TEM | 55 seS\S*

A unicidade do conjunto das medidas de probabilidade da representacao de 2~ nos
da que M=M , uma vez que ambos os conjuntos sao fechados e convexos. Com isso,

concluimos que (ii) = (iii).

(iii) = (i): Sejam (S, M,U) e (T, Mr,U) duas representagbes min-max para uma
mesma loteria p* para = e 2~* respectivamente, em que M é retangular e My é o conjunto
das atualizacoes Bayesianas de M apods a observacao de T. Suponha que A € X e
B € int (X) sejam tais que A =* B, mas B 77 A. Por retangularidade de M, isso s6 pode
acontecer se existir s* € S\T" tal que max,ep U (s*,p) > max,eca U (s*,p). Isto implica
que existe menu C' tal que, para todo s € T,

oI U(s,p) = Jnax, U(s,p), mas (B.1)

pepBx U(s*,p) > nax U(s*,p). (B.2)
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Para cada s € T', defina ¢, da seguinte maneira: se maz,eaU (s,p) > max,ep U (s, D),
defina ¢, como qualquer loteria em arg max,ec4 U (s, p). Se max,ep U (s,p) > max,ea U (s,p)
e existe ¢ € argmax,ep U (s,p) com U (s*,q) < max,ep U (s*,p), entdo defina ¢ := q.
Resta o caso em que max,ep U (s,p) > max,ea U (s,p) e U (s*,q) = max,ep U (s*,p),
para todo g € argmax,ep U (s,p). Note que U (s,.) e —U (s*,.) ndo podem ser cardinal-
mente equivalentes, pois, se este fosse o caso, terfamos necessariamente max,ep U (s*,p) <
max,c4 U (s*,p). Portanto, existem loterias p e p tais que U (s,p) = U <s,p'), mas
U(s*,p)<U (s*,p/). Fixe ¢ € argmax,cp U (s,p) e seja & := ¢+ p —p . Note que, para
todo A € (0,1), U (s,\g+ (1 =X)&) =U(s,q), mas U (s*,\g+ (1 = \)§) < U(s*q) =
max,ep U (s*,p). Como B € int(X), tem-se \q + (1 —X)§ € A(X) para X suficien-
temente grande. Neste caso, defina ¢ := Aq + (1 — \)¢{ para algum A € (0,1) tal
que A\g + (1 =\ € € A(X). Agora, defina C := {g, : s € T}. E claro que (B.1) e
(B.2) sdo validos para C. Portanto, para quaisquer D € X e A € (0,1), temos que
AMAUBUC)+ (1—=XN)D ~* AM(AUC)+ (1 =X)D e, para D = AU C, tem-se que
AMAUBUC)+(1 =)D = AX(AUC)+(1—X\) D. Isto é, 7 e " satisfazem Consisténcia
em Flexibilidade III. O]
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