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ABSTRACT

The main objective of this work is the implementation of an algorithm that allows the eva-
luation of frictional contact problems by the Boundary Element Method, more specifically,
in fretting conditions. In order to achieve this goal, a boundary element formulation for bi-
dimensional elastic bodies was developed applying the direct constraint technique that des-
cribes the mechanical influence of a body in contact with another, a nonlinear problem due
to fact of the contact area being initially unknown and its evolution during loading. There-
after, the formulation was computationally implemented having the ability discern between
slip and stick regions and to measure the contact area and ultimately the nonlinear system
could be solved by Newton’s Method. Problems with previously known analytical solutions
were simulated as an indentation process with a rigid flat-ended punch, Cattaneo-Mindlin
with oscillatory tangential loading and contact between a cylinder and a flat specimen with
bulk stress. The numerical results were compared with the analytical solution showing good
agreement.

Keywords: Boundary Element Method, Computational Contact Mechanics, Fretting, New-
ton’s Method

RESUMO

O principal objetivo deste trabalho é a implementacdo de um algoritmo que permita a avalia-
cdo de problemas de contato com atrito pelo método dos elementos de contorno, mais espe-
cificamente, em condi¢des de fretting. Para isso, desenvolveu-se a formulacdo de elementos
de contorno para corpos elésticos bidimensionais e se aplicou o método das restri¢des dire-
tas para descrever a influéncia de um corpo em contato com outro, um problema ndo-linear
devido ao desconhecimento da drea de contato e como ela evolui durante o carregamento.
Consequentemente, a formulacdo foi implementada computacionalmente, com capacidade
de discernir modos de contatos diferentes e medir o comprimento da drea de contato e por
fim, o sistema pdde ser resolvido com sucesso pelo Método de Newton. Foram resolvidos
problemas com solu¢do analitica previamente conhecida como o de indentacao por cilindro
plano, Cattaneo-Mindlin com a carga tangencial oscilatéria e contato entre um cilindro e
um plano com carga de fadiga. Os resultados numéricos foram entdo comparados com as

solucdes analiticas de seus respectivos problemas, apresentando boa concordancia.

Palavras-chave: Método dos elementos de contorno, Mecanica do contato computacional,
Fretting, Método de Newton.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Fretting € o fendbmeno que ocorre na interface de contato de um componente estru-
tural restringido submetido a uma excitacdo vibratéria ou uma forga oscilatéria tangen-
cial (SZOLWINSKI; FARRIS, [1996). O micro-deslizamento leva a dano superficial e aber-
tura de trincas precoces no componente (ARAUJO; NOWELL, [1999). Foi primeiramente
detectado no inicio do Séc. XX, na regido das garras de maquinas de fadiga que sofriam fa-
lha prematura (EDEN; ROSE; CUNNINGHAM, |1911). Tomlison (1927) propds que o des-
locamento tangencial entre as superficies de contato era o parametro principal do fendmeno.
A amplitude de deslizamento relativo € muitas vezes na ordem de micron a milimetros, mas

pode ser tdo baixa quanto 3 a 4 nanometros (METALS| 1961)).

Em aplica¢gdes de engenharia, fretting aparece em juntas parafusadas e rebitadas (HA-
RISH; FARRIS, [1998; JUOKSUKANGAS; LEHTOVAARA; MANTYLA, 2016), acopla-
mentos de eixos com engrenagens e rolamentos, na interface da montagem das palhetas com
o disco de turbinas ou compressores (RUIZ; BODDINGTON; CHEN, |1984; RUIZ; CHEN,
1986; RUIZ; NOWELL, 2000; GOLDEN, 2009)), cabos de alta tensdao (AZEVEDO et al.,
2009; FADEL et al., [2012), valvulas de exaustao (KESAVAN et al., 2016), implantes orto-
pédicos (ROYHMAN et al., 2016)) e muitos outros.

Esses componentes devem ser projetados, principalmente, de maneira a evitar falhas cau-
sadas por fadiga por fretting, que impactam industrias de grande importancia econdmica.
Dentro da industria aerondutica fadiga por fretting causa cerca de 17% das falhas ou con-
tratempos nos sistemas de propulsdo (GOLDEN, [2009). De forma geral esses elementos
submetidos a deslizamentos parciais e cargas ciclicas, tem sua resisténcia a fadiga severa-
mente reduzidos (WARLOW-DAVIES| 1941; MCDOWELL,, |1952).

Um passo fundamental para a avaliacdo da resisténcia a fadiga é determinar a evolugao
do campo de tensdo durante o ciclo de fretting. De forma geral, os corpos sao submetidos

a carregamentos normais e cisalhantes com a presenga de atrito, condi¢cdes que aumentam



a complexidade do problema. Além disso, cargas remotas de fadiga causam variacdes nas
tensdes resultantes gerando um problema alto grau de complexidade.

Neste ponto a modelagem analitica se prova ineficaz, e sdo utilizadas técnicas numéricas
para simular os campos de tensdo e aumentar a quantidade de problemas de contato que
podem ser resolvidos. O Método dos Elementos Finitos (MEF) é o método numérico mais
usado para avaliacdo de sistemas mecanicos em contato (HOJJATI-TALEMI et al., 2013;
KONYUKHOV; IZ1}|2015), sendo que o intuito do presente trabalho € apresentar um método
alternativo que consiga ser tdo preciso quanto o MEF e mais barato computacionalmente para

fins de avaliacdo das tensdes e deformacdes de corpos em contato.

1.2 Estado-da-Arte

O estudo formal do contato entre dois corpos pode ser encontrado a partir do século
XV em experimentos feitos por Da Vinci sobre o deslizamento de blocos (HUTCHINGS,
2016)). Ele discutiu a influéncia da drea de contato e do peso dos blocos na forca de atrito. A

Figura|I.1] apresenta anota¢des do polimata italiano.

(a) Esbogo dos desenhos dos blocos. (b) Esboco do experimento com blocos.

Figura 1.1: Anotagdes dos estudos feitos por Leonardo da Vinci (HUTCHINGS, 2016).

Mais tarde, Amontons (1699) e Coulomb (1779) postularam as leis de atrito, onde era
determinado que a forca de atrito era diretamente proporcional a carga normal aplicada e
independe da drea de contato aparente, e que o atrito cinético independia da velocidade de

deslizamento.

Foi entdo que Hertz (1881) combinou a teoria de elasticidade cldssica, as leis de atrito e a

mecanica do continuo para obter o primeiro conjunto de solu¢des analiticas de corpos elasti-



cos em contato. Apesar de resolver um nimero limitado de problemas, o trabalho despertou
curiosidade pela drea e formulagdes mais sofisticadas foram propostas por Signorini (1933)).

Cattaneo (1938)) propds que os problemas com friccdo eram extensdes da solucdo de
Hertz e considerou o deslizamento tangencial entre os corpos. Ja Mindlin (1949) considerou

que a zona de contato entre os corpos estavam em adesao.

Os modelos analiticos foram se tornando mais complicados pela nimero de considera-
coes feitas em cada caso, os corpos tinham que ser modelados como inelésticos, incluir o

desgaste superficial, corrosao e a influéncia da temperaturas precisavam ser medidas.

Foi 0 momento em que as primeiras formulacdes do Método dos Elementos Finitos sur-
giu para corpos em contato elastico (PANAGIOTOPOULQS, |1975). Elas evoluiram para
resolver uma quantidade maior de problemas de contato, incluindo atrito e novos tipos de
acoplamentos de malha (ALART; CURNIER, 1991; CHRISTENSEN; KLARBRING, 1998}
STROMBERG, 1999; MCDEVITT; LAURSEN, 2000).

Essas formulagdes sdo disseminadas pelos softwares comerciais mas, o método de forma
geral se baseia em dividir os corpos em subdominios, 0 que aumenta seu custo computaci-
onal, principalmente para problemas tridimensionais, onde sdo usados elementos volumétri-

COsS.

1.3 Método dos Elementos de Contorno

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) surgiu na década de 70 como uma alter-
nativa para as técnicas baseadas em divisdo de dominio (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1996
BANERJEE, |1994). Sua grande vantagem ¢ a reducao da dimensao do problema, baseando-
se nas equacoes integrais de contorno e nas solugdes fundamentais das equacdes diferencias
que regem o fendmeno a ser estudado (KANE, [1994). A redug@o de malha é benéfica para
problemas que possuem dominios infinitos ou semi-infinitos presentes na actstica, mecanica
dos solos e mecanica dos fluidos (WROBEL, [2002)

A abordagem com as varidveis no contorno, traz uma maior resolucdo das tensdes e
deslocamentos internos, pois diferente de elementos finitos, o MEC calcula deslocamentos
e tracdes com a mesma precisdo no contorno € modela o interior dos corpos continuamente.
Isso € especialmente adequado para problemas de alto gradiente como propagacao de ondas,
propagacdo de trincas e mecénica do contato (ALIABADI, 2002; POPOV, [2010).

Dentro da mecéanica do contato as primeiras modelagens com elementos de contorno
se inciaram na década de 80 por Anderson (1981) e Paris (1995). Eles inciaram o uso
de técnicas de restrigdes diretas para resolver exemplos bidimensionais de contato que
foram melhorados posteriormente (KARAMI, [1987; PARIS; GARRIDO, [1989) até que
Man (1994) optimizou a metodologia com cargas incrementais € a presenca de multiplos

modos de contato no problema. No entanto, os métodos de aplicagdo das restricdes e de



Capitulo 3: Mecanica do Contato. Introduz os conhecimentos de mecénica do con-
tato entre corpos eldsticos e as solu¢des analiticas dos problemas que serdo resolvidos

numericamente.

Capitulo 4: Método dos Elementos de Contorno. Apresenta o desenvolvimento da for-
mulacgdo eldstica bidimensional do MEC, deduzindo as equacdes integrais de contorno

e o equacionamento discretizado do método.

Capitulo 5: Método dos Elementos de Contorno na Mecanica do Contato. Expde
conceitos de mecanica do contato computacional, o método de restricdes unilaterais e
como elas sdo combinadas com o MEC para solu¢@o de problemas de contato. Tam-
bém apresenta conceitos de modelagem computacional e de solug@o de sistemas nao-

lineares.

Capitulo 6: Resultados. Resultados numéricos do problema de endentacdo com cilin-
dro plano, problema de Cattaneo-Mindlin e da aplicacdo da carga de fadiga;

Capitulo 7: Consideracdes finais. Principais conclusdes e contribuicdes do trabalho.



Capitulo 2
Mecanica dos Solidos

Este capitulo apresenta os conceitos bdsicos para o entendimento do comportamento de
meios solidos e como os mesmos reagem a aplicacdes de cargas. Esses principios sdo base
para todas as formulacdes apresentadas posteriormente de Mecanica do Contato e para o

Método dos Elementos de Contorno.

2.1 Tensao

Tensdo é uma medida das for¢as internas que atuam em pontos dentro de um corpo.
Quantitativamente, ¢ uma medida da forca média por unidade de drea de uma superficie no
interior do corpo sobre a qual atuam as forcas internas. Estas forcas internas surgem como
reacdo as forgas externas aplicadas ao corpo. Uma vez que o corpo deformavel carregado é
assumido como continuo, estas forcas internas sao distribuidas de forma continua dentro do

volume do corpo e o corpo tem uma deformagdo continua.

A Figura[2.1|representa um corpo em equilibrio sob as forcas P;,...,P;. Imagine o corpo
dividido em duas partes A e B através de um corte na se¢do mm’. Serd assumido que estas
forcas estdo distribuidas sobre a drea mm’ continuamente, da mesma forma que a pressao €

continuamente distribuida sobre a superficie sob a qual atua.

A drea AS é uma drea infinitesimal com normal unitaria n; e AF € uma forga interna

exercida sobre essa area. Define-se o vetor tensdo como:

NN AF;  dF;
i T AsY0AS  dS

2.1

O vetor de tensdo t; depende da sua localiza¢do no corpo e da orientagdo do plano sobre
o qual atua. Dependendo da orientac¢do do plano considerado, o vetor de tensdo pode ndo ser

necessariamente perpendicular a esse plano e pode ser decomposto em dois componentes:



Figura 2.1: Corpo em equilibrio sob as forcas externas.

e Normal ao plano, chamado de tensdo normal:

AF,
= A0 AS (2-2)
onde AF,, é o componente normal da forca AF’ que atua sobre a area AS.
e Paralelo a este plano, chamado tensdo de cisalhamento:
. AF
T= A AT (@3)

onde AF; é a componente tangencial da forca AF' que atua sobre a drea AS. A tensdo de

cisalhamento pode ser ainda decomposta em dois vetores mutuamente perpendiculares.

Em um elemento infinitesimal de volume do corpo eléstico, o vetor de tensdo pode de-
composto em trés vetores de tensdo em cada face nas direcdes de coordenadas cartesianas
(x,y, z). Um vetor normal a superficie e outros dois tangentes a superficie e perpendiculares

entre si. Portanto, observam-se 9 vetores de tensdo em um volume de corpo.

As tensOes sobre um volume infinitesimal de um corpo podem ser organizadas em uma
matriz simétrica pois hd equilibrio de momentos. Utilizando-se notacdo indicial, pode-se
escrever cada componente de tensdo como 0,5, onde 7 representa a coordenada normal ao
plano em que a tensdo se encontra € j € a direcdo do componente do vetor tensdo. Essa
matriz € denominada de tensor de tensdes de Cauchy e € representada pelo simbolo o, como

abaixo:

Ozx Ogzy Ogxz Oz Tay Tzz
Oij = |Oyz Oyy Oyz| = |Tya Oy Ty 2.4)
Ozz Ozy Oz Tzx Tzy Oz



t2
-

Txz) >y

» blf'

Figura 2.2: Vetores de tensdo sobre as faces do elemento infinitesimal de volume.

O teorema de Cauchy afirma que existe um campo tensorial o, chamado de tensor de

Cauchy, independente da dire¢do normal 7, tal que t € uma funcdo linear de n:

t(n) = o;n (2.5)

Definindo b; como uma forca por unidade de volume, tem-se:

bx
b; = | b, (2.6)
b.
Portanto o equilibrio estatico pode ser escrito como:
04,5 + bz =0 (27)

2.2 Deformacao

A deformacao de um corpo elastico € definida como a variagdo de comprimento e forma
em certa direcdo. A deformacdo linear média, ¢;;, € definida pela razdo entre a variacdo
de comprimento, du;, pelo comprimento inicial , dx;. Em um elemento infinitesimal, a

deformacdo € definida como a variagdo de comprimento por unidade de comprimento, e



pode ser escrita como:

ou,, Ou, _ Ou,
Exx = %,ny = a—y,EZZ = az (28)

As Equagdes (2.8)) representam as deformagdes normais ou lineares. As componentes
cisalhantes de deformacdo também fazem parte da deformacdo. Estas componentes sdo cha-

madas deformagdes angulares e podem ser escritas como:

_1 auf_i_% _1 %4_8%' _1 8u2+8um (2.9)
Sy Ty oy  Ox )’ =9\ 92 oy =5\ or " 02 '

Todos os componentes de deformagao podem ser escritos na forma de uma matriz deno-

minada tensor de deformagdes representado por € que envolve todos 0s componentes normais

e de cisalhamento do tensor de deformagao.

Exx gacy Exz
Eij = |Eyx Eyy Eyz (2.10)

€zz Ezy Ezz

Na matriz (2.10)), devido ao equilibrio de momentos, os componentes de cisalhamento da

deformagao sdo iguais em dupla, por simetria, ou seja €;; = €;;.

As Equacgoes (2.8) e (2.9) podem ser reescritas como:

g(u) =Vau= %(Vu + vu’) (2.11)

2.3 Lei de Hooke

Como j4 foi explicado anteriormente, qualquer material, sobre o qual atua uma forga,
sofrerd uma deformacdo. Em materiais com comportamento eléstico linear, a deformagao do
corpo se relaciona diretamente com as tensodes atuantes no corpo (ITIMOSHENKO; GERE,
2012). Esta relacao é dada pela lei de Hooke que relaciona o tensor de tensdes de Cauchy e

o tensor de deformacdes.

No caso de material homogéneo e isotrdpico, a lei de Hooke pode ser escrita de forma
generalizada como:

o5 = Nijugy + G(uij + uj,) (2.12)

onde A e GG sdo constantes de Lamé, expressas em termos do médulo Young F e do coefici-



ente de Poisson v e sdo definidos assim:

vE

A= (1+v)(1—2v) 2.13)
E

a— e (2.14)

G é chamado de médulo de cisalhamento e §;; é o delta de Kronecker cujas propriedades

5,:{0?7&? 2.15)
li=y

sao:

e u i, € o trago do tensor de deformagdo em notagdo indicial, ou seja:
Uk = Ekk = Ugp + Uyy + Uz 2 (2.16)

A inversa da Equagdo (2.12)) pode ser escrita como:

1 v

ij = %[%’ -

As Equagdes (2.12)) e (2.17) também podem ser reescritas em termos de E e v como a
seguir:

E v
Uij = (1 T V) |:5ij + m&kkéij} (218)
) (1+v)
+v v
Eij = E |:0-ij + m—y)akk&j] (219)

Derivando a Eq. (2.12)), substituindo na equagdo de equilibrio (2.7) e substituindo os
componentes de deformagdo com as derivadas de deslocamentos obtidos a partir da Eq. (2.9),

obtém-se a equagdo de Navier para equilibrio estatico, dada por:

1

Ujgi + i
! G

(1—2v)

Esta equagdo € particularmente conveniente se as condi¢des de contorno de deslocamento
sdo especificadas. Da mesma forma, as condi¢des de contorno de forcas de superficie podem
ser dadas pelo vetor de tensdes definido como:

tz‘ = 04N, = ()\(L-jukvk)nj + 2G€ij.nj (221)

onde n; indica o cosseno diretor do vetor normal apontando para o exterior do dominio do

Ccorpo.
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2.4 Estado plano de tensao e deformacao

e Estado plano de tensao: Este modo € considerado quando a espessura do componente
€ relativamente fina comparando com outras dimensdes, € a forca € uniformemente
distribuida ao longo da espessura, como mostrado na Fig. [2.3]

Ay

t

Figura 2.3: Placa fina sujeita a um carregamento uniforme distribuido na espessura.

No estado plano de tensdo as componentes o, T, € T., sd0 zero em ambos os lados
do corpo e também ao longo das faces. Portanto, € suficiente calcular as tensdes o,

oy € T, do componente.

e Estado plano de deformacdo: Outra simplificacdo possivel é quando a dimensdo
do componente na direcdo z € muito grande e tem secdo uniforme. Nesse caso, o
carregamento aplicado esté distribuido de forma uniforme ao longo do eixo 2 do corpo.
Assim sendo, serd assumido que a secdo inteira tem a mesma condi¢@o. Portanto, nos
casos como por exemplo de um cilindro longo (Fig. [2.4)), considera-se deformagdo ao
longo do eixo z igual zero.

Ay y

 EEEEEEEEEERER]

- T

EEEEREREERERE

Figura 2.4: Cilindro longo sujeito a um carregamento uniforme ao longo do comprimento.

Desta forma, basta analisar uma fatia do corpo ao longo do eixo z. Os componentes
e v de deslocamento sao fungdes de x e y, sendo independentes da coordenada z. Uma
vez que o deslocamento w € zero, obtém-se:

11



_@_l_a_w—o
7yz_ﬁz 0z

—@_Fa_w—o
%Z_az 0z
ow
= — = 2.22
=5 (2.22)

A Equacdo (2.22)) define que no estado plano de deformagdo as componentes 7. € 7.
da tensdo sdo zero. Considerando ¢, = 0 por meio da lei de Hooke, a tensao o, pode
ser escrita em termos de o, € 0, da seguinte forma:

o, —v(oy+0,)=0 = o0,=v(0,+0y) (2.23)

Logo, conclui-se que no estado plano de deformacdo, basta calcular as tensoes o, oy,
€ Tay» que sdo fungdes de = e y e dessa forma a tensdo o, vai ser uma fungdo de o, e

Oy.

2.5 Teoria da densidade de energia de distorcao ma-

xima

Os componentes mecanicos e os elementos estruturais sao projetados e fabricados para
resistir as condi¢des de carregamento que € definido como tensdo de escoamento para
materiais ductil. A tensdo de escoamento pode ser obtida num ensaio de tragdo do
corpo de prova sob carregamento uniaxial. Contudo, quando o componente estiver

sujeito a tensdo multiaxial, a avaliacdo da resisténcia do componente serd mais dificil.

Existem vdrias teorias para prever a falha de um componente sujeito a tensdo multia-
xial, como teoria de tensao de cisalhamento maxima e a teoria da densidade de energia
de distor¢do maxima. Para usar essas teorias, as tensdes principais no ponto desejado
devem ser encontradas. Nessa secdo, somente a teoria da densidade de energia de
distor¢do maxima, também conhecida como critério de von Mises, serd abordada pois
somente esta teoria foi utilizada no trabalho.

Matematico von Mises(1913) propds que o escoamento dos matérias comeca quando
o segundo invariante de tensdo J, atinge um valor critico conhecido como tensdo de
escoamento. O segundo invariante de tensdo, J, também conhecido como J5 plastici-
dade ou teoria de escoamento .J, é definido da seguinte forma:

1

JQ = 78ijSji = —<8152 + So83 + 8351) =

B [(0'1 —0'2)24‘(0'2—0'3)2—'—(0'3—0'1)2}

(2.24)

| =
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Matematicamente a func¢io de von Mises € definido como:
f(Jy)=Jy—k*=0 (2.25)

onde k € limite de escoamento do material sob tensdo de cisalhamento puro. O valor
de k é /3 vezes menor que limite de escoamento do material, ou seja:

Oe

V3
Substituindo as Eq.[2.25|e[2.26/em 2.24] tem-se:

k:

(2.26)

(01 — 02)° + (09 — 03)° + (05 — 1) + 6 (035 + 03, + 015)] (2.27)

N —

2 _
o, =
No caso biaxial (tensdo plana), considerando o3 = 0, tem-se:

(crf — 0109 + 0%) = O'z (2.28)

A Equacdo (2.28) do critério von Mises ¢ a equagdo de uma curva eliptica, como é
mostrada na Fig. [2.5] Essa curva define a fronteira entre pontos seguros (pontos dentro

da elipse) e pontos que causam escoamento no elemento (pontos fora da elipse).

09

01

Figura 2.5: Teoria da energia de distor¢ao maxima (von Mises).
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Capitulo 3

Mecanica do Contato

3.1 Conceitos Basicos

Na prética, problemas de fretting envolvem contato entre componentes com geometrias
e historicos de carregamentos complexos (NOWELL; HILLS, [1987). Nestes casos € pre-
ferivel o uso de métodos numéricos para a complicada modelagem do problema, sendo o
utilizado neste trabalho o método dos elementos de contorno. Os resultados apresentados
pelo método serdo comparados com os resultados analiticos de problemas que abordam as
principais varidveis de mecéanica do contato: drea de contato, zona de adesdo, variacao de

carga tangencial e campo de tensdo na regido de contato.

Tendo isso em mente, este capitulo tem por objetivo descrever o desenvolvimento das
principais equagdes de mecanica do contato e apresentar os principios fundamentais da drea.
A anilise de um problema de contato se inicia pela sua classificacdo. A Figura[3.1|apresenta

a classificagcdo do contato segundo sua natureza.

A primeira configuracdo [3.1[(a) apresenta um cilindro rigido de raio R pressionado con-
tra um semi-plano. A medida que os corpos se encontram, o contato é feito ao longo de
uma linha, e com o aumento da carga, a semi-largura de contato, a, aumenta. Esse tipo de
contato é chamado de incompleto pois ndo € geometricamente fixo mas depende da carga.
Além disso, a pressdo de contato é nula nas extremidades do contato. Ja na Fig. [3.1(b), o
tamanho do contato ndo € afetado pela carga aplicada no penetrador plano rigido e a pressdao
de contato apresenta singularidades pois os dois corpos nio tém uma tangente comum ha
borda do contato. De fato, a derivada da superficie do semi-plano eldstico nao € continua
nos limites do contato. O caso da Fig. [3.1c) ¢ uma mistura das configura¢des apresentadas
anteriormente onde uma borda possui pressao singular que se distribui através da linha de

contato e cai continuamente até zero na outra.

No caso da conformidade, na Fig. [3.1(a), a drea de contato ¢ menor que as dimensdes
dos corpos, a << R, e uma simplificacdo de semi-plano eldstico pode ser feita ao problema,

enquanto na Fig. [3.1(d), a medida que a carga ¢ aplicada ao cilindro, ele se deforma ao longo

14



() (d)

Figura 3.1: Caracterizacdo de contatos: (a) Incompleto e nao-conforme; (b) Completo; (c)
Incompleto com singularidade; (d) Incompleto e conforme.

do furo, e a se torna uma boa parte da geometria da situacdo. Sendo assim, nenhum dos

corpos podem ser simplificados.

A formulagdo trata o contato como um problema de restricdes unilateral é geralmente
usada quando é de suma importincia aplicar as restricoes geométricas de forma cor-
reta (WRIGGERS, 2006)).

O comportamento presente na zona de contato segue certas condi¢des que valem por
todo célculo das varidveis de contato e é importante que elas sejam apresentadas como em
trabalhos cldssicos de mecanica do contato computacional (ALART; CURNIER, 1991; KI-
KUCHI; ODEN, |1988). As condi¢des relacionam a pressdao de contato py e a distancia

normal relativa entre os corpos, também chamada de gap, vy:

’UNZOa
pNSOa

pngn = 0. (3.1)

Essas sdo conhecidas como as condi¢des de Kuhn-Karush-Tucker (KKT). A primeira
afirmacao da Eq. € a condi¢do de ndo-penetragcdo, segundo a qual ou o gap é maior que
zero e 0s corpos estdo separados ou ele € zero e os corpos estdo em contato. A segunda
inequacdo afirma que os corpos em contato sofrem compressdo, quando estdo em contato,

ou a pressdao normal de contato € nula. Por dltimo, o produto da pressdo de contato com
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a distancia relativa entre os nés deve ser zero, pois hd momento de encontro dos corpos

(gn = 0, py < 0) e momentos que eles ndo se influenciam elasticamente (g > 0, py = 0).

Avangando para a distribuicdo de tensdes na superficie de contato, supde-se dois cor-
pos elasticamente similares colocados em contato normal conforme a Fig. Quando a
carga de contato € aplicada, a pressdo de contato comprime ambos 0S cOrpos € ocorre um
deslocamento paralelo a zona de contato. No entanto, como 0s corpos tem as mesmas propri-
edades eldsticas, as particulas correspondentes dos corpos sofrerdo o mesmo deslocamento
relativo em x, ou seja, mesmo que haja um coeficiente de atrito (f) diferente de zero entre as

superficies, ndo havera tensoes cisalhantes.

P

g

)

P

Figura 3.2: Contato normal entre corpos elasticamente similares

Se uma carga tangencial for aplicada o suficiente para causar deslizamento entre os dois
corpos, tensdes cisalhantes irdo surgir e as mesmas serdo limitadas em toda extensdao do

contato pelo coeficiente de friccdo, ou seja:

onde p(z,y) é a pressdo normal de contato e g(x,y) é a distribui¢do de tensdo cisalhante. A
presenca dessas tensodes cisalhantes causard um deslocamento normal das superficies dos cor-
pos, e porque ambos sdo elasticamente similares, os deslocamentos normais terdo 0 mesmo
valor, fazendo com que a pressao de contato permaneca inalterada. Em problemas de fretting
a carga cisalhante, (), é geralmente ¢ muito pequena para causar deslizamento total de um
COrpo com O outro:

Q| < —fP (3.3)

onde P € a carga normal. Neste caso a drea de contato consiste de uma mistura de regides
em que as particulas ndo conseguem se mover em relacdo a outra, chamada de zona de

adesdo, e regides onde as particulas deslizam entre elas mesmas e as forcas de superficie
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sdo limitadas pelo atrito, chamada de zona de escorregamento. Essas zonas sdo ilustradas
na Fig. [3.3] Dentro da zona de escorregamento, a distribuicdo de tensoes cisalhantes ¢ dada
pela Eq. (3.2) e a pressao normal tende a zero a medida que se afasta do centro do contato.

Ja para a zona de ades@o:

Q AN Adesao

P 4 Escorregamento

p
Q

Figura 3.3: Zonas dentro da drea de contato

Vale ressaltar novamente que as tensdes cisalhantes dos corpos tem a mesma magnitude
mas com direcdes opostas. Nos problemas de contato, a aplicac@o de carga deve ser de forma
iterativa, uma vez que as zonas de adesdo e escorregamento sdo fung¢des da carga aplicada.
As zonas devem ser recalculadas em cada iteracdo. Em outras palavras, tanto as zonas de
adesdo e escorregamento como a regido efetiva de contato podem mudar de uma iteragao

para outra.

3.1.1 Regimes de Contato

Em simulacdes de contato, € usual escolher uma regido de provavel contato por causa da
constante evolucao da drea de contato resultante do carregamento. Os nds no interior dessa
regido formam os chamados pares de contato (a e b) como ilustrado na Fig. e podem
apresentar trés modos de contato. Existem diferentes relacdes para as forcas de superficie
normais e tangenciais, t; e t,, € para os deslocamentos normais e tangenciais, u; € u,. Os
valores das forgas de superficie e deslocamentos locais sdao mostrados na Tab. [3.1]e os modos

de contato podem ser resumidos da forma:

e Separacdo: Os nds possuem uma distancia positiva e diferente de zero entre eles;

e Deslizamento: O par de contato ndo esté restrito na dire¢do tangencial, mas livre para

deslizar um sobre o outro;

e Adesdo: Os pares de nds estdo restritos nas dire¢des tangencial e normal.
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Par de contato

CORPO 1

\
CORPO 2

Figura 3.4:

Regido de provdvel contato

Tabela 3.1: Regimes de Contato

Separacio  Deslizamento Adesao
tr—tt=0 t2 —tb =0 tr—tb =0
-t =0 t2e—tt=0 t2 —tb =0
t2 =0 t2 4 ft2 =0 ul —ub =0
te =0

a b _ ab
u, — u, = gap

a b _ ab
u, —u, = gap
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3.2 Problemas Planos - Formulacao

Para se obter o campo de tensdo sub-superficial, € preciso determinar o campo de tensdes
cisalhantes e a distribui¢cdo de pressdo ao longo do contato. Para isso € preciso resolver
as equagdes integrais que relacionam a distribuicdo de pressdo p(z) com o deslocamento
normal h(z) conforme ilustrado na Fig. e a distribui¢do das tensdes cisalhantes com
o deslocamento tangencial relativo g(x). Detalhes referentes ao desenvolvimento dessas
equacdes podem ser encontrados na literatura (HILLS; NOWELL, 1994).

Figura 3.5: Contato entre corpos elasticamente similares

A equacdo que descreve a distribui¢ao do carregamento normal ao longo da extensao da

1on 1 [* p&)
Z%_ﬁ/_ax’—édé (3.5)

zona de contato é dado por:

De maneira andloga para o carregamento tangencial,

1dg 1 [* q(§)
Z%_w/_ax—gdg (3.6)

¢ € a variavel de integracdo do carregamento ao longo da zona de contato e A € a compla-

céncia composta que € definida como:

A=2 <E> (3.7)
4p

sendo £ = 3 — 4v em estado plano de deformag@o, v o coeficiente de Poisson e ;. € o médulo

de rigidez.
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3.3 Potencial de Muskhelishvili

Uma forma eficiente de calcular o campo de tensdo na superficie de contato € utilizando
a formulacao potencial de Muskhelishvili (MUSKHELISHVILI, [1953; HILLS; NOWELL;
SACKFIELD, 1993)). Na Figura [3.6] um semi-plano eldstico é submetido a forgas de su-
perficies normais e cisalhantes e deve ser achado o valor das tensdes em um ponto qualquer

dentro do dominio.

— p(x), q(x)

Y

Figura 3.6: Semi-plano submetido a uma distribuicao de tensdo arbitrdria

A coordenada das posigdes é dada de forma complexa (z = = + yi) e o potencial pode

ser descrito como:

®(z) = L/]Mdt (3.8)

2m t—=z
onde na Eq. (3.8), p(t) e ¢(t) sdo distribuicdes normais e cisalhantes arbitrarias. Em con-

di¢des de escorregamento, essas distribui¢cdes sdo relacionadas pela Eq. (3.2). Assim, a

Eq. (3.8) € escrita na forma:

1—if [ p(t)
() = — /t_zdt (3.9)

Ap6s a determinacdo do potencial, as componentes de tensdo podem ser relacionadas

através das equacoes:

Opz + Oyy = 2(D(2) + ©(2)) (3.10)

Oyy — Oz + 2074y = 2((Z — 2)®'(2) + ®(2) — (2)) (3.11)

onde ®'(z) é a derivada da fungdo potencial em relagio a z, ®(z) o conjugado da fungdo

potencial e ®(Z) é o conjugado da funcdo potencial aplicado ao conjugado de z.

20



3.4 Teoria de Hertz

Em 1881}, Hertz deduziu a solu¢do analitica de uma série de problemas basicos para a me-
canica do contato. Considerando o raio de curvatura do corpo como 2 € a regido de contato

como a, as suposi¢des necessdrias para a aplicacio da teoria de Hertz sdo as seguintes:

e As superficies sdo continuas e ndo conformes (a << R);

e A deformacdo € pequena (ndo € aplicavel para materiais com moddulo de elasticidade

baixo);
e Cada componente pode ser modelado como um semi-espaco eldstico (a << R);

e As superficies sdo sem atrito (f = 0).

Para chegar as equacdes de distribuicao de pressao normal e da 4rea de contato, deve ser
feita a inversdo da integral da Eq. (3.5) com o objetivo de isolar p(z). Sendo feita a inversdo:

el [ ol
p(l‘) - Aﬂ' /_a w(f)(é . x)dg—i_ ( ) (312)

a fun¢do w(x) é chamada de fungdo de forma e depende o comportamento do carregamento
nas extremidades dos pontos de contato. Como o problema ¢é para superficies continuas e
ndo-conformes, w(z) = v/a? — 2. A interpenetracio h(z) é aproximada por uma parébola.
A Equagdo (3.12)) vira:

p(r) = — i y \/W(g)(x—g)dg (3.13)

onde k é a curvatura da pardbola. Normalizando a Eq. (3.13) com { = {/a e d§ = ad(,
tem-se:

1
p(z) = ——V“l_"”gk / d¢ (3.14)
™ -1

¢
VI=¢ (G -9

Utilizando as solu¢des da Integral Singular de Cauchy de Primeira Ordem, que €:

du=m (3.15)

p(z) = i\/a2 — 227 = Ea 1— <£>2 (3.16)
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A simplificacdo dos corpos para um semi-espago eldstico JOHNSON, [1987) resulta em
uma distribui¢do de normal da forma:

p(a) = —poy /1 - (2)2 (3.17)

onde py € o valor mdximo da pressdo de contato, obtido a partir de:

2P
Po= — (3.18)
ma
e a é a semi-largura de contato, dada por:
4PR*
2= 3.19
“ TE* ( )

sendo R*, o raio efetivo e £* o médulo de elasticidade combinado dados pelas Eq. (3.20) e

(3.21):

11\
R* = (E + R_2> (3.20)
. 1—v? 1—uv3 -
Er = B + A (3.21)

tendo em mente que as propriedades com subscrito sdo especificas de cada corpo.

3.5 Contato sob Deslizamento Parcial

Em sec¢des anteriores, foi discutida a existéncia de regides de adesdo e deslizamento como
resultado de uma carga cisalhante que nio consegue promover o deslocamento total de um
corpo sobre o outro. Neste caso, a regido de adesado se estende do centro do contato até uma
distancia c e a regido de deslizamento vai do fim da zona de adesdo até a semi-largura de
contato a. E importante ressaltar que esse comportamento é simétrico em relacdo ao centro
do contato.

Combinando a Eq. (3.2) com o valor da pressao normal de contato achado na Eq. (3.17)
e modelando as tensdes cisalhantes superficiais como uma pertubacio da solugdo de escor-

regamento total, tem-se:

X

q(z) = fpoy/1— (5)2 —¢(z) (3.22)

Dentro da zona de adesdo, obtém-se o valor do termo ¢'(z). Levando em consideragio

que ndo ha movimento relativo na dire¢do = entre os pontos correspondentes na regido de
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adesdo (¢'(z) = 0, ]z| < ¢). Dessa forma a Eq. (3.6) resulta em:

X

2
q(z) = fpog 1— (Z) lz| < ¢ (3.23)

Na zona de escorregamento (¢ < || < a) ndo hd pertubagéo da solugdo de escorrega-

mento total, resultando:

¢(x)=0 c<lz[<a (3.24)

Considerando o equilibrio tangencial, pode-se achar o tamanho da zona de adesao, c:

L (Q) (3.25)

1.0

0.8} |

0.6 E

% X A 'S X
§ / X g PYORRpUeT X)< \
Ry K % X
/ &&\x X \
0.4} « X X Yy
I R PV A
! \

4 L
% 3
| — P/Po I

0.2/ -~ Q/fP=1.0 1
j‘ A A Q/fP=0.75 \
| % X Q/fP=0.6 |
‘ Q/fP=0.5 |

0.0 ! T !

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
z/a

Figura 3.7: Perfil de distribuicdo de tensdes normais e cisalhantes para diferentes coeficientes

de atrito

A Figura 3.7 apresenta o perfil de distribui¢des cisalhantes para um carregamento mo-
notdnico para uma série de perfis de coeficiente de atrito. Eles sdo ilustrados juntamente
com a distribui¢do de pressdo normal mostrar que os valores da tensdo cisalhante dividida
pelo coeficiente de atrito na regidao de deslizamento sdo os mesmos que das tensdes normais
como deduzido anteriormente. Para o valor de Q/fP = 0,75 é clara a variagéo da tensdo
cisalhante da zona de adesdo para a zona de deslizamento, variacdo que ocorre nos limites
da zona de adesao (—0, 5 até 0, 5). E nitido também, o aumento da zona de adesdo para coe-

23



ficientes de fric¢do maiores, pois ele aumenta diretamente o valor da pertubacao nas tensoes
cisalhantes.

3.5.1 Carga ciclica

Um dos objetivos desse trabalho € avaliar as tensdes cisalhantes quando a carga tangen-
cial aplicada € oscilatoria como descrito na Fig. As expressoes desenvolvidas anterior-
mente sdo validas para quando a forca tangencial estd em seu valor maximo, ()4, ilustrado
pelo ponto A da Fig.[3.8] Neste ponto as tensdes de cisalhamento apontam na diregao oposta
ao movimento do corpo, comportamento que foi descrito nas Eq. (3.2) e Eq. (3.4). Esse

fendmeno se repete por todo o ciclo, portanto:

sgn(a(z)) = —sgn (%) (3.26)

A de:(:

\ sz’n

Figura 3.8: Variacdo da carga Q com o tempo

M M AN,

QA N
VoV

D E

Figura 3.9: Tensoes cisalhantes durante o ciclo de carregamento mostrado na Figura
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Posteriormente, € feita a suposi¢do de que a carga tangencial foi reduzida infinitesimal-
mente do valor maximo, situago ilustrada pelo ponto B (Fig. [3.8)). As tensdes cisalhantes
também tem uma reduc¢do infinitesimal e o deslocamento tangencial cai. Neste, ponto a di-
recao do movimento e as tensoes cisalhantes existentes criam um estado de total adesdo em
todo o contato. A medida que a carga diminui (Ponto (), deslizamentos reversos surgem nos
limites da largura de contato. O comportamento das tensdes cisalhantes nesses fendmenos
pode ser visto na Fig.[3.9]

Dentro das novas zonas de adesdo as tensoes cisalhantes terdo mudado de direcdo, de

fp(z)y/1— (%)2 para — fp(z)4/1 — (f)2 De forma andloga, pode-se deduzir que a pertu-
bagdo necessdria para evitar escorregamento na nova zona de adesdo, ¢, é dada por:

/

2
¢'(@) =2fmy[1- () (3.27)

O fator apresentado na Eq. (3.27) deve cancelar o deslocamento relativo quando as ten-
~ . . 2 . . 2
soes da zona de deslizamento variam 2fpy4/1 — (f) ao invés de fpoy/1 — (f) CcOmo no
carregamento monotdnico. A tabela apresenta as distribuicdo de tensdes cisalhantes para
cada regido na fase de descarregamento.

Tabela 3.2: Tensdes superficiais cisalhantes para cada regido durante a variacao do carrega-
mento tangencial com o tempo.

q(z)/ fpo Zona de Aplicacio
— 1—(%)2 d<|z|<a
2 / 2
ST- @ 21— () c<lol <¢

V1@ 2y I- () —5y1- () lel<e

ISH e

O tamanho da nova zona de adesdo € calculado a partir da condi¢do de equilibrio, resul-

tando em:

%/ _ \/1 - 'Qmu;f_PQ(t) ‘ (328)

A Figura [3.10] dd uma visdo mais clara da variagdo das tensdes cisalhantes no carrega-
mento ciclico. A medida que () diminui com o tempo do seu valor maximo para o valor
minimo, é perceptivel o aparecimento dos deslizamentos reversos e que as distribui¢cdes de

tensdo para Qa: € Qmin S30 iguais em modulo. E notével que tanto na Fig. quanto
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na Fig.[3.10} a remogdo total da carga, ponto D (Fig. [3.8)), ndo resulta em tensdes cisalhan-
tes nulas, mas sim, em equilibrio. Isso significa que a distribuicdo de tensdes ao longo do
tempo nao € linear e, por consequéncia, tanto as tensdes de cisalhamento quanto as tensoes

e deformagdes dos corpos em contato dependem do histérico de carregamento.

0.5

q(z)/ fpo

Q/fP=-0.3
Q/fP=—-0.6

-0.5

Figura 3.10: Tensdes cisalhantes superficiais durante um carregamento ciclico, com
Qmaz/ [P = 0.6

3.5.2 Efeito da Carga Remota

Habitualmente, componentes mecanicos submetidos as condi¢des de fretting sofrem tam-
bém agdo de uma carga remota de fadiga ou bulk stress, como na Fig.[3.11]

op(t)

Figura 3.11: Configuracdo tipica de aplicacdes de carga em fadiga por fretting

A aplicacdo da tensdo remota de fadiga o3 se d4, geralmente , em fase com a carga tan-

gencial. Consequéncia disso € o deslocamento da zona de adesdo, nas fases de carregamento
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e descarregamento da for¢a tangencial. Um fator de deslocamento da zona de adesdo, e, é
feito de maneira semelhante a c, onde:

€ o OB
a 4fpo

(3.29)

e (t) _oB— op(t)
a 8fpo

A Equagdo (3.29) ¢ valida para os momentos em que a carga tangencial tem seu médulo

maximo, e a zona de adesdo passa a ser |z — e| < c¢. Ja a Eq. (3.30) é vdlida para os
momento de carregamento e descarregamento e a aderéncia do contato é presente na regido

(3.30)

|z — €’| < c. Esta solugdo analitica é valida apenas para valores limitados de o, pois nao
deve haver escorregamento reverso na zona de contato, ou seja, e + ¢ < a. Assim:

Q
op <4 1—4/1—— 3.31
B <4fpo P (3.31)
A Figura [3.12] ilustra as tensdes cisalhantes com a presenca de carga de fadiga e a va-
riacdo da zona de adesdo. Para cargas remotas superiores, existe a necessidade de técnicas

numéricas para obter a distribui¢ao de tensdes cisalhantes.

0.5

a(x)/ fpo

-0.5

Figura 3.12: Carregamento ciclico com carga de fadiga em fase com a carga tangencial, com
Qmaz/fP =06e0p/fpo=0.5
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Capitulo 4

O Método dos Elementos de Contorno

4.1 Equacao Integral de Contorno

A equacdo integral de contorno € obtida através da utilizacdo do teorema de recipro-
cidade da teoria da elasticidade, em conjunto com uma solu¢@o conhecida como solucao

fundamental da equagdo governante para uma carga discreta num corpo infinito.
O teorema de reciprocidade pode ser enunciado da seguinte forma:

"Se dois estados de equilibrio distintos (v}, 07;, bY) e (u;, 0;;, b;) existir em uma regido de

Ry B}

Q" na superficie limitada por I'*, o trabalho realizado pelas forcas de superficie e forcas de
corpo do primeiro sistema sobre os deslocamentos do segundo € igual ao trabalho realizado

pelas forcas do segundo sistema nos deslocamentos do primeiro."

O teorema pode ser provado usando o teorema da divergéncia e pode ser escrito como:

r Q r Q

onde u;, 0y € b;, sdo os deslocamentos, as tensdes e as forgas de corpo, € n;, sdo 0s com-
ponentes do vetor normal unitdrio, apontando para fora do dominio €2. O dominio 2* é
denotado por um dominio infinito e {2 é um dominio finito dentro de {2* que tem um con-
torno I'. As mesmas propriedades do material sdo assumidas por ambos os dominios. As
forgas de superficie ¢; no contorno I' sdo definidas por:

t; = OijTj (42)

Desta forma, a Eq. {#.1)) pode ser escrita como:

Q

r

Os vetores de deslocamento u, as forgas de superficie ¢} e as for¢a do corpo b} na Eq. (4.3)
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sdo escolhidos para ser a solucao conhecida da equacao de Navier devido a uma forca pontual
unitdria aplicada ao corpo, isto é:

J g+ ﬁum FAX — X)e; =0 (4.4)
onde A(X — X') é a funcao delta de Dirac, X ¢ Q* é o ponto de carga singular e X ¢
2* é o ponto campo. O componente do vetor unitdrio e¢; na Eq. corresponde a uma
forga positiva unitaria aplicada em X’ na direcdo i. A fungdo delta de Dirac tem a seguinte
propriedade:

[ 9080 = X000 = gx) @)

O campo de deslocamento e for¢as de superficie que correspondem a solu¢do podem ser
escritos como:
U;k = U;‘kéij = Uij(X',X)ej (46)

t; =T170; = Ti5(X', X)e; “.7)

onde d;; € a fungdo delta Kroneker. U;; e T;; sdo as solugdes fundamentais dos deslocamentos
e forcas de superficies, na direcdo j no ponto X devido a uma for¢a pontual atuando na

dire¢do i em X'.

A componente de forca de corpo b; (forca por unidade de volume) corresponde a uma
for¢a pontual e é dada por:
bi = A(X', X)e; (4.8)

Substituindo b na funcdo de delta de Dirac, na Eq. (4.3)) e especificando X como a varidvel
de integracdo, obtém-se a seguinte equagao considerando a forca unitaria atuando na direcao

i
085X = X) = U (X' X)by(X)} () =
Q
AV, 08,06 = Ty (X Xy ()} () 49
r
Agora, usando as propriedades da funcdo delta de Dirac, a Eq. resulta em:
ui (X7) :/ Uiy (X" — 2)t;(z)dl () — / Tij( X' — x)uj(x)dl (x)+
r r

/ Ui (X', X )b (X)dUX) (4.10)

onde ',z e ' e X', X € Q2. Esta é a conhecida funcdo Somigliana para deslocamentos,
u; é uma representagdo continua para os deslocamentos em qualquer ponto interior X’ no

dominio 2. O campo de tensdo ao longo do corpo pode ser obtido através das derivadas da
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Eq. @.10) como a seguir:

s o(X7) = /F Ui n(X' — 2)t; (2)dT () — /F Ty (X — ) (2)dD () +

[ Vel 208, (0d2(x) (“.11)
Q

A fungdo Somigliana para tensdes num ponto interior € obtida por substituicao da Eq.
na lei de Hooke (2.12)), da qual obtém-se:

o (X) = /F Uis(X — )t (2)dT () — /F Ty (X' — g ()dT (2)+

/ Usje( X', X)bp(X)dQ(X) (4.12)
Q

Uiji € Tij, sdo combinagdes lineares das derivadas das solugdes fundamentais U;; e T;; e

serdo dadas na proxima sec¢ao.

4.2 Solucao Fundamental

Para um problema no estado plano de deformacao, as solucdes fundamentais para deslo-
camentos U;; (X', x) e forcas de superficie 7;;(X’, ), definidas na Eq. (4.5), sdo dadas por:

') = ! N (2 s 4o
Uij( X', z) = TG = y*){(3 4v*) In (r) dij +rair i} (4.13)
e
T (X', 2) = — {1 = 20")y 2 ) — (1= 20 )(ramy — )} (414)
(X = = v*)0i + 2rar gl 5 v (rin; —rn; .

O campo de deformagdo fundamental Uy,;;(X’, X) e o campo de tensdo T};; (X', X),
como apresentado na Eq. (4.12), sao dados por:

1 *
Ukij (X/7 X) = m{(l — 2v )(r’jéki + T,i(sk]’ + r,kéij) + 2’/’71'7’73'7’7;{} (415)
e
Thi (X', X) = B 00T 10 oS+ v (1 g0+ i) — A r
kij ) - 27'('(]_ — V*>7"2 an ik ,jYik Y5k gl gk
+ 20" (nir g+ nyrr ) + (1 —20%) (2ngr ;7 + 10 + 1)
— (1 — )by}, iyj=1,2 (4.16)
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Nestas equagdes, ¢;; denota o delta de Kronecker, (X', X) representa a distancia real
entre o ponto fonte x’ e o ponto campo x, que € dada por:

_or

As solugdes fundamentais para o estado de tensdo plana podem ser obtidas pela seguinte

r = |X—X’| e T 4.17)

substituicdo da relacdo modificada de Poisson e médulo de Young:

V= (4.18)
*2
E*=E {1 _ M} (4.19)

4.3 A equacao integral de contorno

A equacgdo integral de contorno € obtida por um processo de limite, fazendo um ponto
X' no interior do dominio €2 tender a um ponto z’ no contorno I'. Este processo pode ser

demonstrado pela Figurafd.T|e a Eq. (4.9) pode ser escrita como:
L.

Figura 4.1: O ponto fonte z’ pertence ao contorno.

w(X) = /F UK (e)dra) - / Ty (X', ) (2)dD () +

r-r.—T7

[ o onod) 20
I—L.—TI7,
onde o contorno total é definido como:

I'=(T-T.)+TI"

£

(4.21)
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I'! representa o contorno de um semicirculo de raio , I, tende a I'. quando ¢ — 0. Tomando
o limite de ¢ — 0, a formulagdo direta de elementos contornos € obtida como:

Cole/ i) = | Ui’ ls()d(w) = [ T’ apus () (o) +

T

/ Uy (2, X )b (X)dQUX)d(z) (4.22)
Q

onde
Cij(a") = di; + li_r)rcl]{ Tij(x', x)uj(x)} (4.23)

Ie
A Equagdo ({#.22)) representa a formulagdo direta do método de elementos de contorno o
qual relaciona deslocamentos e forgas de superficie no contorno. Esta equagdo integral de
contorno para um ponto geral sobre o contorno na auséncia de forcas do corpo b; pode ser

escrita como:

Cilayus(@) + [

FTZ-j(x’,x)uj(x)dF(x) :/Uij(x',x)tj(:v)dF(x) (4.24)

T

onde C;;(X’) = d;; quando o ponto 2’ estd dentro do dominio 2. A avaliagdo de C;;(z') é

mais complicada quando x’ estd no contorno I', mas de um modo geral, tem-se:

ijs se X' € ao dominio
Cij = { %2t5;;, se X' € ao contorno (4.25)
0, se X' ¢ ao dominio ou ao contorno

onde 6,,,; é o Angulo interno do contorno I" no ponto X’ (veja Figura 4.2)).
g p ja Fig

' Tn

Qint

Figura 4.2: Angulo interno no contorno do componente.
Quando o ponto fonte encontra-se em ponto suave do contorno, isto €, ndo é um canto,

tem-se:
5ij. (4.26)
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Baseado na formulagdo apresentada, obtém-se a equacao:

Cij(a")u;(z") + /

750 )y (w)ar(a) = /F Uy, 2)t;(2)d0(x)  (4.27)

Dividindo o contorno I' em Ne elementos de contorno, a Equagao (4.27)), de outra forma,

pode ser escrita como:

Ne Ne
Cijui(d) + Y /F Thudly = /F > t,d0; (4.28)
j=1 J j=1 J

Essa equacdo € aplicada em cada um dos nés do elemento de tal forma que a equagdo

integral de contorno € transformada em um sistema linear de equagdes algébricas:

Hu = Gt (4.29)

onde os tensores de segunda ordem H e G contém as integrais das solucdes fundamentais
de forgas de superficie 7;; e de deslocamentos U;;, € os vetores t € u contém todas as forcas
de superficies e deslocamentos conhecidos ou ndo. Através de algumas manipulacdes algé-
bricas podemos isolar as incégnitas em um vetor x de forma que o sistema (4.29) possa ser
representado por:

Ax=b (4.30)

onde uma solucdo Unica pode ser obtida.

4.4 Elementos de contorno quadraticos continuos

Na discretizacdo utilizando elementos de contorno quadraticos continuos, a geometria €
aproximada por uma fun¢do quadrética ao longo de cada elemento, sendo necessdrios trés
pontos nodais por elemento conforme mostrado na Figura (4.3)).

Assim, os deslocamento e as forcas de superficies sdo aproximados da seguinte forma:

u=1 uy p= » ¢ =Nu™ @31
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Figura 4.3: Elementos quadraticos continuos.

( tgl) \
t tél)
1 2)
NO 0 N® o NO® g t!
t={ ty, p= o ¢ =Nt (432
o N®» 0o N o0 NO t
ts /3
1
®3)
\ t2 /
onde ugn) e tE”) sdo os valores nodais de deslocamentos e forgas de superficies, respectiva-

mente, e N sdo as fungdes de forma quadraticas definidas por:

NO  — %5(5_1) (4.33)
N® = 1_-¢? (4.34)
N® = %§(§+1) (4.35)

onde ¢ representa uma coordenada local do elemento, ilustrada na Figura 4.4

Da mesma forma que os deslocamentos e forcas de superficie, a geometria do problema

também ¢é aproximada por elementos de contorno quadraticos continuos:
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(23, 93)

- 1
(z1,91) 5 ; o

x —

Figura 4.4: Coordenada local ¢ para elementos quadraticos continuos.
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1 /
—a Ny =3§(€-1) /
0.4} — Ny=1-¢2 ,’ .
/
- - N3 :% (§+ 1) //
/
/
0.2} , i
7
7
e
//
0.0k /
—-0.2 L L I
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 4.5: Fungdes de forma de elementos quadréticos continuos.
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T
Nl 0 N2 0 N3 0 < $%

x =

? 0 N, 0 No 0 Ny |] a2

T3

\ Vs

Considere que o dominio tenha sido dividido em Ne elementos de contorno

as Eq. (¢.31), (#.32) e (4.36) na Eq. (#.28)), tem-se:

Ne Ne
clul—i-Z{/ TNdF}uj:Z{/ UNdF}tj
j=1 /1 j=1 /L

Chamando
/ UNdI' = G
Ly
e
/ TNdI' = H
r;
tem-se
N N
Yww - Y6
j=1 j=1
ou, na forma matricial
Hu =Gt

(4.36)

. Substituindo

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

4.41)

4.4.1 Integracao das matrizes H e G quando o ponto fonte nao pertence

ao elemento

A integracdo dos termos das matrizes H e G quando o ponto fonte ndo pertence aos

elementos € uma integracao regular que pode ser realizada usando, por exemplo, quadratura

de Gauss. Esta integracdo € descrita a seguir:
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1
HO — / T, NOdr — / NG| J]de (4.42)
T -1

J

1
GY — / U NYAr = / UsNY|J|de (4.43)
T —1

J

onde |J| representa o médulo do jacobiano da transformagdo (X, X) — &:

ar (A (dn\*\

1 2
R Y &2 4.44
1= e {(d€>+(d€>} A
onde dx; /d¢ e dzy/d€ sdo obtidos derivando-se as equagdes (4.32) em relacdo a &.

Integrais singulares da ordem O(Inr) podem ser avaliadas eficientemente pela quadratura
de Gauss com uma transformacao de varidveis ciibicas que cancela exatamente a singulari-
dade logaritmica. Uma outra possibilidade € o uso da quadratura logaritmica de Gauss. De
acordo com este método, os termos incluindo singularidades logaritmicas podem ser integra-
dos por:

1 1 N
I= / In (—) FE)dE =D wif(), (4.45)
0 ¢ i=1

onde /N € o numero de pontos de Gauss logaritmico.

Neste trabalho, os termos ndo singulares das matrizes H e G sdo integrados utilizando-se
quadratura de Gauss padrdo com 10 pontos de integragdo. Os termos singulares de G sao
do tipo In(r) sendo integrados usando quadratura logaritmica de Gauss com 10 pontos de
integracdo. Ja os termos singulares de H sao do tipo 1/7 e precisam ser calculados no sentido
do valor principal de Cauchy. Uma maneira bastante simples de se tratar esta singularidade €
através de consideracdes de corpos rigidos. Assumindo que um corpo rigido tenha todos os
seus pontos do contorno deslocados de um valor unitdrio e que ndo existam forcas de corpo
(b; = 0) na direcao de um dos eixos de coordenadas, as for¢as de superficie em qualquer

ponto do contorno deste corpo devem ser zero. Desta forma, a Equacao (4.41) torna-se:

Hv?=0 (4.46)

onde v? é um vetor que para todos os nds tem deslocamentos unitarios ao longo da direcao

q e zero na outra diregdo. Para satisfazer a Eq. (4.46) tem-se:

Hy=—Y Hy;  j#i (4.47)

sendo j par ou impar.
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O termo da diagonal da matriz H € igual ao negativo da soma de todos os outros termos
fora da diagonal correspondentes ao grau de liberdade em consideracao.

4.5 Tensoes no contorno

Para se calcular o tensor de tensdes em um dado né do contorno, considere um né em
que as direcdes dos vetores tangente e normal ao contorno nio coincidam com as dire¢des
dos eixos geométricos (Fig. 4.6). Neste n6 é criado um novo sistema de referéncia
possuindo direcdes que coincidam com o0s vetores tangente e normal ao contorno neste no.
Escrevendo os deslocamentos e as forgas de superficies neste sistema local, tem-se:

u, = lijuj

o= It (4.48)

T2

A\

o1
Figura 4.6: Tens0es no contorno.
No sistema local tem-se a seguinte relacdo:
/ /
O = 1y
o = t] (4.49)

A deformacgio €/, pode ser calculada, sabendo que:
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€1 = 5(“31 + U/11) = U/1,1
duy,  du) d€
1= —=—"— 4.50
1T e T de da (4.50)

Usando geometria diferencial na Eq. (4.50), pode-se notar que a dire¢do local z) € tan-

gente ao comprimento infinitesimal de arco ds dado por

ds = \/da}? + da?

ds
dg

Um pequeno movimento ao longo de s

/
dz}

dg

/
dzs,

dg

I

J

)+ ()

(4.51)

corresponde a um pequeno movimento em .

Isto permite com que z; na Eq. (4.50) seja substituido pela Eq. (4.51)), ou seja:

Lo dude
1 d¢ ds
d /
el = dlél gL (4.52)
sendo
3 .
Uy Z N (i)ugl)
i=1
— o u
d¢ dg
(4.53)
onde N sio as fun¢des de forma. Pode-se entdio obter a deformagio
! = AN (1) 7—1
eh=) e J (4.54)
n=1
Na relagdo tensiao deformacao dada por:
O'Z/-j = )\5¢j€;€k + GE;j (455)
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tem-se trés equacdes incégnitas o, 5., €}, que agora podem entdo ser calculadas.
112 <222 <12»

Por dltimo, as tensdes tem que ser escritas no referencial global z;25, ou seja

/
011 011
_ -1 /
/
012 019

onde R € a matriz de transformacao de coordenadas.
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Capitulo 5

Modelagem Numérica

5.1 Modelo Discreto

A formulagao de contato a ser usada deriva da definicdo padrao de interacdo entre sélidos
elastoplasticos (KIKUCHI; ODEN, 1988)). Os dois corpos em contato sio limitados por seus
respectivos contornos que possuem duas regides: a regido de possivel contato I', e a regido
livre I',,. como na Fig.[5.1]

Figura 5.1: Dois corpos em contato.

Dentro da regido de possivel contato, qualquer modo de contato pode estar presente de-
pendendo do tipo de carregamento. O método dos elementos de contorno é entdo aplicado
para a determinagao dos modos e de um valor quantitativo das varidveis de contato. Os com-
portamento eldstico dos dois corpos, v = 1, 2, ainda € regido pelas teoria elasticidade e uma
equacdo de contorno pode ser deduzida para cada um deles. Em fun¢do de uma carga externa

as forgas de superficie e deslocamentos dos corpos sdo descritas da forma:
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1jg JJ

Cyy + [ ruar + [ g -
I re

/ U7~t7dlﬂ+/ ultldr” v,y eT. (5.1)
e re

] LV

A Equacdo (5.1) pode ser levada ao dominio discreto da mesma forma que a Eq. (4.27):

N N
Y onY Yy Y
czjuy—I— E Hij ) = g Gty (5.2)
n=1 n=1

onde n é o numero de nés em v = 1, 2. Essas equacdes sdo representadas matricialmente

por:

H'u' = Gt (5.3)

Os vetores u” e t” representam, os valores de deslocamento e forcas de superficie dos
corpos que poderiam ser facilmente descobertos em problemas de multi-regides. No entanto,
problemas de contato possuem uma nao-linearidade geométrica, resultante do desconheci-
mento e da extensdo da zona de contato. O tamanho da drea de contato se torna parte do
problema, juntamente com as forcas de superficie e deslocamentos em toda regido de possi-

vel contato I'..

Posteriormente a aplicagdo das condi¢des de contorno do problema, o sistema fica desba-
lanceado, com mais varidveis do que equacgdes. Geralmente, em problemas de MEC, existe
um tipo de condi¢do de contorno conhecida e a geracdo de um vetor de solu¢do misto, o
que ndo acontece nesta formulagdo. A outra regido I',,. se comporta de forma semelhante as
matrizes do método de contorno, fazendo a troca das matrizes de influéncia de cada corpo,
formando A] ., que ndo mudam durante o processo de solucdo (ABASCAL, 1995) e relaci-

ona todos os valores nodais externos a regido de provavel contato, X7 ..

ju variavei ,u , i u iv ju
O conjunto de varidveis de contato, u) e t7, se relacionam com suas respectivos conjuntos

de matrizes de influéncia HY e G7. O sistema desbalanceado é representado por:
C C

Al 0 H! 0 -G! o u! b!
0 A2, 0 H2 0 -GX|) uw [ W G-

2
ktC/

onde os vetores b” sdo resultado da aplicagc@o das condi¢des de contorno. Para que o sistema

possua uma solugdo, é necessdario alocar valores extras que relacionem as varidveis de contato
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de cada corpo. A tabela [3.1] apresenta uma série de equagdes que relacionam forgas de

superficie e deslocamentos de pares de nds que podem ser representadas de forma matricial

e completar o sistema, caracterizando o método de restri¢des diretas. Elas variam para cada

modo de contato que os pares estdo: deslizamento, separacao e adesdo. Com cada par tendo

a liberdade de estar em modos de contatos diferentes, pois esta ¢ uma formulagdo né-a-né:

Deslizamento:
00 00 uy
0000 ud
Cy =
1010 u?
0000 ul
Adesao:
00 00 ug
00 00 us
Cy =
1010 ub
0101 ul
Separacao:
0000 uy
0000 us
Cy, =
0000 u?
0000 ub

Ct =

Ct =

C; =

o O O

o O = O
o O = O

o O O =
o O = O

o = O O

_ o O O

_ o O O

Depois que o modo de contato de cada par € avaliado, forma-se um conjunto de restri¢des

para deslocamento e tragdo, C) e C/. Além do modo de contato, o gap entre os pontos é

medido(v”) e colocado no grau de liberdade correspondente ao par de nds avaliado. A

Equagio (5.4)) ¢ redefinida de forma que:

Al 0 H! 0 -G!
0 A2, 0 H? 0
0 0 C!. c2 c}

0
—QG?
C?

(

\

1
Xne
2
Xne
u

112

1
c
c
te
te

\

Vs

(5.5

Portanto, a Eq. (5.5) € um sistema ndo-linear completo e matricialmente representado por,

Ax

b,
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Uma vantagem dessa formulacio € sua simples implementagdo computacional, e outra,
¢ o fato de que para uma mesma configuracdo, a varia¢do das condicdes de contorno nao
muda todo sistema, mas apenas a parte de aplicacdo das restricdes. Isso é de grande ajuda
em problemas de contato com fric¢do, onde as condi¢des de contorno sdo aplicadas gra-
dualmente. E necessério ressaltar que nesses casos, a regido de provavel contato deve ser
escolhida cautelosamente e ter o menor tamanho possivel, pois o seu aumento resulta em um
maior nimero de termos checados a cada aplicagc@o das condicdes de contorno, levando a um

tempo de processamento computacional maior.

Por outro lado, o acoplamento de malhas n6-a-n6 esta limitado a problemas com peque-
nas deformacdes e pouco deslizamento. Quando o deslocamento tangencial do né € grande,
ele comeca a se distanciar do par de contato original e a aplicagdo das restri¢cdes de contato
se torna inadequada para a situacdo. Essa desvantagem ndo é preocupante para problemas
de fretting, onde os deslocamentos pequenos fazem parte do fendmeno. O fato da geracao
de malha ter que ser conforme € mais importante, porque se perde muito tempo preparando

a malha em alguns problemas em compara¢do com outros métodos de acoplamento.

5.2 Solucao do Sistema Nao-Linear

A solug@o para sistemas nao-lineares como os da Eq. (5.6) foi primeiramente proposto
por Pang (1990) , e recentemente implementada com sucesso no método dos elementos de
contorno (RODRfGUEZ-TEMBLEQUE; ABASCAL, [2010). E uma extensio do método
classico de newton (HOFFMAN; FRANKEL), 2001}, que tem como ideia principal utilizar o
valor de uma fung¢do aplicada em um ponto relacionado com o valor da derivada do mesmo

ponto, para achar a raiz ,z*, de uma fun¢@o nao-linear arbitraria, F (z):

O valor de z* € achado iterativamente, onde o valor x;, € achado a partir de um incremento

ao resultado obtido no passo anterior:

F(z)
F'(zy,)

o processo € repetido até que um dos critérios de parada sejam satisfeitos, sendo eles:

Tpy1 = T + = T + O (5.8)

|f(l’k+1)’ <& (59)

|Tpr1 — x| < €9 (5.10)

no primeiro caso, T, = =¥ porque a funcdo atingiu um valor bem préximo de zero, £;. No
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segundo caso, os resultados achados pela Eq. (5.8) sdo bem préximos um do outro, podendo

ser considerados iguais, e o valor ndo estd evoluindo com os incrementos.

Essa é uma das formas mais comuns de encontrar raizes de fun¢des ndo-lineares por
convergir rapidamente e ser de ficil implementacdo. Ele requer um chute inicial, xy, € a
derivada da fungdo. Se a mesma nao for diferencidvel ou achar a derivada for um trabalho

de certa complexidade é conveniente usar o0 método das secantes.

Para sistemas multidimensionais, o0 mesmo principio € aplicado:
Xp1 =X, —J 'R (5.11)

onde J € a matriz jacobiana, que relaciona as derivadas parciais das fungdes nao-lineares, e
R € a funcdo residuo onde os valores do vetor xj sdo aplicados no sistema. O produto da

matriz jacobiana com a funcdo residual d4 o incremento interativo para o método.

No caso deste trabalho, assumiu-se que J = A, pois isso forcard o vetor residual cal-
culado no passo k&, R = Ax; — b, a zero. O processo da Eq. (5.11)) é repetido até que o
residuo alcance um valor bem préximo de zero, calculado da forma:

e =v/(Xps1 — x6) T (Xpyp1 — X) (5.12)

O algoritmo [I] apresenta o processo interativo usado para resolver o sistema nio-linear
deste trabalho:

Algoritmo 1 Implementacido do método de newton.

1: Verifica-se 0 modo de contato de cada n6
2: Aplicam-se as restri¢des de cada modo de contato
3: Chuta-se um valor inicial para xy = x
4: Inicializa-se o erro, err, e o critério de parada
5: enquanto err < ¢ faca
6: dy = A1
7: y=Ax—Db
8: d=dy=xd
9: x=x-—d
10: err = \/(x — xo)'(x — Xo)
11: Xg =X
12: Verifica-se o modo de contato de cada n6
13: Aplicam-se as restricoes de cada modo de contato

14: fim enquanto
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5.3 Modelagem Numérica

5.3.1 Aplicacao Incremental de Carga

Nos problemas de contato, a solu¢do final € obtida somente quando a carga externa ma-
xima ou contato total da regido de contato € atingida. Entretanto, como a regido de contato é
uma funcdo da forga aplicada e do coeficiente de atrito, a solugdo deve ser obtida com auxilio
de uma solu¢do numérica iterativa. Ainda mais se o contato for entre contornos nao confor-
mes, a solucdo aproximada € alcancada com aplicacdo gradual de carga em vdrias etapas.
E necessdrio considerar também que nos problemas de contato, as equagdes de equilibrio e

compatibilidade ao longo da regido de contato devem ser satisfeitas.

Sabe-se que existem varios métodos para a aplicacao de carga nos problemas de contato.
A aplicacdo instantanea de uma carga externa em uma Unica vez € aceitavel se houver con-
tato n6 a nd na regido de adesdo. Nesse caso, o processo iterativo de solucdo do sistema é
utilizado até que a regido de escorregamento e adesiao sejam conhecidos.

Outra abordagem, mais recomendada, € a aplicac@o incremental de carga. Nesse caso, a
carga total serd aplicada gradualmente, em vdrios incrementos. A vantagem dessa aborda-
gem € um resultado mais aproximado e também sua aplicacdo, uma vez que ela serve tanto
para modo de contato né a né quanto para contato de uma superficie com um né. Por ser
um processo iterativo, a historia das tensdes de contato, as quais tem importancia em casos

especificos de contato como fretting, devem ser registradas.

Na abordagem incremental, as condi¢des de contorno, geometria deformada dos corpos e
estado de contato sdo atualizados em cada iteracdo. O niimero de incrementos € predefinido

pelo usudrio e a soma dos incrementos € igual a carga total externa, ou seja:

M
P = Z AP™ (5.13)
m=1

onde AP é a carga aplicada em cada incremento, P,,,, é carga externa total aplicada e M ¢é

nimero de incrementos. A forga total aplicada é calculado pela Equagdo (5.14).

m o m—1 m
P =Prl 4 AP, (5.14)

onde P;" € a forga externa total até o incremento m. Na aplicag@o de cada incremento de
carga (AP) haverd uma resposta do sistema que se encontra inicialmente em equilibrio. A
resposta do sistema resulta em pequenas variagdes nas forcas de superficies e nos desloca-
mentos no contorno do sistema até obter um novo equilibrio. As variagdes de deslocamento

e forgas de superficie sdo definidas como:

m _ . m—1 m
uwlt=ul" + Auj
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m m—1 m
=" AL (5.15)

onde Auj" e At} sdo variagdes incrementais de deslocamento e forga de superficie devido a

carga incremental AP[". Rescrevendo a equagio integral de contorno, tem-se:

r

A integral do contorno para cada incremento € obtida através da equagao abaixo:

r r

Os nés do contorno discretizado devem ser organizados na regido de contato e formar
pares de nds, criando a superficie de contato. Todos os pares de nés devem ser resolvidos
como um sistema de contato independente, satisfazendo forcas de superficie incremental At
e deslocamentos incrementais Au. Além disso este procedimento deve ser aplicado tanto
para a equacdo de equilibrio quanto para a equacdo de compatibilidade. A partir disso,
percebe-se que para cada corpo haverd um sistema de equagdes, mostrado anteriormente na

Eq. (5.3). Reformulando para o caso incremental, tem-se:

H'Au' = G'At' ¢ H?2AU? = G*’At? (5.16)

onde os vetores Au e At contém, respectivamente, os valores de deslocamentos e forcas de
superficie para cada incremento. Para obter a solu¢io do problema, as condi¢des de contorno
fora da regido de contato e restricdes de contato dentro da regido de contato deverdo ser
aplicadas.

5.3.2 Decisao do Modo de Contato

Como ja mencionado anteriormente, o modo de contato € verificado a cada passo de
incremento de carga para decidir quais nds estdo em contato e quais ndo. Considerando o
par de contato a e b, com forcas de superficie e deslocamentos conhecidos no passo m — 1,

se no passo m nenhum contato € detectado, a relacdo a seguir é verdadeira:

(Aug + Aup)™ < gy,
=l AT > 0. (5.17)
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Se o oposto acontece,

b -1
(Aul + Au, )™ > g0,
tmh 4 AT <0, (5.18)
os nds a e b ndo estdo em contato. A funcdo gy representa o gap entre os nds enquanto u,, €
t,, sdo os deslocamentos normais e as forcas de superficies normais, respectivamente.

Acontecendo o contato, uma segunda verificacdo ¢ feita relativa ao movimento tangencial
dos nds de contato. A avaliagdo dos pares, para o modo de adesdo € dada por,

[0 = [0+ A < plt ™+ ALY = )] (5.19)

Se esta condic¢ao € valida, o par estd em estado de adesd@o. Opostamente:

|6+ AL > pltr Tt 4 ALY (5.20)

a condi¢do de deslizamento € alcancada. A lei de atrito de Coulomb, define dois coeficientes
de friccdo, um estatico e um dinamico. No entanto, em problemas em que existe desliza-
mento e aderéncia simultaneamente, f pode ser aproximado por um valor médio (NOWELL;
HILLS|,[1987). O algoritmo [2]engloba as Eq. (5.17), (5.18)), (5.19) e a 16gica de decisdo dos
modos de contato.

Algoritmo 2 Procedimento de decisdo de modo de contato.

param =m+ 1,m = my
2: se (Aud + Aub)™ > gl e tm=1 4 At™ < ( entdo
Contato detectado entre a e b
4: se ([t = [t/ 1 + At < pltm=t + At™| = u [t™| entdo
No6s de contato em adesao,
6: senao
No6s de contato em deslizamento,
8: fim se
senao
10: Nio existe contato: (Au® + Aul)™ < gy~
fim se
12: continua
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Capitulo 6
Resultados

Este capitulo contém os exemplos usados para a valida¢do do cédigo de elementos de
contorno para problemas de contato com atrito. Todos os exemplos foram rodados em um
computador de sistema operacional Windows 10-64 bits, com processador Intel Core 17-2600
que possui 4 nucleos de processamento com frequéncia de 3,40 GHz e 8 GB de memoria
RAM.

O cddigo foi desenvolvido na linguagem de programacao MATLAB e os resultados tra-
balhados no software Paraview (HENDERSON; AHRENS, 2004). Todos os exemplos foram

resolvidos com elementos de contorno quadréticos continuos.

6.1 Indentador do Tipo Plano

O primeiro exemplo € um dos problemas cldssicos com solucdo analitica deduzida por
Hertz. Um perfurador cilindrico com o perfil plano € pressionado contra um semi-espaco
eldstico por uma forca normal P. Considerando que o perfurador € rigido, e o contato com-

pleto, a solucdo analitica do problema é dada por:

@ P
=

Esse tipo de distribuic@o da pressdo de contato € singular nas pontas, com a solu¢@o analitica

6.1)

tendendo a infinito quando |z| = a.

6.1.1 Consideracoes Iniciais

Durante a constru¢do da malha, teve-se o cuidado de colocar as interfaces de contato com
o mesmo nimero de nds. Na Figura [6.1] ¢ observado o actimulo de elementos na regido de

contato, as dimensdes dos corpos e os locais de aplicacdo das condi¢des de contorno.

O material escolhido para compor o indentador foi o diamante com moddulo de elasti-
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cidade £; = 1000 GPa e coeficiente de Poisson v; = 0,1. O outro corpo € constituido
aluminio com médulo de elasticidade £y = 69 GPa e coeficiente de Poisson v, = 0, 33.

y (mm)

X (mm)

Figura 6.1: Malha do problema com 20 elementos de contato (240 Graus de liberdade).

6.1.2 Carga Normal

Como o problema tem coeficiente de atrito nulo (f = 0), ele pode ser feito em apenas
um passo e a carga normal aplicada foi de 20 N. Os resultados obtidos com 10 elementos de

contato foram comparados com a solucdo analitica e sio mostrados na Fig.

70

—6— Resultado Numérico
—>— Solug&o Analitica q

60}

Figura 6.2: Comparagdo do resultado numérico com o resultado analitico da pressdo de
contato (10 elementos).

Na Figura |6.2| pode ser observado que mesmo com uma malha pobre o resultado numé-
rico tem o mesmo comportamento que o resultado analitico. Conforme o resultado numérico
se aproxima dos pontos de descontinuidade geométrica ele apresenta oscilacdes e um cresci-
mento exacerbado no final da mesma forma que o resultado analitico tende ao infinito nessas

areas.
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O refinamento da malha gera uma menor regido de oscilacdo que nunca chega a desa-
parecer, pois o comportamento & inerente a aplicagdo das restrigdes né-a-né (Fig. [6.3). As
forgas de superficie nos pontos de descontinuidade geométrica tem as dire¢des de tracdes ex-
tremamente volateis e o uso de elementos de contorno quadraticos descontinuos seria mais

apropriado neste caso, resultando em um aumento dos graus de liberdade do problema.

120

T T T T T T T T T
90 . . . . . ‘ . . . _
—©— Resultado Numérico
—6— Resultado Numérico —>— Solucéo Analitica
80¢ —%— Solugao Analitica | 1

100

80

p (MPa)
3

0 ! ! ! ! ! : ! ! : -1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 X (mm)

X (mm)
20 elementos. (a) 40 elementos.

160 T T T T T T T T T
—©— Resultado Numérico
140 + —>— Solucéo Analitica B

120

100

80

p (MPa)

60
40

20 %%

. . L ) L L L . .
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X (mm)

(b) 80 elementos.

Figura 6.3: Pressao de Contato para diferentes malhas.

No entanto, o aumento do ndmero de elementos de contato ndo aumentou a precisao
dos resultados numéricos no ponto (x,y) = (0,0), que foi escolhido porque é o tnico que
se mantém fixo durante qualquer refinamento da zona de contato. Na Figura [6.4] estdo
dispostos os valores do erro absoluto no ponto escolhido para diferentes refinamentos da
regido de contato.

Por fim, a Figura [6.5] contém a distribui¢do das tensdes equivalentes de von Mises do
segundo corpo. Os valores do penetrador de diamante sdo bem superiores aos do corpo de
aluminio devido a grande diferencga entre modulos de elasticidade, entdo a peca foi removida
para que as tensdes do corpo inferior fossem observadas mais facilmente. Foram usados 400

pontos internos.
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Figura 6.4: Valores da pressdo de contato no ponto (z,y) = (0,0).

von Mises (MPa)
12
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Figura 6.5: Distribuicdo das tensdes de von Mises.
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6.2 Problema de Cattaneo-Mindlin

O exemplo a seguir apresenta duas sapatas de perfil circular em contato devido a uma
carga normal aplicada e posteriormente, uma carga tangencial ciclica incapaz de causar des-

lizamento total entre os corpos (Figura[6.7), como em um problema de fretting.

As solugdes analiticas do problema foram deduzidas no Capitulo 2, e os resultados obti-
dos pela simulagdo em cada fase de carregamento foram comparados com seus respectivos

valores analiticos.

6.2.1 Consideracoes Iniciais

A presenca de atrito no problema traz a necessidade de uma aplicagdo incremental das
cargas no sistema para que se chegue a uma reposta sem oscilagdes. A aplicagcdo das cargas

tem cinco fases distintas onde os resultados numéricos foram avaliados, eles sdo apresenta-
dos na Fig.[6.6]

Carga$

—— Carga Normal

Carga Tangencial

P2

P3 P5

Pl tempo

P4

Figura 6.6: Esquema de carregamento incremental para o problema de Cattaneo-Mindlin

O ponto P1 é quando carga normal € completamente aplicada, P2 é o momento de
aplicagdo da carga tangencial méaxima, 3 quando € feito o descarregamento e por fim, P4 e
P5, a aplicacdo do valor minimo da carga tangencial e seu descarregamento. Cada fase tem
50 passos de incremento de carga.

As propriedades geométricas e materiais do problema sdo dadas pela Tabela [6.1] e pela

Fig.
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Tabela 6.1: Propriedades materiais e geométricas.

Propriedade Simbolo Valor
Raio R 70 mm
Comprimento w 6,5 mm
Altura h 6,5 mm

Moédulo de elasticidade E 73,4 GPa

Razao de Poisson v 0,33
Carga Normal P 100 N/mm
Carga Horizontal Q 15 N/mm
P
-Q 4-l-> Q
T
Corpol
R
R
Corpo2
w
A A A A A A A A a ‘

Figura 6.7: Geometria do problema.
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O mapa de cor com as tensdes equivalentes de von Mises foi pintado para cada fase da
simulagdo com a malha apresentada na Fig.[0.8] Ela possui 60 elementos de contato em cada
interface de contato com cada corpo € composto por 162 elementos de contorno (324 nés,

648 graus de liberdade) e 584 pontos internos para colorir os dominios.

6l D S YR B P i e Svn e w

y (mm)

-10 -5 0 5 10
X (mm)

Figura 6.8: Malha com 60 elementos de contato e 584 pontos internos em cada corpo.

6.2.2 Carga Normal

A primeira etapa do problema ¢é a gradual aplicacdo da carga normal que determina a
area de contato entre os corpos e pela falta de deslizamento total, se manterd constante. A
semi-largura € medida pelas coordenadas dos nds que tem pressdo de contato diferente de

zero e seu erro relativo ao valor analitico, dado pela Eq. (3.19)), ¢ medido por:

erroy, = ’aanalitica - anumérica‘ . 100 (62)

Qanalitica

O erro percentual da area de contato calculado pela Eq. foi tirado para multiplas
configuracdes de malha, tendo em foco o aumento de elementos na interface de contato
entre os corpos. As medidas estdo apresentadas no grafico de barras da Fig. [6.9] e é notéria
a redugdo do erro percentual até o refinamento da malha para 60 elementos de contato, apds
1ss0, os valores tem comportamento oscilatorio com picos cada vez menores a medida que a

interface é discretizada com mais elementos.

Isso acontece porque o contato entre corpos possui rapidas variagdes nos seus resultados
para forcas superficiais, caracterizando um problema de alto gradiente. Portanto, eles de-
pendem do posicionamento dos nds, que mudam a cada refinamento, consequéncia do tipo
de gerador de malha usado que usa o nimero de nds de contato como referéncia para divi-
dir o segmento geométrico uniformemente (ALBUQUERQUE, 2001). Esse fato mostra que
um gerador de malha adaptativo que crie mais elementos nas regides de rapida varia¢ao dos
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resultados levaria a erro bem menor com poucos elementos de contato.

50 -

45 -

Erro (%)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
NUmero de elementos de contato

Figura 6.9: Erro percentual da semi-largura de contato em func¢io do nimero de elementos
de contato.

As respostas numéricas e analiticas das tensdes ao longo da superficie do primeiro corpo
sdo mostradas na Fig. [6.12(a). Elas foram obtidas com 120 elementos de contato e apre-
sentam boa concordancia entre si. E importante ressaltar o cancelamento das tensdes de

cisalhamento resultante da semelhanca eldstica entre os corpos.

Finalmente, pode-se observar na Fig. [6.13(a) o mapa de cor com as tensoes de von Mises
dos corpos em contato eldstico por uma carga normal e fica evidente a concentracdo dos

valores mais altos das tensdes nas regides mais proximas da interface entre os corpos.

6.2.3 Carga Tangencial Monotonica

A segunda etapa do problema € aplicar uma carga tangencial positiva que se relaciona
com a carga normal por Q)/fP = 0,5. A carga tangencial ndo é capaz de causar desliza-
mento total entre os corpos, portanto existird uma zona de adesdo, calculada analiticamente
pela Eq. (3.25). O valor obtido pelo algoritmo de elementos de contorno serd comparado

com o resultado analitico de forma que:

erroy = ‘Canalitica - Cnumérica’ 100 (63)

Canalitica

Como feito anteriormente, foi feito um grafico de barras do erro em fung¢do do nimero
de elementos de contato, apresentado pela Fig.[6.12(b). Com a malha mais grosseria, os nds
se acumulam na regido de adesdo e mantém a medida da zona de adesdo constante. Quando

o nimero de nds se eleva, o erro de c apresenta oscilagdes como o erro da drea de contato.

56



20 -

15

Erro (%)

10 -

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Numero de elementos de contato

Figura 6.10: Erro percentual da zona de adesdo em funcdo do nimero de elementos de
contato.

As tensdes na regido de contato para a segunda fase de aplicacdo de carga sdo mostradas
pela Fig.[6.12|c). As tensdes normais ndo apresentam variagdes em relagdo a primeira fase
porque a carga normal é mantida em seu valor mdximo. Fica exposto a queda repentina das
tensdes de cisalhamento quando as mesmas passam da zona de deslizamento para a zona
de adesdo. Os resultados obtidos pelo algoritmo também se conciliam com as respostas
analiticas.

A carga tangencial foi aplicada na dire¢do +x , entdo as tensdes cisalhantes apontam para
a dire¢do oposta do movimento. Isso pode ser visto no mapa de cor da fase 2, Fig. [6.13b),
onde o corpo onde a forca foi aplicada apresentam variagdo do campo de tensdes para a
direcdo —x.

6.2.4 Carga Tangencial Oscilatoria

A variagdo no sentindo da aplicagdo da carga tangencial causa um momento em que toda
zona de contato fica em adesdo e as regides distantes ao centro iniciam o deslizamento da
direcdo contrdria. A nova regido de adesdo é calculada pela Eq. [3.28] E como feito nas
fases anteriores, a convergéncia da malha foi checada medindo a diferenga entre as respostas

numéricas e analiticas a medida que a malha foi sendo refinada.

A Figura[6.11]ilustra o comportamento dos resultados numéricos em P3, que € oscilaté-

ri0 COmo nos erros expostos anteriormente mas, convergem para os valores analiticos.

Na distribui¢do de tensdes da Fig.[6.12(c), a regido de deslizamento reverso e a dependén-
cia do histérico de carregamentos estd evidente pelo nimero de picos existentes na solucao
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Figura 6.11: Erro percentual da zona de adesdo (¢’) em fungdo do nimero de elementos de
contato.

analitica corroborada pelos resultados numéricos. O mapa de cor na Fig. [6.13(c) apresenta
um comportamento semelhante ao mapa de cor de P1 onde sé existe a influéncia da carga
normal.

Nas fases restantes P4 e P5 o comportamento das tensdes na regido de contato e do mapa
de cor de von Mises mudam em relacdo a direcdo da carga tangencial. As tensdes cisalhantes
em P4 terdo o mesmo médulo que em P2 e as tensdes de von Mises se deslocam para +x
porque é a dire¢do contréria a aplica¢do da carga. Isto € ilustrado pelas Fig.[6.12(d) e[6.13((d).

J4 as tensoes cisalhantes em P5 tem o mesmo valor em médulo que em P3 mas o descar-
regamento foi feito da carga minima, entdo os deslizamentos reversos serdo positivos. Por

fim o mapa de cor tem 0 mesmo comportamento que em P1 e P3. Os comportamentos sao

vistos nas Fig.[6.12(e) e[6.13(e).
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Figura 6.12: TensOes na zona de contato.
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Figura 6.13: Tensdes na zona de contato.
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6.2.5 Convergéncia do Método de Newton

O Método de Newton se mostrou satisfatério durante todos os passos de aplicacdo de
carga, resolvendo rapidamente cada passo em poucas iteracdes. Até em momentos que a
malha se tornava extremamente refinada, o método conseguiu solucionar o problema rapida-
mente e o que se tornava demorado era a checagem dos modos de contato. O critério de con-

vergéncia escolhido neste trabalho é que o valor do residuo deve ser menor que € = 10719,

A Figura [6.14 mostra o nimero de iteragdes necessdrias em cada passo para a conver-
géncia do método. O maior valor é encontrado na primeira aplicagdo de carga que é bem
superior aos passos restantes. As variacdes de carga ocorrem a cada cinquenta incrementos,
onde s@o observados picos no nimero de iteracdes que sao superiores a maioria dos passos
mas nunca na escala do primeiro incremento.

251

=
o

NuUmero de Iteracées
=
o

AW\J\J\_/\_/\_/\_/,\!\_/\ /\_['\_f\ I I\ /‘A_f\ n_

0 50 100 150 200 250
Passo

Figura 6.14: Numero de iteracOes para cada passo de aplicacdo de carga.

Para avaliar o comportamento do residuo durante a solucao do sistema nao-linear, o pro-
blema foi resolvido com apenas cinco passos. Cada um deles apresenta a aplicacio das
cargas normais e tangenciais em sua plenitude, o que resulta em uma precisio menor nos
valores das tensdes superficiais, mas como elas ndo sdo o foco da andlise, os valores do
residuos foram medidos em cada iteragdo. A Figura [6.I5]apresenta os valores obtidos.

O primeiro passo, o da carga normal, continua precisando de um nimero de iteracdes
superiores aos passos de cargas tangenciais. Isto pode ser atribuido a evolucao do tamanho
da area de contato durante a aplicacido da forca normal que sempre parte de um ponto para
um valor real.
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Figura 6.15: Residuo em cada iteracdo para diferentes passos.
6.3 Carga Remota

Por fim, foi escolhido um problema semelhante as configura¢des experimentais feitas
para andlise de fadiga por fretting onde um corpo de prova é colocado sob cargas ciclicas
de contato e de fadiga para determinacdo de parametros que ajudem na compreensdo do

fendmeno.

6.3.1 Consideracoes iniciais

As propriedades materiais do problema de Cattaneo-Mindlin foram mantidas, bem como
o numero de passos incrementais e as cargas aplicadas ao sistema. O grande diferencial deste
exemplo sdo as condi¢des de contorno e que os corpos possuem perfis de contato diferentes,

nele uma sapata é pressionada contra uma superficie plana.

As condigdes de contorno durante estdo dispostas na Fig.[6.16] Em (a) acontece a apli-
cacdo da carga normal no plano de dimensdes 26 mm x 13 mm. Em (b), € aplicada a carga
tangencial na sapata e a carga de fadiga op = 75 N/mm no corpo inferior. No entanto,
quando com essas condi¢des de contorno, o corpo plano se distancia da sapata em funcao
do efeito de Poisson. Isto diminuiria a pressdo normal de contato que tem que se manter
constante durante o ciclo. Por essa razdo, foi calculado o deslocamento do corpo plano cara
a mesma carga e o valor foi usado como condi¢do de contorno em y para a sapata. E por
fim, em (c) as cargas sdo aplicadas na direc@o contrdria e também levam em conta o efeito

de Poisson.

Essas condi¢des de contorno foram aplicadas em cinco fases de modo semelhante ao

problema anterior, sempre tendo o cuidado de manter a carga de fadiga em fase com a carga
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Figura 6.16: Condicdes de contorno do problema.

tangencial para que as tensdes possam ser avaliadas pelas solu¢des analiticas.

6.3.2 Analise das Tensoes

As tensdes de cada fase do problemas sdo apresentadas pela Fig. O resultado nu-
mérico da carga normal de contato apresentou boa concordancia com a resposta analitica e
pdde ser refinado com um nimero elevado de elementos. Ja as fases onde a carga tangencial
estd em fase com a carga de fadiga, o deslocamento tangencial do corpo de interface plana

impossibilitou simula¢cdes com um nimero alto de elementos na regido de contato.

Isto se dé pelo método de aplicacao das restri¢des usado no trabalho. Quando existe um
grande niimero na regido de provdvel contato e os mesmos deslocam tangencialmente eles
se afastam do par inicial e come¢am a interferir nos nds vizinhos. O fendmeno € agravado

nas fases P3 e P4, onde os nos estdo sendo aproximados pela compressdo do corpo plano.

Fora isso, € notério que mesmo com esse método de aplicagdo de restricdo, os valores
numéricos acompanham o comportamento previsto na teoria de fretting e deslocam a zona
de adesdo com uma precisao aceitavel.
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Figura 6.17: TensOes na zona de contato.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

7.1 Conclusoes

Este trabalho apresenta uma formulagdo baseada no método de elementos de contorno
para a solucdo problemas de contato com atrito foi capaz de avaliar problemas com modos
de contato mistos, de condicdes de contorno diversas e contato entre corpos constituidos de

materiais diferentes.

Para isso, cada corpo foi modelado separadamente e as condi¢des de contato foram apli-
cadas usando as matrizes de restricao, formando um sistema ndo-linear de equagdes que foi

solucionado pelo método de Newton.

O cddigo foi testado para trés problemas de caracteristicas distintas. O primeiro, o pro-
blema de indentacao por um cilindro rigido de perfil plano, que testa a capacidade do c6digo
de trabalhar com materiais de caracteristicas eldsticas diferentes por apresentar um inden-
tador de diamante em contato com um corpo de aluminio e também por ter uma solugdo
analitica singular nas extremidades do contato. Os resultados numéricos obtidos acompa-
nharam o comportamento da solucio analitica e sua precisdo ndo aumentou mesmo com o
refinamento da malha, podendo ser explicado pelo fato que a resposta analitica € idealizada
para um corpo rigido aplicado a um deformdvel, enquanto na simulagcdo apesar de seu alto

modulo de elasticidade, o corpo de diamante sofreu deformacoes.

O segundo problema foi o de duas sapatas de perfil circular e com caracteristicas eldsticas
similares, chamado de Cattaneo-Mindlin. Neste exemplo, uma carga normal era aplicada e
em seguida, uma carga tangencial oscilatdria que sdo caracteristicas de um problema de fret-
ting. Em todos os passos as respostas numéricas apresentaram boa concordincia com as
solugdes analiticas, conseguindo detectar bem os picos e as variacdes das tensoes de cisalha-
mento durante o carregamento e descarregamento. Vale ressaltar que o refinamento da malha

por segmentos de mesmo tamanho fez com que o valor do erro caia de forma alternante.

O terceiro e dltimo problema é de uma sapata de perfil circular com um corpo plano em

contato. A carga tangencial aplicada na sapata continua oscilatéria mas houve aumento da
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zona de adesdo por causa da carga de fadiga aplicada ao corpo plano em fase com a carga
tangencial. Os resultados sdo satisfatérios, no entanto, em alguns momentos a possibilidade
de refinamento da malha é atrapalhado pelo tipo de aplicacao das restri¢des, no caso deste
trabalho foi feito com a técnica de né-a-n6. Quando o corpo sofre compressdo pela carga
remota, os nds ficam muito préximos um do outro e a avaliacdo dos pares de contato sofre
interferéncia. A precisdo dos resultados é afetada porque uma das condi¢des de contorno, o
deslocamento vertical, é calculado previamente sendo que o valor pode interferir na pressao
normal, por oferecer deslocamentos em casas decimais um pouco acima ou um pouco abaixo
do ideal.

O método de Newton convergiu rapidamente na maioria dos passos de carga incremental,
sendo que o momento que ele precisa de mais iteracdes para obter solu¢c@o do sistema € no
primeiro passo. Isso acontece porque inicialmente, os corpos sao colocados com apenas um
ponto de conexdo um com o outro € no momento que a carga € aplicada ocorre a evolugdo

rdpida da drea de contato para multiplos pontos da interface de contato.

7.2 Trabalho Futuro

Uma primeira sugestdo seria a evolucao do tipo de aplicacdo das restri¢des, onde exis-
tem uma série de técnicas de acoplamentos de malha como né-segmento e método mortar.
Emprego de diferentes modelos constitutivos que levem em consideragdo as tensdes e de-
formacdes plasticas dos corpos, e também avaliem as tensdes em problemas termoelasticos
e termoviscoeldsticos. Existe também a possibilidade de eliminar o processo de geracdo de
malha, com a implementacao de MEC isogeométrico. Pode-se também, estender a formula-

coOes para problemas tridimensionais e de grande escala usando métodos rapidos.

Outras sugestdes sdo, a avaliacao de contatos singulares com elementos descontinuos, o
uso de técnicas de refinamento de malha h e p adaptativo e por fim a consideracdo da area

de contato ndo uniforme devido ao desgaste.
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