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RESUMO

MODELAGEM NUMERICA DE FLUXO0OS TURBULENTOS PARIETAIS
DE CALOR EM ESCOAMENTOS INCOMPRESSIVEIS

Autor: Rodrigo Carrijo Lino

Orientador: José Luiz Alves da Fontoura Rodrigues

Programa de Pés-graduagao em Ciéncias Mecanicas

Brasilia, 18 Setembro de 2006

Este trabalho apresenta a modelagem numérica das camadas limites fluidodinamica
e de temperatura, criadas por escoamentos forcados, turbulentos e incompressiveis de
ar, sobre placas planas horizontais, tendo como meta a determinagao do fluxo de ca-
lor que se estabelece entre a placa e o escoamento. Na situacao fisica analisada as
camadas limites de velocidade e de temperatura nao se iniciam no mesmo ponto da
placa, sendo separadas por um comprimento pré-estabelecido. No inicio da placa a
formacao de camada limite térmica é inibida pela igualdade entre as temperaturas do
escoamento e da placa. A camada limite térmica tem inicio a partir do ponto em que
a temperatura da placa plana se diferencia da temperatura do escoamento. Em todas
as situacoes estudadas a camada limite térmica se desenvolve sobre parede isotérmica.
Sao ensaiadas dez placas que se diferenciam pelo comprimento do trecho adiabatico da
placa, pela temperatura do trecho aquecido e pela velocidade do escoamento externo.
A faixa de variacao para os numeros de Reynolds locais, definidos pelo comprimento
longitudinal das placas é definida no intervalo 5 x 10> < Re < 107. Os baixos ntimeros
de Mach e as pequenas diferencas de temperatura dos escoamentos analisados permi-
tem que sejam desconsiderados, respectivamente, os efeitos de compressibilidade e de
variacao das propriedades termodinamicas do ar. As principais conseqiiéncias destas
condicoes sao: desacoplamento entre as camadas limites fluidodinamica e térmica e o
comportamento linear da equagao da energia. O objetivo deste trabalho é analisar, de
forma qualitativa e quantitativa, o desempenho operacional do cédigo computacional
proposto para a modelagem de fluxos turbulentos de calor em escoamentos parietais.

O fechamento do sistema de equagoes médias é obtido com o emprego do modelo kK — ¢

\%



para a representagao do tensor de Reynolds, sendo a correlacao entre as flutuagoes
de velocidade e temperatura que definem o fluxo turbulento de calor, modelada al-
gebricamente a partir de um numero de Prandtl turbulento com valor constante. As
condigoes de contorno de velocidade e de temperatura no contorno fisico do dominio de
calculo sao calculadas, respectivamente, por duas leis de parede de velocidade e duas
de temperatura. A discretizacao temporal é obtida por uma aproximacao de primeira
ordem baseada em um algoritmo de diferencas finitas do tipo semi-impicito seqiiencial
com erro de truncamento de primeira ordem, que permite a linearizacao do sistema de
equagoes a cada passo no tempo. A discretizacao espacial do dominio de calculo é ob-
tida com elementos finitos triangulares P1-isoP2. A resolucao das equacoes acopladas
de continuidade e quantidade de movimento é feita por uma variante do algoritmo de
Uzawa. Os resultados obtidos numericamente sao confrontados a solucoes analiticas

complementadas por correlacoes empiricas e a dados experimentais.
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ABSTRACT

SIMULACAO NUMERICA DO FLUXO DE CALOR EM CAMADA LI-
MITE TURBULENTA INCOMPRESSIVEL - SUPERFICIES PARCIAL-
MENTE AQUECIDAS

Autor: Rodrigo Carrijo Lino
Orientador: José Luiz Alves da Fontoura Rodrigues
Programa de Pés-graduacao em Ciéncias Mecéanicas

Brasilia, 18 de Setembro de 2006

This work presents a numerical study of both hydrodynamics and thermal boundary
layers in forced incompressible turbulent flows over an horizontal flat plate. The main
goal of the work is to determine the turbulent heat flux between the plate and the
flow. The starting point of the hydrodynamic boundary layers are not necessarily the
same but along the thermal boundary layer. Ten different cases are analyzed where
the distance between the starting points of the boundary layers, the plate temperature
and the non-disturbed velocity intensity are the parameters of the study. A Reynolds
averaged Navier-Stokes approach is employed. The closure problem is achieved by
a k — € model associated with a constant turbulent Prandtl assumption in order to
predict the the temperature/velocity correlations. Two different law of the wall for
velocity and temperature are used for modeling of the turbulent boundary conditions.
The temporal discretization is made by an first-order approximation based on a semi-
implicit finite-differences algorithm. The spatial domain is discretized by a finite-
element technic with P1-isoP2 elements. The velocity-pressure coupling is made by the
Uzawa algorithm. The ability of the proposed model in predict the heat flux through
the plate is analyzed both qualitatively and quantitatively by confronting numerical

and experimental results.
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Capitulo 1 Introducgao

1.1 Objetivos, metodologia e estrutura do trabalho

Este trabalho integra a etapa inicial de um projeto mais amplo que se consolida
no ambito do Vortex: Grupo de Mecanica dos Fluidos de Escoamentos Complexos
do Departamento de Engenharia Mecanica da Universidade de Brasilia, destinado a
fundamentar uma linha de estudo voltada para a modelagem numérica da transferéncia

de calor em escoamentos turbulentos parietais.

A extensao e a complexidade do acoplamento existente entre os campos turbu-
lentos de quantidade de movimento e de energia térmica variam com a intensidade dos
gradientes de velocidade, pressao e temperatura existentes, com a geometria do con-
torno fisico do escoamento e também com o comportamento termodinamico dos fluidos
envolvidos no processo. O grau de dificuldade e o custo computacional da modelagem
numérica do problema crescem com a intensidade e a complexidade do acoplamento

existente entre os campos turbulentos de quantidade de movimento e de energia.

O problema fisico em estudo é formado por escoamentos forcados, turbulentos
e incompressiveis de ar, sobre placas planas, lisas e horizontais. Os campos de tempe-
raturas sao especificados de modo que as camadas limites de velocidade e de tempera-
tura nao se iniciem no mesmo ponto da placa, sendo separadas por um comprimento
pré-estabelecido £&. No inicio de cada placa existe um trecho adiabatico criado pela
igualdade entre as temperaturas da parede e do escoamento. A camada limite térmica
se inicia no ponto onde as temperaturas da parede e do escoamento se diferenciam,
originando fluxo de calor entre parede e escoamento. Em todas as situagoes estudadas

a camada limite térmica se desenvolve sobre parede isotérmica.

O objetivo do estudo é a determinacao do fluxo convectivo forcado de calor que
se desenvolve entre a placa plana e o escoamento turbulento. Os escoamentos de ar
simulados tém velocidades de 19,5 m/s, 21,9 m/s, 28 m/s e 67 m/s. As diferengas de
temperatura consideradas entre a placa e o ar nao perturbado variam entre 12 K e 18 K.

Os numeros de Reynolds locais, Re,, dos escoamentos ensaiados, calculados com base



nas posicoes locais da placa, oscilam entre 10> < Re, < 107. Para caracterizacao do
comprimento do trecho adiabético das placas ensaiadas é definido um nimero de Rey-
nolds, Re¢, definido com base no comprimento & deste trecho, que variam no intervalo
10° < Reg < 107.

As placas planas consideradas sao de aluminio polido com 2,4 m de comprimento
e se diferenciam pelo comprimento da regiao adiabatica, pela temperatura do trecho
aquecido e pela velocidade do escoamento. Em uma das placas a regiao adiabatica é
suprimida, permitindo que as camadas limites de velocidade e temperatura se originem
no mesmo ponto. Nas outras situagoes os comprimentos £ sao diferentes de zero e as
distancias entre os pontos iniciais das camadas limite de velocidade e de temperatura

sao distintas.

Os escoamentos turbulentos de ar estudados acontecem com velocidade tais
que, nos escoamentos mais velozes, o nimero de Mach é inferior a 0,2. A geometria da
fronteira solida do escoamento é incapaz de provocar descolamentos de camada limite
ou curvatura em suas linhas de corrente. Sob estas condigoes os gradientes de pressao
existentes sao de fraca intensidade. As diferencas de temperatura impostas, de no
maximo 18 K, sao insuficientes para alterar, de forma significativa, a massa especifica,

a condutividade térmica e viscosidade dinamica do ar.

Na auséncia de gradientes significativos de pressao e de temperatura é consis-
tente a adocao da hipdtese de nao variacao das propriedades termodinamicas do fluido
em escoamento, condicao capaz de romper o acoplamento existente entre as equacoes
de quantidade de movimento e de energia e de tornar linear a equacao de conservagao

da energia.

O sistema de equacoes governantes, simplificado pela invariancia das proprie-
dades termodinamicas, admite solugao analitica e permite o emprego de algoritmos de

resolucao numérica menos dispendiosos, do ponto de vista computacional.

Apesar da limitagao representada pela hipdtese de nao variagao das propriedades
termodinamicas do fluido em escoamento, muitos problemas de interesse tecnolégico
sao passiveis de serem modelados desta forma, destacando-se por sua atualidade e
importancia, o problema criado pela necessidade de resfriamento das placas de circuitos

eletronicos usadas na fabricagao de computadores.



A metodologia numérica empregada na simulagao dos escoamentos acima des-
critos baseia-se na adog¢ao da técnica de elementos finitos, sob a formulagao de residuos
ponderados proposta por Galerkin, adotando na discretizacao espacial do dominio de
calculo elementos triangulares tipo P1-isoP2, conforme o proposto por Brison, Buffat,
Jeandel e Serres (1985).

Considerando as incertezas normalmente existentes a respeito das condigoes
iniciais dos problemas a serem simulados numericamente, adota-se como padrao a in-
tegracao temporal do sistema de equacoes governantes. No processo de integracao
temporal o instante inicial corresponde ao inicio do escoamento, quando os campos
de velocidade e pressao sao considerados nulos. O fim do processo ocorre quando ces-
sam as variacoes temporais dos campos de velocidade, pressao, temperatura e demais

varidveis turbulentas.

A discretizacao temporal do sistema de equacOes governantes, implementada
pelo algoritmo de Brun (1988), usa diferencas finitas semi-implicitas seqiienciais, com
erro de truncamento da primeira ordem e permite a linearizacao do sistema de equacoes

a cada passo de tempo.

A resolucao das equacoes acopladas de continuidade e quantidade de movimento

é feita por uma variante do algoritmo de Uzawa proposta por Buffat (1981).

A formulacao estatistica, responsavel pela obtencao do sistema de equacgoes
médias que representam o escoamento turbulento, é obtida com o emprego da com-

binagao das decomposicoes de Favre(1965) e de Reynolds(1895).

O tensor das tensoes turbulentas de Reynolds é calculado por meio do modelo
Kk — € proposto por Jones e Launder (1972) com as modificagoes introduzidas por
Launder e Spalding (1974). O fluxo turbulento de calor é modelado algebricamente a

partir de um nimero de Prandtl turbulento constante.

As condigoes de contorno de velocidade e de temperatura nas fronteiras sélidas
do dominio sao calculadas, respectivamente, por duas leis de parede de velocidade e
duas de temperatura. As leis de parede de velocidade adotadas sao: lei logaritmica
classica e lei de Cruz e Silva Freire (1998). As leis de parede de temperatura empregadas
sao: lei de Cheng e Ng (1982) e lei de Cruz e Silva Freire (1998).



A instabilidade numérica resultante do calculo explicito das condigoes de con-
torno de velocidade, ao longo do processo evolutivo temporal, é controlada pelo al-
goritmo proposto por Fontoura Rodrigues (1990). As oscilagoes numéricas induzidas
pela formulacao de Galerkin, marcadamente centrada e simétrica, aplicada ao fenomeno
parabdlico que é o escoamento modelado, sao amortecidas pela técnica de dissipacao
balanceada proposta por Huges e Brooks (1979) e Kelly, Nakazawa e Zienkiewicz (1976)
e implementada por Brun (1988).

Os resultados obtidos numericamente apresentam os perfis de velocidade, de
temperatura, de energia cinética de turbuléncia, da taxa de dissipacao da energia
cinética de turbuléncia e os fluxos de calor que se estabelecem em todos os casos
teste estudados. Os principais resultados obtidos sao comparados a solucoes analiticas
e aos dados experimentais de Reynolds, Kays e Kline (1958) e Taylor, Love, Coleman
e Hosni (1990).

1.2 Pesquisa bibliografica

Entre os trabalhos experimentais sobre fluxos de calor que se originam pelo
contato entre escoamentos turbulentos e incompressiveis de ar e placas planas lisas,
horizontais, submetidas a diferentes condi¢oes de contorno de temperatura, destaca-se
inicialmente & pesquisa de Scesa (1951). Este estudo é pioneiro na avaliacao experi-
mental dos fluxos de calor que se estabelecem em funcao do comprimento £ da regiao
adiabatica. Os escoamentos analisados, considerando o niimero de Reynolds local como

parametro de caracterizacdo, situam-se abaixo de 8 x 10°.

Na mesma linha, ainda na década de 50, é publicado o trabalho de Reynolds,
Kays e Kline (1958). Esta investigacao, financiada pela NASA (National Aeronautics
and Space Administration) necessitou trés anos para ser concluido e diferencia-se das
demais obras sobre este assunto pela utilizacao dos resultados experimentais obtidos
para o aperfeicoamento e implementagao da metodologia de célculo analitico de flu-
xos convectivos turbulentos de calor. O trabalho foi implementado em quatro etapas
sucessivas, diferenciadas pelas condi¢oes de contorno de temperatura impostas ao esco-
amento: inicialmente foram abordadas placas totalmente isotérmicas; na segunda parte
o estudo foi dirigido para placas inicialmente adiabaticas que, a partir de um compri-
mento estipulado, eram submetidas a um nivel constante de temperatura, configurando

a aplicacao de uma funcao degrau de temperatura; na terceira parte da pesquisa apds
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o degrau térmico com as mesmas condigoes da segunda etapa, a temperatura imposta
na placa variava de diferentes formas; na quarta e ultima etapa, é avaliado o fluxo
de calor associado ao regime de transicao laminar - turbulento. Este trabalho, pela
extensao e qualidade dos resultados experimentais obtidos e pela contribuicao para a
quantificacao analitica dos fluxos de calor provocado por escoamentos turbulentos e
incompressiveis de ar, sobre placas planas lisas e horizontais é a obra mais completa

existente sobre o assunto.

Os resultados do trabalho de Reynolds, Kays e Kline (1958) foram posterior-
mente complementados por Taylor, Love, Coleman e Hosni (1990), somente no que se
relaciona a andlise dos fluxos de calor causados por degraus isotérmicos impostos na
placa. No trabalho de Reynolds et. al.(1958), considerando o nimero de Reynolds lo-
cal, os escoamentos analisados situam-se entre 1 x 10° < Rex < 3,5 x 10°, considerando
o numero de Reynolds definido a partir do comprimento da regiao adiabatica, &, os es-
coamentos ensaiados oscilam entre 1 x 10® < Reg < 3 x 10°. No trabalho de Taylor et.
al.(1990), o ntimero de Reynolds local oscila entre 1 x 10° < Re, < 1 x 107, e 0 ntimero

de Reynolds definido a partir do comprimento &, oscila entre 6 x 10° < Reg < 5,6 x 10°.

Os fracos gradientes de pressao e de temperatura, comuns aos escoamentos
estudados experimentalmente por Scesa (1951), Reynolds et. al. (1958) e Taylor et.
al. (1990), levam ao desacoplamento entre as equagoes de quantidade de movimento
e energia e comportamento linear da equacao de energia. Nestas circunstancias sao

possiveis solugoes analiticas para o calculo do fluxo de calor.

A determinacao analitica do fluxo de calor pode ser feita por trés diferentes
metodologias: métodos integrais; métodos de similaridade; métodos das analogias.
Nos métodos integrais as formas gerais dos perfis de velocidade e de temperatura sao
assumidas como conhecidas e a equagao integral da energia é usada para a determinagao
de uma relacao local entre os coeficientes de troca de calor e o coeficiente de atrito.
Os métodos de similaridade pressupoem que os perfis de velocidade e de temperatura
possam se desenvolver, ao longo da direcao longitudinal do escoamento, conservando
uma razao de aspecto constante. O método das analogias presume o conhecimento
das taxas de difusao de quantidade de movimento e de calor e emprega um perfil
empirico de velocidade na determinacao da taxa de transferéncia de calor em funcao

do coeficiente de atrito local.

Para escoamentos laminares, (Re, < 5 X 10°), as trés metodologias acima cita-



das fornecem bons resultados. Para placas planas aquecidas, com defasagem entre as
origens das camadas limites de velocidade e temperatura, a solucao analitica é eficaz
sempre que prevaleca a similaridade entre os perfis de velocidade e de temperatura. A
aplicagao desta metodologia é tema obrigatorio da literatura cléssica sobre convecgao,
destacando-se as obras de Burmeister (1982), Bejan (1984), Arpaci e Larsen (1984) e
Kays e Crawford (1980).

Solucoes analiticas para escoamentos laminares nao-similares sao propostas por
Sparrow e Yu (1971), considerando a nao-similaridades das camadas limites de veloci-
dade e de temperatura e por Drake e Riley (1974) que propoem solugao para situagoes
de nao-similaridade da camada limite térmica, originadas por distribuicoes arbitrarias

da temperatura na placa.

Para os escoamentos turbulentos enfocados neste trabalho, embora sejam viaveis
as técnicas de andlise integral, a melhor solugao disponivel, segundo Reynolds et. al.
(1958), é baseada na analogia entre transferéncia de calor e de quantidade de movimento
proposta por von Karmén (1939), complementada pela determinagao do fator de atrito
feita por andlise integral, a partir do perfil de velocidade exponencial com poténcia de
1/7. Aperfeicoamentos desta técnica, considerando as caracteristicas do escoamento,
Nimero de Reynolds (Re), e do fluido, Numero de Prandtl (Pr), no processo de troca

térmica, sdo possiveis gracas aos trabalhos de Colburn (1933) e Schultz-Grunow (1941).

Um desdobramento destes estudos é sua aplicacao industrial na area de trans-
feréncia de calor em circuitos eletronicos. Neste contexto, diversos trabalhos vém sendo
realizados atualmente visando otimizar os processos de transferéncia de calor em com-
ponentes eletronicos, visto que o retrospecto histérico da evolugao técnica nesta area,
aponta para o uso de poténcias cada vez maiores nos processadores. Guven et al.(1997)
realizaram um trabalho baseado em elementos de contorno com objetivo de investigar
os efeitos da temperatura gerada por circuitos eletronicos constituidos por materiais
diversos em uma mesma estrutura, variando assim a forma de conducao de calor dentro
do componente, gerando uma distribuicao nao uniforme de temperatura na superficie
do corpo. Um trabalho semelhante foi apresentado por Wang e Saulnier(1993) onde
o efeito da condutividade térmica dos materiais sobre os campos de temperatura e de
fluxo de calor foi analisada. Em 2003, Kim et al.(2003) realizaram trabalhos expe-
rimentais sobre a transferéncia de calor em uma placa de aluminio aquecida em um
canal, simulando os efeitos de uma fonte de calor de circuitos eletronicos. Em outro

trabalho, Kehoe et al.(2003) estudaram os efeitos do resfriamento por convec¢ao mista



em placas de circuitos impressos.



Capitulo 2 Modelo fisico e formulacao matematica

Neste capitulo é apresentada a formulagao matematica e o modelo fisico adota-
dos no trabalho, iniciando pela apresentacao das equacoes evolutivas instantaneas com
base nos principios fundamentais da conservacao de massa, quantidade de movimento
e de energia. Aos quais se acrescenta a equacao de estado para gases perfeitos, por
meio da descrigao Euleriana de um escoamento monofasico de fluidos newtonianos. To-
das as equagoes serao expressas em notacao indicial considerando referencial cartesiano

ortogonal.

Posteriormente o sistema de equagoes é adimensionalisado a partir de escalas
caracteristicas do escoamento, o que leva ao surgimento dos nimeros adimensionais
de Reynolds, que representa uma razao entre as forgas de inércia e forcas viscosas,
Numero de Prandtl, que exprime a razao entre a difusao de momento e a difusao
térmica, Numero de Froude, representando a razao das forcas de inércia e forgas gravi-
tacionais, além do Numero de Mach que permite analisar o grau de compressibilidade

do escoamento.

Neste estudo, por se tratar da andlise de fendmenos convectivos turbulentos que
se desenvolvem em um regime subsonico, onde o nimero de Mach é menor que 0, 3,
pode-se desprezar alguns termos referentes a dissipagao viscosa, conforme apresentado

adiante.

2.1 Equagoes de conservacao de massa, quantidade de movimento e energia

O objetivo deste trabalho é o estudo da transferéncia de calor por conveccao
em escoamentos turbulentos e forcados de ar, que se desenvolvem sobre placas planas

horizontais parcialmente aquecidas, como mostra a figura (2.1).
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Figura 2.1: Placa plana parcialmente aquecida.

Na figura (2.1) x é a diregao tangencial a placa aquecida e também é a diregao
principal do escoamento, y é a direcao normal a placa, u., é a velocidade nao perturbada
do escoamento, u(z) representa o perfil de velocidade na diregao normal a placa, T, é 0
valor da temperatura do escoamento na regiao nao perturbada pela placa, T representa
a temperatura da superficie aquecida, ¢ é a espessura da camada limite fluidodinamica,
0; € a espessura da camada limite térmica, L representa o comprimento total da placa

e £ o comprimento do trecho inicial nao aquecido.

Para a formulacao do modelo fisico do problema estudado considera-se o fluido
monofasico e homogéneo. Adicionalmente admite-se que no escoamento nao existam
fontes internas de geracao de energia e que o comportamento termodinamico do fluido

possa ser representado pela equacao de estado para gases perfeitos.

O sistema de equagoes que rege esta situagao é constituido pelos principios
fundamentais da conservacao da massa, quantidade de movimento e conservacao da
energia aplicado a fluidos newtonianos. Desta forma, o principio da conservacao de

massa ¢ expresso por,

dp | O(pu;)

—0 . (2.1)

A relag@o (2.1), também conhecida como equagao da continuidade deve ser sa-

tisfeita em todos os pontos do dominio. Nessa relacao p representa a massa especifica
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do fluido, u; sd@o as componentes do vetor velocidade, x; representam as coordenadas
espaciais e t o tempo. A quantidade de movimento é representada, na forma conserva-

tiva, por,
d(pu;) N d(puiuj) — Op N 0Tij
ot 81’]- 3:151 8:15]-

+ pgi- (2.2)

Nesta equagao o termo (pg;) representa a atuacdo das forgas de campo por
unidade de volume, (g;) é a componentes da aceleragao da gravidade na diregao (i), a
variavel p representa a pressao e 7;; € o tensor de tensoes viscosas, que para um fluido

newtoniano é definido como,

Na relacao (2.3), p ¢ a viscosidade dinamica do fluido, d;; é o operador delta de

Kronecker.

O principio fundamental da conservacao da energia em funcao da temperatura
T e calor especifico a pressao constantes, (c,), desconsiderando-se a possibilidade de

fontes internas de geracao de calor é representada pela relagao

d(pc,T) N d(pcpuiT) — Op op 0 (k 8T) Ou; (2.4)

= — 4+ (% Tij_-
8xi 8:(:j

ot o, ot Tligs T s,

Na relagdo (2.4), a condutividade térmica do material é representada por k.
Por fim, para completar o sistema de equagoes representativos do fenomeno fisico,
assumimos que a variacao termodinamica da massa especifica seja representada pela

equagao de estado para gases perfeitos,

p
Y = RT, 2.5
) (2.5)

onde R é a constante do gds, que para o caso do ar R vale 287 J/KgK.
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2.2 Sistema de equacgoes instantaneas

O sistema fechado de equagoes que representa o escoamento de um fluido new-
toniano, compressivel e que obedeca a relagao de Stokes, nao afetado pela presenca de
fontes de geracgao interna de calor, tendo como unica forca de campo a gravidade é

composto pelas equagoes,

dp | O(pus) _

dpu;)  O(puwu;)  Op 0 Ou; — Ou, 2 Juy,
ot + or; 8xi+8xj H 0z; +8xi 38xk5” +P9i

d(pc,T) N d(pcyuT)  Op dp 0 ( 8T) ou;

pw=a-1T"

respectivamente, a equacao da continuidade, as equacoes de Navier-Stokes, a equagao

da energia e a equagao de estado para gas perfeito e a relacao constitutiva da viscosi-

M8 M A0

dade, em que "a”e "n”sao constantes.

2.3 Adimensionalizagao do sistema de equacoes instantaneas

No sistema das equacoes instantaneas que rege a evolugao das variaveis de-

pendentes u, p, p e T, a introdugao de escalas caracteristicas do escoamento permite
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reescrever as equacoes instantaneas sob forma adimensional, facilitando o trabalho de

andlise do sistema.

Considera-se L, Uy, Ty, o € ko, respectivamente, como escalas caracteristicas
de comprimento de referéncia, velocidade de referéncia e temperatura de referéncia,
viscosidade dinamica e condutividade térmica de referéncia. Com estes valores sao
definidas as varidveis adimensionais correspondentes, as quais se acrescenta o valor

adimensional do tensor de tensoes viscosas 7;;

. T o Uot . U T T-1T,

! L’ L’ U,’ T,

R . . L
P Po i Mo ’ ko © T Ustto ’

Para o campo de pressao o processo de adimensionalizacao é conduzido de forma
a diferenciar e definir suas componentes mecanica e termodinamica. Inicialmente o
campo de pressao p(z;,t) é dividido em duas parcelas distintas compostas pela média
espacial desse campo p(t) e por seu complemento p'(x;,t) que representa as variacoes

locais de pressao em relacao a média, tal que

(i, t) = P(t) + p'(wi, 1). (2.6)

Com base nas componentes média p(t) e flutuante p’(x;,t) sdo definidas parcelas

adimensionais de pressao p e p, tal que

p—D
= 2.7
P poUo2 ( )
(§]
~ D
p = —’ 28
o (2.8)

onde p, é a pressao de referéncia, definida pela equacao de estado de gas perfeito,

Do = poRTo
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As equagoes (2.7) e (2.8) definem as componentes mecanica p e termodinamica

p de pressao.

A parcela p representa as flutuagoes adimensionais de pressao, provocadas pela
dindmica do escoamento. A parcela p corresponde ao valor médio do campo de pressao
e pode ser representada sob argumentacao termodinamica como mostra o desenvolvi-

mento que se segue:

Considerando o niumero de Mach de referéncia M,, tal que

Us
M, = =2, 2.9
C. (2.9)

onde C, é a velocidade sonica de referéncia, definida como

C, = \/7RT,, (2.10)

com 7y representando a relacao entre calores especificos, ¢, e ¢,, de modo que

y=2 (2.11)

e a constante de gas perfeito representada por

R=c,—c,. (2.12)

A equagao (2.7) permite representar o campo total de pressao p(z;,t) como

p = ppoUZ +D. (2.13)

Substituindo na equagao (2.8) o valor de p(z;,t) definido na equagao (2.13),

obtém-se
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Uy P
p=e 2 (2.14)
Po Do

Substituindo na equagao (2.14) o valor de U, definido em (2.9), o valor de C, definido
em (2.10), o valor de R definido em (2.12) e o valor de p, definido por meio da equagao

de estado para gas perfeito, obtém-se

p=Mp+ pﬂ. (2.15)

o

No processo de adimensionalizacao sao formados os conjuntos de nimeros adi-

mensionais constituidos pelo nimero de Reynolds,

L
_ ol (2.16)

Ho

Y

Re
O numero de

que representa uma razao entre forcas de inércia e forgas viscosas.

Prandtl:
(2.17)

_ toCyp

Pr ,
ko
que representa a razao entre difusao de momento e a difusao térmica. O ntmero de

Froude,

Up?
Fr=— 2.1
A (2.18)

que relaciona forcas de inércia e forcas da gravidade. E por fim o nimero de Mach,

(2.19)



e por questao de comodidade, visando a simplificacdo da notacao passamos a repre-
sentar as variaveis adimensionais por u;, z;, p, T, p, k e 7;;.

O sistema de equagoes resultante do processo de adimensionalizagao, conside-

rando como variaveis adimensionais u;, z;, p, T, i, k e 75, é¢ dado por,

dp  Opu;
2 (puit) = =2 + — - 5 ) + il
ot i Jz; (puiu;) ox; * Re Oz ['u <8xj i 8@)1 3Re Oz, ('u&z:k i) T FrpHgH
o(pT) N opuT) v — 1d_ﬁ+ 1 0 oT N MZ(y=1)  9u
ot ox; v dt  ReProz; \ Ox; Re Y Oz’
p=p(T+1). (2.20)

2.4 Hipédteses simplificativas

Neste trabalho o escoamento em estudo é sempre turbulento e acontece sob
nimeros de Mach muito baixos. Segundo Fulachier (1972), nesta condi¢ao o termo de

dissipacao viscosa pode ser desprezado. Na equagao de energia, para baixos nimeros

de Mach, a pressao termodinamica, definida em (2.15), se reduz a

P (2.21)

p=
Do

Para os escoamentos permanentes em geometria fixa a média espacial do campo

de pressao ¢ independente do tempo, sendo definida como p=p,.

A equacao de energia se reduz a:
15



opT)  dpuT) 1 0 or
ot + dr;  ReProx; k@xi ’ (2.22)

A equacgao de estado fica reduzida a uma relacao direta entre a massa especifica

p e a temperatura 71"

p(T+1) = 1. (2.23)

Ela traduz a dilatabilidade térmica do fluido. Considera-se também que pu e
k sao invariantes com a temperatura. KEsta hipotese nos permite dizer que, quando

adimensionalizados, i e k assumem valores unitarios.

p=1 e k=1 (2.24)

O sistema de equagcoes instantaneas simplificadas resulta em

@ dpu;

TR el (2.25)

Opu;  O(puu;)  Op 1 0 (0Ou; Ou,
ot * 0z, Oy * Re 0x; \ Ox; * or;
— Oii — 2.2
3Re Oz, (axk ”) gl (2.26)

d(pT) N opuT) 1 0°T
ot Or;  RePr 0z}’

(2.27)

p(T+1)=1. (2.28)
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2.5 O Sistema de equagoes médias para escoamento turbulento

Para tornar possivel a modelagem numérica da turbuléncia , com custo compu-
tacional aceitavel é adotada um formulacao estatistica para as variaveis instantaneas
baseada na decomposi¢ao de Reynolds (1985), segundo a qual as varidveis instantaneas
podem ser consideradas como fungoes randémicas do espacgo e do tempo, sendo repre-
sentadas por duas componentes, uma média temporal e uma flutuagao em torno da

média.

Para uma variavel instantanea genérica ¢(x,t) define-se o valor médio temporal

por,

t—o0 2

at( = lim —/ o(zo, t)dt (2.29)

que se aplica ao caso de turbuléncia estacionaria, cuja média deve ser integrada com

relacao ao tempo.
Nos escoamentos em que a massa especifica é constante, a modelagem estatistica

das varidveis ¢é feita de forma eficiente apenas com a decomposicao de Reynolds (1895).

Nela define-se a variavel ¢(z,t) por,

oz, 1) = d(x) + ¢'(2,1) | (2.30)

onde ¢(x) é a média temporal definida por (2.29)e ¢’ é uma variavel aleatéria centrada

que representa as flutuagdes de ¢(z,t) em torno de ¢(x).
Para escoamentos cuja massa especifica nao é constante a modelagem estatistica

é feita por meio da decomposigao de Favre (1965). A decomposi¢io de Favre (1965)

propoe que

d=d+q¢" (2.31)

onde (Z ¢ definida como

17



=7 2.32
¢ 5 ( )

a flutuacao ¢” é uma varidvel aleatéria, nao centrada, em torno da média ponderada

@.

As decomposigoes de Reynolds(1895) e de Favre (1965) sao equivalentes

d=0+¢ =d+¢", (2.33)

porém,

¢ =0 e ¢ #0. (2.34)

Sep=c¢+¢"ep=p+p, entao:

PG = D6+ 70 + o+ I, (2.35)

em que

Po=0; po=pb e 70" =pd, (2.36)

logo a equagao (2.37) pode ser escrita como

pb =p+ b + P, (2.37)

18



e com a definicdo da componente média de Favre (1965), apresentada na equacao
(2.32), podemos verificar que a média da flutuagdo da componente ¢, obtida pela

decomposicao ponderada pela massa especifica pode ser escrita como

i
Vi

¢ = (2.38)

Aplicando a decomposicao de Favre (1965) nas componentes de velocidade e
temperatura e a decomposi¢ao de Reynolds para as demais variaveis do sistema de
equagoes composto por (2.25), (2.26), (2.27) e (2.28), Brun (1988) mostra que o mesmo

pode ser representado por

dp  Opu;
et - 2.
dpu;  O(puzuy) ~ dp 1 9 [(Ou Ouy\ _——
ot + or;  Owy + Re dz; |\ Ox; * ox; Pty
2 0 [Ouy 1 _ g
— 5 — 52 24
3Re Ox; ((%ck ”) * Frp||g||’ (2:40)

o(pT) | o(puiT) 0 1 0T T
ot * dr;  Ox; \ ReProx; puit™ | s (2:41)
(T +1)=1. (2.42)

Verifica-se que surgem novas incégnitas no sistema de equagoes representadas
por correlacoes entre flutuacoes de velocidade, ﬁu;’u;-', e por correlacoes entre flutuacoes
de velocidade e temperatura, pu; T}, tanto na equagao da conservacao do momento
linear como na equagao da energia.

O termo (u/u/) corresponde a correlacao entre as flutuacées de velocidade.

i g 5

Esta nova incognita é o tensor de Reynolds. Fisicamente o tensor de Reynolds pode

19



ser interpretado como tensoes geradas pelas flutuagoes turbulentas do escoamento. De
forma semelhante, na equacao de energia as flutuagoes de velocidade e temperatura,

(u;’ " ), representam o vetor fluxo turbulento de calor.

2.6 O problema de fechamento e os modelos de turbuléncia

A presenca das incdgnitas suplementares que compoe o tensor de Reynolds e o
fluxo turbulento de calor tornam o sistema de equacoes médias indeterminado, ja que

o numero de varidveis é maior que o nimero de equagoes.

O fechamento do sistema de equacgoes médias é feito por meio de relagoes capazes
de modelar as correlacoes que definem o tensor de Reynolds e o fluxo turbulento de

calor.

Nesta secao, a modelagem apresentada para o tensor de Reynolds é resultante
da hipétese da viscosidade turbulenta de Boussinesq (1877), complementado posteri-

ormente por Kolmogorov (1942), por meio da equagao

- 2 oy ou;  Ou;
2. — Z | 5 — ) 8 — ! J 2.4
pu"u” 5 (,0/{-# Mt@x;) ij — Mt (a% + axi) ) (2.43)

em que f; representa a viscosidade turbulenta e k representa a energia cinética de

turbuléncia dada por

l (==
K=y (ul uZ> . (2.44)

O vetor de correlacao entre as flutuacoes de temperatura e velocidade, que
representa um fluxo de calor turbulento, é modelado neste trabalho pela hipotese da

difusividade turbulenta,

J— oT e OT
//iT” — _ _ 7 , 2.45
pu & 0x; Pr; Ox; ( )




onde Pr; representa o nimero de Prandtl turbulento, considerado neste trabalho uma

constante de valor 0,9, definido como

Prt = . (246)

Com os termos de correlacao modelados, resta definir um modelo capaz de
determinar os valores da viscosidade turbulenta. Neste trabalho, foi empregado o
modelo k—e&, proposto por Jones e Launder (1972) e complementado posteriormente por
Launder e Spalding (1974). Este modelo baseia-se no célculo da viscosidade turbulenta
por meio da relacao de Prandtl e Kolmogorov, dada por

l'i?

= Cyﬁ?, (2.47)

onde C), ¢ uma constante de calibragao do modelo, de valor 0,09, x representa a energia
cinética de turbuléncia e € é a taxa de dissipacao da energia cinética de turbuléncia.
Uma vez que k e £ sao incdgnitas suplementares, sao necessarias suas equacoes de

transporte dadas respectivamente por

[0k _ Ok 0 1 1 Ok B B
P(E—i‘uza—xz) = om [(ﬁ—i_ R@Jﬁ) axz} +p Il —pe, (2.48)

(0 _ Oe 0 1 1 Oe € _ _
(5 050) = on (7o ) )+ 5 (O Cape) 209

1 1 ou;  Ou; 2(_ 1 o ou;
= p KRa) (axj + axi) 3 <pm+ Rer axl> 64 o, (2.50)

com

onde o, 0., C.1 e C.9 sao constantes de calibracao e o termo II representa o termo de

producao de cisalhamento devido a turbuléncia.

21



2.7 O sistema fechado de equagoes

O sistema fechado de equacgoes para a descricao de um escoamento dilatavel de
fluido newtoniano, sem geracao interna de energia, com termos turbulentos determina-

dos por meio do uso do modelo de turbuléncia k — ¢, é dado por

%?+?g =0, (2.51)
a%?)+fX§Z%) _ _%Z_%é%{<£;+ £%)(ng%§2>], (2.52)
(Z jg_z %aij (RelPr+Ret1Prt> gz ’ (2:53)
besk - (gl e
p = HLT’ (2.56)
onde,
p :p+§K$ﬁj%>%%ﬁ4, (2.57)

e as constantes do modelo dadas por, C, = 0,09, C; = 1,44, Cy = 1,92, 0, =

1,0.=13, Pr,=0,9.
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2.8 Aplicagao para escoamentos com pequenas variagoes de temperatura

Nas situagoes em que as variacoes de temperatura sao pequenas, os efeitos de di-
latacao do fluido em escoamento podem ser negligenciados, permitindo, a simplificacao

do sistema de equagoes composto por (2.39), (2.59), (2.41) e (2.42) para,

dp | Opu;

=0, (2.58)

ow  owwy)\ _ op 19 [(owm dm\ ——] 1 g
K)(é% i I ) B axi+ Re8xj axj+_8xi PUit; +_pr”g“7(259>

or owT)\ 0 (RG/ f—
P (E - ox; ) Oy (RePr dx; puiT) ’ (2.60)

em que p assume um valor constante. Nesta situagdo a média de Favre(1965) se
reduz, de forma espontanea, a média de Reynolds(1895). Os termos de correlagao

entre flutuagoes de velocidades e temperatura sao modelados pelas relagoes

2 ou; Ou;
u’,;u’j = g:‘i(sij — Vg (81'] -+ a{[j) , (261)
e
Vg 0T
LI = —— , 2.62
“ Pr; Ox; ( )
onde
Mt
v = —. (2.63)
o
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Capitulo 3 A Camada limite

Este capitulo mostra a formulacao analitica considerada neste trabalho para
a representacao dos principios de conservacao de massa, quantidade de movimento e
de energia, dos escoamentos de camada limite. Sao considerados regimes laminar e
turbulento, com destaque para solucoes analiticas complementadas por analogias, fun-
damentadas em conhecimentos empiricos e experimentais, entre difusao de quantidade

de movimento e de calor.

O sistema de equagoes para a camada limite é obtido por simplicagoes do sistema

composto pelas equagoes (2.25), (2.26), (2.27) e (2.28), a partir de argumentos de escala.

As leis de parede de temperatura e velocidade apresentadas sao as leis classicas
obtidas por integragao das equagoes de quantidade de movimento e de energia, além

das leis propostas por Cruz e Silva Freire (1998).

Para escoamentos laminares sao apresentadas as solugoes integrais de Von-
Karman (1921) e Pohlhousen (1921). Para escoamentos turbulentos sao utilizadas
solucoes desenvolvidas a partir de analogias para a modelagem do tensor de Reynolds

e do fluxo turbulento de calor.

3.1 Equagoes do movimento e energia

Tomando como ponto de partida as equagoes da continuidade, quantidade de
movimento e equagao da energia, representadas por (2.25), (2.26), (2.27), e conside-
rando fluido newtoniano em escoamento bidimensional permanente e incompressivel,
sem geracao de energia interna, é possivel representar, em notacao cartesiana ortogonal,

o sistema simplificado de equagoes, como
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y Escoamento livre

A4

Regido de camada limite

AA A A4

u=ulxy?r+v(x,y)s

Figura 3.1: Sistema de coordenadas bidimensional

% g—z =0, (3.1)
u%%—vg—Z:—%%—l—y(%#—%), (3.2)
ug—ZJrv{;—Z—a(%Jr%), (3.4)

onde u é a componente de velocidade na direcao tangencial a parede x, e v é a com-

ponente de velocidade na diregdo normal a parede y, conforme mostra a figura (3.1).

3.2 As equacgoes da Camada limite

A redugao das equagdes gerais (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4) para o escoamento de
camada limite é feita por um processo baseado na analise de ordens de grandeza dos

termos que compde estas equagoes, segundo a teoria da camada limite de Prandtl(1904).
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Ux

=
i
I

L

Figura 3.2: Escalas caracteristicas da camada limite sobre placa plana

Para tanto define-se para o problema de escoamento sobre placa plana aque-

cida, disposta na posicao horizontal, conforme mostra a figura 3.2, as seguintes escalas
caracteristicas:

e Comprimento da diregao z : L (comprimento da placa)

e Comprimento na diregdo y : d (espessura da camada limite fluidodinamica)

e Velocidade na diregdo x : u, (velocidade no escoamento nao perturbado)

Da equagao da continuidade pode-se verificar que

ou  Ov
COmo
ou U

pode-se obter para a escala de velocidade na dire¢ao normal a parede y



como admite-se L > J, tem-se, em conseqiiéncia

US> v, (3.8)

ou seja, a velocidade na direcao tangencial a placa u apresenta ordem de grandeza
superior a da componente de velocidade na direcdo perpendicular v. A teoria da
camada limite de Prandtl(1904) estabelece que os gradientes normais a parede sao

sempre mais intensos que os gradientes na direcao principal do escoamento

ou  Uso
o= 3.9
ou U
— o~ — 3.10
ax L ) ( )
oV Us
— o~ — 3.11
ou 0 Us
—~ = 12
Oor L L’ (3.12)
logo
ou ou Ov Ov
— > — — —. 3.13
oy > ox’ Oy’ Ox (3.13)
Ja para a temperatura, na andlise da equacao da energia tem-se,
or T or T
— ~ = — (3.14)

oy 6, O L

Como
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T > r (3.15)
Oy L’ '
entao
oT oT
—_— —_— 3.16
dy > ox ( )

Considerando apenas os termos com ordem de grandeza equivalentes a (u? /L)
e o termo de pressao, a componente da equagao da quantidade de movimento, segundo

a direcao x paralela a superficie da placa, assume a forma

ou  Ou  10p 0*u

el i i 1
“or +U8y p Oz * V@yz (3:17)

A analise das ordens de grandeza dos termos que integram a componente da
equagao de quantidade de movimento ao longo da direcao y, normal a superficie da
placa, mostra que sua influéncia é pequena na modelagem do escoamento, podendo ser
desprezada. Em coeréncia com esta simplificacao a pressao é assumida como variavel

apenas ao longo da direcao principal do escoemento,

p(x,y) = p(x) (3.18)

A mesma anélise dimensional para a equacao da energia resulta na formulacao

— — =a—. 3.19
u x—irv a (3.19)

O sistema de equacgoesresultante, considerando as escalas da camada limite, é

composto por

ou Ov

R vl (3.20)
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ou  Ou  10p 0*u

hfind - — - 21
“ax+”ay pé?:x—l—yﬁyz’ (3.21)

orT orT o*T
— — =a—. .22
U + U@y a@yz (3.22)

As equagbes(3.20), (3.21) e (3.22) representam a evolucdo das varidveis u, v
e T na camada limite, para escoamentos incompressiveis, onde nao sao consideradas
variagoes nas propriedades fisicas. As equagoes (3.20) e (3.21) s@o desacopladas da
equagao (3.22), ou seja, o campo de velocidade pode ser resolvido independentemente

da equagao (3.22).

3.3 Formulagao integral para a camada limite laminar

A solucao integral das equagoes da camada limite proposta originalmente por
Karman(1921) e aplicada por Pohlhousen(1921) para o sistema de equagoes (3.20),
(3.21), (3.18) e (3.22) ¢é vélida para escoamentos incompressiveis, com fluidos com

propriedades fisicas constantes e dissipacao viscosa desprezivel.

Partindo da forma diferencial das equagoes da continuidade, quantidade de mo-
vimento e conservacao da energia, a integragao do sistema na direcao y, perpendicular a
parede, ao longo da espessura da camada limite, com os limites definidos entre y = 0 até
y =Y, para Y = max{d,or} em que § é a espessura da camada limite fluidodinamica
e 0; é o a espessura da camada limite térmica, aplicada inicialmente na equacao da

continuidade leva a:

Y Y
du v
—dy + —dy =0, 3.23
f o |5 (3:29)
cuja integragao resulta em
Y
d
/ iy + oY) = 0(0) = 0, (3.24)
o dz
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na parede y = 0 e v = 0, logo

Y ou

v(y) = — i R (3.25)

A aplicagao da mesma metodologia a equagao da quantidade de movimento na
direcao x leva a

Y % Y 2
8u ou dp o“u
—dy + —d = —— —dy —d 3.26
0 Yor ™ /0 Uay 4= p/o dx v 0 Oy? 4 (3:26)

como foi verificado através da andlise de escala da equacao da quantidade de movimento
na diregao y, o gradiente de pressao nao varia de forma sensivel nessa direcao, portanto

pode-se obter da integracao do termo do pressao:

Y Y Yd Y 92
8ualy—l—/ v@dy - +v O
0 (% 0

Integrando por partes o segundo termo do lado esquerdo da equagao acima

tem-se: y v
Y ov Y dp ou
d ‘ _ Tdy=——-" tp— 3.28
/ vy, o oy pdﬂs+y0yo (3.28)
Substituindo as equagoes (3.20) e (3.25) obtém-se:
Y dp ou|”
d 00 —d —d =——— — 3.29
[ gt [ Gars [ =S 2Bl oo
ou
Y
ou / ou Y dp ou
Uoo — — u—dy=———+v — 3.30
/0 y 0 oY = p dx Jy =0 ( )
e através da regra da cadeia pode-se reescrever esta equacao da seguinte forma:
Y
0 Y dp ou
— (Upo-t —wU)dy = ——— + vV — . 3.31
/0 ay( ) p dx dy y=0 ( )
Para escoamento sobre placa plana,
dp  dP
L) 3.32
dx dx ’ (3:32)
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0 que permite que a equagao (3.31) possa ser rearanjada sob a forma

d Y ou
. [/o (uoo—u)udy] _ya—y

que representa a forma integral da equacao da quantidade de movimento da camada

(3.33)

y=0
limite.
De forma semelhante pode-se obter para a equagao da energia o seguinte resul-

d Y ou
%[/0 (Too — T)u dy} 7V8_y

As equacoes 3.33 e 3.34 representam as forma integrais para a equacao da quan-

tado:
(3.34)

y=0

tidade de movimento e energia na camada limite.

As condicoes de contorno de velocidade do problema de conveccao que se de-

senvolve em regime laminar sobre placa plana horizontal sao, na parede, em y = 0

U o =0, (3.35)
v o =0, (3.36)
0%u
— =0, (3.37)
Oy? y=0

e na extremidade superior da camada limite, em y = ¢

Ul = U (3.38)
y=4
e
Oul  _ (3.39)
Y |,—s
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Para a obtencao de uma solugao integral para a camada limite de velocidade com
as condicoes de contorno anteriormente descritas, aproxima-se o perfil de velocidade

por um polinomio de terceiro grau do tipo

12%_1(%)3' (3.40)

Substituindo o perfil(3.40) na equagao (3.33) e procedendo a integragao obtém-

se

d (39 , 3 Vs
— (== = 41
dz (28o“°<>5> 2 5 (3:41)
cuja integracao em x leva a:
v\
6 = 4.64 <—> — 4.64x(Re,)~1/? (3.42)
uOO

Com a substituigao de (3.42) em (3.40) é possivel obter uma expressao para o

coeficiente de friccao C'f, do tipo

T 0.646

Cla= 2~ (Re) 2

(3.43)

O tratamento para a equacao da energia é similar ao realizado para a equacao
da quantidade de movimento, onde o perfil de temperatura pode ser aproximado por

um polinomio de terceiro grau, do tipo:

T,—T 3y 1 /[y 5
g — P ——ZL__ (L) . 3.44
T,—Tw 20 2( ) ( )

Cujas condicoes de contorno sao na parede,em y = 0

9 =0 (3.45)

y=0

e para a regiao superior da camada limite de temperatura, em y = 9,

0| =1, (3.46)
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91 (3.47)
ay y=0

‘ 9%0
zZZ -0 (3.48)
ayQ y=0¢

O coeficiente de transferéncia de calor, h, é definido por
—koT/0yly—0 3k

h = =" _ 2 3.49

T, — Ty 2 0y (349)

Através da substituicdo da equacao (3.40) e (3.44) em (3.34) obtém-se uma

relacao entre as espessuras de camada limite em funcao do nimero de Prandtl expressa

por: 5
gt = 0.975Pr1/3), (3.50)

Com este resultado obtém-se o nimero de Nusselt, para o caso em que as
camadas limites térmica e fluidodinamica iniciam seu desenvolvimento no mesmo ponto
em z = 0, definido por:

_ hx

Nug = == = 0.332Rel/?Prt/3, (3.51)

que ¢é o resultado apresentado pela solugao exata dada por similaridade.

Ja para o caso onde as camada limites nao tem o ponto de inicio coinciden-
tes, com comprimento inicial nao aquecido(§ # 0) como mostra a figura(3.2), Kays e
Crawford(1980)propdem uma rela¢ao para o Nimero de Nusselt, dada por

3/47 (71/3)
1 (5)
T

Nu = 0.332Pr'/3Rel/? (3.52)

3.4 A camada limite turbulenta

3.4.1 O sistema de equagoes médias

Neste topico do trabalho sao apresentadas inicialmente as equagoes médias que

representam os principios da conservacao de massa, quantidade de movimento e energia
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para a camada limite turbulenta. Posteriormente sao mostradas as leis de parede de
velocidade e de temperatura necessarias a aplicacao do modelo de turbuléncia k — ¢ de
Launder e Jones(1974).

Na seqiiencia sao desenvolvidos, a partir de analogias entre dissipacao de quan-
tidade de movimento e de calor, relacoes necessarias a determinacao do Numero de
Stanton local e do coeficiente de atrito local que serdao usados na avaliagao dos resul-

tados numéricos.

O sistema de equagoes médias que modela a camada limite turbulenta é resul-
tado do processo de substitui¢ao das varidveis instantaneas das equagoes (3.20), (3.21),
(3.18) e (3.22)pela decomposicao de Reynolds, complementado pela obtengao do valor

médio destas equagoes. Deste processo resultam

—+ =0, (3.53)

Va_y —uv) : (3.54)

T 0T 0 ( OT
ox dy Oy

u a— — T’v’) : (3.55)

Conforme apresentado na se¢ao (2.5), os novos termos que aparecem no sistema
de equacoes representam as correlagoes entre a flutuagao de velocidade u'v’ e flutuagao

de temperatura e de velocidade T"v'.

Modelando a correlagao u/v’ por meio da hipotese de Boussinesq, onde v; é a

viscosidade turbulenta

u' = —— (3.56)

que substituido na equagao (3.54) resulta em
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_Ou _Ou 1 dp 0 Ju
u% + va—y = ;% + (9_y {(V + Vt)_:| ) (3-57>

A difusao molecular turbulenta de quantidade de movimento na camada limite

turbulenta, dada por

Lo+ (3.58)
p
substituida em (3.57) resulta em

ou  _ou dp Or

Na regiao interna da camada limite turbulenta sobre placa plana, o gradiente
longitudinal de pressao, (Op/0x) e o termo de convecgao, pu(0u/0z) sdo despreziveis,

permitindo que a equagao (3.59) seja simplificada de forma que

pﬁg—z — g—; =0, (3.60)

como u = u(y) e para camadas limites turbulentas é possivel considerar que a tensao
cisalhante total 7 seja constante na regiao interna da camada limite e igual a seu valor
na parede, 7,, ¢ possivel integrar a equagao (3.60) ao longo de y, determinando a fungao

que descreve o campo de velocidade média como funcgao de y.

O processo de integragao da equacao (3.60) deve ser feito considerando que na
sub-camada laminar a tensao cisalhante é resultante, basicamente, da difusao molecular

de quantidade de movimento

T=v—, (3.61)

e que na regiao turbulenta o cisalhamento é causado principalmente pela difusao tur-

bulenta de quantidade de movimento
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com
ou
v = [? % (3.63)

onde "1”é o comprimento de mistura de Prandtl.

Para a obtencao da fungdo u = u(y), que serd apresentada mais adiante, é

conveniente definir-se a varidvel uy, conhecida como velocidade de atrito,

up == (3.64)

e as escalas de velocidade e comprimento adimensionais

T o yt = U9 (3.65)
Uf v

W, n 4

onde “y”é um comprimento referente a distancia normal a parede.

A correlagao T"v', que representa o fluxo difusivo turbulento de calor é mode-
lada, como na equagao (2.45), de forma similar a difusdo molecular de calor de Fourier,
por meio de uma difusividade térmica turbulenta «; e pelo gradiente médio de tempe-

ratura, segundo a direcao normal a parede,

T = —ay—, (3.66)

onde o sinal negativo representa a direcao do fluxo de calor difusivo, sempre na direcao
de diminuicao do gradiente de temperatura média. A substituigao de (3.66) na equagao

da energia resulta em
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or _oT 0
U— +V— = 3.67
ox oy 0Oy ( )
Na auséncia de gradientes de pressao significativos é razoavel a pressuposigao

basica da analogia de Reynolds, segundo a qual as difusoes turbulentas de quantidade

de movimento e de calor sao equivalentes, ou seja,

Pro="2 =1, (3.68)
o7

O fluxo difusivo de calor por unidade de area, considerando as difusividades

molecular e turbulenta, é entao representado por

oT
q" = —pep(a + at)ﬁ_y’ (3.69)
com
k= peya e ky = pepa. (3.70)

A equacao de conservacao da energia, na camada limite turbulenta, equagao

(3.67), pode entao ser representada como

oT T 1d¢

S I S} 71
u6x+vﬁy+pcp8y 0 (3.71)

3.5 Fluxo de calor na camada limite turbulenta

Fluidos com numero de Prandtl aproximadamente unitarios apresentam, na
camada limite turbulenta, perfis de velocidade e temperatura similares. Ainda na
regiao interna da camada limite turbulenta, os valores do fluxo de calor e da tensao

cisalhante sao aproximadamente constantes e iguais a seus valores na parede.
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O fluxo de calor na parede pode ser representado por

or
g =—(k+ pcpat)a—y (3.72)

e a tensao cisalhante na parede por

ou

= (n+ put)ﬁ_y' (3.73)

A razao entre o fluxo de calor e a tensao cisalhante na parede é

T plvtn) du

= —. 3.74
@ pepla+on)dT (3.74)
Admitindo-se que Pr ~ 1 e Pr; ~ 1, ou seja, a« = v e ay = 14, tem-se
1 du
R ) (3.75)
cpdT dp

Integrando esta relacao da parede, ondetu=0eT =T . até um ponto genérico

y onde U = uy € T = T, obtém-se

— (3.76)

Esta relacao entre fluxo de calor e tensao cisalhante na parede pode ser ex-
pressa por meio de parametros adimensionais a partir do nimero de Stanton local que

representa o fluxo de calor adimensional local

_qp
t., = .
St PCploo (Tp -T) (3.77)

Da equagao (3.76)
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(T, — T
—Qp = Tp p( L _) (378)

Uco

Fazendo a substituicao de g, definido em (3.78) em (3.77), obtém-se

(T, — Tw) 1
St, = L = 3.79
& Uso pCptioe(Ty — To)’ (3.79)
logo
-
bty = —2 :
S o’ (3.80)
como
Cfte. T
= 81
2 " (3.81)
entao
St, = C;w. (3.82)

Uma solucao aproximada para a determinacao do coeficiente de atrito local,
C'f, bem apresentada por Kays e Crawford(1993) e baseada em uma representacao da

camada limite pela lei de poténcia

ut =875y (3.83)

que apresenta 6timo resultado até y™ = 1500 é dada pela relacao

= 0.0287Re, "2 Pr—04. (3.84)

Cte
2
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Outra forma de determinagao do coeficiente de atrito local C'f,, baseada em

sua defini¢ao, equacao (3.81), pode ser calculada numericamente por

L=k (3.85)

Segundo reynolds et al.(1958) a solugao integral

02f © =1,6[InRe,] *"® (3.86)

é a que melhor representa o estudo experimental de Schultz-Grunow(1941) feito sobre

placas planas horizontais lisas até Re, = 10°.

0.014
B Kays and Crowford
B R "
0.012 | Schultz-Grunow
0.01 |-
‘._)(
(&)
0.008 |-

0.006 |-

0.004 |

| L L L L 1 L L L L 1
0 500000 1E+06
Re

x

Figura 3.3: Relacao coeficiente de friccao e niimero de Reynolds

Na figura (3.3) s@o apresentados os valores do coeficiente de atrito local C'f, em

fungao do numero de Reynolds local Re,, calculados com as relagoes (3.84) e (3.86).

Um desenvolvimento semelhante ao feito para a camada limite de velocidade é
implementado para a camada limite de temperatura, tomando como ponto de partida

os perfis empiricos de temperatura
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T,—-T 1/7
T <y> (3.87)
e de tensao cisalhante

T (E)S’”, (3.88)

Com base nestas relagoes empiricas e considerando, para escoamentos com Pry
unitario, as relagoes (3.58), (3.69) e (3.84), obtém-se

q' _Cf, AN
peptice(Ty = Tog) 2 {1 - <5) } (5) , (389)

que na parede, em y = 0, se reduz a

" -1/7
R e A
Sty = T~ 2 (5 , (3.90)

que relaciona o fluxo adimensional de calor representado pelo nimero de Stanton com
caracteristicas geométricas e dinamicas das camadas limites de velocidade e de tempe-

ratura.

Em 1939 Von-Karman propos uma relagao geral para o nimero de Stanton em funcao
de propriedades termodinamicas do fluido em escoamento, representada pelo niimero
de Prandtl, e de propriedades dinamicas do escoamento, representadas pelo coeficiente

de atrito local, C'f,, sob a forma

o Ctaf?
14+ /Cf./2.[5.Pr +5.In(5.Pr + 1) — 14]

(3.91)

Para nimeros de Prandtl unitdrios a equacdo (3.91) recai na relagao cléssica

St = C'f,/2.
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Através da andlise integral das equagoes de movimento e energia, Reynolds et.
al(1958) mostram que, para perfis de velocidade que sigam a lei de poténcia de 1/7,

tem-se

Cf./2 = 0.0228.Re, ", (3.92)

que foi a relacao proposta por Blasius em seus estudos em escoamentos que se desen-

volviam em tubos.

A relagao de Stanton proposta por Von-Karman, equagao (3.91), combinada

com a solugao integral (3.86) leva a forma

B 1,6(InRe,) %%
© 1+1,26(InRe,)12[5.Pr + 5.n(5.Pr + 1) — 14

St (3.93)

3.6 Fluxo de calor em camadas limites turbulentas com um comprimento

inicial de parede adiabatica

Para escoamentos cujas propriedades termodinamicas nao variem sensivelmente
com a temperatura e os numeros de Prandtl e Prandtl turbulento sejam unitarios
é possivel obter-se uma solucao analitica quando existe defasagem entre o inicio da

camada limite térmica e fluidodinamica, conforme indicado na figura (3.4),
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Figura 3.4: Placa plana - Nao isotérmica

a resolucao recai em um problema de valor inicial em d;, com a condicao inicial de

0 = 0 em z = £, cuja solugao mostrada por Kays e Crawford(1980) é:

9/107 ~1/9
St, = % [1 - (§> ] . (3.94)

Através de correlagoes empiricas e aplicando uma corregao para a faixa 0.5 <
Pr < 1.0, Kays e Crowford(1980), chegam a uma relagdo para o nimero de Stanton

local expressa por:

9/107 ~1/9
St, = 0.0287Pr~2/°Re; / [1 - <§> ] (3.95)

T

Existem diversas maneiras de para a realizacao da andlise dos dados e para a
sua apresentagao, quando se trata de um problema de convecgao com defasagem entre
o inicio da camada limite térmica e fluidodinamica. Uma das formas que torna mais
facil a visualizagao dos efeitos desta defasagem é a apresentagao da relagdo St/Str,
onde o numero de Stanton, St, dado pela relagao (3.95) e Sty representa o nimero de
Stanton para uma configuragao onde as duas camadas limite tem o inicio simultaneo,
ou seja, com € = 0. A relacao entre os nimeros de Stanton, de forma geral, podem ser

representadas por:
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SS—; =f (%) (3.96)

onde a funcao f (g) representa a correcao que se faz devido aos efeitos de um compri-
mento inicial ndo aquecido. Taylor et al.(1990) mostra que esta relagdo, para escoa-

mentos de ar, pode ser representada por:

s ey 0o]
s ©)] oo

3.7 Leis de parede

Neste trabalho foi utilizado o modelo k — ¢ de Launder e Jones (1974), que
calcula as condigoes de contorno parietais de velocidade e de temperatura com o auxilio
de leis de parede. As leis de parede sao capazes de modelar o comportamento da regiao
interna da camada limite, por meio de uma expressao analitica explicita para o calculo
da velocidade tangencial e da temperatura na vizinhanca imediata do contorno sélido

do escoamento estudado.

O gréafico abaixo mostra a estrutura da camada limite turbulenta tipica de um
escoamento incompressivel sobre placa plana. O modelo kK — ¢ nao é capaz de modelar
corretamente o escoamento parietal plenamente turbulento. Na sub-camada laminar,
regiao de transicao e no inicio da regiao logaritmica, a importancia da viscosidade
molecular associada aos fortes gradientes de velocidade e as altas taxas de producao

de turbuléncia impedem que o modelo k — ¢ funcione de forma coerente.

Para contornar esta deficiéncia a parte inicial da regiao interna da camada limite
turbulenta, onde é falha a modelagem do k — €, é excluida do dominio de calculo.
A nova fronteira do dominio fica afastada do contorno sélido uma distancia capaz
de garantir a exclusao da regiao de dificil simulacao a as condicoes de contorno de
velocidade, temperatura e demais varidveis turbulentas passam a ser calculadas por

meio de relagoes denominadas leis de parede.
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Figura 3.5: Estrutura da camada limite turbulenta

3.7.1 leis de parede de velocidade

3.7.1.1 Lei de parede logaritmica classica

A lei de parede logaritmica cléssica é obtida pela integragao da equagao (3.64)
considerando que o valor da tensao cisalhante na parede, 7,, se mantenha constante
ao longo da regiao interna da camada limite turbulenta e que as participagoes das
difusoes molecular e turbulenta de quantidade de movimento sejam tal que obedecam

o comportamento ilustrado na figura (3.6).
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Figura 3.6: Varia¢ao da velocidade de atrito uy em fun¢do do comprimento adimensional y*

Para efeito de calculo a regiao de transicao é considerada como puramente
molecular até y* = 11,6 e puramente turbulenta para valores maiores que y* = 11,6,

que é o tnico ponto capaz de satisfazer aos comportamentos laminar e turbulento.

A partir do conceito das tensoes cisalhantes, tem-se para uma regiao préxima

a parede

i = 2 dy, (3.98)
pv

onde o resultado da integracao dada pela relagao abaixo

u T Yy
/ du = —p/ dy (3.99)
0 ®Jo

leva a (u™ = y™), que é a expressdo que representa o comportamento do escoamento

na regiao interna da camada limite, conhecida como sub-camada laminar.

Ja para as regioes um pouco mais afastadas da parede onde v; > v temos:
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Da equagao (3.65) pode-se verificar que

2 2
(8 - &)
p dy dy
Utilizando as varidveis u™ e y™ temos

du™ 1

a7~ Ry

cuja resolucao através da integracao nos leva a

ut = % In(y")+Cp ,

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

onde K ¢é a constante de Von Karman e (), é uma constante de calibracao, valendo

respectivamente 0,419 e 5, 445.

3.7.1.2 Lei Cruz e Silva Freire

Por meio de uma andlise da camada limite em escoamentos com gradientes

adversos de pressao, regioes de descolamento e recolamento de camada limite, Cruz e

Silva Freire (1998) propuseram, por expansoes assintoticas, as seguintes representacoes

para o campo de velocidade média, pressao e flutuagao de velocidade

uz,y) = w(z,y)+eus(z,y) ,
v) = Ay +eny) .
p(z,y) = pi(z,y) +epa(z,y) ,
y)

= euﬂ/(x,y) + 62Uz’2/($7 y),
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complementadas pelas seguintes representacoes

— L - L w; (T A = Uu;(x . .
TA = A(E) ) yn 77(6) ) l( ayn) ( 7y) (3 104)

Cruz e Silva Freire(1998) mostram que tais varidveis aplicadas as equagoes de
quantidade de movimento e de conservagao de massa, juntamente com as condigoes de
contorno de tensao na parede e balanco entre as tensoes turbulentas e viscosas, levam

a

ou 0 <W> Pu ap

5 (3.105)

Préximo ao ponto de descolamento, a velocidade de atrito, (us), ndo é um bom
parametro de referéncia, uma vez que tende a zero. Por meio da andlise assintotica,
Cruz e Silva Freire (1998) determinaram uma velocidade de referéncia ug que se aplica

a tal situagao, sendo definida como a maior raiz real da equacgao algébrica

up — —up — ——— =0, (3.106)

que é dada quando o termo —(7,/p)ur tende a zero, logo

up — (%%)3 , (3.107)

recuperando, assim, o resultado proposto por Stratford (1959) e Townsend (1976), que
estudaram experimentalmente e analiticamente a estrutura da camada limite turbu-

lenta em regioes de baixa velocidade, préximas a situacao de descolamento.
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Com este trabalho Cruz e Silva Freire(1998) propdem como lei de parede de

T, 2 1dp Tp Uf
=P = —Lin 1
¢ 70| K \/ P pdx VT \Tp| K L ’ (3.108)

em que L. representa uma escala caracteristica de comprimento, definida por:

velocidade a relacao

L.= , (3.109)

onde K = 0,4 é a constante de von Karman.

A lei de parede de Cruz e Silva Freire(1998), equacao (3.108), tende a forma da
lei logaritmica classica, equagao (3.103), na medida em que os gradientes longitudinais

de pressao tendem a zero.

3.7.2 Lei de parede de temperatura

3.7.2.1 Lei de parede de temperatura de Cheng e Ng(1982)

De forma similar ao apresentado para a difusao de quantidade de movimento,
pode-se verificar, através de argumentos de escala que, nas regioes internas da camada
limite, o termo 0T /Ox tem ordem de grandeza inferior ao termo 9T /y, levando, desta
forma, a uma variacao da temperatura apenas na dire¢ao normal a superficie, T = T'(y),

segundo a equagao da energia (3.71).

A partir da integracao da expressao (3.69), que representa o fluxo de calor na
direcdo normal a parede, nos limites de temperatura T = T,e T =T e de comprimento
y =0 ey =y, em que T, representa a temperatura na parede e T uma temperatura

no ponto genérico y, tem-se

49



T " Yy d
/ ar= -2 [ Y __ (3.110)
T, pep Jo (a+ )

Analogamente ao caso de difusao de quantidade de movimento, define-se agora

uma varidvel adimensional de temperatura, representada por T, através da relacao

T = ug(pey)———=. (3.111)

Substituindo, na relagdo (3.110), os valores das varidveis adimensionais T e

yT, permite reescrever a relacido como

+

Y dy-‘r
+
v o1

Da mesma forma como realizado para leis de parede de velocidade, o respeito as
caracteristicas fisicas da camada limite, sao, para as leis de parede de temperatura, tra-
duzidos pela integracio em regioes distintas até a altura critica, y,", situada na regiao
de transicao. Na regiao da sub-camada laminar predominam os efeitos da difusao mo-
lecular de calor e quantidade de movimento, ja na regiao logaritmica da camada limite

predominam os efeitos da difusao turbulenta de calor e de quantidade de movimento.

A integral (3.112), resolvida em duas etapas considera para as regides de maior
proximidade da parede, internamente a sub-camada laminar, apenas os efeitos mole-
culares, desprezando os efeitos turbulentos. A segunda etapa de integracao deve ser
feita de forma a caracterizar a predominancia dos efeitos turbulentos sobre os efeitos

moleculares nesta regiao, levando a equagao (3.112) a

y yt dy™*
TH = Pr/ dy* —|—/ o (3.113)
0 y v

t v

que pode ser reescrita em funcao da difusividade térmica turbulenta v, por meio da

relacao
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+ + n

Yy Yy d
T+:P7”/ dy++/ Prti.
0 y v

t

(3.114)

Conforme realizado para as leis de parede de velocidade, utiliza-se a teoria do

comprimento de mistura de Prandtl para a substituicao do termo

== Kyt
v
na equagao (3.114), resultando em
i y* dut
Tt=p dy* / pr
r /0 Y+ g T Ky
cujo resultado leva a
Prt

T+:P7’y++71ny++0

(3.115)

(3.116)

(3.117)

As leis de parede adotadas para este trabalho foram calibradas experimental-

mente e propostas por Cheng e Ng (1982).

TT =08Iny" +12.5

(3.118)

Para a implementacao numérica, o limite entre estas duas expressoes para a

regiao interna da camada limite é de y™ = 15, 96.

3.7.2.2 Lei Cruz e Silva Freire - Temperatura

De forma andloga proposta para a velocidade, Cruz e Silva Freire (1998) propoem

para a temperatura a seguinte expansao:
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T(ZE,y) = Tl(xay> + ETQ(xay) ’ (3119)

Utilizando os mesmos principios empregados na obtencao da lei que modela o
perfil de velocidade nas regioes proximas as superficies sélida, Cruz e Silva Freire (1998)
apresentam uma lei de parede para a temperatura, posteriormente corrigida por Cruz

e Silva Freire (2002), cujo resultado é

T,-T P By —\/F

—_ r i

(R T " +c,, (3.120)
dp Kpcpuy T;’+%Z—§y+ T—pf'

com 0s seguintes parametros:

Pr, 4Eu§’%
c, = l AJ 3.121
AX [ Pr Pr\%%
AJ = 1.11Pr /=2 (2= —1) [ == 3.122
"\ K (Prt )(Prt> ) (3.122)
|3
AX = 26|f’| : (3.123)
UR

considerando, ainda, que K = 0,4 é a constante de von Karman e £ = 9,8 é uma

constante da lei de parede.

3.8 Condigoes de contorno para o modelo de turbuléncia x — ¢

Na regiao interna da camada limite, as equacoes de transporte para a energia
cinética de turbuléncia e para sua taxa de dissipacao sao reduzidas ao equilibrio entre

producao e dissipacao, levando as seguintes relacoes para k e para € na parede:
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2 3
Y ol M (3.124)

p = o e 5p:Ky

A velocidade de atrito, em todas as relagoes para as leis de parede anteriores, é

calculada de acordo com a seguinte expressao:

up? = Ké + Riet) a(gn' t)L , (3.125)

onde t representa o vetor tangencial a superficie da parede e n é o vetor normal a
parede, ambos no ponto considerado para o calculo. Esta metodologia para a obtencao
de valores de k e € na parede ¢é valida somente na auséncia de gradientes adversos
de pressao. Porém, nesta condicao, a hipotese de equilibrio nao é mais véalida como
mostrado no trabalho de Arora e Azad (1980).
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