José Antonio Pires Ferreira Marao

Controle Impulsivo em Sistemas Dindmaicos.

Tese apresentada ao Instituto de Fisica da
Universidade de Brasilia como parte dos re-

quisitos necessarios para obtencao do titulo
de Doutor em Fisica Teorica.

Orientador:

Prof. Dr. Annibal Dias de Figueiredo Neto

UNIVERSIDADE DE BRASILIA
INSTITUTO DE FISICA

Brasilia

21 de julho de 2011



TESE DE DOUTORAMENTO

Controle Impulsivo em Sistemas Dinamicos.

Usando Impulsos para Direcionar Trajetoérias de Sistemas

Dinamicos.

Por

José Antonio Pires Ferreira Marao

Orientador
Prof.Dr. Annibal Dias de Figueiredo Neto



A Deus.

Aos meus pais.

A minha tia Ana Maria.

A minha avé Maria Braga (in memorian).

Aos meus amigos

Dedico.



Agradecimentos

A Deus, por tudo.

Aos meus pais, Maria Izabel Pires Ferreira Marao e Antonio Carlos de Castro Marao

pelo apoio, e incentivo.
A Camila Marinho Penha, por ter estado sempre ao meu lado.
A minha tia Ana Maria Pires Ferreira Lima, e meus irmaos, pelas oportunidades.

Aos professores Benedito dos Santos Raposo, Hilkias Jordao de Souza e Joao Coelho

Silva Filho, pelos ensinamentos.

Aos Prof.° Dr.° Angel Rodolfo Baigorri e Prof.> Dr.© Manoel Ferreira Borges Neto,
pelo exemplo, Prof.° Dr.© Tarcisio Marciano da Rocha Filho, Prof.> Dr.° Victor Dodonov

e o Prof.> Dr.° Ademir Eugenio Santana pelos conhecimentos a mim transmitidos.

Aos meus amigos de sempre, Nilton Delbem, Fernando Rafaeli, Pedro Alexandre,

Abraao Jessé, Marcelo Leinecker, Juliano Alves e Leandro Belo.
Ao Prof.° Dr.° Annibal Dias de Figueiredo Neto pelo apoio e incentivo.

Aos meus amigos pos-graduandos do Institito de Fisica, e aos colegas do Departa-

mento de Matemética da Universidade de Brasilia.



O importante é isso: Estar pronto para,
a qualquer momento, sacrificar o que somos

pelo que poderiamos vir a ser.

Charles Du Bois



iii

Resumo

O principal objetivo desta Tese é desenvolver um método de controle impulsivo para
as trajetorias de um sistema dinamico continuo. A ideia basica é forgar, através de im-
pulsos instantaneos, a convergéncia das trajetorias em direcao a uma superficie invariante
do sistema dindmico. O método de abordagem é baseado em uma propriedade associ-
ada a uma certa classe de superficies invariantes cujas diregoes transversais descrevem
um sistema nao-linear autéonomo. Tal fato permitird definir um sistema propulsor que
impulsiona a trajetéria para a superficie S. Além disso, sera estabelecida uma definicao

de expoente de estabilidade local associado a essa classe de superficie invariante.
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Abstract

The main goal of this work is to develop an impulsive control method in a manner to
give the convergence of the paths of a system toward a S surface (a smooth invariant of a
system of differential equations). The method is based on a property related to classes of
invariant surfaces which transversal directions describe a nonlinear autonomous systems.
Moreover, it will be established a definition of a local stability exponent associated with

such class of invariant surface.
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Introducao

Toda a minha Fisica nao passa de uma Geometria

Descartes

Tendo em vista a publicacao de importantes resultados sobre controle cadtico e sin-
cronizagao em sistemas caoticos, [1]- [2], muitos desenvolvimentos na teoria de controle
foram alcangados. O controle de um Sistema Dindmico consiste essencialmente em forgar
a convergéncia das trajetorias do sistema em direcao a uma superficie invariante, geral-
mente instavel, pertencente ao espaco de fase do sistema em questao. Alguns exemplos
comuns dessas superficies invariantes sao os pontos fixos, o6rbitas periddicas e superficies
de sincronizacao. Em geral, o processo de controle ¢é feito através do acoplamento de um
campo externo, de modo que a superficie invariante se torna estéavel. A natureza deste
campo externo determina o tipo de controle a ser considerado: continuo ou impulsivo.
O controle continuo corresponde a campos externos atuando de maneira permanente no
sistema, enquanto para controles impulsivos o campo externo intervém apenas em al-
guns instantes especificos, sendo as intervengoes de curta duragao quando comparadas a

evolugao total do sistema, podendo ser matematicamente tratadas como instantaneas.

Originariamente, foi sugerido que a condi¢ao de estabilidade do controle continuo se
baseia na negatividade dos Expoentes Transversais de Lyapunov (ETL) que s@o associa-
dos a uma dada superficie invariante [3|, [4]. No entanto, no contexto de superficies de
sincronizag¢ao, mesmo quando o maior dos expoenntes transversais de um atrator cadtico

é negativo, pode ocorrer forte dessincoronizagao durante certos periodos de tempo devido
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a presenga de orbitas periddicas instéveis [5]. Por outro lado, sistemas com caos espago-
temporal podem ser sincronizados mesmo que possuam ETL positivos, como mostrado
na simula¢do computacional em [6]. Como conseqiiéncia, a negatividade do ETL néo ¢é
nem condi¢ao necessaria nem suficiente para garantir a estabilidade de um controle con-
tinuo. Faz-se importante citar que a formulagao exata de tais condi¢oes é um problema
ainda em aberto. Buscando evitar os problemas indicados acima, foram desenvolvidos
métodos de retroalimentacao adaptativa nos quais os campos controladores sao contin-
uamente adaptados e as condi¢oes de estabilidade determinadas a partir de Fungoes de
Lyapunov [7]- [17]. Cabe citar outras duas abordagens: o método de comutagao de

variedades [18] e o método seletivo impulsivo [19].

A teoria de sistemas dindmicos impulsivos foi amplamente desenvolvida nas tltimas
duas décadas [20]- [25] e constitui um quadro natural para o estudo de controles de
sistemas que mudam de estado por meio de intervencgoes instantaneas. A idéia de dirigir
trajetorias de sistemas dinamicos por perturbagoes instantaneas é o aspecto mais atraente
para lidar com sistemas que nao suportam intervencoes permanentes. Outro aspecto
relevante associado ao controle impulsivo diz respeito a economia de sinais para efetuar

o controle.

A maioria dos controles impulsivos encontrados na literatura sao baseados em méto-
dos de comparagao [26]- [34]. O método de comparagao é o cerne da teoria de sistemas
impulsivos e o seu principal objetivo é o estudo da estabilidade global de pontos fixos.
Outras abordagens, nao derivadas de métodos de comparacao, em geral buscam fungoes
de Lyapunov para obter as condig¢oes de estabilidade [35]- [40]. Muitos desses métodos
sao especificos ou, em casos menos restritivos, é exigido que o sistema dinamico satis-
faca pelo menos a condicao de Lipschitz. Uma boa discussao sobre o assunto pode ser

encontrada em [41].
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O presente trabalho apresenta uma nova abordagem para o estudo dos controles
impulsivos. O método é baseado na analise dos expoentes de estabilidade que podem ser
associados & uma dada superficie invariante. Uma superficie invariante ¢ uma variedade
regular que contém todas as trajetorias que partem de estados iniciais pertencentes a
mesma. O método resulta da observagao de que, na maioria dos casos, o objetivo do
controle ¢ conduzir trajetorias em dire¢ao a uma superficie invariante. O método podera
ser aplicado sempre que as funcoes que definem explicitamente a superficie invariante
sejam conhecidas. Um estudo aprofundado sobre superficies invariantes polinomiais em
sistemas dindmicos polinomiais ¢é feito na referéncia [42|. J& nas referéncias [43]- [46]
encontra-se uma generalizacao para caracterizar superficies nao-polinomiais em sistemas
nao-polinomiais. Particularmente, nas referéncias [45]- [46] sdo obtidas algumas condi¢oes

de estabilidade globais para estas superficies.

A principal caracteristica da abordagem feita nesta tese é a de expressar as condigoes
de controlabilidade em termos dos expoentes de estabilidade que podem ser associados
a uma superficie invariante determinada. Tais expoentes devem ser obtidos e foi desen-
volvida uma técnica simples para calcula-los. Além disso, estima-se como os intervalos
entre dois impulsos sucessivos devem ser impostos, buscando garantir a convergéncia
para a superficie invariante. O método de controle é dividido em duas partes: a primeira
consiste em atrair a trajetéria para uma regiao préoxima a superficie e a segunda em
dar impulsos a fim de compensar a divergéncia exponencial implicita no fato de que o

expoente de estabilidade é positivo.

As idéias aqui desenvolvidas sao diretamente inspiradas no conceito de expoentes
transversais de Lyapunov, que sao normalmente utilizados para estudar a estabilidade
de variedades de sincronizac¢ao em sistemas dinamicos continuos [2]| e [3]. Os expoentes

de estabilidade, tal como definidos em nosso trabalho, estao fortemente relacionados
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com os expoentes transversais. Na referéncia [47| é desenvolvido um método para sin-
cronizar sistemas idénticos que utiliza informagoes sobre esses expoentes transversais. As
idéias apresentadas neste trabalho foram importantes para o desenvolvimento da nossa

metodologia.

Vale a pena ressaltar que tendo em vista o que é apresentado na literatura, o conceito
de ETL nunca foi muito explorado na analise de controles impulsivos e esta tese pode ser
vista como uma primeira tentativa de desenvolver controles impulsivos a partir do estudo

de expoentes de estabilidade.

Assim como o método de comparacao, desenvolvido no contexto da teoria dos sis-
temas dindmicos impulsivos, ajuda a criar controles impulsivos, é possivel configurar os
controles baseando-se exclusivamente no conceito de expoentes de estabilidade. Neste
caso, o controle impulsivo pode ser visto como uma espécie de controle de retroalimen-
tagao adaptativa [41]. Este método, possui propriedades interessantes e vantajosas: de
facil implementacao e nao requer calculos complicados. Diferentemente do método de
comparagao, ou outros métodos baseados em fung¢oes de Lyapunov, nao é necessério veri-
ficar se a condicao de estabilidade é satisfeita o que em geral requer calculos complicados

nos parametros do sistema.

Acredita-se que nesta tese formula-se um quadro teérico adequado para o estudo de
controles impulsivos onde as intervengoes tornam-se raras. Esta questao é muito impor-
tante, tendo em vista que menos intervencoes significa menos custos na implementacao

do controle proposto.

Finalmente é importante lembrar que a restricao para a aplicabilidade do método
diz respeito & possibilidade de conhecer de forma explicita fechada as expressoes que

determinam a superficie invariante. Observa-se que isto é sempre possivel para pontos
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fixos e variedades de sincronizacao.

A seguir, sao pontuados os aspectos considerados importantes na metodologia desen-

volvida na Tese:

1. ¢é de simples implementagao e permite o controle da velocidade de convergéncia, o

que na literatura é chamado de grau de estabilidade [48];
2. é possivel ter um controle fino dos intervalos entre dois impulsos sucessivos;
3. o método é de retroalimentacao adaptativa;

4. nao é necessario o conhecimento dos expoentes de estabilidade se os intervalos entre

impulsos sucessivos sao limitados superiormente;

5. & possivel o controle mesmo com a presenca de objetos instéveis na superficie in-

variante.

De maneira ilustrativa, alguns topicos de controle impulsivo mostrados na literatura

serao apresentados:

Exemplo 1: O controle de sistemas ecologicos é muito importante, tanto para a
prevencao de pragas, quanto no equilibrio entre espécies. Tem-se uma ilustracao bastante
precisa do controle impulsivo dada em [49] onde o sistema considerado é presa-predador
dependente do consumo (inimigo natural de pragas). Assim, os elementos com estrutura
e idade para predador e inimigos naturais sao colocados em contato. Pesticidas sao entao
aplicados de forma impulsiva. Sendo assim, quando o periodo de impulsos nao é maior
que certo limite, a erradicagao das pragas ¢ globalmente assintoticamente estéavel, isto é,
a populagao de pragas é erradicada por completo.

No entanto, tendo em vista o equilibrio ecolégico e também a economia de recursos
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(economia de pesticidas e na aplicagdo dos mesmos) faz-se necessério apenas ter controle
da populacao de pragas, uma vez que este deve estar abaixo de um nivel que causa
prejuizos econémicos. Por outro lado, quando os intervalos de aplicacao dos impulsos
sao maiores que certo limite, constata-se que a populacao de pragas e inimigos naturais

continuam existindo e o sistema entao é considerado uniformemente permanente.

Uma outra aplicacao a sistemas ecologicos ¢ vista em [50] onde um sistema de duas
presas e dois predadores é estudado com efeito impulsivo sobre o predador, com isso
verifica-se também que para periodo de impulsos menor que um certo valor critico existe
uma solucao de erradicacao globalmente assintoticamente estavel, com erradicagao com-
pleta das espécies. Outras aplicacoes de controle impulsivo de sistemas ecologicos sao

vistas em [51] e [52].

Exemplo 2: A Teoria de Controle Impulsivo também se destaca na avaliagdo de
estratégias de propaganda em empresas. Este fato pode ser visto em [53], onde ha uma
apresentacao de novos teoremas sobre estabilidade de sistemas impulsivos, além do uso
destes teoremas para encontrar condigoes para que a estratégia de propaganda usada
por uma empresa seja controlada assintoticamente para o ponto de equilibrio usando
controle impulsivo. Assim, foram usados parametros do modelo financeiro além de uma
lei de controle impulsivo e uma estimativa do limite superior do intervalo de impulso
dado, com isso, o nimero de antncios foi diminuindo, significando reducao de custos com
propaganda por parte da empresa. Deste modo, o exemplo ilustra que através do controle
impulsivo foi possivel tragar uma estratégia de propaganda eficiente com economia dos

gastos em propaganda.

Exemplo 3: O controle de impulsos também pode ser usado no controle de epidemias.
Uma ilustragao para este fato é vista em [54] onde observa-se um modelo de epidemia

IR com vacinacao impulsiva. Buscando uma forma adequada e eficaz de aplicacao de
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vacinas foi feito um estudo de controle impulsivo para obter condi¢oes em que a solucao

para a eliminacao da epidemia é dada globalmente assintoticamente.

Caso a epidemia torne-se endemia, um estudo numérico mostra as influéncias da
vacinacao impulsiva em relagao a oscilagao periddica do sistema que é dada sem impulsos

observando-se neste caso caos.

Exemplo 4: Passando agora para um contexto mais especifico, tem-se o controle
impulsivo em um sistema de Réssler [55] que é um sistema de equagoes diferenciais
ordinarias tri-dimensional. Este sistema foi apresentado inicialmente como um modelo
puramente tedrico e verificou-se posteriormente que o sistema de Rossler pode ser aplicado
ao estudo de reagoes quimicas e sua modelagem. Verifica-se em [56| condigoes para que
o sistema de Rossler seja controlado assintoticamente para o ponto de equilibrio com o
uso de controle impulsivo, além de uma condi¢ao para a sincronizacao de dois sistemas

de Rossler. Uma cota superior para a estimativa do intervalo impulsivo é obtida.

Exemplo 5: Um exemplo interessante de controle impulsivo pode ser verificado em [57]
onde discute-se o controle do movimento angular de uma nave espacial em queda. Neste
caso o controle em questao busca medir e controlar a posicao relativa da nave-alvo e depois
aplicar impulsos até que o movimento de rotacao da nave seja amortecido. Assim, é criado
um controlador discreto por meio da equagao simplificada do movimento de rotacao com
o uso de coordenadas especiais. O controle de estabilidade é derivado analiticamente e

simulagoes numéricas sao feitas para verificar os resultados encontrados.

Exemplo 6: Outro exemplo de controle impulsivo é mostrado para o caso de con-
troladores de reset, que sao controladores lineares usados para redefinir alguns de seus
estados para zero quando a entrada também ¢ zero [58]. O interesse deste trabalho ¢

estabelecer propriedades fundamentais do circuito fechado. Sao dadas formas para re-



Introducgao 8

definir, em ordem superior, o estado parcial. Além disso, o trabalho mostrado em [58]

nao necessita de suposicoes sobre a evolucao dos termos de reset.

O presente trabalho estd organizado da seguinte forma: o primeiro capitulo trata de
uma revisao da Teoria de Sistemas Dinamicos, enquanto o segundo capitulo trata em
suas duas primeiras secoes de fatos relativos a superficies invariantes, a terceira se¢ao ja
apresenta fatos originais onde é determinado o expoente de estabilidade de uma superficie
S. Ja o terceiro, quarto e quinto capitulos apresentam também contribuigoes originais e
importantes para os objetivos da Tese, e determinam o controle de sistemas dinamicos
impulsivos para superficies invariantes, uma generalizagao ao caso apresentado no capitulo

trés, e uma aplicagao aos sistemas dinamicos quaterniénicos, respectivamente.

A tese foi desenvolvida da seguinte maneira:
Capitulo 1 — Sistemas Dinamicos;
Onde serao tratados aspectos do fundamento da teoria de Sistemas Dindmicos com algu-
mas defini¢oes e o conceito de estabilidade.
Capitulo 2 — Superficies Invariantes;
Nesse capitulo sao determinadas propriedades de estabilidade de superficies invariantes
para sistemas dindmicos nos seus respectivos espagos de fase.
Capitulo 3 — Controle de Sistemas Dinamicos - I;
O capitulo em questao tem o objetivo de abordar os conceitos basicos relativos a sistemas
dindmicos impulsivos, além disso, trata de um método para desenvolver controle impul-
sivo que permite o sistema convergir para superficies invariantes contidas em seu espaco
de fase.
Capitulo 4 — Controle de Sistemas Dinamicos - II;
O capitulo em questao busca mostrar a possibilidade de genralizar todos os conceitos

d
anteriores para o caso em que pri L(z)I + R(z,I). Sera visto que os mesmos conceitos
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do caso % = L(z)I podem ser aplicados.

Capitulo 5 — Sistemas Quaternionicos.

Apresenta conceitos bésicos sobre quatérnios e fungdes quaternionicas, além de fatos im-
portantes sobre derivacao e integragao de fungoes quaternionicas fundamentais para a
aplicacao a sistemas quaternionicos. Além disso, toma-se um sistema dinamico de modo
diferente, onde o tempo é dado pela parte real de um ntmero quaterniénico e verificam-
se formulas para implementar o controle impulsivo para sistemas desse tipo. O capitulo
também mostra que héa possibilidade de determinar controles impulsivos a esse tipo de

sistema o que sera tratado de modo detalhado em trabalhos futuros.

O método apresentado neste trabalho é um de controle de retroalimentacao adapta-
tiva onde as trajetorias do sistema dinamico sao conduzidas para superficies invariantes.
O método requer o conhecimento explicito da conjunto de equacoes que definem a super-
ficie invariante. Além disso, o técnica é baseada no conceito do expoente de estabilidae

das superficies invariantes.
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1 Sistemas Dindmaicos.

O presente capitulo tem por objetivo mostrar aspéctos do fundamento da teoria de

Sistemas Dindmicos, onde serao vistas algumas defini¢oes e o conceito de estabilidade

[59]- [60].

1.1 Teoria basica de Sistemas Dinamicos

Pode-se prever a posi¢ao no tempo futuro ou no passado de alguns sistemas fisicos,
quimicos, biologicos, ou até econdmicos, bastando o conhecimento de sua posi¢ao presente
e também levando-se em consideracao as leis que governam a evolucao do referido sistema.
Tomando como referéncia que as leis que governam o sistema nao mudem com o passar
do tempo, o comportamento do sistema pode ser bem definido tendo conhecimento da
posicao inicial. Assim, a idéia de sistema dindmico é dada pelo o conjunto de seus estados,

além de uma lei de evolucao de posi¢ao ao longo do tempo.

Considere o conjunto X, das posigoes de um sistema, e o conjunto de todos os pontos
chama-se espaco de estados do sistema !. O espaco X determina se o sistema dinamico
é de dimensao finita ou infinita através da dimensao de sua base. Além disso, os espagos
de estados permitem, por meio de suas estruturas, comparar estados diferentes ocupados
pelo sistema no decorrer do tempo, onde as distancias entre dois estados sao consideradas
tomando os conjuntos como espagos métricos, e a norma euclideana ¢é utilizada para medir

a distancia entre dois estados ocupados pelo sistema.

10 espaco de estados ¢ também chamado de espaco de fases, o que provém de uma denominacio da
Mecéanica Cléassica.
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Seja agora T" um conjunto numérico. A evolu¢ao de um sistema dindmico nada mais
é do que a mudanca de estado do sistema ao longo do tempo ¢t € T. Assim, cabe a
classificagao de sistemas dinamicos em dois tipos [61]:
sistemas dindmicos com tempo continuo(7 = R);

sistemas dindmicos com tempo discreto (7' = Z).

A lei de evolucgao é fundamental em um sistema dindmico, pois ela determina o estado

do sistema em um instante ¢ que é dado por (x;) supondo conhecido o estado inicial ().

Afim de especificar a evolucao de um sistema, deve-se considerar uma funcao f?,

definida no espaco de estados X, como segue:
fl: X — X,

onde t € T, transfoma o estado inicial o € X no estado x; relativo ao tempo 2, ou seja,

z; = flxo.

Assim, f*, conforme definido acima, chama-seoperador de evolucao do sistema dindmico,
e pode ser dado explicitamente, ou definido de forma indireta, e nesse caso o calculo s6

pode ser efetuado de forma aproximada?.

Faz-se agora necessario dar uma definicao formal de sistemas dinamicos.

Definigao 1.1.1 Chama-se sistema dindmico a tripla {T, X, f'}, onde T é um conjunto
de tempos, X € o espaco de estados, e ft: X — X uma familia de operadores de evolucao

parametrizados port € T e que satisfaz as propriedades abaizo:
f° =id; identidade
fs+t — ft o fs.

Cabe ressaltar, nas propriedades acima, que id é a funcao identidade em X, ou seja,

id(x) = x Vx € X. Da primeira propriedade tem-se que o sistema nao muda seu estado

2Ve-se facilmente que f'z pode ser definida para todo para (z,t) € X x T
3Quando o sistema dindmico é de tempo continuo, a familia ftier de operadores de evolucgao é
chamado fluxo.
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Figura 1: Operador evolugao.

de modo expontaneo, além disso, a segunda propriedade, ilustrada na Figura 1, mostra
que o valor da evolugao do sistema decorridos (¢ + s) unidades de tempo, tomando como
ponto de partida x € X ¢é igual se o sistema mudar primeiro do estado x para s unidades
de tempo posteriores e assim evoluir nas ¢ proximas unidades de tempo partindo agora
do estado resultante f*x, o que mostra que a lei que da o comportamento do sistema é

constante [61], ou seja, o sistema é autéonomo.

Cabem agora algumas defini¢oes tuteis.

Definicao 1.1.2 Chama-se orbita partindo de xoq um subconjunto ordenado do espaco de

estados X.
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Or(xg) = {r € X : 2 = flag Vt € T tal que f*(x0) pode ser de finido}

Yo

Figura 2: Orbitas de um dado sistema.

Definigao 1.1.3 Diz-se que * € X € um ponto de equilibrio se flz* = x* para todo

teT.

Definicao 1.1.4 Chama-se retrato de fases de um sistema dindmico a divisao do espago

de estados em orbitas.

Assim, dado o sistema dinamico {T, X, f*}, a geometria é responsavel por associar
ao sistema dindmico no espago de estados considerado o seu retrato de fases, e este por
sua vez exibe as orbitas do sitema conforme mostra a Figura 2. O retrato de fases é uma
ferramenta importante na analise do comportamento do sistema dinamico, pois através
dele é possivel determinar o nimero de convergéncias e qual o tipo de convergéncia
do referido sistema quando t — oo, e quando ¢t — —o00, caso o sistema seja reversivel

temporalmente.
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Definicao 1.1.5 Seja S uma variedade regular contida em X, entdo S € invariante se
Vg € S =y = fi(xg) € S, onde S C X, isto é f'(S) C S.

1.2 Sistemas dinamicos e equacoes diferenciais

Os sistemas dinamicos de tempo continuo sao comumente definidos por meio de
equagoes diferenciais. Assim, dado que o espago de estados do sistema é X = R" com
coordenadas (x1, s, ..., Z,). A lei, que em geral governa a evolugao do sistema, ¢ dada
implicitamente em termos das velocidades como func¢ao das coordenadas, onde as veloci-

dades ser@o denotadas por ; e as coordenadas por (z1, 2, ..., Z,), sendo:
i‘i = fi(l’l, Ty ouny CL’n),Z = ]_, 2, ey

ou ainda vetorialemente

dx

“Z_F

]

onde F : R" — R" ¢ dada por F(x) = (fi(z), fo(2),..., fu(x)) * e supostamente difer-
enciavel. Neste trabalho, F(x) serd chamada de campo vetorial, tendo em vista que

relaciona um vetor F(x) para cada x.

1.3 Estabilidade de um sistema dinamico

O estudo das solugoes de um sistema dinamico é relevante, com isso surge o con-
ceito de estabilidade, termo proprio tanto da solucao, quanto da equagao diferencial. A
estabilidade de uma certa solucao sera vinculada com o comportamento das solucgoes
que tem condic¢oes iniciais pertencentes a sua vizinhanga, para o caso da estabilidade
de uma equacao diferencial a estabilidade é estudada pelo comportamento das equagoes

isomorficas, que tem valor de parametros proximos da equagao em questao.

Considerando um ponto de equilibrio z* de um dado sistema dinamico, x* é dito
ponto de equilibrio assintoticamente estavel se, dada uma perturbacao da condicao inicial

ro = z*, a trajetoria x(t) — x* quando t — oco. Assim, com o decorrer do tempo, um

4As fungoes f;, componentes de F(x), sdo chamadas de fungdes coordenadas.
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ponto assintoticamente estavel tem como principal caracteristica atrair as trajetorias
contidas em uma "esfera" de centro em z*. Com isso, trés casos importantes devem ser

considerados °:

e r* é ponto de equilibrio localmente assintoticamente estavel se a esfera tem raio

finito;

e z* ¢é ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel se a esfera tem raio

imfinito®;

e z* ¢ ponto de equilibrio neutramente estavel se, dada uma perturbacao na condigao
inicial 2(0) = z*, 2(t) permanece dentro de uma esfera centrada no ponto z*, com o

decorrer do tempo;

e r* é ponto instavel se, apds uma perturbagdo na condigao inicial z(0) = z*, x(t)

nao pode mais ser encontrado na esfera de centro em z* num tempo finito’.

No sentido de Lyapunov, a estabilidade da-se levando em consideracao as trajetorias

que partem da condicao inicial localizada na vizinhanca desse ponto.

A classificagao de pontos de equilibrio de sistemas dindmicos pode ser feita com o
uso do polinémio caracteristico da matriz A obtida da linearizacao do campo vetorial
em torno do ponto de equilibrio. Assim, quando A tiver autovalores com parte real nao-
nula, o ponto de equilibrio x* chama-se hiperbolico, nao importando o valor da parte
imaginaria. Por outro lado, caso pelo menos um autovalor tenha a parte real nula, diz-se
que o ponto de equilibrio é nao-hiperbolico. Pode-se classificar os pontos de equilibrio
hiperbélicos quanto & estabilidade da seguinte forma: atratores, repulsores e sela. Assim,

se:

e A tem autovalores com parte real negativa: o ponto de equilibrio chama-se de
atrator, e este equilibrio é dito assintoticamente estavel. Caso todos os autovalores de A
sejam complexos, o atrator chama-se foco estdvel, e ainda se todos os autovalores de A

sao reais, o atrator chama-se nd estdvel;

50s dois primeiros casos sao classificados como atrator.

6 A esfera com raio infinito abrange todo o espaco de fases.

70 termo esfera é adequado para sistemas tridimensionais, para o caso do sistema unidimensional
tem-se uma reta, bidimensional um ciculo e dimensao maior que trés uma hiper-esfera.
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e A tem autovalores com parte real positiva: chama-se o ponto de equilibrio de
repulsor ou fonte. Caso os autovalores de A sejam complexos, chama-se de foco instdvel

e, se ainda os autovalores de A sao reais, a fonte chama-se nd instdvel;

e A tem alguns autovalores (nao todos) com parte real positiva e o restante tem parte

real negativa: o ponto de equilibrio chama-se sela.

Os pontos de equilibrio nao-hiperboélicos, quanto a estabilidade, podem ser classifica-

dos como segue:

e A tem um ou mais autovalores com parte real positiva: o ponto de equilibrio

chama-se instdvel.

e A tem alguns autovalores com parte real negativa, e outros sao imaginario puros:

o ponto de equilibrio chama-se marginalmente estdvel.

e A tem autovalores imaginario puros e nao-nulos: o ponto de equilibrio chama-se

centro.

Em 1959 e 1963, D.M Grobman e P. Hartman respectivamente desenvolveram um
teorema fundamental na teoria de Sistemas Dinadmicos: [59]: Existe uma equivaléncia
topologica orbital entre os retratos de fases dos sistema dindmico nao linear com o re-
spectivo sistema dindmico linearizado em torno do ponto de equilibrio, isto para o caso de
um ponto de equilibrio hiperboélico. Para o caso do ponto de equilibrio nao-hiperbdlico,
ou seja, se existe algum autovalor imaginario puro, entao a linearizacao nao permite

afirmacoes com relacao a estabilidade do sistema nao linear.
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2  Superficies Invariantes.

O presente capitulo tem o objetivo de determinar propriedades de estabilidade de
superficies invariantes para sistemas dindmicos nos seus respectivos espacos de fase. Os

aspectos tratados nas segoes 2.1 e 2.2, sao visto de modo detalhado em [62].

2.1 Superficies invariantes em sistemas diferenciais.

Considere o sistema de equacgoes diferenciais ordinarias:

d
d—’t‘ ~F(x), z€W (2.1)
onde x = (z1, g, ..., T,), F(x) é um campo vetorial qualquer, e W C R"™ é um conjunto

aberto onde F(x) esta bem definida.

O fluxo do sistema (2.1) é dada pelas solugdes X (X, t) associadas a condigao inicial
Xo no dominio W C R™. Uma superficie S C W é uma superficie invariante do sistema

(2.1), se para todo Xy € S, X(Xj,t) € S para todo t.

Considerando o anel de fungdes C*° definidas em W e denotado por R. Obviamente
este anel contém a fungdo nula e a fungao identidade, O(z) = 0 e [(x) = 1 para quaisquer
z € R". Ao sistema (2.1) pode-se associar o operador diferencial derivada ao longo do

fluxo dado por:

@ 0
Dp =) Fig—. (2.2)
i=1 !

Para uma superficie S C W e um o ideal I C R define-se os seguintes conjuntos:

(a) oideal Is = {f € R/f(S) = 0};
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(b) a superficie S; = {X € W/f(X) =0,Vf € I}.
Os casos em que Ig = {O} e S; = () ndo serdo considerados. E facil ver que para uma
superficie S, tem-se:

SC Sy, (2.3)

Podem ocorrer trés situagoes:

(a)Is = {O}, neste caso a superficie S nao esta definida em R;

(b)Is # {0} e S C Sy, a superficie S esta parcialmente definida em R;
(c)S = Sp, a superficie S estd definida em R.

Sera agoar estabelecida uma proposi¢ao que permitira desenvolver o método de anélise
de estabilidade [42].

Teorema 2.1 Seja o sistema (2.1) e um anel R tal que a derivagio de Dy € fechada em
R (Drp(R) CR)
(a) Se houver um ideal finitamente gerado de R, denotado por I = (Iy,...,1,), tal que:

DF(I) Cla

SI%(ZL

entiao Sy € uma superficie invariante do sistema dado em (2.1).
(b) Se S € invariante do sistema (2.1), entao Dp(Ig) C Ig.
Demonstragao: Considerando que X (Xo,t) é uma solugao do sistema (2.1) e ainda que

G € R, seque, usando a regra da cadeia, que:

d

7 (G(X(Xo,1))) = (Dr(G))(X (X0, 1)). (2.4)
Assim,
(a) Sendo, I, ..., I, um conjunto de geradores de I, e como Dp(I;) € I seque que

q
7j=1



2.1 Superficies invariantes em sistemas diferenciais. 19

com L;; € R. Identificando X, = X (0,t) € S(I), seque que
[1<X0) = ...= [p<X0) - 0,

Tem-se também que:

d .

Z (L(X(Xo,1) ZLW (X0, 1).;(X (X0, 1), i=1,....¢q.
Deste modo, tem-se:

Yi(1), ..., Yo(O)] = [L(X(Xo, 1)), - -, L,(X (X0, 1))]

€ uma solucao do sistema linear homogéneo de equagoes diferenciais:

V=3 Ly (X (Xo )Y,
j=1
que tem por condigao inicial [0,...,0]. Portanto, I;(X(Xo,t)) = 0 para j = 1,...,q,
implicando que X (Xo,t) € S(I).
(b) Para fixar as idéias, € importante lembrar que Dr(G) € a derivada de Lie da fungao
G ao longo do fluzo do operador Dp. Assim,

G(X(Xo,A) — G(Xo)

) (2.5)

D(G)(Xo) = lim

Considerando agora que G € Ig. Se Xy € S entao X(Xo,\) € S. Por outro lado G(S) =
0. Logo, tem-se finalmente que G(X(Xo,A)) = 0, o que dd Dp(G)(S) = 0, mas por
hipdtese Dr(G) € R, foi provado entio que Dp(Is) C Ig.

O teorema acima mostra, na primeira parte, uma condicao suficiente para a existéncia
de superficies invariantes, enquanto a segunda parte estabelce uma condi¢ao necessaria
para a existéncia de uma superficie invariante parcialmente definida em R. Segue agora,

outro teorema importante para o desenvolvimento da teoria:

Teorema 2.2 Considerando um anel R fechado por derivacao Dr em R. Se uma super-
ficie S do sistema (2.1) é parcialmente definida em R e Is € finitamente gerado, entdo
Sis D S € uma superficie invariante do sistema (2.1).

Demonstragao: Sabendo, pelo teorema anterior (parte b), que S € invariante, seque que
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Dr(Ig) C Ig. Por outro lado, tem-se que: Is = (I, ..., 1,). Logo, pela parte a do teorema

anterior, conclui-se que S, € invariante.

Pode-se entender o teorema anterior da seguinte forma: Se uma superficie é parcialmente
definida em um sub-anel de R cujos ideiais sao finitamente gerado, entao existe uma

superficie invariante definida neste sub-anel.

Corolario 2.1 Considerando um sub-anel R' cujos ideais sdo finitamente gerados, e
ainda uma solu¢ao X (Xo,t) do sistema dado em (2.1). Se existe uma fungao h(X) #
O € R’ tal que h(X(Xo,t)) =0, entao existe uma superficie invariante definida em R'.

O resultado do Corolario 2.1 ¢ valido para o anel dos polindmios, cujos ideais sao finita-

mente gerados. Segue-se entao o resultado:

Corolario 2.2 Seja uma solugao X (Xo,t) do sistema dado em (2.1). Se existe uma

fungao polinomial h(X) tal que esta € nula ao longo da trajetoria, isto é€,
h(X(Xo,t)) =0
entao este sistema tem uma superficie invariante polinomial contendo essa trajetoria.

Defini¢ao 2.1.1 Considerando o sistema dado em (2.1), um sub-anel R e um ideal fini-
tamente gerado I = (Iy,...,1,) C R. Supondo que este é fechado sob deriva¢io Dp,
Dr(I) C I, e que S; # 0, definindo-se o mapeamento:

Pr:R" — R? (2.6)

x— (Li(z),..., ().

€ facil ver que a imagem da superficie S; através de P; € a origem de RP.

De acordo com o mapeamento Py, o sistema (2.1) é transformado em um novo sistema
de equagoes diferenciais ordinarias agora com p varidveis e, pela condigao de fechamento,

admite a seguinte forma:

p
L= Lj(X(Xo.t)I;, i=1,....p. (2.7)
j=1
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com condigoes iniciais dadas pela imagem da condigao inicial do sistema (2.1) pelo ma-
peamento (2.6), Iy = I(Xy). Sendo assim, pode ser associada a superficie invariante do
sistema (2.1) a origem do sistema de coordenadas I;, 7 = 1,...,p. A evolugao de I; é dada
pelo sistema (2.7), consequentemente a estabilidade da superficie invariante é reduzida a
determinagao da estabilidade do ponto fixo na origem do sistema (2.7). O sistema (2.7) é
um sistema diferencial linear nao-autéonomo onde os coeficientes sao fungoes dependentes
do tempo: solugdes desconhecidas do sistema (2.1). A forma final do sistema (2.7) de-
pendera de duas consideracoes importantes:

(i) A escolha feita para o conjunto de geradores do ideal I. A escolha em questao nao é
tnica, mesmo quando Ig = (I3, ..., I,) nao possui sub-ideis fechados sob Dp.

(ii) Mesmo o mapeamento (2.6) sendo completamente determinado pelo conjunto de
fungoes I;, a forma de expressar o sistema da maneira dada em (2.7) nao é tnica. Assim,

dada uma matriz L o sistema (2.7) admite a forma mais geral:

p

(Lij + > pagel)l; =Y Li(p) I (2.8)

1 ki j=1

ji:

M-

J

desde que pi;55 = —plin; € pijr € R.

2.2 Estabilidade de Superficies Invaraintes.

A presente se¢ao inicia com o teorema que trata da desigualdade de Wazewski [63]
que fornece condicoes suficientes para os limites das solucoes de um sistema linear nao-

autéonomo, como sera visto abaixo:

Teorema 2.3 (Desigualdades de Wazewski) Seja o sistema linear nao-auténomo, que na

forma matricial € dado por:

I=1L(t).I (2.9)

onde L(t) é continua em t, e H é a matriz hermitiana dada por:

H(t) - %(L(t) + (). (2.10)
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Seja A(t) e A(t) o menor e o maior autovalor da matriz H(t). Seque que:

t

||IO||exp[/t/\(t’)dt'] < It I, to)|| < ||Io||e;cp[/ A(t')dt'}, (2.11)

to to

onde a norma € definida como:

2]l = (@, ).

Demonstracao: Seja V(t) = (I(t, Ly, to), I(t, In, to)). Usando a definicio da matriz H,

Seque que:
(1), H(t)I(1))

(I(t), I(t))

pelas propriedades das matrizes hermitianas, tem-se que:

: 2
V=V

At)(x,z) < (z, H(t)z) < A(t)(z,z), V.

Dai segue,
d
2M(t) < %(logV) < 2A(1).
Finalmente, (2.11) decorre da integragao da relagio acima, e observando que V = || I(t)]]?.

Como consequéncia do resultado acima, seguem dois corolérios que tratam da estabilidade

do sistema descrito em (2.9).

Corolario 2.3 Se para todo t > ty, A(t) <0 (A(t) < 0) o sistema € estdvel (assintotica-

mente estdvel).

Corolario 2.4 Se para todo t > ty, A(t) > 0 o sistema € instdvel.

E importante ressaltar que na prova do Teorema 2.3 a funcao definida por:
V(t) = (I(t, 1o, 1), I(t, 1o, 1))

constitui uma fungao de Lyapunov para o sistema (2.9).

Voltando agora aos sistemas lineares nao-auténomos definido por uma superficie in-

variante S via mapeamento P;. Segue o seguinte resultado:

Teorema 2.4 Supondo que exista um dominio aberto 2, C W contendo a superficie S,

tal que para x € ), serao consideradas as sequintes possibilidades:
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(1) A(z) <0,
(2) A(z) <0,
(3) Alz) > 0,

onde A(X) é o maior autovalor e A(X) € o menor autovalor da matriz
1
H(X) = S(L(X) + L' (X)).

Sendo assim, para as trés possibilidades descritas acima, existe um dominio aberto 11,
contendo a superficie S tal que para toda a solugao X (Xo,t) com ponto inicial no conjunto
Xy € 1, tem-se que a solugao:

(a) converge para a superficie S: a superficie € assintoticamente estdvel;

(b) nunca deiza o conjunto I11: a superficie é estdvel;

(c) deiza o conjunto 111,: a superficie é instdvel.

Demonstracao: Considerando que o conjunto €2, serd mapeado sequndo o mapeamento
(2.6) em um dominio aberto Pr(2r) C RP em torno da origem. Este contém ainda uma

bola aberta de dimensao p, indicada abaixo:
B, ={IeR"/|I]| < p*}

para algun p tal que A(X) <0 ou A(X) <0 e sempre que uma solugao do sistema (2.7)
incia-se em B, os coroldrios 3 e 4 podem ser aplicados para todo o ponto da bola acima
indicada. Segue-se entao que o dominio Il € a pré-imagem da bola sobre o mapeamento

considerado em (2.6).

Conclui-se que o comportamento do fluxo, avaliado nas proximidades da superficie
invariante, que determina a sua estabilidade, pode ser estudado pelo sinal dos autovalores
da matriz H no dominio €2; conforme definido no teorema 2.3. Buscando mostrar explici-
tamente a extensao e existéncia deste dominio tem-se que fazer uma escolha adequada
para a matriz L, e em tltimo caso os geradores do ideal. Para melhor entender o fato de
que a escolha é importante, é necessario lembrar que o método esta intimanente ligado
com fungoes de Lyapunov adequadas para efetuar a anélise. Assim, para o caso em que

a superficie invariante é um ponto fixo, a funcao abaixo:
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é a funcao de Lyapunov em alguns dominios em torno do ponto fixo em questao. Os
teoremas 2.3 e 2.4 sao generalizagoes de fungoes de Lyapunov para superficies de dimensao
n—p >0, comn >p>0. Mesmo encontrando uma superficie invariante para o sistema
dado em (2.1) tal que esta satisfaga a condi¢do (1) do teorema (2.4), o problema de
determinar o dominio de atragdo ainda permanece. Definindo agora um conjunto €2;
uniao de todos os conjuntos €1, para diferentes formas da matriz L associada ao sistema

(2.7), sera estabelecido o seguinte resultado:

Teorema 2.5 Seja o sistema (2.1) com uma superficie invariante S e um conjunto de
geradores cumprindo a condi¢iao 1 do teorema (2.4). Para uma estimativa Y} da regidao
Qp, Q) C Qp, tem-se que a pré-imagem de uma bola p-dimensional sob o mapeamento
(2.6) esta totalmente contido em Q; e esta pré-imagem constitui um subconjunto de uma
bacia de atracdo da superficie invariante. Assim, uma estimativa para o dominio de

estabilidade de S € dada pelo mdzimo r > 0 tal que:
II,(S)={X/I(X) € B.} CQy. (2.12)

Demonstragao: Seja uma trajetoria X (Xo,t'), pelo coroldrio (2.3), se para um tempo t' no
conjunto 0y, de um dos possiveis sistemas dados em (2.7), entao a solugao I(Xo,t') pelo
mapeamento (2.6) tem norma decrescente. Caso a solugcao também pertenga ao conjunto
B,., a evolugao da trajetoria vai manté-lo dentro deste conjunto para qualquert >t', e €
coerente que a trajetoria X (xq,t) permanece no conjunto Qo para t > t'. Assim, para o
caso de estabilidade assintotica a trajetoria em RP converge para a origem, enquanto que

em R™ ela convergird para a superficie invariante.

2.3 Expoente de estabilidade da superficie S.

Seja o sistema dinamico de dimensao n dado pelo sistema de equagoes diferenciais

abaixo:
dx

i
onde F(x) = (F1(x), F5(X), ..., F,,(x))" esta definido em R™, e seja

F(x), x€R™ (2.13)

S={xeR"/[;(x)=0,i=1,2,....p <m}
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uma superficie ! de (m — p) dimensdes em R™, e [;(z) : R™ — R de tal modo que

d1
=L (2.14)

onde I = (I1(x), I5(x), ..., [,(x)) e L(x) = (L;;(x))pxp- Neste caso a superficie S é invari-

ante pela dinamica.

Trata-se agora de estudar a evolucao do vetor normal

1) = /T 00) + B0 + .o+ (),

ao longo do tempo, cuja derivada é:

AL _ oo
S = L) . Hi), (2.15)

na equagao (2.15) i e H s@o respectivamente dados por:

i) = 10 gy = LI L) (2.16)

Tomando agora a expressao (2.15), segue que:

tw_ ti ! NNt -
/to 1T(¢")]| _/to<(t)>H(t)(t))dt,

1Ol = o) exp [ [ (i), B@i))ae ], (217)

to

para t > ty. Define-se a funcao

IO

y(t) = / (), F()i()) e (2.18)

III(to)II to
que tem solucgao equivalente ao problema de valor incial abaixo:
dy(t . :
WO _ ) 1w, vt =0, (2.19)

Afim de definir o expoente de estabilidade da superficie S, sera considerada a seguinte
transformacao:

ri=2(x), i=1,2,...,m

LA superficie S sera aqui chamada de superficie invariante do sistema.
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onde,

dI(t) |
7 - L(I, J)I,
di(t)

dt - P(I7 J)’

onde as coordenadas

J(x) = (J1(x), J2(X), .., Jnp(X))7,

sao chamadas de variaveis paralelas e tranversais respectivamente. Além disso, P =

(Py, Py, ..., P,_,)" € um campo vetorial de dimensao m — p.

Supondo agora || I(z(t))|| muito pequeno, o sistema dindmico anterior sera aproximado

pelo seguinte sistema dinamico:

at) _
— - = Ls()I
dJ(t)

1 I
d=lim —1In 1)) :
t=oo t [ L(to) ]
Derivando a equagao (2.16), tem-se
dI(t) d|lX(®)]]

gy OIS - 105
i - [EGIE |
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0 que gera a seguinte relagao:

%’5) = L(I,J)i — i(i, H(T, J)i). (2.21)

Define-se um novo sistema dindmico baseado na equagao para J(t) em (2.20) e na equagao
(2.19) e (2.21):

di(t) .
o = La()i = (1, Ha(Di), i(to) = o
dI(t) -
dt P.(J), J(to) = Jo (2.22)
d?g_it) = (i, Hy()i), y(to) =0,

onde |[ip]] =1 e Hg(J) = H(I = 0, J) trata-se da matriz H definida em (2.16) e calculada
para trajetorias dentro da superficie S. O expoente de estabilidade d pode ser obtido

através do seguinte limite:

d(ig,Jo) = lim &

t—oo

onde y(t) ¢ solugao do sistema (2.22).

Afim de obter algumas estimativas para o expoente de estabilidade, serao utilizadas

algumas desigualdades. Assim, considerando a matriz hermitiana:

Lg(J) + LL(J)

Hs(J) = ,
) :
sao definidas as seguintes quantidades:
1 t
Ag(Jo) = tlim — [ A(J(2))dt; (2.23)
—00 to
1 t
Ag(Jo) = lim = [ A (J(¢))dt. (2.24)

t—oo t to
Nas formulas (2.23) e (2.24) acima, A\;(J(t)) e As(J()) sdo o menor e o maior autovalor

da matriz Hg(J) respectivamente, e J(¢) é a soluc¢do do sistema (2.22).

Como a matriz H é hermitiana pode-se mostrar a existéncia de uma base ortonormal
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V1, ..., v, formada por autovetores de H, isto ¢,

H,(J)vi(J) = N(J)vi(),

i(t) = cr(J@)vi(J(@) 4+ ... + (I (@) v, (I (2))

com ¢;(J(t)) + ... + c;(J(t)) = 1 para todo t > t,. Agora, tomando a expressao (2.18)

para y(t), tem-se que:

t

y(t)z/ C?(J(t’))kl(J(t’))dt’ﬂL---+/ (IENNI (X)),

to to

mas As(J(2)) < N(J(t)) < Ag(J(t)) para i = 1, ..., p. Dai segue que:

t

/&mwmgmng/mewc

to to

Por fim, fazendo ¢ — oo e levando em conta que as rela¢oes mostradas em (2.23) e

(2.24), tem-se:

1 /[t 1 1 [t
lim — As(J(t))dt < lim —y(t) < lim — Ag(J(t))dt,
t—oo t Jy t—o0 t—oo t Jy
ou ainda
A (Jo) < d(ip,Jo) < A (Jo) (2.25)

tal identidade nao depende da condicao inicial iy. As quantidades Ay e Ay sdao ambas
calculadas como médias temporais do vetor J(¢) e seus valores depedem do seu compor-
tamento assintotico. Os possiveis valores para Ay e Ay sdo determinados pelos objetos
invariantes contidos em S. Entre estes possiveis objetos invariantes serao considerados
pontos fixos, solucoes periddicas e atratores estranhos. Para cada um deles foram calcul-

das as quatidadaes em (2.23) e (2.24) como:

Ponto fixo J.: Ay = As(J.); Ay = As(Je);
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Solugao periodica J(t):

Ar(3o) = Tim ~ [ A, (3(0)dt,

t—oo T 0

T

An(To) = tim = [ AL(3(0))dt:

t—oo T 0

Atrator T': Ay = [ As(J)dp; Ay = [ As(T)dp.
Onde J. é o vetor J avaliado no ponto fixo do sistema, 7 é o periodo da solucao periddica

e 1 € uma medida estatistica definida para o atrator estranho T'.
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3 Controle Impulsivo de Sistemas
Dindmaicos - Caso I.

O presente capitulo tem por objetivo abordar os conceitos bdsicos relativos a sistemas
dindmicos impulsivos, além disso, trata de um método de controle impulsivo que permite
convergir as trajetorias do sistema dindmico para superficies invariantes contidas em seu
espaco de fase. Faz-se importante ressaltar que os resultados deste capitulo correspondem

ao artigo [64] submetido para publicac¢ao

3.1 Controle Impulsivo.

Buscando bem fundamentar o tema tratado nesta secao, define-se o que é um sistema

impulsivo de acordo com a maneira tradicional encontrada na literatura [28|.

Definicao 3.1.1 Seja o sistema nao linear

i(t) = f(t, z),
dx
e

onde f: Ry x R* — R" € continua, x € R" € o estado varidvel, e x =

Considerando o conjunto discreto de tempos, onde

M<m<..<T<Tu<..., T,— 00 quando i — Q.
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Seja agora
Ui, 2) = A r,= a(7;") — 2(7),

(2

o "salto" no estado varidvel no instante ;. Entao o sistema impulsivo € descrito por:

QJ:f(t,CE), t#T’L
Az = U(i,.’l}), t=m
x(ty) = a0, to>0, i=12...

que também sao chamadas de equagoes diferenciais impulsivas.

A equagao diferencial (2.19) sera usada para definir o seguinte sistema impulsivo com

parte continua dada pela equagao (2.13) :

d’;—ff) — F(x(t)) Vt#t,
WD _ i), 1)

{Aﬂwzx@D—MQ)ZGAM%Lﬂ%»

Ay(t) = y(ty) —y(t,) = —y(t,) Vi =t,
onde os conjuntos de equagodes acima estao definidos para todo t # t,, e para todo t = ¢,
respectivamente, e t, — oo para todo n — o00. Os impulsos definidos para y(t) im-
plicam na condigao y(t,;") = 0 para todo n, e ainda supoe-se que y(ty) = 0. O vetor

G, = (Gn1,Gra, ..., Goy)t € um vetor de R™ para todo m € N.

Para um tempo t,, é possivel escrever:

(DI = [1TCE )1 exp(Bn), (3.1)

onde (3, = —y(t,, )+ B,. Tomando o intervalo [¢,_1, t,] e usando as equagdes (2.17), (2.18)
e (2.19) segue que:
tn
TN = 1Tl exp [/+ (i), H(2)i(t))dt (3:2)
t

n—1

ou ainda,

TN = 1T )l exp(y(t,)- (3.3)
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Usando (3.1) e (3.2) obtem-se:

TED = [Tt T exp(Bn + y(t,)) = Lt )l exp(B), (3-4)

considerando a condigao inicial I(x(to)) = I tem-se por recorréncia da férmula (3.3) que

[N = 1) exp (D B.). (3.5)

onde é facil ver que

n

lim |[I(£7)] = 0 <= lim (ZBZ) = .

=1

Fazendo uso da relagao (3.2) e da relagao abaixo

Il = e [ [ i) B@i)a] = 116 explyte; )

n—1

pode-se assegurar que
[T = [[T(to) | exp [Z Bi+ > ylt;)+ y(t)} (3.6)
=1 =1

para todo t € (t,_1,t,). Por outro lado y(¢;) e y(t) sdo dados como se segue

y(t) = /t ((t), F(D(E) d- (3.8)

+
n

Assumindo agora o limite quando n — oo, tem-se:

I = o) Fexo [t 3760+t (S u0)+90) |5 ta <t < tusa

n,t—o00

Considerando separadamente as expressoes que figuram nos colchetes da expressao acima

tem-se:
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n t

(i(1), H(2)i(t))dt

D Gi==D ylt) + )Y Bi=
i=1 =1 =1

n

n Z/t <i(t)aH(t)i(t)>dt+Z/t+(i(t),H(t)i(t)>dt
> ylty) +y(t) = t—=—= e € (b tu).

i=1
onde t € (t,,tn41).

Seja ||Ip]| < &, onde € é muito pequeno e supondo a condigao inicial (I, Jy). Para

qualquer inteiro n, conclui-se pela equagao (3.5) que

1)l < =exp [ S5

=1

Considerando agora que
lim |[I(£5)]| = 0 <= lim (ZBi) — 0
i=1

¢ verificada entao ||I(¢})|| < e para todo n € N, pode-se mostrar que:

+
i—1

lim (ii/f <i(t),H(t)i(t)>dt) = d(ig, Jo)

}im l(z/ﬁi (i(t),H(t)i(t)>dt+;/ﬁ(i(t),H(t)i(t))dQ = d(ig, Jo).

Aqui, a trajetoria para o vetor J(¢) pode ser calculada usando a condigao inicial J(t) =

Jo. Sendo assim, vale a seguinte aproximacao assintética para ||I(¢)|| quando ¢t — oo :

116 = Lo exp [Z B; + d(ig, Jo)(t — tn)} € (tatasr). (3.9)

n=1

Considerando a seguinte sequéncia de ntimeros

d(i07 J0)<tn+1 - tn) = d<i07 JO>An+17
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onde A, 11 = tpy1 — by, tem-se que d(ip, Jo)(t — t,) < d(io,Jo)Ani1, para (t,,tny1), € a

partir da equagao (3.9) tem-se a seguinte desigualdade assintotica para t — oo :

IT(2)]| < ||To|| exp [Z B; + d(ip, JO)AW}, by <t <tnir. (3.10)
n=1

Logo, a tnica condi¢ao que pode garantir a convergéncia para a superficie S sera:

n—oo

lim (i B; + d(io, JO)AnH) = . (3.11)
n=1

Para mostrar que a referida superficie atrai qualquer trajetoria, basta lembrar que

lim |[I(t7)] = 0 <= lim (ZBZ) — o,
=1

garantindo a existéncia de um namero inteiro n’ tal que |[I(¢})|| < e para um valor
pequeno €. Desse modo, considerando ||I(t},)|| como a condigao inicial ||Iy|| conclui-se

que ||I(t)]| — 0 quando t — oo.

O teorema a seguir resume os resultados obtidos.

Teorema 3.1 Seja a superficie S em R™ e o sistema dindmico impulsivo definido por

% = (i(t), H(t)i(t)), Vt#t,

{ Aat) = a(ty) — a(t,) = Gu(a(ty, y(ty))
Ay(t) = y(ty) —y(t,) = —y(ty),  Vi=tn
onde t} et denotam o limite & esquerda e & direita para t — t,, A, = t, — t,—1, F()
€ um campo vetorial, e a sequéncia t, paran € N € tal que t, < t,.1 e t, tende para
infinito quando n — oo. S € suposta uma superficie m — p dimensional invariante com

respeito ao sistema diferencial

dw_

pri F(x)



3.1 Controle Impulsivo. 35

e € definida como
S={reR"/I,(x)=0,i=1,2,...,p}

onde )
dl; .
— => L@, i=12...p
k=1
Os wvetores I e 4 sao dados por I = (I1,1I5,...,I,)", i = ﬁ Para todo n € N tem-se

| It = exp(B) | L(t;)]], Bn = —y(t,,) + B, Considerando A o conjunto de todos os
atratores de trajetorias cuja condi¢ao inicial pertencem a superficie invariante S (lembre-
se que a superficie S contém todos esses atratores). Para quaiquer a € A € possivel definir

a quantidade
Dg(a) = maxd(i, Jo),

i0,Jo
onde d(i, Jy) € calculado como:
t
(i, Jy) = lim #

com y(t) obtido resolvendo-se (2.21). Serd definida a quantidade
Dg = D(a).
s I&E}i( (a)

Finalmente, supoe-se que lim,,_oc > | B; = —00 e lim, (> | B; + DsA,41) = —0c.

Entao qualquer trajetoria do sistema converge para a superficie S, isto €,

| I(t)]| — 0 para t — oo.

Uma questao interessante é saber como as desigualdades estabelecidas na equagao (2.25)
possibilitam obter uma condigao suficiente sobre o intervalo de tempo entre dois impulsos

de tal forma que a condicao prevista no teorema seja verificada.

Definindo agora a quantidade
E —
S Ianeax Ag (CL),

onde Ag(a) é calculado para cada atrator a € A. Pela inequagao (2.25) conclui-se que

Dg < Eg, e supondo o fato de que a sequéncia de intervalos A,,; para n € N satisfaz a
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condicao

n—oo

lim (§ 'Bi+ EsAnH) — —oo
i=1
pode-se garantir que

n—oo

n
lim <§ "B, + DSAnH) SN
i=1
e a condicao imposta no teorema para os intervalos entre os impulsos é satisfeita.

Um caso interessante a ser analisado consiste em uma sequéncia de G,, tal que:
B, = —ald, «o>0.

Neste caso

n
ZBZ = —Oé(tn — to)
i=1
Portanto, tem-se que:

lim (—af(t, —to) + DsA,i1) = —o0,

n—oo
entao a condicao do teorema satisfeita.
Outro caso interessante diz respeito aos intervalos entre impulsos que possuem limite
superior, isto é, A, < ¢ para todo n € N 1. Com isso, segue que

lim (—a(t, —to) + DsAy+1) < lim (—a(t, —to) + Dgd) = —oc.

n—oo n—od

Finalmente é importante analisar o caso em que os intervalos A, satisfazem a condicao

abaixo
Ds

onde n' é um inteiro positivo e 0 < # < «. Tornando-se simples mostrar que

An—i—l S ) vn Z n,

lim (—a(t, —to) + DsAny1) < lim (—a(t, —to) + B(tn — o)) = —o0.

n—oo n—oo

Observa-se que a convergéncia em direcao a superficie S é mais lenta neste caso e que os

intervalos A, nao necessitam estar limitados superiormente.

Vale ressaltar que A,, = § encontra-se no caso em questao.
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Considerando agora os autovalores \;(z) associados & matriz hermitiana H(z) com
i=1,...,p. Segundo (2.18) e usando o fato de que i(¢') pode ser expresso como combi-

nagao linear dos vetores v;(x(t')), pode-se concluir que a expressao acima reduz-se a

1Ol < Ko} exp | [ Autale)ar] (312)

to

Assim, sendo a trajetoria x(t) tal que
AH(QZ(t)) <a<0, t>t,

conclui-se que
tlim ()| < |1 1(to)]| tlim e =0.

Logo, a trajetoria seré atraida para a superficie invariante S.

3.2 Alguns exemplos.

3.2.1 Sistema de Lorenz.

Como primeiro exemplo seréa considerado o sistema de Lorenz, inicialmente estudado
por E. N Lorenz, matemético e professor de ciéncias atmosféricas do MIT. O interesse
de Lorenz pela meteorologia surgiu na Segunda Guerra, apds servir como meteorologista
Lorenz resolveu seguir na area e estudar aspectos tedricos. Como meteorologista esteve

sempre interessado no problema da previsao do tempo.

O modelo de Lorenz é formado pelas equagoes:

dl’l
% = —0X1 + 0Xs
d.TQ
E =Tx1 — T2 —T1T3
dfﬂg
E = 1T — bl’g,

A variavel x;(t) é proporcional a intensidade de convecgao, xo(t) é proporcional a difer-

enga de temperatura entre as correntes ascendentes e descendentes do fluido e z3(t) é
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proporcional & distor¢ao do perfil vertical da temperatura.

A superficie invariante considerada sera dada pelo ponto fixo correspondente a origem

do sistema, isto é:
S:{XER3|Z‘1:0,ZE2:0,J]3:O}.

Definindo o vetor I = (x1,x9,x3)" a matriz L pode ser dada por:

-0 0 0
Lit)y=1 r -1 -zt

E facil verificar que o vetor I assim definido satisfaz a equacdo da forma dada em (2.14).

Dado H(t) = 1[L + L], tem-se que:

-0 0 0 —0 r 0
H(t) = % ro =1 —x(t) | + o -1z (t)
0 x(t) —=b 0 —x(t) —b
—0 %U + %7’ 0
H(t) = %0’ + %r -1 0
0 0 —b

Como a superficie S representa um ponto fixo é facil obter seus expoentes de estabil-
idade: eles sao calculados pela parte real dos valores proprios que correspondem a matriz
Lgs, que é calculada através da matriz L avaliada no ponto fixo. No exemplo em questao

a matriz ¢ dada por:

-0 0 0
LS - r —1 0
0 0 —b

e seus autovalores dq, ds e dz sao respectivamente:

dy = —b,

1 1 1
dg:—50—5—5\/202—20—1-1—1—27"0—}—7‘2,
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1 1 1
d3=—50—§+§\/202—20'+1+2m+r2.

A quantidade Dg, definida anteriormente no teorema, pode ser calculada como:

Dg = max{Re(d,), Re(ds), Re(ds)}.

Facilmente verifica-se que Dg < Eg, onde Eg é o maior valor proprio de H. O sistema

impulsivo considerado tera impulsos definidos como se segue:
I(t)) = e Fst2q(17) VneN,a >0,
lim (—a(t, —to) + EsApi1) = —o0.

As condigoes do teorema sao satisfeitas e as trajetérias do sistema impulsivo convergem

para a superficie S, que neste caso é o ponto fixo associado a origem do sistema.

Para uma ilustracao mais concreta e especifica serao definidos os impulsos como:
Ax(t,) = (exp(8,) — 1)x(t,), t,=mnd, [,=—y(t,)—ad.

Logo, A, = ¢ para todo n € N.

Sera ilustrado este procedimento numericamente considerando o sistema impulsivo
de Lorenz com os seguintes parametros b = 8/3, 0 = 10, r = 28, a =5 e § = 0.05. Para
os parametros considerados, o sistema de Lorenz tem um atrator estranho caoético e seus
pontos fixos sdo instaveis [65]. Facilmente, obtem-se que Dg = —11/2 +1/1201/2 > 0 e
Eg = —11/2 ++/1525/2, assim Dg < Eg.

A Figura 3 compara a evolucao de ||I(¢)|| entre o sistema impulsivo de Lorenz e o
sistema de Lorenz considerado sem impulsos. Ambos os sistemas tem a mesma condi¢ao
inicial 1(0) = 10, 22(0) = 10 e x3(0) = 10. Percebe-se entao que a trajetoria do sistema
impulsivo converge para a superficie S com taxa de decaimento exponencial com relacao
anorma ||I(¢)||. A figura 4 mostra a evolugao temporal da funcao % In % comparada
com os valores de Dg e E5. Como esperado teoricamente pode-se ver a convergéncia

desta fungao ao seu limite dado por Dg.
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50 sem impulsos

com impulsos
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Figura 3: Comparacao da evolugao de ||I(t)|| entre o sistema impulsivo de Lorenz e o
sistema considerado sem impulsos.
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0

In(IEi In

Sistema Impulsivo
D, e E

tempo t

(L)l

Figura 4: Mostra a evolugao da funcao %ln(— comparado com os valores de Dg e Fg.

3.2.2 Sistema Dinamico Acoplado de Lorenz

Como segundo exemplo tem-se o sistema de Lorenz acoplado:

(1ol

diL’l
— = 0\T2 — X
o (29 — 21)
dl’g
— =TT — Ty — 1T
dt 1 2 143
dl’g
— = —brs + 112
dt 3 142
d1'4
— =TT — T4 — 01T
dt 1 4 145
dl’g,
— = —brs + 112
dt 5 144

Considerando a superficie S definida por

S={x€R’|wy—2y=0,25 — 23 =0}
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é facil verificar que S é uma superficie invariante do sistema dado. Pode-se ver que o

vetor I(t) = (x4 — x9, x5 — x3)" satisfaz a equagao (2.14) se a matriz L é dada por

Lt - ( o ) |

A matriz H obtida com o uso de (2.16) é dada por:
w03 %) (ol )
-1 0
() - ( L )

e os autovalores de H sao —1 e —b, dai segue que Ay (z(t)) < max{—1, —b} para qualquer

trajetoria e para todo t > t.

Considerando b > 0, da equagao (3.12) tem-se:

IO < [X(to)lle™™ ), 0<b< 1
IO < 1XCEo)lle™ ™, b > 1;

e para uma condigao inicial ||I(o)|| segue que ||I(t)|] — 0 quando t — oo. Para b < 0

tem-se
L) < [T(to)] ™)

A desigualdade acima néao sera de grande utilidade no calculo de ||I(t)|| para t — oo.
Deste modo, faz-se necessério definir um sistema impulsivo para controlar a convergéncia
para a superficie S. Para tanto, considerando o sistema onde a parte diferencial é dada

pelo sistema estudado presentemente e o vetor impulsivo G,, é definido de modo que:

(D) = e P2 )], ¥n e Nya >0
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Facilmente a condicao
lim [[T(£)]| = 0 <= lim (ZBi) — o
i=1

é verificada. Porém, de acordo com o Teorema, as trajetorias do sistema impulsivo

convergem para a superficie S se a seguinte condigao:

lim (—a(t, —to) + [b|Ayi1) = —00,

n—oo

for imposta aos intervalos A, 1.

3.2.3 Exemplo de controle quando os impulsos sao raros.

Seja agora o exemplo considerado o Sistema de Lorenz:

dl’l

— =o0(xg —x

‘ o(zy 1)

3;2 =TT — Ty — T1T3 (3.13)
X3

— = —bxy + x129.

dt 3 142

A superficie S correspondendo a origem do sistema de coordenadas tri-dimensional
dada por:
S = {XERS T :0,372:0,1'3:0}.

O vetor I = (x1, 9, x3)" e as matrizes L(t) e Lg sdo dadas conforme o primeiro exemplo.

Considerando os impulsos dados por:

Ax(tn) = (exp(Bn) — 1) x(t;),
X))
Op=—In—"—— — al,.
Jrecaneyi]
Tomando t5 = 0 e A; como qualquer valor positivo. O primeiro impulso é dado em:
t=1t;=A; e, paran > 1 é dada pela equacao

5(tn B tO)

Yn >n'.
Dg ’ -

An—i—l =

Assim, facilmente verifica-se o sistema em questao foi controlado com as intervencgoes
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tornando-se cada vez mais raras.

Para ilustrar esse fato a figura 5 compara dois controles impulsivos com a = 5.0,
B = 1.0 e § = 3.0 respectivamente. Como pode-se perceber no painel (a) da figura a
trajetoria converge para o ponto fixo. Ja o painel (b) da figura mostra claramente como
a velocidade de convergéncia é delimitada por decaimentos exponenciais. No painel (c)
pode-se ver que o numero de impulsos para 3 = 1.0 é superior a 0 = 3.0. Estes fatos
mostram um controle impulsivo com um nimero decrescente de intervengoes. Por fim, o

painel (d) da figura mostra a convergéncia da fungao d(t) para o expoente de estabilidade
Dg.

=
i
~ N

.| () | (d)

=
[

&
e

Number of Impulses
Stability Exponent

= =
T T

Figura 5: O painel (a) compara a evolugao de ||I(¢)|| entre o sistema impulsivo de Lorenz
e o respectivo sistema considerado sem impulsos. O painel (b) compara os dois controles
impulsivos em um grafico monolog. O painel (¢) compara o nimero de impulsos por
unidade de tempo para os controles impulsivos. O painel (d) mostra a funcao d(t). As
cores preto e cinza correspondem respectivamente a valores de =3 e 3 = 1.
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3.3 Sincronizacao de superficies invariantes e sistemas
diferenciais polinomiais.

Considerando agora o sistema diferencial dado por:

dX2

dt

Xm

E = Fl(Xl,Xg); = FQ(Xl,Xg), (314)

onde x;,xs € R” e F; para ¢ = 1,2 sao campos vetoriais polinomiais. Seja a superficie

de sincronizacao dada por:
S:{Xl,Xg eRn/Xg—Xl :0}, (315)

entao pode-se mostrar que se S é uma superficie invariante para o sistema dinamico (3.14)
entao o vetor I = x5 — x; satisfaz a equacao
dl
— = L(x1,x9)1 3.16
= L(x1,%) (3.16)
com os elementos L;; (i,j =1,...,m) da matriz L sendo func¢oes polinomiais de x, Xs.
Afim de desenvolver um processo de controle que fagam as trajetorias convergirem
para a superficie de sincronizagao S, sera definido o sistema impulsivo:
Xm
t

ﬁ = F2<X1>X2)> Vi 7é ln

&y
dt

=2 — (4, Hi)

= Fy(x1,X2)

Axy(t) = (et — D[xy(t,) — xa(t;,)]
Axy(t) =0, t=t, (3.17)
Ay(t) = —y(t;)

onde t, = nd, com § > 0 e a > 0. Considerando a transformacao de coordenadas dada

por:
I:X1 — X9, J = Xo. (318)



3.8 Sincronizacao de superficies invariantes e sistemas diferenciais polinomiais. 46

O sistema (3.17) pode ser reescrito como segue

=L(I+J,J)I

&=

=PI+ 3,3), VAL,

&

T <'7 H1>

IS
~

{ AL(t) = (e7¥¥) — DI(ty) (3.19)

Ay(t) = —y(t,), t=t,, 0, =—y(t,)—ad
As condicoes do Teorema sao satisfeitas e a trajetoria converge para a superficie de

sincronizagao S.

Obeserva-se que o expoente de estabilidade d pode ser calculado conforme as equacgoes
vistas anteriormente. No caso em questao o expoente pode ser obtido através da resolucao
do seguinte sistema de equagoes:

di(t)
dt

4 _ _
S =3 0),3() = 3,

W) (5 1), y(0) = 0

= Lgi — i(i, Hsi), i(t) = ig

lim y(t)

:tHoo t
onde Ly = L(J,J) e Hg = H(J,J). E importante ressaltar que Fy(z1,2;) = F(z;) e

Fy(z1,29) = F(z2) corresponde ao famoso problema de sincronizagao de dois sistemas

d(ig, Jo) (3.20)

identicos. Neste caso o estudo da estabilidade associada a superficie de sincronizacao S
¢é equivalente ao estudo da estabilidade para as trajetoérias do sistema dinamico
dx
— = F(x).
o = F(x)
De fato, neste caso, a equagao (3.20) apresenta um método alternativo para calcular o

expoente de Lyapunov associado as trajetorias do sistema dindmico. A seguir sera dado

um exemplo para ilustrar tais resultados.

Considerando o seguinte sistema dinamico:
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dx
-1 U($12 - xn)
dt
dI‘lQ
=7rry — T2 — T11T
i 11 12 11213
dzi3
= —bxi3 + 2112
o 13 11212
dzx
2 0(x99 — Ta1) + (11 — Ta1)
dt
dzos
— = TZ21 — T2z — T21Y23
dt
dl’gg

—= = —bxog + X9 1T29.
7t 23 21222

Este sistema consiste no acoplamento de dois sistemas de Lorenz. O parametro
¢ ¢ chamado de parametro de acoplamento. Definindo x; = (211,212, 213) € X913 =
(Ta1, T2, To3), tem-se que S = {x;,x, € R*/T = 0} é uma superficie invariante e as

matrizes L e H sao dadas por:

—0o—c o 0
L=| r—mzy3 —1 —a |, (3:21)
T12 T —b
e
—o—c o© 0 —0—C T —X23 T12
H = % r—1xe —1 —x13 +§ o -1 zxn
Z12 Ty —b 0 -z —b
—0—c %0’ + %7” — %@3 %l’lg
H=| lo+3r— —1 —3(x11 —a2) |- (3.22)
%%2 —%@11 — To1) —b

Por outro lado, as matrizes L e H, ap6s aplicar as transformacoes (3.18) e restringi-las a
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superficie S, serao dadas por:

—0—c O 0
Ls=| r—J; -1 —J (3.23)
Jo i =b
(§]
—0 — C %0’4‘%7"— %Jg %JQ
Hg = : (3.24)
s0+3r—3J; -1 0
2 0 —b

Buscando agora estudar a propriedade de estabilidade local da superficie .S em funcao
do parametro de acoplamento, seré feito um estudo do Sistema Acoplado de Lorenz com
os seguintes parametros b = 8/3, 0 = 10 e r = 28. Para esses parametros o sistema de

Lorenz possui um atrator estranho e suas trajetorias tém um comportamento caodtico.

A figura 6 mostra as quatidades Dg e F5 como func¢ao do parametro de acoplamento
c. As quantidades Dg e Eg sao calculadas usando a equagao:

lim y(t)

t—oo ¢

d(i07 JO)

9

e as relagoes dadas em (2.23) e (2.24). Concluiu-se que existe um valor critico ¢y > 0 no
qual a superficie de sincronizacao S é localmente estavel para todo ¢ > ¢y. Aqui o valor

¢o corresponde a intersegao do grafico de Dg(c) e a coordenada horizontal do eixo, isto
é, Ds(Co) =0.

Para mostrar agora a propriedade de estabilidade local em funcao do pardmetro
de acoplamento na figura 7 é mostrada a evolugao de logio||I(t)|| associado ao Sistema
Acoplado de Lorenz com diferentes valores de ¢. Tomando a condigao inicial proxima a
superficie S com ||Ip|| &~ 107!, percebe-se que para ¢ = 0 e ¢ = 5 as trajetorias tendem
a divergir, por outro lado para ¢ = 10 e ¢ = 20 as trajetorias tendem a convergir para S.

Isto esta de acordo com o grafico da figura 6, onde 5 < ¢y < 10.

Considerando que o parametro de acoplamento seja nulo, entao a superficie de sin-
cronizacao € instavel. Para os parametros correspondentes as partes impulsivas, consideraram-

se varios valores para a e 6 = 0.03. A Figura 8(a) mostra a evolucao de ||I(¢)|| para
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Figura 6: Mostra as funcoes Dg e Eg e o parametro de acoplamento c.
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Figura 7: Mostra a evolucao do sistema de Lorenz acoplado, para diferentes valores do
parametro c.
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Figura 8: Mostra a evolugao de ||I(t)|| para diferentes valores de a.

diferentes valores de . De cima para baixo tem-se os graficos correspondentes a av = 2.5,
a = 5.0, a = 10.0 e a = 20 respectivamente. Para estes graficos, foram consideradas
as mesmas condigoes iniciais com ||Iy|| &= 1.73. Para todas as trajetorias nota-se a con-

vergéncia para a superficie de sincronizagao.

A figura 8(b) mostra o grafico correspondente da figura 8(a) em escala logaritmica.
Para facilitar a analise marcou-se ao lado de cada grafico o valor correspondente de «.
Percebe-se entao que ||I(¢)|| converge para zero exponencialmente e a taxa de decaimento

pode ser calculada por uma regressao linear.
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Os valores do decaimento obtidos pelo ajuste linear sao dados respectivamente por:
2.4874458647, 4.986498099, 9.985580225 e 19.98467461. Percebe-se que o valor de ajuste
para a taxa de decaimento exponencial é muito préoximo aos respectivos valores de a.
Isto deve-se ao fato de como os impulsos foram definidos. Os impulsos sao suficientes
para compensar a "natural" taxa de divergéncia exponencial que é dada por exp|y(t; )] e
ainda fazer com que a trajetoria convirja com um indice exponencial aproximado de de

efaé

3.4 Discussao e analise.

O estudo da estabilidade das superficies invariantes com respeito as trajetorias do
sistema impulsivo foi feita sem qualquer hipotese sobre a forma especifica do campo
vetorial impulsivo G,,. A quantidade relevante nesta analise é 3,,, que é calculado usando
a formula (3.1). Deste modo, o método desenvolvido aqui pode ser entendido como um
procedimento geral para estudar a estabilidade das superficies invariantes para qualquer

campo vetorial impulsivo.

Se for considerada uma certa condicao inicial, a equagao (3.11) estabelece a condicao
de estabilidade da superficie invariante. Assim, a quantidade ), B; + dA,+; pode ser
interpretada como o expoente estabilidade correspondente a esta condicao inicial. Na
verdade, esta ¢ uma generalizacao do conceito de expoente de estabilidade para sistemas
impulsivos. A estabilidade assintotica pode ser assegurada se e somente se a condicao
(3.11) for satisfeita para qualquer condigao inicial. Em principio, para qualquer campo

vetorial impulsivo G,, é possivel verificar a validade dessa condicgao.

E importante destacar que diferentes campos vetoriais impulsivos podem levar a
mesma condigao (3.11) e a norma ||I|| convergiré para zero do mesmo modo. Isto significa
uma grande liberdade de escolher os controles impulsivos que sao mais convenientes
em situagoes praticas e experimentais, e ao mesmo tempo permitindo impor o tipo de
convergéncia desejado. O ponto de destaque é a possibilidade de controlar a velocidade

de convergéncia do processo [48].

Além disso, se for possivel definir uma classe de campos vetoriais impulsivos onde
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os valores de 3, sdo dados por (3.1), entdo o procedimento de controle se torna muito
simples de implementar. Deve-se conhecer os valores de I em dois momentos sucessivos:
t- e th ;. Os valores de B, podem ser dados de forma a assegurar uma velocidade
pré-fixada de convergéncia. Na verdade, isso faz com que o método seja uma espécie de
método de controle com retroalimentacao adaptativa [41], onde a informagao do estado

do sistema faz-se necessaria em dois instantes diferentes.

Cabe agora ilustrar alguns pontos mostrados acima considerando uma familia de
controles com impulsos que sdo lineares com respeito ao vetor I: AT = I(¢7) — I(t;)) =
A, I(t;), onde A, = \,C — I e C pode ser qualquer matriz ortogonal. E facil mostrar
que [[I(tD)]] = Ma||I(t;)|] e o processo de controle é totalmente determinado fazendo
An = exp((,) com [, dado por (3.1).

Cabe ressaltar que nenhum conhecimento prévio é necessario, exceto para as ex-
pressoes das fungoes que definem o vetor I. Assim, para os pontos fixos e variedades
de sincronizacao esta tarefa é trivial. Como foi visto até aqui, para a implementacao
do controle nao faz-se necessério calcular as matrizes L, H ou o expoente estabilidade
Dg, desde que os intervalos entre dois impulsos sucessivos sejam limitados. Neste caso,
esses objetos sdo necessarios apenas para calcular a condigao de estabilidade (3.11). Os
expoentes de estabilidade sao importantes sempre que os intervalos entre dois impulsos
nao sao limitados superiormente e observa-se que o método aqui apresentado constitui
uma boa estrutura tedrica para lidar com esta situacao. Para fixar as idéias: pode-se con-
siderar os controles em que os intervalos entre dois impulsos sucessivos cresce a medida
que o tempo tende ao infinito. Isto pode ser analisado em termos préaticos da seguinte
forma: possibilidade de realizar um controle onde as intervencoes se tornam mais raras,

significando menos custos na implementagao do controle.

Faz-se importante lembrar, que para intervalos entre impulsos limitados superior-
mente tem-se que para qualquer condigao inicial a trajetoria convergira para a superficie
invariante. Assim, quaisquer que sejam as divergéncias causadas por um objeto invariante
dentro da superficie invariante, elas serao canceladas pelos impulsos, evitando, portanto,

o problema de descincronizagao observado para os controles continuos [5] - [6].
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Finalmente, torna-se importante salientar que o expoente de estabilidade, tal como
definido no presente trabalho estd intimamente relacionado com os expoentes de Lya-

punov transversais [2]- [3].

Pode-se agora levantar algumas questoes: o que acontece com a aplicabilidade do
método se (2.14) nao for satisfeita para uma certa superficie invariante? Esta relagao é

uma forte limitacao para a aplicabilidade do método?

Em primeiro lugar deve-se observar que em [45] sdo estabelecidas condigoes suficientes
para a validade da relagdo (2.14), e vale a pena mencionar que a condigao (2.14) é sempre
satisfeita se F(x) e I(x) sao campos vetoriais polinomiais [42]- [43]. Apenas este resultado
seria ja suficiente para tornar a abordagem deste trabalho interessante, tendo em vista que
muitos sistemas dindmicos tem a forma polinomial tanto nos seus pontos fixos como nas
variedades de sincronizacao. Além disso, uma vasta classe de sistemas nao-polinomiais
podem ser reduzidos a sistemas polinomiais através de transformagoes de coordenadas e

mergulhos adequados [66].

A restritividade na condigao (2.14) deve-se ao fato de que sua validade é global e
nao s6 para os pontos proximos & superficie invariante. De fato, essa condicao global
nao é necessaria para garantir a aplicabilidade do método proposto. Considerando a

transformacao de coordenadas dada por:

Tiy, = Ji(x), i=1,...,m—p, (3.25)

entao o sistema dinamico para I e J, vetores paralelos e transversais respectivamente,
assume a forma:
dl dJ

7 =W(LI); — =P(LI). (3:26)

A partir da invariancia de I = 0 conclui-se que W(I = 0,J) = 0. Considerando a expansao

em série de poténcias de W em relacao a I, segue que:
W(I,J) =L(IHI+R(1,J), (3.27)

onde L ¢é o jacobiano de W em relagao a I avaliado em I = 0. O campo vetorial R é
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superior em primeira ordem com relagao a I. Sendo entdo ||I|| pequeno, o sistema (3.27)
pode ser aproximado por:

dl
dt

dJ

L(II; i PI=0,J). (3.28)
Para impulsos satisfazendo a condigao (3.1) sera sempre possivel encontrar um inteiro

n tal que ||I(¢t})]| é tdo pequeno quanto se queira e a aproximagao dada em (3.28) pode

ser aplicada.

O raciocinio acima implica que a condigao (2.14) nao é realmente necessaria. Sempre
que esta condigao é satisfeita pode-se obter os expoentes de estabilidade sem linearizar
o sistema em torno da superficie invariante. Portanto, tem-se que a tnica restricao para
aplicacao do método diz respeito a a possibilidade de conhecer explicitamente a forma

funcional do vetor I.
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4  Controle Impulsivo de Sistemas
Dindmaicos: Caso 1I.

O presente capitulo busca mostrar a possibilidade de generalizar todos os conceitos

I
anteriores para o caso em que i L(z)I + R(x,I). Aqui serd visto que os mesmos

I
conceitos do caso — = L(z)I podem ser aplicados.

dt

Seja novamente o sistema dindmico de dimensao n dado pelo sistema de equagoes

diferenciais abaixo:

dx
dt
onde F(x) = (Fi(x), F5(X), ..., F,,(x))" esta definido em R™, e seja,

F(x), xé€R™ (4.1)

S={xeR"/[;(x)=0,i=1,2,....,p < m}

uma superficie de (m — p) dimensoes em R™, e I;(z) : R™ — R de tal modo que

dl
i L(x)I + R(x,I) = W(x,I), (4.2)
com L(z) = L;;(z) sendo a matriz jacobiana de W (z,I) com respeito a I e avaliada para
I =0,. As entradas da matriz L(z) podem ser obtidas explicitamente por:

Lij(z) = Thzop, i,j=1,...,p, (4.3)
J

e o campo vetorial R(x,I) é suposto O(||I]|), isto é,

1
im Rix,T) =0,Vr € R™
Ixjj—o ||T]|
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Trata-se agora de estudar a evolucao da norma do vetor I

1) = /T60) + B0 + .+ ()
ao longo do tempo, ou seja

AN~ xcoy i 113+ e ) (44

Faz-se importante observar que a condigao restrita de invariancia pode ser proveitosa se
o vetor I satisfizer a equacao diferencial

dl

= = WD) (4.5)

onde W(z,I) = (Wi(z,I), Wy(z,1),..., Wy(x,I))! e W(x,0,) = 0, para todo x € R™.
Aqui 0, e 0,, denotam vetores colunas nulos de R™ e R? respectivamente. Considerando
I = 0, é um ponto fixo solucdo do sistema dado em (4.5), a superficie em quest@o deve

ser invariante.

O caso em questao merece atengao por tratar-se de uma extensao do caso estudado
no capitulo anterior. Torna-se necesséario encontrar uma expressao para ||I], isto é, saber

como essa quantidade varia ao longo do tempo. Usando a equagao (4.2) segue que:

dl
i L(z)I +R(z,I) (4.6)
dl
d||1||_<’df>
TR T (4.7)
||| B (LL(2)I 4+ R(x, 1))
i H (48)
i (LL@I) /(L R(z,D)
= 0+ () (49)
dHIH . . R(z,I)
a = B + (i =) (4.10)
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L(x) + L(x)

H(z) = 5

Resolvendo a equagao (4.10), segue que

P 1 101 Y A . CR(z,D\7 ,,
HI(tO)H—ln—HI(tO)H—/to (i, H(a)i) + (i i Vi (4.11)

KOl = [y [ [(6: B + (5. 25D Y (4.12)

to

para t > tg. Agora, sera definida a funcao

y(t) = md’féto))'h _ /t: (i, H(2)i) + <i,%>]dt’ (4.13)

cuja solucao é equivalente ao problema de valor inicial

dz—? = [ H@)) + (5 Rﬁfhl)ﬂ, (4.14)

y(to) = 0.

A funcdo y(t) definida acima seré usada para definir o sistema impulsivo que segue

B _ )

dx
d
IR

{ Ax(t) = x(t}) — x(t,) = Gu(x(t,, y(t;,)
Ay(t) = y(t]) —y(ty) = —y(ty), t=t,

Aqui as equagoes sao definidas para t # t,, e para todo t = t, respectivamente, e A,, =

t, — t,_1 valido para todo n > 1. Cabe também lembrar que os impulsos definidos
para y(t) implicam em y(¢t) = 0 para todo n, e ainda y(tg) = 0. Para cada n € N,

G, = (Gn1,Gnay oo, Gp)t € um vetor de R™. Assim, para um tempo ¢, é possivel ter:

ITEDN = 1T llexp(Bn) (4.15)

onde (3, = —y(t,,)+ B,,. Tomando agora o intervalo [t,_1,t,] e usando as equagoes (4.12),
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(4.13) e (4.14) segue que

Kl = e less [ [

n—1

((i(t), H(1)i(t)) + <z %m dt (4.16)

ou ainda
Xt = [X(t_) [ exp(y(t,)). (4.17)

Por (3.15) e (3.17), tem-se
ITEDN = [Tt exp(Bn + y(t,)) = [Tt 1) || exp(Ba) (4.18)
que para a condi¢ao inicial I(x(tg)) = Iy tem-se por (4.18), que

151 = o) esxp (3 B (4.19)

onde .
lim ||I(tH)|| =0 < lim (ZBJ = —00.
i=1

Agora sera feito um estudo do expoente de estabilidade da superficie S para o caso em

questao.

4.1 Expoente de estabilidade da superficie S.

Buscando definir expoente de estabilidade da superficie S, seré definido

onde,

o sistema dinamico (3.1) pode ser reescrito como

di(t)
— = LILDI+RLI)
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3 (t)
Cdt

onde P = (P}, Py, ..., P,,_,)" € um campo vetorial de dimensao m — p.

=P(1,J),

Seja ||I(t)]] muito pequeno, tem-se um sistema dindmico aproximado dado por:

dI(t
A _ L1+ Re)
dt
dJ(t)
—==Ps(J
Wy
O expoente de estabilidade da superficie .S sera definido como:
d= lim —In @I
t—oot |[I(o)]
. . I
Calculando a derivada de ¢ = ||IH , segue que
dI(t) d|[I()]
gy OIS — 1) T
dt III(t)II2 ’

onde tem-se a seguinte relacao

di(t) _ |[I(
dt |1

[ I e o /5 RED
H(L(I,J)I+R(m,1)) Hl(t)||2\|1|y[<,ﬂ>+<, ) ) @20

L(L J)i + R’('II’HJ)] —1[< H(L, J)i) + <,RﬁIIHJ)>] (4.21)

t)
t)
)

O proximo passo consiste na definicao de um novo sistema dindmico baseado na

equacao (4.21). Dai segue

B @i+ R”SI(|‘|” — i @0+ (2 R||SI(|‘|I) )] itto) =g
O _ b (). 3(t0) = 3o (422)
dy(t) _ . : - Rs(J)
= (i, Hg(D)i, ) + <z, ||SI—||> y(to) =0,

onde ||i,|| = 1 e Hg(J) = H(I = 0,J) tratam-se dos termos definidos anteriormente.
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Sendo assim o expoente de estabilidade d é calculado pela seguinte forma:

d(ig,Jo) = lim yt)

t—oo t

onde y(t) é solugao do sistema (4.22).

Considerando a matriz hermitianas:

2
onde sao definidas as quantidades
1 t
Ag(Jo) = 1tlirn n As(J(2))dt (4.23)
—00 to
1 t
Ay(Jo) = tlim — [ As(J(¢))dt (4.24)

to

onde (4.23) e (4.24) s@o respectivamente o menor e o maior autovalor da matriz Hg(J),
e além disso, J(¢) é solucdo do sistema (4.22). Sendo a matriz H é hermitiana, é possivel
mostrar a existéncia de uma base ortonormal vy, ..., v, formada por autovalores de H,

isto é,

i(t) = (J(@)vi(J(t)) + ... + (I (1)) vyp(I (1))

com ¢;(J(t)) + ... + c2(J(t)) = 1 para todo t > t,. Considerando a expressao dada em
(4.13) para y(t), tem-se que

y@z[ﬁWWMWMW+/qWMRmPW+W+

t 2 / ' 0 ' ! i Rp(x’]:) !
_'_/to Cp(J(t )))\p(,](t ))dt +/ Cp(J<t ) Il dt

to

=
&
n
>
»
[
—~
N
INA
4
=
=
~—
~—
IN

Ag(J(t)) para i =1,...,p. Entéo

t

f&WWWmeg/&WﬂW’

to to
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Logo, fazendo ¢t — oo e tomando as relagoes em (4.23) e (4.24), tem-se:

1/t 1 1 [
tlim — [ A(J(2))dt < tlim —y(t) < tlim n Ag(J(2))dt
—00 to —00 —00 to
ou ainda
A (Jo) < d(ig, Jo) < Ag(Jo). (4.25)

4.2 Estabilidade de um sistema impulsivo.

Considerando o sistema impulsivo:

LR 0
dy(t ) . . Rzl
% = (i(r), H(i() + (i, B0 v £+,

{ Ax(t) = x(t) = x(t;) = Ga(x(t;. ¥(1;)
Ay(t) =y(ty) —y(ty) = —y(t,), t=tn
que é descrito em termos de coordenadas paralelas e transversais. Usando (4.15) obtem-

se:

tn <z’, R|(|:;|,|I)>} = [|1(& )]l exply (v, )]

+
n—1 n—1

I = el e [ [ Gio) B |

e ainda

T = L)l exp [ 305+ D witD) +u(t)] (4.26)
para todo t € (t,_1,t,). Reciprocamente y(t; ) e y(t) sdo dados por:

y(t7) = /ﬁ (4@, B@i®) + (i Rﬁiﬁl) ))at (4.27)

y(t) = /t t ((i(t), H(1)i(t)+) + <2 %»dt'dt. (4.28)
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Tendo em vista o limite n — oo :

III(t)II=||I(to)||exp[ggrgOZﬁi+ lim (Zy(t;)w(t))}; t <t < tps.
i=1 i=1

n,t—oo

e considerando separadamente as expressoes dos paréntesis

. n > [ (someiey + (20w
D= = Y )+ 3 B = +3 B,

t
i=1 i=1 n

‘nl /tt (6. H(wi(o) + (s Rﬁi”h” )
— ; ],t € (tn, tnt1)-

Supondo a condigao incial (Ip, Jo) tal que ||I]] < € onde € é um namero pequeno.

Em seguida, para qualquer inteiro n, conclui-se pela equagao (3.19) que

L)l < =exp [ Y B

=1

Considerando agora que

lim |I(tD)]| = 0 <= lim (ZBZ) = 0
=1

é satisfeita, entdo ||I(¢})| < e para todo n € N, pode-se mostrar que

7

Tim ti Z::/tj ((i(t),H(t)i(t)) + <z %»dt — d(io, Jo)

n

n}tiinm%(i/: ({i(), H(0)i()) + (i, Rﬁ§[’1)>)dt+ Z/tt (i), B(Bi) (s R(x71>>>dt _
d

=1 i—1 =1 I HI“
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Aqui, a trajetoria para o vetor J(¢) pode ser calculada usando a condi¢ao incial J(to) = Jo.

Sendo assim, vale a aproximacao assintotica quando t — oo.

[T(0) | = Toll exp [ S B: + dlio, To) (¢ = ta)], 1 € (t, 1) (4.29)

n=1

Caso seja considerada a sequéncia
d(i07 J0)<t - tn) = d(iO7 JO)AnJrl

e d(ip, Jo)(t — tn) < d(io,Jo)Ant1, para (t,,t,11), gerando a seguinte desigualdade assin-

totica para t — 00

L8]] < ||To| exp [Z B; + d(iO,JO)AnH],tn <t <ty (4.30)

n=1

Portanto, a tnica condi¢ao que garante a convergéncia ao longo da superficie S sera:

n—oo

lim (i B; + d(io, JO)AnH) = 0, (4.31)
n=1

isto ¢, se ||I(t)|| — 0 com t — oo, entdo a relacdo acima devera ser satisfeita. Logo,
(4.33) traz consigo a conclusao que a superficie atrai qualquer trajetoria. Assim, deve-se
considerar que
n
lim |[I(t7)] = 0 <= lim (ZBi) = (4.32)
garantindo entdo a existéncia de um ntimero inteiro n’ tal que |I(¢},)|| < e para um valor
pequeno de €. Desse modo, considerando [[I(¢})| com a condigao inicial ||Iy|| e os calculos

apresentados conclui-se facilmente que ||I(t)|| — 0 quando t — oc.

Os raciocinios desenvolvidos até aqui serao formalizados no seguinte teorema:

Teorema 4.1 Seja a superficie S em R™ e o sistema dindmico impulsivo definido por




4.2 Estabilidade de um sistema impulsivo. 64

{ Aa(t) = a(t]) - a(t,) = Gulalty. y(t;))
Ay(t) = y(ty) —y(t,) = —y(t,), vt = tn
Onde t} et; denotam o limite a esquerda e & diretia para t — t,, A, = t, —t,_1, F(x)
€ um campo vetorial, e a sequéncia t, paran € N € tal que t, < t, 1 e t, tende para
infinito quando n — oo. S € suposta uma superficie m — p dimensional invariante com

respeito ao sistema diferencial
dx

- = F(x)

e € definida como seque
S={reR"/[(x)=0,i=1,2,...,p}

onde

dl, & :

T > L@+ R(x, L)), i=1,2,...,p}.

k=1
Os vetores I e 4 sao definidos por I = (Iy, Iy, ..., I,)" e i= H_§H Onde para todo n € N tem-
se | It = exp(B) | L), B = —y(t,,) + By. Seja A o conjunto de todos os atratores
de trajetorias cuja condig¢ao inicial pertence a superficie invariante S. Para quaisquer
a € A € possivel definir a quantidade
Ds(a) = max d(y, Jo)

%0,Jo

Assim, pode-se definir a quantidade
Ds =max D(a).
s acA ( )

Finalmente, supde-se que lim,,_o > - | B; = —00 e lim, (> | B; + DgA, 1) = —00.

Entao qualquer trajetoria do sistema converge para a superficie S, isto €,

| L(t)|| — 0 para t — oco.

Para fixar as idéias relacionadas ao tema até aqui abordados, sera dado um exemplo.
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4.3 Exemplo: Sistema de May Leonard

O sistema de May Leonard tem por objetivo fazer um estudo de competicao entre 3
espécies [67]. Este sistema ¢ uma generaliza¢ao do sistema de Lotka-Volterra onde neste
2 espécies competem. Tal sistema serd agora abordado fazendo o uso dos estudos acima

abordados e da tabela seguinte [62]:

Caso Condigao de existéncia Superficie invariante L

1 a:2—ﬂ,11:l2:l3 U1+U2+U3 ll—Ul—Ug—Ug
2 OéZQ—ﬁ,llzlg:lg ll—Ul—UQ—Ug —Ul—UQ—Ug
3 Oézﬁ Ul_UQ ll—Ul—UQ—ﬂUg

Para fixar idéias sera usada a tabela acima, que contém superficies invariantes para o
Sistema de May Leonard, e em seguida serao feitas aplicagoes com o uso de valores dessa

tabela ao sistema em questao.

Exemplo: Considere o sistema de May Leonard:

[fl = lll’l — Il(ZEl + AT + 51‘3)
$'2 = lz[EQ — l‘g(ﬁ(ﬂ1 + i) + Oé:L'g)
$'3 = l33§'3 — xg(ole —+ ﬁl’Q + .%3)

cuja superficie invariante pode ser determinada por « =2 — (§ and l; = Iy = l3 = M onde
segue que

¥y = Mz — z1(x1 + (2 — B)xg + PBas)
fﬂ'g = M.’L'Q — 1’2(6.’171 + Ty + (2 — 6)1‘3)
153 = ng — Zﬂg((2 — ﬂ):cl + 6I2 + $3)

e a superficie invariante dada por:
S = {ZE ER/[E1+$2+ZE3 :0}

onde

I:$1+$2+LE3
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o que da
a N
— =+ I+
7 1 2 3
dlI
% = Mfli'l—fﬂl($1+(2—ﬂ>$2+ﬁx3)+M1’2—x2(ﬁ$1+x2+(2-5)1‘3)—1—]\/[.1'3—1'3((2—6)(131+ﬁl’2+l’3)
dl
pi M(IL‘l—f—[EQ—'—l’g)—I%—(Q—ﬁ)xll'g—ﬁfflfﬂg—ﬁxll’g—l’g—(Q—ﬁ)xgl'g—(Q—ﬁ)xll'g—ﬁxgl’g—l'g
dl 5 5
pri M(zy + xg + x3) — 2] — 20129 + Prixe — fr123 — Prime — 5 — 20179 + Proxs — 20123 +
+0x123 — Broxs — CU%
dl
pri M (z1 + x5 + 23) — (23 4+ 23 + 22 + 23129 + 22173 + 27973)
como % + x3 + a3 + 21Ty + 22173 + 20073 = (71 + T9 + 73)?, tem-se
dlI
— =MI-T>=W(z.1).
dt (x7 )
que tem solucao
M K Mt
IH)|| = ———

com K uma constante e M > 0.

Passando ao limite da expressao acima quando ¢ — oo, tem-se que:
[X(#)[| — M # 0.

Assim, se definirmos um controle tal que:

n—o0

lim (Zl B; + MAnH) = o,

entao qualquer trajetoria do sistema impulsivo assim definido converge para a superficie
S, ou seja,

III(t)|| — 0 para t — oo.
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5 Aplicacao do Controle Impulsivo
a um Sistema Quaternionico.

O presente capitulo tem por objetivo apresentar conceitos bdsicos sobre quatérnios
[68] e fun¢des quaternionicas, além de fatos importantes sobre derivagao e integracao de

fungoes quaternionicas fundamentais para a aplica¢ao ao sistema quaternionico abordado.

5.1 Quatérnios e Funcoes Quaternidnicas.

A descoberta dos niumeros quaternionicos deve-se a William Roman Hamilton (1805-
1865), que fez notéaveis contribui¢oes a Fisica, Astronomia e Matemaética. A descoberta

dos quatérnios por Hamilton foi em 1833, aos 28 anos de idade.
Definicao 5.1.1 Denota-se o conjunto dos quatérnios por H.

Definicao 5.1.2 Considerando i* = j?> = k* = ijk = —1, ij = k, ji = —k. Entdo q € H

pode ser escrito sob a forma:
q = ai + agt + azj + ask

onde ay, as, as,as € R.
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Os quatérnios consistem de uma parte escalar a; € R e uma parte vetorial (ag, as, aq) €
R3. Sendo assim, pode-se escrever o nimero ¢ € H como segue:

q = (ala as, as, CL4)

que equivale a

q = a1 + ast + asj + ask

ou ainda

—

q=aq +4q.

Segue agora, a defini¢ao de fungao quaternionica, fundamental para a implementagao

da derivacao e integragao destas funcgoes.

Definicao 5.1.3 Considerando E* C H um espaco quadridimensional e ¢ € E* uma
certa varidvel da forma q = q1 + g2t + @3 + quk, com q1,q2, q3,q4 € R. Assim, uma fungao
quaternionica € um mapeamento f : E* — H que faz corresponder a cada nimero q € E*

um numero quaternionico w = f(q), isto é,
f:E*—H

(Q1,Q27Q3>Q4) = w = f(CI1>C]2,Q3,Q4)-

Conforme a defini¢ao anterior, sendo f uma fungao de variaveis quaternionicas, esta

fungao pode ser decomposta em parte escalar ¢(q) e parte vetorial p(q), isto &,

f(@) = ¢(q) + »(q)

onde ¢(q) = f1(q) e p(q) = f2(q)i+ f3(q)j + f1(q)k, e as fungdes f; : R* = R, 1 =1,2,3,4

sao chamadas de fungoes coordenadas com valores reais.

5.2 Funcao Exponencial do Tipo Quaternionico.

Buscando bem fundamentar os resultados seguintes, faz-se necessario apresentar a

fungao exponencial do tipo quaternionico [69]. Seja entao ¢ = (¢1, ¢2, g3, ¢4), que também
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pode ser escrito como ¢ = ¢ + ¢, sendo assim:

el = e(“{coskﬂ + J(Slr;l‘(ﬂ>} (5.1)

onde ¢ = qoi + q3J + qik e |q| = /@5 + ¢ + ¢3. Nota-se que para a parte escalar ¢; = 0,

segue que a expressao para a exponencial é dada por:

- _/ sin|q]
el = cos|q +q< )
I B

5.3 Teorema de Cauchy para Quatérnios.

Agora, sera vista uma generalizacao do teorema de Cauchy, que sera feita para uma
fungao de uma variavel quaternionica ¢ = ¢ + @2t + q3j + q4k. Sendo assim, segue o

teorema de Cauchy para quatérnios [70].

Teorema 5.1 Seja QQ um dominio de conexdao simples no espago quadridimensional e

seja f(q) uma fungao quaternionica reqular em ). Entao

o) dq = m(i+j+ 2k)f(q) (5-2)

@) q — qo
onde p é uma hipersuperficie fechada em ) e qy € um ponto em .

Demonstracao: Considerando ¢y uma hiper-esfera com centro no ponto qo, ou seja; |q —

qo| = 10, com 1 € suficientemente pequeno para admitir pq estar contida em @. A fungao

% ¢ reqular em Q/qo, tem-se que:
1) 4= [ 19 4 53
) q—4qo ©o q—4q

Fazendo uso agora da identidade f(q) = f(qo) + f(q) — f(qo), seque que:

[p qf—<qf)10 44 = [po qf—(qq)o 4

f(q) da — f(QO)dq+/ f(Q)—f(fJo)dq
— 4o %0

q [ ——
04— 40 o 4 q — qo

q— 4o q— 4o q — 4o
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Assim, o quatérnio q — qo pode ser escrito da sequinte maneira:
el = pe‘P,
onde ¢ = (92 — @b, q3 — @5, qa — q))- Agora, tem-se:
¢ = (61,04,05) = 017 + 05 + O3k

e el = eN e it020t0sk qosim g — qy que pode ainda ser escrita como

§ — qo = pelritoaitosk

<th <Z, —Z <l <Zel<b;<2n. Afim de resolver a primeira

i
comp >0, =% 5 5 5

2
integral que figura em (5.4) faz-se mecessdrio a mudanga de varidveis indicada abaizo:

u=q— qo. Assim,
du = dg = d(q _ QO) — d(p€91i+92j+93k) — pd(691i+92j+93k)

onde

8691i+92j+93k 6691i+92j+93/€ 8691i+92j+93k

d(eMHOIHOsk) — ——g U+ 40+ —————dbs
1 2 3

d(eMiH0at0sky = Ot t0k (G0, i + dyj + dbsk).

Aplicando os resultados acima na integral, seque que:

dq p691i+02j+93k . »
/so a—aw /@ ez (i + by + dbsk)
0 0

/ da_ _ / (d6yi + dbsj + dfsk)
@ ¥o

0o 4 — 4o
dgq 3 3 2m
/ :i/ d01+j/ d92+k:/ dbs
o 4 — 4o = = 0
d
/ 9 —n(i+j+2k)
gOOq_qO

Por outro lado, usando o fato de que f € uma func¢do continua no ponto q, para todo



5.4 Derivadas Quaternionicas usando o Teorema Integral de Cauchy. 71

e >0, existe 0 > 0 tal que |q — qo| < 9, 0 que implica que |f(q) — f(q)| <& =&

‘ f(q) 1\ = 1{9) , ’_ |f(q) — (Q0)||d | (5.5)
N (]
‘/ /(@) —_f(‘mdq( - 5(/ (id6h) + jdBs + kdby| = li + j + 2K (5.6)
qd — qo 0
| / fla) - f(qO)dq‘ o= — (5.7)
q—q 67
Portanto, como € pode ser tomado como um valor tao pequeno quanto se deseje, tem-se
que:
©o 4 —4qo
Logo,
fa ,
dq = (i + j + 2k) f(q0). (5:8)
%) q—4qo

5.4 Derivadas Quaterniénicas usando o Teorema Inte-
gral de Cauchy.

Segue agora, uma consequéncia importante do Teorema Integral de Cauchy, uma foér-
mula para a derivada de qualquer ordem de uma fun¢ao quaternionica, que pode ser vista

em [71], e sera usada posteriormente na aplicagao aos Sistemas Dinamicos Quaterniénicos.

Seja a expressao:
1
@, .

Ho) = 7o L

seja agora a variavel de integracao ¢’ e ¢ um ponto interno do dominio €2, a expressao

_ 1 f(d)
fla) = W(i+j+2k)[pq’—q

Assim, é possivel determinar a derivada f’(¢q), tomando a diferenca:

I ([ Sva— £@) 4

(1 + j + 2k) SOq’—q—Aqq m(i+j+2k) J,d —q

resultante é dada por:

fla+Aq) — f(q) =

g+ Ag)— Flg) = (z+g+2k/f g —q) — ()¢ — q—Aq)dq

(@ —a)(d —q—Aq)
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B 1 Aqf(q) /
fla+aq) = fla) = m(i+ j + 2k) [o (¢ —ad—q-— Aq)dq
__ Ag /() .
T80 =10 = =5 | e s
agora segue que:
fla+Aq) — fla) _ 1 / fd) dd
Aq m(i+j+2k) J, (@ —)(@ —q—Aq) "’
considerando o limite Ag — 0, tem-se a seguinte expressao:
oy 1 fd)
fla) = (i + j + 2k) /¢, (¢ — Q)qu

Agora, faz-se necessario mostrar que a diferenca:

B 1 ) 1 f(d) ,
g_ﬂ(i+j+2k)/¢(¢—q)2dq 7T(Z’Jrj+2/rg)/¢(q’—q)(q’—q—Aq)dq

tende para zero quando Ag — 0. Fazendo a diferenca, conclui-se que:

_ g f(d) :
‘= (i + j + 2k) /¢ (¢ —a)*(d —a— Aq)dq'

A fungao f(¢') é continua em ¢ e sua magnitude ¢ limitada, ou seja |f(¢)| < A.
Com d indicando a distancia do ponto ¢ a fronteira ¢. Entao, segue que |¢’ — ¢q| > 2d, e
(g4 Aq), para valores de Ag proximos de zero, esta perto de ¢, assim, |¢' — (¢ + Aq)| > d.

Por isso, A
Aq| A
=T 1

segue-se que ( — 0 quando Ag — 0. Portanto,

e 2! fd)
F9= (i + j + 2Kk) /p (¢ - Q)3dq

e, procedendo indutivamente, tem-se finalmente que:

P = g [

- (i + 7+ 2k) q —q)t!
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5.5 Sistemas Dinamicos Quaternidnicos.

Seja o sistema dinamico dado por:

dq
o = F(a),q € (5.9)
onde F(q) = (Fi(q), F5(q), F3(q), F1(q))" ¢ ¢ = (q1, q2, q3, q1). Considerando a superficie S
definida por:

S={qeH L(q)=0,i=1,2,3,4}. (5.10)

Aqui, I;(q) : H — R. Sabe-se também que [;(g) descreve um sistema linear nao-auténomo

dado por:
dI(Q17 q2, 43, C]4)
dt

no qual I = (11(q), 12(q), I3(q), 14(q)) € L(q) = (Lij(q))sxa. Trata-se agora de determinar e
estudar a evolugio de [1(t)| = /TZ(@)  13(a) + B(a) + T2(g) a0 longo do tempo. Sendo

= L(Ql,C]z,937%)1(@17{72,@3,94), (5-11)

assim, tem-se que:

WL yaoy i), mwpicoy (5.12)
em que as grandezas ¢ e H sao dadas por:
o) — 10 L@ + L(q)
110 R R R
Segue agora que: : )| t
/to AT /t (), H(E)i(t')dt (5.13)
L@ = HI(to)Heﬂip[/t (i(t), H(t")i(t'))dt'], (5.14)
para t > tg. Pode-se agora definir:
KO
o) = ey = LG HO), (5.15)

que possui solucao equivalente ao problema de valor inicial dado abaixo:

WO — o), @0, yl00) =0 (5.16)
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Define-se entao o seguinte sistema:

W0 _ pyvi+t,
dz_g’f) — (i(1), H(1)i(1))

{ Ax(t) = x(t}) — x(t;) = Gu(x(t;), y(t;)
Ay(t) = y(t]) —y(ty) = —y(ty) Vi =t,

Dado um tempo t,, é possivel ter a expressao:

X&) = (X)) llexp[Bal, (5.17)
onde 3, = —y(t;) + B,. Assim, para um intervalo da forma [t,_1,t,], segue que:
1Lt = Hl(trfl)llew[/t; (i(t), H(t)i(t))dt] (5.18)
ou
() = [Tt lexply(t,)]. (5.19)
Segue entao,
IXED = [Tty lexplBn + y(t,)] = 1ty |l exp[Byl. (5.20)

Para I(qo1, qo2, 903, oa) = Lo, tem-se:

n

T = [1T(to)lexp]> _ Bil, (5.21)
=1
onde .
lim [[I(t))]| =0« lim[Y B = —cc. (5.22)
=1

Segue agora, o teorema que garante a convergéncia de qualquer trajetoéria do sistema

para a superficie S.

Teorema 5.2 Seja a superficie S em H e o sistema dindmico impulsivo definido por
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d?;_? — (4(t), H(t)i(t), Wt # b

{ Aaft) = a(ty) — a(t,) = Gu(a(ty, y(ty))
Ay(t) = y(ty) —y(t,) = —y(t,), vt = tn.
Onde t et denotam o limite 4 esquerda e a diretia parat — t,, A, =t, —t,_1, F(q(t))
€ uma fungao quaternionica, e a sequéncia t, para n € N € tal que t, < t,.1 e t, tende
para infinito quando n — oo. A superficie S € suposta invariante, com respeito ao sistema

diferencial

e € definida como seque
S={xeH/IL(q)=0,i=1,2,3,4}
onde )
dlI; .
E = ZLU(J})I],Z = 1, 2, Ce ,p}
k=1
Os vetores I e 1 sao definidos por

I: ([17 127 [37 [4)t

I

1]
Onde para todo n € N tem-se

1Lt = exp(Ba)[1(E,)]I,

ﬁn = _y(t;) + B,
Considando, agora, A o conjunto de todos os atratores de trajetdrias, cuja condi¢do
inicial pertence a superficie invariante S (supondo que a superficie S contém todos esses
atratores). Para quaiquer a € A € possivel definir a quantidade

Ds(a) = maxd(i, Jp)

10,Jo
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Onde d(4y, Jo) € calculado usando as formulas:
%ﬁ“ = P,(J), J(to) = Jo (5:23)
dy(t)

TR (1, Hy(J)3), y(to) =0,

e também com o uso da formula,

t
d(do, Jo) = lim y(t).
t—oo
Assim, pode-se definir a quantidade

Dg = max D(a).

Finalmente, pode-se supor

n
n—00
=1

lim (Z Bz + DSAn-i-l) = —OQ.

n—oo

=1

Entao, para qualquer trajetoria do sistema converge para a superficie S, isto é,

| L(t)|]| — 0 para t — oo.

5.6 Aplicacao.

Seja o sistema dado abaixo:

dq
_:—/\/ 1 — 2 12
o q¢ +vq(l—q" —q")
dq’

:)\ /1_ 2_ 12
pry q+vd(l—q¢ —q%)

com \, v € R. A superficie S é definida por:
S={q¢eH; ¢+ ¢},

com q = (q1,92,43,q4),q = (1, %93, 93) € 94’ = q'q.
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Sendo assim, a funcao I = ¢> + ¢’> — 1 define a equacao diferencial:

dl dg dq’

) e ST g
a - ar T
dl
o = 200+ (1= & = @)+ 20 Pa+ v (1= ¢° = 7))
dlI
= = ~2a¢ + 2" (1 = ¢ = ¢%) + 20+ 204" (1 = ¢* = ¢°)
dl _ 2 2 2 2 2 12
S = (—a —d7)+2vq"(1 - ¢ =4
dl
— =@+ )1 - =7
dl
— = _9 2 2 I
i v(g” +4")
Dai,
L=H=—2v(¢+¢?%
e conclui-se que Dg = Fg = —2v. O circulo invariante é:

(i) localmente estavel para v > 0;

(ii) localmente instéavel para v < 0.

Aqui o sistema consiste em sua parte diferencial (¢ # t,,) ao sistema acima citado e a
equagao de y(t) seréa:
dy 2
7 _2V + 12
o (@° +4")

e os implusos (t = t,,) aqui sdo dados por

A (1) = ¥y [0 (1) — 5 — alty):
Ay(tn) = —y(t,), B = —y(t,) — oy,

em que a > 0. Daf segue que I(t)) = e’ I(t, ). Caso seja considerado A, = t,.1 — t,
para n € N, e assim,

lim (—a(t, —to) — 2vA,41) = —00.

n—oo

Logo, as condi¢oes do teorema, sao satisfeitas e o sistema impulsivo converge ao longo
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do circulo invariante S.

5.7 Determinacdo de uma Expressiao Analitica para 4L

dt
no Caso Quaternidnico.

Na secao (5.4) foi verificada uma férmula para a obtencao da derivada de uma fungao

quaternionica f(q) por meio da Formula Integral de Cauchy para Quatérnios. Sendo

dflg) 1 fa)
dg (i +j + 2k) /90 (¢ — q)2dq (5.24)

assim, a formula

podera ser usada para a determinacao de uma expressao analitica para % no caso quater-

nionico. Com isso, seja

— = L(q)I(q), (5.25)

com o uso da formula (5.24) para determinacdo de —, segue que:

dt

di 1 )
g ! 2
dt  w(i+j+ 2k) /to (t/—t)?dt (5:26)

A férmula acima permitira em trabalhos futuros uma interpretacao mais geral do caso

de um Sistema Dindmico Quaternionico.
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Conclusao e comparacao com outros

métodos.

A teoria de controle impulsivo em superficies invariantes garante a convergéncia das
trajetorias do sistema em dire¢ao a uma superficie invariante pertencente ao espaco de
fase do sistema em questao. O método pode ser aplicado para qualquer caso em que 0s

invariantes da superficie podem ser calculados.

Conclui-se que a Tese estabelce uma condicao de estabilidade geral de controle de
impulsos, o que garante a convergéncia de toda trajetéria para uma superficie invariante
de um determinado sistema dindmico. Verificou-se que para diferentes campos de vetores
impulsivos também podem levar a condicao de estabilidade, significando, portanto, uma

liberdade na criacao de controles que sejam convenientes em situacoes especificas.

Como foi visto, para implementar o controle basta conhecer os valores de I em dois

_l’_

momentos sucessivos ¢, e t._; o que faz do método um método de retroalimentacao

adaptativa. Além disso, os valores da B,, podem ser escolhidos de forma a assegurar uma
velocidade de convergéncia préfixada. Na implementacao do controle nao era necessario
calcular o expoente de estabilidade, desde que os intervalos entre dois impulsos sucessivos
sao limitados superiormente. Por outro lado, se os intervalos entre dois impulsos nao sao
limitados superiormente, recai-se no caso dos intervalos entre dois impulsos sucessivos
tende para o infinito quando o tempo tende a infinito. Com isso o controle pode ser
realizado com raras intervengoes. Observa-se ainda, que qualquer que seja a divergéncia

causada por um objeto que pertence a superficie invariante é cancelado pelos impulsos,

evitando portanto a falta de sincronismo que é observada em alguns controles continuos.

Faz-se importante citar o problema de como assegurar controle 6timo com o minimo
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de intervengoes no sistema. Aqui, isto significa, que os intervalos entre dois impulsos
sucessivos tendem ao infinito quando o tempo tende a infinito. O método exposto neste
trabalho certamente fornece um bom quadro para o estudo deste problema. Outro aspecto
importante abordado neste trabalho consiste na determinacao do expoente de estabilidade
associado a uma determinada superficie invariante. Além disso, foi mostrada uma outra

forma de calcular o expoente de Lyapunov de um dado sistema dinamico.

O método apresentado neste trabalho possui propriedades vantajosas em comparagao
com outros métodos. Assim:
(i) é de facil implementagao;
(ii) o método proposto neste trabalho pode ser visto como um método de retroalimen-
tagao adaptativa, onde é necessario conhecer o estado do sistema apds o impulso dado
no tempo t,_; e antes do tempo t,;
(iii) o método nao requer calculos complicados, que o difere do método de comparagao
por exemplo, ou outros métodos baseados Funcoes de Lyapunov;
(iv) nao faz-se necesséio verificar se a condi¢ao de estabilidade esta4 cumprida, o que em

geral requer calculos complicados nos parametros do sistema.

Além disso, o método exposto neste trabalho, permite uma boa controlabilidade da
velocidade de convergéncia, que é importante para o processo de controle [48|. Estima-
se que o método estabelece um modelo adequado para o estudo tebrico de controle de
impulsos que possuem raras intervengoes, que ¢ uma questao importante, pois menos

intervengoes significam menores custos de implementacao do controle.
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