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Resumo

Sousa, Kerlles Rafael Pereira, Implementacao de Formulagoes do Método dos Elemen-
tos de Contorno para a Associa¢ao de Placas no Espaco. Brasilia, 2016. Tese de

Doutorado, Faculdade de Tecnologia, Universidade de Brasilia.

Este trabalho apresenta uma formulagao estatica e dinamica do método dos elemen-
tos de contorno para analise de estruturas formadas pela associacao espacial de placas
finas. As formulacoes dos elementos de contorno para elasticidade plana e flexao de
placas finas de materiais isotropicos sao associadas, obtendo-se uma estrutura plana
denominada de sub-regiao. O contorno desta regiao é dividido em pequenos pedacos,
os elementos de contorno. Cada um deste elemento possui um ponto de colocacao
(elementos de contorno constante), onde as equagoes integrais de contorno sao aplica-
das. Uma sub-regiao contém simultaneamente os estados de flexao em placas finas e de
elasticidade plana (chapa) e possui quatro graus de liberdade por no, sendo eles: deslo-
camento normal, tangencial e transversal e rotagao normal. O modelo final assume uma
associacao dessas sub-regioes no espaco. Cada sub-regiao é tratada via MEC. As equa-
coes de cada sub-regiao, ap6s as transformacoes de coordenadas, sao acopladas através
da compatibilidade de deslocamentos e rotacoes e equilibrio de forcas e momentos. A
fim de calcular os elementos das matrizes de influéncia, as integrais de contorno ao
longo dos elementos serao obtidos numericamente. Na formulagao dinamica, os termos
de inércia sao considerados como forcas de corpo, o que gera integrais de dominio na
formulacao. Estas integrais de dominio foram transformadas em integrais de contorno
usando o método da integragao radial. Dessa forma, a principal contribuicao deste
trabalho é a associacao da formulacao do método dos elementos de contorno de placas
finas e elasticidade plana para problemas estaticos e dinamicos onde, somente o con-
torno sera discretizado em elementos de contorno constante. Com objetivo de validar
a formulacao desenvolvida, varios exemplos numéricos sao analisados e, os resultados
obtidos sao comparados com Ansys e solucoes disponiveis na literatura. Apesar da
formulacao ter usado elementos constantes, na maioria dos casos os resultados obtidos

mostraram boa concordancia com os resultados da literatura.

Palavras chaves: Método dos elementos de contorno, placas fina, material isotropico,

sub-regioes.



Abstract

Sousa, Kerlles Rafael Pereira, Implementation of Boundary Element Method For-
mulation for Plate Association in Space. Brazilia, 2016. PhD Thesis, Faculty of Tech-
nology, University of Brazilia.

This work presents a dynamic and static formulation of the boundary element
method for analysis of spatial structures formed by the association of thin plates. The
formulations of the boundary element for plane elasticity and bending of thin plates of
isotropic materials are associated with, obtaining a flat structure called the sub-region.
A sub-region contains both the states of flexion and extension in thin plates and has
four degrees of freedom per node, namely: normal, tangential and transverse displace-
ments and normal rotation. The final model assumes a combination of these sub-regions
in space. The equations of each sub-region, after the coordinate transformations, are
coupled by displacement and rotation compatibility and forces and momentum equi-
librium. In order to calculate the coefficients of the matrix of influence the integrals
over elements are obtained numerically. In the dynamic formulation, inertia terms
are considered as body forces, generating domain integrals in the formulation. These
integrals are transformed into boundary integrals by the radial integration method.
Thus, the main contribution of this work is the association of the method formulation
of thin plate boundary element and plane elasticity for static and dynamic problems
where only the boundary will be discretized in constant boundary element. In order
to validate the proposed formulation, various numerical examples are analyzed, and
the results obtained are compared with Ansys and solutions available in the literature.
Although the use of constant elements, there is a good agreement with literature in

the majority of numerical examples.

Key words: Boundary element method, thin plates, isotropic material, subregions.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 A evolucao da analise de estruturas

As civilizagoes, desde tempos antigos, transforma recursos disponiveis a sua volta
de modo a facilitar suas necessidades. Desta forma, o ser humano tem produzido mora-
dias, ferramentas auxiliares, meios de locomocao, computadores e maquinas modernas.
Com a evolucao ao longo dos anos dos processos de concepgao das manufaturas, os co-
nhecimentos empirico/cientifico adquiridos pelo homem na transformagao dos recursos
deu origem a hoje conhecida engenharia. Em linhas gerais, a engenharia aplica esses
conhecimentos na produgao de manufaturas.

Alguns motivos influenciaram o ser humano a questionar e investigar o compor-
tamento dos materiais. Entre esses, podem ser citados: falhas estruturais que oca-
sionaram perdas humanas e materiais, a otimizacao de formas estruturais visando a
economia dos recursos e a adequabilidade do comportamento de diferentes materiais a
diferentes utiliza¢oes da humanidade. Nesse contexto, surge a ciéncia/engenharia de
estruturas.

A existéncia destes projetos vem da aplicacao de técnicas para escolha de materiais
e o dimensionamento de estruturas. A formalizacao destes projetos e, consequente-
mente, da engenharia estrutural, é obtida através de teorias cientificas que permitem
aos engenheiros estabelecerem as forgas e solicitacoes que podem atuar com seguranga
nas estruturas ou em seus componentes, e definir os materiais adequados e as dimensoes
necessarias da estrutura e seu componentes sem que estes sofram efeitos prejudiciais
ao seu bom funcionamento.

O inicio da formalizacao teorica que relaciona a aplicacao de forcas as deformacoes
foi feito por volta de 1678 por Robert Hooke, cujo sobrenome é extremamente familiar &
maioria dos estudantes das engenharias mecéanica e civil. Apesar desse longinquo inicio,

grandes avangos na teoria da elasticidade nao foram obtidos até o ano de 1821 quando



Navier publicou seus estudos acerca das equacoes de equilibrio. Este desenvolvimento
foi seguido por Cauchy que estudou as equacoes basicas da elasticidade e desenvolveu
o conceito de tensao em um ponto. Ao longo desses séculos, varios matematicos e
cientistas ilustres deram suas contribuicoes para formalizar a engenharia estrutural
tal como se entende hoje. Até o inicio do século XX pode-se citar, dentre outros,
Bernoulli, Lord Kelvin, Poisson, Lamé, Green, Saint-Venant, Betti, Airy, Kirchhoff,
Rayleigh, Love, Timoshenko. A totalidade destes autores desenvolveu a forte base
mateméatica presente nos livros e formulacoes usadas atualmente, sendo muito dos seus
desenvolvimentos homenageados em denominacoes como a viga de Timoshenko, teoria
de placas de Kirchhoff-Love, principio de Saint-Venant, coeficiente de Poisson, solucao
fundamental de Kelvin para elasticidade Sadd (2009).

A engenharia tem como um de seus principais objetivos a prevencao de falhas em
estruturas que possam a ocasionar perdas humanas e materiais. Assim, por meio
da avaliacao do comportamento mecanico das estruturas e de sua interacao com o
meio externo, modelos matematicos foram desenvolvidos baseados em leis fisicas do

comportamento de solidos e fluidos.

1.2 O método dos elementos de contorno

Desde a década de 1960, uma poderosa ferramenta despontou no mundo da enge-
nharia: o computador, embora inicialmente apenas em institutos de pesquisa e uni-
versidade. A potencialidade de realizar repetidos célculos em um tempo pequeno e de
sistematizar certas atividades, levou os pesquisadores a aplicar alguns conceitos como
analise matricial de estruturas a uma configuracao mais abrangente. Surgiram assim,
os métodos numeéricos como: o Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método das
Diferencas Finitas (MDF) e o Método das Equagdes Integrais. Mas, este ultimo, para
distingui-lo dos outros métodos que envolviam equacoes integrais, ele foi finalmente
chamado de Método dos Elementos de Contorno.

De acordo com Brebbia and Dominguez (1989), o Método dos Elementos de Con-
torno (MEC) tem sido estabelecido como um método numeérico alternativo ao Método
dos Elementos Finitos (MEF), em casos particulares onde um melhor rigor é requerido
devido a problemas como concentragao de tensoes ou onde o dominio se estende ao in-
finito. Isto se deve a sua simplicidade e reducao na dimensionalidade do problema. Por
exemplo, um problema bidimensional reduz-se somente a uma curva correspondente ao
contorno do dominio que precisa ser discretizada em elementos e um problema tridi-
mensional reduz-se a uma superficie do dominio que necessita ser discretizada. Isto

significa que, comparado a analise de um método de dominio tipo MEF, uma analise



do método dos elementos de contorno resulta em uma substancial reducao na prepa-
racao dos dados e em um sistema algébrico de equagoes muito menor a ser resolvido
numericamente.

O MEC pode ser aplicado em uma ampla variedade de problemas de engenharia, tais
como: mecanica da fratura, mecanica do contato, barreira actstica, protecao catodica

(em casco de navios e torres de distribuigao elétrica), e problemas de elasticidade.

1.3 Consideracoes sobre placas

As formulagoes de elementos de contorno tém sido aplicadas a problemas de flexao
em placas isotropicas, considerando a teoria de Kirchhoff, bem como teorias de pla-
cas deformaveis ao cisalhamento. Shi and Bezine (1990) apresentam uma analise por
elementos de contorno de problemas de flexao de placa usando a solucao fundamental
proposta por Wu and Altiero (1981), baseadas nos pressupostos de flexdo da placa de
Kirchhoff.

Rajamohan and Raamachandran (1999) propuseram uma formulagdo na qual as
singularidades sao evitadas por pontos fontes colocados fora do dominio. Paiva et al.
(2003) apresentaram um tratamento analitico para integrais singulares e hipersingulares
da formulagao proposta por Shi and Bezine (1990).

Placas deformaveis por cisalhamento tem sido analisadas usando o método dos
elementos de contorno por Rashed (2000), Weén (1982) e Wang and Schweizerhof
(1997). com a solu¢ao fundamental proposta por Wang and Schweizerhof (1995).

No método dos elementos de contorno para flexao de placas, a presenca de forcas
distribuidas no dominio fazem aparecer na formulacao as integrais de dominio. Com
0 objetivo de resolver estas integrais, o esquema de integracao por células pode dar
resultados precisos, como demonstrado por Shi and Bezine (1990) para problemas de
flexao em placas anisotropicas. Contudo, a discretizacao do dominio em células reduz
uma das principais vantagens do método dos elementos de contorno que é a discretiza-
¢ao somente do contorno. Uma alternativa para este procedimento foi apresentada por
Rajamohan and Raamachandran (1999) que propuseram o uso de solucoes particulares
para aproximar a discretizagao do dominio. Entretanto, o uso de solugoes particulares
requer a busca de uma funcao que satisfaca a equacao governante. Dependendo da
complexidade da equacao governante, esta funcao pode ser dificil de ser encontrada.

As integrais de dominio devido a cargas distribuidas podem ser transformadas em
integrais de contorno pelo método da integracao radial. Este método foi inicialmente
apresentado por Venturini (1988) para problemas de flexdo em placas isotropicas. Re-

centemente, Gao (2002) estendeu o método para problemas de elasticidade isotropica



tridimensional e Albuquerque et al. (2006) para placa de Kirchhoff anisotropica.

A adocao de hipoteses simplificadoras, visando analisar a placa como um elemento
bidimensional, fez surgir diferentes teorias para verificar o comportamento geral desta
superficie estrutural. Kirchhoff (1850) estabeleceu as hipoteses fundamentais da teoria
de placas finas, derivando a expressao da energia potencial para uma placa inclinada e
aplicando o principio dos trabalhos virtuais para obter uma equacgao diferencial, onde
a rigidez a flexao foi definida em termos do modulo de Young e coeficiente de Poisson.
Adicionalmente, ele percebeu que as trés condicoes de contorno naturais propostas
por Poisson (1829) nao eram compativeis com a natureza de quarta ordem da equa-
cao diferencial obtida e mostrou que estas poderiam ser reduzidas a duas condigoes
de contorno naturais. Esta teoria nao leva em conta o efeito da deformacao pelo es-
forco cortante, assumindo-se que, retas normais ao plano médio da placa permanecem
normais apos a deformacgao. As hipoteses apresentadas por Kirchhoff resultaram em
uma equagao diferencial de quarta ordem, na qual o deslocamento é dado em funcgao
de duas coordenadas no plano médio da placa. Esta equacao pode ser uma eficiente
representacao do comportamento de placas finas para pequenos deslocamentos, apre-
sentando boa precisao de resultados para uma grande variedade de carregamentos e
geometrias. Entretanto, a teoria desenvolvida por Kirchhoff nao apresenta bons re-
sultados quando sao analisadas placas de maior espessura. Mindlin (1951) formulou
uma teoria para analisar placas moderadamente espessas onde, assumindo-se que as
distorcoes que ocorrem na espessura sao constantes, as tensoes sao obtidas a partir da
geometria imposta para as deformacgoes. O sistema de equagoes diferenciais obtido é
de sexta ordem e também satisfaz as trés condicoes de contorno requeridas. As formu-
lacoes apresentadas por Kirchhoff e Mindlin podem ser consideradas como expressivas

contribuigoes para o aprimoramento da teoria bidimensional de placas.

1.4 Revisao bibliografica

Nesta tese, o tema - associacao de placas finas através do MEC - serd abordado
e, a analise estatica e dinamica sera o seu foco. Para tanto, os seguinte temas serao

revisados:
e As teorias desenvolvidas para placas e elasticidade plana.
e A associagao de macro-elementos via sub-regioes.

e Limitagoes a aplicagao do método de sub-regioes através do MEC.

Um dos primeiros estudos que relacionam a analise de estruturas tridimensionais

formadas por associacao de placas foi apresentado no artigo Tanaka et al. (1998) que

4



aplicou o método de elementos de contorno a problema de vibragao livre de estruturas
finas de placas laminadas. As solugoes fundamentais estatica sao utilizadas para a
derivacao das equagoes integrais no plano e fora do plano. Todas as equagdes inte-
grais implementadas sao regularizadas até uma ordem integravel e, em seguida, foram
discretizadas por meio de elementos de contorno. Todo o sistema de equagoes para a
associacao elastica de estruturas de placa finas sao obtidas através da montagem das
componentes satisfazendo as condicoes de equilibrio e compatibilidade na interface,
bem como as condi¢oes de contorno.

O trabalho de Sanches et al. (2007) é uma versao direta do método dos elemen-
tos de contorno (MEC) desenvolvido para modelar a resposta dindmica estacionaria
de estruturas de placas reforcadas, tais como painéis reforcados em edificios, automo-
veis e avioes. As solucoes fundamentais estacionédrias e dinamicas de placas finas e
estado plano de tensao sao usados para transformar equagoes diferenciais parciais em
equagoes integrais de contorno. Dois conjuntos de equacoes integrais desacoplados sao
formulados, respectivamente, para o estado plano (membrana) e para o estado fora do
plano (flexao). Estes sistemas desacoplados sao unidos para formar o macro-elemento.
A associacao destes macro-elementos é capaz de simular estruturas de paredes finas,
incluindo estruturas de placas reforcadas.

Di Pisa et al. (2010) aplicou o método de elementos de contorno para grandes
deformagoes de placas sob cisalhamento em associacao no espaco. Cada placa é mode-
lada como uma sub-regiao submetida a cargas de flexao e esforcos no plano. Termos
nao-lineares na formulagao integral devido a grandes deformagoes sao tratados como
forcas de corpo. As integrais de dominio associadas sao transformadas em integrais
de contorno usando o método da reciprocidade dual. Derivadas dos deslocamentos no
contorno surgem devido aos termos nao-lineares. Seus valores sao avaliadas em pontos
internos do dominio usando funcoes de base radial. Secoes da placa sao unidas ao longo
de suas interfaces usando as condicoes de compatibilidade e de equilibrio.

Di Pisa et al. (2012) associou o método dos elementos de contorno a formulacao
de multiregiao com objetivo de simular uma placa submetida a grandes deflexdes.
Funcoes de base radial sao usadas para aproximar as derivadas dos termos de deflexao.
O meétodo da reciprocidade dual é usado para transferir todas as integrais de dominio
para o contorno.

Di Pisa and Aliabadi (2013) desenvolveram um método de andlise de elementos de
contorno para a modelagem do crescimento de trincas em placa espessas (na formula-
¢ao de placas espessas é considerado o efeito da tensao cisalhante transversal). Uma
formulagao dos elementos de contorno com multi-regiao foi implementada, enquanto o

método de elementos de contorno duplo é aplicado para extrair os fatores de intensi-



dade tensao. A propagacao da trinca é modelada com novos elementos de contorno e
a direcao é calculada por meio do critério da méaxima tensao circunferencial.

Baiz and Aliabadi (2009a) apresentaram uma formulacao dos elementos de contorno
com sub-regioes para a analise de instabilidades locais em placas e cascas. Cada sub-
regiao ¢ formada pelo acoplamento dos elementos de contorno de placa deforméaveis ao
cisalhamento e elasticidade plana. Integrais de dominio que aparecem na formulacao
(devido a curvatura e devido a carga no dominio) sdo transformadas em integrais de
contorno. Tensoes de membrana em pontos discretos do dominio de cada sub-regiao
(placa ou casca) sao obtidas a partir do estado de pré-flambagem, resultando em um
conjunto de equacgoes lineares em funcao da deflexao e do fator de carga.

Di Pisa and Aliabadi (2015) apresentou um método dos elementos de contorno para
analise de trincas em painéis aeronauticos enrijecidos reparados por placas rebitadas
ou coladas. A formulacao de multi-regiao é utilizada para modelar os reforcos. Eles
sao, em seguida, conectados as placas por meio de rebites. O método de elementos de
contorno é usado para simular a presenca de trincas. O método do deslocamentos de
abertura da trinca (COD) e a integral J sdo implementadas para calcular os fatores de
intensidade de tensao.

Costa (2015) desenvolveu uma formulagao do método dos elementos de contorno
para a analise de estruturas formadas pela associacao tridimensional de placas espessas.
Nesta abordagem, sao estabelecidos seis graus de liberdade por no, trés deslocamentos
e trés rotagoes desenvolvidas a partir da associacao das formulagoes de elasticidade
plana e placas deformaveis por cisalhamento. A partir destas, dois deslocamentos vem
da formulacao de elasticidade plana, um deslocamento e duas rotagoes da formulacao
de placas. Para que se obtenha a terceira rotacao, uma equacao de rotagao no plano
é incluida aplicando a equagao integral de contorno na expressao analitica da rotacao
de elasticidade plana, oriunda da teoria da elasticidade. No arranjo tridimensional,
cada placa é definida como uma sub-regiao e os termos locais sao calculados. Apos
a necessaria transformacgao dessas equacgoes para um plano de referéncia comum, as
condicoes de compatibilidade de deslocamentos e rotacoes, e equilibrio de momentos e
forgas de superficie sao impostas.

Como pode-se observar, em Costa (2015) houve a necessidade de uma equagao de
rotacao no plano na associacao de placas espessas e, no caso desta tese, onde foi usada
placas de Kirchhoff, nao ocorre este problema. Esta é uma vantagem desta formulagao
de placas finas sobre a de placas espessas. Esta formulacao tem um nimero reduzido de
graus de liberdade quando comparada com a formulagao proposta por Costa (2015). No
caso deste trabalho tem-se 4 graus de liberdade por noés, enquanto que, na formulagao

empregada em Costa (2015), tem-se 6 graus de liberdade por nos. Além disso, as



solucoes fundamentais de placas finas sao muito mais simples que as solucoes de placas
deformaveis pelo cisalhamento, o que proporciona um ganho no tempo computacional.

Desta forma, a principal contribuicao deste trabalho é a associacao da formulacao do
método dos elementos de contorno de placas finas e elasticidade plana para problemas
estaticos e dinamicos onde somente o contorno ¢é discretizado. Nao foi encontrado na
literatura outro trabalho onde problemas dinamicos de associacao de placas no espaco
sob carregamento estatico e dinamico fossem analisados sem a discretizacao do dominio.
Desta forma, este trabalho é original e apresenta um avanco nas formulac¢oes do método

dos elementos de contorno.

1.5 Organizacao dos capitulos

Este trabalho tem como principal objetivo a analise de deslocamentos em estruturas
planas formadas pela associagao de placas finas no espago sob carregamentos estaticos
e dinamicos.

No Capitulo 2 sera feita uma introducao aos conceitos basicos da teoria da elasti-
cidade linear e plana para materiais isotropicos.

No Capitulo 3 sera apresentado conceitos da teoria da elasticidade plana para ma-
teriais isotropicos, que serd empregado nas formulagoes matematicas para o desenvol-
vimento das equacoes integrais de contorno. A formulacao de tensao e deformacao sera
revista, levando a definicao da equacao constitutiva isotropica.

No Capitulo 4 serao apresentadas algumas consideragoes gerais sobre placas, in-
cluindo as defini¢oes e nomenclatura relacionadas. As hipoteses basicas das teorias de
placas de Kirchhoff serao introduzidas. Uma vez introduzidas, estas hipoteses serao
relacionadas com a teoria de Kirchhoff. Com base nesta teoria, serao obtidas as equa-
¢oes constitutivas de placas. Serda mostrado o calculo da rigidez a flexao em diregoes
arbitrarias. Além disso, serao relacionadas as variaveis referentes as trés principais
condigoes de contorno: livre, apoiada e engastada. Serd apresentada a obtencao das
equagoes diferenciais e das solucoes fundamentais isotropicas.

No Capitulo 5 a formulacao de elementos de contorno para flexao de placas é apre-
sentada de forma detalhada. Sera apresentada a obtencao da equagao integral de con-
torno para deslocamentos. Além disso, é descrito como calcular os termos das matrizes
de influéncia.

No Capitulo 6 sao apresentadas duas formulagoes para o tratamento de integrais
de dominio na formulacao de elementos de contorno. A primeira faz a transformacao
exata da integral de dominio proveniente da carga distribuida em integral de contorno.

A segunda transfere os efeitos da integral de dominio para o contorno usando-se o



método de elementos de contorno de integracao radial.

No Capitulo 7 desenvolve-se o conceito de associacao tri-dimensional de elementos
planos utilizando a técnica de sub-regioes do MEC.

No Capitulo 8 sao apresentados resultados numéricos obtidos com as rotinas imple-
mentadas para associagao de placas no plano e espaco considerando problemas estati-
COS.

No Capitulo 9 sao apresentados resultados numéricos para a formulacao de ele-
mentos de contorno aplicada ao calculo do campo de deslocamento para problemas
transientes no dominio do tempo.

Por fim, no Capitulo 10 sao apresentadas as consideragoes finais e conclusoes obtidas

através da analise dos resultados apresentados neste trabalho.



Capitulo 2

Teoria da Elasticidade Linear

2.1 Introducao

As teorias classicas de placas e cascas sao uma importante aplicacao da teoria da
elasticidade, que lida com as relacoes de forcas, deslocamentos, tensoes, e deforma-
¢ao em um corpo elastico. Quando um corpo solido é sujeito a forcas externas, estas
deforma-o, produzindo deformagoes e tensoes internas. A deformacao depende das
condic¢oes de contorno do corpo, da carga aplicada, e das propriedades mecanicas do
material. A teoria da elasticidade linear restringi-se a atencao para materiais lineares
elasticos; isto é, as relacoes entre tensoes e deformagoes sao linear, e as deformacoes e
tensoes anulam-se quando as forcas externas sao removidas. A teoria classica da elas-
ticidade assume que o material € homogéneo e isotropico, ou seja, as suas propriedades
mecanicas sao as mesmas em todas as direcoes e em todos os pontos.

A presente secao contém uma breve descricao da teoria da elasticidade linear e

plana que serd 1util para o desenvolvimento da teoria de placa.

2.2 Tensao: Tensor de tensao

Considere um corpo elastico sujeito a cargas externas que estao em equilibrio. Em
seguida, considere um ponto material em qualquer lugar no interior do corpo. Se atri-
buirmos um sistema de coordenadas cartesianas com eixos xi, To, 3, como mostrado
na Figura 2.1; é conveniente atribuir um elemento infinitesimal em forma de parale-
lepipedo dxy,dxs, dxs, com faces paralelas aos planos coordenados. Para efeitos de
quantificagao do modo como ocorre a transmissao de forcas no interior de um solido é
necessario introduzir a no¢ao de tensao, como foi definida por Cauchy.

As tensoes atuando na face do elemento infinitesimal descrevem a intensidade das

forcas internas em um ponto da face do solido. Estas tensoes podem ser divididas
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Figura 2.1: Estado geral de tensao.

em uma componente normal (tensdo normal) e uma componente tangente (tensdo de
cisalhamento) a face. Como resultado, as trés componentes da tensdo, definidas por
011,012,013 para a face 1, atuarao sobre cada elemento. A notagao subscrita pelos
componentes de tensao é interpretada da seguinte forma: o primeiro indice indica o
sentido de uma normal exterior a face na qual atua a componente de tensao; o segundo
subscrito refere-se ao sentido da propria tensao.

Quando a posicao relativa entre dois pontos quaisquer num corpo continuo é al-
terada, é dito que o corpo sofreu deformacgao. Se a distancia entre qualquer par de
pontos no corpo permanece constante durante o movimento, o corpo é dito rigido. O
movimento de corpo rigido é caracterizado apenas pela translacao e rotagao.

Em mecanica do continuo, o tensor tensao de Cauchy o, tensor tensao verdadeira
ou simplesmente denominado tensor tensao, denominado em memoria de Augustin-
Louis Cauchy, é um tensor de segunda ordem, com nove componentes o;;, que define
completamente o estado de tensao em um ponto no dominio de um material em sua
configuragao deformada. O tensor relaciona um vetor diretor de comprimento unitario

n com o vetor tensao 1™ sobre uma superficie imaginaria perpendicular a n:

T(n) = 1Nn.o ,I,J(n) = 045.T;. (21)

Para os eixos coordenados da Figura 2.1, usando a notac¢ao indicial,

Oz Txy Tzz
Ts = Tyz Oy Tyz ) (22)
Tze Tzy Oz
o qual é simétrico em relagao a diagonal principal devido a lei da reciprocidade das

tensoes de cisalhamento,
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Tey = Tyx Tez = Tz Tyz = Tzy (23)

Assim, apenas seis das nove componentes de tensao no tensor expresso pela Equagao
2.2 sao independentes. O tensor de tensao, Tg, caracteriza completamente o estado
tridimensional de tensao em um ponto do corpo soélido.

Para a anélise de tensao de placas elasticas no estado plano, o, = 7, = 7, = 0.

Assim, a Equacao (2.2) pode ser simplificada por:

Ox  Tay

Ts = . onde Ty = Ty, (2.4)

Tyz Oy

2.3 Relacgoes Deformacao - Deslocamento

Observemos o corpo elastico mostrado na Figura 2.2, é suportada de tal maneira
que os deslocamentos do corpo rigido (translagoes e rotagoes) sao evitadas. Assim,
este corpo deforma sob a acao de forgas exteriores e cada um dos pontos tem pequenos
deslocamentos elasticos. Por exemplo, um ponto A tinha as coordenadas z,y, z no
estado inicial nao deformado. Apos a deformacao, esse ponto move-se para posicao A*
e suas coordenadas tornam-se ' =z 4+ u, y' =y + v, 2’ = 2+ w, onde u, v e w sao as
projecoes do vetor deslocamento do ponto A, vetor AA’ nos eixos coordenados x, y e

z. No caso geral, u, v e w sao fungoes de z, y e z.

~~_ Configuragtio
™ final

Configuracdo
inicial

Figura 2.2: Deformagoes: campo de deslocamentos.

As deformacodes decorrentes podem ser indicadas por meio de indices. Dessa forma,

as deformagoes lineares sao:

(2.5)



estas equagoes sao chamadas de deformacoes lineares numa direcao qualquer. Na
Equagao (2.5), o termo (dx), pode ser expresso segundo series de Taylor, ou seja,

d(dx) = %dzv, etc; entao, pode-se escrever

ou v ow

€p =, € =—, € =—.

T Ox Y oy G

A deformacao angular associada a um par de direcoes ortogonais quaisquer no

(2.6)

ponto A sao denominadas por Vuy, Vuz € V.- O angulo BAC na Figura 2.3, apresenta
configuragao (deformada) B*A*C* assim, a deformagao angular em fun¢ao do plano de

deslocamentos sao:

A U+ ?T; d)‘
y o
au dy LC'}
. oy 7 TN
- ( ‘V *
:,,.} (B") _
_i._—..—.‘
T | (A®) =
] C ) 5"
r_ = o
> N 3l S
- >
n dx B
A
> | u+ ;—: dx L
_'1 i
X
**
x u
Figura 2.3: Configuracao deforma de um corpo
v du ov ou
_ T A dy 07
Voy = Ou v T du + v’ ( ’ )
de+gpde  dy+g.dy  1+5 145
Limitando-se ao caso de pequenas deformacoes, pode-se omitir os termos % e g—z
do denominador da expressao acima, obtendo-se
ov  Ou
oy = — + —. 2.8
Similarmente, pode-se obter 7, e 7,.. A deformacao angular é dada por:
_8u+8v _8u+8w _8v+8w (2.9)
oy = oy  Ox’ T2 =5, Tar T B2 dy’ '
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Assim, o tensor de tensao observado na Equacao (2.2), pode ser definido como

tensor de deformacao

€& 3Vey 3V
Tp = %’}/y:c €y %’Vyz : (210)
Ve 3V €

Sabendo-se que, o tensor de deformacao é simétrico, tem-se:

€xy = €yzy  Exz = €amy  Eyz = Ezy (2.11)

2.4 Equacoes constitutivas

Em elasticidade linear, o vetor de deslocamentos e suas derivadas sao assumidos
como infinitesimais. O tensor de deformacao, considerando deslocamentos infinitesi-

mais, pode ser escrito como:

1 1 1
EIZE[Ux_V(Uy+UZ)]a Ey:E[Uy_V(Ux+Uz)]> 5z:§[gz_’/(0y+0x)]>
(2.12)
e
1 1 1
Yoy = aTxya Yzz = Esza Yyz = ETyza (213)

onde F, v e G sao os modulos de elasticidade, coeficiente de Poisson e médulo de

cisalhamento. A relagao entre £ e G ¢ dada por:

E
G = T (2.14)

2.5 Equacoes de equilibrio

As componentes de tensao introduzidas acima, devem satisfazer as equacoes de

equilibrio:

Oo, Oty = Oy
_l_

Ox oy 0z to =0,
Jo, OTye OTy.
b —
oy Ox * 0z O 0
0o, 0T, OTy B
5t e T = O (2.15)



onde b, b, e b, sao as forcas de corpo. A Equacao 2.15 pode ser escrita como:

04,5 + bz = 0. (216)

2.6 Equacoes compatibilidade

Considerando que é necessario conhecer o valor das seis componentes do tensor de

deformacao, Equagao (2.9), a Equagao (2.10), contém apenas trés componentes de des-

locamentos: g, u,, u,. Assim, este sistema de equacoes nao possui uma solucao tnica,

pelo que as componentes nao podem ser independentes entre si. Estas equagoes adicio-

nais sao definidas como equacoes de compatibilidade. Eliminando-se as componentes de

deslocamento por sucessivas diferenciacoes, as seguintes equacoes de compatibilidade

sao obtidas

ey | ey _ PPy
oy?  Ox? Oxdy’
e, %, _ 0.
022 Oy? Oyoz’
D%, + ey - 027&%
ox? 022 0202’
(2.17)
e
0 [0y N Nz O] Qe
0z | Ox y 0z | Towoy’
0 [ 0Vee Oy B oMy-1 0%,
ox | Oy 0z or | TOydz’
O [0y | Owe O] _ 0%,
dy | 0z oz Jy | 0x0z’
(2.18)

Para o estado plano de tensao (o, = 0, 7,

dada nas Equagoes (2.15) resulta em:

e as equacgoes de compatibilidade

0Ty

dy b
0Ty

p + by,

14

= 7,, = 0), as condicoes de equilibrio

= 0, (2.19)



e, ey Py
oy 0x2  Ox0y

(Var =Yz =€, =0) (2.20)

A Equacao (2.20) pode ser escrita de forma mais compacta usando a notagao indi-

cial. Obtém-se:

0? 0?

Essas equacoes sao chamadas de equagoes de Levy’s. Indroduzindo as fungoes de

tensao de Airy’s ¢(z,y) que satisfaz

9% 0% %
Oy = 82/27 Oy = ox2’ Ty = _8xay' (2'22)
A Equagao (2.21), torna-se
Vivie=0, (2.23)
onde
0 0

2 _

V - 81’2 8'3/2’ (224)

representa a equacao de Laplace bidimensional.
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Capitulo 3

Método dos Elementos de Contorno

para elasticidade plana

Esta secao apresenta as equacoes de equilibrio da formulagao de elasticidade plana
isotropica, a identidade Somigliana que permite obter os valores dos deslocamentos e
o tipo de elemento de contorno utilizado neste trabalho. As formula¢des matematicas
presentes neste capitulo serao usados posteriormente, quer seja, na obtencao da formu-
lacao do método dos elementos de contorno, quer seja, na comparagao com resultados

numéricos obtidos a partir das formulacoes propostas.

3.1 Formulagao integral de contorno para elasticidade

Entre as varias possibilidades de obtencao das equagoes integrais de contorno para
elasticidade, podemos utilizar o teorema da reciprocidade de Betti. A formulacao é
obtida a partir deste teorema, considerando dois estados equilibrados, um no dominio
do problema e o outro naquele conhecido como espaco fundamental, com variaveis
(g, t;, b;) e (uf,tf, bY), respectivamente, onde u; e uf sao os deslocamentos, t; e tf sao
as forcas de superficie, e b; e b} sao as forgas de corpo.

Assumindo-se uma funcao vetorial continua u}, que representa o deslocamento de
um estado elasto-estatico definido sobre um dominio €2, como sendo uma funcao peso

da equagao de equilibrio (2.19), tem-se:

Q Q
Pela regra de derivagao do produto de duas fungoes tem-se:
(oijui) j = 0ijju; + 0iju; (3.2)

i7j
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Pode-se escrever u; ; como a soma de um tensor simétrico e um anti-simétrico, da

forma

ij — 5(%] + U;z) + 5(%] - U]z) = &;; T Wi; (3-3)

sendo que €; e w;; representam os tensores deformacdo (simétrico) e de corpo rigido

£

Y

(anti-simétrico), respectivamente, do estado elastico ” * .
Substituindo (3.3) em (3.2) tem-se

(oijui) j = oijju; + 0ies; + 0wy (3-4)

sendo o;; um tensor simétrico. O produto de um tensor simétrico por um anti-simétrico

¢ nulo. Desta forma, a equagao (3.4) torna-se

*
7

o = (oyu;) j — oiyEy; (3.5)

Substituindo a equagao (3.5) na equacao (3.1) tem-se

Q Q Q

Pelo teorema de Green tem-se:

/(aijuf),jdﬂ = /(Uijuf)njdf‘ = /tiu;‘df‘ (3.7)
Q r r

onde

ti = 0yny (38)

Substituindo (3.7) em (3.6), tem-se

Q T Q

Se partirmos da equag¢do (2.16) como sendo a correspondente ao estado u] e a fun¢ao

de interpolagao da equacao (3.1) como sendo u;, obtém-se, de forma anéloga a anterior

Q T Q

Pelo Teorema Betti dois estados de um mesmo material podem ser relacionados por

07,55 = 0y565;. Desta forma, igualando-se as equagdes (3.10) e (3.9), tem-se

T Q T Q
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A equagao integral (3.11) relaciona dois estados quaisquer de tensoes. Para que
se possa tratar problemas de elasticidade em meio continuo, serd adotado que um
destes estados é conhecido, e o outro se deseja determinar. No caso de elementos
de contorno, o estado conhecido é o chamado estado fundamental que corresponde a
resposta de um corpo infinito sujeito a uma carga concentrada unitaria em um ponto
x’. A representacdo matemaética de uma carga concentrada unitaria é dada pelo delta

de Dirac, que é definido como

d(x—x') =00 se x =X
d(x—x')=0 se X # X' (3.12)
[ ox—x)d2r=1

A razao da escolha do estado fundamental deve-se ao fato que a funcao delta de

Dirac reduz o numero de integrais de dominio, pois esta possui a propriedade

/Qf(x)é(x —x)dQ = f(x) (3.13)

para um dado ponto x’ € Q.

Considerando o estado ” x” como sendo o estado fundamental de um problema

estatico livre de forcas de corpo (b = 0), a equagao (3.11) pode ser escrita como

T Q T Q

onde Uy, e Ty, representam respectivamente deslocamentos e forcas de superficie na
direcao k, num ponto x, devido a uma forca concentrada unitaria aplicada de forma
estatica num ponto x’ numa direcdo i. Por serem solugoes do estado fundamental,
Ui e Ty sao chamadas solucoes fundamentais de deslocamentos e forcas de superficie,
respectivamente.

Devido a propriedade (3.13), a equagao (3.14) pode ser escrita como
r r Q

Esta equacao também é conhecida como Identidade de Somigliana e permite obter
os valores dos deslocamentos u em qualquer ponto P do dominio €2 do problema,
considerando-se que os valores de deslocamentos u; e forcas de superficie ¢; no contorno
da geometria e as forcas de corpo b; sao conhecidos.

Considerando que as forcas de corpo b; sao nulas, pode-se escrever:
r r
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Yy (Ponto fonte)

P (Ponto campo)

Figura 3.1: Ponto de carregamento (Q) e de deslocamento (P).

3.2 Solucoes fundamentais

Para um estado plano de tensoes as solugoes fundamentais, conforme Figura 3.1

para os deslocamentos e forcas de superficies sao dadas, respectivamente, por:

1 1
Uij (X, [L’) = %(1 - I/)(3 - 41/) IOg E(SU + RJ;R,]' (317)
Ty(X,2) = — (1= 20)0 + 2R B)OE — (1= ) (Ran; — Rng)  (3.18)
) ? - 4:7T(1 _ I/)R 1] »? 5J 8” ) J .

Note que tanto a solucao fundamental de deslocamentos quanto a de forcas de
superficie sao singulares quando o ponto fonte () tende ao ponto campo P. No caso
da solucao fundamental de deslocamentos a singularidade ¢ fraca (Inr). Ja no caso
da solucao fundamental de forcas de superficie tem-se uma singularidade forte (1/7),
conforme Brebbia and Dominguez (1989). As formas como estas singularidades serao

tratadas é mostrada na secao abaixo.

3.3 Equacoes integrais singulares

A equagao integral (3.16) foi escrita para um ponto do interior do dominio. Uma vez
que o ponto fonte é interno, a equagao contém apenas integrandos regulares. Considere
agora o limite da transicao quando o ponto fonte tende ao contorno. Esta operacao
pode ser implementada colocando o ponto fonte no contorno e diminuindo o dominio
do problema por uma regiao semi-circular, com contorno I'! e raio €, centrado no ponto
fonte, conforme mostrado na Figura 3.2. Com esta configuracao, o contorno completo

é dividido em duas partes, na forma
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Figura 3.2: Ponto fonte localizado no contorno, circundado por uma regiao semi-

circular.

I =lim (I — T+ T%) (3.19)

e—0
onde € é o raio do semi-circulo de centro no ponto fonte, pertencendo ao contorno I'

(Figura 3.2). A equacdo (3.16) é, entdo, reescrita como:

w; + lim [ Tpudl =lim | U,t;dD (3.20)
€0 Jr_r. 417 €0 Jr-r 417

A integral do lado direito da equacao (3.20) contém um integrando de singularidade
fraca da ordem In(1/r) e é integravel como uma integral impropria. A integral do lado
esquerdo tem uma singularidade forte, de ordem 1/7, que pode ser regularizada com o

primeiro termo da expansao de Taylor em torno do ponto fonte, ou seja

lim [ Ty ui(z) dI' = lim [ Ty [u(z) — Uz’(zl)] dl’ +
e—0 DT +T% e=0 Jp«

€

ui(z ) lim [ Tj; dT" +
lir% Tyui(z) dU’ (3.21)

Assumindo que os deslocamentos sao continuos no ponto fonte, o primeiro termo
do lado direito da equagao (3.21) é integravel e desaparece no processo de limite. O se-
gundo termo da equagao representa um salto nos deslocamentos dado por A;;(z")u;(z’),
no qual A;;(z’) é uma constante que depende da geometria local e das constantes elas-

ticas. Finalmente, o terceiro termo do lado direito da equagao resulta numa integral
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impropria que é calculada no sentido do valor principal de Cauchy. Portanto, quando
e — 0, o ponto fonte tende ao contorno e, no limite, a equagao (3.20) pode ser escrita

na forma

T

onde f representa integral no sentido do valor principal de Cauchy e o coeficiente ¢;;(z’)

¢ dado por dij + A;j(z'), no qual d;; representa o delta de Kronecker.

3.4 Elementos de contorno constante

A discretizacao de um contorno I, é feita dividindo-se este em N elementos geomé-
tricos de aproximacao, denominados elementos de contorno, que percorrem todo ele,
procurando reproduzi-lo matematicamente de forma aproximada.

Define-se elemento de contorno, ao ente geométrico unitario que possui forma e
funcionalidade definida por meio de seus nds geométricos.

Os nos geométricos sao formados pelo conjunto de pontos de localizacao do ele-
mento, que define a forma geométrica do elemento. Estes sao representados grafica-

77 conforme mostra a Figura 3.3. Os elementos de contorno podem

mente por um
possuir basicamente duas formas geométricas: a linear e a curva. Os elementos curvos
podem ser de geometria parabolica, ctbica, etc.

Os nds funcionais sao formados pelo conjunto de pontos pertencentes ao elemento
localizados nesses nés. Eles sao representados geometricamente por um ” @”, conforme
mostra a Figura 3.3. Estes n6s podem ou nao coincidir com os nds geométricos.

Cada elemento possui certo nimero de nos geométricos e funcionais que dependem
das funcgoes de aproximagao escolhidas ou utilizada para representar a geometria e a
funcionalidade do elemento. O caso isoparamétrico é definido quando os nés geométri-
cos coincidem com os noés funcionais. As funcoes de forma sao funcoes de aproximacao
para a geometria do contorno.

Para se discretizar um contorno em elementos constantes, utiliza-se duas funcoes

de interpolacao linear para a geometria. Estas fungoes sao dadas por:

ul) = 5, (3.23)
() = (3.24)



Figura 3.3: Ilustracao de cinco tipos de elementos: a) constante b)lineares continuos,

¢) lineares descontinuos, d) quadraticos continuos, e) quadraticos descontinuos.

As coordenadas x e y dos pontos sobre o elemento sao dadas por:

T = Ta0a(n) + Tp06(N), (3.25)

Y= ya(ba(n) + yb¢b(n)7 (326)

onde z,, Tp, Y, € yp sa0 as coordenadas dos nos fisicos do elemento.
Substituindo as Equacoes (3.23) e (3.24) nas Equagoes (3.25) e (3.26), tem-se:

(1—n) (1+n)

= dg y 2
T =Ty + 2 5 (3.27)
e
1 1+
v =1 277)+yb( 277), (3.28)
ou
po Jatm) (@ —), (3.29)
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Y= 5 + 5 (3.30)
Chamando de:
g = Lo tm) (3.31)
2
e
Yo + Y
¢, = ( : b>, (3.32)
Observando-se que:
[, = W= Ta) (3.33)
2
e
f, = W ve) (3.34)
2
obtém-se:
=&+ (lu)n, (3.35)
e
y =&+ (L), (3.36)

3.5 Formulacao dos Elementos de Contorno Discreti-

zada

Para se obter a solucao do problema elasto-estatico, o contorno é dividido em ele-
mentos de contorno. Nesta etapa do trabalho, serao utilizados apenas elementos cons-

tantes (1 né por elemento).
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Nesta formulacao serda mais conveniente trabalhar com vetores que usar notacao

indicial. Desta forma, tem-se:

u =ul

t =t (3.37)

sendo que as variaveis em negrito representam vetores de dimensoes 2N, onde N é o
nimero de nos, u® e t representam os valores nodais dos deslocamentos e forcas de
superficies, respectivamente, u e t representam os deslocamentos e tensoes ao longo
do elemento, respectivamente. Neste trabalho, u e t serao considerados constantes ao
longo do elemento.

Considere que o contorno tenha sido dividido em N E elementos de contorno cons-

tantes. Substituindo as Equac¢oes (3.37) na Equagao (3.22), tem-se

%uwf{]{i dF} uﬂ‘zﬁ{/ﬂum}ti. (3.38)

j=1
Chamando
/ Udr-a (3.39)
r
e
][T dI' = H, (3.40)
Ly
tem-se
N N
> HW =) "G, (3.41)
j=1 j=1
ou, na forma matricial
Hu = Gt. (3.42)
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Capitulo 4
Teoria de Placas

Nesta secao, serao apresentadas algumas consideragoes gerais sobre placas, in-
cluindo as defini¢coes e nomenclatura relacionadas. As hipdteses basicas em que se
baseiam as teorias de placas serao introduzidas. Uma vez introduzidas, estas hipoteses
serao relacionadas com a teoria de Kirchhoff. Com base nesta teoria, serao obtidas
as equacoes constitutivas de placas. Serd mostrado o célculo da rigidez a flexao em
direcoes arbitrarias. Além disso, serao relacionadas as variaveis referentes as trés prin-
cipais condicoes de contorno: livre, apoiada e engastada. Nao obstante, mostrar-se-a

a obtencao das equacoes diferenciais e solugoes fundamentais isotropicas.

4.1 Consideracgoes gerais

Na classificacao usual da teoria da elasticidade, existem os elementos estruturais
unidimensionais (barras, vigas e eixos), os elementos bidimensionais (as laminas, sub-
classificadas em chapas, placas e cascas) e os elementos tridimensionais, que sao solidos
onde as trés dimensoes perpendiculares entre si sao de ordem de grandeza equivalentes.

As laminas sao elementos estruturais que tém uma das dimensoes, a espessura,
muito menor em relacao as outras duas. A espessura é delimitada ao meio por uma
superficie equidistante das faces da lamina, chamada superficie média. As placas e as
cascas sao corpos sOlidos tridimensionais que apresentam a particularidade de serem
solidos limitados por duas superficies. As chapas sao laminas com superficie média
plana sujeitas a carregamento nesse plano. As placas sao laminas com faces planas e
simétricas em relacao a superficies média, plana e, sujeitas a carregamentos aplicados
perpendicularmente a esse plano, conforme Figura 4.1. Finalmente, as cascas sao
laminas com superficie média curva ou poliédrica.

Uma consideracao importante diz respeito a espessura da placa. Uma placa pode

ser classificada como espessa, delgada ou fina, correspondendo a cada classificacao um
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Figura 4.1: Placa fina.

modelo matemético especifico. Dependendo da relagao (¢/a) entre a espessura (t) e a

menor dimensao (a) medida no plano médio, a placa pode ser classificada como:

A
L] X

/ i

L .
LA
..l"l,.r_/
—_— A
X o
£
< & A
2 .
o
£
£

Figura 4.2: Dimensoes da placa

e delgada: t/a < 1/80
e fina: 1/80 <t/a<1/5
e espessa: t/a > 1/5

Em qualquer caso, a espessura pode ser constante ou varidavel. Estas dimensoes,
entretanto, foram definidas para materiais metalicos, tais como aco e aluminio. De-

pendendo das propriedades elasticas do material esta razao entre as dimensoes tem
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que ser revista. Uma definicao mais completa é baseada no efeito das tensoes de cisa-
lhamento normais ao plano da placa. Se o efeito dessas tensoes forem despreziveis no
comportamento da estrutura, entao, tem-se uma placa fina.

Outra consideracao importante a ser feita relaciona-se com a flecha. Flecha é o
deslocamento w fora do plano de um dado ponto da superficie média da placa quando
esta é submetida a um carregamento, conforme Figura 4.3. A flecha é considerada

pequena quando a relacao entre o deslocamento w e a espessura ¢ for menor que 1/5.

& Aecha (w)
Al | B
M
¥ Yo
; |

Figura 4.3: Flecha

Sob a acao de um carregamento, a placa se deforma. A superficie média acompanha
essa deformacgao, assumindo uma nova configuracao e, recebe o nome de superficie

elastica.

4.2 Hipobteses basicas

O estudo de placas segue basicamente duas teorias: a teoria de Kirchhoff (1850) e
a teoria de Mindlin (1951) ou Reissner (1944).

A formulacao cléssica de Kirchhoff para placas finas apresenta algumas hipoteses
simplificadoras. Basicamente, o uso destas hipdteses tem como aspecto principal a nao
consideracao do efeito dos esforcos cortantes nas deformagoes por flexao. Isto decorre da
hipotese de que secoes planas e normais ao plano médio permanecem planas e normais
apo6s a deformagcao. Em funcao das hipoteses apresentadas nesta teoria, assumida como
uma teoria de deformacoes impostas, pode-se deduzir que o deslocamento w depende
somente de z e y e que os deslocamentos u e v sao lineares em z.

Com base nas hipoteses adotadas, a analise do comportamento da placa é feita
em regime eléstico linear para materiais homogéneos. O equilibrio é feito na posig¢ao
nao deslocada, utilizando-se a hipotese de pequenas deformacoes. Sendo assim, se a
deflexao da placa ¢ pequena em comparacao com sua espessura, quando a mesma esta

sujeita a um carregamento g(x;y), as seguintes hipoteses podem ser adotadas:
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e Os deslocamentos normais ao plano da placa sao pequenos e as deformagoes na

direcao da espessura sao pequenas o suficiente para serem desprezadas;

e As tensoes normais atuando nos planos paralelos ao plano médio sao pequenas,
quando comparadas com as outras componentes de tensao, e podem ser despre-

zadas;

e Os componentes de deslocamento contidas no plano da placa, variam linearmente

com a espessura;

e Retas normais ao plano médio na posicao nao deformada permanecem normais
apos a deformacgao. Isto significa desprezar as deformacoes por cortante que

causam distorc¢ao;

e Nao existem tensoes de cisalhamento nas faces externas paralelas ao plano médio

da placa.

As teorias de Reissner (tensoes impostas) e Mindlin (deslocamentos impostos) para
a flexao de placas moderadamente espessas, consideram ainda o efeito da deformagao
por cortante na formulagao do problema. As hipoteses a serem consideradas por estas
formulacoes sao semelhantes aquelas apresentadas na teoria de Kirchhoff. Entretanto,
estas teorias consideram que as secoes normais ao plano médio da placa na posi¢ao nao
deformada, nao mais permanecem normais apo6s a deformacao. Isto significa incluir as

deformagoes por cortante, que causam distor¢ao na peca.

4.3 Placas de Kirchhoff

Uma vez introduzidos todos esses conceitos, pode-se relaciona-los de acordo com a
teoria de placas finas, também conhecida como teoria de Kirchhoff, na qual se baseia a
formulagao desenvolvida nesta tese. Sao assumidas algumas hipoteses simplificadoras
necessarias para se escreverem as equacoes diferenciais basicas de um elemento de placa
fina.

Com relagao ao material, assume-se:

e isotropico, ortotropico ou anisotropico;
e homogéneo;

e clastico-linear.

A placa apresenta geometria:
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e fina;

e constante
Quanto ao comportamento da placa em relagao ao carregamento, considera-se:

e 0s deslocamentos transversais sao pequenos quando comparados com a espessura

da placa (as flechas sdo pequenas);
e nao ha deformacao do plano médio da placa;

e um plano normal & superficie média da placa, antes da deformacao, permanece

normal & superficie média deformada, apds a deformacao;

e as tensoes normais e de cisalhamento na direcao transversal a placa sao despre-

ziveis.

4.4 Placas isotropicas

Considere uma placa nao carregada onde o plano xy coincide com o plano médio,
sendo assim, a deflexao em z é igual a zero, Figura 4.4. As componentes do desloca-
mento num ponto nas direcoes x, y e z sao u, v € w, respectivamente. Quando, devido
a carregamento laterais, existe deformacao, a superficie média num ponto qualquer
(Ta, Ya) tem deflexdo w. Os pressupostos fundamentais da teoria de flexdo com defle-
x0es pequenas (teoria classica de placas isotropicas, homogéneas e finas) baseia-se na
geometria das deformagoes. O deslocamento sofrido por um ponto na diregao normal

ao plano médio denomina-se deslocamento transversal.

-

Figura 4.4: Comportamento Geral de Placas.

29



4.4.1 Relacoes deslocamento-deformacao e curvatura

Como consequéncia dos pressupostos de Kirchhoff, as relagoes de extensao-deslocamento

observadas na Equacoes (2.6) e (2.9) resultam:

ou ov ow
T — 3 > - 5 2= A~ = 0 41
“Tor YT oy “7 oz (4.1)
e
Ju Ov ou Ow v Ow
m:_+_7 xz:_+—207 z:_+—:07 4.2
Ty Jdy Ox g 0z Ox Ty Jz Oy (42)
onde
Yoy = Vyzs Yoz = Vzx) Yyz = Vzy (43)
Integrando-se €, da Equacao (4.1), tem-se:
w=w(z,y) (4.4)
indicando que a deflexao lateral nao varia na espessura da placa.
Da mesma forma, integrando as expressoes de 7, e 7, tem-se:
0 0
U = _Za—z: —|—u0(f13,y), v = _28—Z+U0(xvy) (45)

Torna-se claro que ug(z,y) e vo(x,y) representam, respectivamente, os valores de u
e de v na superficie média. Conclui-se que ug = vy = 0. Assim,
ow ow
U= —2—=—; UV=—Z4— 4.6
ox dy (4.6)
Substituindo as Equacoes (4.6) nas Equacoes (4.1) e (4.2) de extensoes, obtém-se:

0w . 0w 5 0w
—2—— =—2575 ey = —2%2

or2’ v gy 90y
A curvatura plana é definida como a taxa de variagao do angulo de declive da curva

Ex —

(4.7)

em relagdo a distancia ao longo da curva. As derivadas parciais das Equagoes (4.7)
representam as curvaturas da placa. Assim, as curvaturas x na superficie média em

planos paralelos ao plano xz, yz e xy sao, respectivamente
1 0 (ow
— =\ 5| = Fa
ry Ox \ Ox

1 0 (ow



onde Kgy = Kyz.

A dltima expressao também é conhecida como a tor¢cao do plano médio em relacao
aos eixos T e .

Assim, as relagoes extensao-curvatura da placa podem representar-se na seguinte

forma.:
Ep = —2ZKg, Ey = —ZKy, Yoy = —22Kgy. (4.9)

4.4.2 Tensoes e Resultantes de Tensoes

No caso de um estado de tensao tridimensional, as tensoes e as deformagoes estao
relacionadas pela le: de Hooke generalizada, valida para um material isotrépico homo-
géneo como observado nas Equagoes (2.12) e (2.13). Substituindo €, = 7,, = V2, = 0,

obtém-se as relagoes tensao-extensao da placa fina:

E E

= m(&c —vey), Oy = 1-.2

onde v é o coeficiente de Poisson.

Oy (ey —ves), Tay = GYay- (4.10)

Introduzindo as curvaturas da placa, as Equacoes (4.10) ficam com a forma seguinte:

Ez Ez 0*w d*w
Co= T et ) = TS G TV )
B Ez (k) + )= Ez 0*w n 9*w
T Ty o\ TR =TT oy? Y a? )
Ez Ez 0*w
oy = — oy = ———— . 4.11
Toy 1— 1 — v 0xdy (4.11)

Pode-se observar que a tensao desaparece na superficie média e varia linearmente
ao longo da espessura da placa.

As tensoes distribuidas pela espessura da placa produzem momentos fletores, mo-
mentos torsores e forcas de corte verticais, Figura 4.5. Estes momentos e forcas por
unidade de comprimento sao conhecidas por resultantes de tensoes.

Da Figura 4.5, para a tensao o, tem-se:

t/2 t/2
/ 20,dydz = dy/ z0,dz = M,dy (4.12)
—1/2 —1/2

Da mesma forma, para as outras tensoes obtém-se as seguintes resultantes de tensao:

t/2
M, ;= / o, ¢zdz (4.13)
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Figura 4.5: Resultantes de tensoes.

onde M, = M,,.

Para as forcas cortantes por unidade de comprimento, tem-se:

%
{ gz }:/_;{ : }zdz (4.14)

E importante notar que apesar da teoria de placas finas omitir o efeito das de-
formacoes v,, = 7../G e v, = 7,./G na flexdo, as forgas verticais @), e (), nao sao
desprezaveis.

Substituindo as equagoes das tensoes em funcao dos deslocamentos nas equacoes
dos momentos, pode-se deduzir as formulas dos momentos fletores e torsores em fungao

das curvaturas e deflexoes.

2UJ 2’11)
M, = =Dk, +viy) = =D (5% +v5%),
M, = —-D(ky, +vk,) = —D <8271§’ + 1/‘32712”) ,
211]
My =—D(1 = v)kyy = —D(1—v)5L. (4.15)
onde D é a rigidez de flexao dada por
Et?

Substituindo as equacoes dos momentos nas equagoes das tensoes, pode-se obter as

tensoes em funcao dos momentos.

_ 12M,z _12M,z _ 12Mgy2

Oy = o
37 Y 3 3

A tens@o méaxima ocorre nas superficies superior e inferior (z = +t/2) da placa.

(4.17)

Ty

Desta analise pode observa-se que existe uma correspondéncia direta entre os momentos
e as tensoes. Conclui-se que as equacoes de transformagao das tensoes e dos momentos

sao analogas.
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A anélise do circulo de Mohr e todas as conclusoes sobre as tensdes podem ser
aplicadas aos momentos. A determinacao das tensoes o, 7,, e 7,. através da lei de
Hooke nao é possivel porque nao se relacionam com as extensoes.

Através das Equagoes diferenciais de equilibrio (2.15) as demais componentes de

tensoes podem ser calculadas da seguinte forma:

Jo,  OTyy 0Ty
_'_

Ox dy 9z 0
doy, Oty Oy
oy " or "
0o, 0T,y OTy
= 0. 4.1
0z + ox + dy 0 (4.18)

As tensoes de cisalhamento 7., e 7,, das Equagoes (4.18) depois de integrar, sao

dadas por:

—/t/2 80m+8Tmy dz = — b 5_2 g 82—11)_'_82—11}

Taz = . Ox dy °T 2(1—v%) \ 4 : or \0z2 oy )|’
V200, 0T, E 2 N[0 (Pw 0w

e [T T e m (9) [ (5 + 57| o

Pode-se observar que as distribuigoes de 7,. e 7,. na espessura da placa variam de

acordo com uma lei parabdlica.

A componente o, é obtida usando a terceira equacao de equilibrio, substituindo

para 7., € T,, e integrando.

_ L ﬁ_ﬂ_Z_FZ_g 8_2_'_8_2 82—11}_'_82—11) (420)
T - \12” 1 T3 [\a2 T a2 ) \o2 T 92 '

A tensao normal o, varia na forma de uma pardbola ctibica ao longo da espessura
da placa. As tensoes cisalhante na direcao z sao consideradas muito pequenas quando

comparadas com as outras tensoes.

4.5 Equacoes constitutivas

As componentes da tensdo (resultantes de tensdo) variam, geralmente, de ponto
para ponto numa placa carregada. Essas variacoes sao governadas pelas condigoes
de equilibrio da estatica. O cumprimento destas condigoes estabelece certas relagoes

conhecidas por equacoes de equilibrio.
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Figura 4.6: Equilibrio de for¢cas e momentos em uma placa

A Figura 4.6 mostra um elemento de dimensoes dz e dy extraido de uma placa
submetida a uma carga ¢ = ¢(z;y). Nessa figura indicam-se os esfor¢os internos por
unidade de comprimento segundo os sentidos considerados positivos.

Assume-se que a inclusao do peso da placa, sendo um valor pequeno, no carrega-
mento ¢ nao afeta a precisao do resultado. Além disso, assume-se que as componentes
de for¢a e de momento estao distribuidas uniformemente em cada uma das faces. Na
Figura 4.6, elas estao representadas por um vetor tnico de valores médios, aplicado no
centro de cada face. Com uma mudanca de posicao, por exemplo, da face esquerda
para a face direita, a componente do momento M, que atua na face negativa de x varia
em valor relativamente a face positiva de x. Esta variacao pode ser representada por

uma série de Taylor truncada.

oM,
ox

Usa-se a derivada parcial, pois M, é fungao de x e y. Tratando todas as componentes

M, +

dz (4.21)

de forma similar, obtém-se o estado das resultantes de tensao a partir da Figura 4.6.

O equilibrio de forcas na direcao w nesse elemento é dado por

1. O somatorio de forcas no eixo z

0Q,
ox

9Qy
Oy

dxdy + dxdy + qdxdy = 0 (4.22)

34



a partir do qual

0Q,  0Qy
or oy

+q=0. (4.23)

2. O somatoério de momentos sobre o eixo

OM,,
ox

M,
dzdy + 88 Ldzdy — Q,dxdy = 0, (4.24)
Y

ou

OM,, N oM,
ox dy

- Qy =0, (4.25)

3. O somatorio de momentos sobre o eixo y

oM, N oM,
oy ox

Q. = 0. (4.26)

As seguintes expressoes, equagoes (4.25) e (4.26), que sao as forgas de cisalhamento

Q) and @, podem sem expressas em termos dos momentos:

_ OM, OM,,
_ OM,, OM,
Q, = o7 + oy (4.27)

4.5.1 Equagao diferencial

Conforme mostrado por Fernandes (1974), as derivadas das Equagbes (4.15) s@o

dadas por:
OM,, Pw BPw
o -D (8:173 + V@x@gﬂ) : (4.28)
oM, Pw Pw
oy -D (0y3 + V@:)ﬂ@y) , (4.29)
oM, Pw
oM, PBPw

Substituindo as expressoes, Equagoes (4.28) a (4.31), nas Equacoes (4.25) a (4.26),

obtém-se @), e @), em funcao do deslocamento w,
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3 3
Qm = _D(a—w+ aw)v

ox3  0x0y?
PBPw PPw

Considerando-se a simetria de momentos M,, = M,,. Substituindo as Equacoes

(4.32) nas Equacoes (4.23), encontra-se o seguinte:

0*M, 0*M, *M
x 9 zy y _ .
Ox? + Oxdy + oy? a(@,y)

Finalmente, introduzindo-se as expressoes de M,, M, e M,, das Equacoes (4.15)

(4.33)

na Equacao (4.33), obtém-se

Nw NMw NMtw g
2 = =. 4.34
Ox* + 0x20y? + oy* D (4:34)

Esta é a equacao diferencial de deslocamento para analise de flexao de placas finas

baseado na Teoria de Kirchhoff. Essa equagao foi obtida por Lagrange in 1811. Ma-
tematicamente, a equagao diferencial (4.34) pode ser classificada como uma equagao
diferencial linear parcial de quarta ordem com coeficientes constantes.

A equagao (4.34) pode ser reescrita, obtendo-se:

VA(Viw) = Vi = —lq), (4.35)
onde
ot ot ot
4 _
v = oxt + 28x28y2 + oyt (4.36)

é comumente chamado de operador biharmoénico.

4.6 Calculo da rigidez a flexao em diregoes arbitrarias

Ao aplicarem-se momentos M, e M, em planos perpendiculares entre si, surgem
momentos de flexao e de torcao em dois planos arbitrarios e perpendiculares entre si.
Tomando um elemento ABCD de uma placa solicitada nas bordas por momentos M,
e M,, observa-se que, as faces desse elemento estao submetidas a M, e M,, Figura 4.7.

Como mostrado na figura 4.8, tomando-se os eixos n e t perpendiculares entre si
e, formando o angulo a com os eixos x e y, respectivamente, os momentos provocados

por M, e M, em planos paralelos a essas diregoes serao M, e M,,.
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Figura 4.7: Elemento de placa submetido a momentos nas bordas.

M X
—
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4

Figura 4.8: Elemento de placa submetido a momentos em direcoes arbitrarias.

O momento fletor M, e o momento volvente M,; sao considerados positivos pela
regra da mao direita de acordo com os eixo n e t.

Fazendo-se o equilibrio de momentos em torno do eixo t tem-se M,

M, = M,cos*a + Mysenza + 2M, sena cosa (4.37)

e, fazendo-se o equilibrio em torno do eixo n tem-se M,

M, = (M, — M,)sena cosa + My, (cos*>a — sen*a) (4.38)

Da mesma forma, a forca cortante (),, pode ser escrita como:

Qn = Qzcosa + Qysenc (4.39)
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Kirchhoff (1850), mostrou que as condigoes de contorno de forga cortante @, e
momento volvente M,,;, Figura 4.9, podem ser escritas como uma unica condicao de

contorno dada por

a]\Jnt

o (4.40)

Vn:Qn+

e R

b r‘—‘»{-"—'-l e)
s f__?[tf’“m Mns

/am :: ﬁm.a""lidl

ﬂl' Mpy +

Figura 4.9: Momento volvente no contorno. Paiva (1987)

Portanto, as condicoes de contorno de deslocamentos sao a deflexao w e a rotacao

g—: e as condi¢oes de contorno de carregamento sao a for¢a cortante equivalente V,, e o

momento fletor M,,.

4.7 Condicoes de contorno

Para solucionar o problema de placas, é necessaria a prescricao das condigoes de
contorno do problema em questao. Considerando-se o sistema de coordenadas genérico
nt, conforme Figura 4.9, as condi¢oes de contorno podem ser estabelecidas segundo a

Tabela 4.1 abaixo:

Tabela 4.1: Condigoes de contorno.

Condigoes de contorno Conhecidas Desconhecidas
Engastada w =10 g—: =0 V. M,
Apoiada w=0 M,=0 g—;’; V.,
Livre V,=0 M,=0 w v

Com relacao as condicoes de contorno, a teoria de Kirchhoff determina que apenas

duas condicoes sao suficientes para a completa determinacao de w.
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4.8 Solucgoes fundamentais isotrépicas

Na formulagao das equagoes integrais do método dos elementos de contorno, por
meio do teorema da reciprocidade, dois estados de tensao num corpo sao relacionados.
Um estado de tensao, é conhecido e, o outro necessita ser determinado. O estado a ser
determinado esta relacionado com o problema a ser resolvido, ou seja, com a analise
a ser realizada. O problema a ser resolvido pode ser representado por um meio, um
corpo ou uma pec¢a mecanica, o qual tem geometria, carregamentos e condigoes de
contorno definidos. O estado conhecido é dado pela resposta de um corpo de dominio
infinito, cujas propriedades do material sao as mesmas do estado a ser determinado
a aplicacdo de uma carga concentrada unitaria e pontual. A esta resposta, é dado o
nome de solucao fundamental.

A formulacdao do método dos elementos de contorno requer o conhecimento da
solucao fundamental. No caso particular de placas, a solucao fundamental é dada pelo
deslocamento w em um ponto P(z,y) qualquer do dominio, chamado de ponto campo,
devido a aplicagdo de uma carga unitaria ¢ em um ponto Q(xg, yo) qualquer, chamado
ponto fonte conforme Figura 3.1.

A solucao fundamental do deslocamento transversal de placas fletidas é calculado
fazendo o termo nao-homogéneo da equagao diferencial (4.34) igual a uma forca con-
centrada dada por uma fun¢ao delta de Dirac §(Q, P). Esta solu¢do fundamental é
dada por:

* L
w* = 87rD22r (logr), (4.41)

onde r* = [(x — 1) + (y — yo)?] € a distancia do ponto fonte ao ponto campo. Essa

escolha, deve-se ao método dos elementos de contorno exigir a utilizacao de diversas
derivadas da solucao fundamental w. As demais solucoes fundamentais, derivadas desta

conforme Paiva (1987), sdao dadas por:
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o= L ma)=34 v+ 201 — v)(sr)?, (4.42)

47

m = —é[z(n.r)z(l —v)+2v+ (1+v)(1+2logr)], (4.43)
087’:’; _ 87&)22 (nr)r(1 + 21og )], (4.44)
g“ﬂ’: _ -87&2 (nr)r(1 4 2log ], (4.45)

g:,f S 4;2 (—mn + 2(nr)(nr)(3 — v) +
. 21 er)(ms(n) + ma)er) - 4nn)naen). (140
= -2 (-mn o+ mr(an))(1 - v) + (14 ) (4.47)
;:g’; S 4&)22 nr(n.r) + (m.n) log 7). (4.48)

onde n é o vetor unitario normal ao contorno no ponto campo, m é o vetor unitario
normal ao contorno no ponto fonte, s é o vetor unitério tangente ao contorno no ponto
fonte e r é o vetor unitario na direcao da reta que passa pelo ponto fonte e ponto

campo.
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Capitulo 5

Equacoes do Método dos Elementos
de Contorno para Placas de Kirchhoft

Neste capitulo, serd apresentada de forma detalhada a formulacao para obtencao
da equagao integral de contorno e a solugao do sistema de equagoes para os N nimeros

de elementos.

5.1 Formulacao integral

Para a determinacao da equagao integral para pontos do dominio da placa, seja
uma placa de dominio finito 2 e contorno I' contida em outra de dominio infinito Q. e
contorno I'y,. Conforme a Figura 5.1, a placa finita esta4 submetida a um carregamento

q distribuido em uma area €, Paiva (1987).

Figura 5.1: Placa finita contida em uma placa infinita.

O teorema de Betti, Kane (1993), é obtido considerando-se que a placa de dominio
finito é submetida a dois carregamentos nao simultaneos q e ¢*, associados a superficies

elasticas w e w*, respectivamente. Sao identificados dois estados de tensao o e ¢*, com
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seus respectivos estados de deformacao € e €*. Podemos relacionar dois estados de

tensao-deformacao de um material linear como:

/O’;}Eide:/UUEE ). (51)
Q Q

Escrevendo o lado direito da Equacao (5.1) na notagao de von Karman, temos:

/ 0ije5dQ = / (0ots + 0yE) + 0265 + TayViy + TaVar + Tyesz) dS2 (5.2)
0 0

Desconsiderando as tensoes normais a superficie média da placa, a Equagao (5.2) é

escrita como:

/ 0ije;;dQ = / (0ue) + 0yey + Tays,) dS2 (5.3)
0 Q

Substituindo as Equagoes (2.21) e (2.23) na Equacao (5.3), pode-se escrever o pri-

meiro termo da integral do lado direito da Equacao (5.3) como:

. 8w 8w 8w Pw
/(;O'x&?de :/Q |i/ (3118 3 —|—Blga 3 +2Bl68 8 ) ( 8{1,’2) dZ:| dS). (54)

Integrando (5.4) ao longo da espessura da placa, tem-se:

. 0w 0w 0w
/anedez/ (Dua D) +D128 3 +2D168{L’—8y) 8{1,’2 /mw . (55)

Para obter as equagoes do método dos elementos de contorno, é necessario trans-
formar as integrais de dominio em integrais de contorno.

Considere duas fungoes f(x) e g(x). A derivada de seu produto pode ser escrita

como:
9 _ Of(x) 9g(x)
2 pwygtan) = 2210 gy 1 29 iy (5:5)
Usando a propriedade de deriva¢ao (5.6) na Equacdo (5.5), pode-se escrever:
.0y 0 ow* ow* Omy,
/anade = —/Q {% (mm e ) ~ 0w O } Q. (5.7)

Usando o teorema de Green (Kane, 1994), a Equacao (5.7) pode ser escrita como:

. ow* ow* Om,
/anz—:xdﬂ— —/me% cos adl’ + S r— Q. (5.8)

Aplicando a propriedade de derivagao (5.6) no segundo termo do lado direito da

Equagao (5.8), tem-se:
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Depois, usando o teorema de Green, pode-se escrever:

. ow* L Om, Py,
/ansxdﬂ—/r<—mxa—$ cos o+ w a—gjcosa) dF—/Qw o2 ds. (5.10)

Seguindo um procedimento similar, podemos mostrar que:

ow* om ?m
o 5*dQ:/ (—m —sina + w*—~ sina) dF—/w* Yds, 5.11
/Q Y r oy Ay o Oy G11)

/ * dS) / m _8w* cos m _01,0* sin v + <Oy sin o+
Tay Yy = e Q= My ! w o
Q vy I Y 0y Y Ox Ox

OMyy P*m
p— Ir— | 2w* Y40 12
w o cos a) d /Q w 900y d (5.12)

Assim, a Equacao (5.3) é escrita como:

/ - 4O / ow* N ow* N ow* N
0i6d = — My —— COS & + My —— Sin & + My —— COS v
o Y r Oz ! oy ! oy

ow* . . om,  Omyg, . Omy,  Omyg,
Mgy o sma) dF+/Fw {(cosa o + 3y )(sma 3y + o )]df

. [ 0*my Pmy,  *m,
/Fw ( 52 +28a70y + oy )dr. (5.13)

Substituindo as Equagoes (4.25) e (3.5) e usando a Equacao (4.39), a Equacao

(5.13) pode ser escrita como:

/ o+ 4O / ow* N ow* N ow* N
0;65d§) = — My —— COS & + My, —— sin & + M, —— cos «
Q Y r Ox ! oy ! oy

mxyﬁa%sina) dr + /F w*gndl + /Q gw*dq. (5.14)

Da relacao entre dois sistemas de coordenadas (z,y) e (n,s) tem-se:
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ow*  ow* ow*

B = o cosa — s sin a,
ow*  Jw* ow*
52 = (;:; sina + 52 cos a. (5.15)

Substituindo as Equacoes (5.15) na Equacao (5.14) tem-se:

/ er.d) / ™M, COS Owr CoS o dur sino | +
0ii65:dS) = " «o — 1
Q Y T 8” 88

i ow* . n ow*
m,, sin « sin o
v on O0s

+ v + o’ +
COS & Mgy COS (X sin «v COS (v
v on O0s

Mgy SiD ¢ Ou cos o — Ow sin o dF+/w*qndF+/gw*dQ. (5.16)
on Js T QO

Depois de algumas manipulacoes algébricas, a Equacgao (5.16) pode ser reescrita

COomo:

ow*
/ €AY = / { (mx cos® a + m,, sin® a + 2m,, sin a cos a) +
QO T on

ou
O0s

[May (cos® a — sin® a) + (my, — m,) sinacos a } dl’ +

/w*qndf+/gw*d9. (5.17)
r 0

Substituindo as Equacoes (4.37) e (4.38) na Equagao (5.17), tem-se:

ow* ow*
R i - — “1dl *d). d
/ngfud /F(mn o + My Ep Gnw ) d +/ng d (5.18)

Calculando o segundo termo da primeira integral do lado direito da Equagao (5.18),

temos:

r
2 Om,, s

I r 88

/ LA SO w*dr, (5.19)
T 85

onde I'y e 'y sao as coordenadas dos extremos do contorno onde a integracao esta sendo
realizada.

No caso de um contorno fechado sem canto, isto ¢, a funcao que descreve a curva de
contorno e suas derivadas sao continuas, o primeiro termo do lado direito da Equagao

(5.19) desaparece. No caso onde ha cantos, a Equacdo (5.19) pode ser escrita como:
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ow* e om
ns dr — . *. - ns *dF, 9
/F Mins— = ;R e (5.20)

onde

R, =m}, —m,, (5.21)

e 0s termos we,, M\, , m,, sao, respectivamente, os valores de deslocamentos e mo-

mentos depois e antes do canto ¢ da placa (Figura 5.2), N, é o nimero total de cantos

no contorno, conforme Paiva (1987).

X
y
Z N
N
N
N
O\
N //6
Z
N < N
SN\ I =s 1 7 -
N y s rn*ns

Figura 5.2: Canto ¢ do contorno da placa.

Das Equagoes (5.18) e (5.20), pode-se escrever:

ow*  Om al
endQ) = W — My —— "2 ) dr Rew *dQ.  (5.22
/Qajew /F<q W= My ) ‘l'; zwcl+/ggw (5.22)

Das Equagoes (5.22) e (4.40), tem-se:

ow* e
LerdQ) = Vow* —m,—— | dl' R, w’ *dQ. 5.23
/Qajgw /1“< w' —m 8n> —l—; chl+/ggw ( )

Seguindo um procedimento similar aquele usado para obter a Equacao (5.23), o

lado esquerdo da Equagao (5.1) pode ser escrito como:

ow* Ne
i€id) = Viw — my—— | dI’ R* w,. “wdS. 5.24
O (o S Ly
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Substituindo as Equacoes (5.23) e (5.24) na Equagao (5.1), pode-se escrever:

* ow * _
/F(Vnw — My —— o )dF—l—ZRclwc +/ng dQ) =
ow
/ (V*w M= ) dl’ + Z R we, + / g wdSQ. (5.25)
r Q

A Equacao (5.25) relaciona dois estados de um material elastico. Para aplicar esta
equacao para resolver problemas de flexao, precisamos considerar um dos estados como
conhecido e o outro como o estado que queremos analisar. Para obter a equagao integral

de contorno, o estado conhecido é ajustado para que a integral de dominio dada por:

/ g wd (5.26)
Q

desaparega. Usando as propriedades da funcao delta de Dirac 6(P,Q), de forma que
g* = 0(P,Q), a integral (5.26) ¢é escrita como:

[ ar.@upyiar) = w@Q) (5.27)

onde ) é o ponto onde a carga é aplicada, conhecido como ponto fonte, e P é o
ponto onde o deslocamento é observado, conhecido como ponto campo. O estado
correspondente a um material linear sob carregamento de uma funcao delta de Dirac é
conhecido como um estado fundamental e as variaveis da Equacdo (5.25) relacionadas
a este estado (w*,V* e m*) sao conhecidas como solugoes fundamentais, as quais sao
calculadas analiticamente a partir da Equagao (4.42).

Considerando o estado "*"como o estado fundamental, a Equagao (5.25) pode ser

escrita como:

K@)+ | {VJ@,P)w( )= mi(Q, P) <P>] IT(P) + 3" R:(Q. Phun(P) -

i=1

[ i@ ) = mp) @, ar +2Rcz (@Q.P) +

/Q g(P)w*(Q, P)dS. (5.28)

A Equacgao (5.28) é a equagao de placas finas para deslocamentos em pontos do
dominio da placa. Esta equagao fornece deslocamentos em todos os pontos do dominio

da placa a partir das cortantes equivalentes (V},), momentos de flexao na dire¢ao normal
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(my,), reacao de canto (R, ), deslocamentos (w) e rotagoes em relag¢ao a normal (Ow/0n)
conhecidos no contorno.

A constante K é introduzida para se considerar que a funcao delta de Dirac pode
ser aplicada no dominio, no contorno ou fora do dominio. Se a fungao delta de Dirac

é aplicada em um ponto onde o contorno é suave, entao K = 1/2. As variaveis da

Ow(P)
on

V,(P). Para uma dada condigao de contorno, algumas destas variaveis sao conhecidas

equacao (5.28) sao deslocamentos w(P), rotagoes , momentos m,(P), e forgas
e outras desconhecidas. Para se ter um niimero de equacgoes igual ao nimero de variaveis
desconhecidas, é necessario escrever a equagao integral correspondente a derivada do
deslocamento w(Q) em relacao ao sistema de coordenadas cartesiano fixo no ponto
de origem, isto é, o ponto onde o delta de Dirac do estado fundamental é aplicado.
As direcoes dos eixos deste sistema de coordenadas sao coincidentes com as direcoes
normal e a tangente ao contorno no ponto fonte. Para problemas de flexao em placas
isotropicas tem-se que a equagao integral de contorno escrita em termos de quatro
valores de contorno basicos, isto é, deflexdo w, inclina¢do da normal dw/0dn, forca
cortante V,, e momento fletor m,,. Em um problema bem colocado dois destes quatro
valores sao incognitas do problema e dois sao condicoes de contorno conhecidas.

Pode-se verificar que num problema de flexao em placas ha sempre duas incognitas
a serem determinadas em qualquer ponto do contorno e consequentemente, a solugao
do problema requer que uma segunda equacao seja estabelecida.

A segunda equagao integral de contorno é obtida da derivada da Equagao (5.28)
em relagao a direcao ny; normal ao contorno no ponto fonte e também corresponde a

solugao do binéario unitario.

%81;72?) +/ BZ:(Q Plw(P) — %mf‘(Q,P)g—:(P)} dT(P) +
:Zzaé%;f%@,mwci(p): [{P 2 @ P = matpr 2 [ @, L) +

Z Rel(P

E importante dizer que é possivel usar apenas a Equacao (5.28) em uma formulagao

) + A()gzr(Q,P)dQ. (5.29)

de elementos de contorno usando como pontos fonte os nés do contorno e um nimero

igual de pontos externos ao dominio do problema.
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5.2 Equacao Matricial

Com o objetivo de calcular as variaveis de contorno desconhecidas, o contorno I'
¢ discretizado em N, elementos e as variaveis de contorno w, dw/dn, m, e V, sdo
assumidas com uma variagao constante ao longo de cada elemento. Tomando um né d
como o ponto fonte, as equagoes (5.28) e (5.29) podem ser escritas na forma matricial

COomo:

(d)
w NE id i,d i
i,d i,d w(®
2 i=1 H2(1 : H2(2 ) g

Aw(® on
onq
NE id id) T i NC id
ivd ’i,d i ’i,d c
i=1 Ggl ) Géz : i m%) i=1 Cé :

NC (i,d)
F | P
) o (RO (5.30)

onde NC sao nameros de cantos. Os termos da equagao (5.30) sao integrais dadas por:

Hy? = / Vyrdr, HEY = — [ mzdr, (5.31)
HD — T 2 A " qr 5.32
21 T anl ) 22 r, anl ) ( )
(,d) * (i,d) ow*
i r 071
ow* 0 Om*
Gl — dT’ Gld — = Z0ngr 5.34
21 T 877,1 ) 22 r, 877,1 877,1 ) ( )
) OR*
o = R Oy = 2 5.35
1 c) 2 8”1 ) ( )
P = / Frdr, Py = / Grdr. (5.36)
T T

g9 g

As integrais observadas acima, podem ser definidas como: fracas, fortes ou hipersin-
gulares, quando o elemento que esta sendo integrado localiza-se no ponto fonte. Neste
trabalho, estas integrais sao tratados analiticamente, como mostrado por Paiva et al.
(2003).

A equagao matricial (5.30) tem duas equagoes e 2N E+ NC' variaveis desconhecidas.

Para se obter um sistema linear solucionavel, o ponto fonte é colocado sucessivamente
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em cada noé do contorno d = 1,..., NE bem como em cada noé de canto d = NE +
1,..,NE+ NC. E importante notar que enquanto ambas as equacoes, (5.28) e (5.29),
sdo usadas para cada no6 de contorno (fornecendo as primeiras 2N E equagoes), somente
a equagao (5.28) é usada para cada canto (fornecendo outras NC' equagbes). Entdo, a

seguinte é obtida:

H R/ Wy, G P,,
H' R/ W - G’ { Vbn Vc }"‘ P ) (537)

onde, wy,, contém o deslocamento transversal e a rotacao de cada n6 de contorno, Vy,

contém a forca cisalhante e o momento torsor de cada nd de contorno, Py, contém a
integral de dominio para cada né de contorno, w. contém o deslocamento transversal
de cada canto, V. contém a reagao de canto para cada canto, P, contém a integral
de dominio para cada canto. Os termos H', C’, R’ e G’ sao matrizes que contém os
respectivos termos da equacao (5.30) escritos para os N, nos de contorno. Os termos
H", C", R’ e G” sao matrizes que contém os respectivos primeiros termos da equacao
(5.30) escrita para os N, cantos.

A equacao (5.37) pode ser reescrita como:

Hw =GV + P, (5.38)
onde,
H/ Rl
H= [ ] , (5.39)
H// R//
W = { Won } (5.40)
We
G C
G = ) (5.41)
G// C//

Vbn
V:{ v } (5.42)

an
po{re o

Aplicando as condicoes de contorno, a equagao (5.37) pode ser rearranjada como:

Ax=Db (5.44)

que pode ser resolvida pelo procedimento padrao para sistemas lineares.
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Capitulo 6

Transformacao das Integrais de

Dominio em Integrais de Contorno

6.1 Introducao

A aplicacao do método dos elementos de contorno requer, preferencialmente, que
a solucao fundamental para o problema em consideracao seja conhecida. Essa solucao
fundamental deve levar em conta todos os termos da equagao governante de forma a
obter uma formulacao onde apenas o contorno é discretizado. Quando isso nao for
possivel, os termos nao considerados na obtencao da solu¢ao fundamental produzirao
integrais de dominio que preferencialmente, devem ser transformadas em integrais de
contorno. A primeira alternativa é fazer a transformacao exata da integral de dominio
em integral de contorno. Porem, isto s6 é possivel quando os termos nao considerados
sdo fungoes apenas da geometria (carregamento distribuido, por exemplo). A segunda
alternativa é transferir os efeitos da integral de dominio para o contorno usando-se o
método de elementos de contorno de integracao radial. A terceira alternativa é trans-
formar os efeitos da integral de dominio para o contorno usando-se integracao analitica.
No caso deste trabalho, as cargas distribuidas serao transformadas por transformacao
exata, enquanto que os termos de inércia serao transformados usando o método de
integracao radial.

A forca de corpo é representada pela equacao abaixo:

b= g+ oh 6.1)

onde g denota a carga distribuida e pht representa o termo de inércia, sendo h a

espessura e o a densidade do material.
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6.2 Transformacao Exata

Como pdde ser observado nas Equagoes (5.28) e (5.29), ha integrais de dominio
na formulagao devido a carga distribuida no dominio e aos termos de inércia. Estas
integrais podem ser calculadas por integracao direta, através de células na area €,
Figura 4.1. Contudo, a formulagao dos elementos de contorno perde seu principal
atrativo que é a discretizacao somente do contorno. Neste trabalho, as integrais de
dominio oriundas das cargas distribuidas sao transformadas em integrais de contorno
por uma transformacao exata.

Considere a placa da Figura 4.1 sob um carregamento g aplicado em uma area €.
Assumindo que o carregamento g tem uma distribui¢ao linear (Ax + By + C') na area

(1,, a integral de dominio pode ser escrita como:

/ quw*dQ) = / (Ax + By + C)w” pdpdf, (6.2)
Qg Qg

ou

/ qw*dS) = // (Az + By + C)w* pdpdd, (6.3)
Q, 0 Jo

onde, r & o valor de p em um ponto do contorno I'y.

Definindo F™* como a seguinte integral:

F* = / (Az + By + C)w" pdp, (6.4)
0

pode-se escrever:

/ gw*dQ = /F*d@. (6.5)
Q, 0

Considerando um angulo infinitesimal df, Figura 6.1, a relacao entre o comprimento

do arco rdf e o comprimento infinitesimal do contorno dI', pode ser escrito como:

6
COS ¥ = d—ﬁ’ (66)
2
ou
) (6.7)

Usando as propriedades do produto interno dos vetores unitarios n e r, indicados

na Figura 6.1, podemos escrever:

nr

do = =—dr. (6.8)
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Figura 6.1: Transformacao da integral de dominio em integral de contorno.

Finalmente, substituindo a Equagao (6.8) na Equagao (6.5), a integral de dominio

da Equacao (5.28) pode ser escrita como uma integral de contorno dada por:

F*
/ gw*dQ = | —n.rdl. (6.9)
QQ FQ r
Sabendo que
x = pcost (6.10)
e
y = psinb, (6.11)
O termo de dominio da Equacao (5.29) pode ser escrito como:
8 *
gSd0 = /G*de, (6.12)
Qq ony 0
onde

*

ow

8n1

G = / (Az + By + )2 pdp (6.13)
0
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6.3 Meétodo da integracao radial - RIM

O RIM aproxima a forga de corpo b como uma soma de M produtos de fungoes de

aproximacao f™ e coeficientes a determinar 4, ou seja:

M
W)=Y e (614
m=1
para as fun¢oes de aproximacao baseadas puramente em funcoes de base radiais, ou:
M
b(P) = vafm%—a:):%—byjtc (6.15)
m=1

M M M
AT = A Ym = A" =0 (6.16)
m=1 m=1 m=1

para as fungoes de aproximacao expandidas por polinomios.

A integral de dominio da equagao (5.28) pode ser escrita como:

M
P@Q) =) " | f"w'(Q P)pdpdd (6.17)
m=1 g

ou

M r
A oy dpdf .
P(Q) mZ:lv /9/0 fmw*(Q, P)pdpds, (6.18)

onde 7 é o valor de p em um ponto no contorno I'y (ver Figura 6.1):
Definindo F™(Q) como:

Fr@Q = [ 17w (Q.P)od. (6.19)
0
pode-se escrever:

P@ =" [ Fr@a. (6.20)

Substituindo a equacao (6.8) na equacao (6.20), a equacao integral de dominio da

equagao (5.28) pode ser escrita na seguinte integral de contorno dada por:

r

P(Q) = Zw/r FQ) 1 var. (6.21)

Seguindo procedimentos similares aos usados para obter a equagao (6.21), o termo

de dominio da equacao pode ser escrito assim:
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M

Py(Q) = /Q b%ﬁ’P)dQ:Zym /F GmT(Q>n.rdF, (6.22)
g m=1 g
onde
T a * P
6@ = [ D (6.23)

Assim, a integral de dominio da equagao (5.30) pode ser escrita como:

P Mo N (0 dm)
b (=272 ) [ (6.24)
2 m=1 i=1 | P2

onde

r r

. F(d,m) m G(d,m)
pgd’ ) — / n'rdr’ pgd’ ) — / nrdF (625)
Fi Fi

ou, na forma matricial, como:

24!
i
P@ = [ 2 Qnrdr [ EQnrar .. [ 2Qnrr {7

s T

Tm
(6.26)

Para calcular ~,,, € necessario considerar a forca de corpo em M pontos do dominio
e do contorno. No caso deste trabalho, estes pontos sao os nés do contorno e alguns

pontos internos. Assim, a equagao (6.14) pode ser escrita como:

b =Fy (6.27)

e v pode ser calculado como:

v =F"'b, (6.28)

Substituindo (6.28) na equagao (6.26), tem-se:

PQ = [ 2@nrdr [ B@nrdr .. [, 5 @nrdr |Fb.

T

(6.29)

Escrevendo a equagao (6.29) para todos os pontos do dominio, isto é, todos os nos

do contorno e pontos internos, tem-se:
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P =RF 'b = Sb, (6.30)

onde S = RF™!, P ¢ um vetor que contém os valores de P(Q) em todos os pontos
fontes Q e R & uma matriz que contém todos os valores das integrais (6.29) quando
esta equacgao é escrita para todos os pontos fontes Q).

As fungoes de aproximacgao f™ serao fungoes de base radial escritas em termos de R,
onde R é a distancia entre o centro S da funcao de base radial e o ponto de integragao

P. Da Figura 6.2, pode-se escrever:

Figura 6.2: Posicao dos pontos no dominio.

R = /p*+ 12— 2pl cos 3, (6.31)

onde [ é a distancia entre os pontos S e () e S é o angulo entre p e [.

Como consequéncia do uso das fun¢oes de aproximacao, o custo computacional do
RIM ¢é alto, uma vez que, as integrais dadas pelas equagdes (6.19) e (6.23) nado podem
ser calculadas analiticamente para a maioria das fungoes de aproximacao. Por exemplo,

se f™ = R, a equacao (6.19) é escrita como:

Q) = / 1/ P2 + 12 — 2pl cos B log (cap) p’dp, (6.32)
0

onde ¢ e ¢y sao coeficientes que nao dependem de p. A integral da equagao (6.32) nao
pode ser calculada analiticamente. O calculo numérico desta integral torna mais alto
o custo computacional do RIM, uma vez que no DRM nao se faz nenhuma integragao

numeérica na transformacgao da integral de dominio em integrais de contorno.
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A vantagem mais interessante do RIM sobre o DRM para formulagoes que envolvam
materiais anisotropicos é que as fungoes de aproximacao f,, podem ser escolhidas livre-
mente, pois 0 RIM nao usa as solucoes particulares w,, obtidas da equacao diferencial
(4.34).

Estas solucoes particulares sao necessarias no DRM, o que restringe a escolha das
fungoes de aproximagao devido a complexidade da equagao (4.34).

Neste trabalho foi usada como funcao de aproximacao de base radial denominada

spline de placas finas que é dada por:

fims = R?1log (R). (6.33)

Alguns trabalhos da literatura Golberg et al. (1999) mostraram que esta fungao
possui uma alta taxa de convergéncia quando usadas na forma aumentada por polino-
mios, ou seja, quando a aproximacao da for¢a de corpo é dada pelas equagoes (6.15) e
(6.16). Neste caso ela é chamada de fungao spline de placas finas aumentada, ou ATPS

(augmented thin plate spline).

6.4 Meétodo de Houbolt

O método dos elementos de contorno de integragao radial sera aplicados ao calculo
dos campos de deslocamentos para problemas transientes no dominio do tempo. A
integracao no tempo sera realizada utilizando o método proposto por Houbolt (1950)
por ja ter sido mostrado por Loeffler and Mansur (1987) que o método de Houbolt é
o mais apropriado para se usar a integracao direta no tempo junto com o método dos
elementos de contorno de integragao radial. Uma importante caracteristica do método
de Houbolt é que ele tem um alto amortecimento numérico. Este amortecimento torna
os resultados obtidos pelo método dos elementos de contorno de integragao radial mais
suaves que os obtidos por outras formulagoes do método dos elementos de contorno
aplicadas a elasto-dinamica, Fedelinsk et al. (1996) e Chirino et al. (1994). Porém,
o amortecimento numérico pode ser reduzido usando-se passos de tempo menores.
Algumas vezes, para se conseguir reduzir o passo de tempo e obter uma maior precisao
dos resultados é necessario refinar a malha ou aumentar o nimero de nés internos.

Considere que as unicas forgas de corpo presente num corpo de dominio €2 e contorno

I' sao devido ao campo de aceleracao 1, ou seja:

b = phii. (6.34)

O esquema de Houbolt esta enquadrado entre os métodos de multiplos passos, pois

0 mesmo nao se utiliza apenas dos valores do passo anterior para determinar os valores
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atuais e sim de trés outros passos passados. Para se proceder a integracao no tempo
durante um periodo T, este periodo é dividido em N intervalos iguais At (T = NAT).
A aceleracao em 7 + A7 é aproximada pela expressao de diferencas finitas:

, 1
UryAr = p (2uT+AT - 5uT + 4uT—AT - uT—2AT> . (635)

onde: 7+ AT — passo de tempo atual; 7 — passo de tempo imediatamente anterior
ao passo atual 7+ A71; 7 — AT — passo de tempo imediatamente anterior ao passo T;
T—2AT — passo de tempo imediatamente anterior ao passo 7 — A71; AT — intervalo
de tempo entre passos consecutivos de tempo.

Desde que u,, u,_a, € u,_sa, sejam conhecidos, pode-se calcular u,; A, através de

um sistema, da forma:

AXT-‘,—AT =Yr+ar (636)

onde X, A, € 0 vetor de variaveis desconhecidas e y.,a, ¢ 0 vetor de variaveis conhe-
cidas, sendo que seus elementos sao calculados a partir dos valores de u dos passos de
tempo anteriores e das condi¢oes de contorno no tempo 7 + Ar.

Uma vez que o sistema (6.36) é resolvido, o vetor u, s, é conhecido e a solugao

pode entao ser encontrada para o proximo passo de tempo.
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Capitulo 7

Associacao de Macro-elementos Via
Sub-regioes do MEC

7.1 Introducao

Neste capitulo, os aspectos finais da implementacao serao abordados. Até o mo-
mento as duas formulagoes, de elasticidade plana e placas finas, foram apresentadas
paralelamente ao longo dos capitulos 2 a 5. A contribui¢ao deste trabalho decorre da
associacao das formulagoes anteriormente descritas sob o aspecto estatico e dinamico e,
além disso, calcular o campo de deslocamento para problemas transientes no dominio
do tempo desenvolvido por Hoefel (2006). As se¢oes a seguir, tem a intengao de agru-
par estas formulacoes em uma s6 e dar os detalhes finais a respeito da implementacao
da formulagao para associacao de placas no espaco.

A analise de estruturas tridimensionais formadas por elementos estruturais planos
é feita admitindo-se que cada elemento que compoem essas estruturas seja analisado
como um macro-elemento. A principal caracteristica deste macro-elemento, é a super-
posicao do estado plano de tensao e de flexao de placas finas.

As equagoes integrais de flexao de placas finas e estado plano de tensao em um
macro-elemento sao discretizadas em elementos de contorno constantes. Em seguida,
a técnica de sub-regioes é aplicada no desenvolvimento da formulagao para associagao
de macro-elementos no espaco. O sistema algébrico para a estrutura é obtido através
da associacao dos sistemas de equacoes de cada macro-elemento individual. A juncao
destes sistemas de equacoes é feita através de imposicoes de equilibrio e compatibilidade

de esforcos e deslocamentos entre as interfaces (arestas comuns).
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7.2 Formulacao do macro-elemento.

O objetivo desta secao ¢ desenvolver um elemento estrutural plano que contenha
simultaneamente comportamento de elasticidade plana (membrana) e de placa. O
elemento plano, denominado macro-elemento, ¢ obtido a partir da discretizacao das
equacoes integrais de contorno desenvolvida ao longo desta tese. As equacoes integrais
obtidas sao transformadas, depois da discretizacao, em um sistema de equagoes line-
ares onde as incognitas sao deslocamentos, rotacoes, forcas de superficie e momentos
em nos do contorno, pontos internos e em cantos dos macro-elementos. Aplicando-se
as condicoes de contorno e resolvendo o sistema de equacoes resultantes obtém-se as

variaveis desconhecidas da estrutura formada pelos macro-elementos.

7.2.1 Equacgoes Algébricas do Macro-Elemento

Seja ¥ um ponto genérico de um macro-elemento, Tanaka et al. (1998), como apre-
sentado na Figura 7.1. O campo de deslocamentos e esfor¢os para o ¥ é composto de
quatro variaveis relacionadas a superposi¢ao dos estados plano de tensao e flexao de
placas finas. Nas equacoes integrais da elasticidade plana, as variaveis do problema sao

os deslocamentos u; e uy e dois esfor¢os de superficie ¢; e t5. Nas equagoes integrais

ow
) on?

Uma vez que nao existe graus de liberdade nos cantos na formulacao de elasticidade

de placa, as variaveis relacionadas sao w V, e M, e sao definidas no Capitulo 3.

plana, os cantos sao considerados livres no macro elemento (R. — 0). O vetor u ¢é
definido como o vetor de deslocamentos do macro-elemento em um ponto genérico ¥ e

seus termos sao organizados da seguinte forma:

T3

Vi, o )

v

-
U2, tz / A
Jw
xl/ S My,

uy, 1y

Figura 7.1: Deslocamentos e esforcos em um n6 genérico ¥ de um macro-elemento.



e o vetor t é definido como o vetor de esforcos do n6 W do macro-elemento e é dado

por:

M,

(7.2)

O seguinte sistema algébrico pode ser montado para um dado ponto fonte sendo

um n6é do contorno, com o contorno do macro-elemento com NC' cantos discretizado

em NFE elementos de contorno constantes.

(d)

Uy
(d) NE

1 Us
2] w@ +;

ow(@

on
gii gz 0 0 i

NE

Z g1 g2 0 O to
i1 0 0 g7 91 Va

0 0 931 9% M,

hir haz
ho1  hao
0 0
0 0

NC

2

i=1

0 0
0 0
By b
By by
0
0
C}i’d)
Cz(i,d)

Uy

U2

ow
on

Caso o ponto fonte seja um ponto interno, a equagao 7.3 é escrita como:

(d)

Uy NE
gty
W@ i=1
t
NE gu g1z 0 0
to
Z g1 g2 0 0
=1 w w Vn
0 0 911 913 M,

Caso o ponto fonte seja um canto, a equagdo (7.3) é escrita como:

([ w1 )

cw® + Z

i=1

hir hig
ho1  hag
0 0

NC
2

i=1

60

0 0
0 0
hir hip
0
0
C}i’d)

U1

U2

on

e

. (7.3)



§ gt " S Ci @) 4+ P 7.5
2 [911 912} M, +;<1 wc>+ 3. (7.5)

Os termos nao nulos da primeira e segunda linha das matrizes (7.3) e (7.4) s@o
referentes as equagoes integrais do estado plano, enquanto que os termos nao nulos da
terceira e quarta linha da equagdo (7.3) e terceira linha da equagao (7.4) referem as
equagoes integrais de flexdo de placas representadas pelo indice w. A equagao (7.5)
é referente ao deslocamento do canto na direcao transversal ao macro-elemento. Nas
matrizes, observa-se que, os estados plano de tensao e o regime de flexao de placa
estao desacoplados e, as equacoes finais encontradas sao independente. O acoplamento
destas equacoes se da quando dois macro-elementos pertencentes a planos diferentes

estao acoplados a uma mesma interface.

7.2.2 Montagem do sistema de equagoes

Apos as integracoes das equacoes integrais dos problemas da elasticidade plana e de
flexao de placas finas sobre os N E elementos considerando como pontos fontes os NE
no6s do contorno do macro-elemento, os NP pontos internos e os NC' cantos, pode-se

escrever genericamente o seguinte sistema algébrico de AN E + 3N PI + NC' equagoes:

HU=GT+b, (7.6)

onde H e G sao matrizes de influéncia do MEC de dimensao (ANE +3NPI + NC') x
(ANE+3NPI+NC), o vetor U contém deslocamentos e rotagoes dos nos do contorno e
os deslocamentos dos pontos internos e cantos (lembrando que o deslocamento do canto
é sO na dire¢ao transversal ao macro-elemento). Os vetores T contém reagoes (forgas
e momento) nos nés do contorno. O vetor b é devido & carga transversal distribuida

aplicada no dominio do macro-elemento.

7.3 Associacao espacial de macro-elementos

Neste se¢ao, é desenvolvida a formulacao para associagao espacial de macro-elementos

através da técnica de sub-regioes do MEC.

7.3.1 Sistema de coordenadas

Uma das principais caracteristicas das equacgoes integrais de flexao de placas e estado

plano de tensao é que o deslocamento de um ponto é descrito em funcao de sua posicao
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relativa aos demais pontos do problema. Portanto, as relacoes entre as forcas e os
deslocamentos no contorno serao preservadas independente do sistema de coordenadas
usado para a montagem das matrizes do problema. Assim, cada macro-elemento pode
possuir seu proprio sistema de coordenadas, no qual suas equacoes integrais sao escritas.

Quando se tem a associacao de macro-elementos, o sistema de coordenadas pode
nao ser o mesmo para cada macro-elemento. Como se deseja compatibilizar forcas e
deslocamentos de varios macro-elementos, resolvendo-os simultaneamente, ¢ necessario
escrever essas incognitas em um mesmo sistema global de coordenadas. Assim, torna-
se necessario escrever equacoes de transformacao de coordenadas para cada macro-

elemento, relacionando-se os sistemas local e global de coordenadas.

Y A

P

P

Uz

Uy

P

Figura 7.2: Sistema de Coordenadas.

Considere o sistema de coordenadas da Figura 7.2. Seja U’ o vetor de deslocamentos

no ponto ¢ expresso no sistema local de coordenadas da seguinte forma:

U = : (7.7)

onde u}, u)y e w' sdo os deslocamentos nas dire¢oes dos vetores n, 1 e m. A rotagao 6
4 — Ow
¢ dada por 6 = 5.

O vetor n é dado por:
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P,—- P
n=-————
[P — P

onde P, e P; sao as coordenadas dos pontos que definem a primeira aresta do macro-

= {nl,n2,n3}, (78)

elemento. Convém lembrar que neste trabalho todas as arestas sao retilineas.

Um vetor I (que pode ou nao coincidir com o vetor 1) é calculado como:

Py — P T,
HP3_P2H { 10 %2 3}7 ( )

onde P é o terceiro ponto que define o macro elemento e, juntamente com P, define a

1/

segunda aresta do macro elemento. Caso a segunda aresta nao seja ortogonal a primeira
aresta, o vetor 1’ nao ira coincidir com o vetor 1 que seré calculado a seguir.

O vetor m, perpendicular ao macro-elemento, é dado por:

m=nx1I1= {ml,mg,mg}, (710)

O vetor 1 é dado por:

l=mxn= {11,12,13}, (711)

Passando ao sistema global de coordenadas, o vetor de deslocamentos é expresso

COINO.

U= . (7.12)

Os deslocamentos uy,w, us, no sitema global de coordenadas, podem ser escritos

em termos dos deslocamentos u/, w’, uy no sistema local, como:

Uy ng my 4 O Uy
U ne Mo lo 0 U
SN B 2L (7.13)
w ny Mms l3 0 w'
0 0 0 0 8 6

onde ( depende da orientacdo dos macro-elementos que dividem a interface (veja a
secao 7.3.2).

De maneira compacta:

u="Tu, (7.14)
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onde T é a matriz que transforma o vetor de deslocamento u’ escrito em coordenadas
locais em um vetor u expresso em coordenadas globais.
Adotando o mesmo procedimento para descrever o vetor de esforcos t em coorde-

nadas globais, tem-se:

tl ny mg ll 0 tl
t lb 0 M!
2 L _ | 2 no 4 (7.15)
Va ny ms Iz 0 ,2
M,, 0 0 0 B VT{

7.3.2 Compatibilizacao de momentos e rotacoes

Na associacao de macro-elementos, aparecem na interface, momentos de flexao e
rotacoes em torno da inteface. As direcoes destes momentos e rotacoes nao sao alte-
rados com a aplicacao da matriz de transformacao apresentada na secao anterior pois
ambos sao em torno da interface (aresta comum). O sentido, porém, pode-se inverter
dependendo do sentido das arestas que compoe a interface. Adota-se § = 1 na matriz
de transformacao dos dois macro elementos se os momentos locais e as rotagoes tém
sentidos opostos. Caso contrario, adota-se § = 1 no primeiro macro elemento e f = —1

no segundo. O mesmo se faz com a rotagao % (veja figura 7.3).

— 2

M, M,
- 5‘ S P —
X
1 o 2 =
g E Mn E
M, M,
> —> >

Figura 7.3: Compatibilizagdo de momentos e rotagoes nos macro-elementos (neste caso

B=1).

7.3.3 Associacao de macro-elementos via método de sub-regioes
do MEC

Seja a associacao plana de dois macro-elementos conforme a Figura 7.4. De acordo
com o que foi desenvolvido em capitulos anteriores, o vetor de deslocamentos em um
dado no6 no contorno de um macro-elemento, possui 4 graus de liberdade, dois referentes

ao estado plano e dois referente a flexao de placas. Sabe-se que, em nos pertencentes a

64



interface dos macro-elementos existem 8 variaveis desconhecidas (uy, us, w, 0, t1,ts, V,, e M,,).
Através da aplicacao das condigoes de equilibrio e continuidade de deslocamentos na

interface, as variaveis desconhecidas sao reduzidas a 4 (Sanches, 2002).

Interface

|

Figura 7.4: Associagao de dois macro-elementos.

As condigoes de continuidade de deslocamento sao dadas por:

th = t7, (7.16)
o) = 0

Para as condi¢oes equilibrio de forcas de superficie t;, esforco cortante V,, e momen-
tos, M; Baiz and Aliabadi (2009b); Pisa (2005):

i+t 4+t = 0
Vit VitV = 0 (7.17)
M)+ M2+ M, = 0

onde os indices superiores referem-se ao nimero de macro-elemento.

Nas equagoes apresentadas em (7.17), a terceira parcela de cada equagao refere-se
aos esforcos na aresta. Estas forcas relacionam-se com os esforcos da interface, ou
quando o deslocamento ¢é incégnito, a forca é conhecida ou vice-versa, ou seja, nao hé
aumento do nimero de incognitas. O sistema final de equagoes algébricas obtido apos

o calculo das integrais pode ser escrito da seguinte forma:

HU=GT+ b, (7.18)
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onde as matrizes elementares que fazem parte das matrizes finais H e G da Equagao

(7.18), sao montadas a partir das equagoes de transformacao de coordenadas locais em

globais mostrada na secao 7.3.1.

Usando a técnica de sub-regioes do MEC, a equacao matricial correspondente ao

macro-elemento 1 pode ser escrita como:

Hj, Hj, U | | Gy Gy
Hzll Hzlz Uy B Gzll Gzli

da mesma forma, para o macro-elemento 2, tém-se:

o B[] [eh ah
H121 Hz2@ Ui G121 Gzzi

T
Ta
T,
Ta

1

b,
b’

(7.19)

(7.20)

Os termos Hf] e G2, sao as matrizes de influéncia das formulagoes de flexao de placas

ij>

e elasticidade plana, como abordado em Dirgantara and Aliabadi (2001). Sendo:

1. U; e Uz os deslocamentos nodais sobre o contorno dos macro-elementos 1 e 2,

respectivamente.

2. T e Ty os esforcos nodais sobre o contorno dos macro-elementos 1 e 2, respec-

tivamente.

3. by e bs as integrais devido as forgas de corpo.

4. Up, Ta e ba os deslocamentos, esfor¢os nodais e as integrais devido as forcas

de corpo na aresta da interface, respectivamente.

5. HE e G%} sub-matrizes, dos efeitos ¢ em 7 do macro elemento k.

Arranjando as equacoes de diferentes regioes em um tnico sistema, a forma matricial

para as placas associadas fica:

Uy

1 1 1 1

HYouy o o -l o ]|
o o HY -HY o -GJ u

0 0 0 0 E12 E21 ugzl)

0 C, 0 Cy 0 0 ¢

(2)

\ t21 V

na qual o sobre escrito (¢) indica a sub regiao do problema, os sub escritos 1 e 2 indicam

os elementos das matrizes e vetores pertencentes somente aquela regiao. Os sub escritos
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cruzados 12 e 21 indicam elementos das matrizes e vetores pertencentes a regiao 1 e

na interface com a 2 e vice versa. As matrizes Eqj5 e Eo; sdo devido as condigoes de

equilibrio, Ci5 e Cy; sao aquelas devido as condicoes de compatibilidade, dadas por:

E12 = E21 - Clg == T (722)

Co =T (7.23)

7.4 Aspectos computacionais

As rotinas usadas para gerar os resultados desta tese, partem de codigos ja im-

plementados Hoefel et al. (2005) e foram alterados de maneira a acomodar esta nova

versao da formulacao para associagao de placas finas e de elasticidade plana. Todos

os programas foram implementadas em cédigo do software Matlab. A maior parte dos

procedimentos computacionais ja foram descritos nesta tese de maneira implicita.

Os programas desenvolvidos seguem a seguinte rotina bésica:

10.

. Entrada de dados;

Geracao de visualizagao da geometria e das condigoes de contorno do problema;

. Verificagao de interfaces e sub regioes;

Geracao de Malha para o problema;

Montagem das matrizes de influéncia para cada uma das sub regioes com resolu-

¢ao das integrais;
Posicionamento destas matrizes no sistema global,;
Imposicao de condicoes de compatibilidade e equilibrio;

Solugao do sistema equivalente por integracao analitica;

. Transformagao dos deslocamentos para o sistema global;

Geracao de tabelas e graficos contendo as resposta para visualizacao e avaliagao.
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Capitulo 8

Resultados Numéricos para Problemas

Estaticos

8.1 Introducao

Nesta secao serao apresentados exemplos numéricos usando elementos constantes
com objetivo de validar a formulagao de sub-regioes para associacao de placas no plano
e espago.

Quando o problema é de elasticidade plana, ele é chamado de chapa. Quando se
trata de placas de Kirchhoff, o problema é chamado de placa. Os problemas apresenta-
dos aqui foram, em sua maioria, analisados por outros autores usando uma formulacao
de placas deformaéveis pelo cisalhamento.

As respostas serao comparados com solucoes analiticas, sempre que estas estiverem
disponiveis, e com os resultados obtidos utilizando as formulagoes de elasticidade plana
ou de placas de Kirchhoff sem sub-regioes. Para aqueles problemas que nao possuem
solucao analitica disponivel, uma resposta numérica obtida com o MEF com o auxilio do
Ansys foi obtida. A anélise foi feita utilizando o elemento SHELL181 que é adequado
para a andlise de estruturas formadas por cascas ou placas finas a moderadamente
espessas. Este elemento é quadrilateral de 4 nos e possui 24 graus de liberdade, 6 para
cada um dos noés. Trés deslocamentos e trés rotacoes em relacao aos eixos x, y e z. Os
erros relativos apresentados neste capitulo e no seguinte foram calculados sempre que

havia uma solu¢do analitica disponivel e foram obtidos a partir da equagao (8.1):

Erro(%) = abs (RT_HR) x 100 (8.1)

onde R™™ ¢é a resposta numérica e R*" a analitica.
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8.2 Elasticidade Plana

8.2.1 Chapa tracionada

Neste exemplo, considera-se uma hipotética chapa quadrada monoengastada sub-
metida a uma forga axial ¢ = 1 N/m?, conforme Figura 8.1, que servira como teste para
a avaliacao de deslocamento no plano. O modelo foi discretizado utilizando elementos
de contorno constantes. As propriedades geométrica sao: L = 1m e espessura t = 1 m.
As propriedades do material sao: médulo de elasticidade £ = 1 Pa, e razao de Poisson

v = 0.0. Os resultados obtidos para o ponto A sao comparados com a solucao analitica.

Y

— Ae —— =1N/m?

L=1m
Figura 8.1: Tlustracao da placa submetida a forca axial.

Sendo assim, foram simulados alguns testes de convergéncia de malhas, nos quais
foram variados os nimeros de elementos da malha. A Tabela 8.1 analisa o deslocamento
na diregdo = no ponto A (z =1, y = 0) para 1 e 2 subregioes. O nimero de elementos
¢ o nimero total, ou seja, no caso de duas sub-regioes é a soma dos elementos da duas

sub-regioes. O valor analitico do deslocamento é:

w=1,00m

Conforme pode ser observado na Tabela 8.1, o resultado tende a solucao analitica
tanto para uma como para duas sub-regioes. Porém, com duas sub-regioes a conver-
géncia é ligeiramente melhor, necessitando de menos elementos para um erro de mesma

ordem.
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Tabela 8.1: Resultados obtidos para placa - forca axial.

Numeros de

Deslocamento Erro Numeros de

Deslocamento Erro

elementos 1 sub-regidao (%)  elementos 2 sub-regides (%)

8 0,9755 2,45 24 0,9992 0,08

20 0,9959 0,41 60 0,995 0,05

40 0,0983 0,17 96 0,0997 0,03

80 0,9993 0,07 144 0,9998 0,02

160 0,9997 0,03 216 0,9999 0,01
400 0,9999 0,01 612 1,0000 0
800 1,0000 0 - - -
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8.2.2 Placa apoiada

A Figura 9.1 mostra o problema fisico considerado: uma placa simplesmente apoi-
ada em quatro lados, submetida a carregamento constante distribuido uniformemente
por toda a superficie. As propriedades geométricas sao: L = 1m e espessura t =
0,008 m. As propriedades do material sdo: modulo de elasticidade £ = 210 GPa,

razdo de Poisson v = 0,3 e carregamento ¢ = 100 N/m?.

Yy
q=100N /m?
—— Ae L=1m
X
- i
L=1m

Figura 8.2: Ilustragao da placa apoiada.

A solucao analitica para este problema obtido no centro da placa é calculada se-
gundo Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) Timoshenko and Woinowski-Krieger
(1959). Esta solugao é dada por:

w'q

D

onde D é a rigidez a flexao da placa e w’ é a deflexdo normalizada.

w =

(8.2)

Aplicando as propriedades do problema, encontra-se os resultados mostrados na
Tabela 8.2 para o ponto A(x = 0,5, y = 0). Uma vez que w’ = 0,0041, o valor do

deslocamento calculado segundo a equacao (8.2) é:

w=4,1641.10""m

Os deslocamentos transversais para a placa deformada sao observados na Tabela
8.2.
Pode-se notar que com 2 sub-regioes é necessario um nimero muito maior de ele-

mentos para se obter o mesmo erro obtido com uma sub-regiao. Este comportamento
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Total displacement

N

%108
4.5
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35
3
0
N 0.1 25
-0.2
1 2
? 1.5
0.5
0.5 1
¥
b o X 05

Figura 8.3: (a) Deslocamento na dire¢ao z para a placa apoiada usando 1 sub-regiao.

(b) Deslocamento na dire¢ao z para a placa apoiada usando 2 sub-regioes.

foi o oposto do problema anterior. Em ambos os casos, a convergéncia foi mais lenta

que no caso anterior.
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Tabela 8.2: Resultados obtidos para placa apoiada.

Numeros de Deslocamento  Erro  Nuamero de Deslocamento  Erro
elementos 1 sub-regiao (%)  elementos 2 sub-regices (%)

12 51020 10-% 22,523 60 14,8934 10°% 17,514

20 4,6752 107% 12,274 120 4,7511 107% 14,096

40 4,5425 107% 9,087 300 4,6276 10~ 11,130

60 4,5294 107% 8,772 840 4,5218 107% 8,590

80 4,5276 107%° 8,729 1200 4,4949 107% 7944
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8.2.3 Placa em balanco

A Figura 8.4, mostra o problema fisico considerado: uma placa isotrépica e qua-
drada submetida a um carregamento constante distribuido uniformemente ao longo de
sua superficie. As propriedades geométricas sao: L = 1m e espessura t = 0,008 m. As
propriedades do material sao: modulo de elasticidade £ = 210 GPa, razao de Poisson

v =0,0 e carregamento ¢ = 100 N/m?.

. —100N/m?
P —r

L

Figura 8.4: Ilustragao da placa em balango.

A verificagao deste problema é desenvolvido pela comparacao entre os valores de
deslocamentos obtidos com a formulagao de elasticidade plana usando sub-regioes e os

valores calculados analiticamente, dados por:

L
= 57 [60%7 — 4La® 4 2] (8.3)

Na extremidade da placa (r = L =1 m), tem-se:

w = 0,00139m (8.4)

O mapa de cor da placa sob a acao do carregamento distribuido pode ser observado
na Figura 8.5. A Tabela 8.3 mostra os deslocamentos obtidos com uma e duas sub-
regioes comparadas com a solu¢ao analitica dada pela Equacao 8.4, para o ponto A (z =
1,y=0,5).

Tabela 8.3: Resultados obtidos para placa em balanco.

Numeros de Deslocamento Erro  Numeros de Deslocamento  Erro

elementos 1 sub-regiao (%) elementos 2 sub-regices (%)
4 0,0012 13,669 84 0,0012 13,669
8 0,0013 6,474 240 0,0013 6,474
12 0,0014 0 288 0,0014 0

Conforme observado na Tabela 8.3, como no caso anterior, a convergéncia com o

uso de 2 sub-regioes é lenta. Para se obter um erro de mesma magnitude, quando se
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%107

Total displacement

%10

Total displacement

Figura 8.5: (a) Deslocamento na diregao z para a placa em balango usando 1 sub-regiao.

(b) Deslocamento na dire¢ao z para a placa em balanco usando 2 sub-regides.

usa duas sub-regioes é necessario um nimero expressivamente maior de elementos que

no problema modelado com uma s6 regiao.
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8.2.4 Placa engastada

A Figura 8.6 mostra o problema fisico considerado: uma placa engastada nos qua-
tro lados, submetida a carregamento constante distribuido uniformemente por toda a
superficie. As propriedades geométricas sao: L = 1m e espessura t = 0,008 m. As
propriedades do material sao: modulo de elasticidade £/ = 210 GPa, razao de Poisson

v = 0,3 e carregamento ¢ = 100 N/m?.

y A

q=100 N /m?
— ) L=1m
v A
;~ :
L=1m

Figura 8.6: Ilustragao da placa engastada.

Os graficos da Figura 8.7 compara os deslocamentos obtidos no centro da placa na
direcao z através do MEC com os resultados obtidos pelo Ansys, Figura 8.8.

No centro da placa, a solucao analitica segundo Timoshenko and Woinowski-Krieger
(1959), é dada por:

0,00126¢L"
w = % = 1,4063.10° m (8.5)

Aplicando as propriedades do problema, é possivel encontrar os seguintes resultados
para o deslocamento ponto A (z = 0,5, y = 0,5), e comparar com a solu¢ao analitica
dada pela equacao (8.5). A Tabela 8.4 mostra os deslocamentos obtidos com uma e
duas sub-regioes.

Mais uma vez, como nos demais casos anteriores de flexao, a convergéncia com
o uso de 2 sub-regides é mais lenta que com uma sub-regiao. Este comportamente
nao ocorreu, entretanto no primeiro problema deste capitulo, ou seja, no problema de

elasticidade plana.
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Figura 8.7: (a) Deslocamento na dire¢ao z para a placa engastada usando 1 sub-regido.

(b) Deslocamento na dire¢ao z para a placa engastada usando 2 sub-regides.
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Tabela 8.4: Resultados obtidos para placa em balanco.

Numeros de Deslocamento  Erro  Numeros de Deslocamento Erro

elementos 1 sub-regiao (%) elementos 2 sub-regioes (%)
4 1,3243107%  5,8309 36 1,2028107% 14,4706
12 1,4522107%  3,2639 60 1,3000107%  7,5588
20 1416710-%  0,7395 84 1341210°% 46292
28 14137109 0,5262 108 13599109 32994
36 1,4129107% 00,4693 180 1,3814107% 1,7706
48 1,4125107% 00,4409 612 1,3971107%  0,6542

0,000 0,250 0,500(m) z/k %
I T

0125 037

Figura 8.8: Resultados obtidos usando o MEF através do ANSYS.
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8.3 Associacao em L

Este modelo é composto por duas placas associadas de maneira a formar uma es-
trutura em L. Este problema foi resolvido em Costa (2015) e Dirgantara and Aliabadi
(2001), no qual pode ser encontrada a sua solu¢ao analitica. Na formulagao proposta
por Costa (2015), é usada uma formulacao de placas espessas (deformaveis por cisalha-
mento) com a introdugao do grau de liberdade de rotagdo na forulacao de elasticidade
plana. O tipo de elemento usado por Costa (2015) foi o quadratico descontinuo.

O modelo foi discretizado usando duas sub regioes. As propriedades e dimensoes
sao dadas na Figura 8.9, onde Ly =1m, Ly =1m, L3y =2m, t; =0,1m ety =0,1m.
A carga ¢ distribuida ao longo da aresta superior, orientada na direcao z com valor

g = 1N/m. As propriedades mecéanicas sao £ = 100kPa and v = 0.0.

) 74

Ly

Figura 8.9: Dimensoes e condigoes de contorno para a estrutura em L (Dirgantara and
Aliabadi, 2001)

Tabela 8.5: Solugoes analiticas e numéricas do deslocamento na direcao z calculado na

ponta da placa.

Método de Solugao Deslocamento na dire¢ao (2)
Costa (2015) 0,1610
Solugao de Euler-Bernouli 0,1600
Solugao de Timoshenko 0,1604

A distribui¢ao dos deslocamentos pode ser visualizada na Figura 8.10 (a), com 160
elementos de contorno. A Tabela 8.5 apresenta os resultados para os deslocamentos na

dire¢do z citados em Dirgantara and Aliabadi (2001) para um ponto na extremidade
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Tabela 8.6: Resultados obtidos para os deslocamentos da estrutura em L.

Nameros de Deslocamento  Erro (%) Erro (%) Erro (%)

elementos (2) Costa (2015) Euler-Bernouli Timoshenko
40 0,1523 02,4037 4,8125 95,0499
80 0,1540 4,3478 3,7500 3,9900
160 0,1557 3,2919 2,6875 2,9302
400 0,1575 2,1739 1,5625 1,8080
800 0,1583 1,6770 1,0625 1,3092

da placa superior (x = L), na mesma aresta que recebe o carregamento. Aplicando as
propriedades do problema, é possivel encontrar os resultados mostrados na Tabela 8.6.
Conforme observado nesta tabela, o resultado converge para a solu¢ao analitica com o

refinamento da malha.
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Total displacement
0.16

0.14

10.08

1 0.06

0.04

0.02

0.16

0.14

10.12

10.08

10.06

0.04

0.02

-05 -05

Figura 8.10: (a) Distribuigao do deslocamento total para a estrutura em L obtidos com
a formulagdo do MEC de placa fina. (b) Distribuigao do deslocamento total para a

estrutura em L obtidos com a formulacao do MEC para placa espessa.
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Tabela 8.7: Solucoes analiticas do deslocamento para trés diferentes angulos calculados

para um ponto na extremidade carregada da placa superior.

Deslocamento, direcao xr3 6 =91° 0#=95" 0 =120°
Costa (2015) 0,16136 0,16493 0,16483
Solucao de Euler-Bernouli 0,16102 0,16460 0,16455
Solucao de Timoshenko  0,16142 0,16497 0,16476

8.3.1 Associagao em L em angulos nao-retos

Este exemplo é uma variacao do problema anterior, com a diferenga que o angulo de
juncao entre as placas pode ter valores superiores a 90°. Estes exemplos sao utilizados
para demonstrar a capacidade da formulacao em modelar estruturas de placas associ-
adas por um angulo arbitrario. O modelo foi discretizado usando duas sub regides. As
propriedades e dimensoes sao mostradas na Figura 8.11, na qual L; = 1m, Ly = 1m,
L3y =2m,t; =0,1lmety; =0,1m. A carga distribuida na borda superior tem valor

g = 1N/m. As propriedades mecéanicas sao £ = 100kPa e v = 0.0.

q

@

SN

Ly

Figura 8.11: As dimensoes e condi¢oes de contorno para a estrutura unida por um

angulo arbitrario # (Dirgantara and Aliabadi, 2001).

Para este caso, os resultados segundo Dirgantara and Aliabadi (2001) para um
ponto na extremidade carregada da placa superior sao reunidos na Tabela 8.7.

E apresentado uma comparacio com as solucoes analiticas e, os erros relativos sao
calculados e mostrados na Tabela 8.8, 8.9 e 8.10. Todos os erros obtidos para estes
casos ficaram abaixo de 5% em relagdo a solucao analitica de Bernoulli-Euler. Além
disso, com o refinando a malha, a diferenca tende aos valores analiticos.

As Figuras 8.12, 8.13 e 8.14 apresentam a distribui¢ao de deslocamento total para

a estrutura com as duas placas unidas por angulos de 91°, 95% 120°.

82



Tabela 8.8: Resultados obtidos para os deslocamentos da estrutura em L unida por

um angulo 6 = 91°.

Nameros de Deslocamento  Erro (%) Erro (%) Erro (%)

elementos (2) Costa (2015) Euler-Bernouli Timoshenko
40 0,1533 4,9950 4,7944 95,0304
80 0,1550 3,9415 3,7387 3,9772
160 0,1568 2,8260 2,6208 2,8621
400 0,1585 1,7724 1,5650 1,8089
800 0,1593 1,2766 1,0682 1,3133

Tabela 8.9: Resultados obtidos para os deslocamentos da estrutura em L unida por

um angulo 6 = 95°.

Ntmeros de Deslocamento  Erro (%) Erro (%) Erro (%)

elementos (2) Costa (2015) Euler-Bernouli Timoshenko
40 0,1567 4,9900 4,7995 29,0130
80 0,1585 3,8986 3,7060 3,9219
160 0,1628 2,8073 2,6124 2,8308
400 0,1620 1,7765 1,5796 1,8003
800 0,1628 1,2915 1,0936 1,3154
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Total displacement
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10.08

1 0.06

0.04

0.02

0.16

0.14

10.12

10.08
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Figura 8.12: (a) Deslocamento total para a estrutura unida por um angulo 6 =
91°obtido com o MEC para placa fina com 160 elementos de contorno. (b) Deslo-
camento total para a estrutura unida por um angulo 6 = 91°obtido com o MEC para

placa espessa.
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Total displacement

2 0.16

0.14

10.08
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Figura 8.13: (a) Deslocamento total para a estrutura unida por um angulo 6 =
95°obtido com a formulagao do MEC para placa fina com 160 elementos de contorno.
(b) Deslocamento total para a estrutura unida por um angulo § = 95°obtido com o

MEC para placa espessa.
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Total displacement

0.2

10.15

10.1
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Total displacement
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Figura 8.14: (a) Deslocamento total para a estrutura unida por um angulo 6 =
120°obtido com a formulacao do MEC para placa fina com 160 elementos de con-
torno. (b)Deslocamento total para a estrutura unida por um angulo 6§ = 120°obtido

com o MEC para placa espessa.
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Tabela 8.10: Resultados obtidos para os deslocamentos da estrutura em L unida por

um angulo 6 = 120°.

Nameros de Deslocamento  Erro (%) Erro (%) Erro (%)

elementos (2) Costa (2015) Euler-Bernouli Timoshenko
40 0,1567 4,9324 4,7706 4,8920
80 0,1586 3,7797 3,6159 3,7388
160 0,1604 2,6876 2,5220 2,6463
400 0,1622 1,5956 1,4281 1,5538
800 0,1630 1,1102 0,9420 1,0682

8.3.2 Viga em formato de caixa

Este modelo é formado por quatro placas dispostas de modo a se posicionarem como
a parte lateral de uma caixa. As arestas localizadas no plano (x —z) em y = 0 possuem
deslocamentos restritos em todas as direcoes. Sao impostos dois tipos de carregamentos
como mostrado na Figura 8.15 (o primeiro fletindo a caixa e o segundo torcendo). A
indicagao das dimensoes geométricas sao dadas por: L; = 0,8m, Ly =2m, L3 = 0,2m,
0,1m e 0,05m. A espessura das placas é t; = 2,0mm. A carga distribuida ao longo
das arestas indicadas na Figura 8.15 tem valor resultante F' = 5000 N. As propriedades
mecanicas sao £ = 70GPae v =0, 3.

O modelo foi discretizado usando quatro sub regioes, cada uma contendo no maximo
3200 elementos de contorno constantes. A Figura 8.16 apresenta a distribuicao de
deslocamento total na estrutura sujeita aos carregamentos indicados na Figura 8.15(a)
para um valor de Lz = 0,05m.

Os resultados para o primeiro tipo de carregamento (carregamento de flexao) sao
apresentados nas Figuras 8.17, 8.18 e 8.19. Estes resultados sao comparados com o
MEF (Ansys), a formulagao de placas espessas e a solu¢ao analitica de Bernoulli-Euler.

O acordo dos resultados obtidos pela formulacao proposta com a solucao analitica
parece estar relacionado a razdo de aspecto da caixa (Lg/L3). Com seu aumento, a
solucao deste trabalho desvia dos resultados obtidos com o MEF (Ansys). Mesmo
assim, quando comparados, os resultados apresentam uma boa concordancia.

Os resultados para o segundo tipo de carregamento (carregamento de tor¢ao) sao
apresentados nas Figuras 8.20, 8.21 e 8.22. Estes resultados sao comparados aqueles
obtidos com o MEF (Ansys). A boa concordancia entre os resultados so foi alcancada
com o aumento da espessura L3, conforme visto na Figura 8.21. Considerando o niimero

elevado de elementos, uma hipotese para a nao convergéncia nos casos de pequenos
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Ly

L,

(b)
Figura 8.15: Dimensoes e condicoes de contorno para a viga em forma de caixa em

balanco.

valores de L3 é o tipo de elemento adotado, constante. Uma investigacao com elementos
de maior ordem (quadratico por exemplo), torna-se necessario. Entretanto, esta anélise

ficou fora do escopo deste trabalho.
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0.014

Total displacement

0.012

0.01
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0.008

0.006

0.004

0.002

Figura 8.16: Deslocamento total para a viga em formato de caixa em balanco para

L3 = 0,05m obtido com MEC para placas finas.

L 3=0.05 m
012 T T T T T T T T T
Este trabalho
—H8— Costa (2015)
01r Solucéo Analitica BE

0.08

-

< 0.06
0.04

0.02

Figura 8.17: Deslocamento na direcao z para a viga em formato de caixa em balango

para L3 = 0,05m com 96 elementos.
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Figura 8.18: Deslocamento na direcao z para a viga em formato de

Este trabalho

—H8— Costa (2015)
Solugéo Analitica BE

para L3 = 0,1 m com 192 elementos.

Figura 8.19: Deslocamento na direcao z para a viga em formato de

%107
T

Este trabalho
—H8— Costa (2015)
Solugéo Analitica BE

para L3 = 0,2m com 96 elementos.
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Figura 8.20: Deslocamentos uy para o lado alinhado com a dire¢ao x5 localizados nas

coordenadas 1 = r3 = Om para L3 = 0,05 m.
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—k— Este trabalho
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Figura 8.21: Deslocamentos em x5 = 2m para a viga em formato de caixa em balango

sujeita a um momento para Lz = 0, 1m.
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Figura 8.22: Deslocamentos em x5 = 2m para a viga em formato de caixa em balango

sujeita a um momento para Lz = 0, 2m.
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8.4 Associacao em L com carregamento lateral

Este problema foi simulado com o intuito de avaliar o caso em que a deslocamento na
direcao y ¢ relevante no que diz respeito a imposicao das condi¢oes de compatibilidade.
Este modelo foi discretizado usando duas sub-regioes, cada uma contendo 360 elementos
de contorno constantes. As propriedade geométricas sao: L; = 1,0m, Ly = 2,0m,
Ls; = 1,0m e espessura t = 0,1m. As propriedades mecanicas sao: E = 100kPa,
v =20,0e qg=10N. Como é possivel observar, o carregamento colocado na lateral
impoe uma rotagao ao redor do eixo z da placa superior. Os resultados sao apresentados

na Figura 8.24.

Ly

z i 7 7 7

Ly
Figura 8.23: Estrutura L-shaped.

Para que seja possivel comparar os resultados obtidos com a formulacao do MEC
deste trabalho, MEC para placa espessa e MEF (Ansys), a Figura 8.25 é apresentada.
Neste caso, foi usado uma malha com 2400 elementos de contorno constantes. Este
grafico mostra os deslocamentos nas direcoes x; e xo para a placa superior, projetados
no plano z;-x,. Indica claramente que os resultados obtidos com a formulagao apre-
sentada neste trabalho tem um bom acordo com a solugao obtida com MEF (Ansys).

A formulagao produziu valores que sdo apresentados na (Figura 8.24).
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Figura 8.24: Resultados obtidos com MEC: a) placa fina e b) placa espessa.
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Figura 8.25: Resultados para a placa superior projetados no plano x;-x,.
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Capitulo 9

Resultados Numéricos de Problemas

Transientes

9.1 Introducao

Neste Capitulo, o método dos elementos de contorno serd aplicado ao céalculo dos
campos de deslocamentos para problemas transientes no dominio do tempo. Estes
resultados sao comparados com solugoes obtidas pelo método sem malhas Petrov-
Galerkin (Meshless Petrov Galerkin Method, MLPG) proposto por Sladek et al..

9.2 Resultados numeéricos

9.2.1 Placa apoiada

A Figura 9.1 mostra o problema fisico considerado: uma placa simplesmente apoi-
ada nos quatro lados, submetida a carregamento constante distribuido uniformemente
por toda a superficie. As propriedades geométricas sao: L = 1m e espessura t =
0,0127m. As propriedades do material sao: modulo de elasticidade F = 6,895
GPa, razao de Poisson v = 0,3, densidade p = 7,166 10'N/m? e carregamento ¢ =
2,07 10°N/m?,

Neste caso, foram usados uma malha com 20 e 24 elementos de contorno constan-
tes para 1 e 2 sub-regioes, respectivamente. A deflexao dinamica é normalizada pelo
deslocamento do problema estéatico w3 = 0,0286. O tempo inicial é normalizado por
to = a*/4y/ph/D = 0,01355 e passo de tempo AT = 4,5099107*s. A variagdo no
tempo do deslocamento no ponto central é observado na Figura 9.2. Nota-se uma boa

concordancia com os resultados do trabalho de Sladek et al..
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q=2,07.10° N /m?
Ae L=1m

L=1m

Figura 9.1: Ilustracao da placa apoiada.

Placa quadrada apoiada
T T T

15
—~ 1
N
&
g
0n_m
2
3l
= 0.5
08K
—=8— 1 Sub-regido
—<O— 2 Sub-regides
—¥— Sladek
_05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 9.2: Variacao no tempo do deslocamento no ponto central da placa quadrada

simplesmente apoiada submetido a uma carga repentinamente aplicada.
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9.2.2 Placa engastada

A Figura 9.3 mostra o problema fisico considerado: uma placa engatada nos qua-
tro lados, submetida a carregamento constante distribuido uniformemente por toda
a superficie. As propriedades geométricas sao: L = 1m e espessura t = 0,0127m.
As propriedades do material sao: moédulo de elasticidade ' = 6,895 GPa, razao de
Poisson v = 0, 3, densidade p = 7,166 10* N/m? e carregamento ¢ = 2,07 10 N/m?.

y A

q=1N/m?
— ° L=1Im
v A
: —;
L=1Im

Figura 9.3: Ilustragao da placa engastada.

Foram usados uma malha com 12 e 8 elementos de contorno constantes para 1 e 2
sub-regioes, respectivamente. A deflexdo dinamica é normalizada por um coeficiente
estatico wi® = 0,00126 C'a’/D = 0,0084. O tempo inicial ¢ normalizado por ¢, =
a2/4\/W = 0,0135s e passo de tempo A7 = 2,319410~%s. A variacao no tempo
do deslocamento no ponto central é observado na Figura 9.4, onde também se observa

uma boa concordancia com os resultados de Sladek et al..
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o Placa quadrada engastada

2 1f
32
2
05
oY s P | —B8— 1 Sub-regiso
—<— 2 Sub-regides
—¥— Sladek
_0.5 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Figura 9.4: Variacao no tempo do deslocamento no ponto central da placa quadrada

engastada submetido a uma carga repentinamente aplicada.
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9.2.3 Placa em balanco

A Figura 9.5 mostra o problema fisico considerado: uma placa engatada em um
dos lados e livre nos demais lados, submetida a carregamento constante distribuido
uniformemente na aresta oposta ao engaste. As propriedades geométricas sao: L = 1m
e espessura t = 0,0127m. As propriedades do material sao: modulo de elasticidade
E = 6,895 GPa, razao de Poisson v = 0,3, densidade p = 7,166 10 N/m3. A carga ¢

distribuida ao longo da aresta, orientada na dire¢ao y com valor ¢ = 2,07 10° N/m?.

q=2,07.10° N/m?

z A A
y / 1 .
@
a’;‘ f—

L

Figura 9.5: Ilustragao da placa em balanco.

Simulou-se uma malha com 12 e 8 elementos de contorno constantes para 1 e 2
sub-regioes, respectivamente. A deflexao dinamica é normalizada por um coeficiente
estatico w® = 0,00126 Ca’/D = 1,08.10—9. O tempo inicial ¢ normalizado por
to = L/cy = 6,6890.107° s, velocidade de onda ¢y = 2990m/s e passo de tempo A1 =
5,5741.107°s. A variagao no tempo do deslocamento no ponto central é observado na

Figura 9.6. Mais uma vez, h4 uma boa concordancia com o resultado apresentado por
Sladek et al..
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o Placa quadrada em balango

—8— 1 Sub-regido
—— 2 Sub-regides

stat
Sel(a)

w, (x1)/w
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

cztja

Figura 9.6: Variacdo no tempo do deslocamento transversal no ponto A da placa

quadrada em balan¢o submetido a uma carga repentinamente aplicada.
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9.2.4 Tira infinita sob tracao uniforme

Considere uma tira de comprimento infinito (Figura 9.7) carregada num instante
T, = 0 s por uma tensao de tragao o, = 1 Pa tipo degrau, conforme a Figura 9.9.
Devido a simetria, apenas uma parte da tira precisa ser modelada, conforme mostrado
na Figura 9.8. Um estado plano de deformacao é assumido. O material é conside-
rado isotropico com as seguintes propriedades de material: modulo de elasticidade
E = 10,68 10" Pa, coeficiente de Poisson v = 0,3333 e densidade p = 1 Kg/m3. Este
problema é equivalente ao problema isotropico em estado plano de deformacao anali-
sado por Dominguez (1993) usando diferentes formulagoes de elementos de contorno

para elasto-dinamica.

q=1N/m?

N

3

Figura 9.7: Ilustracao da tira infinita sob tracao uniforme.

q=1N/m?
-

y o

® L=2m

o L=4m

x

o

®

00000

Figura 9.8: Ilustracao da secao da tira infinita sob tragao uniforme.

A tira foi discretizada usando-se 1 e 2 sub-regioes. O problema foi analisado com

3 no6s interno, 6 e 12 elementos de contorno constante para 1 e 2 sub-regioes, respecti-
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Figura 9.9: Carregamento tipo fungao degrau.

vamente, e passo de tempo A7 = 7,22 10™* s. A Figura 9.10 mostra o deslocamento

vertical do n6 central da borda livre da tira comparada com a solucao analitica. Pode-se

observar uma boa concordancia com os resultados obtidos por Dominguez (1993).

Tira infinita sob trag&o uniforme

70

60

w B a1
o o o

Deslocamento [pm]

N
o

10

——8— 1 Sub-regido
—¥— 2 Sub-regides
—<— Dominguez

10

20

30
Tempo [ms]

60

Figura 9.10: Variagao do deslocamento no tempo da tira infinita sob carga com passo

de tempo uniforme.
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9.2.5 Associacao em L

Este modelo é composto por duas placas associadas de maneira a formar uma
estrutura em L. As propriedades e dimensoes sao dadas na Figura 9.11, onde Ly = 1m,
Ly=1m, Ly =2m, t; = 0,008m e t, = 0,008m. A carga é distribuida ao longo da
aresta superior, orientada na dire¢io z com valor ¢ = 100N/m?. As propriedades
mecanicas sao: £ = 210 GPa, p = 7800N/m3 e v = 0, 3.

) 74

Ly

Figura 9.11: Dimensoes e condigoes de contorno para a estrutura em L Dirgantara and
Aliabadi (2001).
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A estrutura foi discretizada usando-se 300 elementos de contorno constantes e passo
de tempo A7 = 0,0100 s. A Figura 9.12 mostra o deslocamento vertical da borda livre

da placa associada em L.

Deslocamento no ponto médio
T T T

0.025 T T
—<&— Associagéo em L
0.02 +
E
o 0.015
c
]
IS
@
o
o)
w 0.01r
[
[a)
0.005
O 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Tempo [s]

Figura 9.12: Variagao do deslocamento no tempo da tira infinita sob carga com passo

de tempo uniforme.

Este ¢ um problema original, que nao possui similar na literatura para se comparar
com o resultado obtido. Entretanto, o valor maximo do deslocamento é o esperado para
este tipo de problema. E bem conhecido da literatura que para problemas transiente
sem amortecimento sob carga tipo Heaviside, o valor maximo de deslocamentos, tensoes
e deformagoes é duas vezes os respectivos valores de problemas estaticos Campos (2012).
Neste caso, o resultado estatico para o deslocamento é igual a w, = 10,2 mm. Por sua
vez, o valor maximo para o problema dinamico foi de wy = 21,5 mm. Desta forma, o
erro relativo foi de:

|we — wal
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Capitulo 10

Consideracoes finais

10.1 Conclusoes

Uma formulacao do método dos elementos de contorno para o calculo de desloca-
mentos em problemas isotropicos foi desenvolvida para andlise de estruturas constitui-
das pela associacao de placas planas no espago sob carregamentos estaticos e dinamicos.
As formulagoes de elasticidade plana e de flexao de placas finas (placas de Kirchhoff)
foram usadas simultaneamente. Com isso, obteve-se uma formulagao com quatro graus
de liberdade por noé, sendo os dois deslocamentos provenientes da formulagao de elasti-
cidade plana e, o deslocamento transversal e a rotacao normal da formulacao de placas
finas. As variaveis desconhecidas foram assumidas constante ao longo de cada ele-
mento (elemento de contorno constante). Integrais de dominio que surgem devido a
cargas distribuidas foram transformadas de forma exata para integrais de contorno. Na
formulacao dinamica, os termos de inércia foram considerados como forcas de corpo,
gerando assim, integrais de dominio na formulagao. Estas integrais de dominio foram
transformadas em integrais de contorno usando o método da integracao radial. Para
problemas dinamicos, graus de liberdade no interior do dominio foram inseridos de
modo a melhorar a aproximagao dos termos de inércia. Entretanto, os pontos internos
podem ser inseridos de maneira aleatoria e nenhuma discretizacao do dominio é neces-
saria. Obteve-se, assim, uma formulacao para problemas estaticos e dindmicos onde
somente os contornos das placas sao discretizados. Nao foi encontrada na literatura,
formulagoes do método dos elementos de contorno onde somente o contorno ¢é discre-
tizado para problemas dinamicos de associacao de placas planas no espago. Por esta
razao, estd foi a principal contribuicao deste trabalho.

No arranjo tridimensional, cada placa foi definida como uma sub-regiao e os termos
locais foram calculados de maneira independente em coordenadas locais. As condicgoes

de compatibilidade de equilibrio e deslocamentos foram impostas, acoplando assim
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todas as sub-regioes. Finalmente, o sistema global foi montado e as condicoes de con-
torno impostas. No caso de problemas dindmicos (transientes), o método de Houbolt
foi usado para aproximar as aceleracoes nodais como uma fungao dos deslocamentos
nodais.

No método da integracao radial, foi utilizada como funcao de aproximacao a funcao
de base radial spline de placas finas que, conforme relatado na literatura, apresenta um
bom desempenho em varias outras formulagoes.

Varios testes numéricos foram utilizados para validagao. Inicialmente para proble-
mas planos, depois problemas com associacao de placas no espago. Em ambos os casos,
foram analisadas a sensibilidade da resposta em relagao a quantidade de elementos de
contorno usada na discretizacao das placas. Em geral, para se obter boa concordancia
com os resultados da literatura, foi necessario o uso de um grande nimero de elementos
de contorno (em alguns casos, da ordem de milhares de elementos). Este fato pode
ser explicado pelo uso de elementos de baixa ordem (elementos constantes). Espera-se
uma convergéncia mais rapida se elementos de maior ordem (elementos quadraticos, por
exemplo) forem usados. Entretanto, esta analise ficou fora do escopo deste trabalho.

Os resultados foram comparados com solugoes analiticas e numeéricas disponiveis
na literatura. No geral, a formulagao desenvolvida apresentou um bom desempenho
na modelagem de problemas dinamicos, constituindo-se, como uma alternativa para a

analise de estruturas tridimensionais finas sob cargas transientes.
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10.2 Sugestoes para trabalhos futuros

Neste trabalho apenas o calculo de deslocamentos e forcas de superficie foram rea-
lizados para problemas estaticos e dinamicos. Desta maneira sugere-se como possibili-
dade de trabalhos futuros:

e Para a formulagao dinamica, analise da sensibilidade dos resultados quanto a

quantidade e posicao dos pontos internos e ao tamanho dos passos de tempo.

e Troca do elemento por um de maior ordem, como os elementos quadraticos, por

exemplo.
e A inclusao do calculo de tensoes;

e Extensao da formulagao para analise modal de estruturas constituidas pela asso-

ciacao de placas planas no espaco.

e Extensao da formulacao para a analise flambagem linear de estruturas constitui-

das pela associacao de placas planas no espaco.

e Extensao da formulacao para anélise de pos-flambagem de estruturas constituidas

pela associagao de placas planas no espago.

e Extensao da formulacao para analise de estruturas constituidas pela associacao
de placas planas no espaco considerando deformagoes finitas (grandes desloca-

mentos/deformacoes).
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