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Resumo

Nesta tese sao discutidos dois aspectos do modelo de Gross-Neveu através da optica de
Simetria: Solucoes analiticas sao encontradas através da anélise sisteméatica de simetrias
das equacoes geradas pelo modelo e transicao de fase é estudada a partir da restauragao

da simetria quiral por meio de efeitos de compactificacao.



Abstract

Within this thesis, two aspects of the Gross-Neveu model are considered in the backdrop
of symmetry analysis: Analytical solutions of the model are obtained through systematic
symmetry analysis of the differential equations of the model and phase transistion is
studied from the point of view of the chiral symmetry restoration through compactification

effects.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho trata da andlise sisteméatica de aspectos de simetria do modelo de Gross-
Neveu (GN), descrevendo a interacao de contato de quatro férmions e introduzido como
modelo efetivo da cromodinamica quantica (QCD). A teoria atual sobre a interacdo forte
do modelo padrao da fisica das particulas elementares, a QCD, foi proposta para descre-
ver aspectos constitutivos da matéria hadronica, os quarks e os glions [1], [2], [3]. Deve
prover, assim, explicacao satisfatoria para os seguintes aspectos experimentais: liberdade
assimptoética e confinamento. O primeiro, se manifesta em altissimas temperaturas e ener-
gias (ou curtas distancias). Através de espalhamento inelastico profundo, observa-se que
os quarks se comportam aproximadamente livres nesse regime [2]. O segundo aspecto
estabelece que, em baixas energias e temperaturas, quarks e gluons estao espacialmente
confinados em regides da ordem de 1 fm, em estados desprovidos de cor. Este aspecto
¢ também confirmado pela falta de observacao de quarks livres nos processos fisicos co-
nhecidos. Entretanto, é abrangente aceitacao de que em algum estagio da evolucao do
Universo, quarks e glions existiram num estado nao confinado. Este estado é chamado
de plasma de quarks e gluons. Com o resfriamento ocorre uma transicao de fase, onde os
quarks e glions dao origem a matéria hadronica [2].

Devido a uma estrutura matemaética intricada, a QCD descreve as observacoes acima,



mas apenas parcialmente, ou aproximadamente, pois resultados analiticos sao extrema-
mente dificeis, embora fundamentais para guiar corretamente os experimentos. Nos
dominios de liberdade assimptotica (altas temperaturas ou alta energia), é possivel uti-
lizar métodos perturbativos bem estabelecidos [2]-|7]. Na regido de transi¢do, métodos
perturbativos sao complicados, e um expediente muito utilizado é o calculo na rede, im-
plementando uma simulagao do sistema confinado, e provendo por exemplo a temperatura
critica da transi¢do confinamento/deconfinamento, da ordem de 200 MeV [7]. Devido as
dificuldades da QCD com resultados analiticos na regiao de baixas energia, existe um
forte apelo ao desenvolvimento de modelos efetivos, que possam reproduzir propriedades
importantes da matéria hadronica. O mais simples desses modelos descreve a interacao de
contato de quatro férmions, e é conhecido como modelo de Gross-Neveu (GN) [8]. Neste
caso, os glions, descritos por campos de calibres nao abelianos, sao suprimidos, em um
procedimento similar ao que acontece com o tratamento de Fermi a interacao fraca. O
modelo GN nao é perturbativamente renormalizavel para dimensoes maiores que D = 3;
e a expansao na ordem dominante de 1/N, onde N é o nimero de férmios, é usualmente
empregada [9].

Nas tltimas décadas o modelo GN foi analisado com detalhe no contexto de tempe-
ratura finita. As motivacoes e a natureza desses estudos sao multiplas, e se prestam a
prover informacoes como modelo efetivo nao somente da QCD, mas também no estudo de
sistemas fermionicos na fisica da matéria condensada. Exemplos tipicos sao as aplicacoes
em supercondutividade e em grafenos [10]-[24]. Seguindo métodos primeiro desenvolvidos
para bosons, o modelo GN tem sido também considerado em topologias com dimensoes
espacialmente compactificadas a temperatura finita [25]-[28]. Entretanto, esta anélise ndo
foi estendida para os métodos de tempo real, como a Dinamica de Campos Térmicos
(DCT), que é um formalismo para a teoria de campos a temperatura finita, estabelecido

a partir da representacao de grupos de simetria. Um dos objetivos aqui propostos é tratar



o modelo GN no contexto da DCT.

As equacoes de Gross-Neveu ainda nao tiveram um estudo satisfatorio de suas solugoes
analiticas, particularmente em 2 e 3 dimensoes espaciais. Nos tltimos anos, devido ao
interesse pelo modelo de Gross-Neveu, especialmente com os grafenos, a importancia
destas solugoes ¢é significativa. Alguns avancos foram feitos nesta linha [29, 30, 31|, mas
de modo preliminar. Devido a essas caracteristicas e aplicabilidade, o modelo GN serve
como um protoétipo para a andlise de transicoes de fase na teoria quantica de campos para
férmions, e nessa perspectiva a procura por resultados analiticos passa a ser um outro
aspecto importante [32], [33]. Um dos possiveis procedimentos é explorar as técnicas
de grupos de Lie aplicadas a equacgoes diferenciais parciais. Este tipo de solucao ja foi
parcialmente analisado e classificado por Fushchich e Zhdanov [30], [31], no caso de 3+1
dimensdes, e pelo proprio autor nos casos de 1 + 1 e 2 + 1 dimensoes|29].

Este trabalho se organiza da seguinte maneira: no Capitulo 2 sao revisados alguns
aspectos basicos sobre grupos e algebras de Lie. No Capitulo 3, se constroem alguns
apectos basicos da Dinamica de Campos Térmicos, culminando com a aplicacao destes
conceitos ao modelo de Gross-Neveu. O Capitulo 4 é dedicado & revisao dos principais
métodos de simetria a serem aplicados, enquanto no Capitulo 5 se apresentam resultados
obtidos a partir destes. Ao longo desta tese sao empregadas unidades naturais, onde
¢ =h = kg = 1. A notacao de soma de Einstein estd implicita, a nao ser que dito o

contrario.



Capitulo 2

Grupos e Algebras de Lie

Os métodos propostos nesta tese tem como base matematica a teoria das simetrias de
Lie e solugoes invariantes de grupo|34]. Faz-se, entao, necessario o estudo do ferramental
relacionado a esta teoria. Antes de entrar em detalhes sobre como simetrias de equacoes
diferenciais podem ser encontradas e utilizadas para resolver equacoes diferenciais, deve-se
primeiro dominar os conceitos matemaéaticos basicos para o tratamento das simetrias.

Nao existe, talvez, ferramenta mais importante para o estudo de simetrias quanto a
teoria de grupos. Esta estrutura algébrica ¢ tnicamente adaptada para o tratamento
matematico de conjuntos de transformacoes, e justamente devido a esta caracteristica se
tornou tao crucial para a fisica. O que segue ¢ uma breve revisao das estruturas algébricas
mais relevantes para o presente trabalho, que tem como pedra fundamental os grupos de
simetria.

Em sua parte inicial este capitulo introduz definicoes e conceitos de maneira abstrata.
Feitas as introducgoes conceituais, o capitulo tem em sua parte final um exemplo bastante
importante para esta tese, quando ¢ construida a algebra do grupo de Poincaré. Esta

revisao ¢ baseada nas referéncias [1], [3], [35].



2.1 Grupos

Um grupo é um conjunto {g1, g2, g3, ...} = G munido de uma operagdo chamada

produto ou multiplicagdo do grupo (denotada por o ) tal que

1. g, € G, g; € G= giog; € G. Diz-se que grupos sao fechados sob o produto.
2. gio(gjogr) = (gi0gj)ogr. O produto é associativo.

3. Existe um elemento g; tal que g; 0 g; = g; 0 g1 = ¢;. O elemento g; é chamado de

identidade.

4. Para cada elemento g; existe um elemento inverso g,;l tal que g,gogk’1 = g;logk =0.

Um grupo pode ser finito ou infinito com relacao ao nimero de elementos. Grupos
infinitos podem ser ainda classificados em discretos ou continuos, dependendo da natureza

contavel ou incontavel de seus elementos.

Exemplos

1. O conjunto das possiveis permutacgoes dos pontos 1, 2, 3, 4 forma um grupo com
4! elementos, chamado P;. Um exemplo de dois elementos deste grupo (a e b) é

ilustrado na figura 1, junto com a composi¢ao destes dois elementos.

Figura 2.1: Exemplo de elementos do grupo P; com a composicao.
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2. A colecao de rotacoes do circulo por multiplos de 27” radianos forma um grupo com

n operacoes distintas. Grupos finitos como este sao ditos de ordem n.

3. A colecio de rotagoes de um circulo por um angulo 6 (0 < 6 < 27) é um exemplo
de um grupo continuo. Existem tantas operagoes g(f) quanto pontos no intervalo

0, 27].

4. O conjunto dos niimeros reais forma um grupo sob a adicao. A identidade é o

nimero zero e o elemento inverso de x é -x.

5. O conjunto de matrizes reais n X n nao singulares (det(g) # 0), sob a multiplicacdo
de matrizes, forma um grupo conhecido como Gl(n,r) (General Linear). O conjunto
de matrizes n X n com determinante 1 também forma um grupo, chamado Si(n, )

(Special Linear). O conjunto de matrizes unitarias n x n forma o grupo U(n)

Note que, em principio, a operagado o nao é comutativa. Um grupo G que obedece

gi°g; = gj © i, Yg;, g; € G & chamado abeliano, ou comutativo.

2.2 Espacos Topologicos

Um espaco topolégico T é composto por um conjunto de pontos, denotado por S,
sobre o qual se coloca uma topologia 7. Uma topologia é uma colecao de subconjuntos

S, Sg, S3,--- C S que obedece aos seguintes axiomas:

1. O conjunto vazio(()) e o conjunto S pertencem a 7.

11



2. Interseccoes finitas de elementos de T sao elementos de T.

finita

(S e T

3. Uniodes arbitrarias de elementos de 7 sao elementos de 7.

qualquer

U s eT
Os elementos S; da topologia sao chamados conjuntos abertos.

Um espaco topologico que obedece apenas aos axiomas 1-3 é geral demais para nosso

proposito. Impode-se ainda o seguinte axioma:

4. SepeT, qeT, p+#q, entdo existem S, € T, S, € T que obedecem as pro-

priedades p € S,, ¢ € S,, S, NS, = 0.

Um espaco topolégico que obedece ao axioma 4 é chamado de espaco Hausdorff. Um

conjunto aberto S, contendo p é chamado uma vizinhanga de p.

Exemplo

O plano bidimensional R, é o conjunto de pontos em que normalmente se escolhe
uma topologia (chamada standard, ou padrao) formada pelo interior de circulos de centro
arbitrario e raio arbitrario diferente de zero. A topologia consiste destes circulos e suas
interseccoes finitas e unioes arbitrarias. Este espaco com esta topologia também é um
espaco Hausdorff. Dois pontos p e ¢ sao separados por uma distancia d(p, q). Circulos
Sp, S com raio @, por exemplo, sao conjuntos sem interseccao que contém p e q

respectivamente.

Definem-se trés conceitos adicionais:

12



1. O espaco T é compacto se toda sequéncia infinita de pontos ¢y, ty, ... € T' contém

uma subsequéncia convergente para um ponto em T.

2. Um conjunto S é fechado se contém todos os seus pontos de acumulacao. Um ponto
p ¢ um ponto de acumulacao se todos os conjuntos abertos contendo p contém pelo

menos um ponto de S diferente de p. S junto de todos os seus pontos de acumulagao

é chamado de fecho de S.

3. Seja ¢ um mapa do espago T com topologia 7 no espaco U com topologia U. O
conjunto de todos os pontos t1, t3, ... € T' que sao levados ao mesmo ponto u € U
é chamado imagem inversa de u. O mapa ¢ é dito continuo se a imagem inversa de

todos os conjuntos abertos em U é um conjunto aberto em T.

2.3 Variedades Diferenciaveis

Uma variedade diferenciavel consiste num espago Hausdorff (T, 7) munido de uma

colecao ® de mapas ¢, € ¢

¢p: T, > RY  peT

Que obedece as seguintes propriedades:
1. ¢, ¢ um mapa 1-1 de um conjunto aberto 7, (p € 7)) em um conjunto aberto de
RY.
2. UT, =T, Ou seja, a unido de todos os conjuntos abertos 7, forma o espago T.

3. Se T, NT, nao for vazio, entdo ¢,(T,NT,) é um conjunto aberto em RY. ¢,(T,NT,)
também é um conjunto aberto em R distinto de ¢,(7,NT,). O mapa ¢, o (bq_l deve

ser continuo e diferenciavel.
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4. Os mapas ¢, 0 ¢, e ¢g0 ¢! sao elementos de P.

O primeiro axioma garante a possibilidade de contrucao de um sistema de referéncias
em um ponto p da variedade. Se o ponto p for mapeado na origem de RY, um ponto g na
vizinhanca de p deve ser mapeado na vizinhanca da origem também. O segundo axioma
garante que este sistema possa ser estabelecido em qualquer ponto da variedade, enquanto
o terceiro axioma diz respeito a mapeamentos do tipo RY — R" descritos pelas técnicas
usuais de calculo.

A grande utilidade de Variedades Diferenciaveis se da ao fato de que a vizinhanca de
cada ponto pode ser transportada para um espago euclideano. Por meio de @, todos os
conceitos e métodos usados no estudo de RY podem ser transferidos para a analise de

espacos mais complexos e gerais.

2.4 Grupos de Lie

Um grupo de Lie é um grupo especificado pelas seguintes propriedades:

1. Uma variedade diferenciavel n-dimensional denotada por M

2. Uma fungdo ¢ que leva dois pontos (5, «) da variedade em um terceiro ponto ~y

também dentro da variedade.

3. Em termos de um sistema de coordenadas dentro da variedade podemos escrever

’}/N = ¢M (/817 M /Bn’a:l? A an) ; /"L = 17 R TI

14



As funcoes

¢ Bxa—v=Pa

v: a—al

Devem ser continuas C*. Esta condicao é na verdade forte demais, e no caso geral
basta que seja C* para k finito, porém é imposta a condicdo mais restritiva para

que os métodos subsequentemente utilizados tenham validade garantida.

Grupos de Lie tem dois tipos de estrutura, uma estrutura algébrica e uma estrutura
topologica. Algébricamente, eles sao grupos e obedecem a todos os axiomas de grupo.
Topologicamente sao variedades diferenciais e devem obedecer a todos os axiomas rela-
cionados a este tipo de estrutura. Os axiomas de grupo sao entao traduzidos como

condigoes sobre ¢, isto é,

«. Fechamento

W=¢"(Ba) 5 v, B, aeM

(. Associatividade

¢ (B, 9la,7)) = ¢ (6(8,a), 7)

v. Identidade

Qbu(ev Oé) =t = gb”(oz, 6)

15



0. Inversa

Qb#(a? a_l) =é' = QS#(O‘_I? a)

Geradores Infinitesimais

Seja (T, ¢) um grupo de Lie que age sobre um espaco Gy por meio de transformagoes
de coordenadas f(a,x). Em outras palavras um grupo de Lie de transformagoes.

Agora seja F(p) qualquer fungio definida em todos os pontos p € Gy. Uma vez
definido um sistema de coordenadas S para Gy, podemos escrever p como uma N-upla

de coordenadas,

p — (a:l(p), 2*(p), ..., xN(p))

A Fungiao F(p) pode ser escrita, entao, em fun¢ao dos parametros x’(p) no sistema de

coordenadas S, ou seja,

F(p) = F*[z'(p), .., 2" (p)] .

Em um outro sistema S’ as coordenadas de p mudarao. E natural esperar que a forma da

funcao F’ mude para manter o valor fixo F'(p), assim escrevemos

F(p) = FS [x'l(p), . x’N(p)} ) (2.1)

Sabe-se que S e S’ estao relacionados por um elemento do grupo de transformacoes da

16



seguinte forma

2" (p) = f'los 2(p)] -
Para relacionar F'¥' com F®, basta entdo escrever 2”(p) em funcdo de z*(p). Temos
z'(p) = f'la™,2'(p)] - (2.2)
Substituindo a Eq. (2.2) na Eq. (2.1), obtemos
F [ (p), ... 2N(p)] = F¥[f'a "2 (), o N2/ (p)] - (23)

Esta expressao nao estd em uma forma muito tutil. E mais conveniente para nosso proposi-
tos tratar de transformagoes proximas a identidade.
Para uma operacao do grupo 0 + da* proxima da identidade O a inversa é dada por

(da~1)* = —fa*, uma vez que (0 + dat) (0 — da*) = 0+ O(da?). Escrevemos entao

'(p) = f[-6a,2'(p)]

= fU0,2'(p)] + Wﬁo(—é&) -
— x/z(p) . 6aafl[g7ﬁi/(p)] |B=0 . (24)

Substituindo a Eq. (2.4) na Eq. (2.3) encontramos

FS/[.I'/(p)] _ FS x/z(p) . 50&8.]“[?%;:(]))] ’ﬁ:O
= o) -0l T ). )

17



Em primeira ordem, a variacao em F' é dada por

P = P[] = —ia2h o TP )
= da X, (o) FO[] . (2.6)
O operador

0B, @' (p)] 9
Au = o g

¢ chamado gerador infinitesimal do grupo de Lie. Através da aplicacao repetida destes
operadores podemos obter todos os elementos do grupo de Lie gerados por eles.

Note que os geradores de grupos de Lie s6 sao capazes de gerar todos os elementos do
grupo devido a natureza de variedade diferenciavel e conexa dos grupos de Lie[35]. isto faz
com que o teorema de Taylor seja valido e aproximacoes proximas a identidade possam ser
feitas. Os geradores infinitesimais de um grupo formam uma base de um espaco vetorial,
de modo que qualquer combinacao linear destes também é um gerador infinitesimal, e um
elemento finito do grupo de transformagoes pode ser escrito em termos de seu gerador

como

T =exp(e"X,) . (2.7)

2.5 Algebras de Lie

Se um grupo é comutativo entao vale a seguinte relacdo, com « e [ elementos do grupo,

18



Se o grupo nao é comutativo, define-se o v como uma medida do quanto o resultado difere

de [, ou seja o quanto nao comutativo é o grupo.

afa”t = 8.

Note que v é necessariamente um elemento do grupo
—1p-1 _
afa” 7 = 4. (2.8)

Se a e (§ sao proximos da identidade, podemos expandi-los em termos dos geradores

infinitesimais como

1
a = I+0a"X,+ 5(504“)(“(504”)(,, ,

1
B = I+08"X,+ 556“)(”65”)(1, . (2.9)

Substituindo a Eq. (2.9) na Eq. (2.8) e mantendo apenas termos até segunda ordem nos

geradores, obtemos
(aB)(Ba)™t = I+6adB[X,, X,],

onde [X,, X,] = X, X, — X, X, é o comutador entre X, e X,.
Como (af)(Ba)™ é um elemento do grupo, [X,, X,] deve estar no espago vetorial
de geradores do grupo e pode ser expandido como uma combinacao linear da base. Em

outras palavras, podemos escrever
(X, X)) = CoX), (2.10)
onde C’jl, sao constantes a serem epecificadas de acordo com a natureza do grupo. Como
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os geradores ja formavam um espago vetorial, ao munir o espago de um produto entre os
vetores (o comutador) constrdi-se uma algebra.

Uma algebra cujo produto é anticomutativo
[Xu’ XV] = = [XV’ Xu] )
e obedece a identidade de Jacobi

[Xu [va Xp“ + [Xv [va XMH + [Xp [X XI/H =0,

o

é chamada de Algebra de Lie. O comutador é um candidato natural a produto de uma
algebra de Lie, uma vez que estas propriedades sao automaticamente satisfeitas.

Vemos, portanto, que os geradores infinitesimais de um grupo de Lie formam uma
algebra de Lie. Apesar de todo grupo de Lie ter uma algebra associada a ele, a correspon-
déncia nao é 1-1. De fato, varios grupos diferentes podem vir a ter a mesma algebra de
Lie. As constantes de estrutura C’};\V definem completamente a estrutura da algebra de Lie,
de modo que duas 4lgebras com as mesmas constantes de estrutura sao, necessariamente,

a mesma algebra.

2.6 Grupo de Poincaré

Como um exemplo pratico da aplicacao das técnicas acima, construiremos a dlgebra de
Lie para o grupo de Poincaré. Dito ser o conjunto de isometrias do espago de Minkowski,
o grupo de Poincaré é um dos grupos de simetria mais importantes para a fisica. Nesta
dissertacao serd feito amplo uso de propriedades deste grupo e da algebra de Lie rela-

cionada a ele, tornando necessario um tratamento especial deste grupo. Por ser um grupo
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de transformacoes, para definir o grupo deve-se antes definir sobre o que o grupo age.
Para tanto, define-se o espaco de Minkowsi, o chamado espaco de definicao do grupo.
O espaco-tempo de Minkowski é um espaco-tempo plano pseudo-euclidiano que tem

em algum sistema de coordenadas a métrica

Juw = 0 0 1 0 )

Com d a dimensao do espago. As coordenadas nas quais a métrica toma esta forma

sdo escritas como (2#) = (2°,...,d — 1) e as componentes covariantes se relacionam as

contravariantes pela regra z* = g"”z,. Vale a notagao de soma de Einstein em que indices
repetidos sao somados. No espaco de Minkowsi a distancia entre dois pontos é chamada

de intervalo. Se tratando de um espago métrico, o intervalo é escrito como
i — oV
Yy = GuTY .
Particularmente, o comprimento ao quadrado de um vetor pode ser escrito como

i _ BV
™r, = guwr'y

= x2— (a%)* . (2.11)

Note que, ao contrario do espaco euclidiano usual, o produto interno nao é positivo

definido. Neste espaco podem ser definidas transformacoes lineares que mantém este
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intervalo constante. Estas transformacoes, chamadas transformacoes de Lorentz, sao de
especial interesse, uma vez que, como sera mostrado a seguir, compoem um subgrupo do

grupo de Poincaré.

Grupo de Lorentz

O grupo de Lorentz consiste nas transformacoes lineares e homogéneas que mantém in-

variante o intervalo dado pela Eq. (2.11). Uma transformagao de Lorentz ¢ escrita como

= A Y. (2.12)

v

Ao combinar a Eq. (2.12) com a condi¢do imposta que a distancia como dada na Eq.

(2.11) deve ser invariante, a matriz A* x" satisfaz a condic¢do

G A, = gy (2.13)

Para explicitar a natureza de grupo destas transformacgoes, verificam-se as quatro

condicoes necessarias para que um conjunto seja um grupo.

1. Fechamento

Sob a multiplicacao usual de matrizes, o produto de duas transformacoes de Lorentz

é

AH - Aliu VA2# v
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com A; e Ay satisfazendo a Eq. (2.13). De fato,

Guh" )N = Gpo
9N pAIV oA A v T Gpo Ny 50 5

= G5y,

Gu NN = g5y . (2.14)

Logo, fica claro que duas transformagoes de Lorentz sucessivas ainda sao uma trans-

formagao de Lorentz.

2. Associatividade

A transformacao tem carater matricial; e como o produto matricial é associativo,

esta condicao é automaticamente satisfeita.

3. Identidade

A transformacdo A" | = 0%, mantém a Eq. (2.11) invariante e tem como propriedade

que A -6 =06-A = A. Portanto, o papel de identidade é cumprido pela matriz §%.

4. Inversa A Eq. (2.13) pode ser reescrita

Al/pAZ' = Gpo

AN, = 6

Desta forma, toda transformacdo tem inversa escrita como

(2.15)

Este conjunto de propriedades garante que as transformacoes de Lorentz formam um

grupo continuo.
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Voltando a atencao a algebra de Lie relacionada ao grupo de Lorentz, é relevante

escrever as transformacoes em sua forma infinitesimal

A, = 0 40wl
(A" = 6, —swh
A= guw — dwu =47\, .
(2.16)
Logo
dwp = —O0wy, . (2.17)

Ou seja, dw,, ¢ uma matriz antissimétrica de entradas pequenas, de modo que as
transformacoes acima sejam proximas a identidade. Seja d a dimensao do espaco-tempo
sobre o qual as transformacoes de Lorentz sao realizadas. Por ser antissimétrica, dw,,
tem apenas %d (d — 1) componentes independentes. Logo, as transformacoes infinitesimais
acima sao geradas por %d (d — 1) geradores infinitesimais independentes.

Nem todas as transformacoes de Lorentz podem ser obtidas ao se compor transfor-
magoes infinitesimais. Tomando o determinante na Eq. (2.13), tem-se que det (A™!) =
det (A). Isto significa que det (A) = +1. As transformagoes de Lorentz que obedecem
det (A) = 1 s@o chamadas transformagoes proprias. Note que o produto de duas transfor-
macoes proprias é uma transformacao propria e que transformacoes da forma A = 1+ dw
também sao proprias. Portanto, composicao de transformacoes infinitesimais s6 pode
gerar um subgrupo do grupo de Lorentz em que todas as transformacoes sao proprias, e
assim conectadas a identidade.

Um outro possivel subgrupo do grupo de Lorentz é o subgrupo das transformacoes

ortocronas. A Eq. (2.12) implica em (A%)” — (A,)? = 1. Portanto A% < —1 ou A% > 1.
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As transformagoes que obedecem A% > 1 sdo transformagoes ortécronas. Novamente,
o produto de duas delas sempre ¢ uma transformacao ortocrona e as transformacoes
infinitesimais como descritas acima sao ortocronas.

Apenas o subgrupo das transformacodes de Lorentz proprias e ortocronas pode ser
obtido através da composi¢ao de transformagoes infinitesimais (diz-se que apenas este
subgrupo é suavemente conexo a identidade). As tranformagoes que nao satisfazem este

subgrupo podem ser obtidas fazendo uso de duas transformacoes discretas.

e A transformacao de Paridade é escrita como

E ¢ ortécrona, porém impropria. Esta transformacgao leva transformacoes proprias
em improprias. Vale notar que no caso de dimensoes impares, det(P) = 1. Em
dimensoes impares, nao existe maneira facil de se distinguir transformacoes proprias

de improprias.

e A transformacao de reversao temporal é dada por

e é imprépria e nao-ortocrona. Leva transformagoes ortécronas em nao ortécronas.
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Para obter geradores infinitesimais para o grupo de Lorentz, é conveniente trabalhar
em uma representacao para os elementos do grupo em termos de operadores definidos em
um espaco infinito-dimensional, como sao os operadores diferenciais, por exemplo. Cada
elemento A é entao representado por um operador U (A) tal que seja preservada a regra

de composi¢ao do grupo
UNAN) = UMN)U(A) . (2.18)
Entao, para uma transformagcao infinitesimal escreve-se
U(l+déw) = I+ %(5WWM“” : (2.19)

com M* = —M"" descrevendo os geradores da algebra do grupo de Lorentz. Para obter

a tabela de comutagoes desta dlgebra, usa-se a Eq. (2.18) para escrever
UNTUMN)UN) = U(AANA) .

Trata-se, entdo, A’ como uma transformacao proxima a identidade como dada na Eq.

(2.19). Expandindo e mantendo apenas termos lineares em dw’, tem-se

/ -1 v / v o
8l U (A MPU (A) = owly AR AY M

UN) MU (A) = A N,M

Tratando, entdo, A como na Eq. (2.19), expandimos novamente até primeira ordem em

dw e igualamos seus coeficientes. Temos
(I - %&UaﬁMaB) MH (I + %(MWMW) = M"™+ %mpo (MM MP" — MP7MM™)

— M %mpa (M| M)
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E o lado direito, de acordo com 2.17 e a antissimetria de M*" fica

%5%0 (MM, MP?] = dw", MM + §wh M*"
= 5wpo‘ (g”pM’w _ gauMpV)
' 1
% [MMV’ Mpa] — 5 [gupM/LU . gUMMpV . gVO'M,up + gpuMaV] ’
[M}U/’ Mpo‘] — Z [gVO'Mup + gUuMpV + gl/pMUu + gupMVO'] .

Através destas comutacoes é gerada a dlgebra de Lorentz.

O Grupo de Poincaré

O grupo de Poincaré ¢ também conhecido como o grupo de Lorentz Inomogéneo. As

transformacoes de coordenadas que o compoe sao da forma
¥ = A" +ad (2.20)

com A uma matriz de transformacao de Lorentz e a* um vetor constante. Verificam-se as

quatro condicoes para que transformacoes deste tipo formem um grupo:

1. Fechamento

Da Eq. (2.20) pode -se concluir que

"o W I

= ANV +af
_ BOAV P weoov o op
= N A 2P+ A ey +ay

= A LAY 2P + ay' +af .
Uma vez ja estabelecido que o produto de duas transformacoes de Lorentz ¢ uma
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transformacao de Lorentz, segue que as transformacoes de Poincaré sao fechadas

quanto a composicao.

. Associatividade

As operacoes envolvidas nas transformacoes de Poincaré sao multiplicacdo e adicao

de matrizes. Dessa forma a associatividade é trivialmente satisfeita.

. Identidade

O papel de identidade é exercido pela transformacao que tem A* = §* e a* = 0.

. Inversa Denota-se a transformacgao dada na Eq. (2.20) como

G-zt = 2",

= AoV +at (2.21)

Para encontrar a inversa, escreve-se que

Gl.g.» = .

Gloat = Ao’ — NS

Como toda matriz de Lorentz tem inversa, toda transformacao de Poincaré também

tem inversa.

Para se obter a algebra de Poincaré, novamente é necessario o tratamento da representacao

infinito-dimensional. Para uma transformacao infinitesimal, temos

UA+a) = I+ %&uaﬁMO‘ﬁ + el P

UA+a)™' = I- %5%51\46“5 — P
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Com um procedimento analogo ao do grupo de Lorentz, obtém-se a tabela de comutacao

para a algebra de Poincaré

[Pm PV] = 0,
[Pus Moyl = i(guwbs — gowlu)
[M*, MP] = i[g"" MM + ¢""M™ + g“? M + g"* M"] .

Desta forma, a algebra de Poincaré é construida em sua forma abstrata. Vale notar que,
assim como ocorreu no caso homogéneo, apenas transformagoes proprias e ortocronas po-
dem ser obtidas por composicao de transformacoes infinitesimais. A seguir construiremos

representacoes explicitas dos geradores e estudaremos seus significados.

Representacao Explicita para os Geradores

Podemos reescrever os geradores do grupo de Lorentz de modo que sua relagao com a

mecanica relativistica seja mais imediata. Define-se entao

1 .
Ji = §5ijijk7

K, = M®".
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As relacoes de comutacao se tornam entao

i, Jil = deijidi
i, K;] = igijKy ,
(Ko, K| = —degrdy
[Ji, P = igijhPr
[Ji, ’o] = 0,

(K, Pl = 6P,
(K, o] = iP5,

i,k = 1...d—1.

Desse modo os geradores J; descrevem rotacoes do tipo as do R?! e os geradores K;
descrevem rotacoes que, no caso do espago de Minkowski, misturam a coordenada do tipo
tempo com as coordenadas do tipo espaco. Rotacgoes deste tipo sao chamadas boosts, ou
impulsos.

Nesta dissertacao, os casos de maior interesse sao os casos com a dimensao do espago-
tempo d = 2, 3, 4. Nestas dimensoes é possivel escrever os geradores de Lorentz no

espaco de Minkowski como uma matriz, de modo a tornar a escrita mais compacta. Em
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cada uma das dimensoes, escreve-se

0 Ki Ky K;j
(3+1) Ky 0 Js =
J/“/ — )
Ky —Js 0 J1
Ky J —-J 0
0 K; K
J'L(LQV—FI) — Kl 0 J )
Ky —J 0
0 K
J/S},+1) _
K 0

Os geradores P, sao, 6bviamente, os geradores de translagoes. Agindo sobre um espaco
de funcoes escalares estes geradores, na representagao infinito dimensional sao dados por
P, =1i0,. Neste caso podemos escrever os geradores da dlgebra de Poincaré explicitamente

como

Jw = gm;x‘s@,, — gl,(;x‘sau ,

P, = id,.

Note que esta representacao para os geradores age sobre funcoes escalares.
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Capitulo 3

Dinamica de Campos Térmicos

3.1 Modelo de Gross Neveu

A Cromodinamica Quantica tem como objeto o estudo das interacgoes fortes entre quarks
e gltons, os principais constituintes da matéria hadronica. Infelizmente, sua estrutura
algébrica intricada combinada com uma regiao de acoplamento forte tornam resultados
analiticos neste contexto de muito dificil obtencao [37] [33]. As dificuldades da teoria
acabam por exigir ataques alternativos a problemas, e é neste contexto em que se propoe
o modelo de Gross-Neveu.

Originalmente proposto como um toy model em duas dimensdes, o modelo GN foi
introduzido em [8] como um campo de testes para o estudo de quebra espontanea de
simetria em teorias assintoticamente livres. As simplificagoes do modelo vem na forma
da supressao dos glions caracteristicos da QCD em favor de uma interacao de contato de

4 férmions. Desta forma, o sistema ¢ descrito pela Lagrangiana
—k . g [—k 2
L= idn+d(Pn) .
onde J = 4#9, e o indice k ¢ um indice de sabor que corre de 1 a N (& adotada a notagio
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de soma de Einstein). Este modelo apresenta uma das principais caracteristicas da QCD,
a liberdade assintotica. De fato, este modelo é o modelo mais simples que carrega esta
propriedade, tendo sido proposto com isto em mente [8]. Além disto, sabe - se que o
modelo é perturbativamente renormalizdvel em 1+ 1 dimensoes de espaco tempo, onde a
constante de acoplamento g se torna adimensional [36]. No regime em que N é grande, g
se comporta proporcionalmente a 1/N [8], desta forma é costumaério definir o parametro
A = gN de forma que se possa expandir a teoria em poténcias de 1/N [36].

O modelo GN apresenta, além da invariancia de Poincaré, uma simetria interna do
tipo U(N). Além disso, apresenta também invariancia pelas transformagoes discretas de

paridade P e inversdo temporal 7 [36]

Ot x) T AY(t, —x)

1/1(75»37) ;> 70¢(—ta l’) )
e as transformagoes quiral yp e paridade especial P

¢<tal’) X—D> ")/5’1/1(t,.17) )

Ot z) > 410yt —x) .

A introducao de um termo de massa mantém a teoria P e 7 invariante, mas quebra a
simetria xp e P;. A quebra espontanea desta simetria é observada no modelo GN através
da geracao dindmica de massa [8] [36] e esta quebra, junto com sua possivel restaura¢ao
a temperatura finita tem sido alvo de varios trabalhos [38], [39], [40], [36]. E um fato
estabelecido que a restauracao desta simetria esta relacionada a uma transicao de fase de
segunda ordem [38], [36]; investiga¢oes usando técnicas de teoria de campos a temperatura
finita trazem alguns resultados interessantes.

Um exemplo interessante destes resultados pode ser encontrado em [36]. A proposta
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deste trabalho era analisar esta possivel transicao de fase no modelo GN em 1+ 1 através
da introducao de temperatura por uma teoria de campos térmicos de tempo real. O
estudo desta quebra de simetria e sua restauracao ja havia sido feito usando técnias de
tempo imaginario [41] [42] [43], mas sua equivaléncia ao caso de tempo real era incerta.
Além disso, o trabalho trata o modelo sem o uso de campos auxiliares, como costuma
ser feito este estudo [15] [32] e, ao invés, trata o modelo na aproximacao de fermion
bubbles. O resultado conhecido para a temperatura critica 7, = 0,567m(0) a potencial
quimico nulo, com m(0) a massa dinamica a temperatura zero, foi reproduzido, mostrando
a equivaléncia entre os formalismos e mais previsoes foram feitas na forma de uma curva
de criticalidade para T, em funcao do potencial quimico critico .

Grandes partes dos resultados analiticos obtidos no contexto do modelo GN foram
feitos em 2 dimensoes. Em parte, isto se deve ao fato que o modelo é renormalizavel em 2
dimensoes, e em parte porque dimensoes maiores tem um grau de complexidae matematica
muito maior. Apesar disto, resultados interessantes sao conhecidos em temperatura finita
para 2+1 dimensoes.

Em [38] os autores obtém, através do formalismo de tempo imaginario, uma tempe-
ratura critica para o modelo GN em 3D. A andlise se d& via a funcao de quatro pontos
térmica do modelo. Através de consideracoes que remetem a teoria BCS de supercondu-
tividade, foi possivel obter exatamente o valor do vértice renormalizado a temperatura
finita. Isto se deve ao fato que, proximo da criticalidade, as contribuicées para a fungao

de quatro pontos vem dos diagramas de bolha do tipo
><7

Os diagramas deste tipo podem ser somados exatamente como uma série geométrica e
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tem como resultado

9

I‘ -z
4 1 — gIlx(3,7)

onde gllz(3,T) é o valor do diagrama de uma bolha apenas. A divergéncia em I'y indica
a existéncia de uma transicao de fase. A substituicdo de uma valor médio para a massa
do quarks na equacao acima fornece uma temperatura critica da ordem da temperatura
estimada de deconfinamento de quarks, da ordem de 200 MeV, fortalecendo o status do
modelo GN como teoria efetiva para a QCD. Estudos analogos a este também sao feitos
no contexto de confinamento espacial [40].

Devido a grande aplicabilidade do modelo GN, nao s6 no contexto de teoria de campos,
mas também em matéria condensada |15, 12|, solugdes exatas para as equagoes dinami-
cas do modelo tém sido procuradas. Neste ponto de vista, um resultado importante é
a demonstracao da integrabilidade do modelo GN em 1+1 dimensoes através de consid-
eragoes baseadas em espalhamento inverso [44]. A busca por solu¢des tem sido, porém
bastante envolvida. Resultados antigos por Dashen, Hasslacher e Neveu [45] e também
Shei [46] ja usavam técnicas de espalhamento inverso para obter solugoes solitonicas para,
as equacoes de ponto de sela do modelo GN a temperatura zero. Antes ainda, foi de-
scoberto o kink de Callan-Coleman-Gross-Zee [47|. Este resultado é especial por se tratar
de um kink topologicamente estavel, e trouxe novos ares a busca de solucoes solitonicas
neste contexto. Trabalhos por Feinberg [32], Thies [20] e outros autores tem expandido
bastante o espectro de solucoes solitonicas do modelo GN.

Um outro método utilizado na busca por solugoes exatas consiste no uso de métodos de
Lie e generalizacoes para a obtencao de solugoes classicas do modelo de Gross-Neveu. Tra-
balhos como os de Fuschich e Zhdanov |30, 31| classificaram varias das possiveis solucoes
baseadas em simetrias do modelo, especialmente a invariancia por Poincaré. Entretanto,

trabalhos nesta linha sao bastante escacos devido ao volume de trabalho e a dificuldade
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de se obter estes resultados.

Recentemente, porém, o desenvolvimento de plataformas computacionais como o SADE
[48] tem viabilizado investigacoes mais a fundo. Como exemplos podem ser citados a
dissertacdo de mestrado [29], bem como trabalho submetido para revisao [49], cujos resul-
tados serao apresentados na secao 3. O uso destes métodos para a obtencao de solugoes

do modelo GN ¢ um dos focos do trabalho de doutorado aqui proposto.

3.2 A Dinamica de Campos Térmicos

Esta se¢ao segue principalmente as referéncias [7] e [50].

O formalismo da mecanica estatistica, baseado num método variacional com vinculos,
prové uma estrutura elegante pronta para a aplicacao em qualquer sistema para o qual
possamos definir a matriz densidade e resolver a equagao de Liouville-von Neumann. Infe-
lizmente, a obrigatoriedade da construcao de uma matriz densidade nao ¢ possivel quando
se trata de uma teoria quantica de campos interagente, como sistemas de muitos corpos
ou objetos relativisticos em fisica de particulas, devido a natureza nao linear da teoria,
tornando o estabelecimento de um espaco vetorial descrito por solucoes da teoria impos-
sivel. No entanto, teorias de campo nao-lineares ainda sao de fundamental importancia
na descri¢ao de fenomenos fisicos, portanto uma alternativa ao formalismo de matriz den-
sidade torna-se necessaria. Uma maneira de tentar obter uma outra descricao préoxima ao
que se conhece é procurar um paralelo com as teorias estabelecidas sem temperatura. Por
exemplo, se tomarmos como a equacao de movimento do sistema a equacgao de Liouille-von

Neumann

entao estados puros e mistos podem, em principio, ser tratados em pé de igualdade. Esta
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observacao sugere que a operacao de média térmica de um operador,

(A)g = Tr(4p)
Tr (Ae*ﬁH)

pode ser vista como uma maneira alternativa de se resolver problemas, tratando médias
térmicas como médias temporais sujeitas a rotagdo de Wick ¢ — i, onde = 1/T é o
inverso da temperatura. Uma outra possibilidade é que as médias de operadores (A)g

sejam tomadas num espaco de Hilbert com estados dependentes da temperatura como

(A)g = (0(B)[A[0(B))-

Usando estas idéias, varios métodos foram propostos. A primeira tentativa sistemética
para se tratar uma teoria quantica a temperatura finita foi apresentada por Matsubara
[51], hoje conhecida como formalismo do tempo imaginario, usando a rotacao de Wick.
Desde entao o desenvolvimento de teorias de campo térmico tem seguido as teorias de
T = 0. A primeira generalizacdao do formalismo do tempo imaginario foi feita por Ezawa,
Tomozawa e Umezawa [52], que estenderam o trabalho de Matsubara para uma teoria
quantica de campos relativistica, e descobriram, particularmente, condicoes de periodici-
dade e antiperiodicidade para as funcoes de Green de bosons e férmions, respectivamente.
Alguns outros desenvolvimentos foram propostos [53| - [56] que avangaram o formalismo
do tempo imaginario, assim como algumas contra partes de nogoes existentes em 7' = (
[57] - [60].

Apesar dos sucessos, e mesmo com generalizacoes, ainda haviam dificuldades a serem
superadas para seguir a demanda teorica e experimental. Em particular, foram feitos
varios estudos em QQCD na rede para se entender os plasmas de quarks e gluons a tempe-

ratura finita, levando a identificacao de alguns aspectos subjacentes. Como um exemplo,
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as constantes de acoplamento para os mésons 7, 0, w e p caem a zero em certas temper-
aturas criticas, dadas respectivamente por 17 = 360MeV, T7 = 95MeV, TY = 175MeV
e TP = 200MeV [61]-[62]. Estes resultados requerem célculos gerais e consistentes para
que se estabeleca a existéncia de um transicao de fase. Isso reforca a necessidade de uma
teoria de campos a temperatura finita para o modelo padrao, que proveria resposta so-
bre a transicao de hadrons para o plasma de quarks e gluons. Neste contexto, o uso de
modelos efetivos tem sido crucial como um campo de testes para se obter evidéncias do
comportamente de particulas interagentes. Este é o caso do modelo de Gross-Neveu [§],
que trata da interacao direta de 4 férmions. Ao longo desta linha, um trabalho seminal é
o de Dolan e Jackiw [63], aonde sao feitos os calculos do potencial efetivo a temperatura,
finita, no intuito de estudar quebra espontanea de simetria.

Apesar do manifesto sucesso das teorias de tempo imaginario, estas ainda apresentam
uma deficiéncia rapidamente identificada: a substituicao da coordenada temporal pela
temperatura impede que fenoémenos dependentes do tempo, em especial os fenomenos
fora do equilibrio, possam ser descritos por este tipo de formalismo. Esta deficiéncia
foi detectada bastante cedo no formalismo de equilibrio de Matsubara, e tem sido forca
motivadora para a construgao de formalismos de tempo real a temperatura finita[64] - [69].
Apesar dos esforcos, uma teoria fora do equilibrio ainda nao foi completamente realizada
neste contexto, mas algumas metodologias bastante promissoras ja foram descritas na
literatura.

Entre estes métodos, vale destacar a formulagao de Keldysh-Schwinger, também chamada
formula¢ao de tempo fechado [70] - [73], [50]. Este formalismo consiste na utilizagdo de
um contorno fechado nas integracoes temporais, que agora sao feitas no plano de tempo
complexo, de forma que este va ao longo do tempo real e de volta. Por este procedi-
mento ocorre um dobramento efetivo dos graus de liberdade, de forma que as fungoes

de Green sao representadas por matrizes 2x2 |[50|. Este formalismo pode ser visto como
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uma variacao do formalismo de Matsubara, que escolhe como contorno uma linha reta
puramente imaginaria no plano complexo. Note que a duplicacao dos graus de liberdade
¢ uma caracteristica considerada intrinseca as teorias de tempo real, provendo a definicao
correta de uma série perturbativa, diferentemente da teoria de Matsubara [59].

Outro formalismo importante é motivado pelo fato de teorias quanticas serem fundadas
fortemente em representacoes de algebras lineares. Isto sugere que teorias com T #
0 demandem uma estrutura de operadores de tempo real, também fundamentada em
teoria de representagoes. Tal teoria, baseada em estados termalizados de vacuo |0(3)), foi
apresentada originalmente por Takahashi e Umezawa [74] - [76] e chamada de Dinamica
de Campos Térmicos (DCT). Novamente, devido & exigéncia da condigdo de tempo real,
¢ observada a duplicacao no espaco de Hilbert original do sistema. A introducao da
temperatura neste formalismose d4 através de uma transformacao nos estados em 7' = 0
conhecida como transformagao de Bogoliubov.

Estas técnicas foram desenvolvidas também para aplicacoes praticas, dentre as quais
vale destacar a demonstracao do teorema de Goldstone com um apelo fisico e matematico
bastante interessante, bem como a prescricao perturbativa de Feynman em completo
paralelo com teorias de T = 0 [75]. Desta forma, aplicagoes incluem supercondutores
magnéticos |76], sistemas como ferromagnetos e paramagnetos 77|, 6ptica quantica [78|
- [82], fendmenos de transporte [83] e mais. Além disso, devido ao fato dos propagadores
da teoria também serem matrizes 2x2, a associacao com Matsubara e Schwinger-Keldysh
também foi explorada [75] - [86].

Formalmente, a teoria térmica, através da DCT, pode ser estabelecida dentro de grupos
de simetria [87, 88, 89], abrindo um espectro bastante extenso de possibilidades de estudo
de efeitos térmicos. Citam-se como exemplos a formulacao da teoria cinética a partir
da anélise de representacoes de grupos cinematicos [88], e a consideragao de elementos

do g-grupo onde os efeitos de temperatura sao relacionados a deformacao na algebra de
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Weyl-Heisenberg [90, 91, 89].

Considerando aspectos topologicos do formalismo térmico, nota-se que a prescricao
final resulta num esquema de compactificacao no tempo para as teorias com 7" = 0. O
formalismo de Matsubara, por exemplo, é equivalente a uma integral de caminho calculada
em S' x RP~! onde S é uma circunferéncia de comprimento 3 = 1/7. Esta compactifi-
cacao pode, de maneira generalizada, ser extendida as dimensoes espaciais. Estas idéias
foram desenvolvidas em uma séries de situacgoes diferentes |25, 26, 27| [92] - [97]. Ao
longo deste trabalho algumas destas idéias serao expostas em maior detalhe, bem como
utilizadas para obter resultados de transicao de fase no modelo de Gross-Neveu.

O que segue é uma breve revisao das principais idéias da DCT, culminando na obtencao

da termo-algebra de Poincaré .

3.2.1 Espaco de Hilbert Térmico

Para um sistema em equilibrio térmico, a média de ensembles para o operador A é dada

por

1
Z(P)

(4) =

Tr (e_BHA) )

Aonde Z(3) é a fungao parti¢ao do sistema a temperatura T=1/5 e H o operador hamil-
toniano. Este resultado é geral e é esperado que se mantenha no caso de operadores
quanticos. Considera-se, entdo, o caso em que o operador H ¢é tal que H|n) = E,|n).
Nesta expressao, o vetor |n) representa o autoestado de H cujo autovalor é E,. O oper-

ador H ¢é hermitiano, portanto vale (n|m) = d,,, e torna-se possivel escrever

4y = %Zmre%\mxmwm,

n,m
1

= ——= e PEn (n|Aln) .
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Com o intuito de se introduzir efeitos de temperatura no espaco de Hilbert dos estados
do sistema, propoe-se que um sistema quantico a temperatura 7' pode ser descrito em

termos de um estado |0(3)) tal que

(4) = (0(B)|A[0(B)) -

Para que a descri¢ao esteja completa, basta encontrar o estado |0(5)) em termos da base

do espacgo de Hilbert aqui discutido. Propoe-se

08)) = D _In)njo(B) = gu(B)[n)

Para tanto, temos

OB)AI0B)) = Y gi(B)gm(B)(n|Am) ,

n,m

= L e PP (n|Aln

n

Assim,

1

——e Pk . .
N &y

9n(B)gm(B) =

E impossivel para duas funcdes complexas que o seu produto seja proporcional a delta de
Kronecker, portanto o resultado anterior parece indicar que o estado |0(3)) ndo pode ser
expandido em termos de autovetores do operador hamiltoniano e, portanto, nao faz parte
do espaco de Hilbert do problema e nao é um estado fisico. De fato, a formulacao atual
do problema nao permite a determinagao de fungoes g,(3), mas a forma da equacao (3.1)
¢ bastante similar a de uma condicao de ortogonalidade, sugerindo que g, (/) sejam, na

verdade, elementos de algum espaco vetorial. Com isto em mente, e diante das exper-
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iéncias passadas com teorias quanticas a temperatura finita, introduz-se uma duplicacao
no espaco de Hilbert relacionado ao sistema, de modo que este agora é visto como um
produto tensorial de duas copias de si mesmo. A base deste estado é entao descrita como

|n,m) = |n) ® |m). Com isto temos g,(5) = f.(B)|n rangle, e tem-se

0(8)) = an )|n,7)
(0(B)1Al0(B)) = an Fn(B)(n, 1| Alm, m) |

= Zf B)(n|Aln) .

Onde assume-se que o operador A age somente sobre o espaco de estados sem . A notacao
til aqui serve apenas para reforcar que houve, de fato, a duplicagao do espaco, de modo
que |m) é uma réplica de |m), com m e m sendo o mesmo nimero. Nesta nova formulacao,

a condigao sobre as fungodes f,,(5) se torna

1
Z2(B)

7:8En/2

fa(B)fm(B) =

e, a menos de uma fase

BEn

0(8)) = szim |, 7).

Neste formalismo, o estado |0(3)) passa a ser tratado como um estado puro, mesmo que
obtido de um estado misto do ponto de vista da teoria em 1" = 0. Isto decorre do fato de

|0(B)) descrever o equilibrio térmico do sistema, aonde diferentes estados coexistem.
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3.2.2 Termo-Algebras

A duplicacao do espaco de Hilbert tem consequéncias importantes. Usa-se o ponto de

vista de simetria para apontar algumas delas

Geradores de Simetria e Observaveis

O formalismo baseado em estados |0(3)) parte do principio que o conjunto V de variaveis
cineméticas é um espago vetorial de mapeamentos em um espago de Hilbert Hr. O con-
junto V é composto por dois subconjuntos, Vops € Vgen, dos observaveis fisicos e geradores
de simetria, respectivamente, de modo que V = Vpg @ Vien.

Usualmente Vs € Veen sao idénticos, ou seja, é associado a cada gerador de sime-
tria um observavel correspondente, e ambos sao descritos pelo mesmo elemento algébrico.
Como um exemplo, basta considerar o caso do gerador de rotagoes L3 e o gerador de
translacoes espaciais P;. E conhecido que os mesmos entes matematicos que descrevem
estes geradores, também descrevem componentes dos observaveis momento angular e mo-
mento linear, respectivamente. Se quisermos saber o efeito de uma rotacao infinitesimal

em P;, basta fazermos
exp (iaLg) Pyexp (—iaLs) = Py +ia|Ls, P

O comutador na expressao acima é facilmente calculado nao s6 para as componentes do

exemplo, mas no caso geral, como
[Li, F)J] = Zé?ijkpk .

Esta expressao mostra como o observavel P é modificado pela transformacao L. Neste
caso, consideramos L como um simples gerador de transformacoes de simetria. Esta

transformacao também ocasiona mudancas no observavel momento angular, expressa pelo
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comutador

[Li, LJ] = igijkLk .

Neste caso, o mesmo objeto L é usado com dois significados: gerador e observavel.

E importante ressaltar que, apesar da correspondéncia um-a-um destes entes ser
baseada em razoes fisicas, nao existe nenhum tipo de imposi¢ao cinematica ou dinamica
que exija que um observavel e simetria correspondente sejam descritos pelo mesmo ente
matematico. De fato, existe a liberdade para uma situagao mais geral.

Explora-se, em dinamica de Campos térmicos, o caso em que existe correspondéncia
um-a-um entre geradores e observaveis, mas estes podem ser descritos por entes mateméti-
cos diferentes. Daqui por diante denotam-se observaveis fisicos utilizando-se simbolos sem
~, como A, ao passo que o gerador correspondente ao observavel sera denotado pela mesma
letra, mas com o uso do simbolo ", como A. O relaxamento da condicao de igualdade en-
tre observaveis e geradores traz consequéncias profundas para a estrutura dos grupos de
simetria, sendo o principal ponto de diferenca nos calculos algébricos da DCT em relacao
as teorias usuais.

O espaco de Hilbert construido pelo produto direto do espaco H, espaco de Hilbert
a temperatura zero, com sua duplicata H sera identificado ao longo deste capitulo como
Hr. Além disso, a adicao do subscrito T', em geral, indica um espaco construido de acordo
com a prescricao descrita anteriormente e diz-se que este espaco foi termalizado. Usando
um espago desta forma como espago base para representacoes de uma &dlgebra de Lie,

queremos ver que tipo de consequéncias algébricas esta duplicacao pode ter.

Algebra de Lie Duplicada

Seja £ = {a;,i =1, ..., s} o conjunto de geradores que varre uma algebra de Lie sobre

C, o corpo complexo. Sobre ¢ existe a operacao ( -, - ), chamada produto de Lie e dada
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por

(a;, aj) = C’fjak,

Onde, lembra-se, implicita-se uma soma em indices repetidos. Os ntmeros ij Sa0 as

constantes de estrutura da &lgebra. O produto de Lie satisfaz

(ai, a;) = —(aj, @),

(ai, (aj, ar)) + (a5, (ar, ;) + (ak, (ai; a;)) = 0.

Usualmente, em fisica, tem-se algebras de operadores e o produto de Lie é representado
pelo comutador.

Usa-se Hr como espaco base para representacoes de ¢. Desta forma, escreve-se
[Ai, AJ} — iCEA, (3.2)

onde A; € Veen, €spaco de geradores de simetria. Enquanto a eq. (3.2) prové uma
representacao para f, ainda temos operadores do tipo A, observaveis que obedecem A; €
Vebs, para tratar. Desta forma, ainda é necessario estabelecer as seguintes regras de

comutacao

[in, AJ} — iDEAL

(A, A}) = iEEA, .

Note que os comutadores mantém a consideragao fisica que simetrias mapeiam observaveis
em observaveis. As regras de comutacao citadas anteriormente sao a defini¢ao de produto
semidireto entre duas algebras, de forma que a algebra descrita pelas mesmas é um produto

semidireto de Vops € Vigen, cOm Vops suprindo o papel de subélgebra invariante. As simetrias
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transformam os observaveis como vetores, e partimos do pressuposto de correspondéncia

um a um de observaveis com geradores, logo tomamos C’fj = ij = Ef; Isto traz

[A@ AJ — iCE A (3.3)
[As, Aj] =iCE A,
Estas relacoes definem a algebra de Lie sobre o espaco de Hilbert Hy, de modo que esta
representacdo serd chamada Termo-Algebra de Lie.
Regras de Conjugacao Til

Algumas propriedades das termo-algebras podem ser deduzidas definindo a variavel

A=A-A. (3.4)
As regras de comutagao dadas pelas eqs. (3.3) podem ser reescritas como

[&,@}:mﬁ&,
[A; AJ ~0, (3.5)

e com este resultado fica claro que a algebra de Lie pode ser escrita como um produto
direto de duas subdlgebras, ocasionando a duplicacao. Esta duplicacao pode ser vista

como um mapeamento em V, denotado por J, tal que JAJ 1 = Ae J deve respeitar as
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seguintes condicoes

(A A;) = AA;,

(CA@ + Aj)N = C*Ai + Aj s

(Al] = AT,
(AT = A,
[AZ-, le] — 0.

Estas sao as regras de conjugacao til, ferramenta importante no estudo de termo-algebras.

Termo Algebra de Poincaré

Construimos, como um exemplo de aplicacao das regras descritas anteriormente, a termo

algebra relacionada a algebra de Poincaré. Os geradores da 4lgebra de Poincaré usual sao

MW = (2 — 29"

P, = id,.

A algebra de Lie, para estes geradores é, entao

[M,ul/7 Map] = — (gupMuU - gupMua + g,uUMpu - gVUMpu> 9
[Mpw PU] = i(guapu - gauPI/) ’
[P, P,] = 0.

Os invariantes de Casimir desta algebra sao P,P* e w,w" aonde

1 vo
w, = §5MVPUM Pr.
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Desta forma, de acordo com o desenvolvido anteriormente, a termo-algebra de Poincaré,

aqui denotada por P, é

[Muua Map] = —1 (gupMyo - ngM,uO' + g/,LO'MpZ/ - gVO'Mp,u) ’
My, Fo] = i(gvo by = gou o)
[P, P = 0.
[MW’ MGP_ = =1 (GupMvo — GupMuo + GuoMpw — GuoMpy)
|:M;w7 Pa = 1 (gyopu - gcr,u,Pl/) )
@“ﬂ = 0.
|:M;w7 Map_ = —i (gprya - gupMuU + g;pru - gl/UMp,u,> 3
|:M/J,V7 o = 1 (gl/UPu - gO'/LPl/> )
P B = 0.

Os invariantes de Pr sao

2 _ M
w® = wyw",
P> = P,P",
-5 T
w* = 2w,w wyw*

P? = 2P,P"— P,PH
onde

W' = —€upe M7 PP 4 iesﬂ,,p(,M”"P’J — Eaﬂ,,ng”"Pp .
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Com as regras de conjugacao til, temos finalmente as seguintes relacoes de comutacao

(omitem-se os comutadores nulos):

(M, Mopl = —i(gupMys — GupMpuo + GuoMpw — Guo M) (3.6)
My, Fs] = i (guobu — gouls)

[1\7#,/, J\Afap} =1 (gupMua — GupMys + Guo My, — gwﬂw> :
[]T/[/uw ]50} = — <gl,015u — ggué,) . (3.7)

Fica clara a natureza de produto direto acima.

3.3 DCT e Transicao de Fase no Modelo de Gross-
Neveu

Com as ferramentas bésicas da construcao de termo-algebras, para aplicar a metodologia
da DCT em teorias de campo é necessaria a construcdo de um formalismo de integral de
trajetoria. O procedimento de construcao deste formalismo se d4 em completo paralelo
com as teorias em T = 0. Primeiro trata-se do caso de osciladores harmonicos a tempera-
tura finita, bloco bésico de contrucao de qualquer teoria quantica de campo. Com estes
resultados, partimos para a segunda quantizacao das teorias. No que segue construimos
o formalismo basico para boésons e férmions com o intuito de aplicar a teoria no estudo

do modelo de Gross-Neveu.
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3.3.1 Osciladores Térmicos

3.3.2 Caso Bosonico

Um oscilador bosonico ¢ um sistema descrito pela hamiltoniana

considerando a energia de ponto zero nula. Os operadores af e a devem satisfazer as

condicoes algébricas

[a, aq =1,

[a, a] = [df, d']=0. (3.8)
Desta forma, os autovalores de H sao rotulados por um indice discreto como
Hln) = nwin),

Estes estados apresentam uma série de propriedades com relagao aos operadores escadas

a e al, entre elas a existéncia de um estado fundamental |0) tal que

al0) = 0,

(a")"0) = Vnl|n), (3.9)
e além,

aln) = Vniln—1). (3.10)
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Devido as propriedades de hermiticidade do operador hamiltoniano, todos estes estados
devem ser ortonormais ((m|n) = d,,,). Os niveis de energia do oscilador sdo determinados

a partir do operador nimero, N = a'a, como
N|n) =n|n) .

O estado |n) descreve, entdo, um estado de n bosons. Para introduzir uma algebra
duplicada neste caso é necesséria a introducao de operadores a' e @. Usando as regras de

conjugacao til em (3.8), obtemos

([a, a')™ = 1=1,
[a, a'] = 1,

(@, a = [a',a']=0,
e das equagoes (3.9) e (3.10) obtemos

a0y = o,
@)"o) = vallm),
an) = Vvali-1).

O gerador das translacoes temporais é dado por

H = H—-H=w(d'a—a'a) , (3.11)
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e o estado de vacuo térmico,

0(8)) = > e ", n)

J—
e (@) (@) 1o (3.12)

0(8)) = J_Z NoRVo

Uma consequéncia direta deste resultado é

0(B)[0(B) = 70 Z<m,m|67

1 Buw(ntm
= Z(ﬂ Ze 2+ ) mn mn7

A condigao de normalizac¢ao, porém, demanda (0(/3)|0(5)) = 1. Desta forma, temos para

Z(B) que

Z2B) = Y e,

1
1 —e B’

Substituindo este resultado em (3.12), temos o estado de vacuo térmico

(a)" (at
\/7‘&’2 /2 \/l (\/l In, ), (3.13)

e a partir deste pode-se obter o valor esperado do operador ntimero

1

Ny = —
(V) 1—eBw”’

que é um resultado conhecido para a distribuicao de bésons na mecanica estatistica.
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3.3.3 Caso Fermionico

Um oscilador fermionico é um sistema descrito pelo operador hamiltoniano

H = wd'a,

aonde os operadores a' e a satisfazem a algebra de anticomutacdo

{a', a} =1,

{a, a} ={a’, a'} =0 .

A operacio {A, B} = AB+BA é o anticomutador. Define-se o operador niimero N = a'a,
de forma que seus autovalores sejam dados como N|n) = n|n). Com as relacoes de

anticomutacao para a' e a, junto de (n|n) = 1, mostra-se que s6 existem dois autoestados

de H, |0) e [1), tal que:

al0) = 0,
alll) = 0,
all) = |0),
atloy = [1).

O espaco de Hilbert é varrido, portanto, por apenas dois vetores, |0) e |1). Os autovalores

da energia sao dados por

H|n) = €,|n) = nwn) .

Para a construgao da DCT para este sistema, executa-se a duplicacao dos graus de

liberdade da maneira usual, através da introducao de operadores til. De acordo com as
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regras de conjugacao til, temos

{a', a}y =1,

(@ @ ={a, a}=0.

Vale chamar a atencao neste momento para o fato de os operadores de criacao e destruicao
nao serem observaveis fisicos e nem geradores de simetria, nao estando, em principio
sujeitos as regras de comutacgao entre operadores til e nao til. Combinagoes dos mesmos,
porém, agem como observaveis e geradores, de forma que uma teoria consistente ¢ atingida
se houver anticomutagao dos setores com e sem til da algebra. O estado fundamental do

sistema ¢é denotado por \0,6>, e o restante dos vetores da base sao dados como

0,1) =a'[0,0) ,
11,0) = af|0,0) ,

11,1) = a'af|0,0) .

O conjunto de 4 estados {|0,6), |1,6), |O,A14)7 |1,T)} varre todo o espaco de Hilbert Hr

A construcao do vacuo térmico se da como estabelecido anteriormente,

00 = g e F )

1 ~ _BB o~
= ZleOO’(D_‘_e 2 |1,1>> :
1 _BE1L 4 ~
~ 7B <1 e aTaT) 0,0

n

Com a imposi¢ao da condi¢ao de normalizacao , (0(5)|0(3)), obtém - se

Z(B) = 14+e P,
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e como consequéncia

1

+e

Além disso, a partir da defini¢ao de |0(53)), o valor médio do operador nimero é obtido

como

n(B) = (N)s={(0(B)IN|0(5)) ,

1 . L Lo
= = (0.0 (1+¢ % aa) ala (14 = alal) 0,0) |
e w
—EUJ " . . "
- 1j_—%<0,0|5aaTaaT5T|O,O> = (L,I|N|1,T) ,
e w

1
1+e B’

que é a distribuicdo de férmions a temperatura 571.
3.3.4 Transformacao de Bogoliubov

Boésons

E importante notar que (3.13) pode ser escrita na forma
0(8)) = V1I—ePuexp (e’ﬁwﬂaT'dT)\O,ﬁ} . (3.15)

Este resultado é obtido facilmente se a exponencial em questao é escrita como uma série

de Taylor. Usando a identidade de operadores |7]

ea(A+B) _ etanh aBeln cosh a[A,B] etanh aA : (316)
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podemos definir de maneira consistente

coshf(B) = \/ﬁ =u(B),
6—5w/2
sinh0(f) = ———==v(f),

V1— e Bw

ja que u?(B) — v3(B8) = 1. Substituindo estas definigoes em (3.15), usando (3.16) e lem-

brando que tanh () = e~ #%/2, obtemos

0(8)) = [cosha(B)] " etnh¥B) e'a'|o 7y |

e lncoshe(ﬁ)etanh 0(B) atat |O,6> ) (317)
Usando agora a seguinte propriedade do estado |0,6)
e/ D)0, 0) = 10,0) ,

escrevemos

’0(5» _  tanhé(s) afate_1ncosh9(5)[a7a+].[m¢]etanhe(ﬁ) (—aa)|076> |

|0<ﬂ)> — etanh@(ﬁ) aT'dTe—1nc05h9(ﬁ)(5&7+afa)etanhH(B) (75a)‘0’6> )

Usando (3.16) com

A = —aa,
A = —d'al,
a = 0(9),
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temos para |0(3))

0(8)) = exp(—iG(f))]0,0) ,
G(B) = —if(B) (Zia—ETaT),

aonde o fator —i ¢é introduzido por conveniéncia. O operador unitario que respeita a

equacio |0(8)) = U(3)|0,0) é entdo
U(E) = 9.

A transformagao denotada por U(fS) é chamada de transformacgao de Bogoliubov, e é
um método direto e simples de obter operadores termalizados a partir de operadores em

T = 0. Vale ressaltar que U(3) é uma transformacao unitaria.

Férmions

Seguindo um procedimento analogo ao caso bosonico, escreve-se a equacao (3.14) pode

ser escrita em termos de uma transformagao unitaria. Para tanto, definimos

1
u(f) =cos) = —
(9) —
1
v(f) =sinf = ———,
(8) —
tal que
1 1
2 2 _ _
w (B B = [ 1ebo  Tyem ’

= cos’(f) +sin*(0) = 1.
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de forma que se possa escrever o vacuo térmico como
0(8)) = (cosf+sinba'a’) |0, 0) .

Usando a propriedade de férmion (aa — afat)"” 0,0) = (—1)"]0,0), usa-se a expansao dos

senos e cossenos em séries de poténcia para obter

0(8)) = exp{—0(aa—a'a)} |0, 0) ,

= U(B)0, 0) .
Aonde

Up) = e,

G(B) = —if(aa—d'a’) .

A transformacao denotada por U(f3) é a transformagao de Bogoliubov para férmions. E
importante chamar a atencao para a ordem dos operadores na expressao acima. Como
o setor til e o setor sem til da algebra anticomutam, a ordem dos operadores acima é

importante e deve ser mantida.

3.3.5 Operadores Termalizados
Bésons

Uma vez estabelecida uma relacao entre vacuos das duas teorias, torna-se necessirio

construir os operadores de criagao e destruicao para a teoria térmica. Para tanto, faz-se
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uso da unitariedade do operador U(J) para introduzir os seguintes operadores:

a(f) = UB)aU'(B),
a'(B) = U(B)d" U'B),
aB) = U@ auvis),
al(g) = v)a Uul(p) .

Note que

a(B)0(B)) = U(B) a UN(BU(B)[0,0)
= U(B) al0,0) =0,

e da mesma forma pode-se escrever

a(p)lo(g)) = 0.

Isto quer dizer que o estado |0(3)) se comporta como um vacuo para os operadores a(f3)
e a(f), apesar de ndo o ser para os operadores nao termalizados. Além disso, como
U(B) é unitario, a algebra dos operadores a temperatura se mantém apo6s o processo de

termalizacao, entao temos

[a(B),d'(B)] = 1,
[a(p),a'(8)] = 1,

com os demais comutadores nulos. Estas relagoes, juntamente com o comprtamento de
vacuo de |0(8)) garantem que os operadores a(3), a(3), a'(8) e a'(B) sdo, de fato, os

operadores de criagao e destruicao da teoria com T' # 0. Desta forma, com o estabeleci-
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mento do estado de vicuo e dos operadores de criacao e destruicao, estamos habilitados
a construir todos os auto-estados do operador hamiltoniano para o oscilador harmonico
térmico. Algumas relacOes interessantes a este processo podem ser construida usando a

relacao de operadores

e AP = A+ (—i)[B, A+ (_2?2 (B, [B, Al + Cif [B,[B, [B,A]l] + ...

Escreve-se U(3) = e7"“() e temos

a(f) = e G0 qetGB)
_ (1 + %9%5) + Lo 4 ) o (9(5) b L68) + ~65(8) + ... ) at
= cosh (8(B)) a —sinh (6(B)) @’ ,

— u(B)a— (B .

Repetindo este procedimento para os outros operadores, pode-se chegar em

Estes resultados podem ser invertidos, dando

a = u(B)a(f) —v(B)a (B),
a = u(B)a(B) —v(P)a'(B)
a' = u(B)a(B) —v(Ba(p)
a = u(P)a'(B) —v(B)a(B) -
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O operador H=H-H pode ser escrito como

H(B) = H(B) - H(B)=wa'(B)a(B) —a"(B)a(d)] ,

A construcao do espaco de Fock termalizado deste ponto em diante é bastante direta. O

espaco ¢ varrido pelos vetores

{|o<6>>, A (B)0(B). T (B)O(B)), ... . %\/%(a*(ﬁ))”(ﬁ*(ﬁ))", } ,

que provéem as relacoes para o vacuo e estados de uma particula termalizados

HI0(B)) = 0,
Ha'(p)l0(B)) = wal(B)0(B)) ,
Ha'(B)|0(8)) = —wal(8)|0(8)) .

Hd'(3)a'(®)o(s)) = 0,

e relacoes similares para estados excitados mais altos. A acao do operador de criacao no

vacuo é obtida de maneira bastante direta usando a condicao

a()[0(8)) = 0,
[u(B)a—v(B)a']0(B)) = 0,
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u(B)al0(B)) = w(B)a'l0(B)) ,
v(B)alo(B)) = a'l0(3)) .

Dai segue

a'(8)l0(8)) = [u(B)a" —v(B)a] |0(8)) ,
_ 2( ) UQ( o) of
_ Lo

que diz que o estado termalizado de uma particula é construido adicionando uma particula
ao vacuo |0(5)) com peso u(/3) para garantir a normalizacdo. Este resultado pode ser

rapidamente generalizado como

que completa a construcao do espaco de Fock.

Férmions

Introduzimos operadores termalizados com

a(B) = UB)al'(B)
a'(B) = U(B)alU'(B),
a(B) = U(BaU'(8),
al) = uEavis),
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Para estes operadores vale

a(P)10(A)) ,

de modo que |0(5)) é um estado de vacuo para os operadores termalizados, mas nao para

a e a. Como U(J) é unitaria, as relagdes de anticomutagio sao preservadas, de modo que

{a'(8), a(®)} =1,
{a'(s), a@)y=1,

com as demais relagoes sendo zero. Expandindo a transformagao U (), temos

a(B) = u(B)a—wv(B)a

a'(f) = u(B)a' —v(Pa, (3.18)

Note que as equacoes (3.18) nido obedecem as regras de conjugacio til. Como a' e a ndo
sao nem geradores, nem observaveis, pode-se porém assumir que a = —a para férmions,
sem perda de generalidade ou nenhuma contradicao. A construcao do espaco de Fock

para o oscilador termalizado se d& a partir de |0(3)), de modo que o espago é varrido

pelos quatro vetores da base

{10(8)), a"(®)[0(8)), a'(8)[0(8)), a'(B)a'0(B))} -

O operador H = H — H & invariante por U(B), ou seja



Seus quatro autovalores sao obtidos da maneira usual

Hl0(3) = 0,
Ha'(®)|0(8)) = wa'(8)|0(8)) ,
Ha'(p)|o(p)) = wal(8)o(8)),

Ha' (B)a' (8)[0(8)) = 0.

Nota-se que

u(B)al0(B)) = wv(B)a'lo(s))
e portanto

u®(8) +v*(B)a! 1

al = =
(8)[0(3)) w(0) 0(8))

3.3.6 Notacao Matricial
Bésons

Afim de reduzir a notacdo daqui em diante e tirando inspiracao das transformacoes de
Bogoliubov, introduz-se a seguinte notagao matricial para os operadores de criacao e

destruicao:
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Dados dois operadores bosonicos A e g, uma possivel notacao em dupleto é

com a transposicao til definida como
@) - (m _g) |

Nesta notacao, as regras de comutacao entre os operadores de criagao e destruicao se

tornam

[aa7ab} = 5(11)7

[aa(6>7ab(5)} = Oab »

a’(8) = B(B)aa” - (3.19)

Férmions

Introduz-se uma notacao matricial através de

a(B3) _ B a
a'(B) al
Aonde
i = | MO )
v(B)  u(B)



Nesta notacdo, operadores fermionicos A e Af sdo escritos em notacio duplicada

Al
(A7) =
AQ

com a transposicao til definida como

(@) = (ar 1)

Nesta notacao as regras de comutagao ficam

{a®(B), @(B)} = o

Que simplifica a escrita bastante.

3.3.7 O Propagador Fermidnico

Tendo estabelecido uma maneira de implementar temperatura num oscilador harmonico,
o proximo passo é introduzir estes efeitos numa teoria de campos. Para tanto, duas etapas
sao necessarias: a construcao de um propagador livre para férmions a temperatura finita
e o estabelecimento de um formalismo de integral de trajetoria para a DCT fermionica.
Prossegue-se em completo paralelo com teorias de T' = 0, introduzindo a termalizacao

através de uma transformacao de Bogoliubov.
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A densidade de Lagrangiana de Dirac com uma fonte externa é dada como

1

L= S0 [0 = m] (@) + A@)i() + D)

—50@) [~17F = m| D) + T@)I@) + D)) . (3:20)

Procedendo da maneira usual, definem-se os momentos canonicos

m(x)= 52 =w'(x),

(x) = % — —ipl(x)

e as relacoes de comutacao candnicas sao

{w(x,t,ﬁ),w(y,t,ﬁ)} = i6<X_Y>7
{Pxt.0). 7. 1.8)) = —idlx—y).

Os campos sao expandidos em modos como

2

Y(w; B) = / Th T S Tl Bu (R)e= + d (k, B)p @ ()] |

(27)% wy <=

2

P(@; 8) = / %wﬂk > bk, B (k)e™ ™ + do(k, BT (k)e ™ ]

a=1

Ol ) = / %%Z [Bak, By (@ (R)e™ + dL (, B)v" @ (k)e ]

2

D) = [ s S [t e+ D, 57 (]

3
(271') Wi 1

Como cada campo tem varios modos, a relagao entre a teoria termalizada e a teoriaa T = 0

se da através de uma transformacdo de Bogoliubov para cada modo. A transformacao
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total é dada entdao como

UB) = [[ sk, B)Ua(k, B)

k

aonde U, e Uy sao as transformacoes para os modos b e d, respectivamente, dadas por

Up(B) = exp{—e,,, ) (’z}’b— bﬁﬁ)} ,
Uy(B) = exp{—9d7 ) (Ed— d@)} .

Vale também lembrar que v,(k, ) = cos by, i, va(k, B) = cosby x e que

1
2 —
vy (k. B) = eBlwe—pmp) 417
1
valk, B) =

eﬂ(wk_lld) —+ 1 ’

sao as funcoes de distribuicao de particula e antiparticula. O vacuo térmico é dado
através da transformagao de Bogliubov como |0(8)) = U(5) <®k |O,6>k>, aonde [0,0), é
o vacuo do modo k. O vacuo térmico é aniquilado por todos os operadores de destruicao e

(0(8)|0(B)) = 1. Desta forma, usando as propriedades citadas e a defini¢ao do propagador

térmico

So(x—y:B) = —i{0(B)|TW(x)P(y)0(B)) .

é possivel obter o propagador térmico

4

b (F+m)v*(k, B)6(k* —m?) |
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com Sp(z — y) o propagador com temperatura nula, dado por

d*k 1
So@=y) = /W(%+m)'

Funcional Gerador para Férmions

O estabelecimento de um funcional gerador no presente caso é bastante direto. Define-se

o funcional gerador
Zo {n,ﬁ, 7, ﬂ ~ / DYDYDYDY exp {i / d*zL } .
Este funcional, em sua forma normalizada, se reduz a

Zo 70| = exp {—z- [ zaty [1()Su(e ~ vin(o) + ) Sote ~ i(e)] } .

A mudanca na introdugdo de temperatura se da no propagador Sy. Faz-se a mudanca
So(x —y) — So(z — y; B), e todo o resto & completamente analogo. O funcional numa

teoria interagente é dado por

Z [n,ﬁ,ﬁfﬁv;ﬁ} = Nexp {i/d“xfm (%%;%%)}Zo [mﬁﬁfﬂ 7

Z[0,0,0,0;8] = 1.

Isto permite o desenvolvimento de teorias interagentes, notavelmente o modelo GN, em
situagoes de temperatura finita com dependéncia temporal. Vale notar que o formalismo é
completamente analogo ao caso T' = 0, permitindo o uso de técnicas diagramaticas usuais.
Com o formalismo aqui descrito, temos como objetivo estudar efeitos de temperatura no

modelo GN, especialmente fend6menos criticos.
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3.3.8 Restauracao de Simetria no Modelo de Gross-Neveu
Anailise das Simetrias

Nesta secao o objetivo é analisar o modelo de Gross-Neveu em 1-+1 dimensoes. A la-

grangiana deste modelo com N sabores é

N N
—k . e TRE
L= YT o+ g2 [Tu] (3.21)
k=1 k=1
aonde 1) = v (t,x) sdo os campos espinoriais. E facil observar, usando analise dimen-

sional em unidades naturais [98], que em duas dimensoes a constante de acoplamento g

relacionada a inetracao de quatro férmions é adimensional:

L) = [m"”,

[Pv] = m" ™,

gl [ov]” = [ml”
gl = [m)*"

com [m] representando a dimensao de massa e D a dimensao do espago-tempo. Em
D = 2 a dimensdo de massa desaparece de [g], e portanto a teoria é perturbativamente

renormalizavel [99],[98], [2]. A representacdo escolhida neste trabalho para as matrizes
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y*, que em duas dimensoes sao matrizes 2 X 2 é

01
P o= o= :
1 0
0 1
/yl = i'0-2: )
-1 0
-1 0
75 - _03: ’
0 1

conhecida como a representagao de Weyl [98]. Nesta representagio, ¢, é um espinor
complexo de duas componentes. Como ja estabelecido anteriormente, temos como objetivo
nesta secao estudar a quebra e eventual restauracao de simetrias no modelo de Gross-
Neveu. Tendo isto em mente, podemos nos limitar a discutir apenas as simetrias discretas
do modelo, j& que simetrias continuas nao podem ser quebradas dinamicamente em 1+ 1

[99]. A lagrangiana (3.21) é invariante pela transformacao R,
R
1/)(t717) EE— _¢(t>$) )
bem como pela transformacao de paridade P e reversao temporal T ,

W(t,w) ——s 2 OP(t, —)

D(t,x) —L— AOP(—t, ) .
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Adicionalmente, o modelo ainda apresenta invariancia sob a transformacao quiral xp e

paridade especial Py

Dt w) —2s 4t —x) |

a quebra das simetrias xp e P; pode ocorrer com a geragao espontanea de um termo de
massa do tipo my), podendo também ocorrer uma eventual restauragao a temperatura

finita ou através de uma compactificacao espacial.

Quebra de Simetrias

Sem nenhum efeito de compactificacao, é possivel observar a geracao dindmica de massa
no modelo de Gross-Neveu como consequéncia direta do processo de renormalizagao. O
que segue ¢ um procedimento para a obtencao de correcoes ao termo de massa do modelo
GN. Para que se possa efetuar a operagao de renormalizacao do modelo, emprega-se a
prescri¢ao ja usual da regularizacdo dimensional|98], [99], num esquema de subtragio

minima. Neste processo, usa-se como dimensao do espaco
D = 2-2e,

tomando, ao fim dos calculos, o limite em que o parametro ¢ vai a zero. A lagrangiana

do modelo em dimensao D é escrita entao como

2—-D

A g M
p— i /Jl —_—
L kgl Y iyt 0, 0k + 5
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As correcoes dindmicas a massa vém das funcdes de dois pontos, e podem ser escritas

como
N
mo = —gM* P (")
n=1

supondo a existéncia de N sabores diferentes de fermions no modelo. O correlator (" ¢,,)

é calculado em forma diagramética como

R N O A VA

que podem ser substituidos por um tnico diagrama

O

aonde o loop cheio indica o uso do propagador j& corrigido pelo uso do termo de massa

corrigido. Desta forma, chegamos a seguinte equacao integral para a massa my

mgy =

 gM* P N2P/? / a’e - (f —mo)

i (2m)P 02 —my? —ie

o termo proporcional a f na integral acima se anula, uma vez que este termo é fmpar e

integrado sobre todo o espago. Resta na equagao acima

gM?* P N2P/2 / dbPe 1
myg = —m
0 0 i (27T)D 2 —myg? —ie) '
gM?*PN2P/2  gPy 1
1 = — : T - (3.22)
7 (2m)" 2 —my”® — i€
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Esta tltima integral pode ser resolvida fazendo uma rotacao de Wick em ¢;. Através da

formula integral

/ dPe 1 B rA-2)
am)” [?2 —~ mﬂA (4m) PP (A) m3* 7 )
e da rotacio de Wick ¢ = (MO, KJ), podemos transformar a equacgao 3.22 em

dPe 1
(27)D el + my? — i€

1 = gM2DN2D/2( F(l—%) D> :
(4m)P2T (1) [m3]' 2

L= e ()

1 = gM*> PN2PP /

E necessario neste momento tomar o limite ¢ — 0. Para tanto, lembramos das seguintes

expansoes em séries ao redor de € = 0:

M) = ~—7+0),

a9 = 1—1In(a)e + O(?) .

Portanto, com alguma &lgebra, temos

29N ([ m% \°
b= 47 (27TM2 I

e proximo do limite € — 0, tem-se

gN m2 1
1 = 2241 -
27r{+n(27rM2>6} L 7

gN |1 m2
1 = §|:E+ln(2ﬂ']\042>_7+0(6)‘|
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A divergéncia em € = 0 deve ser removida através de um contratermo na Lagrangiana.
O valor deste contratermo nao é de grande importancia para o resultado que se busca,
portanto apenas supoe-se que o contratermo foi adicionado, subtrai-se a divergéncia e

prossegue-se normalmente. Desta forma, obtém-se para mg o valor

Este resultado implica na existéncia de uma massa nao-nula que depende do parametro de
energia da teoria, M. A introducao deste termo de massa na Lagrangiana de Gross-Neveu
implica na quebra das simetrias yp e P;, uma vez que sob estas transformacoes o termo

de massa se transforma como

m2o(t, 2 (t, 2) — 2 —mZp(t, 2) (L, )

moW (t, ) (t, 1) —F— —mgy(t, x)u(t, z) .

Ja se sabe que esta simetria pode ser restaurada a temperatura finita [36]. A quebra e
restauracao destas simetrias parece indicar a existéncia de uma transicao de fase neste
modelo que pode ocorrer através de efeitos de temperatura. Tendo este fato como mo-
tivacao, torna-se interessante também verificar se tal transicdo pode ocorrer também
através de efeitos de confinamento espacial. para tanto, comecemos tratando, em carater

de revisao, a restauracao a temperatura finita.
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3.3.9 Restauracao de Simetria: Temperatura Finita

Usa-se nesta secao a prescricao apresentada anteriormente, aonde substitui-se o propa-

gador da teoria pelo equivalente em temperatura finita,

Sy = Sy —2r5(0* —m2) ([ — mT) 07 (0o, B)

aonde

L el | 6(-t)
e*ﬁwo‘ +1 e*ﬁéo +1 eﬁfo +1 ’

U% <€07 5)

Isso nos da para a massa corrigida por temperatura my a equagao

N m3
1 = 92—7 {ln (27?]\042) —y— 2/d2€(5(€2 - m?p)v%(ﬁo,ﬂ)l

aonde o termo proporcional a / foi omitido por ser uma integral de uma funcio impar.

Temos

L ﬂlm( m )_7_2/d2€ [6(60—\/£%+m%> (o + /B + iR

27 27 M? 2,02 + m2. 2 03 +m3.

"U%(fo,ﬁ)] ,

de modo que para resolver esta equacao integral basta resolver a integral

I = dty

1 1
e ()

Para resolver esta integral, fazemos uso da seguinte expansao

N | —

- 0
-2 .
ef +1 ;w2(2n+1)2+92
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Substituindo na equacao anterior, obtemos
> 1 1 > B/ 03 + m3.
1= [Can———(t-2x : ,
0 V3 +mi o\ 2 2 (2n+1)" 4 B2 (63 + m3)

N

com

o 1
= dr———
' 0 Va?+ y?
* 1
12671 = / dx 2 ’
0 T2 (2n+1)" + 22 + 42
r = Bgl )

y = pBmr.

Estas integrais sao divergentes separadamente, mas a divergéncia pode ser controlada

através do fator de regularizacao ¢, tal como

[o@) 3,/.—6
If(e) = dr——
0 Va2 +y?

D () = / dx x2 :
0 2 (2n+1)" + 22 + 32

Usando a formula integral derivada da definicao da fungao Beta

o] m—1
/0 T pepde = 0B (grm+n=2) (3:23)
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podemos resolver 17 (e),

S| =

0\8
QU
8
MH‘
_'_ [0
—_

oo x*ﬁ
A
/0 V24 y?

<5

I

H ™
VRS
—_

DO
™

M|

|
5
— M~

~— N

—~
—
I
[0}
~—
}1
—~

N

o] wl@m [\_';l@

Nl —~
N R Sl
+
@)
—~
™
N—

Ja para Ign(e), expande-se o integrando ao redor de my = 0. Com o intuito de determinar
uma temperatura critica na qual as simetrias quebradas pela geracao de massa sejam
restauradas, basta que se estude o comportamento da teoria em torno de my = 0. Desta

forma, temos para I} (¢),

o) = /Oodq; v —/Ooda: v 24 0y (3.24
2n(©) 0 2 (2n+1)°+22  Jo (72 (2n + 1)* + 22)? Y ) (3.24)

Todos os termos da integral acima podem ser resolvidos com 3.23, e os somatoérios asso-

ciados a cada um podem ser representados em termos de funcoes (

iun(k/‘) = i/mdx <_1)kyzk$_6 )
—~ —~Jo (71-2 <2n+1) +$2)k+1
2% o0
Y 1—e€ 1 1
— (-1 B k4o — .
(=1 5= ( 7 T3 6)Z(de)k—e ’

n=0

2k 1—
(—1)k27yrk_613( 5 €,k+%—e> (1— 2,3_6) Clh—e) .

Todos estes termos sao regulares no limite ¢ — 0, exceto quando k = 0. Neste caso

€

i_o:un(()) = i F +7—In (g)] +O0(e) (3.25)
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A integral I é, portanto,

I = lim []f(e)—z;iiun(k)] :

n=0 k=0

= —In (%) — v+ 0y .

Voltando a equacao para mr

N 21 M*
1 = g—{ln(ﬂ2 >+fy—0—21n<g>},
2m ma T

e em maos do resultado para 17" = 0

2
0 = In (@) +2In (é) +In (m7) + 27,

™

que dé, aproximadamente,
T. = 0,567 myg .

Este resultado é bastante razoavel, uma vez que para um mg equivalente ao raio de carga

do préton (1,74fm™' ~ 350MeV), obtemos para T,

T. ~ 198MeV |
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que é bastante proximo do valor da temperatura ao redor da qual se acredita que o
deconfinamento de particulas ocorra (~ 200MeV). Este resultado levanta a pergunta se
nao existe um resultado analogo no caso de compactificacdo espacial. A resposta a esta

pergunta é um resultado novo, descrito no que segue.

3.3.10 Restauracao de Simetria: Compactificacao

Para a compactificacao espacial, usamos a seguinte prescri¢ao

vp (L) = O(B) Y (=1)"e ™0+ 0(=6) Y (-1 e (3.26)

n=1 n=1

que leva a seguinte integral a ser resolvida

* | & n i S 1
I= /mL Lz::l ((—1) exp "V L)] %—_md«go,

Usando uma expansao semelhante a usada anteriormente, tem-se

I1=2 dr—4 +0(m?)
/1 z? —1 Z/ ™ (2n+1) 24 g2 (mi)

que, para € pequeno dé
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Substituindo este resultado na equagao de gap, obtém-se uma expressao para o compri-

mento de confinamento em termos da massa dinamica como

N L
1 = gz—ﬂ[ln(27rM2)—ln(m2L)—|—21n( T:L>+’y] ,

que, usando o resultado sem nenhuma compactificacao, pode ser escrito como

L. = —e =

Usando valores da ordem das escalas de energia aonde se espera observar o deconfina-
mento hadronico (my ~ 200 MeV'), obtemos um valor critico para o comprimento de

confinamento dado por

L. (mg =200 MeV) =8,81 - 107° MeV ' ~ 1,76 fm ,

que é absolutamente concordante com o diametro de cargas do proton, medido experimen-
talmente como 1,74 fm. Estes resultados parecem implicar que existe mérito no modelo
GN nao s6 como um toy-model ou campo de testes, mas também como uma teoria efetiva
para a interacao forte. Diante destes resultados, tona-se pertinente a pergunta de como a
temperatura critica se comporta numa teoria envolvendo o confinamento espacial. Para

responder esta pergunta é necessaria a introducao de compactificagao espacial e temporal.
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3.3.11 Restauracao de Simetria: Compactificacao Espacial a Tem-

peratura Finita

Neste caso, usamos a prescricao

U%(ﬁo,ﬁ;ﬁl,[;) = U%(&)?ﬁ)+v%(£laL)+2U%‘(£07ﬂ)v%(€lal’)a

aonde v% ({y, B) e v% ({1, L) sdo relacionados as corregoes devido & temperatura e com-
pactificacao espacial, respectivamente. A integral a ser resolvida para a obtencdo de uma

equacgao de gap neste caso é

U%‘ (607/8;617[/) )

(o (- VaEmin) 86+ VhT i)
]:/d (

£1 + m%T 2 fl + m%T

que, feita a integragao em ¢y nos da dois termos repetidos (proporcionais a v% ({o, 3) e

v% (01, L)), j4 calculados, e um termo novo

o 1 1 1
e [ ()
VA +mig \/e[i\/éwm%T +1 et +1

Usando a expansao
oo

9

el z% 2(2n+1) 242

faz-se

0 (F+mip | 2 n=0 712 (2n 4 1)° (5\/€1+mLT>

1 = iL{,
. (5_22 22k +1)% + (z’Lfl)Q) '
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A partir desta expressao, é visivel que o trabalho se reduz ao célculo das quatro integrais

o 1
L= ——— .
1 /0 VG +mig 1
12:/ T
o m(2n+1)"+ (2 (65 +mi,)
o0 1Ll
13:/ L T
47 2 2 2021 [-2 2 2 ()2 2 L
oo [T2(2n 4 1)7 = L263] [72 (2n +1)" + B2 (3 + m3,)]

As duas primeiras integrais ja foram calculadas anteriormente, restando apenas I3 e Iy,

que sao nulas. Desta forma, substituindo de volta na equagao de gap, obtemos

gN 2m M? Lsg ,
1 = =—1 In | —+
o [n(m%T + In ﬂQmLT +v ,
L
0 = 1n<—/82m8)+25,
s

—2v..2

e ™

L = —T,
my

que resulta numa curva de criticalidade para L em funcao da temperatura 7'

Um fato importante fica 6bvio desta equacao, o limite 7" — 0 nao recupera o caso
de compactificacao espacial sem temperatura, assim como o limite L — oo nao recupera
o caso de temperatura finita sem compactificacao espacial. Isto ocorre porque o calculo
destas equagoes levou em conta a expansao de baixas energias dada por (3.24), que pre-
sume que Bmrr € Lmpr sejam muito pequenos na vizinhanca da criticalidade. Esta
aproximacao vai perdendo a validade conforme § e L crescem, de modo que os limites
supracitados nao estao dentro dos limites de validade dos célculos.

Outro fenomeno observado ¢ que o comprimento de confinamento critico é crescente

com a temperatura, o que parece bastante razoavel levando em conta os resultados obtidos
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anteriormente nos outros dois casos. A constante de proporcionalidade entre L e T' tem

. —2v .2
um valor aproximado, para uma massa de 200MeV, dado por =~ ~ 7,778 X
0 mp=200 MeV

1075MeV 2,
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Capitulo 4

Métodos de Simetria

Existe na literatura uma colecao vasta de solucoes exatas de equacoes fisicas. Curiosa-
mente, a maior parte da solucoes exatas encontradas costuma explorar alguma propriedade
de simetria, seja da equacao ou da solucao em si. Este fato levanta a questao de que talvez
exista algum método geral para tratar equacoes diferenciais do ponto de vista de simetria
e usar este conhecimento para obter solucoes da equagao.

Ha mais de um século, o mateméatico noruegués Sophus Lie propos esta mesma per-
gunta. Foi entao que as primeiras idéias neste sentido vieram a frente, baseando - se no
que hoje chamamos de grupos e algebras de Lie. O que segue neste capitulo é uma breve
revisao de como obter e usar simetrias de equacoes diferenciais. Este capitulo se limita a
tratar apenas de grupos de simetria de Lie, com uma generalizacao para outros tipos de
simetria ao final.

Ao longo do capitulo, ficard claro que estes métodos, muito embora poderosos, sao
bastante onerosos do ponto de vista computacional. Desta forma, o uso de bons sistemas
de computacao algébrica se torna praticamente obrigatério para se tratar de casos reais.
Muitos dos célculos descritos nesta tese foram feitos com o auxilio do pacote SADE[48],

desenvolvido para MAPLE.
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4.1 Encontrando Simetrias de Lie de EDOs

Seja uma EDO de ordem n escrita

y" o= wr, oy, v, o,y (4.1)
dky
W — 24 4.9

aonde w ¢ uma funcdo suave de todos os seus argumentos. Uma simetria de (4.1) ¢ um
difeomorfismo que mapeia o conjunto de solugoes da EDO sobre si mesmo. Qualquer

difeomorfismo

I (2, y) — (&, 9)

Mapeia curvas suaves no plano em curvas suaves 1no plano.

A acdo de I no plano induz uma acio sobre as derivadas y*)

Ui, g, s ooy ¥ = (2, 0, 05 .., §™),
com
4"
dzk -

Este mapa é chamado n - ésimo prolongamento de I'. As funcdes y*) sdo calculadas

recursivamente através do uso da regra da cadeia como

PO dg*~Y
7

Dg*h

D,
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onde D, = 0, +y'0, +y"0, + ... é a derivada total em relacao a x.
Seja I uma simetria de (4.1). A transformagio I' mapeia, entdo, solugoes da equagao
em outras solucoes. Em termos matematicos, I' ¢ uma simetria se a condicao de simetria

é valida. Ou seja,

7 = w(, 9,9, ..., g)("*l)) (4.3)

Sempre que (4.1) for valida. No caso geral de EDOs, (4.3) costuma ser nao - linear.

O propésito de se encontrar simetrias de equacoes é, em ultima instancia, resolver
a equagao diferencial. Reduzir EDOs a EDPs nao lineares nao costuma ser uma boa
troca. Portanto, como estd escrita, a condicao de simetria nao nos é de muito uso.
Simplificacoes nesta condicao, porém, sao bastante possiveis no caso de Simetrias de
Lie, que sao encontradas linearizando esta transformacao em torno da identidade. Esta
linearizagao sempre é possivel no caso de simetrias de Lie devido a natureza continua e
diferenciavel destas, permitindo que se construa uma expansao em série de Taylor. Por
simplicidade, trata-se aqui de transformacoes dependentes de apenas um parametro, ¢,
sendo a transformacao identidade correspondente ao caso ¢ = 0. A extensao para mais
parametros é direta.

Expande - se entao a transformacao ao redor da identidade como

& = x+ef+0(?), (4.4)
j = y+en+0(), (4.5)
g(k) — y(k) + 577(k) + 0(82) . (4.6)

O superescrito em 1*) é apenas um indice e ndo indica diferenciacio. Ao substituir (4.4
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- 4.6) em (4.3) obtém - se a condi¢ao de simetria linearizada, escrita como
" = fw, +mwy +nVwy + -+ D ey (4.7)

sempre que (4.1) valer. Como o préprio nome indica, esta condicao é linear. As fungoes

k)

n*) sdo calculadas a partir de

1+eD&

Dai vem que

9 4 e = y®) 4+ eD, ntk=1
1+eD, &

n® = D%t —y®p.¢. (4.8)

Pode - se também definir a caracteristica Q) = n — 3§ e reescrever as funcoes

6 = _Qy’ )
n = Q - y/Qy' )
n®) = DEQ —y*tIQ, . (4.9)

Este resultado é util de um ponto de vista computacional e generaliza facilmente para
outros tipos de transformacao que nao transformagoes de Lie, mas ainda pode ser simpli-

ficado mais como sera visto a seguir.

4.2 Orbitas e Geradores Infinitesimais

E interessante entender um pouco melhor a acdao de uma transformacao de simetria no

espaco de solucoes de uma EDO. Para tanto, define - se inicialmente a orbita de uma

38



transformacao.
Definicao: A orbita de um grupo de Lie de simetrias a um parametro através de um

ponto (x,y) é o conjunto de pontos dado por

(z,y5¢)) ,

—~
=>
<
S—
I
—~
=
—~
8
<
Q)
SN—
<>

ou seja, o conjunto de todos os pontos onde (z,y) pode ser levado por uma transformacao
do grupo. Note que € = 0 corresponde a transformacao identidade, que mapeia o ponto em
si mesmo. A 6rbita de um ponto invariante € o mesmo ponto. A 6rbita de um ponto nao -
invariante é uma curva. E importante notar que 6rbitas de uma simetria por dois pontos
diferentes jamais podem se cruzar. Isto é porque, no ponto onde ocorre um cruzamento,
um mesmo ponto seria levado pela mesma simetria em dois valores diferentes. Define - se
ainda:

Defini¢ao: O vetor tangente no ponto (Z,7) a orbita através de um ponto nao invari-

ante (z,y) ¢ dado por (¢(#,9), n(#,7)) onde

dz A
% - g(l‘ay) )
dy .

Podemos escrever as expansoes para a simetria dadas em (4.4) e (4.5) em termos de um

operador diferencial G como

i = 24eG-z+ (G z+...,

§ = y+eG-y+ (eGP y+...,

aonde G é conhecido como o gerador infinitesimal da transformacao. Qualquer transfor-
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macao de simetria de Lie pode ser escrita em termos deste operador como

T = exp(eG)- -z,

g = exp(eG)-y.

A partir de (4.4 - 4.6) pode - se escrever

O gerador G trata apenas de transformagoes em x e y. Ao tratar de equagdes diferenciais,
é importante definir como as transformacoes agem nas derivadas relevantes. Para tratar

deste problema, introduz - se o gerador infinitesimal prolongado

G(n) — fax + nay + n(l)ay/ 4+t U(n)ay(m )

Entdo escreve - se a condiciio de simetria linearizada como uma equacio envolvendo G

G (Y™ —w(z, y, ...,y V) = 0,

quando (4.1) é valida. Esta forma é especialmente interessante pois escreve a condigao de

simetria de uma forma independente de coordenadas.

4.3 As Equacoes Determinantes

Para encontrar as simetrias de Lie de (4.1), é necessario primeiro obter os n*. Se
a condicao de simetria puder ser resolvida, todas as simetrias de Lie de uma equacao

diferencial podem ser identificadas. Das equagoes (4.9), e como & e 7 s6 dependem de x
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e y, os n®) podem facilmente ser obtidos com algum calculo. A seguir tem - se alguns

deles:

o= et (= &)y —6y”
N = aw + 2y — Eaa) Y = &gt + (yy — 260) Y + (my — 260 = 36,)y"
77(3) = Nea + (3Nawy — Evaa) Yy + (Myyy — 3Eayy) y*° - gyyyyl4

F3{10y — Eaw + (yy — 36y) ¥ — 26,9}y

_3£yy”2 + {ny — 38 — 4€yyl}ym .

O ntimero de termos em 7 cresce rapidamente com k, portanto algebra computacional é
praticamente obrigatoria nos casos de ordens mais altas. Substitui - se entao a expressao
Y™ =w (x, v, v, .. y(”*l)) nas equacoes para n® e, ignalando a condicdo de simetria
linearizada, a equacao resultante pode ser separada (usualmente igualando coeficientes de
poténcias de y') num sistema de EDPs. Este é o sistema de equagdes determinantes de

(4.1) e tem como solugoes as simetrias de Lie de (4.1).

Exemplo

Uma EDO de segunda ordem é escrita como

7

v = wlr,yy) . (4.10)
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As componentes n*) dos geradores prolongados desta equacio sao dados portanto

77(1) = Nz + (ny - 5z) y/ - gyyl2
77(2) = Moo + (2May — o) Y fyyyl3 + (Myy — 28ay) 9,2 + (ny — 26 — 35@1?/) y'

Mex + (2Nay — Eaa) U = gy + (Nyy — 2609) Y + (0 — 26 = 3w (@, v, ¥) -
A condicao de simetria linearizada, por outro lado, diz

(2 1)

n Swy + nwy + 10wy

Igualando as duas equacoes, temos

Nz + (277xy — &an) Yy + (nyy 2§xy) y/2 + ( — 28 — 3£yy Jw(z, y, y/)

_gyyylg - fwx — NWy — {77:0 + (773/ - 5:(:) y/ - Syylz}wy/ =0 '(4'11)

A separagao de (4.11) em um sistema de EDPs s6 é possivel se explicitado w. A titulo

de exemplo, seja

(U(l', Y, y/) = Y,
w, = 0,
wy = —1,
wy/ = 0

(4.12)

A equagdo (4.11) se torna entdo

Nex + (277xy - gzz) y/ + (nyy - zfa:y) y/2 - Syyy,3 -y (77y - 25:1: - 351,?/) +n = 0.
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Igualando os coeficientes de poténcias iguais de 3/, obtém - se

nmx_y(ny_zfﬂc)_}_n = 0,
27]acy - fzx - 3€yy =0 ;
Nyy — 2§xy = 0 5

gyy = 07

que é o sistema determinante da equacao em questao. De (4.16), tem - se

& = Aalz),

§ = Aa(r)y+ Ae(x) .

De (4.15)
Oy (ny —26) = 0,
ny —26& = C(z),
ny = C(x)+245(x) + 244 (2)y
ny = B(x)+2Ag(2)y,
n = B(x)y+ Ag(z)y’ + Anl(z) .
De (4.14)

2 (B,(l’) + 214/5,1 (:U)y) - (Alg/l (@)y + A/5/2<$)) — 3Aa(x)y

A'g’ly +2B'(z) - Agz(x) — 3Aa (z)y

93

(4.13)
(4.14)
(4.15)

(4.16)



E de (4.13)

A”:/l z 2 14 / / /
By + 29 0) =y [B(e) + Ala) =2 (A (2)y + Alp(o))]

nl
AL (x
+B(z)y + —51; )y2 +An(xr) = 0.

Comparando, entao, poténcias de y, vem

Ai(z) = 3Aa(z),

Ag(z) = cle*/g”” + 026_‘@‘ )

2B'(x) = Ag(z) .

A = —Apa),

Ap(z) = czcos(x) + cysin(z) .
B"(z) +2B(z) = c¢5,

B(z) = % + cg cos(V2x) + crsin(v2z) .

Que vem da comparacao dos termos com poténcias de y 0 ou 1 das duas equagoes. Agora

o termo quadratico leva a

Af(x) = —5AY(),

Afl (fL‘) = 0.
E resolvendo para Ag(z)

Ae(z) = c¢sin(vV2z) — 7 cos(V2z) + cs .
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Finalmente, escreve - se

£ = ¢ sin(\/ﬁx) — ¢ cos(\/ﬁx) +cs

n = %y + ¢ cos(V2z)y + ¢rsin(vV2x)y + ¢35 cos(x) 4 ¢y sin(z)
Portanto, temos os seis geradores de simetria de 3"’ = —y

Gy = cos(x)o, ,

Gy = sin(x)9, ,

Gz = yo,,

Gy = sin(v2x)d, + cos(v2z)yd,
Gs = sin(v2z)yd, — cos(vV2x)d,

G6 == 8:5

Note que para encontrar simetrias de Lie, mesmo de uma equacao simples como esta, é
necessario executar uma quantidade grande de calculos. Fica claro com este exemplo que
equacgoes mais complicadas trazem complicagoes no volume de trabalho a ser executado,
porém o método, mesmo que pesado, tem sua funcionalidade assegurada pela garantia

que calculos intermediarios sao sempre lineares.

4.4 Simetrias de EDPs

A técnica para a obtencao de grupos de simetrias de Lie de EDPs é essencialmente a

mesma que o caso ordindrio, exigindo apenas algumas generalizagoes. Seja

Ap = g —wg (7, u™) = 0, (4.17)



sao as variaveis dependentes e x =

um conjunto de EDPs aonde u = (uy,..., u)

(:L’l, cee a:N) as variaveis independentes. u(™ representa o conjunto de todas as derivadas
de ordem n ou menor presentes na equacao. u,g ¢ a derivada de maior ordem em cada
equagao e nao existe nenhum outro termo no sistema que contenha u,3. Esta nao é a
forma mais geral para um sistema de EDPs, mas ¢ de generalidade suficiente para tratar
uma grande classe de problemas fisicos, enquanto simplifica enormemente os célculos
necessarios para a obtencao de simetrias. Isto se deve ao fato da substituicao u,z =
wg (:p, u(”)) poder ser feita ao separar o sistema determinante.

A forma do gerador infinitesimal prolongado de uma equacao do tipo (4.17) é
G = &(x,u)dps + o, u)ue + 170,y
onde u = D; u®é uma abreviacao de todas as derivadas possiveis de u, com
D; = DI\D%.. . D .
e também
1l = Dy (1 — ) +EDul .
A condicao de simetria para EDPs é dada por
GAg = 0,

Sempre que (4.17) for valida. A obtengao do sistema de equagoes determinantes segue o
mesmo processo que EDOs. Estes métodos ficam mais bem ilustrados em um exemplo

pratico.
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Exemplo

Considere a equagao u; = u2. O gerador infinitesimal é entao escrito como

G = &0, + 70 +n0, .

A condicao de simetria linearizada é

= 2u.n"
Das defini¢oes de n* e n' vem
7796 = N+ (nu - gm) Uy — TpUp — fuui — Ty U Uy
,',/t = T — gtuac + (nu - Tt) Uy — é.uuxut - Tuug )

Substituindo e eliminando u; com o auxilio da equacao original, obtem - se

£u+27—a: = 0,

N+ 7 —2§ = 0,

§t+277x =0,
m = 0.
Resolvendo (4.18),
T = Ax,t)
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Da equagao (4.19) vem

¢ = —2A,u+ B(x,t),

e com (4.20) vem

n = —2A4,u*+ (2B, — A)u+ C(x,t) .

Substituindo em (4.21) e (4.22)

—4Appet® + 4 (Byy — Ag)u+ Cy(x,t) + B, =

—2Amtu2 -+ 2 (th — Att) u + Ct(l’, t) =

Comparando poténcias de u, tem - se

Ct - 0 5
Bt -+ 201 - 0 y
2By — Ay = 0 )

Bzx_Awt = 07

Ager = 0 )
Resolvendo (4.24 - 4.26) obtém - se
C = ar,
B = =2d(2)t+ B(z),
A = 22" (z)t? + y(x)t + 5(z) .

98

(4.23)

(4.24)
(4.25)
(4.26)
(4.27)
(4.28)

(4.29)



Substituir estes resultados em (4.27 - 4.29) permite escrever o resultado final

1
= —dcitx — 2c0t +c4 | =27 — 2tu ) + cgx + ¢y — degru — 2egu
4otz — 2cot 5 2ot 4 2
T = —det? + cyxt + et + cgr? + cor + 10
n = 18+ e + 3 + caru — cyu + 2c6u — degu® | (4.30)

que tem 10 constantes arbitrarias, dando origem a 10 geradores distintos.

As simetrias de Lie para EDPs e EDOs, como observado, sao obtidas essencialmente
pelos mesmos métodos.Porém, obter simetrias de equacoes, por si s6, nao tem muito uso.
Queremos explorar o conhecimento de simetrias de uma equacgao de modo a chegar o mais
proximo possivel de uma solucao. O que segue é uma das varias maneiras de se usar um

grupo de simetrias de Lie com este intuito.

4.5 Coordenadas Canodnicas

Suponha que a seguinte EDO,

dy
dz

tem como simetria as translagoes em y

(z, y) — (z, y+¢).

A condic¢ao de simetria nos leva a
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E com isso, a equacgao de primeira ordem mais geral com simetria de translacoes em y é

dy
dx

= w(z),

que tem como solucao

Note que invariancia por translacoes resolveu a EDO de primeira ordem geral. Portanto
pode ser interessante escrever uma equagao diferencial em um sistema de coordenadas tal
que alguma de suas simetrias possa ser escrita como uma translagao.

As orbitas de simetrias de translacao tem o mesmo vetor tangente em todos os pontos

&mn = (0,1) . (4.31)

Dado um grupo de Lie de simetrias a um parametro, pode-se escolher no espago (z, u)
uma base na qual os vetores tangentes a 6rbita do grupo podem ser escritos como vetores

tangentes a Orbitas de translacao. Para tanto, introduzem-se as coordenadas

(r,s) = (r(z,y),s(z,y))
de modo que

(7, §) — (1, s+¢).
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Da definicao do vetor tangente a 6rbita vem

df_o
de
ds
= = 1.
de

Aplicando a regra da cadeia,

E(z,y)re +n(z,y)ry = 0,

f(xay)Sern(x,y)sy = 1.

E necessario também que a transformacao de coordenadas seja inversivel em todos os
pontos, evidenciado pela exigéncia que a matriz de transformacao no espaco dos vetores

nao seja singular. Isto se traduz no presente caso como

TaSy — TySg 7 0 .

Se tal mudanca de coordenadas for possivel, as coordenadas r e s sao chamadas coorde-

nadas canonicas. O gerador de simetria nestas coordenadas ¢ escrito como
G = 0. (4.32)

Geradores deste tipo podem ser usados para reduzir a ordem de uma EDO em 1 ou para

eliminar uma variavel independente de uma EDP.

Reducao de Ordem em EDOs

Counsidere a EDO

s = w(r,s,...,s(”_l)) ,



escrita em coordenadas candnicas e portanto invariante por G = 0,. Isto nos leva, de

acordo com a condicao de simetria, a

s = w(rs, ..., s,
vl = w(r,v,...,v"”) ,
ds
vo= (4.33)

A mudanca de variavel para v efetivamente reduziu em 1 a ordem da EDO. Isto quer dizer
que n simetrias podem resolver uma EDO de ordem n por completo, desde que se conheca
uma simetria de cada equacao intermediaria. Esta condicdo, como serd visto, pode ser

relaxada em conjuntos de geradores que sigam certas condigoes.

Reducao de Variaveis em EDPs

Considere a EDP
F(xl,...,xM;u,uml,...) = 0

invariante sob o gerador G = 0,:. Esta invaridncia leva a condi¢ao

e portanto a variavel x; pode ser eliminada da equacao, efetivamente eliminando um grau

de liberdade do sistema. Com o conhecimento suficiente de geradores de simetria de uma
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EDP, esta pode ser reduzida a uma EDO, que costuma ser bem mais simples de se resolver.
E claro, em EDPs encontrar coordenadas canonicas ¢ um problema bem maior que em
EDOs, devido ao aumento de coordenadas a serem tratadas.

Note que as relagoes de comutacao entre geradores sao independentes do sistema de
coordenadas usado. Isto quer dizer que se n geradores de simetria comutam, estes n gera-
dores podem ser simultaneamente transformados em geradores de translagao, reduzindo
em n o namero de graus de liberdade do sistema. Isto decorre de [0,i, 0,5] = 0 ser a
relacao de comutacao tipica de grupos de translagao, permitindo que alguma base ex-
ista em que o tratamento anterior seja possivel. Este fato serd relevante nos capitulos

subsequentes.

4.6 Invariantes Diferenciais

A reducao de ordem em EDOs é possivel se conhecermos um gerador de simetrias desta
equacao. Desta forma, uma equagao de ordem n pode ser resolvida em n passos, desde
que se conhega um gerador de simetrias de uma equagao ordem a ordem. Infelizmente,
nao se tem garantias de que equacoes intermediarias obtidas a partir deste método terao
simetrias, de modo que ¢ inteiramente possivel que se faca a reducao de uma EDO para
outra mais complicada. FKEsta auséncia de certeza em passos intermediarios torna este
método menos interessante, uma vez que o processo de reducao de EDOs em geral envolve
bastante trabalho, que pode ser em vao. Evidentemente, uma maneira de garantir que,
de posse de R geradores de uma EDO, a ordem pudesse ser reduzida por R unidades
sem necessidade de buscar simetrias em equacoes intermediarias seria bastante atraente.
Assim se evitaria muita frustracao e disperdicio computacional, trazendo mais robustez
ao método. E com este objetivo em mente que se discute aqui o conceito de invariante

diferencial.
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Suponha que X seja um gerador de simetrias da EDO
Yy =w (x, v, Y, ., y(”_l)) n>2,
que pode ser escrita em coordenadas canonicas, (r, s), como
D) = Q(r, v, ..., U(”_Q)) ,

aonde v = v(r, s) é alguma funcdo que obedece vs # 0. Esta EDO reduzida é composta
totalmente por fungoes invariantes sob a acao do gerador X = 0;. Chamam-se tais fungoes
de invariantes diferenciais do grupo gerado por X. Em termos mais precisos, temos que
qualquer funcdo ndo constante I = I(z, vy, ¥, ... , y*) ¢ um invariante diferencial de
ordem k para X se

XHr=o. (4.34)

Em coordenadas candnicas, X = 0. Isso implica que qualquer invariante diferencial de

ordem k tem a forma geral

para alguma funcao F'. Esta propriedade garante que, a menos de dependéncia funcional,
a coordenada candnica r(x, y) é o unico invariante diferencial de ordem zero para X.
Pode-se mostrar que todos os geradores de ordem 1 sdo fungoes de r e v e ordens mais
altas envolvem funcoes destes e de derivadas de v em relacao a r, de modo que r e v sao
usualmente chamados de invariantes fundamentais de X. De acordo com (4.34), todo
invariante obedece

EL+nly+ -+ =0. (4.35)
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Esta relacao permite que se encontre um par de invariantes fundamentais sem a neces-
sidade da determinacao da coordenada candnica s. Pelo método das caracteristicas em

(4.35), I tem de ser uma primeira integral de

dr dy B dy®)

& n gk

& o nW

de dy  dy™W

Usualmente r é utilizado para determinar v. Como exemplo deste método, considere o

caso do grupo de rotacgoes, gerado por
X = —y0, + 20, .

Os invariantes satisfazem

Xr=0eXWov=0,

portanto deve-se encontrar primeiras integrais de

Em nome da simplicidade, vamos nos ater a regiao aonde x é positivo. A primeira equacao
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tem como uma possivel solugao r = (2% + y2)1/2. J& para a segunda equacao temos,

substituindo =z,

que nos leva a primeira integral
I =F (r, tan~'y 7 —sin! Q) =F <r, tan™'y — tan™! Q) ,
r x

aonde foi usada a relagao entre seno e tangente de um angulo em um triangulo retangulo

de catetos x e y. Uma escolha conveniente para v é

/

oy —
v = tan (tarf1 y — tan~! Q) =Y ;
x x+yy
aonde foi usada a identidade trigonométrica
tana + tanb

t )= —m---—— .
an(a + b) 1+tanatand

Note que para obter v foi necessario inverter a relacdo r = r(x,y) para obter x = x(r,y).

Uma EDO com mais de um gerador de simetria pode ser escrita em termos dos in-
variantes diferenciais de seus geradores, e portanto pode ser escrita em termos de funcoes
invariantes por varias das suas simetrias. Para encontrar invariantes diferenciais para
multiplos geradores basta notar que um invariante diferencial I deve respeitar a condicao
(4.35) para todos os geradores em questao. Em outras palavras, sejam {X;, X, ... , Xg}

R geradores de simetria de uma equagao. Invariantes diferenciais de ordem £ destes ge-
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radores sao qualquer funcao I que obedece ao sistema na forma matricial

1, 0
k
&1om 779) Wg) I 0
k Y
& mony o
I, =10
k
§rR MR m(é) 77%)
Iy () 0

Neste caso, os invariantes fundamentais sao os invariantes aonde k = R. Para este caso,
o sistema acima é composto de R equacoes em R + 2 varidveis, e deve ter duas solucoes

funcionalmente independentes. Uma delas independe da derivada mais alta e é identificada

4z depende de yFHD

como rg, a outra ¢ identificada como vg. Como % =

e assim por diante,
uma EDO invariante pelos geradores { X7, Xs, ... , Xg} pode, pelo menos em principio,

ser escrita como

A" Fop 0 (n—R—1)
—d r"_R = 'rR, VR, ... , Up s
R

para algum (2, tendo sua ordem reduzida em R unidades. Um exemplo simples é o caso

da EDO

2
yW = , L=y

Esta equacao tem trés geradores de simetria independentes,

X = az7
Xy = $6x+yay>

X; = m28x+2:1:y8y
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Que sao prolongados até a quarta ordem como

xY = o,
X§4) = 20, +yd, — y//ay” _ 2y”’8yw :

XY = 220, + 2290, + 290y +2(y — ") Oy — Ay Dy

Os invariantes diferenciais sao obtidos a partir do sistema

I,
1 0 0 0 0 I, 0
x vy 0 -y’ —2y" L, =10 ;
2?2 2zy 2y 2(y —axy’) —dxy” Ly 0

I

que é equivalente, através do processo de eliminagao gaussiana, a

I,
1 00 O 0 I, 0
0y 0 —y" —2y” I, =10
00y o 0 Ly 0
Ly
A terceira equacao,
yly —y'Ly =0,

implica em I (x,y,y,y",y") = I (z,y,2yy” — v %,y"). Substituindo na segunda, tem-

se que I = I(z,2yy" — v 2, 4%y") que, usando a primeira equagao, da finalmente I =
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I(2yy" — ' 2, y*y"). Uma forma simples para os invariantes ¢, portanto

ry = 2yy" —y'?,

21

Vs = YUY

Calculando a derivada de v3 como

dvs  yy®W

/
drs 2 Y

e substituindo a equacfo original no lugar de y®, obtemos

d’Ug

S
d?"g

Esta equacao tem solucao
V3 = T3 + Cl s

que é equivalente a equacao de terceira ordem, invariante sob a acao do grupo a trés

parametros, dada por

" 2yy” - y/ 2 + Cl
Yy = 2 .

A reducao de ordem, portanto foi de trés unidades em um s6 passo.

4.7 A Algebra dos Geradores Infinitesimais

A metodologia construida na secao anterior prové resposta para a questao da possibilidade
de reducao de uma equagao por mais de uma ordem em um tUnico passo, mas ainda
nao resolve completamente o problema da resolucao completa de uma EDO a partir de
geradores de simetria desta. Afim de finalmente elucidar esta questao, torna-se necessario

estudar um pouco mais a fundo a estrutura algébrica formada a partir dos geradores de
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simetria de uma equagao infinitesimal. Nesta secao o interesse estara em definir e mostrar
alguns pontos chave necessarios para a construgao de uma “escada” de reducoes ordem a
ordem numa equacao, de modo que, satisfeitas certas condicoes, se possa garantir que n
geradores de simetria sejam suficientes para resolver uma EDO de ordem n.

O comutador entre dois operadores, [X, Xs], é definido como
(X1, Xo] = X1 Xo — Xo Xy .

Sejam X; e X, geradores de simetria de uma EDO, de tal forma que possam ser escritos
como

O comutador destes geradores é um operador diferencial de primeira ordem, dado por
(X1, Xo] = X1(§2)0: + X1(12)0y — Xo(£1)0x + Xa2(m)0y

j& que os termos de segunda ordem se cancelam devido & comutatividade das derivadas.
Por serem geradores de simetria, X; e X5 obedecem a uma condicao de simetria, ou seja
? ) )

supondo uma EDO dada por

v =w(z,y,y, .y ) (4.36)
vale a condicao

x® (y'"™ —w) = ™ — X™Mw =0 sempre que y™ =w(z,y,y,...,y" ).

(n)

Note que n; "’ é, para n > 2, no maximo linear em y™. Por sua vez, w (e portanto Xi(n)w)
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é independente de y™. Isto implica que a equacio acima tem a forma
Ny™ + F (x, Yy ,y("_l)) — Xi(”)w =0,
na qual podemos substituir (4.36) para obter
Aiw + F (x, Y, ... ,y(”_l)) — XZ-(n)w =0.

Esta equacao so é satisfeita se (y(”) — w) for um autovetor de X;, ou seja

Esta formulagao alternativa da condicao de simetria deixa bem claro que se X; e X5 sao
geradores de simetria, entdo X = [X;, X5 também é um gerador de simetria. Para tal,

considere A = y™ — w. Tem-se que

XA = [Xl(”),XQ(”)] A
_ (Xf”)AQ - X§”)A1> A

= 0.

Isso mostra que os geradores de simetria de uma EDO formam nao s6é um espaco vetorial,
mas também tem estrutura de dlgebra com o comutador como o produto algébrico. Uma
algebra cujo produto seja antissimétrico e respeite a identidade de Jacobi, como é o caso
com o comutador, é conhecida como uma algebra de Lie.

Como em espagos vetoriais, as dlgebras podem ser construidas a partir de subalgebras.
As constantes de estrutura de uma algebra estao fortemente ligadas a este conceito. Uma

subélgebra M de uma &lgebra £ é um espaco M C L que seja fechado sob comutagao,
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ou seja

X17 XQ S M — [Xl,XQ] € M .

Toda subalgebra de um &algebra de Lie também é uma &algebra por si so.
Uma subalgebra é dita um ideal se a operagao de comutacao de um elemento desta
com qualquer outro elemento da algebra der como resultado um elemento da subalgebra.

Em poucas palavras,

XleM,XQGE - [Xl,XQ]EM.

Toda algebra possui pelo menos dois ideais: Os conjuntos {0} e a propria £. Qualquer
ideal diferente destes dois é chamado de ideal proprio de L.
Um ideal que sempre pode ser construido para qualquer algebra ¢ a chamada subal-

D). Esta subalgebra é formada pelo conjunto de todos os comutadores

gebra derivada L
entre elementos de £. Se L) # £, e nem todos os elementos comutarem entre si, temos
um um ideal proprio de L.

Uma algebra £ de dimensao R é dita solivel se existe alguma sequéncia de subalgebras

{0}=LyCLyC---CLrR1CLR=L

tal que Dim (Ly) = k e que L1 seja um ideal del; para todos os valores de k entre
0 e R. Um resultado interessante sobre este assunto ¢ o fato que qualquer subalgebra
de dimensao 2 ou menor é solavel [35], o que quer dizer que é suficiente construir esta

sequéncia apenas até um ideal de dimensao 2. Para ilustrar melhor este conceito, considere
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o caso da algebra gerada pelos cinco geradores

X1 = 0y,
Xy = z0,,
X3 = 2%0,,
X1 = 0Op,
X5 = 20, .

Os comutadores entre estes geradores sao

[(Xo, Xyl = =Xy,
[(Xo, X5] = —Xy,
(X3, Xy = —2Xp,
(X3, X5] = —2X3,
Xy, X5] = Xy,

com as demais combinagoes sendo nulas. E possivel mostrar que esta subalgebra é solivel

através da sequéncia

{0} C Span(X,) C Span(X;, X) C Span(Xy, Xz, X3) C

C Span(Xy, Xs, X3, Xy) C Span(Xy, Xy, X3, X4, X5) |

que é construida apenas por ideais de cada subalgebra. E facil ver, por exemplo, que
Span(X1, Xo, X3, X4) é¢ uma subdalgebra da algebra maior ja que a opera¢ao de comutacao
com qualquer um dos elementos desta base é proporcional a algum destes geradores. Isto,

por sua vez ¢ um ideal j4 que os comutadores envolvendo X5 sao todos proporcionais a
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um dos { X1, Xy, X3, X4}, ficando dentro da subalgebra. Esta construcao é possivel em
qualquer passo na sequéncia acima.

Muitas vezes é interessante escolher a base de uma algebra de simetria de maneira
a facilitar a construcao de ideais. Uma escolha conveniente de base pode ser vista no
exemplo anterior. Nele a escolha ¢ feita de tal forma que, se X;, + = 1, ... | R, for

elemento da base de £, entao vale

Xy €Ly, X ¢ Ly,

Ly = Span (X3, ... , X})

Bases como esta sao conhecidas como bases candnicas.

Algebras de simetrias soltveis podem ser usadas para permitir a reducio de uma EDO
por multiplas ordens de uma s6 vez. Retornando ao problema de resolu¢ao de uma EDO,
suponha que o conjunto de geradores de simetria {Xi,..., Xz 1, Xg} forme uma base
canonica de uma &lgebra de simetrias de Lie de uma equagao diferencial de ordem R.
E possivel definir coordenadas canénicas (rp , vg) para tal equacio em relacio a Xp,

de modo que Xp = 0,, nestas coordenadas. Por sua vez, as coordenadas candnicas

R

podem ser escritas em funcao dos invariantes diferenciais de todos os outros geradores
{Xl, ;XR—I} como (’I“R (TR—17 UR—I) , SR (TR—ly UR_1>>. Qualquer EDO pode ser

escrita em termos dos seus invariantes como

vp=F(rg) , (4.37)

aonde o uso de coordenadas canonicas garantes que vg ¢ funcao apenas de $g e rg. Em
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principio, (4.37) pode ser escrita como

SR = G(T‘R)7

rr("R—1 , YR_1)
SR = / G(TR)CZTR+C,

que é uma equagao diferencial de ordem R — 1 invariante por {X;,..., Xg 1}. Se esta
equacao puder ser resolvida para vg_; em funcao de rrz_;, tem-se um retorno ao prob-
lema original, porém com a ordem reduzida em 1. Se for possivel iterar este método
suficientemente, entao pode-se construir a solucao da EDO completamente.

Afim de avaliar condicOes necessarias e suficientes para a viabilidade deste método,

considere a restricao de X as variaveis rg_1 e vr_1

Xr=a(rg-1, Vvg-1)Orn , + B (TR-1, V1) Ovp_, »

aonde, se Xp é gerador de simetria, as funcoes a e S nao podem ser nulas simultaneamente.

Isto implica

Xrrp-1 = a(rp-1, vgp-1) ,

Xpvr-1 = B(rr-1, Vr1)
as variaveis rr_1 e vgp_1 sao invariantes pelos outros geradores, de modo que
XiTR_lzo; XivR_lz(J,izl,...,R—l.
O comutador [X;, Xg|, portanto, deve respeitar a condigao

[Xi,XR] rp—1 = X; Xgprr-1— XpXirp_1,

= XiOé (TR—l s UR—l) =0.
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Um desenvolvimento andlogo nos leva a
(X, Xplvrr = XiB(rr-1, vra)=0.

Por outro lado, o comutador entre dois geradores esta relacionado com as constantes de

estrutura da algebra como
R
(X5, Xp) =Y ChXy
k=1

Este resultado leva a

R R-1
ZCfRXk TR—1 = ZCZICR (Xk TR,1)+C£3XR rr-1=0,
k=1 k=1
Cﬁ%XR TR—1 = 0 R
R —
Cir @(rp-1, vg—1) = 0,

e também

ng B(rp-1, vr-1)=0.

Como a e 8 nao podem ser nulas simultaneamente, temos que CX = 0. Como esta
condicao deve valer ordem a ordem no processo redutivo, temos que, para que Xp possa

agir como gerador de simetrias, as constantes de estrutura respeitam
k . .
Cl-j:(), Vi<j<k.

Esta condicao é respeitada se e somente se a algebra em questao é uma algebra solivel
na base canonica.

Para ilustrar o funcionamento do método, considere a EDO

y' +y*=0. (4.38)
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Esta equacao possui uma algebra bidimensional de simetrias gerada por
1
X1 = 835 ,XQ = yay — 5[15833 s

que, por ser bidimensional, necessariamente é solavel. Facil notar a partir do comutador
entre os geradores,

1
(X1, Xo] = —§X1 ;

que a base dada acima é candnica. Para resolver esta EDO, constroem-se os invariantes

diferenciais fundamentais em relagao a X,

com a varidvel canonica restante s; = x. Também é necessario construir os invariantes

em relacao a X; e X5, dados por

’ Y v Y
2= g V2= 5,
2/3 2
y? y
com os quais a EDO em questao se reduz a vo = —1. Estes invariantes sao facilmente

obtidos usando o prolongamento dos dois geradores

X1(2) = azu

1 3
xP = yo, - 520 + 5y 0y + 2" 0y

A variavel candnica sy é obtida a partir da restricao de X, a rq e vy

3
X27’1:7’1,X2U1:§U17

3
X2 = Tlarl + §U18v1 .
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Sabe-se de sy que

3
XQ So = 1 = 7’1&1 $2+§’U1(9v1 So = 1 ,
que tem como possivel solugao ss = In (r1). Desta forma

d s dsy/dx
d ry dro/dz’

)

3

9

Substituindo vy = —1, tem-se (ap6s uma integragao direta)
1 2

s5=—=In (2+3“—§> +C, .
3 Ty

Usando s, = In(r;), obtém-se para r; que

02 —-1/3
r = Cl (2 + 3—;)) y
r

1

/ 2
v = Cl—gr?.

Isto completa o primeiro ciclo na resolucao. temos os valor de v; como fun¢ao de r;. Resta

que d&, para vy,

resolver a equacao diferencial de primeira ordem para a variavel s, dada por

1 1

== —
U1 (Cl — %7“%
que tem a solucao
1
81:/—d7’1+CQ.
A / Cl — %’I"ij’
Esta ultima integral nem sempre tem uma forma fechada, tornando o problema de retorno

as variaveis originais, x e y, complicado no caso geral. Pode-se, mesmo assim, obter uma
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solucao particular da equagao quando C; = C; = 0. Neste caso, tem-se

vV —6’["1

S1 = )
1
.~ V=Oy
y?
B 6
y__ﬁ>

que é solucao da equagao (4.38).

4.8 Simetrias Nao-Classicas

Uma simetria de Lie é uma transformacao que mapeia todas as solucoes de uma dada
equacao diferencial em outras solugoes da mesma equacao. Simetrias nao classicas trans-
formam uma solucao, ainda a determinar, em si propria, sem se preocupar com o que
ocorre com o resto das solugoes. Desta forma, simetrias nao classicas sao uma espécie de
simetria generalizada, mais gerais que as simetrias de Lie usuais. Métodos baseados em
simetrias nao-classicas desta forma sao bastante poderosos. Para efeitos de ilustracao,

considere o sistema de EDPs dado por

FM(U]',Z’Z',U]‘[) = 0.

Encontrar uma solugao invariante por um gerador de simetrias para esta equagao equivale

a encontrar uma solu¢ao para o sistema dado por

Q=0, (4.39)
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aonde () é a caracteristica do sistema. O interesse neste momento é determinar solugoes
invariantes da equagao. Um possivel primeiro passo esta em descobrir simetrias do sistema
(4.39). Portanto, nosso problema é equivalente a exigir que ambas a equagao original e a

condicao de superficie invariante sejam invariantes sob a acao da transformacao:

n m k
0 0 (k) 0 (k)
2 Mgy, + 2 g+ 2 D gy —— = G
Jj=1 i=1 =1 i1,...,ip 7 Lig s Ty,
GWF,(uj, zi,u5r) = 0,
" du
(k) _ '] _
SRUEDY 5. U 0
i=1 ¢

Isso sobre uma tunica solucao u; a determinar. Para determinar, portanto, todas as
simetrias deste sistema, resolvemos para os 6 e 7.

Note que a segunda equagao em (4.39) depende de 6 e 7, e portanto também é o
sistema determinante para um gerador de simetrias nao-classicas nao linear em geral.
Como consequéncia, o conjunto das simetrias nao classicas nao forma um espaco vetorial.
Com isto perdemos a estrutura algébrica existente no caso das simetrias de Lie. Outra
propriedade interessante é que, como as condicoes acima sao automaticamente satisfeitas
para simetrias de Lie, estas sao um subconjunto das simetrias nao classicas. Por tltimo, se
G é um gerador de simetrias nao classicas compativel com um sistema de equagoes, entao
A(u, )G também o é, aonde A(u, ) é uma funcao arbitraria, suficientemente diferenciavel
de seus argumentos. Isto quer dizer que, sem perda de generalidade, pode-se tratar apenas
os casos em que 61 = 1 ou #; = 0. O ultimo caso ainda se desdobra em mais dois, 6, = 1
ou #, = 0, e assim por diante.

E claro que a resolucio do sistema de equacdes determinantes em sua total generalidade
¢ muitas vezes um problema complexo em demasia. Costuma-se, porém, aplicar algumas
restricoes sobre o mesmo, com o intuito de simplificar o trabalho. Duas sao de especial

importancia.
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1. Transformacoes Cinematicas. Ao tratar de equacoes fisicas, é natural procurar por
transformacoes nas quais as variaveis do espaco-tempo, usualmente tomadas como
as variaveis independentes, se transformam dependendo apenas de si mesmas. Isto

é reproduzido como

Em casos de especial dificuldade, uma simplificacao ainda mais profunda que pode

ser feita é o uso de polinémios para 6,,.

2. Equagoes Polinomiais em u. Uma outra medida possivel de ser tomada ¢ tentar
reduzir o sistema de equacoes determinantes a equacoes polinomiais em u. Uma

maneira de se obter isso é usando os seguinte ansétz
(0
Mk = § Ay (@)ue -
¢

Aonde as fungoes A,(f) (x) ainda estdo a determinar.
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Capitulo 5

Solucoes Invariantes da Equacao de

(Gross-Neveu

Neste capitulo, tendo estabelecido os métodos a serem utilizados na resolugao de equacoes
diferenciais, nos voltamos ao problema da obtencao de solucdes analiticas para as equacoes

de Gross-Neveu em 2 + 1 dimensoes, dadas por
(iv"0, — A(TW)) ¥ =0, (5.1)

com p = 0,1,2. Os resultados que seguem foram publicados em [49]. Em 3 dimensoes a
equacao de Gross-Neveu apresenta graus de liberdade o bastante para que se tenham varios
geradores de simetria sem a complexidade intrinseca as dimensoes maiores, tornando esta
escolha uma boa candidata para a analise de simetria. Por motivos de simplicidade

computacional, separa-se o espinor ¥(x) como

(U(z)) = Y1(z) + ithe () |
Y3(x) + )3 (x)
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onde os 1; sao funcoes reais de ¢, x,y. Procuramos geradores de simetrias nao-classicas
para o sistema, mas, em sua total generalidade, estes sao muito dificeis de se obter.

analisa-se entao a seguinte simplificacao
ZA )y, 0" —c“+2x”b“ =1,2,3, (5.2)

~ [ ~ . ~
Onde as fungoes Agﬁ)(x) e constantes ¢ e b sao desconhecidas. As equagoes resultantes
sao polinomiais em ;. Igualar os coeficientes de mesma ordem em cada 1); resulta em
98 equacoes, que sao entao resolvidas usando um sistema de computacao algébrica. Os

geradores nao-classicos mais gerais obtidos desta forma sao:

G = (1,001 + 2162 -
+ [as(t, )11 — a1 (t, )] aiwz

+laa(t o+ (a1, — )] 5
T Jas(ts o) — (ax(t, @) + da)oo)] %
+% - 83 + (dy + day + dst + d4x)a%,

+ [co(t, z,y) + c1(t, x,y)s + ca(t, x, y)1h] BT

o0
ot 0z’

Estes geradores sao bastante gerais e, portanto, solugoes invariantes pelos mesmos sao de

dificil obtencao. Mesmo assim, usando algumas simplificagoes, podemos obter algumas
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novas solugoes para o sistema:

Caso I

A condicao de invariancia para o gerador G(lnc) ¢ dada pelo conjunto de equacoes:

oy Oy Oy

9201 — gathe — 5 T B a9 (di + doy + dst + dyx) = 0,
9301 + g1thy — 85652 + %@ZQ - 6522 (dy + doy + dst + dyz) = 0,
G1ta + g3tz — daths — a(;/; S 85/;3 —~ 8523 (dy + day + dst + dyz) = 0,
Gob3 — g3tha — dathy — 881% + a(;f; - 38124 (dy + doy + dst + dyx) = 0.

(5.3)

Este sistema se desacopla em quatro equacoes independentes escolhendo g1 = go = g3 = 0.

Ao resolver estas equacoes temos

V1= F1(&,&), ¥ = Fa(61,6),
Uy = F3(&1,&)e®", by = Fiy(&,&)e™, (5.4)

Onde as variaveis de similaridade sao dadas por

51 = Gdzx [d%y + dg(d1 + dgt + d4fE) + d3 - d4} /d%, 52 =x+1. (55)

Desta forma, as eqs. (5.4) e (5.5) agem como um ansatz para as solu¢oes da equagao, (5.1).

Para simplificar a apresentacao dos resultados, considere o caso d; = 1. Substituindo (5.4)
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e (5.5) em (5.1), obtém-se

aFl 8F3 8F3 2
L [6 + (s + dy)e”] == + 2= — INF2F, + 2AF Fy Fy + Fy = 0,
96, &1 + (d3 + da) ]851 7%, T Fy \FyF5 + F
aFQ 8F4 6F4 2
=2 ds + dy)e’] =2 + 2= 4 ONF2F, — 2AF 3 Fy + Fy = 0
a€1+[£1+<3+ 4)€]a§1+ a£2+ 243 124+ 4 )
OF, OF
e (&re™ + dy — dy) 0_51 - 0_53 + AR, F2 — 2AF F3Fy = 0,
1 1
OF, OF
e " (& +dy — ds) 0_52 - 8—54 — 2AF\F} + 20F, F3F, = 0. (5.6)
1 1

E importante notar que, ja que a variavel 2 ainda esta presente nestas equacoes reduzidas,
e ja que a equagao (5.6) deve ser valida para todos os valores de z, devemos igualar a
zero todos os coeficientes de exp(x), exp(—z) e exp(—2x), resultando em 10 equagdes as
funcoes ainda desconhecidas Fj;, i = 1,2,3,4. Mesmo tendo ainda um sistema de EDPs
em duas variaveis (de similaridade) independentes, este pode ser simplificado e resolvido
para alguns casos nao trivias. O que segue é um breve esboco dos principais passos. O

sistema (5.6) ¢ resolvido como

Fi(&,86) = G(&),
F(&G,&) = H(&),
A
1

FAGH = G'H) b dg —a Gled]

{G/H// —G"H'

Fy(6,&) = H'G'F(6,&), (5.7)

onde

Al&) = / (AH;C,;Q CAGH - %) i, (5.8)
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com G(&) uma funcao arbitraria, a uma constante arbitraria e H(&2) uma solucao da

EDO:
H'G'— HG"+ ) (GH' — HG") = 0. (5.9)

Todas as integrais nas equagoes (5.7) e (5.8) sao indefinidas. Portanto, a determinagao
de uma solugao (particular) da equacdo (5.1) ¢ efetivamente reduzida a solu¢ao da EDO
em (5.9) para uma escolha da funcdo arbitraria G(&). Apresentamos dois exemplos

abaixo, mas muitos outros podem ser gerados pelo mesmo procedimento descrito.

G(fz) = &2

das equagdes (5.6-5.9) com a escolha G(&) = & obtém-se a solu¢ao:

¢1 - .T—|—t,
2V/A 2
wg = 63/2(l’+t)A+a+C2<.’lf+t),

1

Y3 = € [Nz —1)° —¢]
x {ce 2 L ane® [ca(z +1) +y+1— 204]}_1 ,
b = {2)\01 (x+1) +24 [cf/?’\/X +(Reah — N2 /E) (w+ 1) — ci’cz} }

x {12 L ane® [e(z + 1) +y +1— 204]}_1 , (5.10)

A = tanh™! (@(az + t)> : (5.11)

e 0S ¢; sao constantes arbitrarias.

COI1I
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G(&2) = exp(—&2)

Neste caso, temos:

1?1 — 67m7t7
'lb 1 4 eixit 1 ( T+t 1) A —x—t
= —+ —5In(ce™" =1) = Acge ,
? Acq Ac? ! ?
by = — (C1€I+t—1)2

% {2 (e2x+t _ 616390—1-21&) [y 414+ C4(ZE o t) . 204]
tee 3(a+)/2,. 2 5@ tt) /2}—1
vy = €* (cle 1)
X [(616I+ ) In (016 - 1) — cpe® Tt (1 + )\clcg) + )\clcﬂ
x {2 (e* T — 1) [y + 1+ cu(z — t) — 2¢4]

+ere (x+t)/2 2 5:c+t /2} —2)\—1’ (512)

e novamente, ¢; sao constantes arbitrarias.

Caso 11

O gerador ngc) como dado é muito geral para permitir uma classificacdo exaustiva de
solucoes. Portanto, nos restringimos a algumas escolhas especificas para as funcoes ar-
bitrarias, de modo que o sistema reduzido de EDPs seja obtido em uma forma fechada
em alguns casos.Mesmo que nao seja um sistema de EDOs, este sistema de EDPs pode
ser resolvido numa forma fechada. Os passos necessirios para a obtencao de uma solugao
invariante sao essencialmente os mesmos do caso anterior, portanto mostramos apenas o

resultado final.
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G = (2 + z by + by + 13)0 /00, + 0Ot — DO

Notamos que o ansatz usado no caso anterior nao se aplica mais. Uma solucao para a

condigao de invariancia é¢, mesmo assim, obtida, fornecendo a seguinte solugao para (5.1)

1 = =1 =1 — 1,
Uy = 2[caBo(By — By) + AM{A (c5(x + 1)
tealer +es+y+ (x+1)/2) —3/2) (ol +1) + c3)
to(z+t)+ o ((x+1)/4+y/24 c1/2+ c3) — c3/4) }]
X [Bo{By — Bi + My + z +y +2cs(z +1)) + 1 + 2c3}] ",
Yy = —[A(ea+1/2) (el +t) +c3) +1/4]

X [By — By +co (x +1)(1+2¢) +y +¢1 + 2¢3)] ' 5,
CQ(LC -+ t) -+ C3

= )\ , 5.13
i By — By — A[(1 —2¢co)(z+1t) +y — 2c3 + 1] (5.13)
onde ¢;, i = 1,2, 3 sdo constantes arbitrarias e By(z,t), k = 0, 1,2, sdo dados por
1
Bo(.’ll',t) = 5 - A (Cz($ -+ t) + Cg) ,
1
By(z,t) = In{ ——— =2\,
CQ(.CU + t) +c3
1
By(x,t) = In| —— ). 5.14
2( ) (Cg(x+t>+63) ( )
G{" = 24p, 8/ + 0/t — )0
A solucao correspondente é
by = e~ (@+t)y | o(z+t)y B ye(“t)y
2(x + 1) ’
1
wg = ﬁei(ert)y, wg = €(x+t)y(l’ + t), w4 =0. (515)
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G = zy1hy 8/, + 0/0t — 00z

Aqui obtemos

€2Gy
e ez (2GH' — G'H — 2y GG'H') + F,
G
1y = VT L Vs =e%H, =0, (5.16)

com G=G(x+t), H=H(x+1) e F = F(x +t) fungdes completamente arbitrarias de

T +t.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Ao longo desta tese, foram abordados pontos importantes do modelo de Gross-Neveu
usando como ferramenta bésica o estudo de algebras de simetrias. Em uma primeira
parte, o modelo GN é observado do ponto de vista da DCT, com o intuito de utilizar
aspectos de simetria do modelo para analisar quebra e restauracao de simetria. Sao
analisados os efeitos que a compactificacao pode ter sobre o modelo e é estudada uma
possivel restauracao da simetria quiral que é quebrada na auséncia de compactificagao pela
geracao dinamica de massa. Ao final desta parte apresenta-se uma curva de criticalidade
que liga comprimento de confinamento com temperatura proximo do ponto em que a
simetria quiral é restaurada. Esta curva tem validade apenas no regime em que os produtos
B mrr e T mpr sao pequenos.

Na segunda parte da tese, o modelo é analisado do ponto de vista de equagoes diferen-
ciais, com um interesse especial na obtencao de solugoes analiticas através da analise de
simetrias, especificamente usando um tipo de simetria generalizada chamada de simetria
nao-classica. A obtencao e utilizacao destas simetrias foi fortemente facilitada pelo uso de
recursos computacionais, especificamente o pacote para MAPLE, SADE. Foram apresen-
tados geradores nao-classicos e familias de solugoes novas para as equacoes GN obtidas a

partir destes geradores.
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E claro, pouquissimos trabalhos cientificos podem ser considerados completos, sempre
deixando margem para futuras exploragoes. Este trabalho nao é diferente, e alguns pon-
tos ainda demandam indagacoes maiores. Quanto a quebra e restauracao de simetria no
modelo GN, a pergunta que permanece é como esta funciona fora dos limites da aprox-
imacao utilizada no célculo. Seria bastante interessante que se obtivesse uma expressao
mais geral para este resultado, bem como expressoes para dimensoes mais altas. J& no
estudo de solucoes exatas, o método aplicado esta longe de ser exaustivo, havendo ainda
bastante espago para obtencao de mais solucoes, especialmente nos casos de dimensoes
mais altas, nao contemplados neste trabalho. Todos estes sao possiveis pontos para onde

se pode estender a presente tese futuramente.
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