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Resumo

No presente trabalho utilizamos a arquitetura de Eletrodinamica Quantica de Circui-
tos (EQCc) para estudar a interagao entre um “dtomo artificial” e um tinico modo do
campo eletromagnético quantizado confinado dentro de um ressonador de guia de onda
sobre um chip supercondutor. Devido a EDQc ser formulado em um ambiente de alto
controle de suas propriedades materiais, consideramos que um ou mais parametros do
sistema sofre modulagoes temporais peridédicas impostas externamente, o que caracteriza
um sistema de EDQc nao-estacionério. Construimos um formalismo matematico fechado
utilizando a base de estados vestidos para descrever o comportamento geral do sistema.
A principal equacao que descreve a dinamica do circuito é deduzida de acordo com um
método consistente de aproximacao, o famigerado método da RWA, que é justificado e
generalizado neste trabalho.

Da equacao principal, descreveremos a dinamica para modulacoes simultaneas e multi-
frequencias, onde cada efeito fisico sera caracterizado pelo valor estipulado a frequéncia
de modulagao. Efeitos ja conhecidos sao recuperados rigorosamente, como: o efeito Ca-
simir dindmico (ECD) e o regime anti-Jaynes Cummings (AJC). Além desses efeitos,
identificamos um novo comportamento, o anti-efeito Casimir dinamico (AECD), onde um
par de excitacoes pode ser coerentemente aniquilado devido a modulacao de um ou mais
parametro do sistema. Construimos Hamiltoniano efetivo que descreve a criagao de pares
de fotons via ECD, e propomos um Toy Model para o ECD na presenca de uma placa
dielétrica oscilante, vista como um conjunto de atomos de dois-niveis. O nosso modelo
prediz que o crescimento do nimero médio de fétons na cavidade é limitado devido a
presenca de um termo nao-linear no Hamiltoniano efetivo - o termo Kerr. Por tltimo,
discutimos a criagao de estados quanticos emaranhados devido a possiveis modulagoes do

sistema em diferentes regimes de parametros.
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Abstract

In this work we consider the circuit Quantum Electrodynamics (circuit QED) archi-
tecture to study the interaction between an “artificial atom”and a single mode of the
quantized Electromagnetic field confined in a microwave waveguide resonator on a super-
conducting chip. The circuit QED is formulated in the solid state environment where
the material properties are highly controllable, so we consider that one or more system
parameters undergo periodic time-modulation prescribed externally. This regime cha-
racterizes the nonstationary circuit QED. By writing the wavefunction in the “dressed
states” basis we develop a closed mathematical formalism to describe the general behavior
of the system. The main equation that describes the dynamics of the circuit is derived
using a consistent method of successive approximations employing the Rotating Wave
Approximation (RWA), which is justified and generalized in our work.

From the main equation we will describe the dynamics for a single-tone and multi-
tone modulations, pointing out that each physical effect takes place for a well defined
modulation frequency. We derive in a rigorous manner the previously known effects, such
as the dynamical Casimir effect (DCE) and the Anti-Jaynes-Cummings behavior. Besides,
we discover a new effect we coined Anti-DCE, when a pair of system excitations can be
coherently annihilated due to the modulation of one or more system parameters. We also
deduce a effective Hamiltonian that describes the photon generation from vacuum via
DCE and propose a Toy Model for the DCE in the presence of a oscillating dielectric slab,
pictured as a set of noninteracting two-level atoms. Our model predicts that the photon
growth is limited due to the presence of a nonlinear term in the effective Hamiltonian,
namely, the Kerr term. Finally, we discuss schemes to create entangled light-matter states

by means of the system modulation in different regimes of parameters.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1970, o trabalho de G. T. Moore [1] marcou o inicio da pesquisa sobre um efeito que
relata a criacao de particulas em cavidade, que ocorre devido a distirbios causados no vacuo
quantico pelo movimento de uma das paredes que compoe a cavidade, implicando em uma
forca dissipativa que age sobre a parede em movimento. Tal efeito foi denominado por E.
Yablonovitch [2] de efeito Casimir dinamico (ECD) e consolidado por J. Schwinger em seu
trabalho sobre sonoluminescéncia [3]. Além do trabalho de G. T. Moore [1], outros autores
foram pioneiros na investigagao sobre o ECD, dentre esses destacamos os trabalhos [4-8].

Até aproximadamente o final da década de 80 todos os trabalhos sobre ECD consideravam
casos ideais, sem nenhuma proposta experimental para o efeito. Um dos trabalhos teoricos
pioneiros onde se inicia a idealizacdo de um possivel experimento para o ECD é dado por [9)].
Desde entao, varios trabalhos teéricos foram feitos, viabilisando esquema onde o ECD pudesse
ser observado [10-16]. Em 1994 C. K. Law descreve pela primeira vez a condi¢ao de ressonancia
do ECD [17,18], através de Hamiltoniano efetivo equivalente ao de uma cavidade ptica com um
meio nao-linear, caracterizando o ECD como um fenémeno de amplificagdo paramétrica da luz,
outros trabalhos também fazem a explanacao do ECD como um caso de amplificacao paramétrica
[10,12-15]. Um trabalho bastante importante foi feito em [14], onde os autores estudam a geragao
e deteccao de fotons através do ECD em cavidade 3D ressonante, estimulados por experimentos
realizados em cavidades 6pticas. No trabalho se constata o crescimento exponencial do niimero
médio de fétons e geragao de estados comprimidos, também atribuindo o ECD a ressonancia
paramétrica.

Uma das primeiras propostas de experimento para o ECD foi apresentada em 2005 por C.



Braggio et al [19]. Desde entao alguns esquemas ezperimentais [20-27] e tedricos [28-36] foram
propostos para a verificacao do efeito. No entanto, somente em 2011 C. M. Wilson et al [23]
anunciaram a deteccao experimental do ECD no contexto da Eletrodinamica Quantica de Cir-
cuitos (EDQc). A EDQc [37-41] estuda a interagao entre um campo eletromagnético confinado
em ressonador de guia de onda 1D com um dtomo artificial (dtomos artificiais sao compostos por
uma ou mais juncoes de Josephon [37-40]). A EDQc é uma area derivada da Eletrodinamica
Quantica de Cavidades (EDQC), porém em uma formulagao onde as propriedades de estado
sélido do circuito sao altamente controladas. A EDQC [42-45] é uma area fundamental de
pesquisa em ()ptica Quantica por ter alta aplicabilidade experimental. Em nosso trabalho nao
faremos uma explanacao profunda a respeito da EDCec, porém indicamos como excelente artigo
de revisao a tese de doutorado de D. I. Schuster [46].

Para primeiros experimentos de EDQc A. Blais et al [37] estimaram os seguintes valores
para parametros do sistema: w, /27 = 10 GHz (valores para frequéncia de cavidade e transigao
atomica) e g/2r = 100 MHz (frequéncia de acoplamento &dtomo-campo). Em experimento
para medir andlogo do ECD em EDQc P. Lahteenméki et al [27] implementam a frequéncia de
cavidade ressonante com o valor w, /27w = 5.4 GHz.

O efeito Casimir nao-estaciondrio foi proposto inicialmente para circuitos em [47], onde
a frequéncia da cavidade tinha dependéncia temporal. Com o desenvolvimento de EDQc a
modulacao temporal de parametros do sistema se tornou possivel, assim, varios trabalhos na
literatura estudam o ECD na arquitetura da EDQc variando a frequéncia da cavidade [48,
49]. Ja outros trabalhos propoem o estudo variando a frequéncia de transigao atéomica [50]
ou a modulacdo do parametro de acoplamento dtomo-campo [51], o que caracteriza a EDQc
nao-estaciondrio. Em recente trabalho A. V. Dodonov [52] utiliza descri¢ao matemética geral
para EDQc nao-estaciondario, considerando as possiveis modulagoes simultaneas de todos os
parametros do sistema, possibilitando a construgao de um Toy Model para o ECD.

Para extensa revisao sobre o ECD quando o fenémeno é analisado devido a variacao da
geometria da cavidade ou a mudanga das propriedades dentro da cavidade ver [25,53-55], e
em particular deixamos indicado o excelente artigo de revisao escrito em 2010 por V. V. Dodo-
nov [54]. Embora o ECD tenha sido estudado teoricamente por mais de quatro décadas, alguns
aspectos sobre o efeito ainda nao sao claros. Um caso bem especifico é o comportamento as-
sintético da geracao de fotons: alguns modelos predizem a saturagao do niimero de fétons dentro

da cavidade [13,56] enquanto outros modelos predizem o crescimento exponencial na auséncia de



forte dissipagao [53,54]. Para resolver a controvérsia, iremos introduzir um modelo microscépico
completo que descreve a interacao entre um campo eletromagnético quantizado e um objeto que
se move ou tem suas propriedades materiais moduladas no tempo, considerando que o objeto
é constituido por atomos individuais. No entanto, a maioria dos estudos variam no tempo as
condicoes de contorno do campo da cavidade, no intuito de ignorar interacoes complicadas entre
luz e matéria [57-59).

Nosso estudo é motivado pelo seguinte argumento: as condig¢oes de contorno sao artefatos
matematicos que controlam a interagao entre fétons e um largo nimero de dtomos (que formam
a fronteira), portanto, ECD pode ser originado da interacao entre luz e matéria quando os
parametros do Hamiltoniano sao nao-estacionarios. Portanto, consideraremos o caso especial
onde ECD é implementado usando uma placa dielétrica, que tem movimento e propriedades
materiais moduladas externamente, sendo tratada como um ensemble de N atomos de dois
niveis. Na cavidade cada dtomo se acopla com o campo via interagao de dipolo elétrico [60] e as
interacoes inter-atomicas sao ignoradas em primeira analise.

Quando considerado o modelo de interacao atomo-campo, para cavidade com meio material,
generalizaremos a descrigao usual de ECD. Em particular expressaremos a taxa de criagdo
de fétons em termos dos parametros microscépicos. Constatararemos que o crescimento de
fétons dentro da cavidade é limitado pelo efeito Kerr (efeito 6ptico nao-linear). Além disso,
consideraremos a influéncia de um bombeio externo de luz na cavidade [37], que de acordo
com a fase escolhida poderd aumentar significamente a taxa de criagao de fétons. Por tultimo,
consideraremos uma tnica modulacao ou a multimodulacao de todos os parametros do sistema

e descreveremos um novo efeito, que denominamos de Anti-efeito Casimir dinamico (AECD).

Formulacao matematica do problema

Descreveremos a formulacao matemaética do problema baseando-se na figura 1.1. Como se ob-
serva, o sistema se constitui de uma cavidade com paredes fixas, dentro da qual hd uma pequena
placa dielétrica em uma posicao arbitraria, sujeita a um movimento pré-determinado com pe-
quena amplitude. Além disso, as propriedades materiais da placa (por exemplo, permissividade
dielétrica) sao moduladas externamente por um feixe de laser, como exemplificado na figura.
Assim, podemos quantizar o campo dentro da cavidade utilizando métodos padrées [60]. Consi-
deraremos que os operadores de aniquilacao e criacao a (dT) nao dependerao explicitamente do

tempo, com o estado de vacuo sendo definido a |0) = 0 para todo o tempo. Caso oposto acontece



quando alguma das paredes da cavidade se movimenta, de modo que os operadores do campo

tornam-se dependentes da frequéncia instantanea da cavidade.

Ampliagdo do

Modulagdo dos
parametros
atémicos

Figura 1.1: Tlustragao artistica do Toy Model para o ECD. A placa dielétrica oscila de
acordo com lei externa de movimento, as propriedades dielétricas da placa podem ser
moduladas externamente por campo elétrico ou magnético. A onda harmonica representa
o campo confinado na cavidade, o feixe vermelho representa a modulacao das propriedades
materiais da placa. A ampliacao na figura exemplifica &tomo composto por um praton e

elétron.

O fenomeno de criacao de fétons a partir do estado de vacuo em uma cavidade nao-
estacionaria é o que nomeamos de ECD. Dentro desta perspectiva o fenomeno deve estar in-
trinsecamente contido em qualquer forma de interacao entre a luz e a matéria em cavidades.

Portanto, escrevemos o Hamiltoniano apropriado a interacao luz-matéria

H IA’2+6A(A t) A+€2A2(~ t) + e® (#,t) + H (1.1)
=—+ —A(r,1)- — r ed (r .
2m m ) p 2m ) ) 9

onde m representa o termo de massa da particula, e a carga, p o operador momento, A (T, 1)
operador associado ao poténcial vetor do campo eletromagnético, ® (¥,¢) o potencial escalar.
Toda a formulacao da interagao entre o 4tomo e o campo ¢é vista em [60]. Na equagao (1.1)
representamos o Hamiltoniano do campo livre como H = fd3r [%EOEZ (T,t) + %MOﬂZ (f',t)},
onde gy é a permissividade do vacuo e pg é a permeabilidade do vacuo, E e H representam
os operadores do campo elélrico e magnético, respectivamente. A equagao (1.1) é formulada
quando adotado o calibre de Coulomb e o operador momento como p = %6, 0 que dard ao

Hamiltoniano o cardter quantico. Consideraremos V (¥) = e® (#,t), que denota o termo da

4



energia potencial.

Quando consideramos um simples modelo microscépico, interpretamos a placa como um
conjunto de N atomos de Hidrogénio que nao interagem entre si. Como podemos ver na am-
pliagdo encontrada na figura 1.1, cada dtomo é composto por um prdton (elétron) com carga
—e (e) sendo a massa mp(m.). O operador associado a posigao da particula é ¥, (¥.). Também
introduzimos o operador posicao R relativo ao movimento do centro de massa (CM) do 4tomo.

Para se construir a interagao do campo com o tinico atomo de Hidrogénio devemos considerar

1 €2

- — 1.2
47‘(’50 ’f‘|’ ( )

V(F) =

o potencial que descreve interacao coulombiana entre prdton e elétron. Assim, escrevemos

Hamiltoniano total para um atomo de Hidrogénio interagindo com o campo eletromagnético

H=H.+H,+V (t.—1tp). (1.3)

Em (1.3) para simplificar a nota¢ao nao levaremos em consideracao o termo do campo livre H
escrito em (1.1). Baseando-se na equacao (1.1) escreveremos os Hamiltonianos respectivos aos

termos de proton (elétron) para um campo externo

o f’;zy € + . N e? 22 A

H, = %+ m—pA (rp,t)-pp+%A (Fp, 1) (1.4)

A= P A1) ot A (E) (15)
2Me Me 2Mme

Escreveremos o operador posicao para o movimento do CM como R = (mpfp + mete) /M,
sendo M a massa total das duas particulas M = m. + m,. O operador de posicao relativa
das particulas serd escrito da seguinte forma # = . — f,, onde expressamos os operadores
fo = R+ (mpt) /M e £, = R— (m.#) /M. Referente ao operador momento candnico escrevemos
P=p+ Pp que estd associado com o movimento da massa total M. Para expressar operador
momento em funcao do préton(elétron) introduzimos p = (mpPe — mePe) /M, que é operador
associado ao movimento da massa reduzida pu = mem,/M. Com as definicées podemos escrever
os operadores P, = m.P /M+pep,= mpl5 /M — p. Portanto, decompomos a energia cinética
total do sistema em um termo referente ao movimento do CM e outro relacionado ao movimento

relativo entre préton e elétron, sendo p2/2me + P /2m,, = P2/2M + p?/2p.



Com as definigoes feitas escrevemos o Hamiltoniano (1.3) como
o ~ e A~ [a My .. ~ [a Me ~
0 = HH—{'LLA{R—I—]\;I',} A[R e, }}
_CIA Ry ey } {”_%~ }}
v {A [R+ it AR P

Me :|

A? [R+ A t] + A? [R——r,t

(1.6)

2m6

Definimos Hy como Hy = P2/2M + p2/2u + V (#), Hamiltoniano que descreve o dtomo de
Hidrogénio na auséncia do campo eletromagnético. A equagao (1.6) descreve o acoplamento do
atomo com o operador potencial vetor. Temos na equacao acima duas formas de interagao: a
primeira interacao acopla o operador momento p com a soma dos operadores potenciais vetoriais
do elétron e prdton; a segunda interacao tem o acoplamento do momento P em relacao ao
movimento do CM com a diferenca dos operadores potenciais vetoriais do elétron e prdton.
O dltimo termo de (1.6) nao caracteriza nenhuma forma de acoplamento, apenas representa o
quadrado do potencial vetorial das particulas em funcao do movimento do CM R e das posicoes
relativas T

Para simplificar o Hamiltoniano (1.6) iremos aplicar o que chamamos de aprozimagdo de
dipolo. Escreveremos o operador poténcial vetor como A (R+6f‘), onde podemos definir que
Ot =—me/MFT ou 6f =m,/MF. Portanto, expandiremos em série de Taylor o operador potencial

vetorial A (f{+5f) em torno de R, obtendo
A (Rtot) = A (R) + (07 V) A (R) + .. (1.7)

uando usamos a relacao m./m, < 1 e considerando que  seja do tamanho do atomo esti-
G D q A

mamos a proporc¢ao entre a quantidade de corregao ‘(51" . VR) A (R)’ em relacao a ’A (fl) .
Consideramos que a proporgao tamanho do dtomo/comprimento de onda é muito menor que
um, supondo que o tamanho do comprimento de onda é estimado por ’VRA (f{) ’ Assim,
concluimos que o operador potencial vetorial nao se altera consideravelmente sobre o valor do
atomo. Portanto, o operador potencial vetorial para o elétron e o préton sao o mesmo operador,

com dependéncia apenas da coordenada do CM. Escrevemos
AG)~A®E,)~A (R) . (1.8)

A aproximagcao apresentada acima é nomeada aprozimacgdo de dipolo (nome utilizado mesmo

quando consideramos o acoplamento A (R t) p). Utilizando o primeiro termo da expansao em



Taylor dada por (1.7) e considerando a aprozimagao de dipolo escrevemos (1.6) como
52 2 2 2
— 2PM % _ 47360‘; _ EA (R, t) -p+26—MA2 <R, t) . (1.9)
Na formulacao de interacao apresentada na equagao acima o operador de posicao relativa ¥ nao
se acopla com o campo. O Hamiltoniano (1.9) é obtido no que chamamos aprozimagao de dipolo
de ordem zero. No entanto, estamos interessados na aprorimacdo de dipolo de ordem maior e
onde possamos ter o acoplamento de # com o campo, descrevendo um Hamiltoniano completo e
simplificado para a interagao da luz com um atomo de Hidrogénio.

Para a aprozimacao de dipolo de primeira ordem iremos considerar (1.7) como A (f{—i—%f‘, t) ~
A(Rt)+ 57 (V) A (Rot) e A (R-550,t) = A (R,t) - % (-Vg) A (R,t). Introdu-
ziremos a notagao Am = mj, — m. e escreveremos o Hamiltoniano para a primeira ordem da
aproximacao de dipolo

R 1 ra . 12 1 [. " Am . <12 A
H(l):m [P—e(r-VR) A} +ﬂ [p—eA—eM (#Vg) A} +V(£). (1.10)

A equagao (1.10) nao é invariante por transformacao de calibre, uma vez que contém o termo
do operador potencial vetorial e termo de derivada relativo a V.

Procederemos com a transformacao de calibre cldssica. Expressaremos o Hamiltoniano fi-
nal em termos do operador campo elétrico e magnético. No entanto, devemos ressaltar que a
construcao intuitiva da interagao entre luz e matéria pode ser feita de duas maneiras: quando
consideramos o acoplamento entre A (f{, t) -p ou quando consideramos o &tomo como um dipolo
interagindo com um campo elétrico, sendo o acoplamento ef - E (f{, t), que chamamos intera¢ao
de dipolo. Como mostrado em [60], os dois acoplamentos sao equivalentes quando desconside-
rado o movimento do CM e as funcoes de onda apropriadas aos Hamiltonianos sao obtidas por
transformacao de calibre. Quando considerado o movimento do CM, as transformagoes para os
acoplamentos sao mais complicadas. Trataremos os termos referentes a interacdo de dipolo com

o simbolo (7). Por meio da transformagao de Legendre escrevemos o Lagrangeano
LW=R.-P+i-p—HD. (1.11)

Para obter expressao completa para (1.11) devemos calcular as quantidades que tratam a

evolugao da velocidade do movimento do CM e particulas, assim, calculamos
R — 000 /0P = P —c(i-Vg) A| /M e i = 000 /0p = [p—cA — A7 (V) A /n.

Usando as relagoes escrevemos a equagao (1.11) como
1. 1 " . " A "
L0 = SMR? + Spi 4 i - A=V () + eR - |(8:V) A] + eS8 [(FVR) Al (112)
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Escrevendo Lagrangeano anédlogo a (1.11), trataremos o caso para a interag¢ao de dipolo

LW =10 % {ef A (Rt) + gA]\anr (77) A } . (1.13)

Derivaremos a equagao acima com respeito ao tempo e usaremos a relacao E = —8A/ Ot que
expressa a relagao entre o potencial vetorial e o campo elétrico no calibre de Coulomb. Negligen-
ciaremos as derivadas de segunda ordem ao adotar somente a primeira ordem da expansao em
Taylor. Também consideraremos a relacio & x B = Va <f' : A) — (f‘-VR) A, assim, escrevemos

explicitamente (1.13)

~ 1. . 1 . . N .

L0 = MR+ Spi? =V () +ei - B—eR- (F x B) - =i (£ x B) + S (1-Vg) (- B).
(1.14)

A aproximacao de dipolo utilizada para a obtencao de (1.14) é andloga a (1.8) onde escrevemos

E (e t) ~ B(f)t) ~ B (R,t) .

Escreveremos o Hamiltoniano H ") que corresponde ao Lagrangeano (1.14)
HY =R -P+i-p— LW, (1.15)

Para obter a forma explicita de (1.15) usaremos as relacoes P = L) /OR = MR — e (f‘ X B)
ep=0LD JOF = ur—eAm (f‘ X B) /2M, também fazendo o uso das expressoes ji definidas

para R e i obtemos

1 [ \12 1 NE R
A0 = — [P te (f X B)} +5- [f) +o= (f X B)] HV (@) et - B-S2 (+:V5) (f- : E) .
(1.16)
Este resultado expressa Hamiltoniano para a interagao luz-matéria em termos dos campos
elétrico e magnético, retrantando a interacao de dipolo. Apropriado ao tratamento quantico

escreveremos o Hamiltoniano acima como

. P2 . . . 1 1 . N2
0 = B[] o (4 ) e )]
I

)
e (my —me) [1 ; v ] (1.17)

57 MB-(fxf))Jr(f«- r)E-E|.

Em (1.17) o termo de H; é oriundo da quantizagao canénica do campo eletromagnético,
sendo H;y = hwn o termo livre da cavidade, com w sendo a frequéncia da cavidade e 7 o

operador nimero. O termo de H, representa o Hamiltoniano para a dinamica interna do atomo,



sendo H, = p? /2p 4+ V (). Os campos elétrico e magnético dentro da cavidade quantizada sao

escritos como

E(R) =i ZZ:JVU (R) (a - a*) (1.18)
B(R) = 280?@6 % u(R) (a + aT) , (1.19)

onde V' é o volume efetivo do modo e u(R) é a funcao adimensional de modo determinada
pelas condigoes de contorno independentes do tempo nas paredes da cavidade. Para o Toy
Model da figura 1.1, consideraremos o caso simples de um atomo de dois niveis. O &tomo é
representado pelos estados de excitagao atomica |g) e |e), que denotam os estados fundamental
e excitado, respectivamente. Ao considerar a interacao de dipolo de acordo com o Hamiltoniano
fIf_E = —ef - B escreveremos operador O em termos dos estados de excitacao do atomo de
dois niveis, sendo O = > 2 |3 Gl O|k) (k|. Com isso, o Hamiltoniano do 4tomo se torna
H, = hQ6., sendo Q a frequéncia de transicio atomica e 6, = |e) (e| — |g) (g]. O operador
posigao é escrito como T = roo4 + rjo—, sendo rg elemento nao-diagonal na representacao dos
estados de energia. O termos 64 e 6_ sdo escritos como 4 = |e) (9] e 6 = |g) (e|]. Em
(1.17) o quadrado do operador posigio é #? = \ro|2 e o quadrado do campo magnético aparecem
naturalmente, sendo porporcionais a o (EL + dT)z.

Portanto, para o Toy Model apresentado podemos escrever o Hamiltoniano equivalante para
a interagao luz-matéria. Baseando-se na equagao (1.17) e nos operadores obtidos para o Hamil-

toniano H - escrevemos Hamiltoniano geral para o Toy Model
Y ThO)
H=hwi+ Y {2&9 + hg (a + &T) (&9 + &(“)] +ihyx (a” - a2) +ihd (a* - a) . (1.20)
=1

Na equacao (1.20) o indice [ relata os atomos idénticos e nao interagentes. O termo w repre-
senta a frequéncia da cavidade, §2 é a frequéncia de transi¢do atomica, o termo proporcional ao
acoplamento atomo-campo é dado por g e x pode ser visto como o termo de squeezing. Por
considerar um sistema nao-estaciondrio, todos os termos descritos estarao sujeitos a pequenas
modulagoes externas, e a formul¢gao da modulacao temporal em EDQc sera feita no préximo
capitulo. Em (1.20) o termo de d representa o “bombeio”de cldssico do campo por um tnico
féton (“one-photon process”, em inglés), que pode descrever um feixe laser ou o campo produ-
zido por um gerador classico de voltagem [61]. Referente a equacao (1.20) ignoramos a forma
exata dos termos dados pela equagao (1.17), a estrutura geral da equagao (1.17) é justamente a

dada pela equacao (1.20). Neste trabalho nao perseguimos o valor exato dos parametros g, 2 e x



10

em funcao dos parametros do atomo de Hidrogénio, ja que esta identificagao seria de pouco uso,
pois na realidade usamos atomos artificiais muito mais complexos, mas que sao geridos pelas

mesmas equacoes.

10



Capitulo 2

Modulacao temporal em

Eletrodinamica Quantica de circuitos

Efeito Casimir dinamico em cavidades [1] (ECD) é um fenémeno nao-estacionario que tem
como caracteristica a criagao de fétons reais a partir do estado inicial de vacuo (e também para
outros estados iniciais). O fendémeno ocorre quando alteramos a geometria da cavidade (por
exemplo, o deslocamento de uma das paredes) ou suas propriedades materiais (por exemplo, a
permissividade dielétrica do meio que preenche a cavidade). Nos tltimos anos o ECD foi alvo
de estudos por parte de varios pesquisadores, que estudaram diversas maneiras de implementar
e detectar o fendémeno [9-18,23,27]. O ECD foi proposto em 1970 [1], porém sua confirmagao
experimental s6 foi anunciada em 2011 [23].

A observagao do ECD [23,27] se deu no contexto de Eletrodinamica Quantica de Circuitos
(EDQc) [37-41], uma vertente recente da drea bem estabelecida, conhecida como Eletrodinamica
Quéantica de Cavidades (EDQC) [42-45]. Com o avanc¢o da EDQc tornou-se possivel estudar
a interagdo de um atomo artificial com um modo do campo eletromagnético acoplados em um
ressonador 1D de linha de transmissao. O estudo da interagao é feito em um ambiente de alto
controle das propriedades materiais dos componentes do circuito e temperaturas de ordem de
alguns milikelvin. Assim, é possivel modular experimentalmente as propriedades do sistema
atomo-campo em tempo real ao aplicar campos elétricos e magnéticos externos. Com isso, a
dindmica do sistema muda drasticamente, como mostraremos nesta dissertacao.

Estudaremos circuitos nao-estaciondrios [52], onde todos os parametros do sistema estao

sujeitos a pequenas modulacGes temporais prescritas externamente. O estudo analitico terd

11



2.1 Descrigao geral do problema 12

como objetivo encontrar um método eficiente que possibilite a andlise completa de todos os
fendmenos decorrentes das modulagoes temporais periddicas. Como a dinamica unitaria do sis-
tema é bastante sofisticada por si s, neste trabalho nao vamos considerar os efeitos de dissipacao

e decoeréncia, deixando estes topicos para futuras dissertacoes.

2.1 Descricao geral do problema

O sistema que analisamos se constitui de uma cavidade, onde um tnico modo do campo eletro-
magnético interage com N dtomos de dois niveis (usualmente chamados na literatura de qubits).
A descricao da interacao entre o atomo e o campo é feita via interacao de dipolo. A dinamica

dessa interagao ¢ dada pelo famigerado Hamiltoniano de Rabi
algpy)
Hp=hon +Y [2A§l)+hg (a+a) (&$)+&”>)], (2.1)
I=1

onde w representa a frequéncia da cavidade, () a frequéncia de transi¢cao atomica e g o parametro
de acoplamento atomo-campo (que também tem dimensao de frequéncia). Os termos a (&T) Sa0
os operadores bosonicos, de aniquilacao e criacao, respectivamente. O termo n é o operador
nimero representado por 7 = a'a. Os operadores que representam as transicoes entre os estados
atomicos sao escritos como: &@ = |g(l)><e(l)|, 65? = |€(l)><g(l)| e 69 = |e(l)><e(l)| _ |g(l)><g(l)|’
onde [g?) e [e®) denotam os estados fundamental e excitado do [ —ésimo atomo. No sistema em

analise também é considerado que o campo da cavidade pode ser alimentado por dois processos.

Descrevemos essa dinamica com o Hamiltoniano que se segue
Hy = id (a* - a) +ilix (aﬁ? - aQ) , (2.2)

onde o termo proporcional a d representa o “bombeio” cldssico do campo (pumping, em inglés).
J& o termo proporcional a x tem duas interpretagoes: quando é independente do tempo se refere
ao termo de correcao do Hamiltoniano de Rabi, devido ao quadrado do potencial vetorial no
Hamiltoniano de interagao radiacao-matéria; quando o parametro y é dependente do tempo,
dizemos que ele representa o termo de squeezing, responsavel pelo processo de amplificacao
paramétrica do campo na cavidade devido a processos épticos nao-lineares. Ademais, como
demonstrado por C. K. Law [17], este termo também descreve o caso mais simples de ECD em
cavidades. O Hamiltoniano total que descreve a dinamica do sistema é H=H R+ H Ja

Como estudamos um circuito nao-estaciondrio os parametros do sistema estao sujeitos a

modulagoes temporais e supomos que cada parametro modulado obedece a seguinte funcao:

12



2.1 Descrigao geral do problema 13

X = Xo+exfx,onde X = {w,Q,g,x,d}. O termo X representa os respectivos parametros
nao perturbados, ex é a profundidade da modulacao temporal (depth, em inglés). Escrevemos

a funcao adimensional que caracteriza a modulagao arbitraria dos parametros como
i ; i 1 i (3 (G (4) j
fx = Z w{ sin (nmt + ¢§?)) =5 Z wi) {e’%g et _ g=idx _Zt”(])} ; (2.3)
J J
onde o somatério y ; varre todas frequéncias de modulagao (n(j)) nao nulas, wgg) <1 é o peso

correspondente a modulagao de X com a j — ésima frequéncia, ng?) é a respectiva fase.

2.1.1 Solucao Geral

Uma maneira simplificada de escrever a interacao dos IV qubits indistinguiveis com o campo na
cavidade é propor um estado coletivo de N qubits. O estado que utilizaremos para simplificar o
problema é o (normalizado) estado de Dicke (ED) [62] (a descrigao completa do ED, bem como
todas as transformacoes para sua base, sao dadas no apéndice A). Escrevemos o ED com |k)

excitacoes como
= VRN - k'/N'Zle Je®) - [eM)|g*HD) .. |g™). (2.4)

A soma presente na equagao (2.4) é referente a todas possiveis permutagoes entre os qubits
com estados excitados e nao-excitados. O indice k assume os valores k£ = 0,1..., N. Quando
se escolhe a base do ED é necessario que transformemos o Hamiltoniano (2.1). A partir deste

instante consideraremos i = 1 e escreveremos o Hamiltoniano apds a transformacao para base

do ED como
N N-1
Hrp =wn+ Z Ek&k,k -+ Z Gk(& + &T)(a—kJrl’k + &k,k+1)a (2.5)
k=1 k=0

onde definimos o operador que descreve o conjunto dos estados atomicos oy, ; = |k)(j|. Em (2.1)

os parametros presentes apés a transformacao assumem a forma Ej, = k§) = Ey . +eprfaoe Gy =

g/ (k+1) (N —k) = Go +ecrfy A equacio (2.5) contém termo denominado contra-girante
e termo denominado de girante, (&a’k’k_l’_l + @T5k+1,k) e (dé‘k_kljk + dT&th), respectivamente.
Ao considerar somente os termos girantes, o Hamiltoniano (2.5) ird descrever a interacao entre

a luz e a matéria como

N N-1
Hoo = wi+ Y Eporp+ Y Gr(abpi1n + a6k k1), (2.6)
k=1 k=0

13



2.1 Descrigao geral do problema 14

A equagao acima é o célebre Hamiltoniano de Jaynes-Cummings (JC), aqui escrito na base do
ED. Desejamos escrever um Hamiltoniano H que una todos as dinamicas presentes no problema,

logo a construgao geral serd

ﬁ:ﬁ0+ﬁ1+ﬁ2. (27)

Devido a forma da fungdo modulacao dos parametros X = Xo+ex fx, sendo X = {w, F, Gk, x,d},

a equacao de Hyp serd divida em duas partes: Hy e Hy. Temos

N N-1
Hy = won + Z Eo k0 k + Z Gop(a6ks1p +alGp k1) (2.8)
k=1 k=0
N N—-1
Hy =cufon+ Y eprfodir+ Y canlo@briip+alorpi). (2.9)
k=1 k=0

Os termos que irao compor H, sio dois, o primeiro oriundo da parte contra-girante de (2.5) e
os restantes vindos de (2.2)
N—-1

=Y c (a&k,m + aT&kH,k) +id (a* _ a) Fix (W . eﬂ) : (2.10)
k=0

A funcao de onda

Utilizaremos o formalismo de Schrédinger para escrever a funcao de onda correspondente ao

Hamiltoniano (2.7). Na base dos estados vestidos escrevemos

(D) =D e Ay s(t)lons)s (2.11)

n=0 §
onde o coeficiente A, s(t) é a amplitude de probabilidade do autoestado que adotaremos, |¢,, s)
conhecido como estado vestido (termo autéctone da expressao em inglés, dressed state) (EV). O
Hamiltoniano Hy ao ser aplicado nos EV fornece o autovalor A, s (a formulacao dos EV e dos
autovalores ¢ encontrada no apéndice B), onde o indice S representa os autovalores de diferentes
estados, porém com o mesmo niimero total de excitacdes n '. A equacio de Schrodinger é escrita

como

0 -
ih (1)) = Hl(). (2.12)

I'No caso de um tnico dtomo de dois niveis, estudado nos capitulos posteriores, o indice S assumira

0s possiveis valores S = +.

14



2.1 Descrigao geral do problema 15

Derivando temporalmente (2.11) para obter a parcela do lado esquerdo (LE) de (2.12) e aplicando
(2.7) em (2.11) referente ao lado direito (LD) de (2.12), obtemos

ZZ zt)\ngAnS |90n8 ZZ 7’t>\"$An$ ))ﬁ1|90n,8>

n=0 S n=0 S
o .
+Y ) e s A, s(t) Halpn,s). (2.13)
n=0 §

Restard agora multiplicar (2.13) por (¢, 7|, onde introduzimos o fndice 72. Usaremos a de-
finicao do delta de Kronecker (om 7]¢n,s) = dmndT,s devido a ortonormalidade dos autoestados
de um operador Hermitiano. Assim, escrevemos equacao diferencial para a amplitude de proba-

bilidade A,, s(t)

o0
+ 3% e 0T A8) 4, (1) (o | Halipn,s). (2.14)
S

n=0
A partir da equagao (2.14) buscaremos uma solugao aproximada para a amplitude de probabi-
lidade A,, s(t) resolvendo as equacoes diferenciais que se apresentarao e fazendo uma série de

aproximacoes de maneira consistente.

Coeficiente Gama

Na equacao (2.14) um novo termo é apresentado, I'y, 7.5, que denominaremos de coeficiente

gama (CG). Ele é definido como

Lon,75 = (om,7| Hilom.s), (2.15)

sendo essa a definicio mais geral referente ao Hamiltoniano H;. Podemos escrever (2.15) em

funcio de todos os termos de H; usando a definicio feita em (2.3), obtendo

Tprs = Z Z sm( (j)t-i-(?g?)X{Ew ()<thT‘n’(PmS>

J X_ng

+Z<€Ekw (m, 7|0k klom,s)

- Z eapwy) (Pm, ] @6k i1k + a6k k1) om 5>} (2.16)

2Aqui o fndice 7 tem o mesmo significado S.

15



2.1 Descrigao geral do problema 16

Da equagao (2.16) iremos definir novos termos que serao congéneres ao CG, porém cada termo

estard restrito ao seu respectivo parametros X = {w, 2, g}

Tolr s = et (om, 7] Alom,s) (2.17)
N
o
FmTS_ZEEkws())<‘PmT|0'kk|80mS> (2.18)
k=1

AL

Ff,’LjTS = Z kW) (Pm 7| (@8k i1k + 0 Gkss1)Pm.s)- (2.19)

Os coeficiente definidos em (2.17), (2.18) e (2.19) serao calculados em termos dos seus autoes-
tados, a posteriori. Portanto, escreveremos definicdo mais geral para (2.15) como

Pogs=> > Tt gsin(nDt+o{)). (2.20)

7 X=w,g

2.1.2 Primeira transformacao: eliminando H,

A equagao obtida para a amplitude de probabilidade A,, s(t) em (2.14) estd escrita em termos
do CG. Em (2.20) a defini¢ao encontra-se em fungao da frequéncia de modulagao n(j) que pode
ser considerada como baixa ou alta. Portanto, iremos eliminar os termos de alta frequéncia que
encontrarmos em (2.14), pois estes nao vao produzir acoplamento ressonante entre diferentes
amplitudes de probabilidades A, s(t). Abrindo o primeiro somatdrio, a equacao (2.14) assume

a forma

A7) = AnrOTmT7T+ ) etOmT=Ans) A (DT 7.
SET

+ 3 SO A8) Ay 5(8) (o7 ] Balions)- (2.21)
n=0 S

A defini¢ao obtida em (2.20) serd substituida no primeiro termo do LD de (2.21). Ao realizar
a substituicio e comparando a frequéncia de modulacio 19 com a frequéncia da cavidade
wp, dizemos que a frequéncia de modulacao serd alta quando n(j) > wp; para denotar a alta

A . , . ’ N - , . .
frequéncia usaremos o somatério » e A frequéncia de modulacio serd baixa quando nU) < wy

16



2.1 Descrigao geral do problema 17

. A . ~ 7. 1! .
e para descrever os termos de baixa frequéncia de modulagao usaremos o somatério ;. Assim

idp7(t) = Am7(t Z S TR i (g4 0))

X=w Qvg
g% 3 T (100 +o)
k= WQ7g
+ Z elt(Am,T_)\mvs)Am,s(t)rm,T,S
SAT
0 .
+ Z Z elt()‘n,T_’\nys)AmS(t) <90m,7~| Hg’@n,8>‘ (222)
n=0 S

A equacao diferencial para a amplitude de probabilidade A,, 7(t) (2.22) é composta por
quatro termos no LD. No entanto, ao considerarmos que o coeficiente contido no primeiro termo
do LD ¢é muito maior que os demais, podemos escrever (2.22) como

AmT = A 7(t Z Z FmTTSHl( (j)t—i-(ﬁ,(gj)). (2.23)
X=w,Q,9

A solugao para (2.23) é encontrada no apéndice C. Portanto, propomos o seguinte ansatz para

Am,T

Amr(t) = BUL(1)

X exp Z Z mJT [cos (n(j)t + ¢g)) — cos ( gz-)ﬂ . (2.24)

X=w,Q,g9 n

Em (2.24) o termo BS)T (t) é um novo coeficiente dependente do tempo, também visto como

amplitude probabilidade. O indice (1) em Bv(rlh)’r

(t) denota o ntimero de transformagoes alusivas
a A, 7(t), ou em outras palavras, quantas novas solucoes foram dadas para a amplitude de

probabilidade. Escrevendo (2.22) em funcao da solugao do ansatz (2.24), obtemos

B 1) = BY (¢ Z S T sin (19t + )

X=w Q,g
+ Z B Am, 7= Ams)Fm,T,S
SET
T)%s.s Fi’,jT,T Dy 2 2@ _ ()
X exp Z Z [cos (77 t—I—qbX) oS (¢X )]
X w,Q,g
_ mTT () Y _ ()
+exp{ —i A cos (Nt + ¢ cos (¢
T, 5 S fan () - on ()
x 33 O Mn8) 4y () (o 7| Halon,s)- (2.25)
n=0 S
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2.1 Descrigao geral do problema 18

Ao comparar (2.25) com (2.22) pode-se perceber a eliminagao de um termo de alta frequéncia.
O objetivo é eliminar todos os termos que sejam relativos as rapidas oscilacoes. Faremos agora
a nossa primeira aproximacao

XJ X,J

Z > L — m’T’T < 1. (2.26)

X w,Q,g

A aproximacao (2.26) é explicitada no apéndice D, aproximagoes andlogas a essas serao feitas
no decorrer do trabalho. Referente ao primeiro termo do LD de (2.25) introduziremos nova
definicdo com o desejo de simplificar a notacao da equagao. A definicao descreve o termo com

baixa frequéncia que nao pode ser simplificado no caso geral abordado aqui
" . _ X . .
HmTs5 = Zj Z et (dm.s=Am,7) T JTS sin (n(J)t + (ﬁgp) . (2.27)

Em (2.25) substituiremos o CG e escreveremos a definigao feita acima. Apds pequenas mani-

pulagoes escreveremos a equagao diferencial para BS)T (t) como

iB(! ZHstB(l) ZZ Y. ks

S#T X w,,g
X {eit()\7n,7'*/\m,$+77<j)) ¢<J (/\m T /\m S— 77(J>) ¢gg) } BS?S (t)
+exp{ —i Z Z m(Z—T [cos <n(j)t + qﬁ&?) — cos <¢gj()>}
X=w,N,g n
X SIS A (8) | Halpns)- (2:28)

n=0 S

~ .. /
2.1.3 Segunda Transformagao: Eliminando termos de )’
Na obtengao da equagao (2.28) foi feita uma tnica aproximagao, o que nao foi suficiente para
0 nosso problema, pois ainda pode-se encontrar termos de altas frequéncias. Novamente busca-
remos alternativas para que se possa eliminar os termos indesejados. Para proceder, usaremos
um método semelhante ao que fora usado para obtencgao de (2.24) por intermédio de ansatz.

Considerando que o coeficiente da segunda parcela do LD de (2.28) é muito maior que os demais

coeficientes, temos

i ;1 ()
ZBS,)T(t) = Z Z Z mTS { it(Am, 7= Am,s#1) id}
57é7' X=w9
B D) _ioW) 1
_elt()\mj' )\m,S n J )e d)X } Bfn?s (t) . (229)
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2.1 Descrigao geral do problema 19

Como esta equacao pode ser resolvida aproximadamente (ver apéndice E), propomos o seguinte

ansatz para a solugao geral

Zt(/\m T—Am S+77(J))
1 e -1 J)
B7(n,)7'(t) = Z Z > rs { o

8757’ X w,.g Am T Am S+77()

eit()\m,T_Am,S_n(])> _ 1

i (J)

m (2.30) definimos novo coeficiente, BT(S?T(t) que é um segundo nivel de solu¢do dado a am-
plitude A, 7(t). Desejando eliminar os termos com alta oscilacao, seguiremos o procedimento
padrao, escrevendo nova equacao diferencial, agora em termos da amplitude ij)fr(t). Para

chegar no resultado desejado, vamos substituir (2.30) em (2.28) e assim obtemos

B ZHst B (1)

GEY T i et

87&7 I o AT — Am,s +n)

e
_ezt(xm,T Am,s=nD) _ 1e_i¢<)g) B® (t)
A, = Am,s =0\ "

DI MDA
3757— X=w,Q,g
» {en(Am,TfAm,sﬂu ) it _eit()\mg*f)\mysfn(j))e_i(bgg)}

zt()\mys—)\m,n-l-'r](j)) 1
y Z Z Z 7R{ ¢(J)

RAS X=w,Qg Am,S_AmR"i'n()
elt(AmS >\m72 77 )

1 )
)\mS_)\mR 77() } m,R( )

o457, 5 BT fo s ) oo (60

X w,$2,9

o0
x SOt OnT ) A, 5(t) (@ | Halipns)- (2.31)
n=0 S

A equagao (2.31) foi obtida por intermédio de um ansatz, gerando novo nivel de solugao
para a amplitude de probabilidade. A equacgao obtida passard por transformagoes matematicas,
pois ainda contém os termos indesejados relativos a Z; Na equacao (2.31) serd feita a apro-
ximacao mais presente em todo o trabalho, o podereso e conhecido método da Aprozimacdo de
Onda Girante (termo autéctone da expressao em inglés, Rotating Wave Approximation) (RWA).

Todo o detalhamento do método de RWA é visto no apéndice F. Procedendo de acordo com a

19



2.2 Grandes Aproximagoes 20

metodologia proposta pela RWA consideraremos que ‘Fing 4 3‘ séra muito menor que o argu-
mento da exponencial ()\m,g — Am R4S £ n(j )), termos que correspondem a q e W introduzidos
no apéndice F. Portanto, no limite em que ¢/W < 1 eliminaremos termos de altas frequéncias
e negligenciaremos os shifts de frequéncias (o termo em inglés Frequency Shift sera escrito no

trabalho como Shift de Frequéncia). A segunda aproximacao deste trabalho é
X

)
*ZZ 3 mm#s‘ < 1. (2.32)

X2y S T Am Rs £ 1)

A cada aproximacao por meio da RWA alteramos ligeiramente o valor efetivo das auto-frequéncias
de ordem dos shifts de frequéncias. Tais termos terao leve influéncia sobre o valor ressonante
da frequéncia de modulacao. Portanto, na eliminacao das altas frequéncias nds introduzimos
erros intrinsicos nos valores efetivos das auto-frequéncias, que chamamos de shifts de frequéncia
negligenciados (SFN). Assim, o SFN referente a aproximacao acima é de ordem de

. 2
X:
O(A (Z; EX:w,Q,g FmiS',R;ﬁS)
( I/> N g )\m,S - )\m,R;éS + 77(3) .

(2.33)

Com estas aproximacoes escrevemos nova equacao diferencial para a amplitude de probabilidade

ZB Z%st ms(t)

it()\m T—Am S+77(j))

e ; . -1 ..
E E E PRI
+ L TS { AT — Am.s +nl)

S#T X w,,g

A, 7= Am,s —n0) .
O 1 ) 5
)\m T — Am,S - 77(]) ™5

+ exp —ZZ Z mTT [coS <n(j)t+¢§?) —cos( %))}

Xw, N

3OS O T008) 4, 5(8) (| Bolins)) (2.34)
n=0 S

A equagao (2.34) ainda contém termos técitos, como por exemplo, os relacionados ao Hamil-

toniano Hs e derivada de termo ja conhecido como ij)s (t), fato que nos conduzira a futuras

aproximagcoes e substituicoes.

2.2 Grandes Aproximacoes

A equagao (2.34) é relativa a amplitude de probabilidade A, 7(t), em um segundo nivel de

solugao. Na obtengao da equagao (2.34) eliminamos termos relativos aos Hamiltonianos Hy e

20



2.2 Grandes Aproximagoes 21

Hi, o que nos forneceu a solucao encontrada na equagao (2.24). Também levamos em con-
sideracao duas aproximacoes correntes: a primeira aproximacao procedida pela expansao de
termo exponencial e a segunda feita pelo método da RWA (vista no apéndice F). Escreveremos

de forma resumida as solucoes e aproximacoes encontradas até o momento

ezt()\mT A 5+T](3)) 1 ¢(j)

B (2) ’ X
Apr(t) = Bm,T(t)—Qj-ZZj ) Fm,7,3< A, T = Am,s + 1)

X exp Z Z Lo, TT [cos <n(j)t + d)g?) — Cos <¢§)>} , (2.35)

com as aproximagoes correntes

X X,j X

-T »J
Z Z mSS mT’T ZZ Z mSR;éS’ <1 (2.36)

Xt I by Ams = Amprzs 00

2.2.1 Coeficientes de ﬁg

Quando nos deparamos com (2.34) encontramos (@, 7| Ha|@n.s), termo que deve ser explicitado

para o prosseguimento da solugao. Relembrando (2.10) definimos os coeficientes relativos a H,y
Apm2,7.8 = (Om,T| @0k k41]Pmt2,5)

Lok 7.5 = (©m7| 6" omar.s)
ApmsT = (Pm,T] a1k om—2.5)
Ly sy = (emr| @ om_r.s).

Ao definir os coeficientes, vamos escrever o tltimo termo do LD de (2.34) em fungao dos

novos coeficientes definidos

o0
3 eitnTAns) A, 5(t) (P | Halion,s) =
n=0
N—-1
Gr {Amso T sAmins(t) x eOmT=Amizs) | Ay s, 7Am—2,5(t)
k=0

Xeit()\m,T*)‘m—ZS) } + ZX {L;,m,S,TAm—ZS (t)eit(/\m,Tf)‘m—Q,S)
_L27m+277,7314m+278(t>eit(>\m,7—)\m+2,s)} +id { f s Am1 s(be it(Am, 7= Am—-1,5)

_Ll,m—i-l,T,SAm—i—l,S(t)eit()\m,’r—)\erl,S) } . (237)
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2.2 Grandes Aproximagoes 22

Na equagao (2.37) os termos do LE estao escritos em fungao de n, ja no LD os termos sao escritos

em funcao de m, ambos indices expressam o nimero total de excitagoes do sistema.
= (2)
2.2.2 [Equagao Exata para B, (1)

Substituindo (2.37) em (2.34) obtemos explicitamente

ZB?S?,)T ZHmTSBmS +3 Z Z Z FmTS

S#T X w,,g

it )‘m,T_Am,S“!‘n(j) _ . it Am,T_Am,S_n(j) N ) )

)\mT_)\mS+77(j) Am,T_/\m,S_n(]) )
+exp —1t Z Z mTT [COS (Tl(j)t + d&)) oS (qbg?))}

X—w Q.9
N-1 '

" {Z > G {Ak,m+2,T,SAm+2,S(t)e”(AM»T*AmH,S)

S k=0
FAf s 7 A5 (1) Om T Am—25) } (2.38)

i (szm,S,TAm—ZS(t)eit(A’"’Tf’\m’r‘”s) - L2,m+27T,sAm+2,s(t)e“(km’T*AmMS))

+id (Lf,m,&TAm—l,S(t)eit(/\m’T_’\m’l’S) - Ll,m+1,T,SAm+1,s(t)eit(kmj_’\’"“’s))} .

No dltimo termo do LD da equacao acima hé amplitudes de probabilidade escritas em termos

de A,, s(t). No entanto, ji conhecemos a solucao da amplitude A, s(t), encontrada em um

22



2.2 Grandes Aproximagoes 23

primeiro nivel de solu¢ao. Substituindo A, 7(t) em (2.38), obtemos

iB ZHstB ZZ Yo Tohs

S#T X—w Q.9
3 )\m 7>"m (J) ; 1 )\‘"L 7)‘7n - (]) :
B ettt P et et ) L
)\m,T - )\m,S + 77(]) )\m,T - )\m,S - 77(J) e
N-1 A
+ Z Z G {Ak,m+2,T,SBy(ier,S (t) ¢itAm 7= Ame2.5)
S k=0
oty s Fizr T : G) )
X exp Z Z s [cos <n(])t+q§X> — COoS <¢X )}
X w,$,g
A ms 7 BY s () e’t(Am’T”’”‘Q’S) (2.39)
| R 235 FnXm’jTT G () ()
X exp Z Z o [cos (n])t—i—qﬁX) — cos <<;5X ﬂ
X=w,Q,g

Hix {Lzzm,S,TBv(n)—Q S (t) eit(/\m’T_)‘m‘st)

cop iy ¥ Taes IR ooy (1014 o) - con (69)

X w,2,g9

—Lo 2, TSBr(n)+2 S (t) eit(Am,T—AmH,s)

X exp Z Z m+2$3 Fanlzr,T [COS (n(j)H— ¢g)> ~ cos (qbg?))}

X w,2,g9

“d{LimSTB;LS 0 e“WT-Amw

Fx,j

X exp Z Z I 155 m,T,T [COS <77(j)75+ ¢gg)> ~ cos <¢%)>

X=w,2,g

|

M = Y~ =

—L1 1,7 SBfn—)‘rl s () eit(/\’"’T*)‘m“’S)

I“X’J

X exp Z Z m+1 S 8 m, 7,7 [cos (n(j)t + qbgz;)) — Cos (qbgz-))}

X w,,g

Devido a (2.39) ser recorrente de substituicdo da primeira solucao de A, s(t), os termos ex-

. . / ~ ~ . o .
ponenciais acompanhados de Zj reaparecerao. Entao, expandiremos os termos exponenciais
que tém argumentos com rapida oscilagao, método anélogo ao feito em (2.26) (ver apéndice D).

Fazendo uma nova aproximacao

X.j X,j
F7’n:|:1,2,$,‘57 - Fm,T,T

)

<1, (2.40)
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temos

leT

ZHmTS 7(3)3 ZZ Z Fmfrs

S#T X—w Q.9
Zt(Am’T*)\',n,S“FT](j)) _ (i Zt()\m,T*)\m,S*ﬂ(j)) _ (5 .
x4 E L ¢ L B(z)s(t)
)\m,T - )\m,S + 77(]) )\m,T - )\m,S - 77(J) "
N—-1

+ Z Z Gk {Ak,m+2,T,SBy(rBrQ,S () et Am—Ams2.s)
S k=0

s r B g () 7 non )

bix (LB () 4702

s
—Lo \m+2 TSBm+2$(t) ezt T " Am 2, }
)

+'Ld{ mSTBm 1 (t) (mT Am— 1,8

S
(

_Ll m+1 TSBm+1 s t) elt( m,T — )\m+1 S)} (241)

No resultado de (2.41) temos o intereresse de eliminar o termo relativo a derivada do coeficiente

Bg?s(t). Portanto, como é conhecido a solugao (2.30), podemos escrever Bﬁs)s(t) de forma

aproximada, considerando a menor ordem O(I' /1)) [consideracao andloga ao apéndice F quando

se considera a menor ordem de (q/W)]

Bg(ordem 0) = f§j%mSRB® (t)
N-1 ‘
+- Z > Gk {Ak mt2 S RB 5 (1) s nar)
R k=0

+AZ§,m,R,SBr(3),27R (t) eit()\m,s—)\m727R) }
1 .
S i L sBY 5 (1) o5 hnsn)
R
—Ls m+2,8 RBﬁ—)s-ZR (t) @it()‘m73*>‘m+2,7z) }

+= sz{ mRSB,(n) () it (s —Am-1%)

—Ll,m+1,s,RBfnll,R (t) eit()‘mvS*Am“vR)} . (2.42)
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2.2 Grandes Aproximagoes 25

Substituindo (2.42) em (2.41) obtemos

iBr(r??T ZHmTSBms ZZ Z Fst ZHmSR r(n)’R(t)

S;éT T xZo0g
elt()\nL T—Am $+77(J)) -1 () elt()"m,Tf)‘nL,an(J)) —1 . ()
% ciPx 0%
Am, T — )\mS‘i‘n(j) )\mT_)\mS_n(J)

EDIPIR ZZGk{Ameinlm t) tCmsmra)

57” R k=0
+Ak MR SB,,(n) 2R (t) eit()‘mvsf)‘m—Q,R) }

{ezt(Am,T—Am,ernm) —1 40 it (.7 =Am.s=n) _q _i¢(a’>}
> X 0 e X
J

)\mT_)\mS+77(j) ‘ Am,T_)‘m,S_n‘

' : 2 it(Am.s—Am—
3 ZZ 2 st ix {Lz,m,n,stﬂ)_m (t) etms—Am—2)
R

87£T X—w Q2,9
~Lomias R By g (£) s ’Am”ﬂ)}

eit()\m,T_Am,S+77<j)) _ 1 () eit(Am,T_Am,S_n(j>) -1 ()
% oy efzd)X
©)

- e -
)\m T — )\m S + 77(]) Am,'T - )‘m,S -7
5 Z Z > FmTS id{LT,m,R,SBr(j)—I,R (1) /(s ~Anmrz)
S#T X w,,9 R

—Ll,m+1,$7RB7(n)+1,R (t) eit(Am,s—Amﬂ,R) }

) - ) i _ —n()
¢tOmr=Ams+n0) _ 4 i) ¢t Om. 7 Ams=n) _ 1 Q)
8 - )

—e ,
A, 7 = Am,s +10) AT = Am,s — 1]
N—-1
1 i _
+ Z Z e {Ak’m+2’T’SB7(n-)§—27S (t) ezt(Am,T )\m+2,s)
S k=0
+Afm 57 B o, (1) eit(A”“T*A"“Q’S)} (2.43)

. . 1 ; _ 1 ; _
X {L2,m,S,TB£112,s (1) 1O An2) = Ly o e BUL g (1) €O Am”’s)}

+Zd{ 1L,m,S TBS) LS (t) eit(Am,T—Amflys) _ L17m+1,7’,537(71)+173 (t) eit(km,T—AmH,s)} .

Na equagao (2.43) é apropriado proceder com a RWA, escrevendo as seguinte aproximagao

X,j
syy el
SAET ) XZa0g Am, T = Am,s £ 1) ’
e o SFN correspondente
()
m,T,S

DI IED I

s7r T xZog M T T Am s £
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2.2 Grandes Aproximagoes 26

Entao reescreveremos (2.43) como

iBﬁj}T(t) — Z?—Lm,ﬂng?S (t)
S

N—-1
1 .
% 2 m,8—Am
+ E E m?T,S; E E Gy, {Ak7m+2757RBﬁnl_2’S (t) elt()\ S—Am+2,R)

57’57 R k=0
+AZ,m,’R,SBT(3)_27R (t) eit()\mvs_kmsz)}
. ot 7 =Am,s+nP) _ 4 e it (A, 7= Am,s—n D) _ -
B (& — '
Am T — )\mS + 7’](]) )\m,T — )\m’g — 77(])

. * 2 . _ -
) Z Z Z m TS X {LQ,m,R,SBﬁn)fij (t) elt()‘m,s Am 2,R)
R

S;éT X—w Q.9
_L2,m+2,S,RB,(nl_27R (t) ez’t()\m,s—Am-s-z,R)}

eit()\m,’r—/\m,s"rﬂ(j)) —1 .6 eit(Am,T—Am,s—n(j)) —1 &
% idy e—qux

)\m T — )‘m S + 77(3) ‘ A’rn,T - )\m,S - 77(])

+= Z Z Z Fst zd{ mRSBy(n) R (t) it s—Am—1,7)

SyﬁT X=w,Qy9 R
_Ll,m+1,$,RBy(n}&—1,R (1) e"t(Am’S*Am“’R)}

it (A, 7 —=Am,s+n@) [eit()\mﬂ——)\mys_n(j)) _q

x < — 1 _ —ig)
)\m,T - )\m,S + T](J) >‘m,7— _ >\m,$ — 77(‘7)
+ Z Z Gk {Ak m-2 7’337(713_2 S (t)e it(Am,7=Am+2,5)
S k=0
AL s B 5 (1) 7 no2) (2.44)

Ty {Lg,m,S,TBg)—Q,S (t) eit(Am,’T*)\'m—Zs) — L2,m+277'13B7(r3-2,8 (t) eit(Am,’T*)\m-ﬁ»ZS)}

AL s 7 { B (0 OmT A1) Ly 7 5B (1) O Amens)

Por fim, para obter equacao diferencial exata, substituiremos em (2.44) a solugdo dada por

(2.30), obtendo

B2 (t Z Hun,7.sB)s (8) + Z linha;. (2.45)

A equacao (2.45) expressa a forma mais exata e completa para o segundo nivel de solucao dada a
Ay 7(t). No entanto, devido ao extenso tamanho dos termos que compoem (2.45) introduzimos
a abreviacao de linhas. Cada linha serd escrita separadamente na secao seguinte, onde faremos

sucessivas aproximagoes seguindo a RWA. Cada linha foi separada de acordo com o pardametro

X = {Gk7X7d}
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2.2 Grandes Aproximagoes 27

2.2.3 Aproximacoes

A equagao (2.45) é exata para o sequndo nivel de solucdo dada a A, 7(t). Porém, para se
chegar ao resultado foram feitas substituicées das solucoes para a amplitude de prabilidade, em
primeiro e segundo nivel de solucao. Também foram consideradas aproximacoes, por métodos
de expansoes e pelo método da RWA. Em (2.45) encontra-se termos que remetem as altas
frequéncias. Faremos um conjunto de aproximagoes na equagao (2.45) no desejo de eliminar os
termos indesejados. Escreveremos os parametros do sistema obedecendo sua forma presumida
X = Xo+exfx, com X = {Gg, x,d}. Com isso, os termos referentes a modulagao externa serao
escritos explicitamente. Devido ao extenso tamanho de (2.45), procederemos as aproximagoes
em linhas separadas. O primeiro termo de (2.45) > ¢ Hm,7—7ng’)5 (t) ndo passara pelos pro-

cedimentos de aproximagoes por conter termos que nao podem ser simplificados no caso geral

abordado aqui.

Linha 2

A parcela da equagao (2.45) que denominaremos de linha 2 é representado por

eit()\m,T_)\m,S +77(J) )

) 1 / X i -1 ..
s = 33 Y Y e .
2 SET 7 X=wg AmT = dm.s + 1)

Zt()\m T—Am 5777(])) i N-1
e ’ . -1 W
e~iPx

1 (2)
' = Z Z Gy Ak,m+2,S,RBm+2 S (t)
AT = Am.s — nW) LR k=0 {

+ A s B o () e“(Am’S‘Am—“‘*R)} : (2.46)

eit()\m,s _>\m+2,R)

Na equagao (2.46) iremos substiuir o parametro G de acordo com sua definigao
G = Gok +eanrfy

e relembraremos que formato da modulacao f, é escrito como

fo= Zwéh) sin (n(h)t + ¢§h)> _ %ngh) {€i¢éh>eitn(h> B e_iqﬁéh)e_z‘tn(h)} _
7
h h
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2.2 Grandes Aproximagoes 28

Ao substistuirmos em (2.46) as definigoes escritas acima e procedendo com a RWA obtemos

linhay =~ Z Z Z Z ijR{Zk)\ GoxAkm+2,R.S€

S RET ~ X=wfg T = Amg 41

¢>(J) ]
€ 6it(Am,7—7)\m+2,S+77(J))

7z¢)(3)
2 Z GOkAkmSRe ; DY (2
XB’I(TIr)FQS() A, T — Amr — 0t 07 An s~ nJ)Bfn)zsﬁ)

N-1 it
+-— ZZU} ZgGkZZ Z mTS{)\mT_e)\7:5+77(h)
j ) )

k=0 S#T X=w,Q,9

e

2 W) i - )
A Am,s —n) } {Ak,m+2737RB£n-)i-2,R (t) €% eit(Am.s=Amrzrtn)
m, T — A\m,S —

N sBy o (1) e o Ansamma )] (2.47)

O resultado encontrado em (2.47) é obtido quando levamos em consideragdo as aproximagoes
adicionais® N
1
Y 0 GorMkmi2.5R S 5GkAkas
)\m,S )\m+2,72 ' )\m,S - )\m72,72 + ﬁ(h)

<1 (2.48)

~

O mecanismo utilizado na obtengao de (2.47) e das linhas que serao aproximadas a seguir pode

ser visto no apéndice G.

Linha 3

A equagao que representa a linha 3 de (2.45) é

it (A 7= Am, ()
DI WD e R e

S#ET X w,,9 )\m,'T_)\ S+Tl()

elt()\m,T_Am,S_n(J )

— 1 €] 9
- G) X } { ZZXL2 m,R,SBfn)—ZR (t)

¢

)\m,T - )‘m,S -n

xe’t’t()\m,‘s*)\'msz) _ LQ,m-}—Q,S,RBinZ,-Q,R (t) €7ft()\'m,87)\m+2,72)} . (249)
Com as aproximacoes
iy € L
542,m+2,S8Rex XoL2,m+2,8,R <1 (2 50)

)\m,S - )\m+2,’R - n(h)’ )\m,S - >\m+2,7€

3Para manter a escrita menos carregada, as vezes omitimos o simbolo do médulo nas desigualdades
referentes as aproximacoes. Lembramos ao leitor que ao aplicar estas férmulas os mdédulos devem ser

restaurados, o que pode ser feito de maneira imediata.
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obtemos
L5 s, Re_w%) () A\ @)
linhag ~ —= Z Z Z FmTR ZZXO (.)62( m, T —Am—2,8—1 )
2 5 T x 0 Am, T = AmRr — NV
(2) Lo 2 Rsem(]) ( @) p(2)
MA2R, it >\m,T_>\m+2,S+77]
“Broas (1) + AT — Amr + 0 € Brlias (t)}
wﬁ(h)
+ E
e 19 * ) —i¢7) it(Am.s—Am—2,—n@
B )\m7T - )\m,S - 77(}1) } { Q’m’R’SBm_ZR (t) e e ( s 2R )
@ 4 ;
+Lami2sRBoys g (1) e ¢l "LS_A’”“’RM(J))}- (2.51)
Linha 4

Referente a linha 4 de (2.45) escrevemos

it (A, 7—Am, (4) .
linha, = 722 Z mTS{elt( T s+n ) 1 ¢

S#ET X w,,g )\m,T_)\ S+Tl()
elt(Am,T_Am,S_n“ ) -1

0@ | 1 ;
) e } 7 2 id{ Limrs Byl g (1))

)\m,T - )‘m,S - TI(J) R

(2 it(Am.s—A
~Lim41.5R By g (B e (Ams—Ami1r) | (2.52)
Como o parametro d representa o termo de bombeio classico, em nossa andlise iremos considerar
do = 0, portanto d = ¢4 fy. Escrevemos a aproximagao

1
5€dl1m+1,8R
)\m,S - )\m-l-l,R - n(h)

S L (2.53)

para obter

(h)
e (z)

>\m,7' - )\m,S + ﬁ(h)

linhay ~ ZZ wiea " mTS{

ST X=w,N%g h

(@) i _ (5)
AT )\ s —n® } {Ll,erl,S,RBv(qa-LR( )0 ¢it(Ams=mia )
m7 - m7 -

G) .
LBy g (1) 798 s dummmi ) L (2.54)
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Linha 5

A equacao para linha 5 de (2.45) é

N-1
linhas = Z Z G {Ak,m+2,T,$€it()\m’T_Am+2’5) [ijlg s(®)

S k=0
<o Qi3 3D RS CITT [oos (3014 60)) — cos (o))
X=w,Q,g
(2)

Z Z Z Pm—l-QSR ma2R(t)

R#S X=w,Q,g

elt()\m+2,5_)‘m+2,72+77(])) _ 1 () eit()‘m,+28_)‘m+2,72_77<j>) _ 1 ()
X % — e TiPX

Am+2,8 — Amtar + 1) Am+2,8 — Ami2.r — nU)

+Ak s 7€ t(m.7=Am-2.5) [Br(j)—Z st)

< oxp Z 3 R 255 ‘ Piizr,fr {COS (ng)qug))  cos (gb%))]

X w,$2,g9
Z Z Z Fm 25RD m) 2= (1) (2.55)
’R;ﬁS ! x= w,Q,g
eit(Am-2,5=Am2r+0P) _ | o0 cit(Am—2,5-Am-2,r 1)) _ 1 )
X e’ _ :
)\me,S - )\m 2R + 77(‘7) )\m,278 — )‘me,R — 77(.7)
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Obtemos equagao aproximada para a linha 5

linhas

i _ 2
Z Z GO,kAk,m—i-Q,T,Selt()\m’T )\m+2,s) 7(”3_2 S(t)
S k=0

N—1
* ) m,T — A\m— 2
+3°3 Gowdg s et O An=28) B2 (1)

S k=0
] (J)
) A rXi  ciox
2 it )\m,T—)\m , +n(J) km+2,7,S T T
+2Ze ( +2,R ZZ Z Go i 0
S T xZa 0y
N-1 i)
' A2 T R o R s @)
" - Goy BY,, (1)
2 22 2 O e s ) | Pas
) ) N-1 A* FX’j _i¢g)
v it —Am_zg—n@) ) / Ems T EmYr e
b3 xS S G =
S k=0 X=w,yg
N-1 X,j ()
! a Afmr 7l m o s¢ 10X BC .
YT G R RERE B ()
R k=0 ° X=w.Qg m-2R — Am-2,8 — 1
1 — ) G
. I )
150D can y ) {~Arming.se 9 et hmas ATt ) gB ) ()
S k=0 J
+A;;7m7576wg ) it(Am, 7= Am—2,5+7)) ng(t)}
G B ) 5
+22 Z Z €Gk E’LU {Ak,m+2,7’7867'¢g e ’Lt()‘m+2,5 Am,7—n" ) 7(7121-23(75)
S k=0
—i6D it(AmT—Am_2.5-1D) (2
_Az,m,S,Te g z( T 2,871 )Bfn)fzs(t)}, (2.56)

onde foi considerado o conjunto de aproximacoes:

Linha 6

S SN Gok e} MemroTs <1

2.57
)\m T — A’m—l—2 S ( )

A equagao que representara a sexta linha de (2.45) é
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inhas = 3 in {<> (520

S
I‘XJ .
R 288 m,T,T ) () ()
X exp Z Z 0 [cos (77] t+¢X) cos (¢ )]
X=w,Q,9
=D 3D DD DI SN D)
m— 2 ,S, R m—2,R
72758 X=w,,g
" elt()\m—2,.57)‘m—2 R+77(j>) -1 (j)(J) eit(Am—ZS*)\m—Q,R*n(j)) _ 1 l¢(])
)\me,S — Am—2 Rt 7](]) )\mfZ,S - )\m72,7€ - 7](])

—Lz,m+2,T7S6”0’”_%”’5) {Bﬂz s(0)

m+25$ FX’j
X exp Z Z :

I, o (10 60) e (o)

ZZ Z Fm+2$7z 7(712&—272@)

R#S X w,$,g
Zt(Am+2,s—>\m+2,R+ﬂ(j)) _ o it(>\m+2,5_>\m+2,7€_77(j)) _ o
xS L) ¢ Lo UL (258
Am+2,8 — Amtar + 1) Amt2,8 — Ami2r — nU)

Obteremos (2.58) de forma aproximada

llnhaﬁ ~ Z iXOL§7m7S7TeZ't()\771,,7—7)\7n72,$)B,'Sf)_Q S(t)

)

s
, : - 2
-2 ixoLomia s /\m+2’S)B£n2r2,s(t)
s
)
) | Ly s Do e 0%
AEE T e enrtasso) | sl

X=w,Q,g

I‘ 5]
2m'RT m—2,R,S 2
+ Z 0 } B’En)—Q,S(t)

Am—2R — Am—28 — 1

it ) Ly o sTmlar T @)

7‘¢ it ( Am s _>\m, -V Pl IR m )

HET, B auelettensons ) [ bnrabr s, o
_w ?g

LymeT R mlors ) ®)
= )\m+2,7€ - /\m+2,3 + n(j) s

1 ®) [ io™ ity L (h) . (h)
E 72 ' —idy T —itn
+ 2€X2i wy, {e X e e "x e }
S h

* 2 ) — 2 ] —
8 {Lz,m,S,TBfn)—zs(t)elt(A’”’T An2s) — L2,m+2,T,SB£anQ,S(ﬂen(Am’T Am”'s)} (2.59)
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o ultimo resultado sendo obtido quando procedido pelas aproximacoes

€
)\mT )\m 2,8

(2.60)

Linha 7

Para finalizar o conjunto das grandes aproximagoes, vamos escrever o termo que representa a

ultima linha de (2.45)

linhar = Z.Zd{Lim’S’Teit()\m,T—)\mfl,S) [Bg)—l,s(t)
S

PXJ , . 4
cop iy 3 TS TINTT [ (404 0) — cos (o)
X w,$2,9
(2)
Z > Y TiisaBY RO
R#S X w,Q,9
" elt()‘mfl,S_AmflR“!‘n(j)) _ 1671(15&?) B eit(kmfl,s_kmfl,R_nU)) _ 1 Z¢(])
Am—17$ - Am—l{R + 77(]) >\m—1,8 - Am—l,R - 77(])
—L1,m+1,T,Seit()‘m’T*Am“’S) [B(QL S( )
X exp Z Z m+1 SS - m 7.7 [cos <n(3)t + qﬁg?)) — COS < g?))}
X w,Q,g
(2)
Z Z Z Fm+1872Bm+1 r(t) (2.61)
R#S X=w,Q,g
y elt()\m+1,3*>\m+1 r+n) _ 1 <1>(J) e“(>\m+1,$*>\m+1,72*77(j)) - 16_1,(1)()?-) ‘
Am+1,8 — Am1,r + 1) Ant1,8 — Amt1,r — )

Impondo as condigoes
€al1m+1,7,8 <1

2.62
>‘mT )\erlS ( )
Obtemos
1 i () i+ .
s = 55 5 (LB O Ao
S J
2 g ~ 0
+L17m+17T73B£n-)1-1,3(t)€ idy e 1t()\m+1,s Am,7+0Y )}
(R )
_{ T,m,S,TBg)_l,se_wd eit(dm, 7 =dn-1.s=1)
+L1mi1 7B s(B)€ 6 =it (Am1,s A7 )}} (2.63)
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2.2.4 Combinando Todas as Linhas

A forma completa encontrada para a amplitude de probabilidade B, 7 (t) é representada por
(2.45). Na equacao encontram-se termos de altas frequéncias, fato que nos levou a realizar
conjuntos de aproximagoes. Consideramos (2.45) em linhas e a cada linha realizamos as apro-
ximagoes cabiveis. Assim, obtemos as equagoes (2.47), (2.51), (2.54), (2.56), (2.59) e (2.63).
Para escrever a forma aproximada referente a equacao (2.45) devemos somar todas as equagoes
relativas as linhas aproximadas. Para realizar a soma, iremos considerar as equacoes que tém os
mesmos parametros do sistema X = {Gy, x, d}, operaremos as equagoes: (2.47) + (2.56), (2.51)
+ (2.59), (2.54) 4 (2.63). Cada operacao de soma entre as linhas serd seguida de aproximagoes,
as mesmas utilizadas na obtencao das linhas aproximadas. Quando somamos todas as linhas e

realizamos todas aproximacoes definimos um novo termo, com o intuito de simplificar a equacao

0 = exw? e X = {w,0,g,x,d} (2.64)
(]
i (7)
N (2.65)

As definigoes acima englobam o peso, profundidade e a fase do respectivo parametro modulado.

Portato, a forma aproximada de (2.45) torna-se
iB? ZHst mS (t)
A T — A (4) 2
+5 ZZEd 1m.s.T€ it(n, LT )Bﬁn)—l,S

J)* —it(Ami1.6=Am, 740 (2)
TS

+Z€it(Am,T—Am+2 s Z Aemsors |Gok + = ZE )% 7th7(])
S

1 N —itn@ 2
+Lom2,7.5 525@ e —ixg B7(”«-)‘1-2,S(t)
J

N—

it (Am. T —Am— i () itnG)
+ Z el ( m, T m 2,5) AZ,m,S,T G(),k _ 5 ZeG’keZ n
k=0 J

[y

. 1 N itn@) 2
+L27m7$77— 5 Z 6&7)6“:77 J + X0 B;n)—Q,S (t)
J
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X,] o ¢(J)
I DR e R R D DD D Lz
Am+2,R — Amaa,s + 100
S R X=w,,g
_ i - (7)
— L me

X |4 Go A + xoL — .
[ ;} 0,k3km~+2,T, R X0 2m+27'72] )\m77’—)\m772+7’](])

N-1
X [Z Z GokMem+2,R,8 + XoL2mi2,R s] } — 0Ly minrs
N

—i E;?kAk,m—&-Q,T,S} qulg,g (t)
k=0

X,j 71(;3&2)

ZoRr,S€

)
’RXngmZR )\m28 n

m77—’

+

N—-1
[ i ZGOkAkaT+XOL2mRT

k=0 Am,T - )\m,R - 770)

N—1
} S T

k=0

~.

N-1
X [ GO,]CAZ,m,S,R - X0L§7m,S,R
k=0

. 2
_Egg)*La,m,S,T} Bﬁn)—Q,S (t)

1 ] —it(A, A=) (2
_5 Z Z gt(:l])Ll,m—f—LT,S (t)e ’Lt( m—+1,S m, T 1 )Bﬁn_);’_]_,s
S

1 . ]
T S iy O s ()
S J

2.2.5 Eliminando os Shifts de Frequéncia

O resultado de (2.66) ainda serd reescrito, mas grande parte da equagdo sdo termos que nao

serao mais simplificados. Para remover os termos que oscilam rapidamente reescrevemos (2.66)

. - ()
B = ZZed “Lims1,7s(t)e OmersAng+02) p@ (2.67)

* it (Nm, T —Am— GU)) (2 2
+3 Z Z gd l,m,S,’Telt( 7 L84 )BT(n)fl,S + Z Wm,T,S (t> B1(n7)8 (t) )
m,S
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onde >, s W75 (t) ij)s (t) representa os demais termos de (2.66). Interessando em possiveis
(2)

aproximagoes, escreveremos o conjunto de solugoes aproximadas para B, 41,8

D Limiosr
B(Q) t ~ B(QC) zta4 + = m
m—l—l,.S( ) m+18 ZZ m+2’R )‘m—o—ls +77( )
BS-)H R( ) {efzt()\erz,R*)\erlstrn(j)) _ eita5}

1 Z Z 1 m+1,R,S {eit(Am+1,szm7R+n<j>) _ eitae} B,(E)R (t)

m+15_ mR+77(j))

i / dt’ZWmHm,&R (t) B (t') . (2.68)
m,R

Para obter Bg)_lys(t) basta a substituicao m — m — 2. A metodologia utilizada na obtencao
de (2.68) é demonstrada de forma completa no apéndice H. Nas equagoes acima dizemos que o
termo B, (2 ) 1.8 é constante sob o segundo nivel de solucao dado a amplitude de probabilidade. Ja
os termos representados por «; sao algumas constantes de pequena ordem e que serao canceladas
no final, portanto nao as especificamos. Substituiremos (2.68) em (2.67), mantendo somente os

termos dependentes do tempo e, procedendo com aproximacoes que seguem o padrao RWA,

obtemos
. 1 : |Ly ,57'|2 ‘L1m+17'8(t)|2 (2)
BY ) = = )(J)) 5, _ m+1.7, A t
By (1) 4%: “d ES: Mt 15 £ 19 Amars — 70 | o )
+3 Wi () BY (1), (2:69)
m,S

A aproximacao usada na obtencao da equacao acima é

Zj Efij)*Ll,m+1,T,$
Am—i—l,S - )\m,T + 77(])

< 1. (2.70)

Na equacao (2.69) encontramos na primeira parcela do LD termos que sao independentes do

tempo, com unidade de frequéncia, o que nos leva a definir um shift de ressonancia

2 2
m _1 ’ m’ | L1m,s.7] B mALT, 571
YT 4; K ZS: AT = Am—1,5 ¥ 19 Ant1s = Amg +10) | =7

resultado oriundo das aproximagoes feitas pela RWA e que quando substituido em (2.69) nos

fornecera

iBE (1) = v B () + Y Wars () B (1) (2.72)
m,S
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Neste momento definiremos nova amplitude de probabilidade, escrita em um terceiro nivel de

solugao para a amplitude A, 7 (t)
(1)
BY (t) = e "mTBY (1)
Substituindo (2.73) em (2.72), chegamos em

itv ™)
iB)r (1) ZWst B (t)e"mr,

(2.73)

(2.74)

a equacao (2.74) contém a definicao feita previamente quando sintetizamos (2.66) em (2.67).

Substituido W, 7.s (t) obtemos

(1) (1)

iBS?T(t) _ Z it (/\m+z,s—>\m,7+l’m+2 $7Vm T) Z Akmro s § Gok + 5 Z

S

1 Nk —itn(d) . (3)
+Lomi2T.S 5 E 5&]) e " —ixo Bm+2,$(t)
J

1) (1)

N-—1 .
i A, 7—Am—2,5—V, +v, [ 7)) itn@
+Ze < m m m—2,8 mT) Z AZ,m,S,T GO,kz — izg(G,keZ n
k=0 J

. 1 N i@ 3
Lo s T 5255)61“7] +ixop ¢ BY, s(t)

+ZPmTS B() (t),

37

* —Ztn(])

(2.75)
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onde é definido que

S Purs®) By (t) = ZHW BE (1)
m,S

(€]

4= ZZ —zt Am+2,8— /\m7—+ym+25—y T 7](]) Z Z

R X=w,\ 2,9

ij Zd)(J)
I1m+2 R, se X

Am42,R — Amta,s + U

N-—
x Z GoeNkmt2, 7R + XOL2,m+2,T,R]

k=

Xg  igd
Lo re'®x

N—1
i Z GokMemi2R.S + XoL2mi2,R,S
k=0

Am,T - )‘m,R + 77(])

N-1
. . j 3
—ed Lomiors —i ) 88,)kAk,m+2,T,S} B,as(t)
k=0

+EZZ’ R s Z 3
5 A
S J

R X=w,Ng

FX,JQ Se—uz)(]) N-1
m . * *
x &N 5 | =1 D GopBgmr T + X0Lomr T
Am-2R = Am-2,5 — V) kZO s e
X . (9) N—1
1—‘ 7] e lgb
T - * *
. S i) Gorlpmsr — XoLamsr
)\m77_ _ )\m,’R _ n(j) kz;) 1,0, ;1,0

N-1
; )% Ak )% T % 3
+e Z gg)k km, S, T — Egg) L2,m,8,7’} B7(n)—2,8(t) (2.76)

1 ] —1 — (1) (1) )
_5 Z ZE&J)Ll,mﬁ-l,T,S(t)e Zt()\m+l,$ A, T 1.5 Vi = J >B7(3)S(t)

1 . . _ ¢S] (1 %)
5225((;)* ’f,m,S,Teltom’T An—1,8 V1,5V, 7 7’]>B,(37)5(t).
S J

Resolveremos a equacgao (2.75) pelo mesmo método usado em (2.67). Escreveremos as

solugoes referentes a BSLQ s(t)

N-1
3 3¢) .
B7(n2l-2,$(t) = Bfni2 s(t)e™ ™+ {{Z AgmyasRGok — ZL2,m+4,:>“,7z><o}
)

. 1 ;
77’t<>\TIL+4,R7)\77L+2,S+V£VL3,4‘R 'fnl2 S+7](])> zta7 N—1

e - ()
. ) &) +3 E { > iMkmia,SREG
J

>\m+4,7€ - )\m+2,8 + VmtaR ~— Vm+2,8

. 1
—it (Am+4,72_)‘m+2,$+1/,(ni_4 R—anj_z 5+?7(J>) _ eitas

€ 3
)+ - B, & ()

l .
AmtaR = Am42,8 T Vpig g — Vr(n)+2,s +n0)

+L2 m+4,8REY
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N-1
- Z { { Z AZ,m+2,R,sG0,k + iL§,m+2,R,3Xo}
R

k=0
it<>\m+2,s—>\m,72 ViR Vs, s) _eitas
‘ c 4 Z L5 ely)
)\m+27$ - )\va - Vm,'R + Vm+2,5 J
N-1 ) 6it()\m+2,s—>\m,7a ur(i)R+y(1)2 +17(J)> _ ez‘tozlo (3)
. *
- Z Ak,m+2,R,S€G,k m ) ) B, =(t)
=0 Am42,8 = AmR — Vo + Vo s + 1Y

/dt ZPmSR BYL (t). (2.77)

(3¢)

Para obter Bs)—zs(t) basta levar m — m — 4. Em (2.77) o termo Bm+2$

(t) é constante no
terceiro nivel de solucao e todos «a; serao irrelevantes devido a sua ordem de grandeza e porque se
cancelam no final. Em (2.75) usaremos o resultado obtido em (2.77), em seguida procederemos

com algumas aproximacoes e manipulagoes. Portanto, encontraremos nova equagao diferencial

para a amplitude de probabilidade, apresentada em terceiro nivel de solucao. Temos
.53 2 3 3
iBE () = v BE (1) + 3 Purs () BYs (1) (2.78)

resultado obtido quando consideradas as seguintes aproximagoes

N-1 . (4)
D k= AZmSTG0k+ZL;mSTX0 L2mST€X —ZZ ZmSTEG,k

(1) (1) (1) (1

_ <1 (2.79)
)‘mT Am— 2,8 =V~ 28+ymT )\mT Am— 2S—’—Um"ld_l/m +77(])

(2)

Em (2.78) aparece v’ também chamado de shift de ressondncia em segundo nivel de definicao.

Sua forma exph’cita é
N—1 N G — L ’
Zk_o km,S, 70,k 1L2.m,S, T X0

2 _
Vm, 7 = E :
S Am, T — Am-2,5 + VS?T - ngf) 2,8

2
N-1 .
‘Zk:o Aims27,.8G0ok — L2 mio, TSXO‘

)\m+2$_)\m7—+7/( —)i-QS_V'fi)T

(5) <>f
+Z

’Zkz 0 ZAkmSTgck +L2m87—5x

AT — Amas + 0 — 00 )

. N
N-—1 . J)* J)*
’§:k:0 %Aknn+2ﬂis€é%:+'L2nn+2ﬂis€§))

: (2.80)
Amt2,8 = Am, T — S?T + V,S}les +n0)

Definiremos nova amplitude de probabilidade correspondente a Br(:,)’r (t)
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)
BW_(t) = e T by 7, (2.81)

e ao substituir (2.81) em (2.78) obteremos

b = 3 Py (8) B (£) (2.82)
m,S
Substituiremos em (2.82) o termo explicito de (2.76) e em seguida usamos nova amplitude de
probabilidade BS?S(t) = e_it<”$?$+”r(3,>s) bm.s (t). Portanto, a equagao final para amplitude de
probabilidade serd escrita como
b7 = —i ZS: Z;, X%;Qy eit(;\m»T_S‘mvS)I‘i:%S sin (n(j)t + gbgg)) bm,s (t)

/ (X Y )
+ Z Zj Omsa T .s€ L )bm+2,$ (1)
S
/ (3 5 i
D DD DI G e S PP ()
S J
+EZZ Ko Dot (Comir s Am 719 ;
5 i LimirTs(t)e m+15 (1)
i S
T I e U W (t)} , (2.83)

A equacao obtida (2.83) é o resultado principal deste capitulo e um dos mais importantes do
trabalho. Em sua obtencao consideramos a modulacao temporal de todos os parametros do sis-
tema e procedemos com sucessivas aproximagoes. A equagao (2.83) descreve toda a dinamica do
sistema (d4tomo-campo interagindo em cavidade) usando a base dos EV. Em (2.83) obtemos nos
argumentos exponenciais autovalores corrigidos, que aparecem devido a aproximagoes realizadas
e que serao escritos logo mais. Também definimos os coeficientes de acoplamentos, termos inde-
pendentes do tempo que fornecem valores para a taxa de acoplamento entre os EV. A equagao
(2.83) servird como equacao piloto e poderemos simplificd-las ainda mais de acordo com os
possiveis cendrios fisicos. Em particular, vamos estudar os regimes de facil implementagao expe-

rimental: ressonante e dispersivo (em relagao a dissintonia entre as frequéncias nao-perturbadas
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dos atomos e da cavidade). O coeficiente de acoplamento é dado por

N-1 .

1 Y k0 GokAkmi2, 7R — iX0L2mi2,T R | X, D)

@ 1o Ts = - k=0 ) ’ () = s/ F 5J eld)X
" 2 ; X:zw:ﬂ g )‘m+2,72 - )\m+2,5 + 7](]) MRS
N— .
- Zk:()l Go,kAk,m+2,R,$ - lxoLz,m+2,R,S FX’j 6i¢(§)
)\m,T - )\m,R + 77(]) TR
1 N-1 )
-3 { S e Armiars — ie§g>Lz,m+z,T,s} . (2.84)
k=0

Os autovalores corrigidos sao definidos por

A = Am 7 + Vi + 0 (2.85)

m m

ou seja, os shifts de ressonancia sao de suma importancia para o ajuste fino da frequéncia
ressonante de modulacao.

No préximo capitulo aplicaremos a equacao (2.83) para o caso de um tnico qubit intera-
gindo com um modo da cavidade, como acontece no caso mais simples e marcante de EDQc.
Os coeficientes definidos neste capitulo serao calculados nos apéndices e indicados no desen-
volvimento do trabalho, o que possibilitard dar valores as taxas de acoplamento e autovalores
corrigidos. Assim, o préximo capitulo serd de analises fisicas usando o ferramentario obtido no

atual capitulo.
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Capitulo 3

Regime dispersivo: ECD e similares

Neste capitulo consideraremos que o Hamiltoniano (2.7) tratard o caso mais fundamental N = 1,
quando consideramos um tunico qubit interagindo com o campo. A simples interacdo entre a luz
e a matéria estard sob condigoes nao-estaciondrias, pois consideramos que todos os parametros
do sistema X = {w,, g, x,d} sdo elementos com pequenas modulacoes temporais, prescritas
externamente pelas fungoes fx. A motivacdo para considerar o sistema nao-estacionério para
um unico qubit é baseada no desenvolvimento da Eletrodinamica Quéantica de Circuitos (EDQc)
[37-41], drea que estuda a interacao luz-matéria, considerando um atomo artificial acoplado a
um ressonador unidimensional de linha de transmissao (cavidade). A EDQc é implementada em
um ambiente de estado sélido com alto grau de controle dos componentes, o que permite que as
propriedades do sistema como a cavidade e qubit sejam modulados temporalmente por campos
elétrico ou magnético externos ou por um bombeio classico de luz coerente, como exemplificado
no modelo apresentado pela figura 1.1.

O controle sobre os parametros do sistema nos possibilita modular a frequéncia 77(j ) de acordo
com as frequéncias ressonantes do sistema composto atomo-campo. As aplicagoes recorrentes ao
sistema adotado podem ser vistas em efeitos como: criagdo de pares de fétons (ECD) para um
qubit no estado fundamental ou excitado; quando considerado o regime ressonante acoplaremos
estados emaranhados |¢,.s) = % {lg,n) £ |e,n —1)}; um novo efeito também é encontrado,
onde um par de excitagoes é aniquilado devido a modulacao de um ou todos os parametros do
sistema, no que chamamos de Anti-efeito Casimir dindmico (AECD). Outros efeitos também
serao descritos posteriormente.

No capitulo anterior descrevemos a formulacao matematica apropriada a EDQc nao-estacionaria,
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onde o principal resultado foi apresentado por (2.83) e que serve como equagao piloto para descre-
ver toda dindmica do sistema. Escrevemos a fungao de onda (2.11) apropriada ao Hamiltoniano

(2.7). No entanto, iremos propor uma fungao onda expandida e equivalente a (2.11)

(1)) = e 0by(8) o) + Y > e b, s(8) | on.s)- (3.1)

n=1 S+
A equagao (3.1) é corresponde ao modelo de Jaynes-Cummings (JC) e para simplificar a notacao
omitimos pequenas correcoes a esta equagao vistas no capitulo anterior. O coeficiente b, s
representa a amplitude de probabilidade dos estados vestidos |y, s) € 0s termos 5\0 e 5\,%3 sao
autovalores corrigidos de JC e definidos em (2.85). A dindmica do modelo de JC é governada

pelo Hamiltoniano

Hyc = woir + Qo le) {e] + go (a@ +aTc},>. (3.2)

Os autovalores de (3.2) sao obtidos na formulagao dos estados vestidos (EV) (apéndice B) e sao
escritos como

An,s = won — % + 8%, (3.3)
onde B, = /A2 +4ggn, e definimos como termo de dissintonia entre dtomo-campo A_ =
wo — o, sendo o indice S = +. Para o estado fundamental temos \g = 0.

Analisaremos dois possiveis regimes quando comparamos a frequéncia de acoplamento atomo-
campo go com o termo de dissintonia A_: se considerado que gy > |A_|, em particular A_ = 0,
estaremos na formulacao do regime ressonante (RR); se considerado que |[A_|/2 > |go|v/n

teremos o limite de % < 1, adotando o regime dispersivo (RD). Em uma formulagao mais

geral os KV sdo escritos como
on,s) = snslg,n) + cnsle,n —1) (3.4)

lv0) = 19,0) ,

sendo definidos os coeficientes
Bn + A

290/

0,~0 = arctan

Sp4+ = sinby; s, _ =cosb,

Cn+ = cosbp; cp_— = —sinb,.
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Neste capitulo adotaremos os limites do RD, considerando todas suas possiveis implicacoes.
A anélise referente ao RR serd feita em capitulo posterior. Quando consideramos o RD (toda

formulagdo de RD e RR é encontrada no apéndice I) aproximamos o termo de 3, como

5ngm_\{1+2z‘; 22‘1 +4§% 3}. (3.5)

O termo proporcional a n posteriormente serd relacionado a um shift de ressonancia, enquanto os
termos de ordem mais alta serao interpretados como coeficientes de nao-linearidades, por serem
termos de ordem mais alta de gOA—\/ﬁ. Outros shifts de ressonancia aparecerao, sendo derivados

de termos presentes no Hamiltoniano (2.7), e estao descriminados abaixo

2 4 4 2 4 2 ) 2 ‘ ‘
5i:gioaa:gi?ﬂ’a 29% = 2a 9%75x:ﬁ: X0 %ﬁ’
Ai A® A® A~ A+ 2w — A wo 2wy + 77( )
(3.6)
Referente a A4 podemos escrever
AL =wy+ Qo =2wy — A_ (37)
2wy + A_ = 3wy — Qp. (38)

No RD, podemos fazer duas consideracoes fundamentais referentes ao termo de dissintonia:
considerar A_ > 0 ou A_ < 0. Para simplificar a notagdo introduzimos a definicaio D =
A_/|A_|, que denominaremos como simbolo de dissintonia.

Na equagao piloto (2.83), a resposta sobre a dinamica do sistema, como por exemplo, os
valores de ressonéncia para 19 estdo contidas nos termos exponenciais. A diferenca entre
os autovalores corrigidos S\mg— — S\m,g (j& que o valor exato depende do SFN) fornecerd um
valor aproximado de ressonancia para n(j). Ademais, calcularemos os valores dos coeficientes de
acoplamento ©,,127.s definidos em (2.84). O valor da taxa de acoplamento estara de acordo
com cada valor de ressonancia de /). Quando escolhemos os valores T, S = £D, cada coeficiente
de acoplamento servira para indicar um fenémeno fisico, que estara de acordo com as possiveis
transigoes entre =D <> £D (no apéndice J sao calculados os autovalores corrigidos e coeficientes
para o RR e RD).

Calcularemos inicialmente a equacdo (2.84) escolhendo m = 0, representando o coeficiente

para o estado de vacuo

1 goMNo2 7R —iXoL22T R X @)
ours = 3 Y {* IR e
2 R=+ X=w,,g )\2’R )\2’8 + 77(])

—3 { (j)Ao,z,Ts — eV )L2,2T,s} . (3.9)
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Também consideraremos a menor ordem de gi\/m. Quando substituimos os valores dos coefi-
cientes Ay 42,77 € Lo mio, 7,5 Na equacao acima (os coeficientes sao encontrados no apéndice

I), obtemos

2
o— + QiXQ (%)

_ 1 d— — ixo ()
©27p = 3V2 70 2 et AL ENEIR
1 5_—ixo g2 . O-7F 22X0
VG i, U W 1
+2\[ nl@) A% 460 + A_ — 77(] (3.10)
1 o_ — X0 90 go + 2ZXOA (]) 90 )
t5Vv2 <4 09 A_| T 46+ A_ 40 Eg A
o 1 GoR- —iXo gy 9o+ 2ixoR-
S T N O VR 6
1 GoR- —iXo gy 9o+ 2ixoR- (3.11)
400 + A_ + T](j) A_ 77(] :
g 2
.
L[y Ao 02 (2 7) 0 1 L0 gl B0
2 460 + A_ + 77(]) 7’(]) 9 2 XA

Os coeficientes para m > 0 sao (ver apéndice I)

goAomi2, 7R — iXoLomi2,T R X,] i¢
Omiars = g3 B PR A TR e
R Xewilg Am4+2,R — Am42,5 + 1

~ gohom+2,R,s — ixoLomiaR,s IR }

)\m,’T - )\m,R + 77(]) TR
1 o
—3 {8@3)A07m+2,7,3 - Zagg)Lz,erz,T,s} . (3.12)

Escolhendo & = £+D e substituindo os valores de I';;, 7.5, Agm+2,7.s € Lam+27.s (de acordo

com o RD, apéndice I) escreveremos os possiveis coeficientes oriundos de (3.12)

1 9 A_ + 2p0) G)
Om+i2p-D = 290vm+173{—< X0 kel +1> fw_

A +q0) A nv)
. () ) ()
[2ixo Qe 20 e 2]
{A Pl 1] ot |:ZA o 1] i (3.13)
] 9% ,7(1) —3A_ 5( )
®m+2,7'D,'D = §D\/m (m + 2) (m + 1)5*K (n(j) — A ) 7](3)

e i WCRL (3.14)

9 + A Eg) 3A_ —p0) 5§j)
n@) —A_n@  pl) —A_ go
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Om+2DD = %\/(m +2)(m+1) { [(5_ ﬂ(jr)’(Z;(;) 2_AA_) — 2%] gg)
: ()
+;5(1+?£v(m§iA)
217%)_— Z(j) B n(j)%imA - (n(j)77—(j)2ﬁ> 004 ;iggg')} (3.15)
1 @ +2a_ | Y
Om+42,-D,-D = QW{— [ NCOEYS) + 2ix0 o) (3.16)
_ [1 + Zixo] 5 n(jf%) —+ (19 — 28 —2ixo) (77(J)6—_A_)Eggj]) + iggp} .

Para calcular a diferenca entre as autoenergias corrigidas S\m,r — S\m’g, devemos lembrar a
definicao feita em (2.85)

Y 1 2
A, T = Am, T + V7(n,)7’ + V7(n,)7’>

para as definigoes (2.71) e (2.80). Continuaremos com a menor ordem de £%./m e negligencia-

remos os shifts de ressonancia da ordem ~ me?] /wo, obtendo

L
(1) __ "
VmEU,’T - 4 ; wo + n(j) (3.17)
1 1
%2=—{&+4&+2%} (3.18)
(2) 1 1
Vm>O,D = — (m + 1) 5+ + (m+ 5 5X + 5 (2m + 1) 65)( (319)
2 _ 1 1
Um>0,—D - Y (m - 1) 6+ +({m— 5 5X + 5 (2m — 1) 55)( . (320)

Os autovalores de JC sao bem conhecidos e no RD sao escritos como

Am,D R wom + 0_m — am? + agm? (3.21)

Am,—D R wom —A_ —6_m+ amn?® — azm?. (3.22)

Com os resultados de (3.17)-(3.22), escolhendo & = £D, a definigao (2.85) torna-se

1 1
Am=0.p = wom + 6_m — am?® + azm® — (m + 1) 6} — (m + 2) oy — 3 (2m+1)6., (3.23)
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3.1 Efeito Casimir Dinamico 7" ~ 2wy 47

A0 = worn — A_ —6_m+am? —asm®+(m — 1) 65 — <m - ;) 5X—% (2m — 1)6... (3.24)

(1)

O shift de frequéncia v m>0.T devido ao bombeio classico é constante no RD, sendo negligenciado

no célculo. Para o estado fundamental a autofrequéncia corrigida é escrita como
Yo (1) (2)
Ao,p = Ao,p + Vo p + Voo

tornando-se

~ 1 1
Aop = —04 — §5x - §5ax-

Temos toda formulagao necessaria ao RD, com isso calcularemos os possiveis efeitos de acordo

com os possiveis valores de 17,

3.1 Efeito Casimir Dinamico 1" ~ 2w

O efeito Casimir dindmico (ECD) é um fenémeno relacionado com a criagdo de fétons em
cavidades, que ocorre quando alteramos a geometria da cavidade ou suas propriedades materiais
de acordo com uma modulacao temporal prescrita externamente. Por ser um efeito ressonante,
a literetura prediz que a ressonancia natural do ECD é em torno de n(?) ~ 2w [17], sendo wo
a frequéncia da cavidade. Para analisar o ECD na arquitetura da EDQc, vamos considerar que
existe uma unica modulacao externa, n(D ). Assim, escreveremos (2.83) de maneira apropriada

para a modulagao em questao, temos

. (D)9 _ Y _ (D)
b, = Z @7(7717+2 TEJO) it(Am+2,8 =71 )bm+273 (1)
(D)~ * ) _
_ Z @m e ~2wo) zt(Am T—Am—2,8 ﬂ(D))bm_Q’S (t). (3.25)

A dindmica do ECD serd extraida dos termos exponenciais de (3.25) que apresentam em seus
argumentos as quantidades A\p428 — A7 € A7 — A—2.s. Baseado na diferenca entre os
autovalores corrigidos, escreveremos as diferencas sem as corregoes. Considerando 7,5 = +D

teremos

AmioD — Amp = 2wo + 20 —a | (m +2)* + mQ] + ag [(m +2)% - mg} :
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3.1 Efeito Casimir Dinamico 7" ~ 2wy 48

Considerando a menor ordem em £°-/m temos as possiveis diferencas de auto-valores e calcu-

lamos as possiveis diferencas

12

>\m+2,D - )\m,D 2 (WO + 57)

[

)\m+2’_p — )‘WLD 2wg — A_ —26_ (m + 1)

1

Am+27p — )\m7_p 200 + A_ +26_ (m + 1)

1

Am42,-D — Am,—D 2 (wo—6-).

Dentre as diferencas apresentadas acima, as que podemos aproximar ao valor de ressonancia

n®P) sdo as diferencas que acoplam os estados D <> D e —D <+ —D.
No RD os EV sao representados por (em primeira ordem de {>/m)
90
o) = {lam) + 22 irle,m - 1)}
e

om0) =~ {lem 1) = 2 ilgm)}.

Em ordem zero de {%/m, teremos aproximadamente
|<pm,D> = |g,m>7 |()0m,7'D> = _D|€am - 1> (326)

Com os EV aproximados, podemos analisar o ECD de duas maneiras possiveis: a primeira é
dizer que em (3.25) s6 havera acoplamento entre os coeficientes by, p <+ by+2p, com o qubit
partindo do estado fundamental de acordo com (3.26) (para tal acoplamento denominaremos o
comportamento ECDg); a segunda anédlise consiste em considerar que havera acoplamento
somente entre os coeficientes b,, _p <+ by,42 _p, com qubit partindo do estado excitado de acordo
com (3.26) (comportamento ECDe).

Os coeficientes de acoplamento apropriados a (3.25) serdo calculados ao considerarmos a
(D)

frequéncia de modulagao n'”) ~ 2wy. Realizaremos aproximagoes como xo/wp < 1 e esceveremos

(3.10), (3.11) e (3.13)-(3.16) de acordo com a modulagdo em questao, obtendo

(D) (D)
(D) adug) 1 QX0 Ew 0- (D) 2000-¢gq4 . (D
ol )~ V2 <— > oo =) I 4D 3.27
2.7.D 2 Ar o_ )% TALTY T AL g (3:27)
(D) 2w 1 go dixo 1 g o, 1 , 90
@S},_D ? “lw <1 N > e - 527005& )+ §5§D) + ZE&D)K (3.28)
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3.1 Efeito Casimir Dinamico 7" ~ 2wy 49

(D) (D) (D)
(H(D)ZQWO) ]_ QO EQ 25 Q 5 . (D)
~ = 1 2y (20 _ X0 5 3
Opt2DD 2\/(m+ ) (m +2) A, 5_ d o +9 AL AL + ie},
(3:29)
(D)z W 1 4 1
@fjﬂpf_g) ~DVm + 1 {—45)2 (1 + ZAX_O> D) _ 52wO D) 4 25“’) +ieD) go_ } (3.30)
(D) (D) (D)
(nPm2w0) 1 g0 | ew en g
@m+2,—D,D ~ D\/m (m+1)(m+2)0- A 2w + 20 " (3.31)

(D) (D) (D)
(77<D)%2w0) - } _ QO . Ew _ €Q Qo(;, Eg . (D)
@m+27*D,*D ~ 2 m (m + 1) 0 A+ + X0 o o A+ +2 A+ o + 18y

(3.32)

3.1.1 Comportamento para o efeito Casimir dinamico funda-
mental (ECDg)

Escreveremos (3.25) escolhendo 7 =D

(nP)~2w0)

. _ ¢ _~ _ (D)
b = em+2DS it(Amt2,8—Am, 71 >bm+2,5 (t)
n(D) 2w A Y _ (D)
- mSD 0) * it (A, 7=Am—2,5—n )bm—Q,S (t). (3.33)

Na equagao acima, expandiremos o somatério ) ¢ escolhendo S = +D

B (nw)zzwo)e_it(;mﬁp_im,p—n(m)b

bm,D - m+2,D,D m—+2,D (t)
) a2 e -
+@1(n+2 D, w;))e_lt(xm“’p_km’*p_"w))bm+2,—D (t)
(D) - -
(n (D)MWO)* it (A p—A e
_@m,—’D7’D e m, D m—2,—D 1] bWL72,7D (t) . (334)

Das diferencas jé calculadas entre os autovalores de JC (voltando a considerar ordens mais altas
em R%-+/m), percebemos que somente as diferengas que indicam acoplamento entre D < D
estarao dentro da ressonancia apropriada ao ECD. Porém, iremos corrigir o valor de ressonancia
escrevendo nP) ~ 2 (wo + 0_). Portanto, na equagao (3.34), somente alguns termos exponenciais
estardo em ressonancia para o regime do ECDg, com isso, os termos fora de ressonancia serao
considerados de alta frequéncia. Assim, usaremos o método da RWA para eliminar os termos
fora de ressonancia. Ao comparar os valores das exponenciais de (3.34) com seus respectivos

coeficientes de acoplamento, escrevemos as aproximacoes
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3.1 Efeito Casimir Dinamico 7" ~ 2wy 50

(n(D)z2w0> (ﬂ(D)%QUJQ) (T](D)QJQOJ()) (n(D)ZQWO)
m+2,D,—D 6m+2,7’D,’D ®m+2,7D,7D 2,7,—D
<1 3.35
AT 0 AT 0 Bl A ’ (33

e com o processo do SFN estimamos os valores

P 2200 2 NP r2u0) ) 2 NP r2u0) \ 2 nPa2uo) ) 2
(Civrety I Gl B Ol S I O
O (Av) ~

, , , 3.36
A_ A_ J_ A_ (3-36)
Com as aproximagoes (3.34) torna-se
. (D) a2 . .
bmp =~ 7(7;7+2,D7107JO)eizt(/\"”w7/\"“D7W(D))bm+2,D (t)
D)m2wo )% (% & _ (D)
_@7(72&2) wo) ezt()\m,v Am—2,0—1 )bm—Q,D (t) ) (3_37)

A equacao diferencial (3.37) descreve a dinamica do ECDg. Os coeficientes de acoplamento

contidos na equagao (3.37) sao definidos por (3.29). No coeficiente, seu valor é acompanhado de

V/(m + 1) (m + 2), que aparece quando aplicamos a? em |m).

Com o regime ECDg podemos de acordo com a modulacdo de (), criar novos estados
quanticos, que se acoplam da seguinte forma |, p) <> |@m+2p). Em cada acoplamento entre
novos estados teremos a criacdo e aniquilacao de pares de excitagoes m. Como aproximamos
lom. D) = |g,m) o efeito sempre serd entre estados de excitacao atomica fundamental, variando
somente o estado de Fock |m). O acoplamento ¢, p) <> |¢@m+2,p) quando m = 0 é visto como
lg,0) <> |g,2) e evidenciando a criacao de pares de fétons quando os estados sao acoplados.

Definiremos nova forma para a amplitude de probabilidade: by, p (t) = cm>o(t) € bo (1) =
co (t) (os coeficientes para o estado fundamental sdo by (t) = by p (t) e bo,—p (t) = 0). Escrevemos

(3.37) seguindo as novas definicoes

(D) ~2 (3 < (D)o . -
Cm = @7()’?—‘,-2 D ;O)efzt(A’rTH»Q,D*)"m,D*T](D))Cm+2 (t) _ (,_)’r(nnD D wO)*elt(Am,Df)\anZD*n(D))Cm_2 (t) .

(3.38)

Calcularemos a diferencga entre os autovalores corrigidos contidos nas exponenciais de (3.38)

Am42,D = Am.p = 2w +20_ — 204 — 26, —20., —4a (m + 1) +2a3 (m + 2)° +2a3 [4m? + 6m + 4] .
Portanto, definiremos definiremos frequéncia efetiva para a cavidade
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3.1 Efeito Casimir Dinamico 7" ~ 2wy 51

wg = (wo 40— — 04 — by — 0, ) - (3.39)

Reescrevendo a diferenga entre as auto frequéncias corrigidas, teremos

Am+2,D — Am,D = 2wy — « {(m +2)% + mﬂ + ag [(m +2)% —m?|,

o valor da diferenca S\mp — S\m_27p é obtido por processo idéntico. Assim, a equacao (3.38)

torna-se

_ o(Mm2w0) it(20g—a[(m+2)>+m?] +as[(m+2)° ~m?] (D))

¢m = On0pp Cm2 (1)
QUm0 it (g —almi—(m-2)" tas[m? ~m=2"] 1 P) ) (3.40)

Com o desejo de otimizar a dinadmica do regime ECDg, escreveremos 1”) como
NP =2 (wy (), (3.41)

onde definimos o parametro ¢ como um parametro de ajuste fino. O ajuste do parametro tera
como fungao a otimizacao do nimero de fétons criados dentro da cavidade. A frequéncia natural
do ECD como dito anteriormente oscila em torno de 2wy, e em (3.41) a presenca dos termos wy
e ( aparece devido a outros subsistemas que sao colocados dentro da cavidade e aproximacgoes

adotadas. Substituindo (3.41) em (3.40), obtemos

_ om2w0) _it(2¢—of(m+2)* +m?] +as|(m+2)>~m?))

¢m = Oni0pp Cm+2 (1)
(D) 2000 )% ;
QU o) ir(2—afm~(m-2 " ras[md= (-2, (7). (3.42)

Escreveremos o coeficiente 0,19 para m > 0 em funcao de nova defini¢ao

~ (D) (D) (D)
(n(D>z2w0) B 7.97+ _ & - ZXio Ew €Q - 2905, Eg . (D)
Opiopp = 5 V(m+1)(m+2), 9, = A, D 5_ o +0_ AL N +iel”).
(3.43)

Usando as defini¢es de (3.43) em (3.42), escrevemos 04 = [J4] "%+ e 9% = |94 | e **+. Portanto,

chegamos a equacao final para o regime ECDg

PR |192+| {€i¢+ \/(m 1) (m+ 2)6—1'15(2(—(1[(m+2)2+m2]+a3[(m+2)3_m3])cm+2 (1)
—e %\ /m (m — 1)eit(2§_a[m2_(m_2)2]+a3 [ =m=2)¢,. (t)} ; (3.44)

onde o resultado de (3.44) é valido nos limites de aproximagao dada por (3.35).
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3.1 Efeito Casimir Dinamico 7" ~ 2wy 52

Hamiltoniano efetivo

Desejamos escrever um Hamiltoniano efetivo, onde possamos descrever a dinamica do regime

ECDg de maneira mais intuitiva. Para tal, escreveremos um a fungao onda expandida |¥)

Z exp {—Zt [zlm + zom? + z4m ] } em (1) Im), (3.45)

m=0

sendo |m) o estado de Fock e ¢, (t) coeficiente relativo a amplitude de probabilidade. Os
coeficientes z1, z2 e 23 sdo parametros que serao definidos posteriormente. Um Hamiltoniano

apropriado para a funcao de onda é escrito como
N PN ar A\ 2 NN st 9 59 9
Hepp = 21578 + 2 (818) 4 24 (S19) " iz (§12e720 — G225 (3.46)

onde A = Sei# ¢ AT = STe~i% 30 operadores bosonicos analogos a a (aT) e que quando aplicado
ao estado de Fock |n) resulta em S|n) = \/n|n — 1); outra propriedade dita é ST S |n) = n|n).

Utilizando o formalismo de Schrédinger, escrevemos

FS0) = Hogglu (). (3.47)

Substituindo (3.45) e (3.46) em (3.47) e fazendo as devidas operagoes teremos

oo
S ettt ) = e [T 0) (1)
n=0

X Z e*it[m (n+2)+22(n+2)2+24("+2)3]Cn+2 (t) [n +2)
n=0

—2'23 9?6\ /(n—1)n

" Z et D+t 2 D (1) [ — 2).(3.48)

Multiplicaremos por (m/| e dividiremos a equacao acima por exp {—it [zlm + zom? + 24m3} },
utilizaremos a definicdo do delta (m|n) = 6,,,. Assim, encontramos equacao diferencial para

amplitude de probabilidade

bm = —23 {62iz6 \/(m n 2) (m n l)e—it(2z1+z2[(m+2)2—m2]+z4[(m+2)3—m3])cm+2 (t)

e~ 2% (m — 1) meit(2zl+zg [m2—(m—2)2]+z4[mg—(m—Q)S])cm_2 (t)} ) (349)
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3.1 Efeito Casimir Dinamico 7" ~ 2wy 53

Comparando o resultado encontrado em (3.49) com o resultado de (3.44) escolheremos apropri-

adamente os parametros

|9+ _OrtT

:C722:a723: 2 , R4 = (3, 26 = 2

Com os valores apresentados acima escreveremos o Hamiltoniano efetivo (3.46) como

. e n e A\ 2 e\ 3 .

Hepp = ¢ (ATA) + o (47A)" + 0y (ATA) 41 1 2*' (472 - 4%). (3.50)
O Hamiltoniano efetivo apresentado em (3.50) é bastante estudado em Optica Quantica Nao
Linear, por caracterizar a amplificacao paramétrica da luz e efeitos nao lineares como o efeito

Kerr. Mais discussoes sobre o Hamiltoniano serao introduzidas no capitulo seguinte, quando

descreveremos um 7oy Model microscépico para o efeito ECD.

3.1.2 Comportamento para o efeito Casimir dinamico excitado

(ECDe)

Para o regime ECDe consideraremos o qubit inicialmente no estado excitado. Usaremos todos

os coeficientes calculados nas equagoes (3.27)-(3.32). A frequéncia de modulagao seguira a

ressonancia 7(P) ~ 2wg. Para a equacio (3.25) escolheremos o valor de 7 = —D, obtendo
b,—p = Z; @Sjrz)f;w%)e*“(;\"m’ﬁ*S‘"LfD’”(D))bm+2,D (t)
+ 3 O e tOmia oo My (1)
S b b
B T A,

as diferencas entre os autovalores corrigidos ja sao calculadas e extraimos o valor de ressonancia
7P ~ 2(wy —6_). Ao comparar o limite de ressonancia com as diferencas dos autovalores
corrigidos, perceberemos que havera acoplamento entre —D <+ — D. Utilizaremos o método da

RWA para eliminarmos os termos fora de ressonancia, procedemos com as aproximagoes

(1x20) | [ (1 P2200) | |y (1P20)| | v
m—+2,—D,D m—+2,D,—D m~+2,D,D 2.T,D
<1 3.52
AT AT B ’ (3:52)
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3.1 Efeito Casimir Dinamico 7" ~ 2wy 54

com o método do SFN escrevemos as estimativas

1P 20 ? 7P ~2wp) ? nP) ~2uw 2 N 2
(67(%27@0)) (@7(n+2,D,D > 67(n+2,D,D ) (@g"(TD;;z“O))
O (Av) ~ T, '

A ' A ’ o_ ’ 0_

Assim, escrevemos (3.51) de forma aproximada, temos

(n(D) z2w0)

bm7_’D ~ 42D _Defit(j\nL#»Q,*D75\77L,7D777(D))bm+27_D (t)
(D) ~2 Y 3
_@gﬁpﬁg)*ezt(xm,fp—Amfg,fp—nw))bm_Qv_D (). (3.53)

A equacao diferencial (3.53) descreve a dinamica do regime ECDe. Os coeficientes de acopla-
mento contidos em (3.53) sao encontrados em (3.29) e em seu valor encontramos a quantidade
(m + 1) m que surgem divido aplicarmos a'? em |m — 1).

Os possiveis acoplamentos entre os estados quanticos no regime ECDe podem ser escritos
como [P, —p) <> |pmt2,—p), confirmando a criacdo de pares de excitacoes entre as transi¢oes
dos estados. No RD aproximamos |, —p) =~ —Dle, m — 1), assim, concluimos que todos os aco-
plamentos serao entre qubits com estados atomicos excitados. Por exemplo, quando escolhemos
m = 1teremos |e,0) <> |e,2), o que representa a criacao de fétons do vacuo, porém condicio-
nada a presenca do qubit em estado excitado. Portanto, escrevemos a equacao diferencial para

o regime ECDe

. (W(D)QQWO)

bm=0-D = @mHﬁDﬁDe—it(imwﬁD—Xm,fp—n<D>)bm%_D )
(D)2 (3 X
_@g’_p’_%o)*ezt(xm,fp—xmfz,w—n“”)bmeﬁD (). (3.54)

Para obter andlise completa sobre a dinamica, calcularemos a diferenga Ay, 12 —p — A, —p escrita

como

Amt2,-D — Am,—p = 2wo — 20— + 264 — 25, — 25, +a [(m + 2)2 - mﬂ — g [(m + 2)3 — m3] ,

(3.55)
onde definimos a frequéncia efetiva
we = (wo— 0+ 04 — 0y —0c, ) - (3.56)
Com isso, teremos
S\m+2,_p — 5\m7_1) = 2w, +« [(m + 2)2 + mQ} — ag [(m + 2)3 — m3] , (3.57)
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o termo ;\m7_p — /N\m_gv_p tem valor semelhante ao resultado anterior.
Definindo C, (t) = bmy1.—p (1) (consideraremos aproximadamente que C, (t) corresponde

ao estado |e, m) com dtomo excitado e nimero de fétons m), a equagao (3.54) torna-se

. 1 . -
Cm = 5\/(m 1) (m + 2)0_e tOmis—p=Amr o) ()
,% i = 1) e Crnsr, =000 P) o0 gy (3.58)

onde definimos

— (D) 22w 1
Opte = 97(:4-2,_@,3)1) = 5\/(m +1)(m+2)6-
Qo . ) eP) sgzD) Qod_ 5§D) D
0. = —(0—+1 —0_ +2 +ieP) L
{ < AT g Ay Ar 9o X

As autoenergias corrigidas e apresentadas nas exponenciais de (3.58) sao escritas como
Amt3,-D — Amt1,-D = 2w + 4a (m + 2) — 2as (3m? + 12m + 13) .

Igualmente ao regime ECDg escreveremos a frequéncia de modulacéo ) como

) =2 (w. - (), (3.59)

onde definimos o parametro de ajuste fino (. Substituiremos (3.59) em (3.58) e escreveremos
6_ =|0_|e% e 0" =|0_| e "-. Portanto, escreveremos a equacio que descrevera a dinamica
do regime ECDe

Cn = oo 1yt ettt 2on a8 6, 1

et = et )c, ). 3.60

A equagao obtida sempre serd valida nos limites de aproximagao encontrados em (3.52).

Hamiltoniano efetivo

Para obter o Hamiltoniano efetivo ao regime em questao, seguiremos os mesmos passos utilizados

para obter (3.50). Consideraremos a para a fun¢ao de onda expandida

W) = Z exp {—it [z1m + 2om® + zam®] } Cyy, (2) Im). (3.61)

m=0

!Para o regime ECDe sempre adotaremos m > 0

95



3.2 Comportamento Anti-efeito Casimir dinamico (AECD) 56

Ao substituirmos (3.46) e (3.61) em (3.47) e com manipulagdes teremos equagao semelhante a

(3.49) (a diferenga estd entre C), (t) e ¢, (t)), escrevemos

G = 2 {3€2i26\/(m+2) (m+ 1)e—it(2(21—222+3Z4)+4(22—324)(m+2)+224(3m2+12m+13))Cm+2 (t)

e~ 2i%6 meit@(zl—27;2—}—324)—&-4771(2’2—32’4)—&—224(3m2+1))Cm_2 (t)} ) (362)
Ao compararmos (3.62) com (3.60) escolhemos apropriadamente os valores

(=1(21—2204+324), a=(220—3z4),a3=— 24

v _
21 = ((+2a— 3a3), 22 = a — 3as, 2/3):‘27 24 = —as, 26:¢ 2+7r.

Assim, escrevemos o Hamiltoniano efetivo para o regime ECDe

A~

Hepp = (C+2a — 3a3) ATA + (a — 3a3) (AUi)Q — a3 (ATA)3 + i‘i“ (ATQ - /12) . (3.63)

O resultado de (3.63) se assemelha ao de (3.50), porém algumas constantes se diferem. Apesar de
ter como caracteristica a criacao de pares de fétons, o Hamiltoniano tem dinamica quantitativa
diferente de (3.50) devido a diferenga no valor eficaz da “frequéncia da cavidade”, dado pelo

primeiro termo do LD da equagao (3.63).

3.2 Comportamento Anti-efeito Casimir dindmico (AECD)

Partiremos da equagao (3.25) para descrever um novo efeito que demoninaremos de anti-efeito

Casimir dinamico (AECD). Consideraremos que a frequéncia de modulc¢ao serd em torno de

AC)

77( ~ 2wy + A_. Relembrando as diferengas entre as autoenergias apropriadas para (3.25) e

calculadas no desenvolvimento do ECDg, percebemos que somente a diferenca entre autovalores

(AC)

que acoplam —D <> D estard de acordo com a ressonancia dada a 7 . Os coeficientes de

(40

acoplamento para a frequéncia ~ 2wy + A_ serao

(AC) (AC) (AC)
(AC) a0 LA _ (
@7(127+2,—D?D0+A )~ %D\/m (m+1) (m+2)5_ > {8 L g } {1 + go}

A_ | 2wy 2wo wo 90 A_
(3.64)
. (AC) (AC) (AC)
(N4 ~2wp+A_) 1 AL 2ixo Ew €q AN S . (AQ)
~ = )4 —|=— - — 0—
@m+2,—D7—D QW 2wo N o_ g 2wo ’ 2wy " 2wo 9o T
(3.65)
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(n(AC) ~2wo+A— )
m—+2,D,—D

~
~

+

1 4Xo
290%’”“{_ {H A_| A0 T A0 T gy A

(AC)  _(AC)  _(4C) (40)

i A_] v 0| 9 2% } (3.66)
. (AC) (AC) (AC)

<1 - 2”‘0) IR R = N iE(AC)] .

(A 2w+ A 1
®£n+2,D,D A o 5\/("” +1)(m+2)

o_ 2w ~ 2wy 90 X

Escreveremos a equagao (3.25) escolhendo apropriadamente 7 = —D teremos

(n(AC’) ~2wo+A ) e_it(j\

bm-D = Oz _pp er2‘D_S"”’*D_”(AC))bm+2,D (t)
o i b
_ ’I(TZ(;’C_);ZWOJFA—)*eit(im,_p—xm_Q,D—n(AC))bmiz,D t)
_ gfgif%wow_)*eit(xm,_pfxm_z,_v,nmc>) b D (1) (3.67)

(AC) somente a diferenca Ay, 12 p—Ap,,—p estard de acordo com a ressonancia

Dentro do limite de n
atual. Portanto, haverd somente o acoplamentoentre os coeficientes by, —_p <+ bp,42p. Os demais
coeficientes estarao acompanhados de termos fora da ressonancia. Assim, recorremos ao método

RWA e escrevemos as aproximacoes

(n(Ac)%2wo+A,) (n(Ac)z2w0+A,) (n(Ac)z2w0+A,)
m+2,—D,—D m+2,D,—D m+2,D,D
1 3.68
S V-w Vv E (3:68)

e com o método do SFN temos

@(nmc)zzwﬁA_))Q <@(n(AC>z2wo+A_)>2 ( (n(AC)z2wo+A_)>2

O (Av) ~ (

m—+2,—D,—D m—+2,D,—D m—+2,D,D
3.69
A ’ A ’ A (3:69)
Com isso, escrevemos (3.67) como
. (AC) 9 A_ VAT 3
bm,—p ~ 9£Z+2,7D,;0+ JemitGuann oy b (1), (3.70)

7

O valor da diferenca entre as autoenergias corrigidas Ap420 — Ay, —p €

)

At 20— Am,—p = 2wo+A_—35, 30, +2(5_ — 84) (m+ 1)—a (m2 +(m+ 2)2)—|—a3 (m3 +(m+ 2)3) :
Escreveremos a frequéncia de modulacao m(\?c) de forma corrigida (aqui desprezamos os termos

nao-lineares por simplicidade)

77](\?0) = 2(/\}0 —'—A, — 35)( - 355)( +2(67 _5+) (M+ 1)7
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3.3 Regime Anti-Jaynes Cummings (AJC) 58

sendo M um nudmero inteiro e positivo.
Ao substituir a frequéncia de modulagao em (3.70) escreveremos equacao diferencial para as

amplitudes de probabilidade, sendo

b, —p = Opyo,_ppe W2O-—0)m=M)p o b (1)

. (AC) 2w )%
bm+27’D _ —@,E:+27_,D?,DO+A ) eZt2(67—5+)(m—M)bm’_D (t) ) (371)

O resultado de (3.71) é vélido para os limites de aproximagao dados por (3.68). Quando mo-
dulamos um ou todos os parametros do sistema simultaneamente de acordo com frequéncia de
modulagao com valor n(AC) ~ 2wg + A_, realizamos acoplamento entre as amplitudes de pro-

babilidade b, —p < by42,p. O coeficiente de acoplamento apropriado para a ressonancia n(AC)

é o apresentado em (3.64), que em seu resultado apresenta a quantidade \/m (m + 1) (m + 2),
que implica em destruicao de trés fétons a partir do estado |g, m + 2) acompanhada de criagao
de uma excitagdo atomica (de modo a preservar o cardter de transigdo entre autoestados que
diferem por duas excitagoes).

Quando modulamos o sistema com n(AC) os estados quanticos criados se acoplam da se-
guinte maneira @y, —p) <> |[@mi2p). Por estar na formulacdo do RD, aproximamos os estados
acoplados como |e, M — 1) <+ |g, M + 2). As transigoes entre os estados de fato fornece a inter-
pretacao que trés excitacoes do campo sao destruidas acompanhada da mudanca do estado de
excitacao atomica. Outro modo em que podemos analisar o fenémeno é pelo acoplamento entre
|om. D) < |Pm—2,—p) que fornecerd a informagao |g, M) <> |e, M — 3), evidenciando que pares de
excitagoes sao destruidos e o estado de excitagao do qubit se altera. Portanto, denominaremos
de anti-efeito Casimir Dindmico (AECD) a destrui¢cao de um par de excitagdes. O AECD é
um fenomeno que até entao nao é encontrado na literatura, talvez em parte devido a taxa de

acoplamento muito baixa, que é de terceira ordem em %, como visto na equagao (3.64).

3.3 Regime Anti-Jaynes Cummings (AJC)

O regime Anti JC (AJC) é formulado quando escolhemos a frequéncia de modulagdo como
N ~ 2wy — A_ = Ay. O termo AJC é referente & parte contra girante que encontramos no

Hamiltoniano (2.7) e que representamos como
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ﬁAJC x <&6k,k+1 + @T5k+17k> . (3.72)

Formularemos o regime partindo da equagao (3.25), as diferengas entre as autoenergias foram

calculadas no desenvolvimento do ECDg. Das diferencas inferimos que o regime AJC estara

em ressonancia quando houver acoplamento entre D — —D. Calcularemos os coeficientes de

acoplamento de acordo com 7)) obtendo

; (A) (A)
O F 3 \/§ { [1 5 ] o A, +4- 20y A9 + ie; (3.73)
(A) (A) (A) (4)
(W(A)~A+) ~ 1 1 i4 X0 <€Q Eg '2€X 4
Oyp-p = 590 < < TR A AL g TN (3.74)
: (4) (A)
(mM=Ay) 1 1 9 1— 2ixo Ew Eo~ 90 (A) | i (A)
Omizpp ~5V(m+1)(m+2) e e it e R S D)
(A) (4) (A) (A)
(77<A)%A+) ;X0 Ew £g ey,
ZanD . ‘
Omi2D, go Vm+1 { ( ix ) A A T tix (3.76)
(A) (A) (A)
(U(A)ZAJr) ~ lp 1 9 90 Ew €q Eg
CROPSES 5 vVm (m4+1) (m + )(LA AT AT [ (3.77)

Conhecido os valores dos coeficientes, escreveremos a equacao (3.25) escolhendo 7 =D

De acordo com n(4) ~

n(A)~A+ —zt(S\m+2,D—5\m,D_77(A))b
m—+2,D,D

}:()

B

(n M= it (X X

AL manteremos as diferengas entre as autoenergias que serao ressonante.

m—+2,D (t)

bm+2,-D (1)

n(A)NAJ,-)* zt( m D—S\m*ZD_n(A))bm—Q D (t)

(3.78)

As demais diferengas por serem termos de rédpidas oscilagoes, nos possibilitarao aproximar (3.78)

de acordo com o método da RWA, resultando em aproximagoes

e SFN obtemos

(nM=Ay) ~A (A A (A) o
n ~ ) n ~A )
2D,D ‘®m+2 D, D+ ’@m+2 "D ‘@m—i-Z “plp
7 7 ; < 1, (3.79)
|A4] | A4 |A4] |A4|
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2
(nW=Ay) (DAL 2 (DrAL) 2 (1D ma 2
V)~ , , 7 ‘
A+ A+ A+ AJ’_

Portanto, a equacao diferencial para a amplitude de probabilidade no regime AJC ficara
; (A —it(\ _ _
bnp = O, 5 e e o Rm=n M)y (1), (3.80)

Calculando a diferenca entre as autoenergias corrigidas contida no termo exponencial de (3.80)

Am+2,—D — A, D, €SCTevVemos

Mtz D—Amp = Ap—2(6_ — 64) (m+ 1)—6, 0. +a (m2 + (m+ 2)2) —a3 <m3 +(m+ 2)3) .

(3.81)
Assim, escrevermos n](\?) de maneira corrigida
n\ = Ay —2(6- —6.) (M +1) =6, — 6., (3.82)

com M sendo numero inteiro e nao-negativo. Escreveremos (3.80) substituindo o valor de (3.82)

e por fim obtemos

b, p = O Z )R- (Mmoo (1) (3.83)
bina,—p = QU FA 20— (M () (3.84)

Os resultados obtidos acima sao validos quando considerados os limites de aproximagao apresen-
tados em (3.79). Ao modular o sistema com o valor de frequéncia imposto por 74) acoplamos
somente as amplitudes de probabilidade b, p <+ by, 42 _p. Os estados quanticos se acoplarao
de acordo com |@., p) <> |@m+2,—p). De acordo com os limites do RD escreveremos a transicao
entre os estados |g, M) <> |e, M + 1), assim, interpretamos o regime AJC como um processo de
criacao de unico foton acompanhado da mudanca do estado de excitacao atomica. O coefici-
ente de acoplamento que estard de acordo com a ressonancia A, serd o apresentado em (3.76),
onde identificamos a interpretagao de um unico féton criado quando consideramos a quantidade
vm + 1, que sugere a criacao de uma tinica excitacdo do campo (e para preservar o carater de

transicao por duas excitagoes, o atomo deve ficar excitado no processo).
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3.4 Bombeio Externo classico de 1-féton

O sistema que consideramos pode ser bem representado pela figura 1.1. Sua dinamica é represen-
tada pelo Hamiltoniano (2.7), onde consideramos que todos os parametros do sistema podem ser
modulados no tempo quando inserimos feixes de lasers ou fluxos magnéticos externos, alterando
as propriedades materiais do sistema. Outro caso de modulacao é considerado ao inserirmos o
bombeio classico de luz, o que pode ser implementado de maneira direta em circuitos de mi-
croondas. A parcela do Hamiltoniano apropriado ao bombeio é apresentada como id (dT — d).
Ao analisarmos a equacao (2.83) obtida no capitulo anterior, podemos considerar uma simples

modulacdo da ordem de nF) &~ wy. Assim, escrevemos

. i - . Y 7" _ ()
b1 = 2 Z 23: {EEIJ)LLmH,T,se it(Amt1,5=Am 71" )bm—l—l,S (t)
j

+€[(ij)* T,m,S,Teit()\m’T_S\milys_n(j>)bm_LS (t)} . (3.85)

J& que o bombeio cldssico é o que chamamos de processo de 1-féton (“one-photon process”, em
inglés), acoplaremos somente os coeficientes by, 7 <> by+1.s. As diferencas entre autoenergias

cabiveis a equagao (3.85) serao
Am,D — Am,p =Wo +0_ — [(m +1)? = mﬂ + a3 [(m +1)% - m3] ,
e negligenciando os termos nao lineares a e ag obtemos
Am+41,D — Am, D ~ wo + 0_.
As outras possiveis diferengas sao escritas como

Am41,-D — AmD = Wy — A_—6_(2m+ 1) =Qy—0_ (2m + 1)
)\m-l-l,D - )\m,—D ~ wo+ A_+6_ (2771 + 1)

>\m+1,7D — Am,fD ~ (WO - (5_) .

3.4.1 Comportamento de cavidades no estado fundamental sob
influéncia do bombeio

Ao consideramos as diferencas entre as autoenergias para o caso do bombeio externo, aproxi-
mamos a ressonancia n(p) ~ (wo + 0_). Portanto, acoplaremos somente D«++D. Escrevendo a

equagao (3.85) considerando 7 = D, teremos
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: { —it(A B W ()
p t( Am Am
bnp = 5{551)L1,m+1,D,D6 it(Am1,0= A, o >bm+1,D(t)
p —
+5£l )Ll,erl,D,fD@

+e&p )

it(:\m+1,—D—:\m,D—77<p))bm+1 D (t)

tmppeGmpAm =)y 4 ()

P ¢itCm oAt on®)y (t)} , (3.86)

Na equagao (3.86) substituiremos os valores referentes aos parametros Li,,41,7.5 € Lik,m, ST
(apéndice I) na formula¢ao do RD. Com isso, escrevemos

b = %{E((ip) /r_i_1e—z‘t(5\m+1,p—5\m,v—n("))bmﬂp (t)

+ef age e o (0

+€((ip)* meit(im,pf;\m—l,D*n@))bm_LD (t)} . (3.87)

Na equacao acima eliminaremos os termos que estarao fora da ressonancia n(p) ~ (wo+9d-).
Utilizando o protocolo da RWA, escrevemos

P m

5| <L (3.88)

com o SFN estimamos

Portanto, a equagao (3.87) torna-se

b p ~ %{Eép) Il 1e—it(5\m+1,p—5\m,p—n(p))bmHD (t)

_i_E((ip)*\/ﬁez’t(}m,p—;mﬂp—n(m)bm_LD (t)} . (3.89)

Da equagao (3.89) calcularemos a diferenca de autoenergias contida no termo exponencial

)\m+1,D - )\m,D

Amt1D — Amp = wy — a | (m + 1) — mﬂ + ag {(m +1)% - m?’] ,

o termo de wy foi definido previamente em (3.39) quando analisamos o regime ECDg. Escolhe-

mos apropriadamente a frequéncia de modulacao como

n®) = w, — ¢, (3.90)
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sendo ( frequéncia de ajuste fino. Substituindo (3.90) em (3.89), considerando as diferencas entre
as autoenergias corridas e substituindo as defini¢ées ¢y,~0 (1) = byp (t) € ¢o (t) = b (t) = bo,p (1),

teremos

& = % {8((;0) me—it(g—a[(m+1)2—m2]+a3[(m+1)3—m3])cm+1 (t)
+€£ip)*meit(C—a[(m-i-l)Q—mQ]—&-m[(m—&-l)?’—mg])cmfl (t)} . (3.91)

Da equacao (3.89) visualizamos que havera o acoplamento entre os coeficientes by, p <> byt1,p-
Quando modulamos nosso sistema com a frequéncia n®) teremos a geracio de estados quanticos
que se acoplam como |, p) ¢+ |@m+1p). Nos limites que compoe o RD assumimos sem-
pre a menor ordem de {%/m, assim podemos analisar as transicoes entre os estados como
lg,m) <> |g,m £ 1). Assim, interpretamos que na presenca do bombeio externo o qubit per-
manecerd no estado de excitagao fundamental, porém havera a criacao de um tnico foton entre
as transi¢oes dos estados. O efeito é analogo ao encontrado no regime ECDg, porém devido o

termo id (dT — &) geramos transicoes entre estados que se diferem por uma excitagao.

Hamiltoniano Efetivo

Para obter o Hamiltoniano efetivo que descrevera a dinamica contida em (3.91), escrevemos a

definicao (3.45)

o
) = " ettt eantle, (6) m).
m=0

O Hamiltoniano apropriado a fun¢ao de onda sera escrito como

. A e A\ 2 o A\ 3 . .
Hepp = 21ATA + 2 (ATA) 424 (ATA)" +i (5541 - 24). (3.92)
De acordo com o formalismo de Schrédinger, teremos

o0 oo
Z e—it[z1n+z2n2+z4n3]Z-én‘n> _ Z e—it[21(n+1)+zz(n+1)2+z4(n+1)3]iz;mcn+1 (t)In+1)

=Y el a0 e, (1) - 1),
n=0

1t [zl m+zzm2 “+2z4 m3]

Multiplicaremos a equagao acima por (m| e dividiremos por e~ . Utilizaremos

as propriedades do delta (m|n) = 6, e obtemos
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& = — {e—z‘t(z1+z2 [(m+1)2—m2]+z4[(m+1)3—m3})23\/mcm+1 (t)
— it lm om0 om) o (1)) (3.93)

e comparando (3.93) com (3.91), escrevemos

Efip)
=(, » = —a, 2=~y =03

Assim, o Hamiltoniano efetivo torna-se

. A o\ 2 e \3 . .
o= CAVA—a (4TA) 4 ag (ATA) + 5 (74T - P 4). (3.94)
Como era de se esperar o Hamiltoniano efetivo obtido nao contem termos que caracterizara a

amplificacao paramétrica da luz (criacdo de pares de fétons). Uma anélise sobre (3.94) serd

abordada no capitulo seguinte, quando formularmos o Toy Model para o ECD.

3.4.2 Comportamento de cavidades no estado excitado sob in-
fluéncia do bombeio

Dentro das possiveis diferencas entre autovalores para o bombeio externo extraimos a ressonancia

nP) ~ (wp — 6_), que acoplar somente os indices —D <+ —D. Escreveremos (3.85) considerando

. i (5 A n®
b,-p = 2 Z Z {5d L1my1,-ppe “itQmg10=Am o= )bm+1,D (t)
7 S

—it(j\mHﬁD—S\mﬁD—’?(p))b

+€((i )L17m+17_7_)7_7_)€ m+1,—D (t)

+5&p)* T,m,'D,ffDeit(S\mY7D_Xmil’fD_n(p))bm—l,D ()

+E£lp)* imgip’ilpeit()\mﬁp—>\m71,7D—7](P))bmiLip (t)} . (395)
Na equagao (3.95) substituiremos os valores dos coeficientes e obteremos

bop = { (p)\/>e it(Amt1,-D—Am,—D— n(p))bm+1,—D (t)

+€¢(1p)* |§0 |eit()\m,f’D_S\mfl,’D_n(p))bm_L,D (t)

+€l(1p)* meit(im,—D_:\m—l,—D_n@))bmiLip (t)} ' (3.96)
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Utilizando o métoda da RWA, escrevemos a aproximagao

6&1))*\/5}

<1,
0|
e com o SFN estimamos
6(1))*2
O (Av) ~ C(l;

Portanto, equagao (3.96) torna-se
i)m,f’D ~ % {Egp)\/ﬁe_“(:\mﬂv*l’_;\m**”_”(p))bm+1,fD (t)
4P = 1 CmpAmor @)y (t)} . (3.97)

A diferenca entre as autoenergias A, +1,—p — Ay, —p € escrita como

Am41,-D — Xm,,p = We + [(m + 1)2 - mz} — Qs [(m + 1)3 — mﬂ )
Escreveremos n®) de forma corrigida
n®) =w, —¢. (3.98)

sendo we frequéncia efetiva ja definida em (3.56) e ¢ frequéncia de ajuste fino.
Definindo nova amplitude de probabilidade como Cy, (t) = by41,—p (t), onde m > 0. Escre-

veremos a equacao diferencial final para a amplitude de probabilidade

Cn = %{ag”)me—it<<+a<2m+3>—a3<3m2+9m+7>>cm+1 (t)

+€((]lp)*meit(c+a(2m+1)—a3(3m2+3m+1))Cm_l (t)} ' (3.99)

Em (3.97) acoplamos as amplitudes by, —p <> bpy+1,—p. Com isso, concluimos que os estados
quanticos se acoplam como |pp, —p) <> [Pm+1,—p) € dentro dos limites do RD analisamos |e, m —
1) <> |e,m). Portanto concluimos que ha como efeito a criagao de fétons um a um com o estado
atomico inalterado, resultado andlgo ao regime ECDe, sendo o processo guiado por um tnico

foton.

Hamiltoniano efetivo

Escreveremos a fungao de onda (3.61)

U) = exp {—it [z1m + zom® + zam?] } C, (£) [m).

m=0
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Substituiremos (3.92) e (3.61) em (3.47) obteremos equacao semelhante a (3.93) (a diferenga
entre Cy, (t) e ¢, (1))

Crn = —izgy/m 1 Te—((:1=224320)+(22-32) 2m43)+22 (3m? +0m+4 7)) v (t)

g e )G, () 100
Ao comparar (3.100) com (3.99) escolheremos os parametros por comparacao

¢ =(21—2224324), a= (22— 324)

1
1= (C + 20 — 30&3), z2 = (OK — 30[3), 23 = §€&p), 24 = —Q3.

Portanto, o Hamiltoniano efetivo torna-se

PN ar AN\ 2 AL A\ 3 ] ~ ~
Hepp = (C+20—3a3) ATA + (0= 3ag) (AT4) —ag (414) + (741 - P 4) . (3.101)

A equagao (3.101) se assemelha com (3.94), porém as equagoes se diferenciam por algumas
constantes. Mesmo sendo responsével pela criagao de fétons um a um, o Hamiltoniano (3.101)
tem dindmica pouco diferente de (3.94) devido a “frequéncia efetiva da cavidade”diferente, como

visto no primeiro termo do LD da equagao (3.101).

3.4.3 Comportamento de excitacao atomica

Outro efeito pode ser considerado quando extraimos das diferenca entre os autovalores o limite
de ressonancia n®) ~ ), que acoplard somente os indices D <> —D. Escreveremos (3.85)

escolhendo 7 =D

b = 3{5&’0) /7m+16—it(5\m+1,p—5\m,v—n(”))bmﬂp (t)

2
+€Elp) ‘ﬁo ‘e—it(/\m+1,—D_>\m,D_77(p))bm+177D (t)
+€£lp)*\/Eeit(j\mpfxm_lpfn(?))bm_LD (t)} ) (3102)

Na equacao acima eliminaremos os termos que estarao fora da ressonancia n(f”) ~ )y, com o
método da RWA escrevemos as aproximacoes

‘sgp)\/m—l—ll

<1,
A
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com o SFN teremos

£(p)2

Escrevendo 77](\2) de forma corrigida
W =Q— (6. —5,)(2M +1), (3.103)

onde M > 0, obtemos as equacgoes

(P
b o~ O it2(0- =) (M=m)p () (3.104)
i 2 ‘A_‘ )
o (p)*
. 100 )

b1, ~ —%e“%—*ww "M (1) . (3.105)

Com a ressonancia de excitacao atomica acoplamos os coeficientes by, p <+ bp4+1,—p. Os novos
estados quanticos gerados devido ao bombeio externo modulado por 17](\’4)) podem ser visto como
lom D) < |Pm+1,—p). Quando consideramos os limites do RD os estados sdo escritos como
lg,m) <> |e,m). Assim, concluimos que o efeito do bombeio classico serd suave, fazendo apenas

com que os estados atomicos do qubit transitem entre os estados fundamental e excitado, nao

havendo o processo de criacao de fétons.

3.4.4 Comportamento do tipo anti-ECD (AECD)

O dltimo efeito que analisaremos no capitulo sera caracterizado pela frequéncia de modulacao
com limite de ressonancia escrito como n® ~ wy + A_, onde acoplamos os indices —D < D.

Escreveremos (3.85) escolhendo 7 = —D

bop = 5 {ef Vme tOmsp oy (1)

+€£lp)*%eit(im,,p—imq,p—n(”)bm_l,p (t)

B e B A T (t)}. (3.106)

O termo L1 yp+1,—pp ~ 0 (apéndice I). Portanto, a equagao acima também vai a zero, pois todos
os termos exponenciais estao fora da ressonancia n®) ~ wy + A_. Assim, concluimos que para
o bombeio externo nao haverd nunca havera aniquilacao coerente de excitagoes. Isso comprova
que AECD ¢é um fenémeno novo que se deve exclusivamente a modulacao temporal de um dos

trés (ou todos os trés) parametros do sistema: w, £ ou g.
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Capitulo 4

Toy Model ao efeito Casimir

dinamico

Um Toy Model (modelo de brinquedo) para o efeito Casimir dinamico (ECD) é construido a
partir das seguintes consideracoes: ha uma cavidade com paredes fixas e estamos interessados
em um unico modo do campo eletromagnético com frequéncia fixa e bem conhecida w. Dentro da
cavidade hd N dtomos de dois niveis (representado pelos estados de excitagao atomica |g) e |e),
fundamental e excitado) com frequéncia de transi¢ao atomica 2. Portanto, haverd interagao luz-
matéria e desconhecemos os possiveis valores da frequéncia de transicao atomica 2 e frequéncia
de acoplamento atomo-campo g, porém sabemos que {2 é bem diferente de que w. A figura 1.1
desenha um modelo bastante interessante de Toy Model para o ECD, como visto, a cavidade tem
paredes fixas e com um modo do campo eletromagnético, contendo placa dielétrica fixa em um
ponto arbitrario. A placa oscila de acordo com uma lei externa de movimento (como representado
pela mola na figura). No entanto, para consolidar o Toy Model, consideraremos a placa um
ensemble de N atomos de dois-niveis, assim manteremos a diferenca w — {2 bem maior que a taxa
de acoplamento dtomo-campo g, ou seja, |w — | > |g|. Os parametros do sistema X = {2, g, x}
serao perturbados externamente com variagoes escritas de acordo com X = Xg+¢, fx, sendo fx
representado pela equagao (2.3). Na figura, a perturbagao externa dos parametros é feita pelo
feixe vermelho, caracterizando a modulacao das propriedades atomicas. Assim, teremos sistema
com comportamento nao-estacionario. Estudaremos o processo de criagao de particulas a partir
do estado de vacuo, caracterizado pelo ECD. Analisaremos o fenéomeno por meio de uma das

formas mais simples de interacao na natureza, a interagao luz-matéria na aproximaca de dipolo.
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4.1 Toy Model para ECDg 69

4.1 Toy Model para ECDg

Ao considerar que a cavidade e atomos se encontram inicialmente no estado fundamental, escre-
veremos Hamiltoniano efetivo extraido da equagao (3.50). O Hamiltoniano foi obtido na ocasiao
onde um unico atomo interage com um modo da cavidade. A modulacao externa é feita quando
consideramos a frequéncia n(P) = 2 (wg — ), ocasionando o fenoémeno que chamamos ECDg.

Portanto, escreveremos apropriadamente o Hamiltoniano efetivo

. P e A\ 2 e\ 3 9 . .

Hepp=¢ (ATA) ta (ATA) +as (ATA) n z‘;‘ (AT2 _ A2) ,
resultado obtido quando considerado a menor ordem de >, sendo A~ = w — Q o termo de
dissintonia. Definimos os operadores A = Seizs ¢ AT = S’Te_i%, que sao analogos aos operadores

bosonicos de aniquilacao e criacao a (&T), obedencendo as mesmas propriedades algébricas. Para

simplificar a notagao vamos usar o operador de aniquilacao “rotacionado”

a, = Se's, (4.1)

com a, satisfazendo a relacao [&r, dH = 1. A evolugao do operador serd governada pelo Hamil-

toniano independente do tempo e nao-linear escrito para o ECD

Hpep = weity + ani2 + ig, (aj? - a?) : (4.2)

_ 9

onde consideramos w, = ( (dissintonia efetiva), o, = a = % (termo nao-linear de Kerr),

9 . . ot . .
qr = ‘—;l (termo de squeezing) e n, = aiar. Ademais, desprezamos o termo proporcional a

9
A5

ag devido a sua ordem de grandeza oz = O Hamiltoniano (4.2) é bem conhecido das
predicgoes tedricas em ()ptica Quantica Nao Linear, pois descreve cavidade com meio 6tico nao-
linear (efeito Kerr) guiado pelo processo de amplificagdo paramétrica da luz (parametric down
conversion) (APL) [63]. A APL ¢ interpretada como: um feixe de luz com frequéncia 2w, ao
ser inserido em meio 6tico nao-linear, gera dois feixes distintos, um com frequéncia w; e outro
com frequéncia 2w — wy, mantendo a conservagao de energia. No caso lidamos com o processo
degenerado, pois w; = ws. O processo tem duas caracteristicas fundamentais: a criagao de

pares de fétons e criagao de estados comprimidos da luz (squeezed states), devido & presenca

do termo iq, (&12 - &%), que descreve o caso mais simples para o ECD, como ja previsto em
[17]. Além disso, outros trabalhos na literatura consideram o ECD um efeito de amplificacao

paramétrica [54]. A presenca do termo nao-linear « tem efeito fisico interessante, pois altera
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a dinamica da criacao de fétons dentro da cavidade, com o crescimento de fétons limitado por
saturacao [13,56].

Assim, faremos a primeira conclusdo resultante do Toy Model sugerido: o processo de criacao
de fotons a partir do estado de vacuo acontecera juntamente com a excitacdo dos graus de
liberdade internos dos atomos que compoe a placa. Portanto, teremos um sistema com atomo-
campo emaranhando-se. Isto ocorre porque na pratica sao criados estados vestidos dtomo-campo
(que no RD sao aproximadamente |g,n)), portanto o &tomo adquire uma probabilidade pequena
porém finita de ser encontrado em estado excitado. Para descrigao realistica do ECD devemos
considerar a solu¢ao do Hamiltoniano nao-linear (4.2). No entanto, conhecemos separadamente
no formalismo de Heisenberg a solucao para Hamiltoniano com termo referente ao simples caso
do ECD ou caso que contém somente o termo de Kerr. Quando considerados em conjunto o
termo de ECD e Kerr, ainda nao se conhece a solugdo analitica. Assim, buscaremos respostas

sobre a dinamica de (4.2) considerando o caso da APL. Reescrevemos o Hamiltoniano (4.2) como

I;[ECD = ﬁrﬁr + 'L'QT (diQ - &g) ) (43)

sendo D, = w, + a,n,. Ao analisar somente o caso da APL, consideramos <DT> como um
nimero. Escreveremos a evolugao de a, no formalismo de Heisenberg, usando apropriadamente

a equagao de Heisenberg [63]

d

%&r (t) =—i [&r,ﬁECD} : (44)

Para resolver (4.4), iniciaremos calculando o comutador entre a, e Hpcp

|:d7"7 }AIDC’E} - <Dr> [&raﬁr] + iQT { [&ry&iz} + [&72“7 dr]} .
Com os valores [a,, 1] = ay, [dr, &;[2} =24 e [d% , &r] = 0 a equacao diferencial para o operador
ar (t) torna-se
da,
dt

=~ <Dr> ar + 2gral. (4.5)

Para obter resposta completa sobre dinamica do operador a, derivaremos (4.5) em respeito

ao tempo e obteremos
d2dr 2 ~2 ~
A solucdo proposta para a equacio serd do tipo a, (t) = a, (0) eM. Com isso, ao substituirmos a

solugao em (4.6) obteremos equagio caracterfstica A2 — <4q3 — <l§3>> = 0. Portanto, teremos
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os possiveis valores A = +,/4¢? — <l§$>, onde definiremos B = /4¢? — <l§%>, entao teremos

como solucao

ar (t) = AeBt 4 Bre B,

sendo A1 e B operadores definidos posteriormente. A primeira condicdo para a solucao é

considerar que para t = 0 teremos a, (t) = a, (0) e assim
ar (0) = A; + By. (4.7)

A segunda condigao para solucao é considerar a derivada temporal para o tempo inicial t = 0,

assim obtemos

%&r (t) = <Dr> ar (0) + 2¢,af (0) = B (/11 - Bl)
S0 (Bigfr»m ) (B+z’§q1;)r> Bl‘ s

Com os resultados obtidos em (4.7) e (4.8) temos conjunto de duas equagbes com duas varidveis
a definir, Ay e By. Assim, procederemos com sucessivas manipulagoes, partindo da primeira
consideracdo A; = a, (0) — By que seré substituida em (4.8) fornecendo o valor para B;. Con-
sequentemente, obtemos reposta para A, Portanto, escrevemos a solucao final para a dinamica
de ay (t)

a, (t) = F*a, (0) + Gal. (0), (4.9)

onde definimos F = {cosh (Bt) + @ sinh (Bt)} e G = 2% sinh (Bt).

Com o resultado de (4.9) escrevemos a segunda conclusao do Toy Model: nao haverd o
crescimento exponencial no nimero de fétons dentro da cavidade caso tenhamos o termo nao-
linear de Kerr o, # 0. Isto ocorre porque quando tomamos (n,) — oo e fixamos um valor para
a dissintonia efetiva w,, o valor de B torna-se imaginario. Portanto, a dinamica de a, (t) para
tempos longos serd limitada, fato que atribuimos ao meio nao-linear de Kerr. Este resultado estéd
de acordo com as predigoes de [54], onde é sugerido que o crescimento de fétons dentro de uma
cavidade sem perdas é limitado. Assim, pelo menos neste caso super-idealizado, a controvérsia
para o crescimento do numeros de fotons para longos tempos é resolvida. Para o caso onde
consideramos tempo finito, temos resposta encontrada na equacao apresentada em (3.50), que

deve ser resolvida numericamente.
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4.2 Toy Model na presenca bombeio externo

Outra consideragao importante a respeito do Toy Model é: a cavidade pode ser conduzida por
modulagoes prescritas por bombeio de luz classica. Portanto, estudaremos o Toy Model levando
em consideracao o efeito dos termos id (dT — &) encontrados em (2.7). Partiremos do resultado
obtido em (3.94), para o caso de cavidade contendo um tnico dtomo sendo conduzida pelo
bombeio cldssico com frequéncia 1) = (wg —¢). A dinamica é descrita pelo Hamiltoniano

efetivo

. P e A\ 2 e N3 g . .

Hopp=CAtA—a (ATA) +as (ATA) + % (s;(p)AT - 5§{’>A) :
resultado obtido quando considerado a menor ordem de %ﬁ. Quando nao levamos em
consideracao o termo nao-linear de Kerr « e desprezamos termos de ordens maiores que Ag—f)_\/m

a geracao de fétons é otimizada para ¢ = 0. Neste caso obtemos Hamiltoniano efetivo apropriado

ao bombeio externo

A~ ~

Hpump = % (52‘1(23)14T — 5?)121) . (4.10)

Assim, ao somar (4.10) no lado direito de (3.50), mantendo os mesmos critérios de eliminagao
usado na obtencao de (4.10), definimos Hamiltoniano apropriado para ECD considerando o
bombeio externo

Hypuimp = péay + p*al + %gaﬁ + %g*a?, (4.11)
sendo a, definido em (4.1). Introduzimos p e & coeficientes complexos e independentes do tempo.
Para descrever a dinamica de a, sob condigoes do bombeio externo, usaremos o formalismo de

Heisenberg escrevendo

d

£flr (t) =i [&rv ﬁpump} : (4'12)

Resolveremos o comutador presente em (4.12)
~ 7 - sfs wat]l o Lors oy L[ oo
[Qr, Hpumpi| =p [ara ar] + P |:a7“> ari| + 55 [ar)ar] + 56 |:a’r‘7ar i| 9
e portanto reescrevemos (4.12)

d

Za ()= —i{p"+al}. (4.13)

O procedimento para obter a solugao de (4.13) serd andlogo ao que fora utilizado na obtengao

de (4.9). Portanto, derivaremos (4.13) em fungdo do tempo, obtendo equagao diferencial de
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segunda ordem. Propomos solugao escrita em funcao de termos exponenciais com constantes
arbitrarias a serem definidas posteriormente. Em seguida, impomos condigoes iniciais para
a solugao e a primeira derivada quando considerado ¢t = 0. Consequentemente, conseguimos

encontrar valores para as constantes arbitrdrias e assim escrevemos a solucao de @, como

ar = ay (0) cosh(|¢] t) — ig’&i (0) sinh(|£]t) + g [cosh(|¢]t) — 1] — zrg’ sinh(|£] t). (4.14)

Analisaremos a dinamica de (4.14) calculando o nimero médio de fétons (n,) dentro da cavi-
dade.O caso mais importante é considerando quando 4tomo e campo se encontram inicialmente
no estado fundamental, para qual a, |0) = 0. O cdlculo do nimero médio serd conduzido por
(ny) = (0 alay, |0), onde substituiremos o resultado de (4.14) e seu hermitiano conjulgado na
média. Assim, procederemos com algumas manipulagoes e obteremos o nimero médio dado por

2
(i) = sinh®(¢]t) + 2:?:2 [cosh([§]) — sinh(|¢] #) sin (26, — ¢¢)] [cosh([¢] ) — 1], (4.15)

onde escrevemos & e p em termos de seus médulos e fases, £ = || €% e p = |p| e?>.

A primeira consideracao que faremos para o nimero médio de fétons consiste em analisar a
dinadmica para o tempo inicial. Para isso, consideraremos |[£|t < 1, e expandiremos em série as
funcoes trigonométricas em (4.15). Levaremos em consideracao termos até a segunda ordem em

|€] t, obtendo

(i) & (1€ + o) 2. (4.16)
Portanto, concluimos que o niimero médio de fétons nao tem dependéncia com as fases, quando
consideramos o processo para o tempo inicial. No entanto, quando consideramos o niimero médio
para tempos longos, as fases ¢, e ¢¢ terao grande importancia. A diferenca apropriada entre
as fases (2¢, — ¢¢) alterard o comportamento do niimero médio dos fétons gerados na cavidade
quando considerado o bombeio externo, como mostra a expressao exata

2
() = sinh2(\§| t) + 2‘|§|’2¢F|5|t [cosh(|£|t) — 1], para 2¢, — ¢¢ = :Fg + 27k, (4.17)

com k sendo definido nimero inteiro. Podemos considerar os casos particulares para a diferenca
de fase considerada na equagao acima. O valor do nimero médio de fétons para tempos grandes

€]t > 1 serd
2
() ~ %62‘5“ + %ezmt para 2¢, — ¢¢ = —5 + 27k
S

2
12l 4 % para 2¢, — ¢¢ = 5 + 27k

(4.18)
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Portanto, o nimero médio de fétons dependera diretamente da escolha apropriada de (2¢, —
¢¢). Como percebemos em (4.18), a escolha (2@25,, — Qe =—5 + 27Tk) se mostra mais vantajosa,
pois explicita o crescimento exponencial nas duas parcelas do lado direito. Ja a escolha de
(2¢p — =5+ 27Tk) nao ¢é tao eficaz, pois é acompanhada de um inico termo com crescimento
exponencial e mais um termo constante. Assim, a escolha certa de (2¢, — ¢¢) pode amplificar
consideravelmente a geracao de fétons na presenca do bombeio externo guiado por um processo
de 1 — féton. Além do mais, a verificacao experimental do nosso modelo pode ser feita através
da medicao de (n,), onde podemos considerar que o nimero médio depende tanto da fase do

bombeio externo, quanto da modulacao dos parametros 5&? encontrados na definigao (2.64).
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Capitulo 5

Regime ressonante: ECD e similares

Vamos relembrar os autovalores do modelo de Jaynes-Cummings (JC)

A_ Bn
p— —_— '1
An, s = wWon 5 + S8 5 (5.1)

sendo B3, = /A% + 4g§n e A_ = wy — Qg definido como termo de dissintonia. O sistema que
consideramos (cavidade mais interagdo dtomo-campo) nos forneceu duas andlises: a primeira
considera que o termo de dissintonia A_ é bem maior que a frequéncia de acoplamento dtomo-
campo go, A_ > go 0 que caracteriza o regime dispersivo (RD); outra andlise é extraida com o
limite inverso, quando a frequéncia de acoplamento atomo-campo gg é bem maior que o termo
de dissintonia, nos levando a considerar que |A_| /go < 1, 0 que caracteriza o regime ressonante
(RR). No capitulo 3 consideramos somente a formulacao do RD, analisando o efeito Casimir
dindmico, comportamento do regime Anti-Jaynes-Cummings e o novo efeito interpretado como

Anti-efeito Casimir dindmico. Neste capitulo analisaremos tais efeitos, porém na formulagao do

RR.

5.1 Formulacao do Regime

Quando consideramos a formulacao do RR consideramos gy muito maior que o termo de dissinto-
nia. Portanto, uma maneira simplificada de analisar a dinamica é supor que o termo dissintonia
serd nulo |A_| = 0, considerando 6,~¢ = 7/4 (apéndice B). A formulagao do RR e seus respec-

tivos valores é encontrada no apéndice I. Para o atual regime os autovalores de JC sao escritos
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5.1 Formulacao do Regime 76

Ccomo
An,s = won + S |go| v/, (5.2)

e para o estado fundamental A\g = 0. Escrevendo os possiveis valores de § = =+ teremos a

diferenca entre as autoenergias

)\n,—i- - )\n,— = 290\/ﬁ~

A dinamica do circuito nao-estaciondrio composto por um tnico dtomo pode ser analisada
com auxilio da equagao (2.83.), que descreve o modelo matematico mais geral ao problema. Como
feito no capitulo 3, calcularemos os coeficientes de acoplamento definidos em (2.84) apropriados
ao RR (todos os valores usados para obter os coeficientes podem ser vistos nos apéndices I e J).

Iniciaremos considerando que (2.84) assume valor de m = 0 e obtemos

(J) (4)
1 9 | |
Q274 = V2 {{ 2zxof} + 90;( 5 {1 + ’L(X)O } el) + f2i5§g>} (5.3)

/)

()
—Fgog{2 {1—#2”(0 9)} zfs } (5.4)

G
1 5w
O27- = _4ﬂ{{90+2”<0\[} 2@ TG )%

Agora considerando que (2.84) assume valores para m > 0, obtendo

() ()
1 . €W €
Omi2m>0) 40 = FVm+1 { (90 — 2ixo (Vm +2+ /m)] SO %
—(1+ ) +iel) (Vim + 2+ vm) (5.5)
1 , RO
Ominmons = —gVmF 13 oo+ 200 (Vim+2) = Vi) | =5+ g0 25
2 | .
<1+ ;f“f) e9) — iedVm + 1 (Vim+2 - m)} (5.6)

(4) ()
1 W €
Ousatomre = T 20 (V2 - V) S+l

0
_<1+77Z<>§>0> g +isy) (ﬁ—\ﬁ)} (5.7)
1 | RONN®)
@m+2,(m>0),7,7 = _Z\/m [g() + 21X0 (\/m + m)] W + QOW
2ixo0\ (
1+ 0 593 —ze D (Vm+2+/m) b (5.8)
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No RR os coeficientes sao obtidos sob o limite |gg| v/m < wp, onde aproximamos que a frequéncia
de modulacéo serd da ordem da frequéncia da cavidade n\9) ~ wy. No capitulo 3 descrevemos a
importancia dos coeficientes de acoplamento ao analisar os efeitos fisicos, pois cada coeficiente
teve efetividade dentro de um limite de ressonancia estipulada para a frequéncia de modulagao.
Novamente os estados quanticos se acoplam de acordo com as possiveis combinagoes de =+ en-

contrados nos coeficientes de acoplamento.

5.1.1 Efeitos ECD, AJC e AECD

Da equagao (3.25) extraimos os autovalores corrigidos A28 — Am, T, que estipularao os valores
de ressonancia para n(j ). Portanto, todos os acoplamentos serdo entre estados que transitam com

excitagoes m <> m + 2. Assim, da equagao (3.25) extraimos a diferenca entre as autoenergias

Am+42,8 = Am,7 = 2wo + go (SVm +2 — Tv/m), (5.9)

e quando substituimos os valores S, 7 = &+, teremos

Amt2+ — Ams = 2wo+go (Vm+2—+/m): ECDg (
Am424 — Am— = 2w+ go (Vm+2++/m): AECD (5.11
( ) (
( )

Am42,— — Am4e = 2wo — 9o : AJC

)\m+2,— — Am7_ = 2wg—go(Vm+2-— \/m : ECDe. (5.13

As diferengas entre as autoenergias indicam os efeitos encontrados na analise do RD. Dos valores
obtidos acima estipulamos a ressonancia apropriada a cada efeito. Os EV em sua formulacao

mais geral sao escritos como

‘(Pn78> = Sn,8 ’g7n> +Cn,s ’6777‘ - 1> ) (5'14)
com os coeficientes
Sp4+ = sinby; s, - =cosb,
Cnt+ = ¢€080p; cp— = —sinb,. (5.15)

Na formulac@o do atual regime consideramos 6,~¢ = 7/4, com isso escrevemos os EV como

1

lon,s) = NG {lg,n) +Sle;n—1)}. (5.16)
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5.1 Formulacao do Regime 78

De (5.16) inferimos que no RR os estados quéanticos que se acoplarao devido as modulagoes
externas sao estados superpostos, com isso criamos estados emaranhados entre &tomo e campo.
Portanto, para as possiveis diferencas contidas em A,,425 — A 7 temos os acoplamentos entre
os estados |@m, 1) < |Pm+2.s) validos para qualquer valor m, 7 e S. Os possiveis acoplamentos
entre estados serao guiados pelas possiveis ressonancias n(r) = Am+2,8 — Am,7- Estudando o
acoplamento referente ao ECDg (5.10), escrevemos para m > 0
1
V2

Quando consideramos que a modulagao se inicia a partir do estado inicial de vacuo |g,0) criamos

{|g,m>+|e,m—1)}<—>\}i{|g,m—|—2>—|—|e,m+1>}. (5.17)

a superposicao entre os estados

(9.0} ¢ ji{m e, 1)) (5.18)

No RR, acoplamos estados emaranhados que transitam entre |g,0), |e,1) e |g,2). Para a
frequéncia nP) ~ 2w geralmente espera-se criacdo de vérios fétons via ECD. No RR o es-
pectro do sistema atomo-campo é nao-harmonico, portanto é impossivel acoplar mais que um
par de estados vestidos de uma s6 vez. Os resultados encontrados para o ECDe sao obtidos
quando analisamos Ap,12 - — A, —. Os coeficientes de acoplamento dos efeitos ECDg ¢ ECDe
sao representados por (5.5) e (5.8) e efetivamente tem valores préximos e contém termo comum
que denota a criacdo de um féton v/m + 1. No RR, as taxas de criacdo de excitacoes sao muito
maiores que no regime dispersivo comparando os coeficientes nas férmulas para ©,,127,s.
Para analisar o efeito denominado AJC no RR, escolheremos a diferenga apropriada entre as
autoenergias Ay, 42— — A 4, O que caracteriza o regime AJC, pois para ECDg o acoplamento
é entre estados com |@y, +) € |@my2,+), portanto de acordo com a nomenclatura no RD para
o regime AJC o acoplamento deve ser |, +) € |@m42.—). Isto acontece porque no RD tanto o
ECDg quanto o AJC acontecem se o estado inicial tiver zero excitagoes (ou seja, |g, 0)), enquanto
ECDe e AECD acontecem para o estado inicial com pelo menos uma excitagao. A frequéncia
de modulacao tera valor de 77(") = Am+2— — Am+ =~ 2wp quando consideremos |go| v/m < wp.
De antemao, ja podemos concluir que o comportamento AJC no RR também sera caracterizado

pela criagao de um par de excitagdes. Para o comportamento AJC no RR, temos
1 1
ﬁ{|g,m>—|—|e,m—1)}<—>ﬁ{|g,m—|—2>—|e,m+1>}, (5.19)
e quando considerado a partir do estado de vacuo assume a forma
1

{lg,0)} < NG

{lg,2) = le, 1)}
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5.1 Formulacao do Regime 79

O regime AECD e ECDe serao como os demais, guiado pela criacao de pares de excitagoes.

5.1.2 Bombeio externo

Para o bombeio externo analisaremos a dinamica contida na equagao (3.85), caso particular de
(2.83) quando conduzida por frequéncia de modulagio em torno de ") ~ wy. Da equacio (3.85)

podemos escrever a diferenca entre os autovalores

Amt1,8 — Am,7 = wo + g0 (SVm +1—Tv/m), (5.20)

ecom §,T = + teremos

Antl4+ — Am4+ = wo+go : Comportamento para cavidade fundamental

)\m+1,+ - Am,— = wo+t Yo

Amtl,— — Am4 = wWo— 9o + +v/m): Comportamento de excitagao atomica

( )
(\/m +1+ \/E) : Comportamento anti-ECD
(Vm+1+vm)
( )

Amtl,— = Am— = wo—go (Vm+1—+/m): Comportamento para cavidade excitada.

Das diferencas de autovalores percebemos que havera no maximo um féton criado, pois as res-
sonancias de ) serdo em torno de wy. A frequéncia de modulacio estipulada ao bombeio
externo no RR sera aproximadamente n(p) R Am+1,8 — Am,7 € com o bombeio classico consegui-
mos acoplar os seguintes estados quanticos ¢, 1) <> |@m41,s). Portanto, cria-se sempre uma
excitagao. O resultado é valido para todos m, T e S. Escolhendo o comportamento relatado

POr Apt1.4+ — Am +, acoplamos os estados

5 Alam) +fem = D} & = {lg.m+ 1) + e;m)}.

Por exemplo, para o estado |g, 1) acoplamos

{lg. 1)} « 2)+le, 1)}

1l

\/§ g7
Da equacao acima observamos a criacao de apenas uma excitacao, isto ocorre devido ao espec-
tro nao-harmonico do sistema total &tomo-campo. No RD a diferenca de energia entre algumas
transicoes eram muito préximas (cavidade em estado fundamental e excitado) permitindo aco-

plamento entre mais de um par de estados. J4 no RR as diferencas de energia sao sempre

diferentes, com isso, acoplamos apenas um par de EV para uma frequéncia de modulacao.
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5.2 Efeito préoximo ao regime ressonante 80

Outros efeitos relatados pelas diferencas das autoenergias tém efeito final semelhante ao caso
analisado. Criamos superposicao de EV quando consideramos a modulacao externa de um ou
todos os parametros para o caso de bombeio externo, o que possibilita um alto grau de controle

na criacao dos novos estados superpostos.

5.2 Efeito préximo ao regime ressonante

Podemos considerar situacao onde o regime de aproximacgao estarda proximo dos limites res-
sonantes sendo escrito como |A_| < 2gg. Para analisar os possiveis efeitos relativos a esta

aproximagao vamos escrever os autovalores do modelo de JC

A_ 1
An,s = won — 5 + 555717

A2 . .
onde escrevemos 3, = 2gg/ny/1+ 170 Como consideramos |A_| < 2gp aproximaremos o
0

valor de (3, fazendo a expansao para /1 + x considerando somente a primeira ordem de =,

obtendo
1 A%
Bn =~ 290V N1+ -—— ¢, (5.21)
24g5n
e reescrevemos as autoenergias de JC como
A 1 A?
An.s = won — — + Sgov/n I+ 5-——5¢- (5.22)
' 2 24g5n

No apéndice B encontramos os valores de sinf,, e cos#,,, escreveremos tais quantidades ja con-

siderando as possiveis expansoes devido ao limite adotado

- 1 [1+ A_ ]
sin,, ~ —

V2 4go/n
9 1 [1 A_ }
cosf, ~ — |1 — ———|.
V2 4gov/n

Com os resultados das funcoes sin 6,, e cos 0, aproximadas escreveremos os EV

1 A A
nt) =sinf,lg,n) +cosbyle,n—1)~ —< |1+ —||g,n)+ |1 ——| |e,n—1
fonit) =sinblg.m) +costulen—1) 1k 8+ 1= 12 e =)
(5.23)
1 A A_
n.—) =cosbylg,n) —sinf,le,n — 1) ~ — 4 |1 — ,n)— |1+ }e,n—l}.
fon) = costulgrn) = sintulen 1)~ L= B g = 1 2 e )
(5.24)

Assim, obtemos estados emaranhados que irao se acoplar de acordo com a modulacao externa.

Uma maneira de escrever formulacao geral aos EV proximo da ressonancia é utilizar a definicao
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5.2 Efeito préoximo ao regime ressonante 81

do simbolo de dissintonia D = A_/|A_]. A formulacao dos autovalores e dos EV quando

considerado D = &+ nos permite escrever formalismo tnico onde D assume qualquer valor

A 1 A2
)\nD:won—D’ ’—i—Dg N 1—1—77 (5.25)
’ 2 24
|A_| 1 AQ_
An_p=won—D==l _p 14—\ 2
—D = Won 5 gov/n 1+ 2 igen (5.26)

e os EV sao escritos como

o) ~ \}5 { [1 + 4'9?;%} g.n) + D [1 - 4’;}] e, — 1>} (5.27)

lon D) ~ \}i { [1 - 4’?0:/’5] g.n) — D [1 + 'ﬁ\H le,m — 1>} (5.28)

Para uma breve andlise do regime préximo da ressonancia consideraremos a equacao (3.25) e

dela extraimos as possiveis diferencgas entre autoenergias A,;,42.s — A, 7, que quando escolhemos

S,7T = £D nos fornecera como respostas

Am42.0 — Amp &~ 2wy + Dgo (
Am+2,-D — Amp ~ 2wy — Dgo (
Am42D0 = Am—p ~ 2wy + Dgo (

Am+42,-D — Am—p =~ 2wy — Dygo (

E interessante observarmos as diferencas entre as autoenergias escritas acima, pois elas se
assemelham com as diferencas entre as autoenergias para o RR com A_ = 0. A diferenca
bésica é que aqui sao apresentadas com o simbolo de dissintonia D. Os efeitos ja analisados
ECD, AJC e AECD sao encontrados de acordo com as diferencas ja conhecidas. Por exemplo,
dependendo do valor que se escolhe a D poderemos ter frequéncia de modulacao em torno de 7 ~
2wotgo (\/W — \/M), o que descreve a fenomenologia dos conhecidos ECDg e ECDe. Outra
situacao de ressonancia que poderd surgir é dada em torno de 1 ~ 2wg =+ go (\/m + \/ﬁ), que
de acordo com escolha apropriada de D ira descrever os efeitos AJC e AECD. Assim, ECDg e
ECDe pertencem a uma classe de fenomenos, enquanto AJC e AECD pertencem a outra classe
de fenomenos no RR. No regime préximo ao RR, podemos criar mais de duas excitacoes usando
multimodulages com mais de uma frequéncia ressonante, onde cada frequéncia acopla um par de
EV. Portanto, embora tenhamos considerado apenas modulagoes harmonicas, o nosso formalismo
também contempla modulagoes nao-periddicas, que consistem de diferentes frequéncias proximas
entre si. Nao vamos detalhar tais esquemas aqui, pois a sua andlise segue o procedimento geral

elaborado acima.
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Capitulo 6

Discussoes finais e Conclusoes

6.1 Autovalor harmonico

Desejamos ver o que acontece no sistema quando, por exemplo, N for par ou impar, assim como
estudar a dindmica quando N — oo, que de acordo com [36,49] terd o comportamento de um
oscilador harmoénico. Comecaremos nossa discussao partindo da equacao (2.8) e vamos calcular

os “autoestados harmonicos”. Escrevemos

N N-1
Hy=won+ Y Eopbri+ Y Gopl@bki1n +a 6rpi1), (6.1)
k=1 k=0

relembrando que Eyj; = Qok. Quando adotamos o regime ressonante (RR), temos Qg = wy.
Iremos definir o autoestado harmoénico contendo M excitagoes como |H ). Portanto, desejamos
que o autovalor do Hamiltoniano quando aplicado neste estado seja Ay = woM, que tem espectro

similar ao de um oscilador harmonico. Escreveremos o Hamiltoniano como

]ffo = I:I()l + ﬁog (6.2)

N N
Hop = woit + Y Qokb s = wo {n +> k&,@k} (6.3)

k=1 k=1
N-1

Hoy =Y Gop(apsirp + alopp4). (6.4)
k=0

A equagao (6.3) contem termo diagonal para o nimero de excitagoes representado por ( 7 +
fozl k6 k). Assim, consideramos Hoi|Har) = woM|Has). Portanto, encontramos o autovalor
harménico, porém necessitamos resolver a seguinte equacao para encontrar o respectivo autoes-

tado
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6.1 Autovalor harmonico 83

Hoo|Har) = 0. (6.5)

Condiserando que N seja um nimero par, escrevemos o ansatz

N/2

Har) = a[25, M — 2j), (6.6)
j=0

com «; constante de normalizacao. Ao aplicar (6.3) em (6.6) teremos

N/2 N/2
Ho[Ha) = wod Y (M —2§) |25, M —25) +25 Y a;|2§, M —2j)
Jj=0 Jj=0
= woM|Hu), (6.7)

o que confirma que |Hys) é um autoestado harmoénico de (6.3) com autovalor harmoénico.
Agora, devemos confirmar a hipétese apresentada em (6.5). Substituiremos o ansatz (6.6)

em (6.5) e consideraremos que Gy y = 0, obtendo

&=
)

/

—_

a; > Goplabprrp + a' 65 p11)|25, M — 24)
k=0

(aj,“/M — 2+ 2Go2j—2 + aj\/M — 25 + 1G072j,1) 125 — 1, M — 25 + 1)(6.8)

(15 L1

=1

<
Il

Portanto, escrevemos a férmula de recorréncia

GO’Qj_Q M — 27 +2
1G0’2j71\/M —27+4+1 '

Obtemos a; # 0 partindo do resultado normalizado de . Assim, sempre que N for um

Oéj = —Oéj_ (6.9)

nimero par havera autoestado harmonico e a diferenga entre os autovalores harmonicos serd
A2 — Ay = 2wp. Portanto, a criagao de fétons na cavidade sera ilimitada para a modulacao
dos parametros com frequéncia 2wy.

Quando consideramos N um nimero impar, haverd um autoestado harmonico |Hs) somente

para M < N —1
(N-1)/2

Ha) = Y aj|2§, M — 2j). (6.10)
j=0
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Quando o nimero de excitagoes M for M > N — 1, escrevemos

Hoo[Hy) = /M — (N —1)Gon-10(n-1)/2IN, M — N)

(N-1)/2
+ Y o1/M =25 +2Go2;2/2 — 1, M —2j +1)
j=1
(N-1)/2

+ Z aj /M —2j+1Go2i-1|2j — 1, M — 25 + 1). (6.11)
j=1

Do autoestado harmoénico temos a relacao (aj_l\/mc%vgj_g + o \/Wj—l—ngvgj_l) =
0, porém para obter ﬁgg]HM> = 0 de acordo com (6.11) devemos imp6r que Go n—10(y—1y/2 = 0.
Quando G n—1 # 0 (que é o caso aqui), isto ird implicar que a(v-1)/2 = 0 e entao a equagao
para «; serd zero. Portanto nao existe autoestado harmonico para M > N —1, assim, concluimos
que somente N — 1 fétons serao criados a partir do estado de vacuo. Resultados numéricos que
comprovam a geragao limitada ou ilimitada de fétons dependendo do valor de N podem ser

encontrados em [36,49].

6.2 Conclusoes

Nesta dissertacao ndés estudamos teoricamente, a interacao entre um “dtomo artificial” e um
tinico modo do campo eletromagnético confinado em um ressonador de guia de onda unidimen-
sional. O trabalho foi desenvolvido no contexto de regime nao-estacionario de Eletrodinamica
quantica de circuitos (EDQc), onde um ou mais parametros do sistema X = {w, €, g, x,d} sao
modulados por fungoes periédicas (ou quase-periddicas) X = Xy + e, fx, impostas externa-
mente. Além disso, consideramos que o sistema pode ser conduzido por um bombeio cldssico
de luz coerente. Obtemos formalismo matemédtico fechado na base de estados vestidos (EV)
para descrever o comportamento nao trivial do sistema nao-estacionario, o resultado tendo sido
encontrado por meio de sucessivas aproximagoes baseadas no método de RWA.

De acordo com a equacao piloto obtida, podemos estipular valores para a frequéncia de
modulacéo ressonante 7). Ao adotar o regime dispersivo (RD) consideramos um possivel valor
nP) ~ 2wy. Para este valor da frequéncia de modulacio estamos no regime do efeito Casimir
dinamico (ECD), que tem como caracteristica a criagao de pares de excitagoes a partir de um
estado inicial. O ECD foi analisado de duas maneiras: ECDg e ECDe. A primeira, o ECDg

é caracterizado por ter o atomo partindo do estado de excitagao fundamental, criando pares de

fétons e acoplando os estados quanticos da seguinte maneira |, p) < |Pm+2p). A segunda
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maneira, o ECDe, é considerado quando o d4tomo encontra-se inicialmente no estado excitado,
criando pares de f6tons de acordo com o acoplamento @, —p) <> [@m+2,—D).

Quando consideramos a modulacao de um ou mais parametros do sistema por multi-frequéncias
e escolhendo o valor n(AC) ~ 2wy + A_, deduzimos microscopicamente um novo fenémeno, o
anti-efeito Casimir dindmico (AECD), que tem como caracteristica a destrui¢ao coerente de um
par de excitagoes do sistema e caracterizado por criar o seguinte acoplamento entre estados

(4) &~ 2wy — A_ estamos na

quanticos: |g, M) < |e, M — 3). Quando consideramos o valor 7
formulagao do regime anti-Jaynes Cummings (AJC), processo caracterizado pela a criacao de
um unico féton acompanhado da mudanca do estado de excitagao atomica, sendo o acoplamento
entre os estados quanticos dado da seguinte forma |g, M) <> |e, M + 1).

Ao estudar a geracao de fétons a partir do estado de véacuo, obtivemos Hamiltoniano efetivo,
que pode servir de Toy Model para o ECD implementado por meio de um objeto dielétrico
vibrante dentro da cavidade. O Hamiltoniano apropriado & interacao luz-matéria é caracterizado
por conter um termo responsavel pela criacao de pares de fotons e criagao de estados comprimidos
(squeezed states), além de apresentar um termo nao-linear, o efeito Kerr. A combinagao desses
dois termos muda drasticamente o crescimento de fétons dentro da cavidade, esclarecendo a
controvérsia duradoura a respeito do comportamento assintotico de ECD na auséncia de perdas
significativas.

Quando consideramos o bombeio externo classico de 1-féton, analisamos o caso onde podemos
criar fétons um a um, para a frequéncia de modulacio n¥) &~ wy. Outro efeito relacionado
ao bombeio no regime dispersivo é chamado comportamento de excitagao atomica, quando o
sistema esta sob bombeio nao ha criacao de fétons, ocorrendo apenas a mudanca no estado de
excitagao atomica. Destruicao coerente de excitagoes nao é observada quando considerado o
bombeio clédssico, comprovando que AECD ocorre apenas para modulacdo temporal de um dos
parametros do sistema: g, €2 ou w.

No regime ressonante (RR) o principal efeito é a criagao de estados emaranhados |y, s) =
% {lg,n) +Sle,n — 1)}, que podem ser titeis nas dreas de Informagao e Computagdo Quantica.

Todos os resultados dessa dissertagao estao atualmente submetidos para publicagao [64].

6.2.1 Futuras aplicacoes do trabalho

e Calcular numericamente os resultados encontrados no trabalho;
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6.2 Conclusoes

86

Estudar analiticamente casos mais realisticos, onde se considera sistema com perdas;

e Obter resultados numéricos para sistemas com perdas;

Estudar caso de um ensemble com N > 1;

Buscar solugoes analiticas para as equagoes diferenciais encontradas;

Outras aplicagdes em aberto.
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Apeéendice A

Estados de Dicke

Consideraremos o conjunto de /N atomos de dois niveis indistinguiveis interagindo com um modo

do campo eletromagnético. Para descrever a interagao usaremos o Hamiltoniano de Rabi
N he
Hp = hoi + Y [21£}>+hg (a+a*) (&ﬁu&(”)} (A1)
=1

Por haver somente atomos indistinguiveis, podemos ter a seguinte base de estados

W)la?/)%w?n'~-7wna---¢campo>7 (AQ)

onde i = 1,2,3...,n podem representar g ou e, a representacao do estado fundamental ou exci-

tado, respectivamente. Definimos o Estado de Dicke (ED) com k excitagdes como

N ) =N [e)[el?) - [e®) g ") - g, (A.3)
p

onde N ¢é a constante de normalizagao.
Ao considerar o conjunto de 4tomos juntamente com todas as possiveis excitagoes, podemos

escrever uma combinagao entre atomo e excitagoes

N
(N,k|N,k) = N2 =1, (A.4)
k
sendo a combinacao
N N!
] RN =R (A-5)
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de onde extraimos

k(N — k)l
A

Com isso escrevemos o ED normalizado

[N, k) =k '/N'Z\el) e®) - 1e) g H) - o), (A.6)

e escreveremos o estado normalizado acima como |N, k) = |k). Temos que |k) nao é um autoes-
~(7)

tado do operador &3/, porém quando usamos S, = Z;Vﬂ 69 ), |k) é autoestado. Ao aplicarmos

o operador S, no autoestado |k), temos

S.|k) = (2k — N) |k). (A7)
Referente ao operador &(j) teremos o somatoério representando o seguinte operador S = Zjv 10 (] )
N -1
que quando aplicado no autoestado |k) produzird N termos, resultando em
k—1
S_|k)=+vk(N—k+1)k—1). (A.8)
Para o operador O'(J ) escreveremos S+ = Z;VZI 655) que ao ser aplicado em |k) ird produzir
N -1
termos, resultando em
N—-—k-1

Sik)=+/(N—k)(k+1)k+1). (A.9)

Portanto, ao truncar um operador unitrio 1 = Z,]X:O |k) (k| nos dois lados do operador S.

obtemos
. N N N
So = D K (K| So k) (k| = (2k — N) k) (k] (A.10)
k'=0 k=0 k=0
para SUr
N N N
ZZ k') (K| Sy k) (k| = > V(N — k) (k+ 1) |k + 1) (K], (A.11)
'=0 k=0 k=0
para S

OIS

k'=0 k=0

N
=> VEWN —k+1)|k—1)(k|. (A.12)
k=0
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Com as transformacoes acima escreveremos o Hamiltoniano de Rabi na base do ED

N N
Hp = hwmz{m(2k-N)|k><k|+hg(a+aT) {Z\/(N—k:)(k+1)|k:+1)<k|
k=0

2
=1
+VEN —k+1) ]k — 1) <k|}}, (A.13)
onde definimos Ej, = kQ e G = g/(k + 1) (N — k). Assim
N N—-1
Hip=wi+ Y Epbpi+ Y Grl(a+a)(Grirp + Okpr): (A.14)
k=1 k=0
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Apeéendice B

Estados Vestidos e Auto-Valores de
JC

B.1 Estados Vestidos

A interacao entre a luz e a matéria se caracteriza como um dos processos mais fundamentais da
natureza. Ao considerarmos o modelo em que um unico modo de um campo eletromagnético
interage com um atomo de dois niveis (qubit) espera-se a emissdo ou absorgao de um quanta
de energia, como também a mudanca dos estados atomico deste qubit. Um Hamiltoniano que
descreve a interagao luz-matéria é dado pelo formigerado modelo de Jaynes-Cummings (JC),

CcOomo apresentamos

A . Q. fn | ata

Hjc = won + - 0z + g0 (a0+ + CLTOL> , (B.1)
onde wg € a frequéncia do campo, €y é a frequéncia de transicao atomica e gy é o termo de
acoplamento dtomo-campo. O termo 7 é o operador nimero (afa), os termos de af e @ sdo os
operadores criagao e aniquilagao. O operador do estado atomico é 7, (matrizes de Pauli) que

pode ser representado por 646 —G_04.

Aplicando a equagao (B.1) no estado de excitagao atomica fundamental, teremos

N Q
Hiclgn) = {uon = P lg.n) + ovilen = 1). (B2

Portanto, obtemos para o estado fundamental
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B.1 Estados Vestidos 91

Qo

Hyclg,0) = ——

5 19:0) - (B.3)

O auto-valor apresentado pela equacao (B.3) é menor valor de energia do sistema. Escreveremos

(B.1) inserindo o autovalor obtido em (B.3)

. N Q

Hjye — HJC‘F?O

ye = woi+ Qole) (el + g0 (a54 +alo-) (B.4)
Hyclg,0) = 0. (B.5)

A equacdo (B.5) mostra o autovalor para o estado de vacuo sendo nulo, ou seja, a energia
associada ao vacuo é minima, onde \g = 0.

Escrevemos o autoestado com n excitagoes como

lon) = alg,n) + Ble,n—1). (B.6)

O estado apresentado em (B.6) é um estado normalizavel e devido a isso escrevemos

|<‘Pn":0n>|2 =a’+ 62 =1,

2

o que nos induz a concluir que os valores dos coeficientes equivalem a o2 = sin? 6,, e 2 = cos? 6,,.

Portanto, o estado apresentado na equagao (B.6) torna-se
|on,+) =sinby, |g,n) + cos b, le,n — 1) (B.7)

ou

|on,—) = cosby |g,n) —sinb, |e,n —1). (B.8)

Estados quanticos como (B.7)e (B.8) sao usualmente chamados na literatura de estados vesti-
dos (dressed states) (EV), por descreverem a interacao de atomo com o campo em um unico
estado.

No trabalho em andlise, generalizaremos os EV como
|QDTL,3> = 5n,8 |g,7’L> +Cn,S |€,TL - 1> ) (BQ)
onde § = +. Definimos os coeficientes

Sp4+ = sinby; s, - =cosb,

Cn+ = c€0sbp; cp_ = —sinb,.

91



B.2 Auto Valores de JC 92

O estado fundamental na representagao dos EV sera

o) = 19,0) . (B.10)

Ademais, podemos escrever |g,n) e |e,n — 1) em funcao dos EV

l9,m) = sinby|on 1) + cosOp|pn,—) (B.11)

le,n — 1) = cos by |pn ) — sinby|en,—). (B.12)

B.2 Auto Valores de JC

Escreveremos a equagao de autovalor usando o estado apresentado em (B.9)

Hic |on.s) = Mn.s | @n.s) (B.13)

An,s ¢ a autovalor do Hamiltoniano empregado pelo modelo de JC.

Para obter valores de A, s, lembraremos que S = =+ e escolheremos o indice + em (B.13)

Hiclont) = {wonsinb, + gov/ncosb,} g, n)

+ {gov/nsin by, + [wo (n — 1) + Qo cos b, } le,n — 1), (B.14)

e utilizando da definigdo feita em (B.7), teremos

Hyolons) = Ay sinby [g,n) + Ay cos by, le,n — 1) (B.15)

Ao comparar (B.14) com (B.15), escrevemos as equagoes

A+ sin 6, = wonsin 0, + go/n cos b,
A+ €080y, = goyv/nsinb, + [wo (n — 1) + Qo] cos b,.

Para obter o autovalor A, 4, vamos isolar os termos de cos 0,

sin @y, {\n,+ —won}

gov/'n

cos b, = (B.16)

goy/nsin b,
0, = . B.1
O = s w0 (n— 1) — ) (B.17)
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B.2 Auto Valores de JC 93

Igualando as duas ultimas equacoes obtemos

sin Oy, {An,+ —won} go/nsin b,
gov/n {An4+ —wo (n—1) — Qo}
gn = {Mut —won} {dn+ —won +wo — o} (B.18)
Usaremos a definicao de dissintonia A_ = wy — Qy. Assim, obtemos a seguinte equagao

quadratica

)\3174_ + At (A —2won) + win? — wonA_ — gdn =0,
a solugao para A, 4 ¢ obtida pelo método convencional de Bhaskara

—A_ 4 2won &+ /A2 + 49(2)71
(B.19)

2 )

)\n7+ -

onde definimos

Brn = /A% + 4gin.

Escrevemos a equacao para A,

A_
An4+ = won £ & -

2 2
escolhendo o sinal + com 6, = § a solugao de A, ; serd
By A

Ant = Pn_ D=
n,+ won + 9 9

Para obter o autovalor relativo a A, _ usamos o mesmo método e como resposta, temos

Obtida as equagoes para A\, + e A, —, podemos generalizar as solugoes para os auto-valores
do Hamiltoniano de JC
Bn A

Lembrando dos termos de cos 6,, teremos
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B.2 Auto Valores de JC 94

go/n cos b,

sinf, = ,
()‘n,+ - WO”)

multiplicando os dois lados da expressao acima por 1/ cos 6,,, teremos

gov/n

tanf, = —————,
(An+ — won)

substituindo A, 4 na equacao acima teremos

2g0v/n
(Bn— A=)

Ao multiplicar a ultima quagao por (8, + A), teremos

tand,, =

tan@, = M
" 290y

logo, escrevemos o angulo #,, como

Bn + A
290v/n

na equacao (B.21) o valor de n sempre serd de n > 0 e 6,, abedece ao intervalo de 0 a 7/2. O

6,, = arctan (B.21)

resultado A, s ¢é vélido nos limites impostos pela equcao (B.21).

Também escrevemos

1 1A_

2
9 = — _—
S Up 2+2ﬁn

€

1 1A

2
6, — 2 122
cos” O = 3 25,
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Apéndice C
Solugao para o ansatz de A, 7 (t)

Considerarando a equagao (2.22), escrevemos

iApr(t) = Anr(t Z Z IR sm((j)tJrqﬁl(j))

X=w,Q,g

A7 (t ZH > PmTTsm( (j)t+¢§)>

k=w,Q,g

+ Z e’Lt n,Ti)\"Lv‘S)Am’S (t)]‘—‘myT)S
SAT

+ 305 et OnTn8) A, s(8) (@i, 7| Halpns), (€1

n=0 S

. . / X7 , . . .
quando consideramos que o coeficiente Zj ZX:w Q9 quTT € multo mailor que oS demais coe-
K 9, b b

ficientes da equagao acima, escreveremos o ansatz proposto por (2.23), temos

iAp () = Ap7(t Z Z r TTsm<(j)t+¢>§Cj)). (C.2)

X=w,Q,g

A equagao diferencial representada por (C.2) pode ser escrita na seguinte forma

/ . . .

i — () g () ()

i E ;o sin (77 t+ ¢ ) x, (C.3)
onde comparamos a) = 3", ey mTT e x = Ap, 7(t). Resolveremos a equagao (C.3) por
método de integracao direta

dx / .
Pt () ( haiad (4) )
zdt—gjozjsm< t+¢J>m:>z E U sm( ]t—l—gb]) (C.4)
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para o processo de integracio, faremos uma simples substituicao de varigveis, onde nt4¢\) =

e dt = u/nl), assim

escrevemos a solugao final como

x(t):woexp{z.'j

(4)

X,

1 o)
Z (—J) /sm u) du, (C.5)
[cos(n(j)t +¢l)) — cos(qﬁ(j))] } . (C.6)

Adaptando (C.6) ao problema em andlise, escreveremos a solugao do ansatz, teremos

Ap7(t) = B t) exp

DIDY

X=w,Q,9

L on (1) - ()] .

onde BT(:L’)T (t) é coeficiente dependente do tempo e visto como amplitude de probabilidade.
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Apendice D
Primeira Aproximacao

Escreveremos a equagao (2.25) por conter termos de alta oscilagoes nao desejados ao problema

Bty = BU ZN S T sin (19 +69)

X=w Q,g
+Y B{ AT AT,
S£T
X exp Z Z mss Fi’,%’ﬂ' {COS (U(j)t + ¢§)> oS (¢(J))]
X w,$2,9
- ’”T () @) _ )
+expq —i A cos (Nt + ¢ cos (¢
Z X%:Q,g { ( X) ( X )]
2 et OnT=Mn8) A, () (@mr| Halon.s), (D.1)
n=0 S

procederemos com a seguinte aproximacao baseado no argumento do primeiro termo exponencial

de (D.1), que por ter alta frequéncia aproximaremos como

X,j X.j

/ Pm,ZS',S - Fm,gT,T

> 5 < 1. (D.2)
7 n 7)

Portanto, expandiremos em série de Taylor o primeiro termo exponencial de (D.1) considerando

até a primeira ordem da expansao. Adaptando ao nosso problema escrevemos

exp Z 3 mSS Fi,iTT [COS (n(j)t+¢g?)) ~ cos ((ﬁgﬁ))]

X=w Q,g
~ 1+ ZZ iy ZQ mSS Pi]TT [cos (n(j)t + gbgg)) — CoS (gbg?))] , (D.3)
w,Q,9
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aplicando a expansao acima em (D.1)

.51 1" , ‘
lBT(n,)’T(t) Z Z FmTTSID< (J)t_i_gbgz_))
X=w Q,g
+ B, AmT=AmS)T,, 7 s
S#T
X 1+ZZ Z ks m,T,T [{ez(nmtw;) +e@(,7<m+¢;)}
X=w Qvg

ey
+exp —zz Z p [Cos<n(j)t+¢g>)fcos<g>)}

X w,,9

x SO 3T 0T ) A, 5(t) (@] Holipns)- (D.4)

n=0 S

Em (D.4) utilizaremos o método RWA (apéndice F) e faremos as seguintes aproximagoes

X.J X.j
Fm,S,S - Fm,’T,’T

/
Zi A, T = Am,s £ 1)

<1, (D.5)

assim, (D.4) torna-se

" Z Z// Z B(l) oit( /\m,s—/\m,T)FX’]TS sin ( Ut + ¢>§?))

X=w Q,g
b B (T
SET
mTT @) U\ _ ()
+exp{ —i cos (Nt + ¢ cos (¢
¥ % BT o104 o) -on ()
x S5t OnTA5) A, 5(8) (gm 7| Halgn.s)- (D.6)
n=0 S

A metodologia descrita serd utilizada em algumas ocasioes no decorrer do trabalho.
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Apeéendice E
Segundo ansatz proposto

Ao analisar a equagao (2.28), desejamos obter solugao para B( ) 7 (t)

iB ZHst T(,i),s t) ZZ oo

3757' X w,,g
y {eit(xn,rm,sw“))61@63?) _ 6it(/\n,7'f)\m,sf17(j))€—i¢gﬂ(')}B(I)S (t)
m,

+exp —ZZ Z mTT [cos (n(j)t + qﬁ()?)) — COoS (qﬁgj()ﬂ

Xcofug 77(]

» Z Z eit()\n,T*/\n,S)AmS(t) <§0m’7'| ﬁ2|<,0n,8>, (El)

n=0 S

. ! X,j , . . . . .
considerando que ) j > X=w,Qyg ler s ¢ muito maior que os demais coeficientes, aproximaremos

a equacao acima como

Z'By(i,)’T(t) ~ Z Z Z Fst{ A, 7= Am,s+nD) i P

875'7' X w,$,g
;1 (9)
762t()\m77'_)\m,8_77(]))e_zd))? } B7(71,)$ (t) . (E2)

Propomos como solucao o ansatz

zt(/\m T—Am, s+77(j)) -1 ¢(J)

(1) _
Bm,T(t) - m,T ZZ Z mTS{ /\mT )\mS+77()

S#T X w,Q,9
Z‘t()\7’n,7'_>\'m,$_77(”) _ 1 )
€ —i¢3 (2 )
(J

, B t). E.3
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Uma vez que a solugao foi proposta, se faz necessario que verifiquemos sua validade, para tal,

substituiremos a solu¢ao em (E.1)

iBS,)T(t) = ZZ Z Fst{ it (A, 7= Am s +19) 60

3757' ! xZo 2,9
;0 () -
—t(Am, 7= Am,s=1)) —idy }Bg?s(t) + iBr(j,)T(t)

it(Am, 7 —Am,s+1P) _
_722 >, Tihrs [6 , } o
s xZong (A = Ams + 1))
[elt(Am7T_)\m7$—n(J)) N 1i|
— —’L(ﬁ(]) . (2)
(Am,’T - )‘m,S - n(j)) Bm,S(t)a (E4)

agora derivaremos a equacgao acima e procederemos com aproximacao conduzida pelo método
da RWA (apéndice F)
X?j
m,T,S

<1 (E.5)

)N
T x =w,,g

Obtemos o ansatz inicial dada por (E.2)

B0 = AT S g ek

S#T X=w,Q,g
ezt(Am,T—Am,s—n(”)e—i¢gg)} B(2) (t).

m,S

)\m,'T - >\m,3 + 77(])

O resultado para a amplitude de probabilidade com o indice S é verificado de maneira

semelhante.
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Apeéendice F

Aproximacao de onda girante
(Rotating Wave Approximation -
RWA)

F.1 Solucao

Em toda andlise do problema teremos um sistema de duas equagoes diferencias, que sao escritas

como

—A=—ige"™B (F.1)

—B =ige "W A, (F.2)
Desejamos obter as solugoes das duas equacoes apresentadas, portanto, isolaremos os termos de

A e B. Assim, reescrevemos (F.1) e (F.2), obtendo

o
A= —ée”W%B (F.3)

B = £€_itWiA

L A, (F.4)

em seguida, podemos derivar A ou B para obter equagao desacoplada. Ao escolher derivar (F.4),

tentaremos obter uma equacgao diferencial para A
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F.1 Solucao 102

) . 2 .
dB _ ﬁe—ztwiA+ KE_ZtWiA

“B= F.5
dt q dt? q dt™ "’ (F-5)
substituindo(F.2) em (F.5) e realizando simples manipulacoes, encontramos
d?A dA
— —iW— —¢*A=0. F.
iz~ W —rA=0 (6)

O procedimento para obter equacao diferencial para B é andlogo ao utilizado na obtencao de
(F.6), escrevemos
d’B dB

iz T - ¢*B = 0. (F.7)

Os resultados (F.6) e (F.7) sdo equagoes diferenciais lineares de segunda ordem, homogéneas
e com coeficientes constantes. O método geral para resolver as equacoes é sugerir uma solucao

da forma

A=eM, (F.8)

sendo \ um parametro constante, ao substituir (F.8) em (F.6) e considerando que todo e # 0,

obtemos a chamada equacao caracteristica

N WA —¢* =0, (F.9)

entao obtemos para A

NELES VAT,

5 , (F.10)

ao escolhermos que W2 — 4¢% > 0, temos duas raizes reais e distintas, escritas como

Ny
A= Wi IWE — 4 (F.11)

2
e
W+ i/ W2 — 44
Ny = LT : iy (F.12)
A solugao geral para (F.6) sera
A= AjeMt 4 Ajet?t (F.13)

sendo A; e Ay constantes arbitrdrias. Escreveremos R = /W2 — 4¢? e substituindo os valores
de (F.11) e (F.12) em (F.13)

A= At W=R)/2 | g it(W+R)/2 (F.14)
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F.1 Solucao 103

para B a solugao ¢ feita de forma semelhante e escrevemos

B = Blefit(WfR)/Q 4 B267it(W+R)/2' (F15)

A condicao incial dada a (F.14) diz que para t = 0 teremos A = Ay, com isso obtemos
Ag = A1 + As. (F.16)
Para B a condicao inicial é a mesma, sendo B = By. Manipularemos algébricamente a equacao

9R
Ay = (2
0 <2R>AO’

somando e subtraindo W da equagao acima, temos

(F.16) de maneira conveniente

Ao (W + R) — Ay (W — R)
°R ’

Ag =

somando e subtraindo 2¢gBy na tultima expressao

[Ag (W + R) +2¢Bo]  [Ao (W — R) + 2¢By|

= . F.1
Ao 2R 2R (F17)
Portanto, ao comparar (F.17) com (F.16) concluimos que
Ao (W + R) +2qB,
Ao (W — R) +2¢B
4y = ol QR) 4Bl (F.19)

ao substituir os valores de (F.18) e (F.19) em (F.14) e com simples manipulagao, obtemos a
solugao final dada a equacao (F.6)
itW)/2

A= SR {e—itR/Q [(W+ R) Ay + 2qBy] — itR/2 (W —R) A+ 2qBO]} , (F.20)

a solugao para equagao (F.7) é
o—itW/2

B=-—n— {e_itR/Z [((W — R) By + 2qAo] — e*F/2 (W + R) By + 2qA0]} . (F.21)

Na andlise do atual apéndice as equacoes para A e B sao equivalentes as equacoes A, s e

A7
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F.2 Aproximacoes 104

F.2 Aproximacoes
Na obtencdo das solugdes (F.20) e (F.21) foi considerado W?2 — 4¢? > 0, onde escrevemos que

R=+W?—4¢. (F.22)

O interesse pratico da RWA acontece quando |g| < |W|. Consideraremos na andlise presente que
os termos W e ¢ sao frequéncias de alta e baixa oscilacao, respectivamente. Dada a condigao,

iremos expandir a raiz contida em (F.22)

2¢°
RW — —. F.23
<t (F.23)
Substituindo (F.23) em (F.20), teremos
2
g2 it| W—1
A ~ 211}[/{ " [2W Ay + 2¢Bo] — e ( W)2qBO}

2
2 2 it(Wfq—) 2 e
A ~ Aoe”qW + iBo {e’t%/ —e W } x et e~itiy
w ’
e obtemos

. 2 . 2 . . . . .
A~ Agetw + %Boe_”qw (eMa - e’tW) ~ Age'™ + %B (62”0‘ — e’tw) (F.24)

2 2 2
B~ Boe_ith + %Ageitqw (e‘ma — e_itW) ~ Boe_ith + %A (e_ma - e_itw) . (F.25)

Definimos « constante da ordem de ~ O(q?/W;). Ao analisar as equagdes (F.24) e (F.25)

recenhecemos os termos referentes a frequéncia ¢ e W. Quando |¢| < |W| podemos escrever
A~ A(]eZta
B ~ B0€_Zta.

Um novo processo serd introduzido, que chamamos de shifts de frequéncia negligenciados (SEN).

Assim, obtemos

A=A

B = By.
Ou de maneira equivalente, escrevemos

d

—A=0

dt
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F.2 Aproximacoes 105

d
—B =0.
dt

A RWA tera a caracteristica de eliminar os termos com altas oscilagbes. Aproximagoes como

essas sempre serao cabiveis a situagoes onde tenhamos os limites aqui impostos.
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Apéndice G
Aproximacoes

A solucao mais geral e exata ao problema é dada pela equagao (2.45). No trabalho a equagao
foi dividida num conjunto de 7 linhas, onde em cada linha foram relalizadas aproximacoes que
seguem o protocolo da RWA. O método de aproximagao que serd utilizido para todas as linhas
seguem um mesmo padrao, portanto, exemplificaremos a aproximagao referente a linha 3 (2.49).

Outras aproximacoes sao feitas de forma semelhante. Escrevemos

linhas = %ZZ; Z Fi#s

. _ (4)
{elt()\nbﬂ' )\'nL,S+7] ) — 1 1(25()?)
SAT X=w,Q,9

)\m,T - >\m,8 + 77(j)
eit<>\m,7’_>\m,3_n(j>) -1

ORI 1 » 2
_ —€ % } X {i Z L2,m,R7$B£n127R (t)
R

)\m,T - Am,S - 77(])

Xeit()\m,S*)\m—z,R) o L2,m+2,S,RB7(72_2 . (t) eit(Am,S*/\m-rz,R)} . (G.l)

Para efetuarmos as possiveis aproximagoes em (2.49) vamos explicitar o parametro y escrevendo-
0 como

X = Xo +5xfxv

também usaremos a definicao dada a funcao adimensional f,
fo=3"w® sin (n(h)t n ¢§(h)) _ 1 3w (eid);h)eitn(h) B e_wsg(h)e_z’tn(h)) .
24
h h

Aplicando as duas ultimas definigdes em (G.1) obteremos
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ling = *ZZ Z F’mTS ZZXO{ mT Am— 2R+77(J))L mRSBrEn)QR(t)

S#T X=w,g

_LQ,m,R’SBfn)_27R (t) eit()\m,S_Am—Q,R) —e t(Am T )\m+2 'R+"7 )L2 m+2,8 RBﬁni—Q R (t)

@) it (A5~ el
+L2,m+2,S,RBm+2,R (t) et Am,s=Am+2,R) JNp— ——. 70
m m

3 ZZ > Turss Z’XO{ #m 7 Am-2m ) QmRSBr(j)—Q,R(t)

S;ﬁT X w,2,9

(t) eZt()\m,S_Am—Q,R) — elt(Am,T_)‘m,S_n< )

2
*Lz,m,R,sB&)—z,R L27m+275,’RB7(n2|-2,R (t)

)\m,T - )\m,S - ﬁ(j)

_722 Z Fst ZZEXQZZH) z¢(h){)\ 1 i

m,T — Am,s + )

. . —id%
xeit(dms—Amiar) 4 L2,m+2,S,RBq(3rz = (1) cit(Am,s=Ami2w) € }

S#ET X w,Q,g
i — (h) 2 . _ )
% (L;’m’R’SBT(nZZR (t) elt(km,s Am—2,R+7 ) - L2,m+2737RB7(anQ,’R (t) 62t<>‘m,8 Am2,R+1 >>
1 Z¢<J) { (2) it _ )
- L5 B #) eit(Ams=Am—2=+n")
)\m,T — )\m"s —_ ’I’}(j) Z’m’R’S m—2,72 ( )

~Lomi2s RBﬁLz = () it (s =Am2 = +1™M) }}

+= ZZ Z FmTS ZZ‘EXQ Zw W{/\ ! Ae“ﬁm

8757- X=w Q,g m,T - >‘m,S + 77(])

(Ao s -0 > (s — -0
x {Lz,m,R,stn)—zR (1) €O A2 ) Ly s s Bl g g (£) € T Az )}
1

;1 (3) . o
iy { [x 8(2) Zt()\m’sf)\m_Q’R n )
>\m,7 - )\m73 — n(j) € 2,m,R, S m—2R (t) €

_LQ,m+2,$7RB$)+27R (t) eit(/\m,s—/\m+z,n—n(h>) } } .

Eliminaremos os termos de alta frequéncia encontrados na equacao acima com o auxilio das

aproximagoes prévias que seguem a metodologia da RWA

X

7,8 1
Z Z Z m G )XOLQ,m+2,S,R — K1
5757— X=w,yg m’T )\ S:tT] )‘M,S_)\erQ,R
s

1
DI VID I TS oL b < 1
3757 I g MmiT Am.s £n0) Am,S — Am—2R

X 1 1
m T,S
Lom+2.5REXS <1
:SZ;&:TZ _%:Q T = Am,s £ 0@ *2 [ Ans = Amiar — 0™
X

I TS " 1 1
L Ey— < 1.
;:TZ X %:Q T — Am,s £ RSN s — Ao g + )
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Os SFN’s prévios sao

1
XoLom+i2,8R
257 xZohg M T T /\ sin() " Am,s = Am+42,R
Xj 2
S Y s 1
5#7 ! xZo0g Am.T — )‘ sin() " Am.s = Am—2R
. 2
XJ
S Y B o hissweg 1
,m
3757- X_wQ mT )\mSin() X2 >‘m,5_>\m+2,72_77(h)
. 2
XJ
D DD DD D e r S BP 1
57&7 ! xZo0g Am,T — )‘ sin() AR
Assim, obtemos

)\m,S - >\m72,R + n(h) '

ling =~ ZZ Z mTS sz(]e

S;AT

)

A, T=Am—2,r+10)) [ % mRstn)m(t)
X w,Q,g
t(Am, 7= Am42,r+nY 2 }
Lomt28RB, o5 (1) AT — )\m s +nW
’VVL Am (])
225 B e M {e e en g oBY o 0
S#T X=w\g
it T —Ams2m—nU 2 }
L2,m+2,S,RBm+2 R (t) >\m T )\m S — n(])
(h) 1 (4)
EPD MRS WEEI WEEN S o
m TS Xos
SEr ) xZaag 2 o = 10"
) B (h) 1 ()
><L2,m+2,$,RBT(nZFQ " (t) ezt(/\m,s Ami2,r+nM) + W — 77(]) —idy
m, m,
L2,m+2,S,’RBr(72-2 = (1) eit(Am’SiAm%RHW) }
o (h) 1 ©))

S WD IECIES DS S o

S;éT ! x2 w, 2,9

m,T — )\m,S + 77( )
, 1
XL;;m;R,SBT(T?)—2,R (t) elt()\m,s—)\m,gﬁ—n(m)

)\m,T - Am,S - 77( )

Zﬁ(J)
L m B 2 2 )‘m _>\m— —n(h)
X S, ,R,S 'f(n)—Q,R (t) elt( 'S 2,R—1N )}

O resultado obtido ainda apresenta termos de alta oscilacao. No entanto, das aproximacoes
previamentes utilizadas, concluimos as aproximacoes finais

*
XoL2m+2,5R X0L3 w8

1
aLomy2,5REY
) )
)\m,S - )\m+2,72 )\m,S - )\m 2R >\m S — >\m+2,R -

17x
215 mR.56x <1
U(h) ’ )\m,S - )\m—Q,R + 77(h) ~
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Portanto, obtemos a equagao aproximada para (2.49)

linhag ~ —— Z Z Z mTR iXO L;,m,S,Re

2 i T xtohy S An. T = Amg =)

¢(])
Lami2,R,s€" ¢t OmT=Ami2.s+19) @) ()
-2, A — A () m+2,8
m, T m,R + 77

AYY ey 5 sl

_ h
SET X=w g Am,T )\m,s +

e_w’X

G) i :
B ) } {Lz,m,R,SBg)J R (1) e "X U eit(Ams—An-2m=n7)

A, T — Am,s — 1

G s )
+L27m+21'57RB£3-)i-2,R (t) e“ﬁxj elt()\m,sf)\erZRJrT](J))} , (GQ)

onde levamos o indice h — j. As demais linhas seguem o mesmo padrao e todas as aproximagoes

utilizadas se encontram no decorrer de desenvolvimento do problema.
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Apéendice H
Eliminando o Shift de frequéncia

No apéndice F foram demonstrados os critérios de eliminacao para termos de rapida oscilagao.
A eliminagao é realizada pelo famoso método RWA. Seguindo os padrdes de solu¢do proposto

no apéndice F, solucionaremos o conjunto de equacoes

d ’ itw;
%A = —iB % gie (H.1)
d . —itW;
@B =iA EZ gie : (H.2)

Para obtermos as solugoes de (H.1) e (H.2) consideraremos que o indice i assumira os valores de

1 =1,2,3. Escrevemos

d . . .
&A = *iqleltwl Bl — ’l:q2€ltW2B2 - iq;geltWSBg. (H3)

Quando adotamos o limite em que ¢ > g2, ¢3 a equagao (H.1) torna-se

d 4
@A ~ —iqlethlBl_ (H4)

A solucao serd de acordo com o apéndice F onde adotamos o limite |¢| < |[W]. A solugao

aproximada sera

A~ Ageltr %Bl {eito‘2 — eitwl} , (H.5)
onde «; sdo constantes da ordem ~ O(g?/W;). O coeficiente Ag é considerado dependente do
tempo devido ao limite adotado q; > g2, ¢3. Ao derivar (H.5) temporalmente obtemos

&A = ja Age™ ! 4 Age™ ™ 4 I?V—llBl {e’ta? — e”Wl} + iQQI;]V—llem?Bl —iq1e™1 By (H.6)

110



111

Referente ao termo B em (H.6), usaremos as equagoes obtidas no desenvolvimento do método

da RWA

d .
%B = ige™ A. (H.7)

Ao substituir (H.7) em (H.6) obtemos

d . , . . , : @ o
— A = iaq Age™® + Age™ ™ + i ™ {6”0‘2 — &t } Aj +iag——e2 By — g1 ™1 By (H.8)
dt 14}
Como os termos «; sdo constantes da ordem ~ O(q?/W;) vamos despreza-los, incluindo a sua
K3 qz p i

ordem de grandeza na estimativa dos SEN’s. Manteremos sempre a menor ordem de ~ O(q;/W;),
assim escrevemos

d

%A = Ageital - iqleitwl Bl. (Hg)

Substituindo o resultado (H.9) em (H.3) encontramos nova equagao diferencial

d . .
%AO = —Z'QQ€ZtWQBQ — iqgeZtW?’Bg.

Ao considerar limite g > q3 a equacao acima resultara em

d .
-0~ —igoe™2 By, (H.10)

A solugao para (H.10) segue o mesmo procedimento empregado em (H.4), a solugao serd

A ~ Agoe' s + %BQ {eito‘4 - eitWQ} ) (H.11)
2

Derivando (H.11) em respeito ao tempo e negligenciando os termos de «;, escrevemos

d . .
@140 = Aooeltas — iQQeltWQBQ, (H.lQ)

portanto, substituiremos (H.12) em (H.10) obtendo
AO() = —iQ36itW3B3. (H13)
A solugao de (H.13) segue o mesmo padrao das solugoes dadas as equagoes (H.4) e (H.10), sendo
A0 itas | 43 itag __itWs
Ago =~ AOOOe + W Bs {6 e } . (H14)
3

Conhecida a equagao (H.14), buscaremos resposta completa para (H.1). Para tal, substituiremos

(H.14) em (H.11)
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An ~ A(C) itass @B itag _ itW3 itag 23 itoy L itWo . H.15
0 = Apgp€ +W3 5 {e ¢™ite +W2 2 {e "2} (H.15)

Quando colocamos (H.15) em (H.5), chega-se em

A ~ A(C) eita531 + ﬂB eitag o ez‘tW1 + 23 eita4 o eitWQ eitozl
000 W, 1 { } W 2 { }

_|_VqV73333 {eitoze _ eitW3} eito&31’ (H16)

onde os termos « e a3 serao negligenciados. Escreveremos a constante Aé%)o como A(()C) € (531

serd chamada de a1 enquanto as demais constantes de mesma ordem serao charamdas as. Assim,

reescrevemos (H.16) de forma generalizada
A~ A(C) ity B i itW; it ) H.17
0 € i Z; W, {e ez} ( )
A solugao para a equagao (H.2) é obtida pelo mesmo método utilizado para (H.1), sendo

B~ B[()C)eito‘3 +3A Z 773;/1/ {eiitWi — efita“} . (H.18)

(2
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Apeéendice 1
Formulacao dos Regimes

Na andlise do problema foram feitas algumas defini¢oes, como exemplo, o coeficiente Gama
(CG) e os coeficientes relativos a H,. As quantidades contidas em cada definicio serfio obtidas
ao utilizarmos a defini¢do dos estados vestidos (EV). Todas as quantidades serao fundamentais
na formulagao dos regimes que serdo adotados: regime ressonante (RR) e regime dispersivo
(RD). Comegaremos calculando os parametros dentro de uma formulagao geral.

Partindo da definigao contida em (2.15)

Lo 7,5 = (Pm,7| Hilom.s),

ao considerar a forma expandinda de H; obteremos os seguintes coeficientes

F;}’L’]TS = Eww{,(uj) <§0m,7—| 7¢L|§0m,$> (L.1)
i () 1.2
m.T,S ZEEka <90m7'|0'kk|§0m8> ( . )
k=1
T = Z e ;W (7| (@141 + @l i 1) @m,s)- (1.3)

Exemplificaremos a obtengao do autovalor para a primeira definicdo, lembrando que|yp, s) =

Sm,s |9, m) + ¢m. s |e, m — 1), obtemos

W,

T o = eowd) [(msm,ssm1 + (M — 1) e sCm7)] (1.4)
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Explicitamente, temos

Irs = 0
anj++ = gV [(m— cos? Om)]
F‘,’Jnﬂr_ = eowl [sinb,, cos O]
Ff,;f_7 L= cowd) [sin by, cos b,)]
F‘,’%’f_’_ = gV [(m— sin? Om)] -
Analogamente, obtemos
F%JT s = agwg ) Cm, TCm. S
F%]jur = agwg) cos? O,
F%JJF_ = —5ng ) gin 0, cOS O,
F?nj_ . —z—:ng ) sin 0,y cos 0.,
I‘lejff = Sng ) gin? O,
F%{T,S = \/mgG,kwg(;j) (Sm,TCm,S + Cm,TSm,S)
Iirs = 0
197, . = Vmegpwl sin20,,
Ff,;{%_ = \/ﬁaakwéj) cos 20,,
FZ;{_HF = \/ﬁsqkng) cos 20,
9 = —Vmegwy) sin 20,,.
Os coeficientes de f]g Sa0
AomtoT.s = (Pm,7|060,1]0m+2.5)
ANomyo,T.s = Vm+ 18, 7Cni2s
Aomt2,4++ = Vm + 1sin 6, cos Oy, 42
A07m+2,+,— = _\/m sin 9m sin 0m+2
Nomyo,—+ = vV 4 1¢0s 0y, cos Oy, 42
Nomy2 7.5 = —v/m + 1 cos6,, sin O,
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1.1 Formulacao do regime ressonante 115

Limt1ms = (em7ldlemirs)

Limi1,7.s = VM4 1sm 78me1,8 + VMem 7Cmi1,s

Limy1 4+ = v'm + 1sin6,, sin Oma1 + v/m cos O, cos 0,11
Limt14— = Vm—+1sinb, cosbpi1 —/mcos by, sin b, 1

Limt1,—+ = Vm+1cosbp,sinbp,11 —v/msin by, cos O, 41

Limt1,—— = Vm+1co80y, o801+ vV/msinby, sinby, 41,
Lomt2T,s = (¢m7l d2|90m+2,5>

Lymio7s = V(m+2) (m+ Dsprsmizs + vV (m+1) (m)em memias

Lomiote = A/ (m+2)(m+1)sinb,sinb,, o+ /(m+ 1) (m) cos by, cos Oy, 12
Lomios— = /(m+2)(m+1)sinby, cosbmia — /(m + 1) (m) cos by, sin O, 19
Lomio—+ = A/ (m+2)(m+1)cosby,sinbnio —/(m + 1) (m) sinb,, cos 19
Lomio—— = /(m+2)(m+1)cos by, cosbmia + /(m + 1) (m) sin b, sin O, 9.

I.1 Formulacao do regime ressonante

Para A_ = 0 as expressoes simplificadas sao
@ it wi it N o) i e _ L)
I‘0,'7',36 = 07 Fm,—l—,-{-e =\|m—- 5 €y Fm,-{—,—e = 550.)
; (@) 1 ; (@) 1 ;
“, w — W, W —
Fm;yfﬂ}euz) N 56&7)7 Fm?fffeuﬁ N <m B 2) 6‘(/:)7)7
Q,j i ) Q.5 - (5) j Q. () 1 /s
Fm,]T,SeZd)Q = 0, Fm,JT,Sezd)Q = ggl)cm,Tcm,Sv Fm,]-i-,-&-emﬂ - §€(j)
Q.5 o9 1 () 0.5 i¢(j) - 1 () Q.j iqﬁ(j) . 1 ()
Uyl e = —5eqh Lyl qef =—geq, Iy e = ceq)
) i) ] - (7) . . . (5) .
Lo s€® = 0, T9 g% = /meg ) (sm7ems + cnrsms), Thl €97 = /me)
i : 1(9) i ;1 (9) ; ;1 (3) :
Fg:LJHr,*ewjg = 07 F%{77+ez¢g = 07 F%{77,€Z¢g = —/ me(gj).
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1.1 Formulacao do regime ressonante 116

Os parametros de Hy sao

1 1 1
AooTs = 557 Nomt2,+,+ = \/m7+1§, Aomiz4,— = —Vm+ 15
1 1
ANoymi2,—+ = Vm+ 157 ANoma2,—— = —VvVm+ 157

A mio7s =(m+1)

)

e

1
Limi7.s = Vm+1snTSmi1s + VMem 7eni1.s, Limit 44 = 5 (Vm +1+4+/m)

(VT 1= Vi), it s = 5 (Vind 1= vin) s Limsr - = 5 (Vin s T+ vim),

Limy14- =

N =

(Vm+1—+ym),

N =

1
Ly = 3 (Vm+1++m), Lima7,-7 =

Z L%,m—l—l,T,S = (m + 1/2) )

S=+
1
Lamiois = 5 (Vm+2) m+1)+/(m+1)(m))
Lomiss = 5 (VI t 9 m+ 1)~ m+ 1) (m)
Lomss e = 5 (VI t 9 m+ 1) im+ 1) (m)
Lomia—— = % (Vim+2)m+ 1)+ Vi + 1) (m))
1
Lamiary = 5 (Vm+2)(m+1)+/(m+1)(m))
1

Lymisgr = 5 (VIm+2)m+1) - Vm+1)m),

\)

2 2 2
Z Ly mio 75 = Z L3 yosr=(m+1)".
S—t S—t
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1.2 Formulagao do regime dispersivo 117

I.2 Formulacao do regime dispersivo

I.2.1 Formulacao Geral ao Regime Dispersivo D = +

Finalizando a analise, generalizaremos o RD considerando D = 4+ e consideraremos a menor

ordem de go/A_. Iniciaremos escrevendo os coeficientes como

g
v}
2
5
5

o
3
S

2

|

3

w
3
S)
Q
—_

ng.

»
3
S
2

Os EV sao escritos da seguinte forma

|om.s) = s$m.s |9, m) + cmsle,m —1), (L5)

com § = +D
[Prm.) = |g,m) + 2=/ e, m — 1) (L6)
om0 =lesm 1) = A-vlg.m) =D {lem~ 1) = 2 vilgm)}. 0D

Os coeficientes generalizados para o RD sao

S ) ) , » () g
w, R W, J N w,J A
FO,T,SeZ(b = 0, I‘mppewj ~ePm, I‘m’DﬁDe“z’ A mefj)\/m
. () g0 . . () .
w7j l w ~ w?] Z w ~
L —ppe ? ~ A |€g)v m, I p _pe RPN Eg) (m—1),
. . 2 .
Qj i Qi il () 90 Q,j il () _90 ,—
FO 7-56 Q2 = 0, Fm'D'De (-~ €Q Fm, FmD _p€ Q = —€9Q m m
Qj iod) () 90 ,— Qj i) _(5)
Fm,—D7D€ o ~ 0 ’A ’ m, L _p_p€ o
T99 o = 0, 199 _¢i9d ~ 290 ) 199 iod) o D, el
0,7, — » ~m,D,D ~ A g » ~m,D,~D ~ g

i ; 1(9) ; ; ;1 (9) :
| A RNCL RS —Dmséj), T o e~ 2B mell),

) )



1.2 Formulagao do regime dispersivo 118

No21D =~ |z70|\/§’ Ao2,7-p = =D, Aomt2 0,0 & Agfo\/(m +1)(m+2)

2
Nomiop—p =~ —DVm—+1, Aomio_pp~Dy/m(m+2)(m+1) (?)

2

|

5
3
E)
+

ANom42,—D,—D A

90 90
Lzt = 1, Ligt-p= A Limi1pp~Vm+1, Limip p~ A

Limi1,-pp ~ 0, Liymy1,—p,—D =R Vm,

|§70|7 Lomiopp =~/ (m+2)(m+1)

0
Lymi2p-pD = 2\§7\ (m+1), Lomy2,-pp =0, Lymiz-—p-p =+ (m+1)(m).

L2727T7D ~ \/57 L2»27T77'D ~ 2
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Apéndice J

Coeficientes de acoplamento e shifts

de frequeéencia

J.1 Coeficientes e Shifts

No apéndice I calculamos os valores de alguns coeficientes definidos no problema, como o coe-
ficiente gama (CG) e os coeficientes relativos a H,. Neste apéndice calcularemos as defini¢oes
dadas por (2.84), (2.71) e (2.80). Expressaremos o coeficiente de acoplamento independente do
tempo e os shifts de ressonancia de acordo com os limites impostos ao regime ressonante (RR)

e regime dispersivo (RD). Iniciaremos escrevendo o valor de (2.71)

— lz lg(j)’ Z ’Ll,m,S,T|2 _ |L1,m+1,7—,5’2 (J.1)
AT Ay = Ancrs +09 Ansrs = Amg +00)

Considerando a equacao com m = 0, o que expressa o shift para o estado de vacuo

1) _ ‘ ) ‘ |Lia7.sl? 19
Yo 2 el (1:2)

e ao substituir o valor de L1 7.5 (apendlce I)

|s1,5]?
Zﬁs el (J.3)

. L? .2
(1) _} ’ (J)’ 11,87 1,m+1,7,S
“r = 4 ; €4 ; )\m,T + U(j) )\m—i-lS — )\m,T T n(j) ) (J4)
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e param > 1

L2
(1) ‘ 1 m,S, T _ 1m+1,7.8 ] J5
Ym>LT = Z { Am T — Am—1 S+ 77( 7) )\m+1,8 - Am,T + 77(]) } ( )

Agora escreveremos a fomulcao geral dada ao shift de ressonancia em um segundo nivel de
definigao
N-1 , 2
) ‘Zk:o Agm,sTGok — ZL?,m,S,TXO‘

Vi =2 o

S A, T = Am=28 + V' — Vo s

2
N-1 .
‘Zk:o Aims27,.8Gok — L2 mio, TSXO‘

)\m+2$ - )\mT‘i’V( _),_23 - VS)T

X (j <j>*‘2
12

‘Zk:_() iAk,m,S,TgG)k + L2,m,8,7—5x
5| AT = Am—2s v, — v _2,3+77(j)

(1) 1

. N
N—-1 . J)* J)*
’Zk:o ZAk,m+2,T,$5(G?k + L2,m+2,7’,55§<)

A (J.6)
Am+2,8 = Am, T — Vr(,i)fr + Vr(,grzs +n0)

A partir deste momento, vamos negligenciar os termos de ordem de ~ M 53 Jwo (também consi-

derados shifts de ressondancia). Para m = 0,1, 2, temos

|2

2 2 2 2 282 < le
2 3890 +2555X0 1 25’ X ‘
V(()% - Z (1) (1) + 4 Z (1) (1) (J.7)
s |Astms—vr 1| Az +V2S_V0T+n()
@) _ AG 27,596 + L3 pyo.5X0
Vo = T2 1 6
s ()‘m+28_)‘m7'+”m+23_1’m7>
Bniars |2
1 2,m+2,7,S
12 5 M (7.8)
l ()‘m+2,$_)\m’7’+7/ 12,8 m7—+?7())
o) - Z AS 2579 + L3 0.5 7X5 AG 27,590 + L3 yo7.5X0
:277’ -
" S Ami*‘”fi)T—Vfi)Qs >‘m+2,$—>‘mT+V( -)1-28_7/7%)7'
1 2 L% 2.8, T
+- ‘E(l)‘
4212 U g i v s+
L2
. 2m~+2,T.,S (J9)

1 1
Ant2.s = AT+ Vs = Vi + 10
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2 2 2 2 2 2 2 2
(2) B Abm.s 790 + L3 1 5 TX0 AS 27890 T Lo o 7,5X0
Vmra = D o__.n 0 ®)
s AT = Am2s t V7 —Vplos Amt28 = AmT FVphas — Vil
1 12 L
LS o) 2m.S.T
+4Z‘€X AT = Am—as + i — v )
J m, T m=28 TV 7 = Vy osTT
L
- 2,m—|(-12),T,8 ) ) . (J.lO)
)\m+2,8 - /\m,T T Ym,T + ym+2,$ +n J
Na equagao (2.83) definimos o coeficiente independente do tempo
1 S GopMbmia TR — iXoLomia TR \ X, 5@
@ —‘,—2’7—78 — _ k—O i ) s /oy ‘7 L) I‘ 5] 61¢X
" 2 ; sz:fz 9 Amt2,R = Ami2,s +n0) RS
B S GorAbmiors — ixoLomior.s X o)
)\m,T - )\m,R + U(j) m,T.R
1N
5 {Z e Mkmia s —iel )Lz,m+2,7,8} : (J.11)
k=0

Quando calculamos o coeficiente com m = 0, temos

1 goho2, TR —ixoLo2 TR x5 @\ L[ (5 . ()
@2,T,S = 5 RZ_:iX_ZW:Q ) { /\2772 — )\273 n U(j) FQ’R736 X —5 {5g Ao,z,T,S - Z&X L2,2T,S} s

(J.12)
e param >0
1 9oNom+2 TR — IXoL2m+2.T R X )
@ +2,7,.8 — o { d L ’ LA F i 62¢X
" 2 %: X:%;Q’g )‘m+2,R — )‘m+278 -+ 7](]) m+2,R,S
_9ohomi2R,S — iXoL2m+2R,S rXid__gie})
)\m,T — )\m,R + 17(]) m, T, R
-5 {sg Nom+2,1.8 — 1€y L27m+2773} . (J.13)

A formulagao geral para os coeficientes de acoplamento e shifts de ressonancia sdo expostos
pelas equacoes acima. Nas se¢oes que seguirao escreveremos as defini¢oes, porém de acordo com

os limites do RR e RD.

J.1.1 Regime dispersivo

Toda formulacao do regime dispersivo é encontrada no apéndice I. Relembrando que [A_| /2 >

lgo| v/m sendo D = A_/|A_|. Escreveremos os coeficientes de acoplamente a partir da equagao
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(J.12) e consideraremos os valores de R = =+, obtendo

golo2, 7+ —ixoLlo2 T + i (J.14)

1 X
@ — - 34y ) 7‘77 F 5]
e =3 B (M

X=w,Qg
goho27 - —ixoLooT -\ vxi @\ 1y ¢ o
- { Ao — Aa,s + 1) } [y sex } B {eé’)/\o,zms — i )Lzz,m} :

Ap6s algumas manipulagoes obtemos

2
; 9o
o 1 o_ — ZX() 0 + 2ZX0 (K) ()
O27p = 5\/5 n() A 0 [

2
o_ + Q’iXQ (g%)

1 5- —ixo 95
-2 ———-=2— -
VT AT haa g0

1
+2‘/§{4 0D A 46+ A_— 0

_ - iXo qgo go + 2Z.XO% }

1 goR- —ixo gy 90o+2ix0R-) .
O p = 512 : , el
2\ 45 +A 170 A g0 @
1 90* —1iX0 90 go + 22X0A9— )
T w— 1
"3 {4 o_+ A+ n(a) A ) g (J.16)
2
Lo 5_+2i (LO)
goR= — ixo 44 X0\ AZ s(j)—i—l ()+22€()go
46 + A+l n() ) X A
&) _ 1 {{QOAO,m+2,D,D — iXOL27m+27’D7D} X,j l¢(])
m+2,D,D 9 K >\m+2 — )\m+2 o+ 77(]) m+2,D,D¢
n gvo m4+2,D,~D — iX0L2mi2D,-D | X, Jiod)
Am+2,-D — Am+2,0 + 1) m+2,-D,D
gOAO +2 D, D — 1XoL2m+2,D,D (4)
{ 5 o) } T pe™ (7.17)
m D — )\m,D +n\
gOAO,m+2,—D,D - Z.XOLQ,m—i-Q,—D,D FX’j l¢(])
A D — Am,—p + ) m,D.~D*

—3 { D Ao miaTs — l5(j)L2,m+2,T,S} :

Outro coeficiente que pode ser escrito na formulacdo do RD é o apresentado na equagao (J.13).

Utilizaremos a formulagao geral do RD, onde DA_ = |A_| e manteremos sempre a ordem mais

baixa de go/A_. Apés longas manipulagoes algébricas obtemos
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70 (@ —A) 70

. (4) j . j
L5l 2@)@ '€Q n 2A‘_ — n(J) - '21)(0 77(7) —‘2A_ &e(j)
77(]) 77(]) — A_ 17(3) —A_ 77(]) — A_ 17(3) A_ 9

1 () —2A_ 2i N
Omt2pp = 2\/(m+1)(m+2){{5_ 7 — ZXO}59)+21'5§?) (J.18)

1 G poa_ )| P
@TTH*Q,*'D,f’D = 5\/ m (m =+ 1) {— {5_77 + 22X0} m (Jlg)

'r}(]) — A

~ () . () A
_{1+21X0}5 : e) +{77(J)—2A7—2Z’X0} (5—2394_2'5(])}
n

A_ 7 — A

: )
1 o 2x0 29V 4+ A_ | &

@m+2,D,*D - 5902) vm + 1 {— {1 + ZAi n 77(]) A W (J20)

i) () i)

. 2)(0 i . 2)(0 EL ,26X

_{1+2A+77(j)} o {1+2A+n(j>} o A

1

Onta-pp = FDVm(m+1)(m+ 2)5_%0 (J.21)

1D A g0 D —A D " O A g

{n(j) —3A_ ) n) + A_ ag) 3A_ — ) Eéj) }

Os coeficientes (J.15)-(J.21) sao resultados mais gerais dentro do RD. Sendo que cada coe-
ficiente poders assumir valores distintos, de acordo a ressonancia estipulada para nt). Sao os
limites de ressonancia: n(D) ~ 2wo; 77(A) ~ AL e n(AC) ~ 2wy + A_. Por exemplo, quando

(AC)

escolhemos a frequéncia de ressonancia 7 sabemos que a diferenga entre as autoenergias

apropriada é A\y,q2 —p — App =~ 2wy + A_. Com isso o coeficiente de acoplamento servira para

acoplar —D — D. O coeficiente que melhor representa a ressonancia 77(‘40)

é escrito em (J.21)
e que caracterizara o efeito que denominaremos de “Anti-ECD”.
Os shifts de ressonancia serao calculados de maneira semelhante aos coeficientes de aco-

plamento. Consideraremos a ordem mais baixa de go/A_ negligenciaremos shifts da ordem de

meg /wo, obtendo

Qpu_— ‘5@‘2 ! " (ﬁf

wo 4 79 " wo + n0)

)

123



J.1 Coeficientes e Shifts

124
eliminando o shift, teremos
L |y
»1) _
V>0, = _ZZWO _1_77(]) (J22)
J
Seguindo o mesmo procedimento de solugao, escrevemos os demais shifts de ressonancia
2 2 1 )Egcl) ‘2
(2) 90 . Xo
—__J)J0 , Ao = S N N J.23
VO,’T A+ + wo + 2 zl: (2@)0 T n(l)) ( )
@) (m+1)g3 Xo 1 ‘5&”’
=—q¢—"=4(2 1) ==+ (2 1) = B J.24
Ym>0,D = Ay +(2m + )w0+(m+ )22122(4)04-77(1) ( )
2) (m—1)g5 xg 1 ‘ ‘
- —2m-1)20 — = . J.25
Vm>0,fD A+ ( m ) wo 2 ( 2&)0 + 77() ( )
Em todo o RD usamos as seguintes aproximacoes
€wr €0, g0V MgV M gV M, xoM, e M < wo, (J.26)
e os shifts eliminados por SFN sao
govm\” el fgovm)’ ey meg (J.27)
A_ 0’ A_ wo’ wo ' ’
J.1.2 Regime ressonante
Aproximaremos |go| v/m < wo, sendo a ressonancia 79) ~ wg. Assim, obtemos
(j) ()
1 £Q 2
Op74 = 4\6{{ go— zzx()f} —i—gon( : {1 + Z(f)o} +v/2ie() } (J.28)
(4) (4)
__1 : fw” 0 X0 ) ) y/3:0)
O - = —4\/5{{90—1—21)(0\/5} 0 +go77(J) {14—277( €3 ( € —Z\/§€X (J.29)
1 (j) E(j)
Omt2 4+ = vt 1< [g90 — 2ixo (Vm+2+ \ﬁ)] y gom
1+ 2o
+ 0 ) +iel) (Vim +2 + v/m) (J.30)
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() (4)
1 . Ew g
Omt2,+,— = —gvm +1 { [go + 2ixo <\/(m +2)— \/(m)ﬂ o) +90%
(14 2X0) 0 O i T (Vm T2 - Vi) (3.31)
n(j) 9 X .
1 RO
Om+i2,—+ = Z\/m [90 — 2ix0 (Vm +2 — v/m)] 0 + QOW
2ZX0
- (1 50 > ey (Vim +2 - \ﬁ)} (J.32)
(4) ()
1 . Ew e
Omiz, - = —gVm+1 { [90 + 2ixo (\/(m +2) + \/(m)ﬂ o) +go%
2’LXO
- (1 o0 > ef) —iey) (Vm+2+ \F)} (J.33)

Os shifts de ressonancia serao calculados de maneira semelhante ao RD, consideraremos a
aproximacao |go| v/m < wp e negligenciaremos os shifts da ordem de ~ meg Jwp. Substituindo

os autovalores e os parametros no shift, teremos

)

o) __lz‘gu)‘? 1 +m<ff>>2

a wo +nW)  wo + 1l

eliminando o shift msg Jwo

)
OB ’€d ’
Vim>0,7 = 4 Z Wo + 77(]) : (J34)
J

Os outros shifts de ressonancia apropriado ao RR serao

o | &l
YT 2w wo 22(2w0+n())

(2) —~ 90 Xo ‘ ‘
Vin>0,T g My T Z (2o + 70)

Em toda a formulagao do RR usamos as seguintes aproximacoes

€y €Q, JoV M, egV M, egV M, xoM, e, M < wo, (J.35)

onde M representa o nimero maximo de excitagoes. Os shifts que passaram pelo processo do

SEN sao
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)
ISl
™
DN
™
Q@ N

=2, —4 (J.36)

&
S
€
S
&
S
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