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Resumo

A evolugao temporal da fungao distribui¢ao para a uma particula em um
sistema Hamiltoniano com interacao de longo alcance, ou seja, sistemas em
que o potencial de interagao variam com r~% com « < d, onde d é a dimensao
do espaco, ¢é regida pela Vlasov no limite em que N — oco. Exemplos desses
sistemas sao sistemas autogravitantes, plasmas carregados e uma série de
modelos derivados destes. O objetivo dessa tese é apresentar uma derivagao
dessa equacao utilizando a técnica desenvolvida na escola de Bruxelas nos
anos 1950 & 1970, fazendo uma discussao da correlagao entre as particulas do
sistema, o que nos permite uma melhor compreensao de sue papel no estudo
dos estados quase-estacionérios. A vantagem dessa metodologia é que ela
permite estimar explicitamente a ordem de magnitude das correlagoes entre
particulas. Uma vez estabelecida a equacao de Vlasov, realizamos uma série
de simulagoes de dinamica molecular assim como a solu¢ao numeérica da
equagao de Vlasov, e mostramos como elas convergem. Para a realizacao de
tais simulacoes utilizamos trés sistemas, modelo Hamziltonean Mean Field,

o modelo do anel autogravitante e o modelo de folhas autogravitantes .



Abstract

The temporal evolution of the one-particle distribution function of a Hamil-
tonian system with long-range interaction , i.e, systems with an interaction
potential behaving at long distances as r~* with o < d , where d is the
spatial dimension, is governed by Vlasov equation in the limit as N — oo .
Examples of such systems are self-gravitating systems, non-neutral plasmas
and models derived from these. The objective of this thesis is to present
a derivation of this equation using a technique developed by the Brussels
school in the 1950’s to the 1970’s. We present a discussion of the role
of inter-particle correlations and its role on the understanding of quasi-
stationary states. The advantage of this methodology is that it allows an
explicit estimate the order of magnitude of the correlations between par-
ticles. We also perform a series of molecular dynamics simulations and
numerical solution of the Vlasov equation, showing how both converge for
three simplified models: Hamiltonean Mean Field model, self-gravitating

and the self-gravitating sheet model.



Capitulo 1

Introducao

Interacoes de longo alcance ocorrem em uma grande variedade de sistemas
fisicos, sendo, talvez, os mais comuns (n&o mais simples) os sistemas com in-
teragao gravitacional e coulombiana. Nos tltimos anos, o desenvolvimento
computacional permitiu que cada vez mais tais sistemas destes tipos fos-
sem estudados, utilizando simula¢oes numéricas com um ntmero cada vez
maior de particulas. Dessa forma foi possivel avancos em problemas como
a relaxagao violenta, dindmica de formagao de galaxias, segregagao de mas-
sas, evolucao dos estados quasi-estacionédrios. Ainda assim, tais problemas
continuam em aberto e com muito o que ser feito.

Um caso comum na natureza é o potencial proporcional a 1/r, que
descreve tanto particulas carregadas, quanto autogravitantes. No caso da
interagao Coulombiana, o potencial ®(r) é dado pela solu¢ao da equacao
de Poisson

V2q)(l') = =0

onde p é a densidade da Carga. A equacgao de Poisson também ¢ utilizada
para descrever modelos de interacao gravitacional, em que, para uma dada
densidade de particulas p, o potencial gravitacional ®,(r) entre as particulas

serd dado pela solucao da equacao de Poisson
Vidy(r) = p.

A dependéncia do potencial com a distancia r em ambos os casos de-

pende da dimensao do espago. Para ilustrar o tipo de dificuldade encontrada
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no estudo desses sistemas citamos o fato de que o tempo necessario para
para que uma galaxia atinja o equilibrio termodinamico (tempo de rela-
xagdo) ¢ da ordem do tempo de vida do proprio Universo [15]. Dada a
complexidade desses sistemas, freqlientemente sao estudados modelos mais
simples que os reais, chamados toy models, que retém importantes caracte-
risticas da fisica desses sistemas, dentre os quais, podemos citar em especial
o Modelo do Anel autogravitante (MAAG) |2, 3], Hamiltonian Mean Field
[1] (HMF), o modelo de folhas autogravitantes em 1D [4, 5]. Outros mode-
los de interesse sao estudados nas referéncias |29, 30, 28]. O modelo HMF
¢ obtido ao retermos o primeiro termo da expansao em série de Fourier
do potencial gravitacional em um modelo unidimensional. Serd mostrado
mais adiante, que o HMF é uma aproximagao do MAAG quando fazemos
o parametro de amortecimento € ir para o infinito, ¢ — co. Para plasmas,
o modelo em 1D, formado por planos paralelos, uniformemente carregados,
tem sido estudado por Dawson [45]

As motivagoes que levaram a elaboragao deste trabalho estao relaciona-
das com os avancos feitos, nas tltimas duas décadas, na area de sistemas
com interagoes de longo alcance. A possibilidade de poder entender a relaxa-
¢ao violenta [13], a descri¢ao do sistema gravitacional por meio da Mecanica
Estatistica [14], uma teoria cinética mais abrangente [16, 17, 18, 19, 20, 21].

Esta tese é organizada na seguinte forma: no Capitulo 02 apresentamos
introduzimos os sistemas com interagao de longo alcance, bem como suas
propriedades, além de uma descricao, via potencial, do sistema autogravi-
tante. Ja no Capitulo 03 fazemos uma revisao da Teoria Cinética, definindo
o espaco de fase, trajetéria no mesmo e os estagios de evolugao de um sis-
tema dindmico. Ainda no mesmo capitulo deduzimos a equagao de Liouville
e escrevemos a hierarquia BBGKY. A partir do Capitulo 04 comecamos a
discutir as ferramentas que serao utilizadas para a deducao da equacao ci-
nética desejada tais como a expansao da equacao de Liouville em uma série
de poténcia para entao estabelecermos uma teoria que nos permita utilizar
os diagramas para a deducao da equacao de Vlasov. Comegamos o Capitulo
05 deduzindo uma hierarquia BBGKY para um sistema de particulas nao-

idénticas. Isso feito utilizamos a teoria desenvolvida no capitulo anterior
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para a dedugao da equagao de Vlasov para sistemas autogravitantes. No
Capitulo 06 realizamos uma série de simula¢des numéricas que comprovam
o resultado obtido no capitulo anterior. O Capitulo 07 trata do problema
de segregacao de massas a partir do modelo HMF. Por fim apresentamos

nossas conclusoes e perspectiva de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Sistemas Com Interacoes de

Longo Alcance

Neste capitulo serao apresentadas as principais propriedades termodinami-
cas e estatisticas de sistemas com interagoes de longo alcance que os distin-
guem dos sistemas com interacao de curto alcance. Serao apresentadas as
descri¢oes dos ensembles canonico e microcanonico de maneira a mostrar
que podem ser inequivalentes. Além disso, por se tratarem de sistemas for-
mados por um grande nimero de particulas, o tratamento estatistico é de
grande relevancia. Em sistemas com interagao de curto alcance, as variaveis
termodinamicas, como a energia sao extensivas. Sera mostrado mais adi-
ante que isto nao ocorre para sistemas com interagao de longo alcance. Por
fim serao apresentados modelos simplificados, conhecidos como toy models,

que sao obtidas a partir dos sistemas autogravitante e coulombiano.

2.1 Caracteristicas Gerais de Sistemas com

Interagoes de Longo Alcance

Os sistemas com interagao de longo alcance sao caracterizados por um po-

@ sendo r a distancia entre

tencial que para longas distancias decai com r~
as particulas e com o < d, d sendo a dimensao do espago. Tais sistemas pos-

suem um grande apelo na Fisica, uma vez que muitos dos sistemas de reais

11
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ALCANCE 12
sao desta categoria, a saber, plasmas, sistema autogravitante, fragmenta-
¢ao nuclear, fluidos em duas dimensoes e condensados de Bose-Einstein.
Uma das principais dificuldades apresentadas por sistemas desse tipo, é a
nao-aditividade da energia. De fato, se dividirmos o sistema em dois sub-
sistemas disjuntos, a energia total inicial do sistema nao sera igual a soma
das energias dos dois sub-sistemas, pois a energia potencial sobre qualquer
uma das particulas serd calculada sobre todas as demais particulas. Tal
propriedade gera algumas conseqiiéncias que vao de encontro com o que

encontramos em sistemas com interagoes de curto alcance.

i

E1 E2

Figura 2.1: Nao-aditividade de sistemas com interacao de longo alcance.

Em sistemas com interacao de curto alcance é bem entendido que os
ensembles candnicos e microcandnico sao equivalentes [22, 23]. As descrigoes
do sistema feitas pelos dois ensembles nao sendo equivalentes leva a uma
série de conseqiiéncias, entre elas uma concavidade negativa em parte da
curva da entropia pela energia, o que resulta em uma capacidade térmica
negativa. No ensamble canonico o calor especifico é sempre positivo |23].
Uma variavel termodinamica, energia por exemplo, sera extensiva se for
proporcional ao nimero de elementos do sistema, e variaveis intensivas sao
mantidas constantes. Vamos considerar como exemplo a Hamiltoniana de

Ising para spins globalmente acoplados:

7 (&N
H=—= (25) : (2.1)
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onde S; = +1, com ¢ = 1... N e cada spin é afetado por todos os demais
spins do sistema, e nao apenas pelos primeiros vizinhos, enquanto J é o
parametro de acoplamento, JJ > 0 corresponde ao sistema ferromagnético e
J < 0 antiferromagnético, o fator 1/N é conhecido como prescrigao de Kac
[?], e corresponde a uma reescala apropriada no tempo, proporcional a N,
que torna a Hamiltoniana extensiva. Mesmo que este procedimento torne a
energia extensiva ela continua sendo nao aditiva e a entropia nao-extensiva
[25, 26, 27].

Tome o sistema representado na Figura (2.1). Quando ele é separado
em duas partes, onde o lado esquerdo é formado apenas por spins -1,

enquanto o lado direito possui apenas spins -1, pode-se calcular a energia

J (N\?
E1:E2:—N<E) .

A energia total do sistema, por sua vez é dada por
J (N N\’
F=——|——-——=—] =0
N ( 2 2 )

ou seja, o sistema é claramente nao-aditivo, mesmo sendo extensivo. Neste

de cada parte,

caso, a energia da interface, normalmente negligenciada, é da mesma ordem
que as energias de cada parte. Como o sistema é de longo alcance ( o
potencial nao depende da distancia entre as particulas ), o sistema é tido
como um modelo de campo médio [27].

J& sobre o calor especifico negativo, considere a energia média de um

sistema composto por diferentes niveis de energia F; calculada no ensemble

canodnico,
S Ee PP
(E) =~ 7 = —0zInZ,
onde Z ¢é a funcao partigao e dg = %. E direto mostrar que o calor
especifico:
C, = Or(E) < ((E — (E))?) >0, (2.2)

ou seja, C, é sempre positivo no ensemble canonico. Por outro lado, um

sistema autogravitante tridimensional o teorema do Virial déa:

2(K)+ (U) =0,
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sendo K e U as energias cinética e potencial, respectivamente, de modo que
E = (K) + (U) = (K) - 2(K) = ~(K).
Como (U) = —3/2kT, o calor especifico é:
C, =0rE x 8<K>E < 0. (23)

Uma vez que o calor especifico é sempre positivo no ensemble canénico
e pode ser negativo no microcanonico, os dois ensembles podem ser inequi-
valentes, ao contrario dos resultados usuais para sistemas com interacoes
de curto alcance [22]. Uma conseqiiéncia do C, negativo no ensemble mi-
crocanodnico ¢ o surgimento de uma regiao de curvatura convexa no grafico

da entropia pela energia.

2.2 Sistema Autogravitante

Nesta secao vamos descrever um sistema de particulas interagindo apenas
sob o efeito da forga gravitacional mitua, para posteriormente introduzir a
teoria cinética. Tomemos um sistema com uma densidade de massa p(x), em
um ponto z. A for¢a F'(x) é obtida uma soma sobre pequenas contribuigoes

de massa, om(z):

x —x x —x .
5F(X) = Gm&n(x/) = Gmp(x’)&sx’ (24)
Integrando sobre todo o de volume:
x —x 3

O potencial gravitacional é dado por:

P(x) = —G/ 'O(f/)x|d3x’,

[x'

de forma que:
F(x) = —Vo. (2.6)
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Tomando o divergente da Eq.(2.5) e integrando sobre uma esfera de raio
|x’ — x| = h suficientemente pequeno, obtemos

(x' — x) - d*S’

X~ xP

Vo) = -Gk [

|x’—x|=h

(2.7)

com d?S" = (x' — x)hd*Q2, para um elemento de angulo solido d*Q. Assim
V- F(x) = —4nGp(x), (2.8)

que nos da a equagao de Poisson para o potencial gravitacional ® em relacao

a uma densidade de massa p:
V20 = 47Gp. (2.9)

Consideramos o caso particular de um sistema com simetria esférica. A
lei de Newton da gravitacao afirma que um corpo que se encontra dentro de
uma casca esférica homogénea, nao ira sofrer a atuacao de nenhuma forga
gravitacional vinda da esfera. Como conseqiiéncia, o potencial gravitacional

dentro da esfera é constante, uma vez que V& = 0. Logo

v{—G/d?’x' Px }:O:><I>:—_G—M

|x! — x| R

Se considerar uma esfera homogénea, ou seja, com uma densidade de massa

constante, p = constante,

4
M(r) = ?ﬂr‘gp.

Soltando agora, uma massa teste, a partir do repouso, em uma orbita de
raio r dentro de um campo gravitacional gerado pela esfera homogénea,

temos:

d*r GM(r)  4nG

pr- R e A

que resulta em uma equagao de oscilador harmonico simples:
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com
w? = G p- (2.10)
3
sendo a freqiiéncia angular do sistema.
Uma vez introduzido o potencial gravitacional, iremos passar o resto da
tese fazendo uma descricao da Mecénica Estatistica, e mais precisamente

da Teoria Cinética do mesmo.



Capitulo 3
Teoria Cinética

Este capitulo tem como objetivo apresentar uma breve introducao a teoria
cinética de sistemas com interacao de longo alcance. Iniciamos com uma
revisao de elementos da teoria cinética. Uma vez tais conceitos estabeleci-
dos, descrevemos como obter as equacoes cinéticas partindo das equacoes

de Hamilton descrevendo a dinamica microscopica do sistema.

3.1 O Espaco de Fase

Define-se o espaco de fase I' de um sistema com N graus de liberdade como
sendo um espago cartesiano de 2N dimensoes com coordenadas {¢;,pi}, a
saber a posicao ¢ e o momento p. A trajetoria do sistema fica caracterizada

como sendo uma curva em [', parametrizada pelo tempo t.

[ (), .. an(t)ipa(t), ... pn(t)]

Dada uma Hamiltoniana H para um sistema formado por N particulas

de massas idénticas, m = 1, e um potencial de interacao de pares V (q), a

17
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equacao de Hamilton é dada por:

N 21 N
H = Z?Z+§ > Ve - gl),
i=1 i<j=1
¢ = OpH, (3.1)
N
pi = _aqu = Z aqzv(lql _Qj’)'

i<j=1

Dado o espago de fase de um sistema de N particulas em um espacgo de

dimensao d
fN(QIa <y g4N, D1y - - 7pN;t)(qu)d (de)d

a probabilidade de encontrarmos as N particulas no elemento d®"qd*Vp
com posigoes q1, . .., qqn, cOm momentos p1, ..., PgN, NO instante de tempo
t. A funcao fy é conhecida como funcao distribuicao de probabilidade para

N particulas.

Condigdes
Iniciais

Relaxagao
Violenta

Estados Quasi-
Estacionarios

Relaxagéo
Lenta

Equilibrio

Figura 3.1: Esquematizacao dos estagios da evolugao dinamica de um sis-

tema com interacgao de longo alcance.

Para sistemas com interacao de longo alcance a evolugao dinamica passa
por algumas fases antes de atingir o equilibrio termodinamico, como esque-
matizado na Figura 3.1. Dada condi¢ao uma inicial, primeiro ocorre uma
relaxagao violenta, termo cunhado por Lynden-Bell em 67 [13], em um

periodo de tempo muito curto, apés o que o sistema permanece em um
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periodo longo num estado quasiestacionario, apés o qual atinge o estado de

equilibrio.

3.2 Equacao de Liouville

Na seccao anterior introduzimos os conceitos de espago I' e das trajetorias
v € I'. O que sera feito agora é utilizar estes conceitos para se deduzir a
equacao de Liouville.

Considere dN o nimero de particulas contidas em um elemento de vo-

lume dV de I'. Usando a defini¢do de funcao densidade, pode-se escrever

f(p,q;t)dqdp = f(q,p;t)dV,

com isso

AN
) = —.
Ha.pt) =

ou seja, f(q,p;t) representa a densidade de particulas por unidade de vo-
lume dV € T.

Uma vez que o sistema é conversativo

Como as trajetorias v € I' nunca podem se cruzar, uma vez que um
sistema com N graus de liberdade fica unicamente especificado por 2N
condigbes iniciais {g(0),p(0)}. Desta forma, mesmo que I' evoluir, nunca
devera ocorrer uma interseccao entre duas trajetorias, isto se deve pelo te-
orema de existéncia e unicidade. Uma interpretacao que segue diretamente

é a de que dN deve ser conservado, ou seja
dN — dN' = dN
e como o elemento de volume também deve ser conservado,

dV — dV' =dV

assim

dN R dN’ dN
av- " dv’ AV

a
dt

logo, se conclui que,

0 (3.2)
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conhecido como teorema de Liouville.
O teorema de Liouville, de forma simplificada, afirma que em um sistema

sem colisoes, e com uma fungao distribuigao fy = fn(q,p;t):

d

— 1) =0

dth(q’p, )

al dg; dp;

7] 5 Oy fN—= + 0y, fn—rp =0 3.3

th+ ot { qlfN dt + psz dt} ( )
onde usamos a notagao {q,p} ={q1,...,qn,p1,---,pn}. Usando as Eq’s.(3.1),

N
0w+ {0 [0y H — 8y, 0y H} = 0 (3.4)
i=1

que é conhecida como equacao de Liouville.
Uma das dificuldades encontradas em se tratar da equagao de Liouville
é que ao se tentar determinar uma equacao para a funcao distribuicao re-
duzida (f.d.r.) para s particulas fs, por meio de uma integracdo sobre um
certo numero de variaveis, nao encontramos uma equagao fechada, e sim um

sistema infinito de equagdo (uma hierarquia) em que f; depende de fsi1:
atfs(L cee 75) + Zvj ’ vjfs
j=1

= (\*/m) Z / dxs11dVe11(ViVisy1) - Ofspa(1,. .. s + 1)
=1
(3.5)

Desenvolvida de forma independente pelo Bogoliubov, Born, Green, Krikwood
e Yvon de maneira que tal hierarquia recebeu o nome hierarquia BBGKY.
Por questao de completesa uma deducao formal para a hierarquia acima

seré apresentada no Apéndice A



Capitulo 4

Teoria Pertubativa: Dinamica de

Correlacoes

Aqui sera introduzida a teoria de dindmica de correlagbes usando a téc-
nica desenvolvida pelo grupo de mecanica estatistica da Universidade de
Bruxelas [46, 47] nas décadas de 1940 & 1970, desenvolvida por pesqui-
sadores como Prigogine, Balescu e Resibois. Primeiramente desenvolvida
para tratar de sistemas de plasma carregado, ela se apresenta como uma
técnica extremamente robusta dentro da Teoria Cinética. Em sua forma
original a técnica consiste em expandir as solugoes da equagao de Liouville
em uma série de poténcias no potencial de pares associada a cada termo
da série uma representacao diagramatica. Em certos casos, como veremos
a seguir, podemos ressomar essa série e assim obter uma equacao fechada
para a distribuicao reduzida a uma particula, ou seja, a equagao cinética

do sistema.

4.1 Expancao da Equacao de Liouville

Na teoria de mecénica classica, quando se quer descrever a evolugao dina-

mica de um sistema descrito por uma Hamiltoniana,

N . N
H=Y I 1) Viems 4.1
SEEA Y (4.1)

n=1 n<m=1

21
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onde A\ é um parametro proporcional ao fator de Kac que contem as carac-
terfsticas da interagdo (e?/N para plasma, ou m?/N para sistema gravita-
cional, por exemplo), e V,,,, = V(|x, — Xpl).

Em sistemas com um grande ntmero de particulas, o nimero de equa-
¢Oes necesséarias para uma descrigao exata utilizando as equagoes de Ha-
milton, o que obrigue a utilizar uma abordagem estatistica mais viavel.
Uma maneira de fazer isto é usando o conceito de ensemble introduzido
por Gibbs, onde ao invés de considerarmos um tnico sistema, tomamos
um conjunto de réplicas do sistema compativeis com os vinculos macrosco-
picos, com a mesma Hamiltoniana, mas com condigoes iniciais diferentes.
Essa descrigao, é feita no espaco de fase I' que, para um sistema formado
por N particulas, ¢ composto por 6/N coordenadas, 3N momentos e 3N
posicoes. A dindmica no espaco I' é descrita pelo movimento de um ponto
(n , pn) € I'. Assim o ensemble que descreve o sistema, serd uma nuvem de
pontos em I', que matematicamente sao descritos pela funcao distribuicao
para N particulas, f.d., fy(1...N;t),onde usamos a notacao (X, px) = k.
A f.d. acima nos da a densidade de probabilidade de encontrarmos N par-
ticulas na configuracao (1...N) € I' em um instante de tempo ¢. Como

vimos anteriormente, fy satisfaz a equagao de Liouville

N
Ofn + Y A0unfr %+ Oy frv - Pu} = 0. (4.2)

n=1
Usando as equagoes de Hamilton Eq(3.1) e a Hamiltoniana Eq(4.1), temos
a equagao

O fn + Zvn : (axan) =A Z(aannTn) ) {apn - apm}fN> (4'3)

n<m
onde v,, = p,/m. Como tratamos neste momento de particulas idénticas,
vamos tomar por conveniéncia a unidade de massa, tal que m = 1 Introdu-

zindo a notagao [47]

Vo, = O0Ox,, (4.4)
Op = Oy, (4.5
Opm = Oy, — Oy, (4.6)
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que permite reescrever a Eq.(4.3) na forma,

ath + Zvn ’ (van) = ()‘) Z(vnvnm) ’ 8nmfN' (4-7>

n<m
Da equagao acima podemos verificar que a integral de fy sobre todas as

velocidades e posi¢oes permanece constante ao longo do tempo:
/ dVxd"v fy = 1. (4.8)

O valor macroscopico de um observavel, A(zy ... zxn,v; ... vy), é dado pelo

seu valor médio:
A(t)macro = /dNXdNVfN(:c, v;t)A(xy ... xy,v1 .. 0N). (4.9)

Novamente por uma simplicidade, iremos trabalhar com a seguinte no-
tagao [38]:

(1...N).

,<I'1...ZL‘N,U1...UN)

Usualmente toda fungao dindmica A(z,v) pode ser decomposta de ma-

neira Unica da seguinte maneira:

N
AL N)=Ao+>  Mi(n)+ Z Ay(n,m)+. . +— ZAN
n=1 n<m 1 " n<..
(4.10)

Se considerarmos um observével contendo apenas particula de fy, obtemos

/dl...dNiV:Al(n)fN(l...N):N/dl...dNAl(l)fN(l...N).
"~ (4.11)

Dessa forma, podemos definir a f.d.r. a uma particula por

_N/d2...deN(1...N), (4.12)

- [ om0

Assim, podemos escrever de forma geral para s particulas

— Z/d(l) Cd(N)AR(L. . sf(1...8),
k=1

de forma que
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onde a fungao distribuicao reduzida a s particulas f, é definida por:

fs(l...s)E/d(s+1)...d(N)fN(1...s(s+1)...N), (4.13)

que representa a densidade de probabilidade de acharmos no mesmo instante
de tempo ¢, s particulas na configuragao (1...s).

Essa representacao da Mecéanica Estatistica pelo conjunto de todas f.d.r.
é equivalente a representagao pelas f.d. no espaco de fase. Como para
fungbes dinamicas de interesse, temos que Ag(1...s) = 0, para s > 3,
o conhecimento de f; e de f, ¢é suficiente para o calculo das quantidades
macroscopicas relevantes. Para que a teoria seja consistente impomos o
seguinte postulado [47]:

Postulado 01: Para qualquer s < 0o, eV(1...s), todaf.d.r. fo(1...s;N,v)
tende a um numero finito no o limite termodindmico, N — oo e V — oo
com N/V =c € R. Esse valor dependente de N e V' apenas pela razao c.

No limite N — oo a condi¢ao de normalizacao

) ) N! s
i [gaas = g (=) =
de forma que:
1
ﬁ/dlds’fs(lS):l,

para sistemas homogéneos temos:
fN(Xl +a...xXy+ a, vy .. .VN;t) = fN(ZL‘l ...XN,V]... ’UN;t>, (414)

onde a é um vetor arbitrario. Desta forma, temos que a f.d.r..

Para duas particulas depende apenas da distancia relativa entre elas
filit) = cp(vist), (4.15)
fo(1,2:t) = fo(x1 — Xa, V1, Va3 t). (4.16)
Se tomarmos condi¢oes de contorno peridédicas podemos escrever
Iy ({xn + V31, v) = fnv({xn+ VA1) v) (4.17)

— fN({xn—i—Vl/giz},v)
= fv({xn},0) (4.18)
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onde (1,,1,,1,) sdo os vetores unitarios na diregdo dos eixos z, y e z,
respectivamente. Dessa forma podemos expandir a fun¢ao distribui¢do em

uma série de Fourier:

NN =D Y ey (Vi V) exp < Zk xn> . (4.19)
ki ky

onde temos que as condi¢oes de contorno periddicas impoem que os vetores
de onda k,, satisfacam
k, = (27/V?)e,, (4.20)
sendo e, um vetor composto de componentes inteiras.
Para sistemas homogéneos a soma dos vetores de onda em cada compo-
nente de Fourier deve ser nula. Podemos também reagrupar os termos da
série 4.19 segundo o nimero de vetores de onda nao-nulo nessas componen-

tes:

In = po. o—i—ZZpo k.0 exp(ik, - x;,) (4.21)

+ZZZZPO Koy don .0 €XP(iKy, - X5 + 1Ky - X0).

n m k, kn
A presenca de uma inomogeneidade no sistema implica componentes de
Fourier com uma soma nao-nula de seus vetores de onda.
Para garantirmos que todas as grandezas utilizadas na teoria sejam bem
definidas (e finitas) no limite termodindmicos (condigado de regularidade),

rescrevemos fn(1,..., N) da seguinte forma para ¢t = 0:

fa(z,0;0) = V" N{py(v;0) —i-)\zz,ok V| .. .;0) exp(ik - x,,) (4.22)

+)\2ZZZZpkk/ (Vi, Vin| - - -5 0) exp(ik - x,, + iK' - x;,)
+)\ZZZpk (Vi Vin| -+ -5 0) explik - (X, — X)) + - -
+A" SZ ZZ Z(Ska Xy - Ok ky

m  ky,

X Prpkon (Vis o« o Vin| .. .3 0) exp (szl : Xi> + ...},
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onde v = 87%/V e dy indica a delta de Kronecker
Ok = Ok,0 + Ok,0 + Ok, 0

com §;; = 0 para i # j e 6;; = 1 para ¢ = j. Na equagdo acima usamos
o simbolo | em cada termo py, (v,|...;0) para indicar as particulas com
vetores de onda nao-nulos (a esquerda da |) e os nulos (& direita de |) .
Dessa forma as componentes de Fourier na Eq (?7?) ndo dependam nem de
N e nem de V, apenas da razao N/V. Esta condigao induz a condigao de

normalizagao,
/dNVp0(|v;0) = 1.

Ao integrarmos a Eq.(??) para as (N — 1) posi¢oes das particulas de 2
a N, vemos que apenas restarao as contribui¢oes do primeiro e do segundo

termos, e a funcao distribuicao reduzida para uma particula é escrita como

f1 (Oé) = NV_l

pollva) + (875/V) Y prlval)e™=| . (4.23)

com

po([va) = / v po(|{v)),

polval) = / 2NNy po({v))).

No limite V' — oo os vetores de onda se tornam varidveis continuas e as

somas sao substituidas por integrais pela seguinte regra
B V)> = / d(k).
Kk
Dessa forma
fila) =¢ {poﬂva) + /dkpk(va|)eik'x‘”] . (4.24)

A Eq (4.24) possui um papel central na dedugao das equagoes cinéticas,
como veremos no capitulo 5, j4 que uma vez determinada a expressao para

po(|va) € para pi(vyl|), a expressao para f.d.r. f; fica determinada.
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4.2 Solucao da Equacao de Liouville

Até presente momento tudo foi feito apenas para um ponto fixo no tempo,
que pode ser tomado arbitrariamente como t = 0.

Seguindo a abordagem usada por Prigogine [48] e sua escola, primeiro
resolvemos a equagao de Liouville formalmente para fy(t) e a partir dessa
solugao deduzimos expressoes para as funcgoes distribuicao reduzidas por
meio de integragoes. Existem diversas maneiras de se proceder. Podemos
fazer uma iteragao direta da equagao de Liouville (como feito por Brout
e Prigogine [49]) ou pelo formalismo do resolvente que foi utilizado neste
problema pela primeira vez por Résibois [47]. Aqui adotaremos a segunda
abordagem ja que esta tem uma conexao com os diagramas quem iremos

utilizar. Vamos considerar a equagao de Liouville escrita da seguinte forma:

Zfn(z,v;t) = s(z,v;t), (4.25)
onde s(x, v;t) € uma fungao arbitraria de x;, ..., Xy e vy,..., vy e do tempo
e

7 = LN (4.26)
L = O+ iv: v; -V, (4.27)
j=1
L = > L=-m > (V;Vin) O (4.28)
j<n j<n

A Eq. (4.7) é um caso particular em que s = 0.
Vamos assumir duas fungoes ¢, (z,v;t) e ¥q(z,v;t) com as seguintes

propriedades:
e Possuem condigoes de contorno periédica no espaco de configuragao;

e Condigoes de contorno homogéneas no infinito no espago de velocida-
des:
1; — oo quando wv; — oo para qualquer j.
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Podemos escrever:

/ d¥x / dVv /t : dt{1p1 Ly + . L1 } (4.29)
= [ [ d vttt - vit)iaten),

onde a integragao em x é feita sobre todo o volume e a sobre v sobre todo

o espaco de velocidades. Sendo .Z um operador adjunto, podemos escrever
L =-2,
de maneira que podemos definir a fungao de Green como solugao da equagao:
— LG (zvt|z V') = LG (xvt|gv') = 6(x — 2')o(v —v)6(t — ') (4.30)
de modo a satisfazer a condicao de casualidade
G (zvt|zV't') =0 para t <t (4.31)

Como os coeficientes na equacao de Liouville dependem do tempo apenas
pale diferenca t — ¢’ e considerando a condicao de casualidade, ¢ pode ser

escrita na forma funcional:
G (zvt|z"v't") = 0(t — )G (zv]zV';t — 1) (4.32)

onde A(x) é a fungdo Heaviside. Uma vez que introduzimos a funcao de
Green, podemos definir o Resolvente R(zv|z'v';z) = R(z) como sendo a

transformada de Fourier de ¢ em relagao a t — t':
R(z) = / d(t —t')exp [iz(t — )]G (zvt|zv't) (4.33)

que substituindo a Eq. (4.30) na equagao acima obtemos a transformada de

Laplace unilateral:

R(z) = /000 drexp [iz7|G(2). (4.34)
Temos ainda
G(r) = (2m)" /C dz expl—izr] R(2), (4.35)



CAPITULO 4. TEORIA PERTUBATIVA: DINAMICA DE
CORRELAQOES 29
a transformada de Laplace inversa, onde C' é um contorno de integracao
paralelo ao eixo real. Se considerarmos agora o problema de condigao inicial
ZLfn(x,v;t) = s(x,v;t) para t > 0 e fy(z,v;0) = gn(z,v). Fazendo
Y = fy(z,v;t) e g =G (2", 0", t"|x,v,t) na Eq. (4.29) e tomando tg =0 e
t; = 0o, chegamos a:

1 .
In(z,v;t) = 2—/ dze_m/dx'dv'R(a:,v|x',v';z)fN(:E’,v';O). (4.36)
c

™

Com isso provamos a proposi¢ao do Prigogine e chegamos a equagao que
seré o ponto de partida para descrevermos uma teoria perturbativa e entao
introduzirmos a teoria por tras dos diagramas.

Ja sabemos que resolver a equacao de Liouville de forma exata é impos-
sivel, o que podemos fazer é separar a equacao em duas partes de maneira
que a primeira pode ser resolvida de forma exata, enquanto que a segunda
é resolvida na forma de uma série infinita com cada termo podendo ser
calculado exatamente. Usando a primeira equagao do sistema Eq. (4.26),

podemos escrever a equagao para a funcao de Green na forma:
0 2 _
"gy”g(y”|y/) + A gy///g(y”’yl> = 5(3/” - yl), (437)

onde introduzirmos a notagao y = {x,v;t}. Se tomarmos apenas a parte

nao perturbada 4°(y"|y’) escrevemos:
L9 =6 — o), (.39

que multiplicando ambos os lados por 4°(y|y’), integrando por partes e
tomando a transformada de Laplace da da funcao de Green resultante,

obtemos o resolvente:

R(xv|z'v';2) = R(zv]a'v'; 2) (4.39)
— )\2/dx”dv”RO(xv|x”v";z).i”y',,R(x"v”]:c'v';z),
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que podemos resolver por iteragoes sucessivas:
R(zv]a'v';2) = R°(av|a'v'; 2) (4.40)
- )\Q/dxldleO(:E,v]azl,vl;z)f’R(wl,vllx',v';z)

+ M // dxydvidzadvy RO (2, v|21, v1; 2)
x L' ROx1, 01|70, v9; 2) L R (2, va|2, 0 2) + . ...
Uma vez que o resolvente possui uma dependéncia de pares de variaveis
(x,2") e (v,v"), podemos trata-lo como um elemento de matriz (xv|Z(z)|x'v")
do operador Z(z), fungao da variavel z € C, de maneira que dada uma fun-
cao F(z,v):
R (2)F = /dm'dv'(va@(Z)|x’v'>F(z', V'), (4.41)

com isso a Eq. (4.36) escrita na forma de operador se torna:

fult) = % /C dze=22(2) f (0) (4.42)

= 5 | = AL E L )

A parte livre da equacgao de Liouville pode ser escrita:

{0; + 00, }9° (wvt|zV't) = 6(x — 2)5(v — V')6(t — t). (4.43)
Vemos que ao lado esquerdo da equagao acima v aparece no operador sobre
@Y apenas por um fator multiplicativo, de forma que podemos introduzir o

operador:
D(xt|a't) = (£L°) 6(x — 2")o(t — 1), (4.44)

logo:

{0 + V0T (at)|2't)) = 0(x — 2')5(t — t). (4.45)
Essa equagao foi resolvida por Andrews [43] utilizando a metodologia suge-

rida por Sokolov e Ivanenko [44]. O resultado é dado por:
90 ({xpAvE T v (4.46)
N

= ot =) T b — X, = V(e — )00, v},
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que do ponto de vista fisico representa o movimento de uma particula livre
de um ponto 2’ no instante ¢’ para um ponto x em um instante ¢ ao longo
de uma trajetéria com uma velocidade constante v = v'. Ja do ponto de
vista matematico ela apresenta um problema. Apesar do operador ¥° ser
diagonal em v, ele nao é diagonal em x. Afim de resolvermos este problema,

basta tomarmos uma base de onda plana,
U(x) = VN2t 2k, (4.47)
Com isso, podemos efetuar a mudanca de representacao,
(k,v|9°(t — |k, W) = V_N/dede'e_izkj'xf (4.48)
x Az, 0|9t —t)|2, v’>e*izkj"’§'(t*t/)

N
= 0t —t) [ Oxsres (v — v0),
j=1

com isso o operador de Green se torna diagonal, o que nos permite rescrever

o operador diagonal representacao de Fourier:

(] (2H0) = = kjl_ o o=y 49

Nos problemas que encontraremos mais para frente sera comprovado que é

mais conveniente e simples nao trabalhar com os elementos de matriz no

espaco de velocidades, reduzindo o elemento de matriz acima a:

(k|Z°(2)|K') = o k ~ 7 H(sks "y (4.50)

A diferenga entre as duas equagoes é que (kv|Z°(z2)|kv') ¢ um ntmero,
enquanto (k|%°(z)|k’) ¢ um operador no espago de velocidades que no caso
perturbado é um operador diferencial, ou ainda uma série de operadores
diferenciais de ordens superiores.

Afim de utilizarmos a Eq. (4.36) precisamos os elementos de matriz do

operador &’ perturbado, para tanto precisamos da expansao de Fourier da
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energia de interagao:

Vin(|x; — %a]) = (87%/V) Y Vet Cxn), (4.51)
1

e assumindo que a forca de interacao entre as particulas é central, temos:
V,] = ‘/17

ou seja V] depende apenas do valor absoluto [ do vetor 1. Usando a Eq. (4.26)
juntamente com a Eq. (4.47) e a Eq. (4.51), obtemos:

(ky ... kyl| ,Sfj’n ki...Ky) = (4.52)
= V|k;.—kj\i(k;- —k;)- ajn5k3.+k§1—kj—kn H Okr —k, -

r;éj,n

Juntando as equagoes (4.22), (4.26) e a (4.52), chegamos a transformada
de Fourier da equagao de Liouville (4.7):

Orppy (1) + i Z k; - vipy (t) = A2 Z(W SV LK ppy, (4.53)
J {k'}

onde

8 /V)" = puyV"/p{k} (4.54)
8 /V)" = D VY /oK.

Por fim, ao substituirmos as Eq. (4.22) e Eq. (4.52) na Eq. (4.53) obtemos:

Pt = 5o [ dee T sV )
n=0"C (K"}
X (kYA (LR K Y prany (030,

A Eq. (4.55) nos permite introduzir uma representagao grafica de uma
contribuigao de ppq(t) devida a pp(0). O dois principais elementos que
definem a estrutura de um dado termo da Eq. (4.55) sdo os elementos de

matriz Z2°(z) e - A construgao dos diagramas segue as seguintes regras:
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e Para cada elemento de matriz #°(z) associamos um conjunto de linhas
superpostas, em que a extremidade esquerda representa o instante
inicial enquanto a extremidade direita o estado final. O ntmero de

linhas é igual ao niimero de vetores de ondas nao-nulos no conjunto
{k};

e (Cada linha é indexada por uma letra representando a particula a qual

esta associada;

e Para cada elemento de matriz £, associamos um vértice em que cada

linha recebe o indice j e n.

Estas regras serao utilizadas para a construgao dos diagramas na proxima
secdo, assim como a Eq. (4.55) sera a base para a construgao das expressoes

resultantes da contribuicao de cada diagrama.

4.3 Diagramas

Aqui iremos usar a teoria introduzida no capitulo para derivar a equacao de
Vlasov. Primeiramente iremos descrever cada um dos vértices bésicos [62]
para entao construir os diagramas que serao utilizados para a dedugao da
equagao de Vlasov. Em seguida iremos utilizar a Eq. (4.55) para calcular a

expressao de cada um dos diagramas relevantes.

Vértices

Nesta segao, iremos descrever os seis diagramas classicos béasicos usados na
teoria de dindamica de correlagoes. Depois passamos ao céalculo da contri-
buicao dos diagramas relevantes.

Diagramas bésicos e suas representacoes matematicas.
(A) Vértice Lago: k], k; #0; k; =k, =0

i 0 n
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(Kj| Ljnl k) = Fyn (k)08 .- (4.56)
onde
— 42 1

(B) Vértice de Destruicao Homogéneo: k) = —k;, # 0 ; ki =k}, =0

~
kn

(O1 Lk k) = Fyu(R)3 (4.58)

3>

( C) Veértice de Destruigdo Nao-Homogéneo: £,k k; #0 ; k, =0

YRR R

N
S~

n
(kj|Ljn|K}, ky,) = Dy (K5, /fj)5’1§§+k;7kj (4.59)
onde
/ 4m 1y
Djn (K}, k) ::“‘Ei“ﬁk;—kﬂ7n (K — kj) (4.60)

(D) Vértice de Criagao Nao-Homogeneo: k3, ky, k; # 0 ; k;, = 0:

.
j

n

< k’n, kfj|Ljn|k’; >= Djn(k;, kj)(sl]z;fknfkj (461)

(E) Vértice de Criagao Homogéneo: kj = —k, #0; k; =k, =0
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j
n
<k kil Linl0 >= Fyo (k)57 4, (4.62)

(F) Cross: K,k ki, kn, #0

77 7'n?

70

Escolha dos diagramas

Precisamos determinar a classe diagramas que contribuem tanto para po(|. . . ;t)
quanto para pg(|...;t). Para a primeira fungao os diagramas devem come-
¢ar com um vértice de destrui¢cdo homogénea (vértice (B) na segao anterior)

e devera atuar a direita em um coeficiente de Fourier descrevendo a corre-
lagao de ordem de ao menos 1/N, o que nos leva a efetuar uma soma sobre
duas particulas, cada uma com contribuicao de N, o que ird se anular nos
termos de superficie, log o diagrama deve ser de ordem 1/N. Dessa maneira
mesmo que adicionarmos mais vértices ao diagrama ainda teremos um di-
agrama independente de N e por tanto, po(]...;t) permanece constante ao
longo do tempo para essa ordem.

De maneira similar ao po(|...;t), as contribuigdes a pi(|...;t) as unicas
contribui¢oes nao nulas sao os diagramas formados pelos vértices loop e
vértice de destruicao nao-homogéneos de maneira que os diagramas perten-
cem ao das classes D e F, introduzidas na subseccao anterior. Removendo

o primeiro vértice F da esquerda da classe F o que resulta nos diagramas
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sao as contribui¢oes que desejamos. De forma similar, ao removermos o
primeiro vértice dos diagramas da classe D, também a esquerda, temos as
contribuicoes & pg (... ;) pp—i (... ;1).

O que passamos a fazer nas préoximas duas subsecgoes é justamente
determinas as expressoes de alguns dos diagramas que sao selecionados se-

guindo as regras acima.

Exemplos de Diagramas com Contribuicao a py(|...;t)

Aqui iremos apresentar as expressoes dos diagramas que contribuem para
o termo po(|...;t) da Eq (4.24). Vamos comegar com o diagrama de cri-
acao homogéneo e entao passamos aos de destruicao. Vale lembrar que A
¢ um parametro de acoplamento, ja introduzido anteriormente, que pode

ser tanto m? /N, quanto e?/N, para sistemas autogravitante e coulombiano,

respectivamente.
i
M
Segue que:
61 = —5(N [avenfid 3 Y L <ok, >
21 ‘ w Jnitvgs fvn
Kl Ky, gm
(K] - vy + Ky v — w) " pa g, (] 0) =
— (_)‘) dw ex [—zwt]ZZﬂF(—k/)(k/v+k' cv _w)—l
T 2m P " n) (K5 v + Ky, - o
kn Jm
Phin—ky (10 3.3 0) (4.64)

Vamos, agora determinar a contribuicao do seguinte diagrama do tipo des-

truicao homogénea:
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[Gs] =

Segue do diagrama acima:

G2 = Ly / dwexp[—iwt]

271

Z Z F (k; (5’,§T+k, R A w)~ !

K k’ KUK jnsab
Fa (K)o K (Ko - va + kp - v —w) ™!
Fba(k,/)(;k’” k”(kl/)// - Up + kjl cUnp — Ck))ilpké/“k% (b, n| e 0) (465)

Temos, pela lei de conservagao do nimero de onda:

e portanto:

[G2] = A >\> /dwexp —iwt] Z Z F. (k)

k! n,j,ab
(kwlz " Up — k;L B w)_lea(_kn)(k;L *Un — kalm " Vg — w)_l
Fop(—kn) (ky, - va — Ky, - 05 — )~ pry gy, (0,0 .5 0) (4.66)

Somando o G[1] com o G[2], Eq(4.64) e
(=1

Eq.(4.66), temos

po(|...;t) = %/dwexp [—iwt]T
Z Z F(=kn) (K, - vn — Ky, - 0 — w) " pwg e, (0, 4] 0) +
k!, a,b,jn

—A) Z Fya(=kp)(ky, - vn = Ky - v — )™ pig, e, (b, 1] .5 0) +
a,b

+(—/\)3Z [Diagramas com mais vrtices|} (4.67)
a,b
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Vale notar que o diagrama (G/[2] ira contribuir para a série correspondente

a todos diagrama com um termo da forma
-1
TS Bl (K, - v — K, vy — ) (4.68)
w
kn ]7n

A idéia central da presente abordagem é considerar a expansao (4.67)
para po(|...;t) como representando a solu¢do de uma equagao diferencial

para po(t). Tomando a derivada temporal de po(|...;t), Eq.(14), temos

onll.it) = WY By Y

. 2mi
k;L n,J
X /dw exp [—iwt](kl, - v, — K, - v; —w) " (4.69)

A integral na equagao acima corresponde justamente a todos os termos que
contribuem para py, _k,(n,j|...;t), que é da ordem de A(Ac)", sendo ¢ a

densidade do sistema. Utilizando a expressao (4.57) de Fj,, obtemos:

dpo(l---3t) = (=) ZZ %Qx/k (m ™k - Ojn) pro—k(n, ... 1) =

kn Jmn
= Opo(lost) = (=2 )m™! / dkd" ™! (0) Y Ojuprr(n,jl...0) =0
J#n
(4.70)
que é a equagdo cinética para po(|...;t). Todos os diagramas da figura

abaixo possuem contribui¢do em py(|...; t).
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/C { /Mj
—
(T (
Figura 4.1: Classe de diagramas que contribuem para a po(|...;t).

Contribuicoes de Primeira e Segunda Ordem para os

Coeficientes py(t).

As contribuigoes para pi(t) serdo oriundos de diagramas que terminam a
esquerda com uma tUnica linha, os vértices de destruicao nao-homogéneos.

Podemos decompor pg,. . x.(1...s]...;0) em duas partes:
Prr. ke (Lsl 3 0) = [ ox, + ik ks (4.71)

sendo o primeiro termo, proporcional a A\°, conhecido como o termo de nao-
homogeneidade e o segundo termo, proporcional & A", n > 2, o termo de
correlagoes puras, que serao responsaveis pelos termos de segunda ordem
na Eq. (4.24). As contribuigbes ao coeficiente pi(v]...;t) sdo dadas pela

soma dos diagramas abaixo:
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0 ooo{}n_C
/P/é
_//_\_k
_—

O

A fungdo pg(v|t) serda a soma da contribui¢ao de todos os diagramas que

passamos a descrever abaixo. Vamos calcular explicitamente a contribuicao

dos primeiros diagramas da série:

[Gll= a | J
Segue-se
(L] = )\—2/dwex [—@'wt]ZF (ko) (o - Vo —w) 7! (4.72)
1] — 27 p - aj\va (e} a .
[G2]= a(] j (n
(L] = A dwexp [—iwt] Y > Fuj(ka) (ko - va — w) ™!
2 97i ‘ aj\va « «
k;{,k; n,j
X <ka|La,j|k;‘>(kj B w>_1<kj|Lj,n‘kg>(kn *Un — W)_l
X pry(nf...;0) =
-\ - ~1 ~1
= 5 dw exp [—iwt] Z(k‘a Vg —w) " Fy (k) (ke - vj — w)
n,j
X (ko vy — w)’lpkg(n\ ...;0). (4.73)

Generalizando para n—lagos, temos:
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[Gn]=a (a1 (Jaz ... an1(] an
(L, = —=N" / dw exp [—iwt] i (ko - Vo — w) " Foa, (ka)
27 W “
X (ko - Vay — w)_lFalm(ka)(ka gy —w) XX (kg U, —w) T
X pro(@n|...50). (4.74)

Vamos agora passar ao tratamento dos diagramas com vértices de des-

truicao nao-homogéneo.

Gy]l= —=

[

V] = A dwexp [—iwt] » > (ko - Vo — w) " (ka| L kL k,)

21
KLk, n

X (kg - va + kpvy — w)‘lpk;,k;(a,nl 3 0) =

A
= = [dwexp[—iwt] > Y (ko - va — ) Danbias K,)ON s .

2mi kLKL, n

X (kg - vo + kv — w)ilpkg,kg(oﬁn’ 30) =

A ‘ B /
= 5 dw exp [—iwt] ; zn:(ka Vg — W) Doy (kas k)

X[k Vet (ko — k) -0 — @] gt (@, 1] -5 0) (4.75)

o

I/’—F'_-_D:
G,]= f \—\
%
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Vi = ﬂ/dwexp[—iwt] DD (ko va = w) " (kal Lok, k)

k/ k/ k// k/l ’LJ

X (Kl vg+ K v —w)” (k;,k;|LM|k;g,k;;, i)
x (k" vg + k‘” v+ kv —w)” pkg’ky,k;(oz,], il...;0) =
(

= — 2;2\) /dw exp [—iwt] Z Z(l{;a - w)ilDa,j(kou ) -

k{x kl k.// k,ll 1/]
X ko Vo + (ko — K. -vi—w] D, (k;,k;—k”)
-1

K R K O ) )
X Prg e gk (0 5y 4] 5 0) (4.76)

—

[Gs] = /\Hﬁ_

S~

Para o diagrama acima, temos:
[Ls] = ( A’ d t] ) ' Dy jlka — ki k
5] = o w exp [—iwt] Z Z o Va — ai( i+ ka)
k‘/ k" K i,5,m

X (ko = K}) - va + KL v — w7 Dy (ke — ki ko — K5 K, — )
X [(ka—k;—k:;’)-va+k;’-vj~|—k§-vi—w]fl
X Dgj(ka — ki = K ko — K, =k} — k") [(ka — ki = K) v+ K] vy R v — w}_l
X Pka—k;—k;’—kg';kg/;k;’,k;(04, n,j,il...;0). (4.77)

Podemos, desta forma, generalizar para m vértices:

-1
linhas

S~
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N G = .
(L] = 5 dw exp[—iwt] Z Z a Vo —w)  Dag (ko — kg ko)
kg, kg, B1...
X [(ka — kg, —kgg)ma—l—k’gl - Vg, +/€52 cvg, — W] X L X
X Da,gm(ka — ]Cgl — ... — kﬁm; —k’a — k’@l — ... k5m71>
m m -1
X [(km—ij)'Ua+Zkﬁl'Uj—w
j=1 j=1
X Pha—kp, —. .. —kgy kg - - ks (o, B1,. - Bl -5 0). (4.78)

A seguir mostraremos como utilizar essa abordagem para deduzir uma

equacao de Vlasov para o sistema gravitacional.



Capitulo 5

Equacao de Vlasov para Sistemas

Autogravitante

No presente capitulo, a teoria perturbativa desenvolvida no capitulo anterior
serd aplicada a um sistema de particulas autogravitantes para a determi-
nacao de uma do tipo Vlasov que descreve a dindmica da distribuicao de
probabilidades reduzida a uma particula, partindo da solucao perturbativa

para a mesma.

5.1 Hierarquia BBGKY para Particulas

autogravitantes Nao-Idénticas

Para particulas nao idénticas a funcao distribuicao fy nao é simétrica e
portanto precisamos de uma nova hierarquia tipo BBGKY. Vamos conside-
rar um subconjunto de s particulas, pertencentes ao conjunto original de N
particulas: {ix} = {i1,...,is}, onde cada i, é diferente de outra particula
com diferente indice do conjunto original de particulas. A f.d.r. para s

particulas para {ix} fica definida por:

fs({ik})zfs(il,...,is):/fN(l,...,N) Gy dine (5.1)

onde {j;} é o subconjunto de particulas pertencente as N particulas que

nao contém as particulas que pertencem ao conjunto das particulas {i}.

44
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Ao integrarmos a equacgao de Liouville
Ofn
2
at ZXN fN7 (5 )

em ambos os lados sobre os momentos das particulas {7}, e eliminando os

termos de superficie, obtemos:

5~ 2 nn - ZNZ o BSOS L e

k=1 l=1

onde £, ¢ o operador Liouvilliano para s particulas e fop1({ir},51) =
fsr1(i1, ... is,51). Uma vez que estamos considerando que as particulas
podem ter massas diferentes, a f.d.r. Eq. (5.1) deixa de ser simétrica por
permutagcao entre duas particulas e a Eq. (5.3) é a forma final da hierarquia
BBGKY que desejamos.

Para um sistema autogravitante formado por particulas de massas dife-
rentes, a energia potencial assume a forma:

r; —

r.
Vig =V(lri —r;]) = —Gmimj’—]

=m;m;h(r; —r;), 5.4
s = (), (64)
onde h(r; —r;) é a forca entre duas particulas de massa m = 1 nas posicoes
r; e r;. Podemos usar a Eq. (5.4) para simplificar a Eq. (5.3).

Como exemplo, vamos considerar o caso s = 1, com a densidade de

massa para uma particula no espago de fase sendo:
N .
= " mif{(r,p), (5.5)
i=1

onde fl(i)(r, p) é dado por fi(r;, p;) e calculada em r; = r and p; = p. Da

mesma maneira, definimos:

FQ(r7p7r,7p/) = Z mlmeQ(Zaj) ) (56)

i#j=1

/

i=r,p,:;j=r/,p
definido de forma simétrica pela permutagdo der,p er’, p’. Usando Eq. (5.3)
para s = 1 e Egs. (5.5) e (5.6), ¢ direto mostrar que

A%

0 0 0 , .
|:§+Va:| Fl(rvp) —_8_'/h(r—r)Fz(r,p,r,p)drdp. (57)
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Uma simplificagao similar nao pode ser feita para s > 3 devido ao operador
£, do lado esquerdo da Eq. (5.3). Podemos concluir que para particulas
idénticas as correlages entre as mesmas sao da ordem de 1/N e, portanto,
podem ser ignoradas para valores de NV grande. Para sistemas autogravitan-
tes de formados por particulas idénticas, isso pode ser provado utilizando a

mesma técnica diagramatica utilizada para plasmas [47].

5.2 Equacao Cinética para Escalas de Tempo

Curtas

Nesta secao iremos deduzir a equacao de Vlasov para escalas de tempo
curto. Como discutido anteriormente, os diagramas que contribuem para
tal escala sao os do tipo laco e vértice de destruicao nao-homogénea, Figura.
(5.1).

f‘u’éni{:e A
S~
0

Vértice B

Figura 5.1: Vértices para escalas de tempo curtas.

Vale lembrar que os vértices do tipo A e os do tipo B possuem as se-

guintes expressoes:

(k| Ljnl K5, k) = D (K )0y, (5-8)

VERA

(kj| Linlkr) = Fin(k)8 _y, (5.9)

A figura (5.2) mostra cinco dos diagramas que irdo contribuir para o
pr(a;t). Para cada um dos diagramas temos as contribuigoes, seguindo da

esquerda para a direita e de cima para baixo,

1

A
[Dy] = %jidz exp (—izt) '

-0 5.10
Z—]{Z'Uapk(a| ) )7 ( )
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o unj uﬂjnn

i n

Figura 5.2: Diagramas basicos para contribui¢ao para o sistema gravitaci-
onal. A funcao pi(«;t) é formada, na verdade, por diagramas deste mesmo
tipo, mas com mais ramificacoes

[Dl]Z%fcdzexp(—zzt)z_k_va; o (k) — jpk(]|a :0),
(5.11)
1 i i\
Dy = o—¢d —izt Fo ik
(D] o I zexp ( ZZ)z—km Z il >Z—k:-v]
i\
ZF}"(k)Z L - Iok(n’a%]7 7())7 (512)

—pw(al;0)ppp(j-:0), (5.13)

1 A A
Dy = — ¢ d —1zt F.,(k
[ 4] T Jo ZeXp( ZZ>Z—k‘UaZ 04]( )Z_k' v;
A
D, (kK
ZZ ail )z—k Vo — (K —K) - v;
k' j

pr(nla...; 0)p—p (4.5 0), (5.14)
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Somando as cinco contribuigoes e organizando os termos obtém-se a py(«; t),

pelast) = —/Cdzemmpk(a|...;0) (5.15)

pr (), ...;0)pe_w (7]--; 0) + ] }

1 —iz
o | dze tz_k - sz:DW (kK')

!

{ [Z — kv, _Z)\(k _ k/).vj]pk'<a|“-; 0)pk—k’(j|-~-§ O) + } + ...

Da teoria de dinamica de correlagoes

Arart) = o (i) + [ dkonGalye | (5.16)

A funcdo fi(ra,vs) € a solugao geral de uma equagao cinética. Afim de
determinar de qual equagao cinética a f(r,, v,) € solugao, precisa-se tomar

a sua derivada temporal,

Ot f1(Tay Vo) = co {&po(lva) + /dk@tpk(oc])e_k“} (5.17)

Derivando a Eq.(4.22) observa-se que os tnicos termos que possuem ¢
sao as exponenciais e~*!, de forma que irdo aparecer termos —iz no inicio
de todas as integrais. Por simplificagdo, usa-se a igualdade —iz = (—iz —
k-v,)+ k- v,. Fazendo as substitui¢oes e colocando os termos em F' e em

D fora das integrais, uma vez que estes nao dependem de z, obtemos as



CAPITULO 5. EQUAQAO DE VLASOV PARA SISTEMAS
AUTOGRAVITANTE 49

evolucoes temporais das funcoes p,

Oipr(cst) = ZFOU )pr(dle, .5 t)
+ ZZD‘” (kK prr(al.oit) pr—ie (G]--5 1)
+ ZFO‘J Yor(nla, g, .5 1)
I ZZDJ" (kK" pw (n]a, .. ) pr—i (515 1)

Usando as formas dos operadores F' e D, Eq.(3.50) e Eq.(3.54), substituindo
o resultado de volta na Eq.(4.24) e integrando sobre todas as velocidades
menos v, e tomando o limite em que N — 0o, 2 = oo e N/Q = ¢, chega-se

a equacao cinética desejada,

8tf1(romva;t) + Va'vf1<ra7voz;t) = (518)
aafl(raava;t)va/drjdvjv(’ra_rj|)f1(raava;t)

A equagao acima, Eq.(5.18) é a equagao de Vlasov desejada. Vale notar
que além de demonstrarmos que esta é a equagao natural para sistemas
com interagoes de longo alcance, assim como Braun e Hepp [39], também
obtemos a solugao perturbativa da mesma, Eq.(5.16).

Na proxima secao passamos a mostrar uma série de simulagoes numéri-

cas que demonstram que o nosso resultado é consistente.



Capitulo 6

Validade da Equacao de Vlasov
para N Finito - Aplicacao a

Sistemas Unidimensionais

Neste capitulo iremos mostrar que a equagao de Vlasov determinada no
capitulo anterior descreve bem os sistemas autogravitantes. Para tanto
realizamos simulagoes numeéricas para trés modelos simplificados, o HMF,
o MAAG e o modelo de folhas autogravitantes. Os métodos numéricos
utilizados estao descritos no Apéndice B, onde fazemos uma pequena revisao
de simulagoes de dindmica molecular e solu¢ao numérica da equacao de
Vlasov. Em cada simulagao de dindmica molecular foi utilizada a condi¢ao
inicial de waterbag, ou seja, uma distribuicao uniforme no espacgo de fase,

tanto em p, quanto em q,

1/2poby se —po <p <poe 0 <O < by,
fo(p,0) = { » (6.1)
0 caso contrario,
para o HMF e MAAG, e
1/4 —po < p < <f<
folp, ) = { [4powo  se —po p . Po € Zo Zo, (6.2)
0 caso contrario,

para o modelo de folhas autogravitantes. As simulacoes realizadas nas pro-
ximas segoes farao sempre uso destas condigoes iniciais, de maneira que

iremos apenas nos referir aos valores utilizados em cada simulagao

20
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6.1 Modelo do Anel autogravitante

O toy model conhecido como Modelo do Anel autogravitante (ring-
model em inglés), [2, 3|, é formado por N particulas idénticas de massa m
distribuidas sobre um anel, com interagao gravitacional como mostrado na
Figura 6.3. Dessa maneira o potencial de atracao entre as particulas i e j
é dado por

—Gm?

Vij =Vi(ry) = : (6.3)

Tis

ij
Da Figura 6.3 vemos que 7;; = V2R /1 — cos 0;;, e portanto:

Figura 6.1: N particulas distribuidas sobre um anel de raio R. A posi¢ao
relativa entre as particulas ¢ e j é dada pela coordenada angular 6,; = 0, —0;.

Gm?
V2R /1 — cos 0 .

Esse potencial diverge quando 6;; — 0. Para resolver esse problema, ¢

Vij = (6.4)

introduzido um parametro extra ¢ no potencial, denominado de parametro

de amortecimento:

Gm?

Vi = . 6.5
ﬂR«/l—cosHij—i—e (65)
O momento angular da particula é dado por:
do;
P, =mR*—" (6.6)

dt-
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Com isso, a Hamiltoniana é dada por

(6.7)

- a Gm?
H=—— P — .
2mR? 2221: ’ Z \/§R\/ 1 — cos (gij +€

i<j=1

Passamos agora ao estudo de como a dinamica de N particulas converge
para a dinamica de Vlasov no caso do modelo do anel para dois valores de .
Para tal realizamos dois tipos de simulac¢oes, ambos descritos no Apéndice
A. O primeiro é uma simulagdo de dindmica molecular enquanto que no
segundo, resolvemos a equacao de Vlasov numericamente. As simulacoes
para o MAAG foram feitas utilizando CUDA, isso por que essa linguagem
faz uso das placas de processamento grafico (GPU, sigla em inglés) que
sao desenvolvidas visando a otimizacao de célculos numéricos. O uso de
tal linguagem nos fez ter um ganho consideravel no tempo de simulagao,
permitindo simulagoes com um ntimero cada vez maior de particulas.

Na Figura 6.2 vemos a evolugao temporal, partindo de uma condigao
inicial da forma dada pela Eq. (6.1) da energia cinética para diferentes
valores de . Nota-se que quanto menor o valor de € maior o nimero de
particulas necessarias para se ter uma boa convergéncia entre a dinamica
entre N particulas e a equacao de Vlasov. Isto se deve ao fato de que no
limite em que € — 0 os efeitos colisionais comegam a ter maior relevancia

na dinamica do sistema.
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Ring-Model
eps=0.1

— MD N = L.000 7
— MDN = 10.000

MD N = 50.000
— Vlasov

40,15

0,1

0,05

Ring-Model
cps = 0.01

— MDN=10000] |
— MDN= L1000

— MD N = 50.000
— Vlasov

0.5

23

Figura 6.2: Energia cinética para MAAG para diferentes valores de . Nota-

se que quanto menos o valor do referido parametro, mais rapido surge uma

divergéncia entre as simulagoes. Isto se deve ao fato de que no limite em que

€ — 0 os efeitos colisionais comecam a ter maior relevancia na dindmica do

sistema. As simulacoes foram realizadas com um passo de tempo At = 1073,

p0:025€90:10 .
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6.2 Modelo HMF

O modelo que foi introduzido por S. Ruffo e M. Antoni [?], chamado de
“Hamiltonian Mean Field” (HMF), é um sistema de particulas de massas
iguais se movendo em um circulo, acopladas por um potencial de interacao
da forma =£[1 — cos(6; — 0;)] (atrativa ou repulsiva para o sinal + ou —,
respectivamente), onde 6; é o &ngulo que da a posi¢ao da i-ésima particula no
circulo. Uma generalizagao bi-dimensional do modelo HMF foi introduzida
por Ruffo e colaboradores na referéncia [1], mas uma série de artigos sobre
tal modelo pode ser achado nos livros 25, 26, 27|.

A hamiltoniana para o HMF é escrita usualmente na forma

N

Z i + 5% 2[1 — cos(d; — 6,)]. (6.8)

1,j=1
onde 6; € [—m,7[ e p; € 0 momento canonicamente conjugado a ;. Por
analogia definimos a magnetizagao para os rotores, na forma

N
M = ¥ Z(cos 0;,sin 6;) (6.9)
=1
1 N 1 N .
com componentes M, = >, cosf e My = 5> ." sin6.
Para obter as propriedades de equilibrio desse sistema notamos que po-
demos escolher a origem dos angulos do sistema de modo que M, = 0.

Denotando M, = M, podemos escrever o potencial na forma

1 2
Vo= 5 (1= M%),

Assim a hamiltoniana pode ser escrita na forma

i 1 — M?). (6.10)

Os resultados para o equilibrio no ensemble canénico podem ser obtidos por

meio da funcao de particao:

Z = / dNp;d™0; exp(—BH), (6.11)
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onde 3 = (kgT)™!, e o dominio de integragao ¢ estendido a todo o espago
de fase. Substituindo a Hamiltoniana (6.10) na fungao de parti¢ao (6.11) e

integrando sobre os momentos, obtemos

2\ M2 [ —BeN

7= / dN0; exp pe (1—M?)|.

5 — 2
Para a integragao em 6 utilizamos a transformacgao de Hubbard-Stratonovich:

poo] L[ 2

exp 5:1) = — dyexp |—y° + /2uxy| ,
™ —00

onde i € R. Com isso podemos escrever

N/2
7 = (%”) exp {_%N} J, (6.12)

onde L 0
J:%/ dNHZ-/ dy exp [—y2+\/ﬂMy]v

e 1 = feN. Fazendo a mudanga de variavel y — y1/N/20¢, temos entao a

seguinte expressao para J:

N y?
J = om e /OO dy exp {—N {2—55 - IH(QWIO(CU))} } )

onde [, é a funcao de Bessel modificada de ordem n. Por fim podemos

calcular essa ultima integral por meio da técnica de ponto de cela no limite
de campo médio (N — oo). Neste limite a energia livre de Helmholtz por

particula tem a forma

N—ooco N 2 ﬁ 2 Y 9
A condi¢ao de maximo nos leva & equacgao de consisténcia
Y Li(y)
= = . 6.13
ef Io(y) ( )

Se acoplarmos um campo externo h & hamiltoniana, e derivarmos a
energia livre em relagao a tal campo, para o valor nulo do campo h = 0

chegamos a:

(6.14)
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onde 7 é a solugao da equagao (6.13). Uma deducao mais simples da distri-
buicao de equilibrio para esse sistema foi obtido por Rocha-Filho e colabo-
radores [30].

A Figura 6.3 mostra os graficos de energia cinética para o modelo HMF,
partindo de uma condigao inicial de waterbag definida pela Eq (6.1). Note
que temos uma boa concordancia entre a dinamica molecular e a solucao
numérica da equacao de Vlasov ja para N = 10,000 . Vale ainda notar que
essa concordancia é excelente no periodo de relaxacao violenta ¢t = 20.

Ja na Figura 6.2 temos simulagoes para um namero de particulas cons-
tante, N = 200.000, mas com diferentes valores de momento linear iniciais,
po. Apesar de possuirem o mesmo comportamento no periodo inicial, logo
que entram no regime de (QSS, a energia inicial de cada um tende a os-
cilar de maneiras diferentes. Isto se deve ao fato, ja mencionado, de que
os QSS, por serem solugoes estaveis da equagao de Vlasov, sao dependen-
tes das condigoes iniciais. Os painéis (c) e (d), também realizados para o

mesmo numero de particula, mas para diferentes valores de 6.
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Figura 6.3: Energia cinética para o HMF, tanto dinamica molecular, para
N = 10*, N = 10°, N = 10° quanto para solucao de Vlasov. Passo de
tempo em todas as simulagoes foi de 0.01, py = 0.25 e 6y = 4.0. Para a

simulagao de Vlasov foi utilizado um passo de tempo de At = 0.1
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Figura 6.4: Gréficos de energia para o HMF com diferentes parametros
iniciais para a distribuicao de waterbag py indicados nas figuras. Ambas
simulagoes fora realizadas para N = 200.000 e com um passo de tempo em

todas as simulagoes foi de 0.01.

Na Figura 6.5 temos a evolucao temporal das magnetizacoes para o
HMF'. Nota-se que se tem a mesma concordancia entre as simulagoes de

dindmica molecular e a solucao numérica da equagao de Vlasov.
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Figura 6.5: Magnetizacao total para o HMF. Nos graficos de cima temos
diferentes valores de N, enquanto que nos dois de baixo temos diferentes

valores de energia cinética inicial com o nimero de particulas fixo em N =
200.000, com At = 0.01.

Os resultados apresentados no Capitulo 05 mostram que a ordem de
magnitude das correlagoes sao preservadas pela dinamica e que portanto,
todas as correlacoes entre particulas sao criadas dinamicamente, ou seja,
que a equacao de Vlasov é valida em qualquer estagio da evolucao com um
erro de O(1/N) considerando a f; dada no instante da condigao inicial da
equacao de Vlasov. A partir de entao, esta solucao iré se desviar da funcao

distribui¢do para N < oo devido aos termos de colisao da ordem de 1/N ou

10000
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menor. Afim de medirmos as correla¢oes entre particulas precisamos lem-
brar que o teorema do limite central afirma que a distribuicao de uma soma

de n variaveis aleatorias, identicamente nao-correlacionadas x; da forma
n
XM =31 (6.15)
i=1

converge para uma distribuicdo Gaussiana no limite n — oo. Uma boa
medida do desvio da X ¢ a Kurtosis, que em sua forma normalizada e

centralizada é escrita na forma:

K = <<X(n) — <X(n)>)4> (6.16)

1
Ox

Desta maneira medimos as correlacoes entre as particulas particionando

o conjunto das N particulas em grupos de N/M com M particulas cada.

Dessa maneira definimos as variaveis para k = 1,..., N, = N/M:
M
Yk = Z Ok—1)M+i5
i=1
M
Rk = Zp(k—l)M+i7 (6-17)
i=1

e as varidveis reduzidas:

e = (y— (W) /oy,
Zr = (z—(2) /o2, (6.18)

onde (- - -) representa a média estatistica e o, e 0, s@o os desvios padroes de
y e z, respectivamente. Se as particulas nao sao correlacionadas o teorema
do limite central afirma que as distribuigoes y; e z; tendem rapidamente a
uma Gaussiana a medida que aumentamos o M. A Figura 6.6 representa
bem esta afirmacao. Notamos que enquanto para N, = 100 observamos uma
flutuagao em torno de 3, quando aumentamos para N, = 10, 000 temos uma

clara convergéncia para K = 3.
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Figura 6.6: Kurtosis para uma soma de M varidveis aleatérias nao cor-
relacionadas. 1 < M < 256 com N, = 100 e N, = 10,000 realizagoes.
N = 262,144 e energia total por particula £ = 0.5879
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Figura 6.7: Kurtosis para Eq. (6.18) para o modelo HMF. Os paineis (a),
(c) e (e) apresentam a Kurtosis K, para a soma de variaveis de momomenta
para N = 100,000, N = 1,000,000 e N = 10,000,000 respectivamente.
Enquanto que nos paineis (b), (d) e (e) temos a Kurtosis para a variavel

angulo Ky

A figura 6.7 mostra uma série de simulagoes realizadas a partir de uma

distribuicao inicial de waterbag homogénea até o estado final de equilibrio
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termodinamico. Observamos facilmente que tanto para K, quanto para Ky
tendem exatamente para a Gaussiana para todos os valores de N utiliza-
dos. Isso ocorre por dois motivos, a correlacao entre as particulas se tornam
pequenas de acordo com o a descricao do campo médio vai tomando conta
e tendendo & dindmica real e ainda temos o fato de que o numero de reali-

zacoes N, das variaveis somadas aumenta.

Figura 6.8: Kurtosis para as variaveis definidas pela Eq. (??) para o mo-
delo HMF. N = 100,000 e M = 256. Tempo final de simulaciao 2 x 107.
O sistema se encontra no equilibrio termodindmico ao final da simulagao o
que fica bem aparente com a linha vermelha em K = 3. Condig¢oes inciais
de waterbag com py = 0.0726 e 6y = 27, o que corresponde a uma magne-
tizagao inicial nula e energia total por particula de 0.5879. Passo de tempo
utilizado At = 0.1.

Hoje esta bem estabelecido que estes estados quasi-estacionarios na ver-
dade sao solucoes estaveis da dinadmica de Vlasov e aparecem devido a
pequenas colisoes de correcao na equacao de Vlasov, mesmo sendo de curta
duragao. Foi mostrado por Yamaguchi, et. al. [42] que para o HMF que
uma fungao distribuigdo homogénea, f(p) a uma particula que seja uma
solugao da equagao de Vlasov no regime dos QSS, sera estével se a seguinte

condicao for respeitada

1] :1+%/Oo %dp>0. (6.19)
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Este resultado esta representado pela Figura 6.9, onde foi feita uma simula-
¢ao com NN = 10.000.000 particulas, para uma distribui¢ao inicial homogé-
nea dada por f(p) = 1/pg se —po < p < po € f(p) = 0 caso contrario. Desta
maneira, o tempo de vida de um QSS homogéneo é dado pelo tempo em que
I[f] se torna negativo, e como resultado dos efeitos de colisao acumulados,
independentemente da presenca de quaisquer correlagoes criadas a partir de
colisoes ou o tempo decorrido desde os estados iniciais nao-correlacionados.

Este resultado esta ilustrado na Figura 6.9.
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Figura 6.9: Energias cinética e potencial e o parametro de instabilidade,
I[f] definido por Eq(6.19), para uma distribuigao inicial de waterbag ho-

mogeénea.

6.3 Folhas autogravitantes

Um dos principais motivos pelos quais os modelos simplificados sao utili-
zados, reside no fato que que o tempo de relaxacao de um sistema simples
como a interagao gravitacional entre duas particulas em uma galaxia leva
cerca de 10'" anos para relaxar [5], enquanto que o tempo de vida do Uni-

verso ¢ da ordem de 10'° anos, ou seja, nao tem-se nenhuma galaxia em
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equilibrio térmico. Como ja mencionado no capitulo anterior, um dos toy
models utilizados ¢ o de folhas autogravitantes |6, 7, 8, 9, 10, 11, 12|, em
que N planos infinitos de massa m;, 0 < ¢ < N, estao se movendo ao
longo de uma linha reta. Tais planos podem cruzar um através do outro,

caracterizando uma colisao entre eles.

AAAA
R4

Figura 6.10: Modelo de folhas autogravitantes

A hamiltoniana é dada por

N 2 N
s
H(X,P)=Y" 5o+ 216 > mymi] X; — Xy (6.20)
j=1 """ i<k

A hamiltoniana acima nao é extensiva, uma vez que nao existe uma
dependéncia do termo de potencial com o niimero de particulas. Para se

resolver este problema, é realizada a transformacao canonica

_— . P=ap ; a=(27GN)"*m,
a

onde passa-se a considerar que todas as folhas possuem a mesma massa,

m; = m, para 0 < i < N.Desta forma, a Eq.(6.20) fica na forma

H<x,p):E{Z§+NZ|Ij—xk|}. (6.21)
j=1

i<k
Pode-se ainda efetuar uma reescala no tempo, de maneira que a? m = 1.
Desta forma

N pg 1 N
j i<k

Jj=1
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A Eq.(6.22) é a forma final que sera utilizada nas simula¢oes numéricas.

Vale ainda ressaltar que a equacao cinética para tal sistema é uma equagao
de Vlasov,
Of+0,H0,f —0,H,0,f =0 (6.23)

obtida pela aproximacao de campo médio

BUf)(x:1) = / / v — 2| f(z', s ¢) do'dp, (6.24)
onde )
Hi(w,pit) = o + @[] (a3t). (6.25)

Ainda sobre o sistema de folhas autogravitantes em uma dimensao,
pode-se escrever a forga entre duas das N folhas, de forma independente de

sua separagao |9

Fij = —2mrm*G——L = —27m*G sgn(z; — z;). (6.26)
| —
Desta maneira, a forga que atua sobre a particula i, em qualquer instante

pode ser expressa como
Fy; = =2rm*G [N{ — N'], (6.27)

onde N ¢ o nimero de folhas a direita de i ¢ N’ a sua esquerda. Aplicando

a transformacao candnica anterior e a mesma re-escala de tempo, obtemos

1

:m[j\ﬂ

F; L —N]. (6.28)

A figura 6.3 mostra que temos uma excelente concordancia entre as
simulagoes de dindmica molecular (MD) e a solugao numérica da equagao de
Vlasov. Observamos dois periodos de relaxacao, um de relaxacao violenta,

t ~ 20 e um de periodo mais longo, t ~ 100.
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Figura 6.11: Graficos da energia para o modelo de folhas autogravitantes.

No painel (a) temos a energia cinética ao longo do tempo tanto para si-

mulagao de dindmica molecular quanto para Valsov. No painel (b) temos

tanto a energia cinética, /', quanto a energia potencial U. Passo de tempo

para DM At = 0.01. Para a simulacao de Vlasov At = 0.1

A forma da Eq.(6.28) é de grande ajuda do ponto de vista de integra-

¢ao numérica, uma vez que precisa-se resolver apenas equacoes quadraticas

para se determinar o tempo até a proxima colisao. Além disso, ainda tem o

fato de que em uma dimensao, a colisao entre duas particulas, sem descon-

tinuidade nas velocidades, é equivalente a uma colisao elastica, 7.e. ocorre

apenas uma troca entre as velocidades das particulas. Estes fatos levam ao
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uso de uma simulagao numérica de dinamica molecular com event driven,
em que os passos de integracao sao determinados pela préoxima colisao entre

duas folhas (evento).
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Figura 6.12: Evlucao do espaco de fase para o modelo de folhas autogravi-
tantes. O intervalo de tempo escolhido, de até T" = 20.00 corresponde ao
periodo de relaxacao violenta. py = 10.0 e g = 100, enquanto o passo de
tempo foi de At = 0.01 e N = 200, 000

A figura 6.12 apresenta uma série de estagios do espago de fase durante
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a primeira fase de relaxacao. Vemos que mesmo passado o periodo de
relaxacao violenta, t &~ 20, o sistema ainda nao relaxou para o QSS. Ja na
figura 6.13 temos duas simula¢oes mais longas ¢t = 100, para N = 1,000 e
N = 10,000, onde ja observamos a formagao de uma estrutura de core-halo.

Nesta fase o sistema ja se encontra nos estados QSS.

Folhas Autogravitantes

N = 1.000
T

Folhas Autogravitantes

N =10.000
T

Figura 6.13: Estrutura final, para t; = 100, do espago de fase de um sistema
de folhas autogravitantes. Observa-se a formagao de uma estrutura core-

halo. Painel (a) N = 1000 e painel (b) N = 10.000.



Capitulo 7
Segregacao de Massas

Por séculos os astronomos observam que os aglomerados de estrelas nao
possuem uma distribuigdo uniforme [58]. Isto ocorre devido ao fato de que
as estrelas que compoem as galdxias nao possuem massas iguais. Isto é
facilmente observado pela estrutura de core-halo, onde a maior parte das
estrelas se concentram no centro da estrutura, demonstrando uma tendéncia
formarem uma regiao de maior densidade.

O fendmeno de segregacao de massas [59, 60| continua como um pro-
blema em aberto e de grande interesse na astronomia e astrofisica. Uma
das questoes que continua sem solucao é se tal fendmeno é dinamico ou
primordial(inerente ao sistema).

Existem algumas maneiras de se medir a segregacao de massas em tais
estruturas [59, 60], tal como o estudo das dimensoes fractais das estrutu-
ras formadas, muito utilizada em sistemas tridimensionais, principalmente
observando galédxias reais e nao construidas por modelos computacionais,
como Orion, por exemplo. A abordagem utilizada aqui é a de anéalise das
fungoes distribuicao, tanto dos momentos, quanto das posigoes geradas a
partir do espago de fase gerado.

Os sistemas apresentados até agora sao formados por N particulas de
mesma mass, m = 1, mas como estamos interessados no problema de se-
gregacao de massas, precisamos de um sistema formado por particulas de

diferentes massas e para tanto introduzindo uma distribuicao uniforme-

70
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mente de massas em um intervalo [M,,in, Mumae], de maneira que o potencial

binério fica na forma,

N

V;j = Z mlm]V(|rZ — I'j|)‘ (71)

i<j=1

ou seja, o produto das massas passa a ter um papel fundamental na evolugao
do sistema. O nosso objetivo aqui é demonstrar que modelos simplificados,
neste caso o HMF, podem ser usado no estudo do problema de segregacao
de massas. Na proxima secao introduziremos o modelo HMF com massas
diferentes e entao seguiremos para uma série de simulagoes que mostram o

surgimento da segregagao de massas para o mesmo.

7.1 Hamiltonian Mean Field

Para um sistema formado por massas diferentes, o potencial para o HMF

pode ser rescrito na forma

N
1
Vij = IN Z m;m;[1 — cos(6; — 6;)], (7.2)

1<j=1
de maneira que a Hamiltoniana fica

N
H =

1=

9 N
b; 1
o, o 2 mimalt — cos(0i =6 (73)

A forga sobre a particula i segue diretamente
F; = m;[cos0; M, — sin6;M,], (7.4)

com as magnetizagoes definidas
| XN
M, = N.Zlmj cos 0;
j=

1 N
My = N;mjsinﬁj
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de maneira tal que o potencial por particula assume a forma

1 1
L 3 [z (75

onde
(m) = % Z m; (7.6)

¢ a massa média do sistema. Vamos agora passar a analise das simulacoes
numéricas realizadas. Os parametros utilizados estao descritos nas legendas
das figuras.

A Figura. 7.1 apresenta a energia cinética para o sistema descrito acima.
Podemos observar que o periodo de relaxacao violenta possui uma oscilagao
mais longa, além de termos pequenas oscilagoes no periodo dos QSS. Tais
oscilagoes dao origem a uma ressonancia entre as particulas o que acarreta
na segregacao de massas.

Energia Cinetica por Particula

HMF - N = 1.000.000

08 \ ‘ \

0,7 — _

0,6 — _

K/N

0,5 |"

04 N‘,

03 \ \ \ \
o 200 400 600 800 1000
tempo

Figura 7.1: Energia cinética por particula para HMF com massas unifor-
memente distribuidas no intervalo [1.0,2.0]. N = 1.000.000 com passo de
tempo At = 0.5. O sistema inicialmente gerado com 6y = 2.0 e py = 0.0

(sistema frio).
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J& na figura. 7.1 temos a distribuicao de particulas em relagao as po-
sigdes. Observa-se que temos uma maior concentracao de particulas mais
massivas na regiao do core, o que caracteriza o fenémeno de segregacao de
massas. Em contra-partida temos uma maior concentracao de particulas
menos massivas na regiao do halo.

Distribuicao de posicoes

N = 1.000.000
0.1 1 T T |

— Particulas mais massivas
— Particulas menos massivas

0,04

0,02

Figura 7.2: Distribuicao de posi¢oes. N = 1.000.000 com passo de tempo
At = 0.5. O sistema inicialmente gerado com 6§, = 2.0 e py = 0.0 (sistema

frio), para um tempo final de 10.000.

A figura. 7.1 nos mostra a distribui¢ao de momentos, onde observamos
que temos mais particulas menos massivas com um maior momento, do que
as mais massivas. Este resultado é o esperado uma vez que as particulas

que se encontram no halo possuem uma velocidade maior.
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Distribuicao de momentos

N = 1.000.000
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| — Particulas menos massivas
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Figura 7.3: Distribuicao de momentos. N = 1.000.000 com passo de tempo
At = 0.5. O sistema inicialmente gerado com 6, = 2.0 e py = 0.0 (sistema

frio), para um tempo final de 10.

Distribuicao de posicoes ao longo do tempo
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Figura 7.4: Distribuicao de posi¢oes ao longo do tempo. N = 1.000.000
com passo de tempo At = 0.5. O sistema inicialmente gerado com 6, = 2.0

e po = 0.0 (sistema frio), para um tempo final de 10.
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A figura 7.1 mostra de maneira mais clara os resultados anteriores da
distribuicao de particulas sobre o espago de fase, exibindo um ntimero maior
de particulas mais massivas sobre a estrutura do core, enquanto que no halo

temos uma concentragao de particulas menos massivas.

4 ' ' ' | | |

— More Massive Stars
Less Massive Stars

momentum
(=]

position

Figura 7.5: Sobreposi¢ao do espaco de fase para um tempo final ¢y = 10 e
das distribuicoes de particulas. N = 100, 000.

A diferenca entre as distribui¢oes para a mesma regiao do espacgo de
fase, mas para diferentes intervalos de massa, demonstram claramente a
presenca da segregacao de massa. Vale notar que a segregacao de massas
surge naturalmente ao longo da dinamica do sistema, de forma que podemos
concluir que o fendmeno em si é inerente do sistema.

Lembrando que estes resultados tem como objetivo mostrar a viabilidade
de modelos como o HMF de descreverem o fenémeno de segregacao de
massas e que um estudo mais detalhado e com resultados mais quantitativos
estao previstos nas perspectivas desta tese, além da extensao para o MAAG

e o modelo de folhas autogravitantes.



Capitulo 8

Conclusoes e Perspectivas

Revisao e Conclusoes

Como falado no inicio da tese, nosso interesse ¢é a descri¢gao de sistemas com
interacao de longo alcance, e em particular sistema autogravitantes procu-
ramos obter uma melhor compreensao da Teoria Cinética desses sistemas.
Um dos pontos chaves foi determinar o escopo de validade da equacao de
Vlasov nesses sistemas. Com este objetivo fizemos uma revisao da teoria ci-
nética partindo da equagao de Liouville Eq. (4.7) apresentada no Capitulo 4
onde apresentamos uma deducao da equacao de Vlasov baseada na introdu-
¢ao do fator de kac 1/N e de uma expansao em séries de poténcias de 1/N.
Fizemos uma expansao em série de Fourier da equacao de Liouville e entao
passamos a introduzir uma notacao que nos permitisse trabalhar na forma
matricial com os termos da série, o que resultou na equacao Eq. (4.55), a
qual nos permite calcular a contribuicao de cada diagrama representando
termos da série pertubativa.

Uma vez que estabelecemos a teoria estamos prontos para a abordar o
problema proposto no Capitulo 5. Comegamos com a determinacao de uma
Hierarquia BBGKY para particulas autogravitantes nao-idénticas. Uma
vez tal Hierarquia estabelecida passamos a selecao da categoria correta de
diagramas de acordo com sua dependéncia com o ntmero de particulas

N >> 1. Calculamos entao as contribuicoes relevantes para a série para
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px(a;t), que uma vez ressomada resulta na equagao de Vlasov Eq.(5.18).
Nossa dedugao guarda fortes semelhanga com a dedugao de Balescu [47],
embora utilize a dependéncia dos diferentes diagramas com N, enquanto
Balescu utilizou o parametro de plasma para o mesmo objetivo. Com isso
demos uma nova demonstracao de que a equacao de Vlasov é a equacao ciné-
tica natural para sistemas com interagao de longo alcance no limite N — oo,
resultado este ja demonstrado anteriormente em um artigo extremamente
rebuscado [39].

De maneira a mostrar como diferentes potenciais de interacao levam a
diferentes velocidades de convergéncia com o nimero de particulas para a
dindmica de Vlasov (campo médio), consideramos no Capitulo 6 trés dife-
rentes modelos unidimensionais com interagao de longo alcance, todos ex-
tensivamente estudados na literatura, o modelo HMF, o MAAG e o modelo
de folhas autogravitantes.

As simulagoes para o MAAG mostram que para menores valores do pa-
rametro de amortecimento €, a convergéncia das propriedades de dinamica
molecular para a de Vlasov para pequenos valores de e. E um resultado
esperado visto que para pequenas distancias, os efeitos colisionais sao mais
importantes quando € é menor. Ja para o modelo de folhas autogravitantes,
a medida que aumentamos o ntimero de particulas N vemos uma concor-
dancia cada vez melhor com a dindmica de Vlasov. A convergéncia para
uma descricao de campo médio é fortemente afetada pela parte de curto
alcance da forca. Quanto mais forte a torca, mais importante os efeitos co-
lisionais, e menor é o tempo de concordancia com a equacao de Vlasov para
um N finito. Realizamos ainda uma série de simulagoes a partir de uma
distribuicao inicial de waterbag homogénea até o estado final de equilibrio
termodinamico onde observamos facilmente que tanto para K, quanto para
Ko tendem exatamente para a Gaussiana para todos os valores de N utili-
zados. Isso foi realizado com a finalidade de mostrar que a correlacao entre
as particulas se tornam pequenas de acordo com o a descricao do campo
médio vai tomando conta e tendendo & dindmica real.

Por fim no Capitulo 7 introduzimos o problema de segregacao de mas-

sas e mostramos que o mesmo pode ser estudado por meio de modelos
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simplificados, como o modelo HFM. Primeiro introduzimos o modelo HMF
para particulas de massas diferentes e rescrevemos as suas expressoes, tais
como, a Hamiltoniana, for¢a e magnetizacoes. As simulagoes realizadas
(aqui apenas de dindmica molecular) mostram claramente que as particulas
mais pesadas tendem a se concentrar no core, enquanto que as menos mas-
sivas no halo, como ja esperado. A importancia deste resultado se encontra
no fato de que até entao os astrofisicos utilizam sistemas mais préximos
da realidade nesses estudos, o que faz com que as simulagoes necessérias
sejam extremamente complexas e demoradas. Nesse contexto nosso estudo
detalhado mostra que a segregacao de massas é um fenémeno da dinamica,

inerente ao sistema.
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8.1 Perspectivas

Apresentamos aqui os problemas que serao trabalhados que dao continui-

dade aos resultados apresentados na presente tese.

Segregacao de Massas

O trabalho sobre segregacao de massas utilizando os modelos simplificados
ainda se encontra em um estigio inicial. Além de continuarmos com com
o estudo para o modelo HMF, ainda temos os demais modelos: MAAG e
Folhas autogravitantes, nos quais esperamos também o aparecimento da

segregacao de massas.

Equacao Cinética de Ordem N2

Um dos problemas ainda em aberto é a descri¢gao dos estados quasi-estacionarios,
uma vez que a melhor teoria que se tem, a de Lynden-Bell, mas que é falha

na descricao dos QSS, frp # foss. Uma alternativa viavel para tal pro-
blema, j& inicialmente abordado pelo Prof. T. Marciano em 1/N para p
estudo da dindmica colisional.

A diferenga entre a abordagem proposta aqui, a utilizada em toda a
tese, e a do prof. T. Marciano é que ao utilizar a abordagem apresentada
em [46] ao invés da mais antiga, [47], é que na primeira ja partimos dos
diagramas com as correlagoes explicitas, o que facilita a dedugao da equagao
cinética, mas no processo a solucao da equacao nao é obtida, o que faz com
se tenha a necessidade de uma técnica de solucao de equacgoes integro-
diferenciais. Enquanto isso, ao usarmos a técnica mais antiga a solugao ja
surge no processo de deducao da equacao, embora requeira a ressomagcao,
nada simples, de uma série pertubativa.

A abordagem para a dedugao de tal equacao é a mesma apresentada ao
longo desta tese. A questao agora é que precisamos que a equagao tenha
uma dependéncia em 1/N ou 1/N? (estados homogéneos em 1D).

Os tipos de diagramas a serem considerados estao apresentados na figura

abaixo. Vale notar que temos uma nova classe de diagramas, os ciclos,
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conhecidos como diagramas diagonais. Tais diagramas sao distintos dos

demais pelo fato de que os estados iniciais e finais devem ser idénticos.

C D

Figura 8.1: Construgao do diagrama tipo anel.

Aqui serao introduzidos dos diagramas do tipo anel, que na sua forma
mais simples nada mais do que um vértice de criagao uniforme junto com
um vértice de destruicao uniforme. A equacdo cinética em sua forma mais

geral é dada por:
uplrt) = [ () p(50)

onde Z ¢ o resolvente vindo da soma dos diagramas selecionados.



Apéndice A

Hierarquia BBGKY

Seguiremos aqui a dedu¢ao da Hierarquia BBGKY como feito em [46]. Co-
megamos considerando um sistema classico formado por N particulas in-
teragentes confinadas em um volume V. Assumimos ainda que o sistema

possui uma Hamiltoniana na forma

H = ZHO(:Uj) + }Z V(z;, 1) (A1)

onde H° é a parte livre, enquanto Vj, = V(x;,xx) o termo de interagao.
A evolugao dindmica do sistema é dada de forma exata pela equagao de

Liouville:

N N
OF => LF+> ZF, (A.2)
J=1 j<n
sendo F' = F(x;...xy) a distribui¢ao do espago de fase. Lembrando que a

conservacao de particulas requer a condigao de normalizagao
/dacl...deF(xl...xN;t) =1, (A.3)
tomando a derivada ao longo do tempo
8t/dx1...da:NF(:z:1...xN;t) =0. (A.4)

Substituindo a Eq. (A.1) na Eq. (A.4), obtemos:

N N
/dxl...de<Z.,2ﬂf+Z.,zﬂ;n>F:o, (A.5)
j=1

j<n
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que deve ser valida independente do ntimero de particulas. Dessa forma,

cada termos da Eq. A.5) deve ser nulo independente do outro

N
j=1

N
/ dry...dey Yy 2, F = 0. (A7)

j<n

De maneira a deduzir uma equacgao de evolucao apropriada para a fungao

distribuicao reduzida a s particulas

N!

fS(Il...Is):m/dxs+1...d$NF, (AS)

precisamos integrar a Eq. (A.1) sobre as particulas s +1...N:

N!

8tf5($1...xs) = m/diﬂs+1...dINF (Ag)

ak /d .d 230 +Z

= TN Ls+1 .- AN
(N —s)! * o

Podemos separar o somatorio contendo a parte livre do Liouvilliano £°

da seguinte maneira:

Zzo Zz% Z . (A.10)

j=s+1

Da equagao acima podemos tirar a seguinte conclusao: se j € (1,...,s), o
operador 0%0 nao sera afetado pela integracao, ja que partimos de dzs, ;.
Por outro lado, se j € (s+1,...,N), segue pela Eq. (A.6) que tais integrais

serao nulas. Dessa forma, segue:

N \
N!

Z N /d$s+1 codrnF = g S,ﬂjpfs(xl, ey Xg)- (A.11)

7j=1 :

Jj=1
, .
Vamos agora tratar da parte contendo o £, da Eq. (A.9). Aqui po-
demos proceder com a mesma analise anterior, mas nesse caso, temos trés

possibilidades:
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L. j,n € (1,...,8): aqui o &}, pode ser colocado fora da integral e

obtemos

Z o fa(@n ) (A.12)

j<n=1

2. j,n € (s+1,...,N): segue pela Eq. (A.6) que tais integrais serao

nulas;

3.j€(1,....,s) en(>j) € (s+1,...,N). Dazendo uma integracao

sobre x,, e devido a simetria da funcao F', podemos escrever:

N!
m/d%ﬂ deZ Z N)

7=1 n=s+1

Z [ et o) (A13)

Juntando todos estes resultados, obtemos a hierarquia:

ofy = O; (A.14)
Ofi(m) = LOfi(w) + / Qs Ly folr, v2) (A15)
O fs(xy...xs) = (ZXO—FZZ ) )

+ 2 / Aze1 Ll fon (@1 Tor1) 5 <2 (A16)

As Eqgs. (A.14) - (A.16) formam um conjunto de N equagdes para a fun-
¢ao distribuigao reduzida conhecida como hierarquia BBGKY. A Eq. (A.16)
deixa muito claro a estrutura da hierarquia: a determinagao da fungao para
s particulas depende do conhecimento da funcao distribuicao de uma ordem

maior s + 1.



Apéndice B
Métodos Numéricos

Aqui apresentaremos uma seqiiéncia de simulagoes numéricas para os trés
toy models introduzidos nos capitulos 02 e 07, além da solu¢ao numérica
da equagao de Vlasov que obtivemos. Diversas simulagoes numéricas foram
realizadas com a finalidade de confirmar os resultados analiticos obtidos.
Boa parte delas foi realizada utilizando paralelizacao de processos em placas
de graficas (GPU) por meio da linguagem de programagao CUDA. Isto tanto
para as dindmicas molecular [52, 53| quanto a equacao de Vlasov [54]. O
integrador simplético utilizado nas simulagoes foi o Yoshida de quarta ordem
[51]. O objetivo deste Apéndice é apresentar de maneira simplificada como

as simulagoes foram realizadas.

B.1 Dinamica Molecular

Nas simulacoes uma das técnicas utilizadas foi a dinAmica molecular. Aqui
passamos a descrever a estrutura bésica de uma simulagao de dinamica mo-
lecular afim de deixar claro como as nossas simulacoes foram realizadas. No
Algoritmo 1 apresentamos esta estrutura béasica, composta por trés partes

distintas
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Algoritmo 1: Estrtura de uma programa de dinamica molecular

begin
CondigoesIniciais();
GrandezasIniciais();
LoopDelntegragao;

end

onde

e CondigoesIniciais() — Gera as posigdes e momentos iniciais do sis-

tema, distribuicao de waterbag, por exemplo;

e Grandezaslniciais() — Calcula as grandezas iniciais do sistema, tais
como energias cinética e potencial, energia total, momento inicial,

ete. .

e LoopDelntegracao — Responsavel pela evolugao temporal do sistema.

A cada passo de tempo as grandezas de interesse sao recalculadas.

Em se tratando de um sistema fisico formado por N particulas, a funcao

CondigoesIniciais() gera todo o espago de fase, I' em t = 0,

{g;(0),p;(0)}Y, €T.

Sendo rand() um gerador de ntimeros pseudo-aleatorios, uniformes no inter-
valo [0, 1], o algoritmo 2 mostra a estrutura da fun¢ado CondigoesIniciais(),
no caso de se querer gerar um espacgo de fase inicial formado por N particu-
las de mesma massa, m = 1, com posicoes entre 0 e x( e velocidades entre

0 e vg.

Algoritmo 2: Condigoeslniciais()

begin
1 for: = 0to N do
x; < xo - rand();
v; « v - rand();

end for

end




APENDICE B. METODOS NUMERICOS 36

Algoritmo 3: LoopDelntegracao.

begin
1 while tempo < tempoFinal do
PassoDeTempo();
CalculoDasGrandezasDelnteresse();

tempo < tempo + dt
end while

end

E justamente dentro da funcéo PassoDeTempo() que esta a integragao
numérica. Existem diversos tipos de integradores numéricos e de diversas
ordens de aproximagao, sendo um dos mais simples o integrador numérico
de Euler [57|, passando pelo de Runge-Kutta e por fim os integradores
simpléticos, que sao os que preservam a energia total do sistema, sendo
por isso os mais indicados para simulagoes de sistemas Hamiltonianos. Nas
nossas simulagoes foi utilizado o integrador simplético de Yoshida [51] de

quarta ordem apresentado no pseudocoddigo abaixo.
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Algoritmo 4: PassoDeTempo() : Yoshida de 4 Ordem
B0 < 0.675603595979828813;

B1 < —0.175603595979828813;
D0 «+ 1.35120719195965763;
D1 + —1.70241438391931525;
begin

fori = 0to N do

pi < pi + BOx hx fi;

r; < 1; + D0 % h * p;;

end for
CalculoDaForca();

for: = 0to N do

pi < pi + Bl hx f;;
7 <=1y + D1 % hx py;

end for
CalculoDaForcal();

fori = 0to N do

pi < pi + Blxhx f;;
i <= 1 + D0 % hox py;

end for
CalculoDaForca();

for: = 0to N do

‘ pi < pi + BO* hx f;;

end for

end

A fungao CalculoDaForca() ird depender do sistema que esta sendo in-
tegrado. Os valores de B0, B1, D0 e D1 sao fornecidos pelo integrador

simplético e sao calculados analiticamente [51].
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B.2 Solucao Numérica da Equacao de Vlasov

Descreveremos aqui uma implementagao [54| de um método de solugao semi-
Lagrangiano para a equagao de Vlasov em sistemas com interagao autogra-
vitante unidimensionais. Aqui a funcao distribuicao é representada em uma
grade numérica e um algoritmo de divisao de tempos é utilizado para evoluir
a funcao calculando as curvas caracteristicas. A f; é representada em uma
grade numeérica no espaco de fase de uma particula como f(z;,p;,t) onde
xj e p; sao as coordenadas posi¢ao e o momento na grade em um dominio

finito © € [Tmin, Tmaz] € P € [Pmins Pmaz)- O algoritmo possui 4 passos:

1. Evolugao temporal para tras de f na direcao do espago por um passo

de tempo At/2 com momento constante;
2. Calculo da forca de campo médio;

3. Evolucao temporal para trés na direcao do momento de um passo de

tempo At usando a for¢a de campo médio calculada no item 2;
4. repetimos o passo 1.

Este algoritmo esta resumido na forma de pseudocédigo no Algoritmo

5.
Algoritmo 5: Evolucao temporal da funcao distribuicao

begin
fO(x,p)  f(x — pAp/2,p,t)
FD(z) + — [Opv(x — ') fD (2!, p')da'dv’
fUD(x,p) = fla —p— FO(x)At, 1)
f(a,p,t+ At) « fID(x — pAp/2,p,t)
end

Os valores intermediarios ) e fU1) e as funcoes distribuicdo nos passos
(1), (3) e (4) nos pontos da grade numérica precisam ser obtidas dos valores

conhecidos nos passos anteriores com um método de interpolagao.
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