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Resumo

Nesta dissertacao vamos investigar a formagao de padrao em dinamica de
populacoes. Partimos de uma equagao integro-diferencial nao linear para descrever
a densidade populacional U(x,t). A nao-localidade é introduzida por meio de dois
kernels g, () e fs(x). Os dois parametros o e  sdo os comprimentos de interacao
de crescimento e competicao, respectivamente. Por meio de um método iterativo
obtemos a evolu¢ao de U(x,t) que leva a uma solugao estaciondria U(z). Para
uma densidade uniforme, U(z) = Uy, dizemos que o sistema ndo forma padrao.
Consequentemente a densidade nao é uniforme o sistema forma padrao. Definimos
um parametro de ordem p como sendo a integral de AU(x) = U(x) — Up, em todo
o intervalo do sistema. Assim podemos mostrar que a natureza cria padrao, p > 0,

de modo a permitir mais individuos em um dado nicho ecolégico.



vi

Abstract

In this thesi we investigate the pattern formation in population dynamics.
We start from a non-linear integro-differential equation to describe the density
U(z,t). The non-locality is introduced by means of two Kernels g,(z) and fz(z).
The two parameters a and (5 are the lengths of the interaction of growth and compe-
tition, respectively. By means of an iterative method we obtain evolution of U(x,t)
which leads to a stationary solution U(x). For a uniform density, U(z) = Uy, we
say that the system do not make pattern. Consequently, for a not uniform den-
sity the system makes pattern. We define an order parameter p as the integral of
AU(z) = U(x) — Uy, over the entire range of the system. Thus we show that nature
provides pattern p > 0, in such way to allow more individuals in a given ecological

niche.
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Capitulo 1

Introducao

Uma das caracteristicas mais interessantes de sistemas biolégicos é que em
certas condicoes seus individuos exibem uma abrupta formacgao de padrao. Deste
modo, tais estruturas tém sido observadas exaustivamente em muitos experimentos
e novos conceitos tém sido propostos para estudar a universalidade desses sistemas
complexos, sendo que alguns fenomenos notaveis tém motivado fisicos a investigar
em detalhes processos semelhantes, tais como nucleagao, agregacao, agrupamento,
mecanismos complexos de auto-cooperacao e alteragoes morfologicas bacterianas, os
quais exigem contribuigdes mais sofisticadas de modelos fora do equilibrio [1].

Estudos recentes de sistemas de particulas podem ser empregados para tra-
tar de sistemas auto-organizados com interacoes bioldgicas e formagcao de padrao na
transicao de fase. De fato, héd indicios que estes fenomenos envolvem leis de esca-
las mais profundas ligadas a quantidades criticas e geométricas que necessitam ser
melhor caracterizadas. Recentemente foi observado que uma colonia de bactérias,
dependendo da condigao especifica de crescimento, pode criar morfologias diferentes
com inesperados padroes espaciais [2]. Em uma outra experiéncia, foi observada a
existéncia de fenomenos criticos no comportamento de diversos tipos de processos
de crescimento bioldgico. Outro exemplo é a analogia entre o ferromagnetismo e a
transicao de fase em de modelos biolégicos. Neste ambito, é sabido que interacoes

ferromagnéticas tendem a alinhar os spins na mesma direcao de modo a formar



um padrao especifico. Em sistemas bioldgicos, a regra correspondente é alcangada
por meio da suposicao de que a difusao dos individuos pode levar a um movimento
auto-organizado por meio de uma interagao.

E conhecido que a formacao de padrao de estruturas se deve a processos
de transicao de fase fora do equilibrio, os quais associam uma quebra espontanea
de simetria, i.e, quando algum parametro externo do sistema é alterado, o sistema
perde o seu estado estaciondrio, o que leva ao surgimento de um novo estado, o qual
¢ invariante em um grupo de simetria. Por conseguinte, a geometria dos padroes
observados na natureza surge destes grupos. Por exemplo, o estudo da quebra
de simetria espacial e rotacional em formacgoes de padrao tém sido amplamente
estudados por Sattinger [3]. No entanto, um estudo mais sisteméatico dos aspectos
das transicoes de fase fora do equilibrio na formacao de padrao de sistemas biologicos
tem sido negligenciado.

Neste trabalho, apresentamos um novo modelo que incorpora transicao de
fase na dinamica populacional. Partimos de uma equacao nao linear a qual inclui a
interacao nao-local espacial entre seus individuos. Neste nosso modelo de dinamica
de populacoes com formagcao de padrao, verificamos a ocorréncia de mudancas nas
estruturas espaciais relacionadas a intensidade de interagoes entre os individuos.
Tais mudancas podem ser caracterizadas por meio de um parametro de ordem p
associado ao numero de individuos do sistema. Desse modo, com a variacao do
alcance dos parametros de crescimento a e competicao S do modelo, buscamos
analisar como ocorrem as transicoes de fase padrao-nao-padrao.

O parametro de ordem do nosso modelo fornece a diferenca entre a quan-
tidade de individuos distribuidos de forma heterogénea (padrao) e o nimero de
individuos distribuidos uniformemente (nao-padrao) no espago. Quando feito um
estudo do parametro de ordem em funcao de «, para um dado parametro de com-
peticao f fixo, aquele varia continuamente com o aumento de « até se tornar nulo,
caracterizando uma transicao de fase de segunda ordem de modo andlogo a mag-

netizacao de um ferromagneto como funcao da temperatura. Quando o parametro



de ordem varia em fungao de [ percebe-se um comportamento anomalo, no qual
quando [ aumenta e o parametro de ordem cresce exibindo pequenos decaimentos e
descontinuidades, até um valor maximo, onde a partir dai decai continuamente até
se tornar nulo. Neste sentido, pretendemos obter uma relagao direta do parametro
de ordem do sistema em funcao dos parametros a e 3.

Verificamos ainda que no comportamento anomalo do parametro de ordem
em funcao de 3, cada descontinuidade implica uma mudanca de padrao, obser-
vada na alteracao do niimero de picos no grafico da densidade de populagao versus
posicao. Esta reorganizacao acontece de modo a permitir aos individuos crescerem
novamente, mesmo com o aumento da competicao. Assim, encontramos para um
mesmo valor do parametro de ordem, diferentes valores para o parametro de com-
peticao, mostrando que quando uma populacao alcanca o limiar maximo de cres-
cimento em uma certa estrutura, ela tende a se reorganizar numa nova estrutura,
voltando a crescer quando a competi¢ao aumenta. Buscamos entao estudar estes de-
caimentos em funcao de [ e verificar na natureza as correspondéncias biolégicas dos
fenomenos previstos nas simulagoes. Organizamos este trabalho da seguinte forma.
No Capitulo 2 fazemos uma revisao de alguns modelos classicos de dinamica de
populacoes, relatando o contexto em que cada uma delas foram descobertas e suas
limitacoes. Apresentamos defini¢coes dos principais termos relacionados a dinamica
de populagoes utilizados na dissertacao. No Capitulo 3 fazemos um estudo sobre
os fenomenos de transicao de fase. Apresentamos o desenvolvimento analitico da
teoria de Landau para as transicoes de fase continuas, onde é introduzido o conceito
de parametro de ordem. Com base na teoria de Landau, fazemos uma descrigao
analitica para as transicoes descontinuas. Deste modo, diferenciamos as transicoes
de fase continuas e descontinuas, e mostramos o comportamento do paramentro
de ordem em cada caso. No Capitulo 4 mostramos alguns exemplos de formacao
de padrao (autoorganizagao, formagao de grupos) em seres vivos, onde apresenta-
mos alguns fatores vantajosos com respeito a agregagao de individuos. No Capitulo

5 apresentamos uma nova generalizacao da equacao de Fisher-Kolmogorov a qual



nos permitird o estudo da transicao padrao-nao-padrao em dinamica de populagoes.
Mostramos a existéncia de um parametro de ordem p que aponta para a formagao
de padrao, buscando a presenca de um niumero maior de individuos no sistema.
No Capitulo 6 encontram-se os resultados deste trabalho. Mostramos por meio do
nosso modelo a transicao de fase em sistemas biolégicos e ainda mudancas abrup-
tas de padrao (transigdo de um padrao para outro). No Capitulo 7 as principais

contribuicoes deste trabalho sao resumidas e discutidas.



Capitulo 2

Modelos classicos de dinamica de

populacoes

2.1 Introducao

O estudo de dinamica de populagoes é muito importante para a compreensao
do desenvolvimento da populacao, sendo seus modelos matematicos fundamentais
na descricao da evolucao espaco-temporal dos individuos. Com o auxilio desses mo-
delos é possivel compreender, por exemplo, o crescimento, declinio e a formacao de
cardumes de peixes, colonias de formigas ou abelhas, insetos e bactérias. Portanto,
sao inumeras as aplicacoes, nao somente em sistemas bioldgicos, visto que esses
modelos populacionais possuem um grande potencial de aplicabilidade em diversas
areas da ciéncia[l, 4, 5].

Neste capitulo faremos uma revisao dos principais estudos bionémicos, onde
apresentaremos uma analise qualitativa resumida dos modelos cléssicos de dinamica
populacional, presentes na literatura, e como eles foram aprimorados ao longo do
tempo. Apesar de carecerem de precisao, esses modelos possibilitam a compreensao
de tendéncias populacionais béasicas. Além disso, a revisao dessas teorias serao

necessarias visto que utilizaremos seus conceitos posteriormente.
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2.2 Modelos de populacoes com homogeneidade espacial

A homogeineidade de uma populagao biolégica é uma hipotese simplificada
que tem sido utilizada desde os primeiros estudos de dinamica populacional. Os
modelos matematicos, neste caso, descrevem a dinamica da populagao em um espaco
de fase que representa o niimero de individuos. Esta dinamica é conhecida por “lei da
conservacao”, e relaciona a taxa de variagao do nimero de individuos da populagao
com a fonte, isto é, taxas de natalidade-mortalidade e imigracao-emigracao. Na
literatura encontramos varios modelos que obdecem a estas hipdteses, tais como:

Malthus, Verhulst, Lotka-Volterra, entre outros.

2.2.1 Modelo Malthusiano

Malthus, em 1798, apresentou o primeiro modelo na tentativa de descrever
o crescimento da populagao [6], sendo o primeiro a constatar que as espécies tendem
a aumentar a uma taxa proporcional a populacao. Nesta proposta, foi suposto
que o numero de individuos varia apenas com a taxa de nascimentos e a taxa de
mortes, nao levando em conta o efeito da migragao. Assim, sendo N(t) o numero

de individuos da populacao no instante ¢, teremos

IN(t)
— = aN (1) = bN (), (2.1)

onde a e b sao constantes positivas e representam, respectivamente, taxa de nasci-

mento e morte. Solucionando esta equacao, encontramos
N(t) = Nyele b1, (2.2)

com Ny sendo a quantidade inicial de individuos. Podemos notar que se a > b a
populacao cresce indefinidamente, e se a < b a populacao decresce até ser extinta.
Com este modelo, Malthus nao levou em consideragao que, num dado ambiente, o
crescimento pode parar devido as limitagoes do ambiente, predadores e competicao

entre os membros de uma mesma espécie. Entretanto, mesmo com suas limitagoes,
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este modelo pode descrever a dinamica de populagoes de microorganismos num in-
tervalo de tempo limitado. Em geral, populacoes crescem exponencialmente quando
se movem para uma regiao inabitada ou quando acontecem mudangas na oferta de

alimentos, como aconteceu a populagao humana apds a revolucao industrial.

2.2.2 Modelo Verhulst

Para corrigir o problema da populacao crescer de maneira exponencial inde-
finidamente, Verhulst, em 1838, propos uma modificacao na equacao de crescimento
populacional de Malthus. Verhulst considerou que a populagao atingira um nivel
de saturacao o qual é caracterizado pelo ambiente. Desse modo, a taxa de cresci-
mento per capita nao é constante, como no modelo de Malthus, mas decresce com
o aumento do numero de individuos da populagao [6].

A equacao proposta por Verhulst é escrita como
dN(t) N(t)
—=7rN(t)|1—-—= 2.3
= v (1- 52, (2.3

onde r e K sao constantes positivas relacionadas aos processos de crescimento e
suporte do meio, ou nimero maximo de individuos que o ambiente pode suportar.

Este processo limitado é chamado de “Crescimento Logistico”. Comparando com o

N@)

i ) é a taxa de crescimento dependente do

modelo de Malthus temos que, r <1 —
nimero de individuos da populacdo, N(t), sendo esta uma relagao linear decrescente.

A solucao da Eq. (2.3) é dada por

B No KK
~ No+ (K — Ny)e—rt’

com a condigdo inicial N(0) = Ny, Ny > 0, sendo que os estados estaciondrios de

N(t) (2.4)
equilibrio s@o encontrados fazendo, dN(t)/dt = 0, e sdo N(t) = 0 ou N(t) = K,
onde, N(t) = 0, é um ponto instavel na medida que um pequeno desvio deste estado
inicial de equilibrio leva a um aumento do crescimento da populagao.

Por outro lado, N(t) = K, é um ponto estavel, isto porque apdés pequenas

alteragoes a populacao retoma seu estado de equilibrio.
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N

FIGURA 2.1: Dinamica do modelo logistico para trés condigoes iniciais [6].

Na Fig. (2.1), se Ny < K, N(t) aumenta monoticamente para K, enquanto
que se Ny > K, N(t) diminui monoticamente para K. A informagao, Ny > K, im-
plica que o nimero de nascimentos mais imigragoes sao inferiores aos de morte mais
emigracao, para o caso, Ny < K, teremos uma situacao oposta. Entretanto, apesar
da correcao feita, o modelo de Verhulst, assim como o modelo malthusiano, nao
considera a interacao entre populagoes. Um modelo que veio descrever a dinamica
de uma mistura espacial homogénea de duas espécies (presas e predadores) foi o de

Lotka-Volterra, que veremos a seguir.

2.2.3 Modelo Lotka-Volterra

Lotka-Volterra, em 1925, foi pioneiro ao descrever matematicamente a in-
teracao entre duas populagoes distintas (presas e predadores). Este modelo teve
como objetivo entender porque a densidade das populagoes de predadores e presas
aumentava e diminuia ao longo do tempo. Esta lei foi proposta de modo inde-
pendente por Lotka e Volterra. Definindo N(¢) como o nimero de presas de uma
determinada espécie e V(t) como o numero de predadores de outra espécie, essas

duas varidveis se relacionam nas equagoes de Lotka-Volterra como [6]
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%t(t) =anN(t) —byN(t)V (1), (2.5)
dVd_IE“ — ay NOV(1) — by V (1), (2.6)

onde ay, by, ay e by sao constantes positivas, sendo ay a taxa de crescimento das
presas, by a taxa de predacao das presas ou eficiencia dos predadores, ay a taxa de
crescimento dos predarores e by a taxa de morte dos predadores. Neste modelo, o
crescimento é regulado pelo encontro dos predadores com suas presas.

No modelo malthusiano, sem predadores o crescimento das pressas seria
exponencial, e sem presas os predadores se extinguiriam.

N (presas)
P V (predadores)

A

FIGURA 2.2: Solugao periédica para presas N(t) e predadores V (¢) utilizando o mo-

0 t

delo de Lotka-Volterra [6].

Para encontrar uma equagao que descreve o comportamento de uma espécie

em fungao da outra, podemos dividir a equagao (2.6) pela equagao (2.5)

(CLN - bNV) dV — (—bv + avN>

N 2.
N —an, 27)

integrando a equagao (2.7), encontramos

VCLN Nbve—bNV—avN — ‘/E)aN Ngve—bNVO—avNo (28)
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Na Fig. (2.2) podemos notar que a oscilagdo do nimero de predadores
estd um pouco defasada em relagao as presas, ou seja, os maximos e minimos dos
predadores ocorrem sempre um pouco depois dos maximos e minimos das presas.

Estas hipdteses de homogeneidade na distribuicao espacial sao razoaveis
desde que a escala de comprimento com respeito a extensao da regiao considerada
seja relativamente pequena, ou seja, neste caso a dinamica deve ser local. Entretanto,
esses modelos nao abarcam fendmenos de formacao de estruturas, morfogénese, ou
mesmo a propagacao de epidemias, uma vez que estes fenomenos sao resultados
da nao-homogeneidade na distribuicao espacial dos individuos e assim poderao ser

estudados somente com modelos que permitam a representacao da heterogeneidade.

2.3 Modelos de populacoes com heterogeneidade espacial

Até aqui, em todos os modelos apresentados foi assumido implicitamente
que os individuos estao numa determinada regiao do espago, sendo que esta regiao
é homogénea e nao influi no desenvolvimento da espécie. Assim, fatores como ad-
versidades ambientais, variagoes locais da densidade populacional provocada pela
locomogao dos individuos em busca de locais mais propicios para sobrevivéncia, en-
tre outros, nao sao levados em consideracao. No entanto, esses fatores podem ser

fundamentais para a descricao da dinamica do sistema.

2.3.1 Equacao de Fisher-Kolmogorov

O ingrediente fundamental desta andlise serd a introducao de uma &rea
de forrageio, que substitui as interacoes aleatérias entre individuos por interagoes
locais. Neste modelo, supomos que os individuos se movimentam de forma aleatéria,
e supomos ainda que eles se movem como se fossem particulas de um gas. Para
uma populagado que se movimenta em uma escala de espaco muito maior que a

do movimento dos individuos, observamos um fenémeno macroscépico chamado de
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difusao. Consideramos entao, que este sistema biologico obedece a lei de Difusao
Fickiana. Por analogia, podemos dizer que para uma espécie se difundindo em trés
dimensoes, o fluxo material J, de animais, bactérias, etc, é proporcional ao gradiente

da densidade u(7,t) em um determinado ponto,
J(7,t) = —D 7 u(7, ), (2.9)

onde D é a constante de difusao.
A equacao de matéria biolégica pode ser escrita como o fluxo de material
que atravessa uma superficie S somada a matéria que é produzida neste volume

0 - -
— | w(F,t)dv=— [ J(7 t)dS w, T, t)dv )

onde a fungao f(u,7,t) é chamada de suprimento de matéria. Utilizando o teorema
da divergéncia e a lei de Fick na equagao (2.10), e ainda considerando que a constante
de difusdao nao tenha dependéncia espacial, encontramos

ou(r,t)

e fu, 7 t) + D 7 u(r,t). (2.11)

Os processos de morte e nascimento representados pela funcao f(u,7,t) na

Eq. (2.11) podem ser dados num contexto logistico

Flu,7,8) = au(?) (1 - b“;”) , (2.12)

assim econtramos a equagao de Fisher-Kolmogorov [6, 7]

w = au(7,t) — bu*(7,t) + D 7% u(7,t). (2.13)
A equacao de Fisher-Kolmogorov é a equacao mais simples que descreve
difusao, crescimento e auto-competicao de uma espécie. Esta equacao é nao linear
e faz parte de uma classe de equagoes tidas como “reagao-difusao” [8].
O processo de difusao classico sempre foi considerado um mecanismo de
homogeneizacao e responsavel, portanto, pelo aumento de entropia de um sistema,

o que em termodinamica significa a quebra de estruturas e a desorganizacao. En-

tretanto, situacoes isoladas desafiavam este principio, desde a observacao dos anéis
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de precipitagdo por R. Liesegang em 1896 [9] e de ondas quimicas em 1906 por R.
L. Luther [10], até as reagoes oscilantes de B. P. Belousov em 1951 [10].

Apesar de levar em conta a distribuicao espacial dos individuos, a equacao de
Fisher-Kolmogorov com interagoes locais, nao é suficiente para explicar a formagao
de padrao espacial dos individuos, isso foi possivel somente com a introducao da

nao-localidade nas interacoes.

2.3.2 Formacao de padrao na equacao de Fisher-Kolmogorov

Os estudos de dinamica de populagoes cobrem um vasto campo de pesquisas
em sistemas bioldgicos e ecoldgicos, por exemplo, a formagao de padrao na evolugao
de colonias de bactérias [8, 11]. Tais estudos, como o crescimento de um nicleo
de bactérias, sao muito importantes, visto que varios tipos de infecgoes bacteria-
nas podem ser melhor controladas se sua dinamica de crescimento for compreen-
dida em seu nivel mais basico. Ao trabalharmos exclusivamente com a evolucao de
células de populacoes e seu comportamento espago-temporal, usualmente devemos
concentrarmos nossa atengao em alguns processos bésicos, como a reproducgao destes
constituintes, sua competicao por recursos e a difusao desta populacao no tempo e
espaco, deixando de lado questoes nao mensuraveis fisicamente, como as mutagoes
destes individuos. Diante deste cenario, a equacao de Fisher-Kolmogorov torna-se
um modelo muito importante na tentativa de estudar estes sistemas, pois incorpora
em sua esséncia, todos esses processos.

Como discutido em varios trabalhos, a equagao de Fisher-kolmogorov na
forma como usualmente é escrita, Eq. (2.13), ndo é capaz de descrever a formagao
de padrdo em sistemas biolégicos ou outros sistemas [12, 13]. Para que possamos
extrair este fenomeno da equacao de Fisher-Kolmogorov, ela deve ser generalizada,
considerando efeitos nao-locais no termo de competicao dos individuos de uma de-
terminada colénia. Assim como proposto por vdrios autores [8, 11, 14] em uma

dimensao, a equagao de Fisher-Komolgorov generalizada (EFKG) pode ser escrita
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Ccomo

ou(r,t)

o= D 7% u(7,t) + au(7,t) — bu(F, t) / fa(F — u(r, t)dr', (2.14)
Q

nesta generalizacao os constituintes de uma determinada colonia tém suas interagoes
pesadas pelo kernel f3(7— /), denominado func@o influéncia, sendo esta caracteri-

zada por um alcance [ e normalizada no dominio {2, ou seja

/fﬁ(f‘)dr?’ =1 (2.15)

Neste modelo cada individuo interage de maneira nao-local com cada vi-

zinho, sendo esta interagdo pesada pela fungdo influéncia fz(r" — 7 ). Desta forma,
dado um ponto 7, o somatério das interagoes entre um individuo neste ponto com
individuos a uma distancia (7 — 73), serda maior quanto maior for o tamanho do al-
cance . Considerando um modelo generalizado de populacao, podemos deixar a
funcao influéncia livre para assumir diversas formas de distribuicao, por exemplo,
podemos assumir uma fungao bem localizada como a func¢ao delta de Dirac, uma
distribuicao gaussiana, ou mesmo uma distribuicao sem derivada na origem, como

uma distribuicao de Laplace.

2.4 Conclusao

Neste capitulo estudamos os principais modelos de dinamica populacional.
Apresentamos o modelo de Fisher-Kolmogorov generalizado, o qual inclui interagoes
nao-locais de competicao, sendo que estas nao sao considerados em nenhum dos
outros modelos ja apresentados. Esse tipo de interacao pode influenciar a dinamica
e evolugao da espécie, como também a sua distribuicao no espaco. De fato, o modelo

EFKG prevé a formagao de padrao em populagoes [8, 11, 12, 13, 14].



Capitulo 3

Transicao de fase e formacao de padrao

3.1 Introducao

O estudo das transicoes de fase se iniciaram na termodinamica do equilibrio
com as transicoes liquido gas, transicoes magnéticas, cristais liquidos, superconduti-
vidade e outros sistemas [15, 16]. Paralelamente ao estudo das transigoes de fase nos
sistemas termodinamicos no equilibrio se desenvolveu o estudo de sistemas fora do
equilibrio, como exemplo deste tipo de fenomeno temos a percolacao, sendo o mo-
delo mais simples de transi¢oes de fase geométrica [17]. Suas aplica¢oes nao ficam
restritas apenas a fisica, visto que, as transi¢oes de fase ocorrem em um conjunto
amplo e variado de sistemas de interesse em varias dreas da ciéncia e tecnologia,
sendo usada em teoria de populacoes bioldgicas, inteligéncia artificial e teoria da
computacao.

Em termodinamica, transicao de fase ou mudanca de fase é a transformagao
de um sistema termodinamico de uma fase para outra. Uma caracteristica dis-
tinguivel de uma transicao de fase é uma abrupta mudanca em uma ou mais pro-
priedades fisicas, em particular a capacidade ou susceptibilidade térmica, com uma
pequena mudanca em uma variavel termodinamica, tal como a temperatura. As in-

vestigagoes dos fenomenos criticos tiveram inicio com o cientista francés Barao Caig-

14
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nard de La Tour em 1822. Através de experimentos utilizando diversas substancias,
tais como, eter, alcool e agua, ele observou que quando esquentados em tubos de
vidro hermeticamente fechados, tornavam-se aparentemente, reduzidos a vapor em
um espaco que variava de duas a quatro vezes o volume original do liquido conside-
rado, e ainda, demostrou a existéncia de uma temperatura limite acima da qual um
liquido se vaporizava independente da pressao aplicada. Esta temperatura é o que
chamamos hoje de ponto critico em sistemas liquido vapor [18, 19].

Em meados de 1933, Ehrenfest [20] estudou a classificacdo das transi¢oes
de fase de acordo com a ordem n para o caso no qual a n-ésima derivada da energia
livre era descontinua. Embora 1util, a classificacao de Ehrenfest é considerada um
método impreciso para classificar as transicoes de fase, pois nao leva em consideracgao
o caso em que a derivada de energia livre diverge, sendo somente possivel no limite
termodinamico. Por exemplo, na transicao ferromagnética, a capacidade de calor
diverge para o infinito.

A classificagao mais aceita, foi proposta por Fisher [21]. Segundo essa clas-
sificagao, uma transicao de fase é dita de primeira ordem se a primeira derivada da
energia livre é descontinua, quando ha descontinuidades em parametros, tais como a
energia interna e/ou ou magnetizacao do sistema. Ainda segundo essa classificagao,
as transigoes continuas ou criticas (segunda ordem) sdo aquelas que apresentam a
primeira derivada da energia livre continua e sua segunda derivada descontinua ou
infinita [22, 23, 24].

Vérios modelos fenomenolégicos surgiram buscando um tratamento ade-
quado para as transicoes de fase, tais como o de Van der Walls para um fluido
simples [22] e o de Curie-Weiss para o ferromagnetismo uniaxial simples [25]. En-
tretanto, Lev Landau, em 1930, propdés uma teoria mais geral [26], motivada pela
analiticidade da energia livre e na simetria do Hamiltoniano, com a introducao do
parametro de ordem e no estabelecimento de uma expansao da energia livre em
termos dessa grandeza.

Neste capitulo apresentamos inicialmente as defini¢oes de parametro de or-



3.2. Parametro de ordem 16

dem aplicado a sistemas fluidos e magnéticos no contexto das transicoes de fase,
em seguida mostramos a teoria de Landau para as transicoes de primeira e segunda

ordem.

3.2 Parametro de ordem

O estudo de fenomenos criticos se justifica no seu carater universal, onde
podemos encontrar variados sistemas que apresentam a mesma fenomenologia sob
dadas circunstancias. A caracterizagdo dessas universalidades de comportamento
pode ser aplicada ao estudo de sistemas biologicos.

Neste contexto faz-se importante introduzirmos inicialmente a nocao de
parametro de ordem. Esse parametro possui uma propriedade muito importante,
isto é, na fase desordenada ele apresenta um valor nulo e na ordenada um valor nao-
nulo. Nas transicoes liquido-vapor, é definido como a diferenca entre as densidades
do liquido e do vapor em coexisténcia. Nas transigoes ferromagnéticas, o parametro
de ordem é a magnetizacao do sistema, sendo que nesses sistemas o parametro de

ordem se anula acima da temperatura critica [27].

3.2.1 Sistemas Fluidos

Iniciamos a descricao de sistemas fluidos com a apresentacao de um fun-
cional da forma f(P,p,T) = 0, o qual relaciona os parametros termodinamicos,
pressao, densidade e temperatura. Desse modo, as diversas fases termodinamicas
de uma substancia simples sao representadas num diagrama PT denominado di-
agrama de fase. Neste diagrama as fases sao representadas por regioes de modo
que a projecao no plano PT produz trés regioes, correspondendo a trés fases da
matéria, fases liquida, sélida e gasosa. Neste diagrama, a coexisténcia entre duas
fases distintas é representada por uma linha na qual cada ponto representa um es-

tado de equilibrio, onde, dois ou mais estados podem coexistir a uma dada pressao
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e a uma dada temperatura. Desse modo, as fases sélida e gasosa estao em equilibrio
pela curva de sublimacao, as fases sélidas e liquidas pela curva de fusao, e as fases
liquidas e gasosas estao em equilibrio pelas curvas de vapor-pressao. O ponto de
encontro de linhas de coexisténcia constitui o ponto triplo, isto é, o ponto de coe-
xisténcia entre trés fases distintas. Este ponto representa um estado de equilibrio

no qual as trés fases podem existir [22, 27, 28].

T

urva de
coexisténca

X

.
1

=T 7 P

FIGURA 3.1: Nos planos PT e Pp’ mostram a transicao liquido-vapor. A linha de

transicao de primeira ordem termina num ponto critico [29].

Notamos, porém, que a curva liquido-vapor nao se estende como a curva de
fusao, mas sim, termina em um ponto. Este ponto é chamado de ponto critico, e
suas coordenadas sao (P., pl,T.). Assim, a curva liquido-vapor termina em meio a
um ponto critico de onde pode-se converter um liquido para um gas continuamente,
sem cruzar a linha de transigao de fase, como mostrado na Fig. (3.1).

Na Fig. (3.2), vemos que para baixas temperaturas existe uma larga dife-
renga entre as densidades do liquido e do gas, p} e pj, respectivamente, contudo
quando aproximamos da temperatura critica esta diferenca tende a zero. Chamamos
esta diferenga de densidades, p} — pg, de parametro de ordem do sistema liquido-

vapor.
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P
Liquido Curva de
coexisténcia
Regido de P'I,IP"(;
coexisténcia |
Py de fases T-_

FIGURA 3.2: Projegao da superficie Pp'T no plano p'T [22].

3.2.2 Sistema Magnéticos

As substancias ferromagnéticas sao caracterizadas por possuirem uma mag-
netizagao espontanea que pode persistir mesmo na auséncia de um campo magnético
externo. Esse comportamento é bem diferente do que ocorre numa substancia para-
magnética, onde a magnetizacao s6 aparece quando se aplica um campo magnético,
desaparecendo quando este se anula. Se uma substancia ferromagnética for aque-
cida a temperaturas suficientemente altas ela perdera a magnetizacao espontanea e
se comportara como uma substancia paramagnética, ou seja, ocorrerd uma transicao
de fase ferromagnética para a fase paramagnética.

Um sistema deste tipo pode ser descrito pelo modelo de Heisenberg, uti-
lizando um Hamiltoniano que é invariante frente aos movimentos de translacao e

rotacao dos spins com respeito a um eixo qualquer, e escrito da seguinte maneira

Ho=—J Y Si.S;—HY S, (3.1)

<iyj> i
onde o somatoério é realizado apenas sobre os primeiros vizinhos em uma rede cris-

talina. Ainda na Eq. (3.1), J é chamado de constante de troca, S; é o operador de

spin com magnitude constante e direcao variavel, H é o campo magnético aplicado
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e ) é o dominio da regiao. A magnetizacao de uma substancia ferromagnética é
definida como o parametro de ordem, cuja caracteristica principal é ser nulo acima
da temperatura critica e nao-nulo abaixo dela.

Neste sentido, o conceito do parametro de ordem é muito importante na teo-
ria das transicoes de fase representando uma nova variavel termodinamica necessaria
para a descricao da fase ordenada, neste caso, da fase ferromagnética. Desse modo,
quando o sistema apresenta ordem abaixo de uma temperatura 7., a magnetizagao
¢ diferente de zero e aponta para uma direcao arbitraria, n. Entao o parametro de

ordem fica
0 T > 1T,

1
M:W;<Si >= Y (3.2)
na Eq. (3.2), N(€) representa o nimero de particulas. Para temperaturas baixas,
M — Mn # 0 quando H — 0. Para temperaturas altas, M — 0 quando H — 0.
Na Fig. (3.3) mostramos o comportamento da magnetizagao em funcao da tempe-

ratura, desse modo, existe uma temperatura critica T, abaixo da qual a substancia

é ferromomagnética e acima da qual é paramagnética [22, 27, 28].

M

Fiaura 3.3: Magnetizacao de um ferromagneto como funcao da temperatura [22].



3.8. A teoria de Landau das transicoes de fase 20

3.3 A teoria de Landau das transicoes de fase

A teoria de Landau tornou possivel a compreensao da fisica das transicoes
de fase através de estudos da singularidade na energia livre. Landau fez uma série
de pressupostos para a energia livre aproximada de um sistema, de tal forma que a
energia livre exibe a nao analiticidade de uma transicao de fase e nos fornece grande
parte da fisica envolvida neste processo. Além disso, Landau associou a passagem
de uma fase a outra, uma mudanca nas propriedades de simetria e a esta mudanca
vinculou a nogao de parametro de ordem. Esta grandeza fisica de cardter extensiva
¢ nula na fase simétrica e ndo nula na fase menos simétrica [26].

O cerne dessa teoria é escrever um funcional do parametro de ordem, cujo
minimo funcional nos dé o valor de equilibrio do parametro de ordem e a enegia
livre do sistema. Este funcional de energia livre pode ser escrito como uma série de

poténcias em ¢,

F = Fo(T) + 3 ST)6+ LTIk + 2 FoT)65 + (33)

observe que as poténcias impares sao desprezadas, pois o sinal do parametro de
ordem ¢ irrelevante, por exemplo, para um sistema ferromagnético é igualmente

provavel que ocorra magnetizagao em qualquer direcao.

3.3.1 Teoria de Landau das transicoes de fase de segunda ordem

Considerando o caso particular do modelo de Ising, portanto, F(¢,) =
F(—¢4), na Eq. (3.3), eignorando os termos de ordem superior da série de poténcias,
com a minimizagao da energia livre em relagao a ¢,, obtemos

OF

87561 = fo(T)¢a + f4(T)¢i =0, (3.4)

isso implica que

00 =0 e gzﬁi:——.
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A transicao de fase nos diz que se T = T, o parametro de ordem deve
tornar-se zero, e o sistema segue da fase ordenada para a desordenada. Assumimos
que toda a temperatura da energia livre de Landau é dependente do termo f5(T),

assim f;(7T") é independente da temperatura. Portanto,

f2(Te) = 0, (3.5)

isso leva a ¢2 = 0 em T = T,. Podemos, entao, expandir fo(7T") em série de Taylor
em T, em torno de T'=T,:

0/2(T)
oT

fQ(T) ~ fZ(Tc) + (T - Tc) |T:TC = (T - Tc)a7 (36)

onde a = 8];2—§,T)|T:T.. Como assumimos que f;(7") é independente da temperatura,

c
temos que, f4(7T) = b é uma constante. Assim, o funcional de energia livre é escrito
da forma

1 1
F:PMD+§MT—EM§+jﬁ, (3.7)
Calculando os pontos criticos da energia livre

OF

_ _ 3 _
o = a(T —T,) o + bp2 = 0, (3.8)

com isso obtemos os valores ¢, =0 e ¢ = @.Comparamdo (7?7) e (3.7)
vemos que a entropia é dada por

L S T
S = Qbagzﬁa— 50 (T. - T). (3.9)

Deste resultado obtemos a expressao do calor especifico

(3.10)

2 0, T>1Tg
Co—T (8 F) 795 _ se
\4

or? oT ST seT < T,

Portanto, o calor especifico apresenta uma descontinuidade finita, um salto na tem-
peratura critica T,, o que corresponde a uma transicao de fase continua.
Na Fig. (3.4), vemos que, para T > T,, existe um minimo estdvel quando

o parametro de ordem, ¢,, é igual a zero. Quando T = T,, vemos que a energia
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FiGurA 3.4: A densidade de energia livre de Landau para varios valores de tempe-

ratura 7' e campo magnético externo H. O ponto (e) indica o valor de ¢, em que Fy

alcanga um minimo global. A coluna mais a direita mostra uma transicao de primeira

ordem, que ocorre para 1" < T, quando H varia de valores negativos a positivos. A

linha central representa uma transigao de segunda ordem que ocorre para H = 0 [27].

livre continua apresentando um minimo estavel em ¢, = 0. Abaixo da temperatura

critica, T' < T,, temos que em ¢, = 0, o qual anteriormente era um ponto de minimo,
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passa a ser agora um ponto de maximo e o sistema apresenta dois minimos estaveis,

semelhante ao que ocorre na transicao de fase de primeira ordem [27, 28].

3.3.2 Teoria de landau das transigcoes de fase de primeira ordem

Vamos agora considerar a situagao em que b é negativo. Levaremos em conta
o proximo termo de ordem superior em ¢,. Fazendo isso, a energia livre assume a
forma
1 R SV
F= F(](T) + §CL<T - T0)¢a — Z_lb¢a + ECQba, (31].)
onde Ty é uma temperatura diferente da temperatura critica, T,.. Calculando os

minimos para essa energia livre fazemos a primeira derivada igual a zero

OF

0.~ a(T — Ty)po — b2 + c¢? = 0, (3.12)

como solucoes, temos:
b= o gt EVY _;ja(T —To), (3.13)
Se ¢, = 0 é um minimo, temos que ¢? = v bL;lcca(TfTO) ¢ um maximo e @2 =

b+4/b%2—4ca(T—To)
2c

é outro minimo, se apenas ¢, = 0 ¢ um minimo, temos para T > T,
a fase desordenada. Para temperaturas inferiores comegam a surgir outros minimos.
Para T' = T, aparecem trés minimos estaveis, sendo um deles ¢, = 0, contudo
T <T., ¢o =0 ¢é ponto de maximo e surgem dois pontos de minimo.

Podemos notar que a partir das curvas representadas na figura (3.5), mesmo
em T = T,, o valor de ¢, em um novo minimo ¢ finito, suficientemente longe de zero.
Desta forma, o parametro assume saltos de ¢, = 0 para um valor finito, em T" = T..
Em contraste, na transicao de fase de segunda ordem discutida anteriormente, o
parametro de ordem comega do zero em T = T, e torna-se, gradualmente, finito.
Assim, pode-se dizer, em geral, que a transicao de fase de segunda ordem é uma
transicao de fase continua, e a transicao de fase de primeira ordem ¢é descontinua.

Para ¢, = 0 a energia livre de Landau F(¢,) = 0. Assim,

(T —T,) — ggbg + §¢4a —0. (3.14)
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T>T T>T.
e e
d, 0
ke 2
T=T T<T,
e
Ly 0

FicUurA 3.5: F; em fungao de ¢, mostrando a descrigdo da teoria de Landau para

uma transicao de fase de primeira ordem [27].

Substituindo o novo minimo na equagao (3.14),

2
b [ b+ /0 —dca(T — Tp) c b+ /b2 —dea(T — Tp)
T_TC . — e ,
o ) =3 ( 2% T3 2% 0
3b?
T. =T . 3.15
ot 16ac ( )

Esta é a temperatura de transicao. Desse modo, abaixo de T, o sistema esta na fase

b++/b%2—4ca(T—Tp)

5 é onde a
C

ordenada, e acima de T, na fase desordenada. O ponto
energia tem um salto.

OF 0F, 1 ,

T~ ar + 5@% (3.16)

Se aproximarmos a temperatura critica T, por T" > T,, temos que, ¢, =0, e

(g_;)n - (%)TC' (3.17)
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b++/b2—4ca(T—Tp)
2c ’

oF oFy 3b
(a—T)TC - (a—T)Ti@ (318

Podemos observar que a primeira derivada da energia livre é descontinua em 7" = T,

Mas se aproximarmos a temperatura T, por T' < T, temos que, ¢ =

€

isto indica uma transicao de primeira ordem.

A entropia do sistema estd relacionada a energia livre através da relagao

S = (3.19)

se a primeira derivada da energia livre é descontinua na transicao de fase, temos como
resultado um calor latente de transicao dado por AQ = TAS, o qual caracteriza

uma transi¢ao de fase de primeira ordem.

3.4 Formacao de padrao

Os estudos pioneiros sobre dinamica de populacoes em sistemas biolégicos
que consideraram a distribuicao espacial e sua movimentacao pela difusao cléassica,
sao relativamente recentes e podem ser encontrados nos trabalhos de R. A. Fisher
sobre genética na década de 1930 [7], de J. G. Skellam, na década de 1950, sobre
dispersao de animais e plantas [30], e de A. M. Turing sobre morfogénese [31]. Nas
décadas de 1960 e 1970, o interesse estava nos fenomenos de auto-organizagao em
quimica, reagoes do tipo Belousov-Zhabotinski [32, 33], entre outros, e em dinadmica
dos fluidos, convecgao de Bérnard, vértices de Rayleigh-Taylor [34], provocando um
grande desenvolvimento de técnicas e teorias matematicas (teorias de perturbagoes e
bifurcagoes) que, por sua vez, se relacionaram com diversos problemas de dispersao

espacial em dindmica de populagdes [35].

3.4.1 A reacao de Belousov-Zhabotinsky

A reagao de Belousov-Zhabotinsky (reacao de BZ) é uma reacao quimica
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que oscila entre dois estados [32, 33], e pertence a uma classe de rea¢oes modeladas
por osciladores quimicos nao lineares, as quais nao sao dominadas pelo equilibrio ter-
modinamico. Para além do interesse tedrico deste tipo de sistemas, que juntamente
com a conveccao de Bénard desempenharam um papel central no estudo da formagao
de padroes em sistemas dissipativos, as oscilagoes quimicas sao importantes como
modelos de reagoes bioldgicas que ocorrem longe do equilibrio [32, 33].

A reacao de BZ produz seu proprio catalizador, um dos produtos atua como
catalizador para acelerar a formacao de mais produto. A reacao BZ envolve dezenas
de reagoes quimicas, sendo que cada um dos processos produz um reagente necessario
a outro levando o sistema para uma espécie de ciclo vicioso.

A reducao da quimica complicada da reacao de BZ a um modelo simples
chamado “Oregonator”, por causa do lugar em que o trabalho foi desenvolvido, é
uma equacao diferencial que exibe o famoso atrator de Rossler. O “Oregonator”,
e o sistema quimico que ele modela, apresentam comportamentos muito diferentes,
ou seja, sao descritos por um diagrama de bifurcagao complexo que inclui regimes
de comportamento cadtico. A bifurcacao associada ao comportamento oscilatério
ocorre quando a taxa de fluxo de reagentes atinge um certo limiar. Para valo-
res inferiores, depois de um transiente oscilatério, o sistema atinge um estado de
equilibrio uniforme. Para valores superiores, o transiente para quaisquer valores das
concentragoes iniciais [36].

As reagoes de BZ podem ser realizadas colocando finas camadas de reagen-
tes, sem os misturar, formando-se intrincados padroes espaciais, inicialmente sur-
gem pequenas manchas em regices diferentes que se propagam numa série de anéis
concéntricos (ondas em alvo) ou de espirais, Fig. (3.6). Estas reagdes apresentam
formacao de padroes espaciais porque as oscilagoes em diferentes regioes do espaco
nao estao sincronizadas, exceto quando os reagentes sao bem misturados. De outra
forma, a mistura da-se apenas devido a difusao de diferentes tipos de moléculas
no meio. O padrao espacial observado resulta, portanto, da interagao da propria

reacao com este processo de difusao. Assim, este sistema quimico homogéneo exibe
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FIGURA 3.6: A primeira linha representa “padroes alvo” (ondas circulares) gerado por
nucleos marcapasso na reacao Belousov Zhabotinskiide. Na segunda linha observamos

ondas espiraladas, iniciadas por uma agitacao suave do regente [10].

autoorganizagao nao so6 temporal, como também espacial.

3.4.2 O mecanismo de Turing

O mecanismo de Turing foi proposto num artigo intitulado, “The Chemical
Basis of Morphogenesis”, publicado em 1952, no qual o mateméatico Alan Turing
mostrou que um sistema de morfogéneses, que reagem e se difundem, pode produzir
padroes espaciais estdveis a partir de uma distribui¢ao inicial uniforme [31]. O
interesse de Turing na Biologia centrou-se na estrutura fisica dos organismos vivos,
em particular no problema da morfogénese, ou seja, a razao que leva os organismos a
desenvolverem determinadas formas. Turing considerou a equagao de reagao-difusao,
o modelo matematico que traduz o acoplamento dos dois processos que intervém,
por exemplo, na reacao de Belousov-Zhabotinsky, ou em geral, quando temos uma
distribuicao espacial de substancias quimicas que reagem entre si. Em relacao a
parte espacial, considerou o modelo mais simples para a difusao, mas supondo que

essa difusao se da4 com velocidades diferentes para substancias quimicas diferentes.
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Com estas hipoteses, Turing mostrou que pequenas flutuagoes da concentracao em
torno do estado uniforme, onde as concentracoes sao constantes no espago e no
tempo, sao amplificadas com periodos espaciais, ou comprimentos de onda num
certo intervalo de valores que depende dos parametros do sistema (constantes de

reacao e coeficientes de difusao).

3.5 Conclusao

Neste capitulo apresentamos a teoria de transigao de fase proposta por Lan-
dau, e nesse estudo tracamos um paralelo entre os tipos de transicoes de fase e o
comportamento do parametro de ordem em cada situacao. Apresentamos também
a formagao de padrao da reacao BZ e a mecanismo de Turing, apesar de diferentes,
eles apresentam o mesmo fenomeno de formacao de padrao de sistemas magnéticos
e fluidos. Os conceitos aqui explanados serao fundamentais para a compreensao do

trabalho desenvolvido nesta dissertacao.



Capitulo 4

Formacao de padrao em sistemas

biolégicos

4.1 Introducao

Os modelos de dinamica de populacoes sao muito utilizados no estudo de
fenomenos de auto-organizagao e formagao de padrao em sistemas biolégicos. Estes
modelos sao muitos importantes nestes estudos por apresentar caracteristicas nao
lineares, graus de complexidade e caos. Usualmente, definimos populagoes como
sendo um grupo de individuos de uma determinada espécie, por exemplo, bactérias,
virus, vegetais ou animais [37, 38, 39].

Nos tltimos anos, o estudo de agregagoes de animais tornou-se um tema de
grande interesse [39, 40]. A compreensao do fenomeno de agregagao se mostra impor-
tante, pois as ideias oriundas deste estudo trazem aplicacoes praticas. Por exemplo,
através da compreensao do comportamento de um cardume de peixes podemos es-
tabelecer estratégias de pesca mais eficazes, enquanto o estudo de agregacoes de
gafanhotos pode ser 1til no controle de surtos dessa espécie.

O fenoémeno de interagoes bioldgicas ocorre em localizagoes especificas e

29
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frequentemente, envolvem a redistribuicao de organismos ou moléculas no espaco.
Mesmo para um estado inicial homogéneo, padroes podem transformar uma regiao
homogénea em heterogénea. Desse modo, devido a importancia do espago, bidlogos
tem lutado com a dificuldade de coletar dados nas mais numerosas escalas. Em
geral, os modelos de dinamica de populacoes que consideram a evolugao temporal
de apenas um tipo de espécie, sao muito importantes para estudos em laboratério.
No mundo macroscépico, estes modelos sao utilizados para realizar predigoes de
fenomenos que podem influenciar a dinamica de certos grupos de populagoes, em
niveis regionais ou mundiais. Portanto, estes modelos podem facilitar a exploragao
biologica permitindo fazer previsoes e explorar questoes dificeis para tratar no campo
ou no estudo em laboratério [8, 11, 12, 13, 14].

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados de estudos em sistemas
biolégicos nos quais os seres vivos apresentam o fenomeno de autoorganizagao e
formacao de grupos. Sao exemplos fascinantes que nos inspiram e motivam a bus-

carmos uma descricao matematica adequada.

4.2 Autoorganizacao em sistemas biolégicos

Os mecanismos responsaveis pelos fenomenos de formacao de padrao sao in-
tensamente estudados por varias areas do conhecimento cientifico, devido a sua im-
portancia na compreensao de diversos processos observados na natureza. A formacao
de grupos é um comportamento comum em varias espécies de animais, por exemplo,
cardume de peixes, bandos de aves, insetos sociais e alcatéia de lobos.

Historicamente, o conceito de autoorganizacao apareceu pela primeira vez
no contexto de sistemas fisicos com a reac¢ao quimica de Belousov-Zhabotinsky (BZ).
Um sistema ¢é difinido como autoorganizado quando adquire ordem e estrutura.
Desse modo, nestes sistemas de nao equilibrio, a formagao de padrao ocorre através
de interagoes internas ao sistema sem a intervencao de algo externo. Este com-

portamento acarreta varios beneficios e custos a sobrevivéncia de individuos que
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fazem parte do grupo, sao exemplos de beneficios, o incremento da vigilancia con-
tra potenciais predadores, a possibilidade de defesas mais contundentes e eficientes,
assim como a redugao da probabilidade individual de predacao. Entretanto, grupos
maiores podem chamar mais a atencao de predadores aumentando a necessidade de
divisao de recursos alimentares, intensificando a competicao intraespecifica. Por-
tanto, a evolucao e a manutencao da vida em grupo estao diretamente relacionados

ao balanco entre custos e beneficios desse comportamento.

4.2.1 Regras para a formagao de grupos em animais

Um dos aspectos mais estudados destas agregacoes sao as formagoes de
padroes espaciais e espaco-temporais. Na busca da compreensao sobre os diferentes
mecanismos que influenciam a formacgao de padrao, os cientistas utilizam modelos
matematicos motivados por hipoteses de base bioldgica.

Os modelos matematicos mais simples de agregacao de animais geralmente
instruem os individuos a seguirem, individualmente, trés regras: (a) movimente-
se na mesma dire¢ao que o seu vizinho; (b) fique perto dos seu vizinho; (c) evite
colisbes com seus vizinhos [41, 42]. A Fig. (4.1) ilustra estas regras, nas quais os
individuos tendem a se aproximar de outros se estao dentro da faixa de atracao,
ou se distanciam para evitar colisoes, se estao dentro da faixa de repulsao. Se
estiverem dentro da faixa de alinhamento, os individuos adotam como orientacao de
movimento a direcao e sentido dos seus vizinhos.

Um bom exemplo de aplicacao dessas regras simples sao os cardumes de pei-
xes. Em geral, os fatores determinantes nas decisoes de um determinado individuo
participar ou nao de um determinado cardume, sao a protecao contra predado-
res, melhor vigilancia contra predadores, e o aumento na habilidade de forragea-
mento [43, 44]. Ao se agregarem, os peixes necessitam de um sistema sensorial, que
podem responder com grande velocidade para pequenas alteragoes na sua posi¢ao

em relacao ao proximo. A linha lateral é uma linha que corre ao longo de cada lado
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F1GURA 4.1: Tlustracao das zonas de repulsao
(sr), alinhamento (s4;), e atragao (s,): (a) caso bidimensional; (b) caso unidomensio-

nal [41].

do peixe, abrange a guelra até a base da cauda. Em experimentos de laboratério
quando as linhas laterais de cardumes de peixes foram removidas, eles passaram a
nadar mais préximo, levando a uma teoria de que as linhas laterais podem forner

estimulos adicionais quando um peixe se aproxima de outro [45].

Getty Images’'FPG/Doug Perrine

F1GURA 4.2: Cardume de peixes [39)].
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4.2.2 Agregacao em girinos da espécie Rhinella ornata

H&a uma alta taxa de mortalidade entre girinos, estima-se que menos de
10% dos girinos em uma populagao atinjam a idade adulta [46]. Para se defen-
derem contra a predacgao, os girinos formam grupos, conhecidos como cardumes.
Estes individuos conseguem detectar pistas quimicas deixadas por predadores ou de
co-especificos recém predados. A resposta frente a essas pistas pode ser a fuga ou
o aumento do grau de agregacao dos individuos. Esse comportamento agregativo
entre os girinos varia ao longo da vida larval. Quando pequenos, os girinos possuem
uma musculatura natativa pouco desenvolvida e uma maior tendéncia a agregacao,
pois conseguem intensificar o sinal aposematico para o predador. Com respeito a
recursos alimentares, o comportamento gregario oferece uma desvantagem, aumen-
tando a competicao intraespecifica. Quando maiores, os girinos apresentam uma
musculatura natatoria mais desenvolvida e, portanto, alcancam maiores velocidades

de fuga, estando mais propensos a abandonar os cardumes.

o

INDICE DE AGREGACAQ

=

]

Pequeno Grands

TAMANHO DOS GIRINOS

FIGURA 4.3: Indice de agregacao em funcao do tamanho dos girinos [46].

Na Fig. (4.3) observamos que o indice de agregacao de girinos pequenos
¢ maior que o de girinos grandes, e na Fig. (4.4) percebemos que a velocidade

dos girinos pequenos ¢ menor que a velocidade dos girinos grandes. Levando em
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consideracao as vantagens defensivas proporcionadas pela agregacao, a diminuigao
do grau de agregacao proporcionaria uma desvantagem aos girinos maiores. Entre-
tanto a maior velocidade de fuga acarretara aos girinos maiores um custo mais baixo

devido ao seu desgarramento do cardume.

{cm/is)

VELOCIDADE DE DESLOCAMENTO

Pequana Grands

TAMANHO DO GIRING

FIGURA 4.4: Velocidade de deslocamento em fungao do tamanho dos girinos [46].

4.2.3 Colonia de bactérias

A auto-organizacao em colonias de bactérias tem sido intensivamente es-
tudada, tanto experimentalmente quanto teoricamente. Dependendo de alguns
parametros, como quantidade de nutrientes, as colonias de bactérias podem apresen-
tar diferentes estruturas espaciais. O estudo de crescimento de colonias de bactérias
nao ¢ apenas um topico biolégico especial, mas também uma tentativa de explorar
e entender a formacao de padrao universal. Embora as bactérias sejam uma das
formas mais simples de vida, elas produzem padrdes muito complexos [47].

Em estudos experimentais feitos por Ohgiwari (1992) [48], foi usado bactérias
da espécie Bacillus subtilis, as quais possuem hastes com flagelos (cerca de 0,7 um
de diametro e 2 um de comprimento). As bactérias foram colocadas no centro de
uma placa de agar contendo peptona como nutriente numa placa de petri de plastico

com diametro de 83 pum. Foi examinada a morfologia das colonias como uma fungao
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da concentracao de agar, Cla, e da concentragdo de nutrientes Cn (peptona) no
meio de incubagao, outros parametros foram mantidos constantes, a temperatura,
por exemplo, foi mantida a 35 °C'. Os padroes dos colonias mudam drasticamente

com a variagao das concentracoes de C'a e Cn.
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F1cURA 4.5: Diagrama de fase da mudanca de padrao da colonia de B. subtilis como
funcao uma funcao da concentracao de nutrientes Cn e da consisténcia média do agar,
1/Ca. Os padroes das colonias sao classificados em cincos tipos: regiao A - agregagao
com difusao limitada; regiao B - padrao compacto; regiao C - anel concéntrico; regiao

D - disco homogéneo; regiao E - morfologia de densas ramificagoes [49].

A Fig. (4.6), mostra vérios tipos de padrdes referentes a diferentes valores
de Ca e Cn, na qual o eixo das abcissas indica o inverso da concentracao de dgar,
1/Ca, representando a consisténcia do meio de dgar. Nas regides A e B, nenhum
movimento ativo de células individuais foi encontrado. Apenas as células localizadas
na parte mais exterior de uma colonia tinham acesso a nutrientes e proliferaram
por divisao celular, enquanto que as células na parte interior, devido as condicoes
ambientais (falta de nutrientes), formaram esporos (forma vegetativa). Por outro

lado, nas regides C', D e E, onde as placas de dgar eram relativamente suaves, as
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bactérias apresentaram um movimento de passo aleatorio, o que parece conduzir o

crescimento de colonias.

F1cURA 4.6: Uma colénia com padrao tipico: morfologia de densas ramificagoes. A

placa de dgar contém 0,5 gl~! de peptona e 5 gl~! de dgar. A colénia foi fotografada

dois dias ap6s a inoculacao [48].

Em [47] encontramos um outro estudo feito com bactérias. Neste traba-
lho véarias espécies de bactérias sao expostas a ambientes hostis. Foi verificado o
efeito de antibidticos sobre colonias, no qual elas desenvolvem um comportamento
cooperativo. Numa parte do experimento, foi observado o crescimento de bactérias
da espécie Paenibacillus dendritiformis na presenca de antibidticos co-trimoxazole
(Septrin). Trés fenémenos foram verificados a) A taxa de expansao da colonia é
baixa. b) O inicio do crescimento é muito mais ramificado. ¢) Para o crescimento
em superficies duras na presenca de Septrin, existe uma quiralidade fraca pronunci-
ada [47].

Na Fig. (4.7) observamos que a menor taxa de expansao se dd na colonia
com antibiotico, onde o seu crescimento é muito mais ramificado.

Encontramos em [50] uma investigagao sobre as oscilagoes glicolisticas em
populacoes de células de leveduras da espécie Saccharomyces carlsbergensis, tanto
em nivel individual quanto coletivo. Para esses individuos, a organizacao em colonias

se da através de cominicagoes providenciadas por oscilagoes metabdlicas. Em po-
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F1GURA 4.7: O efeito do Septrin no crescimento da colonia de bactérias da espécie Pa-
enibacillus dendritiformis (esquerda: sem antibiético, direita: com 3 pg/ml Septrin).
T morfoldgicos cultivadas a 2 g/l de peptona e 1,5% de agar. Tempos de crescimento

sao de seis dias (a esquerda) e sete dias (direita) [47].

pulacoes densas, as células individuais sincronizam suas oscilagoes metabdlicas de
um modo conjunto. Acredita-se que o acoplamento de células individuais esta ba-
seado na difusao de mensagem molecular através do meio extracelular, onde sao
absorvidos por outras células.

Na Fig. (4.8) podemos ver o periodo de células individuais e as suas dis-
tribuigoes espaciais. Em populacoes densas, as células individuais oscilavam dentro
de uma estreita faixa de frequéncia. Com a diminuicao da densidade ocorre um
aumento na faixa de frequéncia. Em populagoes com baixas densidades nao hé ne-
nhum dominio em que todas as células oscilam com mesmo periodo, sendo possivel
encontrar duas células adjacentes oscilando com diferentes periodos. A auséncia de
periodo comum de oscilagoes dessas células adjacentes fornece suporte ao conceito
de que as células de leveduras podem ser aclopadas através da concentragao extrace-
lular de moléculas mensageiras. As razoes para este comportamento ainda nao sao
conhecidas, porém, podem estar relacionadas a dinamica intrinseca destas células,

devido a um acoplamento “nao-local”’em tais sistemas de reacao de difusao [50].



4.8. Conclusdo 38

0.01%.

colour
period (s)|39 - 42|42 - 45|45 - 48|48 - 51|51 - 54|54 - 57|57 - 60|60 - 63|63 - 65

FiGUurA 4.8: Mapeamento dos periodos de oscilagao de células individuais de uma
populacgao, para trés experiéncias em densidades celulares de 0,7%, 0,08% e 0,01%,

respectivamente [50].

4.3 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos alguns exemplos de formagao de padrao em se-
res vivos. Apresentamos um estudo com animais, girinos da espécie Rhinella ornata,
em que esses individuos, quando na fase pouco desenvolvida (musculatura natatéria
em desenvolvimento), se auto-organizam, sendo esta uma caracteristica vantajosa
com respeito aos predadores. Jacob et al [47] realizaram experimentos com bactérias
expostas a diferentes ambientes hostis. Esse estudo mostra que quando as bactérias
sao expostas a antibidticos apresentam um comportamento cooperativo e formam
padroes. Segundo de Ohgiwari (1992) [48], em seu estudo sobre o comportamento
da bactéria da espécie Bacillus subtilis quando exposta a diversas condigoes ambi-
entais formam diferentes estruturas. Nesses trabalhos, notamos a grande influéncia
das interagoes de competicao na formacao de grupos e padroes diferenciados, sendo
que, a andlise experimental encontrada em [50], mostra que a organizagao de leve-
duras pode ser causada por interagaos nao-locais, sendo esses os fatores (varidveis)
do nosso modelo matematico de dinamica populacional que levam a formacao de

padrao. Esses sao apenas alguns exemplos de formacao de padrao na natureza que
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nos instigam e justificam o nosso interesse por esse tema.



Capitulo 5

Equacao de Fisher-Kolmogorov

generalizada

5.1 Introducao

A equacao de Fisher-Kolmogorov é a equacao mais simples que descreve um
processo de difusao, crescimento e auto-interacao de uma espécie. Esta equacao faz
parte de um conjunto de equagoes muito conhecidas na quimica, chamadas equacoes
de reacao-difusao.

Neste capitulo, vamos apresentar uma nova generalizagao da equagao de
Fisher-Kolmogorov que nos permitira o estudo da transicao padrao-nao-padrao em
dindmica de populagoes [51, 52, 53, 54]. Desse modo, mostraremos a existéncia de
um parametro de ordem p, que mede a diferenca entre a populacao na fase com
padrao e a populacao na fase sem padrao. O valor positivo de p mostra que a
formacao de padrao é um recurso da natureza para possibilitar um maior niimero

de individuos em um dado sistema.
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5.2 Efeito da nao-localidade no crescimento na formacao de

padrao

Nesta se¢ao apresentaremos um modelo generalizado para entender a transicao
padrao-nao-padrao em dinamica de populagoes, partindo de uma equacao nao-linear
que inclui outra intera¢@o nao-local entre seus individuos [51, 53].

Conceitualmente, esta transicao pode ser descrita por uma equacao diferen-
cial ndo linear na forma Ju/0t = F(u), onde u = u(x,t) representa a func¢ao densi-
dade dependente do espaco e do tempo, por exemplo, a concentracao de células, a
densidade da populagao, a concentracao de reagente quimico, etc. Desta forma F' é
um funcional de u e suas derivadas espaciais. Assim, podemos definir uma equagao

diferencial nao-local generalizada na forma [51, 53, 54]

8ugxt,_t) = a/an(x — 2 u(2', t)dx’ — bu(z,t) /Q fs(z — 2u(' t)da’, (5.1)

onde  é o dominio do sistema, u(z, t) a medida da densidade populacional no espago
x e no tempo t. Definimos também as constantes a e b como as taxas de crescimento
e competicao (interagao), respectivamente, as quais possuem as mesmas dimensoes
das usuais na equacao de Fisher-Kolmogorov. E importante notar que a Eq. (5.1)
apresenta nao-localidade no termo de crescimento através da funcao influéncia g, ()
de alcance a. Da mesma forma, esta equacao apresenta nao-localidade no termo de
competicao que vincula u(x,t) em um ponto x com u(z’,t) em um ponto z’, através
da funcao infléncia fg(x) de alcance 8. Na Eq. (5.1), ga(x) € fs() devem ser

normalizados no dominio 2

/ fs(y)dy = / 9a(y)dy =1, (5.2)
Q Q
e deve depender apenas da distancia y = x — z’.

Podemos mostrar que a Eq. (2.14) é um caso particular da Eq. (5.1), que

contem termos difusivos e dispersivos. Assim, fazendo a expansao de u(z,t) em série
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de Taylor em torno do ponto x, obtemos

Ou(x,t) N y_282u(:v, t) y_3(93u(x, t)

Assim podemos escrever
0 t
o [ goto =t 0! = aue) [ gaty = a5 [ yguay+ 6.9
Q Q Ox Q
a O?u(x,t) 9 a Ou(x,t) 3
a ol t) w(y)dy — LTV o)y + ..
A TR /ng(y)y TR /ng(y)er
Definindo a grandeza
) — % om
onde,
Y= /Q Y" ga(y)dy. (5.6)

Desta forma, a equagao de dinamica de populacao generalizada pode ser escrita em
termos da expansao da seguinte maneira,

Ou(x,t) _ 0 (1) Ou(z,t) e 0?u(x,t) ) Du(x,t) N

ot e U(ib’, t) — Yo or e o2 9o O3
—bu(x,t) / fs(z — 2 Yu(zx — 2")da'.
Q

(5.7)

Vemos nesta equagao que os momentos associados a funcao g, sao coeficientes da

. . ~ . 1
) possui a dimensao de taxa de crescimento, g&) re-

presenta uma velocidade de fluxo, gg) o coeficiente de uma derivada de difusao

A 0
equacao dinamica, onde gq

(coeficiente de difusao), e os outros termos sao componentes dissipativos. Com isso,

podemos escrever os momentos g&o), g&l) e gg) como

O—g ¢W=gg=v ¢@=22=D. (5.8)

9 2

Por imposicao, temos que g, ¢ uma fungao par, deste modo, os momentos
impares serdao todos nulos. Considerando esta exigéncia e substituindo a Eq. (5.8)
na Eq. (5.7) e mantendo os termos até segunda ordem, obtemos a equacdo de
Fisher-Kolmogorov generalizada

Ju(x,t)

5 au(x,t) + D(‘?sz,t) — bu(x,t) /Q fs(z — a2 u(z — 2")d2'.

ox
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Outro caso limite para as distribuigoes g, e fz pode ser obtido tomando na Eq. (5.1)
o limite, fz(x —2’) = go(x — 2’) = §(x — 2’), assim

ou(z,t)

5 au(x,t) — bu(z,t)?, (5.9)

que ¢é a equacao logistica proposta por Verhulst.

Portanto, este modelo pode ser usado para investigar uma grande varie-
dade de aspectos dinamicos em populagoes. Usando expansao em séries, vemos
que no termo de crescimento nao-local se concentra todas as derivadas de ordem
maior que associam a difusao, bem como todos os termos fisicos dispersivos. Na
pratica, a equacao (5.1) fornece uma maneira simples para descrever o comporta-
mento complexo de individuos de uma populagao e sua evolucao, permitindo uma
rapida implementacao dos processos de simulacao. Do ponto de vista analitico, este
modelo lida com escalas de crescimento no dominio fisico, onde os parametros de
interacao de crescimento e de competicao, a e 3, respectivamente, possuem mesma
dimensao e podem ser experimentalmente ligados.

Portanto, os processos de formacgao de padrao podem ser estudados, con-
siderando como estes parametros estao relacionados. Além disso, conjecturas pre-
liminares indicam que estes parametros apresentam valores criticos para os quais é
possivel visualizar o fenomeno de transicao de fase padrao-nao-padrao em sistemas

biol6gicos [53, 54].

5.3 Estudo perturbativo

Podemos fazer um estudo analitico na equacao de Fisher-Kolmogorov ge-
neralizada com difusao de longo alcance, introduzindo uma pequena perturbagao
na solugao constante, u(z,t) = Uy. A solugdo constante é conhecida como estado
estacionario homogéneo e, para nosso modelo Uy = a/b.

Na anélise perturbativa aplicamos uma pequena perturbacao temporal. Se

esta pequena perturbagao for amplificada no tempo, a solucao final estacionaria sera
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deslocada da solucao homogénea Uy dando origem a formagao de padrao no sistema.
Desse modo, podemos verificar para quais condi¢oes dos parametros do modelo, a
taxa de formagcao de padrao é positiva ou negativa [52].

Considere a equacao

augyé’ ) _ a /Q go(x — 2u(z’ t)dx' — bu(x,t) /Q fo(x — 2" u(a" t)dz".  (5.10)

Como solucao desta equacao podemos testar a seguinte funcao

u(x,t) = Uy 4 eehef®t (5.11)

onde ¢ é a amplitude da perturbacao oscilante considerada muito pequena, i é a
unidade imagindria (:> = —1), k é o ntimero de onda no espago de Fourier e ¢(k) é a
taxa de crescimento da formagao de padrao, que podera depender do niimero de onda
k. Para p(k) < 0, a perturbagao se extinguird no tempo, nao formando padrao. Para
(k) > 0, temos alguns modos de perturbagao amplificados, originando o fenomeno
de formacao de padrao.

Substituindo a Eq. (5.11) na Eq. (5.10), serao desprezados os termos de se-
gunda ordem na amplitude de perturbacao €. Fazendo as transformagoes de variaveis
¥ —x =2 ex’ —x =2"e considerando que as fungoes influéncias obedecem as

seguintes propriedades:

golz —a') = ga(a’ — ),  fa(a" —2) = fs(x — ")
a relacao de dispersao pode ser escrita como,

p(k) = a(Fefga(2)} = Fel f5(")} = 1) +ia(Fe{ga(2)} — F{f(z")}).  (5.12)

Na Eq. (5.12) F{ga(2')} e Fs{ga(?')} sao as transformadas de Fourier cosseno e

seno das funcoes influéncias g,(2’) e f3, respectivamente,
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o(k) :a{ /Q ga(2') cos(k2)dz' — /Q fﬁ(z”)cos(k:z”)dz”—l} (5.13)
+ia {ga(z’) sin(k2)dz’ — /Q Fa(2) Sin(kzz”)}.

Assim, a Eq. (5.13) pode ser escrita como

p(k) =~(k) +in(k) (5.14)

As partes y(k) e n(k) representam funcoes real e imagindria da taxa de formacao de
padrao (k). Sendo a evolugao da densidade temporal u(z,t) observada no espago

real, vamos considerar apenas a parte real, v(k), dada por

(k) :a{ /Q ga(2') cos(k2)dz' — /Q Fo(2") cos(k=")dz" — 1}. (5.15)

Para encontrar v(k) deverao ser escolhidas fungoes influéncia para realizar
as transformadas de Fourier. Neste caso foi escolhida a fungao influéncia de interagao

e crescimento tipo Heaviside, na forma

1
- 2a

Lie—me@ 1 (516

9a(?') 23

Ol = 2O+ 2], f3(2") =

Assim, o resultado é dado por

sin(ka)  sin(kB)

v(k)=a|—— K3

1|. (5.17)

Na Fig. (5.1), apresentamos o grafico da Eq. (5.17), para vérios valores
de «, com alcance de interacao [ e taxa de crescimento fixos. Os valores positivos
de (k) s@o encontrados na regiao 7 < kff < 2w e 0 < ka < m. O grafico mostra
ainda que para cada [ fixo existe um valor critico «, para que a taxa de formagao
de padrao seja positiva. Quando « se aproxima de 3, a taxa de formagao de padrao

se torna negativa.
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FicuraA 5.1: Parte real da taxa de crescimento da formacao de padrao para uma
fungdo influéncia de Heaviside com comprimeto de interagao S = 0.55 e taxa de

crescimento a = 3.0 [52].

5.4 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos a equacao de Fisher-Kolmogorov com termos
nao-locais de crescimento e interagao. Esta generalizagao incorpora processos de
crescimento local e termos de difusao de longo alcance. Através dessa nova genera-
lizacao, a formacao de padrao fica descrita por meio dos parametros a e 5 que sao

o crescimento e a competicao entre os individuos, respectivamente.



Capitulo 6

Transicao de fase padrao-nao-padrao em

dinamica de populacoes

6.1 Introducao

Neste capitulo, que representa o ponto central desta dissertacao na forma
de uma contribuicao cientifica original, estudaremos a transicao padrao-nao-padrao
em dinamica de populagoes utilizando a EFKG proposta por [52, 53], a qual intro-
duz a nao-localidade por meio dos parametros alfa e beta, os quais representam o
crescimento e a competicao entre individuos, respectivamente. Deste modo, apre-
sentaremos inicialmente um método iterativo para o estudo da transi¢ao. Logo em
seguida defineremos um parametro de ordem o qual quantifica o processo da evolugao
da distribuicao da populacao. Este parametro fornece a diferenca entre o niimero de
individuos na fase onde existe padrao Np menos o nimero de individuos na fase sem
padrao Nyp, i.e., p = Np — Nyp. Observe que podemos chamar p de parametro de
ordem de uma maneira analoga a transicao liquido vapor em termodinamica, onde
o parametro de ordem é dado por p = pr — py, onde py, e py sao as densidades do

liquido e do vapor, respectivamente (capitulo 3). Mostraremos a precisao e a répida

47
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convergéncia do método iterativo. Obteremos a entropia de Gibbs para o sistema e

mostraremos que o comportamento esta longe do convencional.

6.2 Meétodo iterativo

Nesta secao descreveremos um método iterativo para a obtencao da densi-

dade populacional u(z,t), através da solugdo numérica da integral

% = a/gga(x — 2 u(2', t)dx’ — bu(z,t) /Q fs(z — 2" u(a', t)da', (6.1)

a convergéncia deste método é cerca de 300 vezes mais rapido do que o método

Operator Splitting ja utilizado em trabalhos anteriores [51, 52| para solucionar nu-
mericamente a equacao e apresentaremos a precisao do resultado final.

Podemos escrever que a Eq. (6.1) no estado estaciondrio, du(z,t)/0t = 0,

como
a Jo ga(r — 2 )u(2')da’
bl = b [ 98(x — 2" )uy (2)da’’

onde n = 1,2, ... é a ordem de iteracao. Consideramos que as funcoes g, € fz sao

(6.2)

iguais, mas com alcances « e (§ diferentes. Apds a convergéncia, eliminamos o indice
n, ou o tempo t e denominamos a densidade por U(z). Por simplicidade, vamos
assumir que g, () e gg(x) sdo fungoes de Heaviside, definidas na Eq. (5.16). Observe
que se g, ¢ gg forem iguais, @ = f, ¢ a Eq. (6.2) apresentard a solugao constante
U(z) = Uy = a/b, nao formando padrao. Assim, para que ocorra a formagao de
padrao é necesséario que « # 3.

Um importante ponto a ser destacado é que a distribuicao converge para
uma solugao U(x) independentemente da distribuigao inicial u(zx,0), ou uy(z), desde
que ela nao seja constante. Na Fig. (6.1), consideramos uma distribuigao guassiana

inicial para os individuos na forma

i (7) = — 2 exp (—M) (6.3)
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U(x)

FIGURA 6.1: Densidade populacional U(z) em funcdo da posicao x. Curva a: gaus-
siana inicial; curva b: formagao de padrao; curva c: distribui¢do uniforme (o sistema

nao forma padrao).

Observe que a distribuigao estd centrada em L/2 para 0 < x < L, a dispersao é
dada por o, = 0.05 e A = 2. Para realizar o procedimento numérico, utilizamos
Ny = 1000 divisoes para o comprimento L = 1.0. Para n = 300 iteragoes, obtemos
U(x) como mostrado em (b) e (¢). Em (b) usamos o« = 0.07 e § = 0.42, obtendo um
padrao. Em (c) usamos a = 0.07 e § = 0.14, e obtemos uma distribuigdo uniforme.

Para mostrar como se dd a convergéencia do método iterativo isto é, como
a densidade populacional u(x), evolui neste processo, definimos uma funcao que

descreve a evolucao da precisao da seguinte forma

o) = [ ftns(o) = (o) (6.4)

Na Fig. (6.2) mostramos a precisao n(n) em funcao de n. Partimos da
distribuigao inicial de individuos, Eq. (6.3), e mostramos a evolucao das curvas (b)

e (c) da figura anterior. Na curva (a) temos § = 0.42, onde a gaussiana evolui para
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FIGURA 6.2: A Precisao 7(n) em fungao de n.

uma distribui¢ao uniforme. Na curva (b) temos § = 0.14, que mostra a evolugao,
mais lenta, da curva gaussina até a dupla guassiana, ou seja, distribuicao nao uni-
forme, como ilustrado na Fig. (6.1b). Observe que inicialmente a diferenga entre
passos de iteragao diminui até n =~ 30, em seguida a diferenga comecga a aumentar
novamente. Neste ponto a curva dividir-se em duas, diferenciando-se da gaussiana
original, para n ~ 120, n(n) come¢a a diminuir novamente até convergir para o
estado estacionario.

Devemos enfatizar que devido a réapida convergéncia deste método a Eq.
(5.1) torna-se eficaz para estudar o comportamento de U(r) numericamente, '.

Podemos definir agora a fungao que descreve a evolucao de uma quantidade

de individuos N em um dominio €2 como

N(n) = /Qun(x)dx : (6.5)

onde n é o fndice de iteracio e u, (z) é a funcdo densidade na Eq. (6.2). E importante

!Neste trabalho utilizamos a linguagem fortran 90.
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ver que esta equacao descreve o comportamento dinamico da populacao total no

comprimento L.

12

11 b T
e /_
= 1
< a

0.9 1

0.8 I I I

0 50 100 150 200
n

F1GURA 6.3: O ntumero de individuos N(n) em funcao de n.

Na Fig. (6.3) mostramos N(n) em fun¢ao de n. A curva (a) é equivalente a
curva (a) da Fig.(6.1), isto é, u,(x) evolui para Uy = a/b e N(n — o0) = UpL = 1.
Para a curva (b), temos N(n — o) > 1, o que equivale a uma situagao onde existe

padrao.

6.3 Parametro de ordem

Até o momento definimos ordem como consequéncia da nao uniformidade da
fungao densidade U(z). Agora definimos um parametro de ordem para este modelo,
que permite uma andalise mais quantitativa do conceito de padrao. Assim, podemos
analisar como N (n) evolui em relagdo ao nimero de iteragoes n. E importante notar
que a populagao evolui para um estado de padrao quando N(t — oo) = Np, ou para

um estado de nao-padrao quando N(t — o0) = Nyp = (a/b)L = 1. Deste modo,
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isto permite definir um parametro de ordem p a partir da diferenca de densidade,

AU = U(z) — Uy,, da populagao, dado por

Esta defini¢ao de p é interessante porque consiste na diferenca entre a quantidade de
individuos distribuidos de forma nao-homogénea (padrao) e o nimero de individuos
distribuidos uniformemente (ndo-padrao) em 2. Assim, quando p > 0, temos, Np >
Nnp, o que leva a formacao de padrao ou auto-organizacao no sistema na fase nao-
homogeénea.

No capitulo 5, mostramos que para pequenos valores de «, a dispersao é
dada por

1 1,

D= éa? = g (6.7)

Deste modo, se considerarmos a difusao como normal temos que D « kgT. Logo
podemos pensar em « como um parametro associado a desordem no sistema. Neste
caso, faz-se importante agora estudarmos o comportamento do parametro de ordem
p = p(a) em fungao de .

Na Fig. (6.4), mostramos o comportamento do parametro de ordem em
funcao de a para um dado 3. Usamos 5 = 0.35, § = 0.40 e 8 = 0.45 para as curvas
a, b e ¢, respectivamente. Com o crescimento de o, o parametro de ordem decresce
até tornar-se nulo de forma analoga a magnetizacao de um ferromagneto em fungao
da temperatura, apresentado na segao (3.2.2). Em sistemas biol6gicos podemos usar
esta analogia, no ponto p = 0 o sistema deixa de apresentar uma ordem e passa a
ser uniforme, U(x) = Uy, o caracteriza uma transicao de fase padrao nao-padrao.

Para p > 0 temos Np > Nyp, acarretando em auto-organizacao.

6.4 Efeitos da interacao de competicao na mudanca de padrao

Na Fig. (6.5) mostramos a densidade populacional U(x) em func¢ao da

posi¢ao = no dominio 0 < z < L, com L = 1. Os estados estaciondrios em U(z) sao
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FIGURA 6.4: O parametro de ordem p em funcgéao de «

mostrados para o = 0.01 e para vérios valores de 5 (a) : = 0.0544, (b) : § = 0.0546,
(¢): f=0.0926 € (d) : § =0.0928). Podemos notar que uma mesma populagao pode
apresentar diversos padroes. Essa diversidade de estruturas sao caracterizadas, na
Fig. (6.5), pelo numero de cristas N, em U(x). Os gréficos (a), (b), (¢), (d) possuem
os seguintes numeros de cristas N. = 13, 12, 8 e 7, respectivamente.

Compreender como se da essas mudangas no nimero de cristas é de funda-
mental importancia. Da observacao anterior podemos inferir que as mudancas de
padrao estao diretamente relacionadas ao alcance de interacao 5. Na Fig. (6.6) mos-
tramos o ntimero de cristas em funcao de 87!, confirmando assim a nossa hipétese.
Estao representadas na figura (6.6) duas curvas: para a curva interna (a), a = 0,07,
temos apenas N, = 2; para a curva externa (b), a = 0,01, inicia-se com duas cristas,
e a medida que 87! aumenta, N, é incrementado em uma unidade. Para todos os
casos N, > 2.

Na Fig. (6.7) o parametro de ordem p como funcao do alcance de interacao

de competicao . Para a curva (a), @ = 0,01, a curva (b), & = 0.04 e para a curva
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F1curaA 6.5: A densidade U(z) em fungao da posigao z. Sendo o valor de av = 0.01

para todos os graficos. (a) = 0.0544; (b) 8 = 0.0546; (c) § = 0.0926; (d) 5 = 0.0928.
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FIGURA 6.6: O ntimero de cristas em funcao de S~ 1.
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(¢c), « =0,07. Percebemos que quando  aumenta, o parametro de ordem cresce exi-
bindo pequenos decaimentos e descontinuidades até um valor maximo onde a partir
daf decai. Este comportamento inesperado (anomalo) de p mostra a complexidade
da dinamica do sistema. Podemos tragar um paralelo entre as figuras (6.7) e (6.6), de
modo que deste confronto podemos inferir que esse comportamento inesperado pode
ser causado pelas mudancas no nimero de cristas. Para compreender o comporta-
mento anoémalo de p(/) é importante obsevar na Fig. (6.5). Podemos ver que para
o mesmo valor de «, com diferentes valores de  podemos ter curvas com diferentes
nimeros de crista N.. Cada descontinuidade vista na Fig. (6.7) implica em uma
mudanca de padrao no sistema (mudanga no nimero de cristas). Podemos observar
que para um mesmo valor do parametro de ordem podemos encontrar diferentes
alcances para o parametro de competicao 3, mostrando que quando uma populagao
alcanca o limiar maximo de crescimento em uma certa estrutura, ela tende a se
reorganizar numa nova estrutura para voltar a crescer.

Pelo exposto, presumimos que os individuos podem formar padroes e depen-
dendo das condigoes ambientais (competigao intraespecifica, pedragao entre outros)
eles podem formar estruturas diferenciadas. Para comprender como ocorre essas
transigoes entre padroes espaciais voltamo-nos para a Fig. (6.8), onde definimos
Tmaz COMO a posicao dos maximos (posicao das cristas), ou seja, U(Zmaz) = Unaz-
Esta figura mostra a posicao dos maximos Z,,., em funcao de 1. A medida que
aumentamos 5!, temos um aumento do nimero de crista NN, a partir de 2. Constate
que para N, impar, temos sempre uma posicao central, que desaparece na proxima
etapa, quando temos um nimero par. Todo o processo ocorre a partir da bifurcagao
no centro, enquanto os outros maximos deslocam-se para dar espago para o novo
maximo.

A partir da discusao acima, temos maior clareza sobre o comportamento de
p na Fig. (6.7). Na curva (c), para o valor de o = 0.07, e variando o valor de 3,
podemos observar a formacao de padrao quando p > 0, sendo que para este caso,

para quaisquer valor de 8 que permitam p > 0, encontraremos duas cristas, ou seja,
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N. = 2. O parametro de ordem cresce de um valor nulo até um maximo e, entao, ele
decresce até atingir um valor nulo novamente, quando mais uma vez, nao é possivel
a existéncia de um padrao. Deste modo, esta curva forma um meio laco. Para a
curva (a), com a = 0.01, iniciamos com um determinado N, que diminui a medida
que S aumenta. Enquanto N, > 2, o aumento de /3 provocara transicoes abruptas
de padrao até que N, = 2. Neste momento, assim como ocorreu na curva inferior, a
transigao levard o sistema para a solu¢ao uniforme, ou seja, U(x) = ug = a/be p = 0.
Este processo é semelhante ao das bifurcagoes do mapa logistico, no entanto, nao
tem uma “duplicacao periédica”’com o tempo, em vez de termos posicoes fixas para
as cristas, elas se deslocam para as extremidades dando espago para o sugimento de
novas cristas no centro. Assim, nao dobramos o nimero de cristas como mostrado,
N. é apenas acrescido em uma unidade. Esta curva (a), como também a (b), é uma
superposicao de semi-lacos como na curva interna, cada semi-laco corresponde um
valor de N..

E notéria a influéncia da nao-localidade no termo de competicao da equacgao
de Fisher-Kolmogorov generalizada na formacao de padrao, deste modo, a nao-
localidade no termo de crescimento ampliou as possibilidades dessa equacao em es-
tudos em dinamica populacional, visto que, além de podermos estudar o fenomeno de
formacao de padrao com os efeitos de difusao de longo alcance que a nao-localidade
no crescimento nos permite, ainda nos possibilita estudar os casos em que uma

determinada populacao consegue se estruturar de diversas maneiras.

6.5 Entropia

Agora vamos apresentar o estudo do comportamento da entropia em funcao
do parametro de ordem. Comegamos definindo a entropia de Gibbs em unidades da

constante de Boltzmann kg como
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S=-> PP (6.8)
J

onde P; = U(x;)Ax/N representa a probabilidade de encontrar individuos na regiao

r; —Ax/2 <x < x;+ Azx/2. Assim, escrevemos a entropia como

B U(xj)Az . U(z;)Ax
S = Z N In N :

J

U(z;)Ax

— = 1, desta forma

Para uma distribuicao uniforme temos Uy = N/L, logo,
S=—InUy—InAx+1nN.
A entropia de uma distribui¢ao uniforme é escrita como

Syp=1In (é) | (6.9)

Como em todo sistema classico, a entropia depende do tamanho das divisoes. Entao,

a entropia para uma distribuicao nao-homogénea ¢é dada por,

S(p) = S+ [ olp.a) (1 = blp. ) (6.10)
Q
onde obtemos ¢ como uma funcao do parametro de ordem, dada por
_ p— LAU(x)

p+ LUnp

Na Fig. (6.9) mostramos a entropia S(p) em fungao do parametro de ordem.

o(p, ) (6.11)

Os valores de p utilizados sao os mesmos da Fig. (6.7a) com o = 0.01 e 3 variando.
O gréafico mostra um cendario complexo, onde para um mesmo valor de p podemos
ter diversos valores da entropia. Observe que a curva que apresenta menos entropia
é aquela para a qual a densidade U(z) tem dois picos.

Como ja foi mencionado, é comum a formacao de padrdes na natureza.
Essas formacoes vao desde aglomerados celulares até agrupamento de animais. A
questao principal é entender o por qué desses padroes. Uma vez que U(x) > 0, temos

que ¢(p,z) < 1, e, por conseguinte, a integral da Eq. (6.10) serd sempre negativa.
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6.5 -

FIGURA 6.9: Entropia em funcao de p(f) com a = 0.07.

Assim, ela mostra que a entropia em funcao de p, S(p) obedecera a seguinte relagao
entre entropias Sp < Syp, e sempre teremos padrao para p > 0. Portanto, esta
regra prevé que a formagao de padrao permite que um maior nimero de individuos

ocupam um determinado dominio.

6.6 Conclusao

Neste capitulo mostramos que a transicao padrao-nao-padrao na dinamica
populacional depende das interacoes nao-locais, dadas pelos comprimentos « e 3 en-
tre os individuos. Com base nesses parametros definimos um parametro de ordem,
onde verificamos que a formagao de padrao é uma vantagem para a populagao, pois
em um mesmo nicho ecolégico é possivel suportar um maior niimero de individuos se
eles estiverem organizados. Além disso, verificamos que para diversos comprimentos
de ( os individuos podem se organizar de diversas maneiras. Assim como na reagao
BZ, quando o comprimento § atinge um certo limiar ocorre uma mudanca brusca de
padrao. Nesse contexto, fizemos uma anélise da entropia do sistema, onde verifica-

mos o seu decrescimo na fase ordenada e um leve aumento quando ocorre mudancgas
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bruscas de padrao.

Os resultados deste capitulo deverao ser publicados em breve [55]



Capitulo 7

Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, apresentamos um novo modelo que incorpora transi¢ao de
fase na dinamica populacional. Partimos de uma equacao nao linear que inclui
a interacao nao-local espacial entre seus individuos. Verificamos a ocorréncia de
mudancas abruptas nas estruturas espaciais relacionadas a intensidade de interagoes
entre os individuos. Essas mudancas sao caracterizadas por meio de um parametro
de ordem p associado ao nimero de individuos do sistema.

O parametro de ordem do modelo apresentado fornece a diferenca entre a
quantidade de individuos distribuidos de forma heterogénea (padrao) e o nimero
de individuos distribuidos uniformemente (nao-padrao) no espago. Quando feito
um estudo do parametro de ordem em funcao de o para um dado parametro de
competicao [ fixo, este varia continuamente com o aumento de « até se tornar
nulo, caracterizando uma transicao de fase de segunda ordem de modo analogo a
magnetizacao de um ferromagneto como funcao da temperatura. Contudo quando o
parametro de ordem varia em fungao de [ percebe-se um comportamento anomalo.
Quando [ aumenta, o parametro de ordem cresce exibindo pequenos decaimentos e
descontinuidades até um valor maximo, a partir dai, p decresce continuamente até
se tornar nulo.

Verificamos ainda que no comportamento anomalo do parametro de ordem

61
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em funcao de 3, cada descontinuidade implica numa mudanga abrupta de padrao
verificada na mudanca do nimero de picos no grafico da densidade da populacao
Versus posicao, e esta reorganizagao acontece de modo a permitir aos individuos cres-
cerem novamente, mesmo com o aumento da competicao. Deste modo, encontramos
para um mesmo valor do parametro de ordem, diferentes valores de parametros de
competicao, mostrando que quando uma populacgao alcanca o limiar maximo de cre-
cimento em uma certa estrutura, ela tende a se reorganizar numa nova estrutura
para voltar a crescer quando a competicao aumenta.

Portanto, os individuos podem se organizar de diversas maneiras e depen-
dendo das condig¢oes ambientais eles podem se reorganizar, ou seja, para uma po-
pulagao que se organiza em varios grupos numa determinada regiao, pododera se
organizar em diferentes agregacgoes. Os fatores que influenciam diretamente no tipo
de estrutura sdo, as interagoes nao-locais (competicao intraespecifica, reprodugao,

entre outros).
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