Metodologia Analitica para o Modelo de

Corrosao: Crescimento e Rugosidade

Por

WASHINGTON SOARES ALVES

Orientador:

Pror. DR. ISMAEL VICTOR DE LUCENA COSTA

Dissertagao apresentada ao Programa de Pos - Graduagao em
Ciéncias de Materiais da Universidade de Brasilia - FUP, como

parte dos requisitos para obtencao do titulo de ”Mestre”em Ciéncia
de Materiais.

UnB - FUP - Planaltina - DF



Agradecimentos

Agradeco a DEUS, pela forca e coragem que me tem dado no decorrer dessa
longa caminhada.

Aos meus Pais, Sebastiao e Luzia, que mesmo distante, sempre me apéiam e me
incentivam. Mae, seu cuidado e dedicacao foi que deram em muitos momentos, a
esperanca para seguir em frente na minha caminhada. Pai, sua presenca significa,
nao s6 seguranca, mais também um porto seguro, donde com certeza sei que nao
estou sozinho nessa caminhada.

A esposa, Socorro, e filhos, Marcos Wesley (Cursando Engenharia de Materiais,
nao sei se por incentivo meu) e Wanderson (que adora carros, quem sabe Engenharia
Mecénica ou Mecatronica), mas que muitas vezes deixei de dar aten¢ao necessaria,
sempre ocasionada por alguma situacao alheio a minha vontade.

Destaco aqui, meus agradecimentos ao amigo Diogo, a quem muitas vezes abusei
da sua paciéncia e boa vontade, a colega Camila, por quem lutou pela nossa sala
de estudos, e a todos os demais colegas do Programa CIMA, bem como a todos
os professores do Programa de Pés - Graduagao em Ciéncias de Materiais, e a
Coordenadora da Poés-Graduagao, Prof*Renata Aquino, a quem muito me auxilio,
no decorrer do curso.

Agradeco também a Professora Iéda, pelo empenho na correcao desse trabalho.

Agradecimento Especial ao Professor e Orientador Ismael Costa, pela sua paciéncia,
perseveranca e incentivo, e que com sua sabedoria e determinacao, sempre me in-

centivou no decorrer dessa jornada.



Resumo

Na presente dissertagao, desenvolvemos uma metodologia analitica para obter a
fungao matemaética da rugosidade e os expoentes criticos (rugosidade - «, crescimento
- e dinamico - z) de modelos de crescimento superficial baseado em autématos
celulares. A metodologia é geral e pode ser utilizada em qualquer modelo que envolva
interacao entre primeiros vizinhos e que seja unidimensional.

O desenvolvimento dessa metodologia se baseia nas probabilidades de ocorréncia
das configuracoes superficiais e como elas influenciam a variacao da rugosidade. Para
isto utilizamos diversas ferramentas matematicas, como o estudo das superficies das
hiperesferas, funcao gama e fatorial.

Para verificarmos a validade de nossa metodologia, escolhemos analisar o modelo
de corrosao (etching model) proposto por Mello, Chaves e Oliveira [1]. Este modelo
descreve a evolucao da corrosao em uma superficie sob a acao de um fluido corrosivo.
Apds empregarmos a nossa metodologia no modelo de corrosao, obtivemos uma
equacao matematica implicita da evolucao da rugosidade e os expoentes criticos

com boas aproximacoes dos valores obtidos por Mello et al em seu artigo original.

PALAVRAS-CHAVE: Automatos celulares, modelo de corrosao, rugosidade,

expoentes criticos.



Abstract

In this monograph, we develop an analytical methodology for obtaining the
mathematical function of the roughness and the critical exponents (roughness - «,
growth - # and dynamic - z) of surface growth models based on cellular automata.
The method is general and can be used in any one-dimensional model involving
interaction between nearest neighbors.

The development of this methodology is based on the probabilities of occurrence
of surface configurations and how they influence the roughness. We use various
mathematical tools, such as the study of the surfaces of hyperspheres, gamma and
factorial functions.

To check the validity of our methodology, we chose to analyze the etching model
proposed by Mello, Chaves and Oliveira [1]. This model describes the evolution
of corrosion on surface under the action of a corrosive fluid. After we use our
methodology in the etching model, we obtained an implicit mathematical equation
of roughness and the critical exponents with good approximations of the values

obtained by Mello et al in their original article.

PALAVRAS-CHAVE: Cellular automata, etching model, roughness, critical

exponents.
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Introducao

Uma superficie é definida como sendo uma interface existente entre dois meios
diferentes. Cada superficie possui uma morfologia e uma dinamica temporal com
caracteristicas proprias. Tais informacoes sao importantes para se entender um
sistema, pois as superficies que o envolvem consistem em locais onde ocorrem trocas
de materiais e informagoes com o exterior. Outro aspecto bastante 1til e estudado

a respeito da natureza de uma superficie vem a ser o processo de formacao dela.

Com relacao ao crescimento de superficies, os mais variados fendmenos sao es-
tudados. Por exemplo, crescimento de colonia de bactérias, formacao do relevo
submetida a condigoes externas como a acao das intempéries, criacao das dunas
pela acao dos ventos, erosao do solo causada pelas chuvas, maresia nos cascos dos
navios, regiao submetida a queimada, acao de produtos quimicos quando em contato

com determinados tipos de materiais e etc [2].

Neste trabalho, o nosso interesse nas superficies se resume em torno de alguns
aspectos. O primeiro deles diz respeito a morfologia de uma interface, mais pre-
cisamente, os chamados expoentes de crescimento. Esses expoentes, como veremos
mais adiante, inserem o tipo de crescimento dentro das chamadas Classes de Uni-
versalidade. Essas classes unem sistemas aparentemente desconexos em grupos com

caracteristicas comportamentais similares. Em particular, trabalharemos com uma



classe definida como Classe de Universalidade de KPZ 2. O segundo aspecto diz re-
speito a evolucao temporal de uma caracteristica morfolégica das superficies definida
como rugosidade. Dentre os variados tipos de crescimento, concentrar-nos-ermos,
principalmente, nos tipos de crescimento causados por processos de deposicoes de

sedimentos (ou particulas) ou por erosao (ou corrosao) [2].

O estudo da dinamica de uma superficie pode ser realizado de diversas maneiras,
dentre elas podemos citar os métodos experimentais, que consistem na ob-
servacao e medicao dos crescimento nos mais variados sistemas fisicos e a simulagao
numérica computacional, quando sao desenvolvidos algoritmos computacionais
com o intuito de simular o crescimento. Existem ainda os calculos analiticos,
cujo objetivo é encontrar uma formulagao matematica analitica dos mecanismos de
crescimento, mas para isso € necessario utilizar as informacoes colhidas dos métodos

experimentais ou das simulagoes computacionais.

No estudo dos processos associados ao crescimento de uma superficie, a sua
formagao estrutural deve depender de trés fatores que competirao entre si [2, 3], sao

eles:

Deposigao: nesse processo de crescimento, uma particula atinge a superficie
e se liga a ela, porém o processo associado a adesao dessas particulas ocorre por
meio de uma energia de ligagao, cuja intensidade depende nao sé da natureza das

particulas depositadas, como também da geometria local da superficie.

2A equacdo-KPZ (em homenagem a seus criadores Mehran Kardar, Giorgio Parisi, e Yi-Cheng
Zhang) é uma equagao diferencial parcial estocdstica nao-linear. Ele descreve a mudanga temporal
da altura h (z,t) no lugar de x e tempo t. E formalmente dada por

oh 8%h A (Oh ?
=5 @+ 5 (G @) +nt.

onde n(x,t) é ruido branco Gaussiano com média (n(x,t)) = 0 e segundo momento
(n(z,t),n (")) =2D% (x —2")§ (t —t'). v,\ e D sdo parametros do modelo e d é a dimenso.
Muitos modelos no campo de sistemas de particulas interagindo, tais como o processo de exclusao
simples totalmente assimétrica, também encontram-se na classe de universalidade KPZ. Esta classe
é caracterizada por modelos que, em uma dimensao (1 4 1) tém expoente de rugosidade o = %, o
expoente de crescimento 8 = % e o expoente dinamico z = %



Figura 1: Esquema de deposigao aleatoria.

Difusao: uma particula, no instante que atinge a superficie, possui a capacidade
de s6 aderir quando encontra um sitio cujo nivel energético seja o mais favoravel

possivel.

Figura 2: Representagao de difusao [3].

Dessorgao: esse processo ocorre de forma inversa aos anteriores, isto €, a
particula em vez de sofrer processo de adesao, ¢ liberada da posicao de equilibrio.
Essa liberacao é influenciada por algum tipo de mecanismo, como aumento da tem-

peratura, ionizagao por laser, etc.
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Figura 3: Representagao de desorcio [3].

Cito, como exemplo, o caso em que a dessorcao corresponde a uma técnica uti-
lizada no tratamento de solos, lamas ou sedimentos contaminados com residuos
téxicos. O principio bésico constitui em aquecer o solo de forma direta (tratamento
fisico-térmico), quando sao separados os elementos contaminantes, como pesticidas,
produtos derivados do petréleo, cianetos e metais pesados (como o mercirio), com
baixo ponto de ebuli¢ao (vaporizac¢ao). O processo ocorre da seguinte forma: o solo
contaminado é aquecido por um determinado periodo de tempo até atingir uma
temperatura suficiente para volatilizar a agua e os contaminantes e, posteriormente,

é feito o tratamento dos gases obtidos [4].

Um exemplo mais simples no qual também pode ser observado o processo de
dessorc¢ao, constitui no chamado processo erosivo, causado pela acao das chuvas sob
uma superficie desprovida de vegetacao. Percebe-se claramente, que os efeitos das

chuvas retiram boa parte do material arenoso, causando erosao do solo.

Dessa forma, torna-se evidente que a importancia associada aos processos de
crescimento da superficie, estd por sua vez, depende de varios fatores, como: pro-
priedades microscépicas da interface; magnitude das energias de ligagao e de parametros

externos que possam ser modificados experimentalmente.

Portanto, vale dizer que nao é nosso objetivo estabelecer um estudo que esteja
associado a essas caracteristicas ou propriedades. Vamos nos deter somente ao
estudo do crescimento da superficie através dos modelos de crescimento, os quais

obedecerao a trés principios bésicos. Sao eles [2]:

P1. Os modelos a serem estudados devem ter, no processo de sua formacao, a

existéncia de um fluxo constante de particulas a serem depositadas;



P2. A esse fluxo constante de particulas a serem depositadas, deve existir ainda
o carater de aleatoriedade, associado a essas mesmas particulas, no que se refere ao

processo de deposi¢ao das mesmas;

P3. Existéncia de mecanismos que sao encarregados tanto da difusao quanto da

fixacao das particulas sob a superficie, denotaremos esses mecanismos por algoritmo.

A principal caracteristica, associada ao algoritmo, é a existéncia de regras pré-
definidas, isto é, condigoes ja estabelecidas no modelo adotado no que se refere a
adesao e fixacao das particulas no momento das deposicoes. Exemplo, um caso de
deposicao de particulas em que uma determinada particula possui a capacidade de

escolher em qual lado deve se fixar. Isso esta associado a existéncia deste algoritmo.

Apesar de o crescimento de uma superficie ser um tipico processo de nao equilibrio,
este possui um comportamento de escalas nas flutuagoes da altura da interface com
o tempo e com o tamanho do sistema. Partindo do comportamento das escalas de
flutuagoes da altura em funcao do tempo e tamanho da interface, muitos desses
estudos concentrar-se-ao nos processos de crescimento em relagao as classes de uni-
versalidade. Dessa forma, diz-se que um modelo de crescimento pertence a uma
determinada classe de universalidade de acordo com os valores obtidos para seus
expoentes criticos, os quais sao obtidos a partir da aplicacao da relacao de escala
proposta por Family e Vicsek [3, 5], que serd apresentada no Capitulo 1, em
conjunto com os modelos de deposicao aleatoria, deposicao aleatéria com relaxagao

superficial, deposicao balistica, classes de universalidade e Equacao de KPZ.

No Capitulo 2, apresentaremos um modelo de crescimento proposto por Mello,
Chaves e Oliveira, de 2001. Esse modelo busca descrever a dissolucao de um sdélido
cristalino por um liquido [1]. Para esse estudo é considerado que o referido substrato
possui um comportamento do tipo unidimensional, ou seja, é um sistema (1 + 1)
(variavel de posigao + variavel associada a altura). Nesse capitulo, vamos obter, por
meio de simulacao computacional, os expoentes de crescimento cujos resultados serao
os mesmos obtidos pelos pesquisadores. Dessa forma concluiremos que o referido

modelo pertence a classe de universalidade de K PZ.

Nos capitulos subsequentes, iremos propor uma formulagao analitica para a
evolucao da rugosidade, tomando, como ponto inicial, o modelo de corrosao pro-

posto no artigo de Mello et al [1], em conjunto com a relagao existente entre as



configuragoes do modelo (algoritmo) e o estudo das superficies das hiperesferas.
Nessa nova metodologia, objetivamos encontrar os expoentes criticos associados a

esee modelo de corrosao.

Acrescentaremos, ao final deste trabalho, Apéndices com objetivo de apresentar
um embasamento tedrico a respeito de alguns temas que serao apresentados nos
capitulos anteriores, como é o caso do tratamento matematico feito para as hiperes-

feras e a insercao da chamada Fun¢ao Gama.



Capitulo 1

Conceiltos Basicos

Como o estudo associado ao crescimento das interfaces de uma superficie ocorre
por meio dos modelos de crescimento e estes sao propostos pelos mais variados
métodos, tais como: métodos experimentais, simulacao computacional e calculos
analiticos [6]. Iniciaremos este capitulo com uma apresentacao dos elementos basicos
associados a forma da interface, quanto a dinamica do crescimento de superficies,

em seguida, daremos uma breve descricao de trés modelos de crescimento:
Deposicao Aleatéria - DA;
Deposicao Aleatéria com Relaxagao Superficial - DARS;
Deposicao Balistica - DB.

Esses modelos nao sao unicos, existem, na literatura, outros modelos de cresci-
mento, como podem ser vistos em [1, 2, 3]. Os modelos escolhidos sao importantes
no sentido de que, num momento inicial, eles sejam convincentes e nos auxiliem a

melhor visualizar e interpretar a evolucao das interfaces.

Partindo do modelo de Deposicao Balistica - DB, apresentaremos os conceitos
de Leis de Escala associados aos expoentes criticos, que sao, de rugosidade - «,
de crescimento - # e dinamico - z, bem como a relacao de dependéncia existente
entre esses expoentes, também chamados de relagao de Family-Vicsek. Os valores
dos expoentes criticos de um modelo permitem inseri-lo dentro de uma determinada
Classe de Universalidade, junto com outros modelos que possuam os mesmos valores

de expoentes.



1.1 Altura Média e Rugosidade

A fim de termos uma melhor compreensao das relacoes matematicas associadas
a formagao e morfologia de uma interface, apresentaremos defini¢oes importantes

que utilizaremos no desenvolvimento de todo o trabalho.

Para isso faremos uso da figura esquematizada abaixo:

i

(3] (V8]

—

Figura 1.1: Esquema representativo de deposicio de particulas.

Considerando L o tamanho do substrato, a figura descrita acima é representada
por coordenadas cartesianas, em que o tamanho do substrato correspondente ao
eixo das abscissas é dado sob a forma 0 < ¢ < L, onde ¢ representa o ”sitio posi¢ao”
(local) onde as particulas devem ser depositadas, ja o eixo das ordenadas representa a
altura do substrato. Essa altura é representada por h (i,t) ou h; (t), que corresponde
ao valor da posicao ¢ num dado instante t com relacao a um referencial fixo. No

nosso trabalho optaremos por h; (t) para a representacao da altura.

1.1.1  Altura Média

A altura média de uma superficie, denotada por h (t), para uma rede, é dada

pela expressao matematica:

AUEES A0S (1.1)

all
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1
L

onde L corresponde ao tamanho total do sistema, isto é, o valor do substrato em

onde h; (t) corresponde a altura da coluna (i) no tempo ¢, e definimos ainda, At =

que estamos trabalhando. Na realizacao deste trabalho, faremos uso de modelos de
crescimento discretos. Em um modelo discreto, a relacao entre os vizinhos é descrita
pelo uso de um algoritmo no intuito de tentar reproduzir, satisfatoriamente, varios
aspectos de algum tipo de crescimento observado experimentalmente. Para isso
ao se criar um modelo, procura-se escolher os fatores considerados essenciais para

determinar a morfologia e dinamica da interface [2].

Se a taxa de deposicao das particulas num substrato for constante, a altura média

cresce linearmente com o tempo.

Observando a figura abaixo e fazendo uso da equacao (1.1), depois de 9 x L

deposigoes, a altura média vale:

L=21 |

Figura 1.2: Representacao da altura média numa interface unidimensional.

F(©) = 3(7)+4(8)+6(§’i+6(10)+2<11> — 9.

1.1.2 Rugosidade da Superficie

A rugosidade, denotada por w (L, t), possui como caracteristica quantificar as

flutuacoes na altura da interface. A expressao que a define é dada por:
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w (L) = %Z (hs (8) — o (8))>. (1.2)

Do ponto de vista matematico, a rugosidade é apenas um desvio padrao, entre-
tanto do ponto de vista fisico, sua evolucao ainda nao é completamente compreen-

dida, sendo ainda objeto de investigacao.

Buscando compreender melhor a rugosidade de uma superficie, medimos inicial-
mente a largura da interface em funcao do tempo, quando por defini¢ao o crescimento
comeca a partir de uma linha horizontal, isto é, a interface no tempo ¢t = 0, é dada

por:

w(L,0) = ZZ (hs (0) = R (0))” = 0.

Isso corresponde a interface representada por uma linha, onde h; (0) = 0. A
medida em que ocorrem deposicoes de particulas, a interface se altera, de forma
gradual, e com novas caracteristicas associadas devido as deposicoes aleatérias do

processo. Diz-se, entao, que a interface possui rugosidade.

1.2 Modelos de Crescimento

Estudos tedricos, nas diversas areas do conhecimento, como em Ciéncias de
Materiais, nas Engenharias, na Fisica, na Quimica e outras areas, sao realizadas
através de ferramentas computacionais e modelos matematicos, cujo objetivo é a
descricao e representacao de objetos, sistemas, situacoes ou fendmenos das mais
variadas natureza, e que se encontram, na maioria das vezes, em dificil acesso, seja
por limitacoes tecnoldogicas ou por situacoes que nao sao faceis de serem trabal-
hadas na sua forma efetiva. Portanto, os usos de algoritmos computacionais e de
computacao permitem a elaboracao e aplicacao de modelos de forma a explorar e
prever propriedades fundamentais de sistemas. Assim, pesquisadores empregam a
modelagem e podem viabilizar resultados que de outra maneira talvez nao fossem
obtidos.
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A estrutura de um modelo é baseada numa forma simplificada, que serve de
analogia para um determinado fendomeno ou sistema. Assim, o fendomeno fica mais
compreensivo e o modelo possui a vantagem de ser adaptado e aprimorado depen-
dendo da situacao, de modo que suas propriedades passem a refletir as observacoes

com maior exatidao e consiga gerar um maior grau de confiabilidade.

Buscando compreender os fenomenos fisicos associados ao crescimento das in-
terfaces, iremos nos valer de modelos de crescimento, os quais sao estabelecidos no
plano das representacoes ideais. Os referidos modelos ja sao bastante utilizados, e
estes, buscam assemelhar-se ao plano real em suas principais caracteristicas, porém
de uma maneira mais simples, isto é, sendo apenas uma idealizacao e, portanto,

propicio ao estudo..

A fim de facilitar um estudo mais geral de crescimento de superficies, vamos
iniciar a partir de modelos unidimensionais, conhecidos como sistemas de dimensao
(14 1), em que o significado fisico é o de uma superficie unidimensional (varidvel
de posi¢ao), mais a varidvel associada a sua altura. Podemos citar, como exemplos
de sistemas (1 + 1), uma chama em uma folha de papel; percebe-se que a parte
queimada forma uma estrutura que cresce no decorrer do tempo, ou ainda, o cresci-

mento de uma colonia de bactérias; como podem ser vistas nas ilustragoes abaixo.

A B

Figura 1.3: As trés primeiras figuras representam o crescimento observado numa folha de papel
durante a queima (Figuras & direita). A figura da esquerda representa o crescimento de uma colénia
de bactérias.

Vale ressaltar ainda que no estudo de crescimento, existem outras situagoes
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as quais sdo descritas em dimensoes maiores, como os sistemas (2 + 1), quando a
posicao de uma determinada particula fica bem definida com uso de duas variaveis,
mais outra variavel que visa identificar a sua altura. Existem ainda as estruturas

(34 1), e assim por diante [6].

1.2.1 Deposicao Aleatoria - DA

O modelo de Deposicao Aleatério - DA - é considerado um dos mais simples.
Isso devido ao fato do seu algoritmo ser bastante rudimentar. O algoritmo descreve

a queda retilinea de uma particula e a sua adesao sob a superficie.

Algoritmo do DA: h; (t+ 1) = h; () + 1.

Figura 1.4: Os resultados de uma simulagao de uma interface que consiste em 100 sitios, onde

50.000 atomos sao depositados. A cor foi alterada apds a deposigdo de cada 5.000 dtomos [7].

A figura abaixo descreve o processo usado na deposigao aleatéria numa forma

bastante simplificada, do que foi exposto acima:

O processo de deposicao das particulas, neste modelo, ocorre da seguinte forma:
inicialmente é escolhida, aleatoriamente, uma posicao, de onde se deixa cair livre-

mente uma particula verticalmente em direcao a sua superficie, Essa particula é
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Figura 1.5: Deposigao Aleatéria. As particulas simplesmente adere & superficie, sem nenhum

tipo de relagao com os sitios vizinhos.

entao depositada de forma permanente. As particulas que vém, a seguir, sao também
depositadas umas sobre as outras. Como o modelo possui um mecanismo que sim-
plesmente descreve a queda da particula, sem causar associagoes com seus vizinhos,
ocorre que as alturas crescem de forma independente, de modo que nao ha correlagao
espacial entre os sitios vizinhos, dessa forma no modelo de deposicao aleatoria, a

rugosidade cresce indefinidamente.

Observando a Fig. 1.2, da secaol.1.1, e considerando que a unidade de tempo é
escolhida como sendo o tempo necessario para a deposicao de L particulas, em que L
corresponde ao tamanho do sistema. Dessa forma, para o sistema de tamanho L, no
primeiro instante de tempo, t = 1, significa que serao depositados L particulas, num
segundo tempo, ou seja, quando t = 2, teremos 2L particulas e assim sucessivamente,
veja que no caso em questao, isto é, Figura. 1.2, quando t = 9, ja houve 189

deposigoes (21 x 9).

1.2.2 Deposicao Balistica - DB

No modelo de Deposicao Balistica - DB, uma particula ¢é liberada de uma
posicao escolhida de forma aleatoria sobre uma superficie que esteja localizada a
uma distancia maior que a altura méaxima da interface [8]. A particula, entdo, segue

uma trajetoria retilinea e vertical e, devido a sua interagao com vizinhos, ela cumpre
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uma das duas condicoes abaixo:

Condigao - 01: a particula adere a superficie desde que nao tenha encontrado,

anteriormente, sitios de primeiros vizinhos; ou

Condicao - 02: a particula adere ao primeiro sitio vizinho que encontrar, pois

esse apresentard um nivel energético mais favoravel.

P i B
1 }

_rB
o

Figura 1.6: Deposicio Balistica. A particula A, adere & superficie (condico - 01), enquanto que

a particula B, adere ao sitio de maior altura (condigao - 02).

A representagao dada pela figura acima, garante-nos uma melhor visualizacao
desse modelo. Percebe-se que, na primeira figura, o sitio escolhido foi o 7°, como
este nao possui vizinhos, a particula entao obedece a primeira condicao, aderindo
entao a superficie. Enquanto que, na segunda figura, o sitio escolhido foi o 4°. Nesse
caso, a particula obedece a segunda condi¢ao e adere ao vizinho que possui uma

malior altura.

E inserida, abaixo, a regra associada ao modelo da DB e uma representacao
envolvendo simulacao de particulas, como pode ser visto no livro Scale Invariance
- From Phase Transitions to Turbulence, dos Fisicos Annick Lesne e Michel Lagués
[7]:

hi-1 (),
Algoritmo - DB: < h; (t+ 1) =max | h; () +1,
hiv (t).
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Figura 1.7: Resultados de uma simulagao de uma interface com L = 100 sitios, onde sao deposi-

tados 12.800 atomos. A cor foi alterada apds a deposigdo de cada 800 dtomos.

1.2.3 Deposicao Aleatdoria com Relaxagao Superficial - DARS

Consideremos agora um substrato de tamanho L e com um certo grau de ru-
gosidade. Isso significa que ja houve uma série de deposigoes anteriores. Utilizando
de analogia com os casos anteriores, para esse modelo, também, é escolhida de forma
aleatoria uma posicao e, em seguida, deixa-se cair uma particula verticalmente em
direcao a sua superficie, porém ao atingir o topo da coluna da posicao escolhida, a
particula, antes de aderir ao substrato, ”procura” entre os primeiros sitios vizinhos,
isto é, o vizinho a esquerda e a direita, o que possui menor altura. Quando o en-
contra, a particula relaxa e adere a ele. Caso o sitio, inicialmente, sorteado possua
como vizinhos sitios de mesma altura, a particula é depositada aleatoriamente em

qualquer de seus vizinhos, conforme pode ser visto na representacao abaixo:
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Figura 1.8: Deposicio Aleatéria com Relaxamento Superficial. As particulas recém-depositadas

nao aderem sobre o local que caem, mas procuram via mecanismos a posi¢ao de menor altura.

Como resultado desse processo de deposicao, a interface obtida possui como
caracteristica uma superficie suave ao compararmos com o modelo de deposicao
aleatoria, como podemos observar no crescimento obtido por simulagao representado

na figura abaixo:

Figura 1.9: Simulagao de DARS, onde sao depositadas 35.000 particulas sobre um substrato de
tamanho L. = 100. As cores reflete a hora de chegada das particulas: apds a deposicao de cada

conjunto de 3500 particulas, ocorrem as mudangas de cores [3].
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1.3 Leis de Escalas e Expoentes Criticos

Métodos de escala tornaram-se uma ferramenta padrao para os fisicos de hoje,
esse termo, denotado ainda por hipétese de escala, foi trabalhado por B. Widom,
entre as décadas de 60 e 70, dessa forma podemos encontrar, em artigos, como Escala
de Widom. O termo escala evoca uma estrutura de natureza e relacoes particulares,
mas, sobretudo como uma aproximacao universal e certos tipos de andlise. Dessa
forma, pode-se dizer que os métodos de escala tratam nao somente de observacgoes,
como também de acgao, dessa forma pode-se dizer que essa é a ideia de que esta

abordagem atua de forma a moldar o processo de observagao [7].

Ao estudar a dinamica de uma superficie, o uso dos conceitos de escala é de
grande importancia, pois estes possuem um grande poder de predicao. Esses con-
ceitos sao de facil manipulacao e permitem relacionar quantidades e expoentes
aparentemente independentes [2]. Uma das formas de utilizar as propriedades de
escala para caracterizar os sistemas é através de expoentes, quando se considera
que dois sistemas que apresentam o mesmo conjunto de expoentes devem, portanto,

pertencer a mesma classe de universalidade, como veremos mais adiante [9].

Partindo dos modelos vistos anteriormente, em particular os modelos de de-
posicao balistica e o de deposicao aleatéria com relaxacao superficial, vamos inves-
tigar o que acontece com a rugosidade da superficie durante o seu crescimento. E
notoriamente visto que o conjunto de particulas depositadas na superficie define um
perfil, formando entao um agregado com uma geometria muito particular, o qual

evolui com o tempo.

A figura abaixo corresponde a um grafico tipico da evolugao temporal da ru-
gosidade em fungao do tempo. Supondo que, no instante inicial, a superficie esteja
lisa, tem-se que, num primeiro momento, a medida que o tempo prossegue, aumenta
a rugosidade da superficie, até que ocorra a saturagao da rugosidade, ou seja, a

rugosidade fica constante num dado valor wy e a partir de um tempo ;.



19

10

T,

Z - .
—
B O 4
/ - 0
o

bl d

10" 10° ¢ 10’ 10

4

Figura 1.10: Crescimento de um sistema obtido por simulagao. Primeira Regiao: Linha inclinada,

compreendida entre o eixo w e o t. Segunda Regido: Linha horizontal partindo de ts44, [8].

A figura mostra o grafico de evolucao da rugosidade de um sistema em que
pode-se observar a presenca de duas regioes distintas no decorrer do processo de

crescimento.

Na primeira regiao, o valor da rugosidade aumenta a medida que o tempo au-

menta, e esta relacao esta associada a uma lei de poténcia com o tempo, ou seja,
w (L, t) ~t°, quando t < tyq, (1.3)

o expoente [ é chamado de expoente de crescimento e caracteriza informacoes

a respeito da dinamica do crescimento da rugosidade do sistema.

A rugosidade, isto é, o aumento da largura da flutuacao pela lei de poténcia, nao
continua indefinidamente, esta cessa num determinado ponto, chamado de ponto de
saturagao, isto é, w (t > ty) ~ wsq. Na figura, é representada na segunda regiao e

denotada pela expressao:
Wsqr (L) ~ L%, quando t > tgq, (1.4)

o expoente a é chamado de expoente de rugosidade e caracteriza informacoes a

respeito da rugosidade do sistema quando ele atinge o equilibrio.

Observamos que tanto a rugosidade quanto o tempo em que o sistema satura,

tsat, depende do tamanho do sistema, isto é, quanto maior for o sistema maiores
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serao os valores da rugosidade e o tempo de saturagao, dessa forma tem-se ainda a
seguinte relagao:

tsat (g LZ (15)

onde agora o expoente z é chamado de expoente dinamico do sistema.

Os expoentes de escala «, f e z nao sao independentes e, para verificar que eles
obedecem a uma lei de escala, vamos fazer uma analise do grafico tipo log —log da
largura da interface em funcao do tempo, representado pela figura abaixo, na qual

cada uma das curvas corresponde a um tamanho distinto do sistema [10].

A

F 3 F 3
log(W) log(W/L®%) log(W/L®)
Vs //
log(t)r log(t) lo g(t}{LZ)r
(a) (b) (©)

Figura 1.11: Representagao esquemédtica dos passos envolvidos na reescala da rugosidade com
dependéncia temporal. FONTE: Adaptada de Barabasi & Stanley.

Observando a Fig. 1.9.(a), é evidente a variagdo para trés tamanhos diferentes de
L. Na passagem de (a) para (b), ao dividirmos a rugosidade por wgy (L), obtém-se,
como resultado, curvas que saturam no mesmo valor (Fig. 1.9.(b)), independente do
tamanho de L. Agora, na passagem de (b) para (c), reescalamos o tempo dividindo
este por tgu, as curvas também saturam no mesmo valor da abcisssa.

w(L,t)

vt (D) corresponde a

Partindo das observagoes apresentadas acima, tem-se que

_t

uma funcao de ;
sat

, se e somente se:

w (L, t) ( t )
— ~ — 1.6
Wgat (L) f Zfsat ( )
- . - ul,u << 1; ,
onde a fungdo f(u) deve satisfazer as relagoes f(u) = , e é

const, u >> 1;
chamada funcao escala. Substituindo agora wg, (L) e ts na fungdo acima pelas

suas respectivas formas escala (1.4) e (1.5) encontramos a Relagcdo de Fscala de
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Family-Vicsek [3]:
w(L’t)Nf(i>:>w(L t)NLaf<i) (17>
L~ L7 ’ L#)" ‘

Utilizando a Eq. (1.3) no ponto tg,, tem-se que wgq (L) ~ t’fat e, usando a Eq.

(1.4), vamos encontrar que

tfat ~ La

Y

e aplicando a Eq. (1.5), pode-se concluir que:

o % (1.8)

A Eq. (1.8) é a equagao de escala que relaciona os trés expoentes criticos [3].

1.4 Universalidade e Classes de Universalidade

O conceito de universalidade ¢ uma ideia importante para o estudo de transicoes
de fase, tanto no equilibrio quanto longe dele. No estudo da Fisica Estatistica, diz-se
que universalidade é a observacao da existéncia de propriedades para um grande nu-
mero de sistemas que nao possuem dependéncia com os detalhes dinamicos. Partindo
do que foi dito, é esperado que o comportamento critico observado nas transicoes
de fase possa ser associado a um conjunto finito de possiveis classes, a essas classes,
denotaremos como classes de universalidade. No inicio, a no¢ao de universalidade
havia sido proposta originalmente por fisicos experimentais, onde estes tinham por
objetivo descrever a observacao de que varios sistemas aparentemente desconexos,
isto é, sem nenhuma relacao, apresentavam os mesmos tipos de comportamento
numa dada transicao de fase. Analisamos as classes de universalidade em termos de

expoentes e fungoes de escala definidos préximos da criticalidade [11].

De forma quantitativa, o conjunto de valores dos expoentes criticos (rugosidade
- v, crescimento - e dindmico - z), para um dado processo de crescimento, define
uma classe de universalidade. Assim, sistemas possuindo os mesmos valores de

expoentes criticos pertencem a mesma classe de universalidade.

Na literatura acerca do assunto, ja sao conhecidas varias classes de universal-
idades. Cito a classe de universalidade de EW (Edwards-Wilkinson) a de KPZ
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(Kardar-Parisi-Zhang) e a classe de universalidade associada a deposicao aleatdria,

DA.

Apresentamos, a seguir, uma tabela com os expoentes de crescimento e rugosi-

dade para modelo de deposicao aleatoria, DA, deposicao balistica, DB, deposicao

aleatéria com relaxamento superficial, DARS:

Modelos N\ Poentes rugosidade — « crescimento — (3 dinamico — z
DA 3 0, 50 ?
DB 0,50 0,33 1,50
DARS 0,50 0,25 2

Tabela 1.1: Valores correspondentes aos expoentes de crescimento de rugosidade e dinamico para o caso

unidimensional.

E agora, uma tabela com os expoentes das classes de universalidade que faremos

uso nesse trabalho.

crescimento — 3

E t :
Classes Universalidade\ *poetes rugOSIdade —

dinamico — z

EW z : 2
1 1 3
KPZ > z g

Tabela 1.2: Valores correspondentes aos expoentes de crescimento de rugosidade e dindmico para o caso

unidimensional, para as classes de universalidade.

Resumindo, os expoentes criticos correspondentes a deposicao aleatoria com re-
laxagao superficial - DARS, estao em concordancia com os mesmos valores obtidos
analiticamente da equacoes de crescimento de EW. Logo se conclui que o mod-
elo DARS pertence a classe de universalidade de EW. De maneira andloga os
expoentes do modelo de deposicao balistica - DB estao em concordancia com os
expoentes obtidos de forma analitica da equacao de K PZ. Entao o modelo de DB
pertence a classe de universalidade de K PZ. E, para finalizar, a DA define uma
outra classe de universalidade. De fato, vé-se que, para esse caso, os expoentes de
rugosidade - a e dinamico - z nao estao definidos, pois nao existe saturagao nessa

dinamica.
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1.5 Equacao de KPZ

Existem numerosos livros sobre fenomenos de crescimento e escala de invariancia.
Citamos, como exemplo, os livros Fractal concepts in surface growth, de A. L.
Barabasi e H. E. Stanley; Dynamics of fractal surfaces, de F. Family e T. Vicsek;
Fractals, scaling and growth far from equilibrium, de P. Meakin, entre outros. Junta-
mente a esses livros existem, também, uma enorme quantidade de dissertagoes, teses
e artigos todos relacionados ao mesmo tema. Todos esses trabalhos enfatizam estu-
dos associados a teoria do crescimento de superficies, em especial, a caracteristicas
relacionadas ao estudo dos fractais e a tdpicos associados as classes de universali-
dades. Dentre essas, em particular, uma que é desenvolvida neste trabalho, denotada

como classe de universalidade K PZ.

No ano de 1986, Kardar, Parisi, e Zhang elaboraram e propuseram uma de-
scricao continua acerca do crescimento de superficie, a famosa equacao de K PZ, em

homenagem aos pesquisadores acima citados.

Neste trabalho, buscamos enfatizar o crescimento de superficie dominada por
regras dinamicas locais. Tanto na dinamica de crescimento, quanto nos estudos
pertinentes aos modelos de deposicao com elementos discretos, estes sao descritos
através de equacoes diferenciais. A equacgao abaixo é conhecida como equacao de

Kardar-Parisi-Zhang, ou simplesmente, equacao de K PZ

Ooh 0*h A ((9h

E(x,t):vﬁ(x,t)+§ a—$($at)> +1n(z,1).

Essa é a equacao de crescimento e descreve o processo de crescimento de uma
interface, em que os termos da referida equacao sao descritos pelos seguintes ele-

mentos:

h(x,t) — altura da interface numa posi¢ao x num dado tempo t;
n(x,t) — termo do ruido;

v — parametro associado a tensao superficial;

A — parametro associado ao crescimento lateral.

A equagao acima constitui uma extensao da Equagao Linear de Edwards-Wilkinson
(EW) (maiores detalhes sao encontrados no Cap. 06 do livro do Barabasi [3]). A
equacao de K PZ inclui, na sua formulacao, um termo nao linear o qual nao existe
na equacao de EW. Esse termo nao linear é necessario, pois inclui um crescimento

lateral da interface na equacgao de crescimento.
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Quantitativamente, o conjunto dos expoentes criticos encontrados tanto nos
modelos de deposicao balistica como no modelo de corrosao, que veremos a seguir,
sao, dentro da margem de erro, os mesmos. O que implica que ambos podem ser
descritos pela mesma equagao, em particular a equacao K PZ, e dizemos que esses

modelos estao na classe de universalidade de K PZ.



Capitulo 2

Modelo de Corrosao (Etching)

Corrosao ¢é a degradacao progressiva de um determinado sistema. Essa degradacao
ocorre, na maioria das vezes, pelo contato da superficie em questao com um meio
acido. Porém, podem existir outros mecanismos que também favorecem o processo
corrosivo, a maresia, por exemplo, ¢ um desses mecanismos. Esta consiste num tipo
de névoa fina, imida e salgada, presente nas cidades litoraneas, cuja principal agao

corresponde a destruicao de toda a sorte de metais a que estiver sendo exposta.

Nosso objetivo nao é o de efetuar um estudo investigativo acerca dos mais vari-
ados processos de corrosao de materiais. Iremos nos deter num caso particular, no
qual tentaremos estabelecer uma padronizacao a respeito do processo de crescimento
de uma interface para um determinado modelo de crescimento, no caso o modelo
de corrosao. Esse modelo foi proposto em 2001, por Bernardo A. Mello; Alaor
S. Chaves e Fernando A. Oliveira [1], sendo conhecido por modelo de corrosao
(Etching).

Nesse modelo, as simulagoes numéricas para o caso em que a dimensao d = 1
levam a crer que o modelo pertence a classe de universalidade K PZ e que possuem

boas propriedades de escala [6].

Tentaremos agora chegar aos mesmos resultados, ou préximos dos resultados que

foram obtidos neste modelo.

25
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2.1 Algoritmo do Modelo de Corrosao

Na versao original do modelo de corrosao, como proposto por Mello et al, ao
tomarmos uma particula aleatoria do sistema, isto é, ao retirarmos uma particula,
tem-se um crescimento negativo, em outros termos, ocorre um crescimento no sentido
de baixo para cima, nao s6 do sitio escolhido como também dos seus primeiros
vizinhos, desde que estes possuam alturas (parte nao corroida) maior do que a do

sitio escolhido [1].

Neste trabalho, a versao do modelo de corrosao sofrera apenas uma mudanga no
sentido do referencial, ou seja, adotaremos o crescimento ocorrendo no sentido de
cima para baixo, h — —h, apenas para facilitar o processo, o que em nada afetara

nossos calculos, desde que o nosso interesse é no desvio padrao, w (t).

Portanto, para uma melhor compreensao do referido processo, iremos nos valer do
algoritmo descrito abaixo, cuja idéia principal é considerar que um fluido corrosivo,
ao atuar num determinado sitio, retira as particulas que estiverem expostas ao fluido,
isto é, sera considerado o sitio onde o fluido atuara, bem como os primeiros vizinhos.

Assim, temos que:
hi(t+1)=h; (t)+1
se hi—1(t) < h;(t) = hi—1 (t+1)=h; (t) (2.1)
se hiy1 (t) < hi (t) = hip1 (t+1) = h; (t)

a expressao h; (t) corresponde a altura com relagao ao referencial fixo no sitio i.

Exemplo: Suponhamos um substrato no qual algumas corrosoes ja tenham

ocorrido, conforme figura abaixo,

corroida

a corroer

Figura 2.1: Esquema de corrosao de um sitio escolhido aleatoriamente.
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ondei=1,2,--- L (L=09), parai=7et=2 aaltura serd dada por hy (2) =
3. Agora suponha que o solvente tenha sua agao sob esse sitio. Fazendo uso do

algoritmo acima descrito, tem-se:
{h7(2+1)=h;(2)+1=34+1=4= h;(3)=4.

Analisaremos, agora, a atuacao do solvente nos primeiros vizinhos:

{ Z:g%zg = he (2) < h7(2) = he (3) = h7 (2) = he (3) = 3;
{ Zig%ig = hs(2) < hr (2) = hs (3) = 7 (2) = hs (3) = 3.

Figura 2.2: Esquema de corrosao do sitio Ay (2) = 3 escolhido, mais seus sitios vizinhos.

Observa-se que a parte pintada, corresponde a porgao a ser corroida, enquanto
que a parte em branco corresponde ao crescimento da corrosao, isto é, a parte que

ja foi corroida.

2.2 Expoentes no Modelo de Corrosao

Inicialmente, definiremos a dimensao geral como sendo d+ 1, onde d representa
a dimensao do substrato no qual se pretende trabalhar, dessa forma, quando d = 1,
estamos trabalhando no espago unidimensional, se d = 2, o espago em questao é
bidimensional, ou seja, corresponde a uma regiao plana; quando d = 3, estamos no
espaco tridimensional, o que corresponde ao espaco onde estamos inserido; enquanto
que para o numeral 1, corresponde a altura a qual o substrato ira obedecer apos as

respectivas deposigoes.
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No artigo original de Mello et al, foi realizada uma simulagao do modelo de
corrosao para o caso em que d = 1 e foram encontrados os seguintes valores dos
expoentes criticos: o = 0.491 + 0.002, g = 0.330 & 0.001. Desse modo considera-se

que o modelo estd inserido na classe de universalidade de K PZ.

A partir do algoritmo de corrosao, também realizamos uma simulagao para o
modelo em 1 + 1 dimensoes. Utilizamos simulacoes em que L = 2", com n =
5,6,---,14, de onde encontramos os valores para a rugosidade como podem ser

vistos na tabela abaixo e seu respectivo grafico:

L Wsat
32 2.71410
64 3.87041

128 5.40696
256 7.53987
512 10.53470
1024 14.75900
2048 20.85730
4096 29.16790
8192 41.16560
16384 58.94120

Tabela 2.1: Valores simulados para L, com L = 32 a 16384 e seus correspondentes valores de saturacao.

a partir desses valores, e com ajuste de curvas, como pode ser visto abaixo,

L x w[sat]
1000 :
Linear wgy ——
Wsat
E 100 |
§ a=04902 _—
- /—/
10 st
/—/
1
10 100 1000 10000 100000
log(L)

Figura 2.3: Curva de ajuste, determinacio do expoente de rugosidade.
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encontramos o valor do expoente de rugosidade, o = 0.498 4+ 0.003, e ainda
o valor do expoente de crescimento S = 0.311 4 0.001, muito préximo ao encon-
trado por Mello e colaboradores [6]. A partir desses valores, pode-se induzir que
sao compativeis com os valores da Tabela 1.1 e, portanto pertencentes a Classe de
Universalidade de K PZ.



Capitulo 3

Metodologia para Obtencao da
Equacao da Rugosidade

Neste capitulo, o objetivo é tentar encontrar uma metodologia que possibilite
obter uma equagao que descreva a evolucao da rugosidade do modelo de corrosao
proposto por Mello; Chaves e Oliveira [1]. Para isso, faremos uso de conceitos
iniciais, como altura média e rugosidade, usaremos ainda o algoritmo proposto para
o modelo de corrosao, sendo este algoritmo dado pela expressao 2.1, usaremos ainda
o calculo das probabilidades das hiperesferas, onde encontrar-se-4 no Apéndice - A,
um estudo detalhado a respeito do calculo da area das hiperesferas. Dessa forma
acreditamos que, desenvolvida a metodologia para este modelo, no futuro possa ser

permitida uma generalizagao do método para abarcar modelos mais gerais.

3.1 Desenvolvimento do Incremento da Rugosi-
dade - Método

Suponha que uma particula caia em um substrato de rugosidade w. Nosso prin-
cipal objetivo é tentar prever qual serd o incremento da rugosidade nesse substrato.
Consideremos o substrato discreto, em que cada sitio possua uma unidade de com-
primento (u), o qual denotaremos por u = 1, e altura h = Az. Considerando o
sistema antes de uma deposicao e depois de uma deposicao, a altura referente a

posicao i de cada particula, no referencial da altura média, serd dada por

30
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Antes {hi (t) = bl (t) =7 (1)

Depois {hi(t+At):h{(t+At)—E(t+At),

onde hlf (t) representa seu valor na posigdo i e no instante ¢ com relacdo a um

referencial fixo. Definiremos ainda:

Ah; = o acréscimo da altura na posicao i;
Ah = o0 acréscimo da altura média

substituindo na segunda igualdade da ultima equacao, isto é:

W (t+ At) —R(t+ A = (h{ (t) + A (t)) — (B (1) + AR (1))
= (hi (&) + R (t) + Ahi (1)) — (R (1) + AR (1)),

e simplificando-a em conjunto com a primeira equacao, o sistema, depois de uma

deposicao, toma a forma:
hi (t 4+ At) = h; (t) + Ah; (t) — AR (t). (3.1)

Como ja é sabido a equagao que descreve as flutuacoes na altura da interface, isto

é, a expressao referente a rugosidade é dada através da expressao:
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Agora

L
WP (4 A =0’ (1) ==Y (Ahf AR+ 2 Ahy — 20 AT — 2AhiAE> . (3.2)

Veja que

L L
— 1 —
Ah=—Y"Ah;=>> Ah; = LAR.
i=1 i=1
Como nao utilizaremos a altura hfc (t) baseada em um referencial fixo, mas
utilizaremos a altura com relagao ao referencial da altura média, denotado por
hi (t) = ! (t) — h(t), assim, utilizando a definicdo da altura média, h; (t) repre-

senta uma variavel aleatéria de valor médio nulo, isto é:

1 L L
T i) =0=2 hi(t)=0,
i=1 i=1

e como a unidade de tempo ¢é correspondente a L deposicoes, de onde se sabe
1
>
quadratica é dada por

que At = reescrevendo e reorganizando a Eq. (3.2), a variagdo da rugosidade

w? (t + At) — w? (1)
At

L
= LA + Y (AR? + 2hARy).

i=1
Definindo Aw, = w? (t + At) — w? (t), a expressao toma a forma:

Aw,
At

L
= LA+ Y (2hAh; + AR2). (3.3)
i=1

A equacao acima representa a férmula geral para o incremento da rugosidade quadratica,
independente da iteratividade do algoritmo. Para que obtenhamos a rugosidade é

necessario que se conhecam os valores de Ah; e Ah.

3.2 Sistema de Corrosao e Variacao da Rugosi-
dade Quadratica

Deter-nos-emos agora no calculo do aumento da rugosidade quadratica em cada

deposicao, obedecendo a equagao (3.3), devemos encontrar, inicialmente, o valor de
Ah.
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ho < hi e ho < hs

Az
1°Caso: —
Caso T

ho > hy e hy < hs

!. Az (hy — )

2°Caso: —
aso I + I

ho < hy e hy > hs

3°Caso: —
S0 I + 7

ho > hy e hyg > hs

i Ax (]12 — /’Irl) n (hg — /Irg)

4°Caso: —
Caso T + 7 7

Figura 3.1: Tomando a queda de uma particula no sftio i = 2, veja o processo de corrosio em

cada situacao.

Observando a figura acima, que corresponde ao processo de corrosao de um
substrato, podemos concluir a partir da existéncia do algoritmo que este ¢ munido
de quatro possibilidades para a determinacao de Ah. Essas quatro possibilidades

dependem da posicao de queda da particula no substrato.

Portanto, temos o valor do acréscimo da altura média Ah, em cada uma das
possibilidades, em particular a queda da particula no sitio ¢ = 2, e onde tomamos

Ax como sendo o tamanho da altura da particula depositada.

[ 1°Caso: AL = Az
2°Caso: Ah = % + (h2zh1)
A= (3.4)
o - Ap — Az (ha—h3)
3°Caso: Ah = 5% + 22
| 4°Caso: Ah = % + (hQEhl) I (hgzhg)
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Usando a Eq. (3.3) em conjunto com (3.4), podemos escrever a variagdo da

rugosidade quadratica para cada caso, da seguinte forma:

Awq(l) (hg) o 1 2
— A - 2Azxhy + | 1 — T Ax
Awq(g) (hg) . 1 2 1 2 Az

—|—2h,1 (h2 — hl) + QAl’hQ

Aw h 1 1 Az
a@ (ha) <1 _ f) Az? + (1 — f) (hy — hs)® — 27 (ha — hs3)

+2h3 (hg - hg) + 2A$h2

el G B G [ G e

Az Ax 2
—2— (hg — hy) —2— (hy — h3) — 7

7 7 (hg = hy) (ha — h3)

+2h1 (hg — hl) + 2h3 (hg — hg) + 2A$h2

3.3 Forma Simples para a Variacao da Rugosi-
dade Quadratica

Para representarmos a forma simplificada para a variacao da rugosidade quadratica,
como descrito acima, precisaremos antes de uma troca de coeficientes, e estes serdao

definidos sob a forma:

All = 2Ax A12 = (1 - %) AZL‘2 A21 = (1 - l)

Agy =2 Ay = 25% Ay =2
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perceba, que os dois primeiros coeficientes, A;; e Ay representam os coeficientes
da primeira equacao, estes se repetem nas demais equagoes; os coeficientes A1, Ago
e Ass representam os coeficientes da segunda e terceira equacgao, que por questao
de simetria, nao se faz necessaria a presenca de outros coeficientes, estes também
aparecem concomitamente com os primeiros coeficientes da quarta equacao, ja o
coeficiente As; representa o coeficiente da quarta equacao. Com a utilizacao desses
coeficientes, as expressoes para a variacao da rugosidade quadratica, passam a ser

dadas sob a forma:

( Aw,;
%M = Anhy + App
M(I(A;i(hﬂ = Anrhy + A + Aoy (ho — h1)2 +

+ Agohy (he — hy) — Agg (ho — hy)

Awqgi(hz) = Anths + Ais + Ay (ha — hs)* + . (3.5)
+ Agohs (hg — h3) — Aag (hy — h3)

ML)(M) = Anhz -+ A12 -+ Agl (h2 — h1)2 + A21 (hg — h3)2 +
+ Agghy (he — hy) + Agghg (he — h3) — Ags (hg — hy) —
— Ags (hy — hg) — Asy (ha — hy) (he — hs3)

\

Cada configuragao ocorre com uma probabilidade p (w, hy, hs, h3) que depende

da rugosidade da interface, como também dos valores de hq, hy e hg, sendo assim, o

valor total da rugosidade quadrdtica (AAH:‘> ¢é dada por:

ca by a2 qul O (hl h2) © (hg — h2) +
Bow gy (hy — ) © (hy — hy) +

Awq
hi, ha, hs) dhidhsdh
/// wq3@ hQ)@(hQ o h3)+ p<w7 1,702, 3) 1 3 2
aa Xf“@ (hg — h1)© (hy — h3)

(3.6)
onde os elementos ay, as, by, by, c1 € ¢ sao os limites que abrangem todos os valores
das variaveis hy, he e hg [6].

Agora, utilizando as Eq. (3.5) e (3.6) e retirando as Fungoes de Heaviside',

temos:

!Fungao de Heaviside Step (ou Fungao Degrau): é a fungio definida como se segue

0, se x < y;
H(z —y) =

1,se x > y;
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i c2 ba az -
JJ [ (Auh 4 Ar) +
c1 by a1
c2 by ha Aoy (hy — h1)2 +
+ [ [ [ +A%hi(ha —h)— | +
Aw, c1 by a1 —A23 (h2 — hl)
7 — w, hy, ha, h3) dhidhodh
At co ho as A21 (hQ — h3)2 + p( 1,702 3) 1AR2aN3
+[ [ [ | +Anhs(ha—hs)— | +
c1 by aq —A23 (h2 — hS)
c2 ha ho
+ [ [ | —Asi (hy — h1) (hy — hs)
c1 by a1 ]

perceba que, aqui, por questao de simetria entre os sitios hi, he e hs, 0 que

. . . c b h c h a

acontece de um lado acontece do outro, nas integrais tripla [* [ [ e [ ["2 ["2,
) c1 Jb1 Jar c1 Jb1 Jaq

Entao podemos escrever a expressao acima, agora sob a forma:

co by ag T
J [ [ (Anhe + Ap) +
c1 by ay
Aw ¢ by ha Asy (hy — h1)2 +
Atq = +2 f f f +A22h1 (hg — hl) — + p (UJ, hla h2a h3) dhlthdh3
c1 b1 a1 —Asz (hg — hy)
c2 ha ho
+ [ [ [ (=Asi (ha — hy) (ha — hs))
C1 b1 al -

(3.7)

O préximo passo € a busca da densidade de probabilidade. Apds a determinacao

desta, iremos calcular os limites aq, as, by, ba, c1 € co.

3.4 Obtengao da Probabilidade p (w, hq, hs, h3)

Para uma dada rugosidade, ha um ntimero finito de configuracoes, determinadas

pelas equagoes:
hi+h3+ -+ hi = Lw?
, (3.8)
hi+hy+--+h, =0
logo os valores de h;, com i = 1,2,3,---, L devem satisfazer as equagoes do sistema

acima.
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Percebe-se que a primeira das equacoes refere-se a definicao da rugosidade, en-

quanto que a segunda estd associada a altura com referencial na altura média.

Por analogia, as equacgoes acima formam a chamada:

hiperesfera de dimension =1L —1 e

1
raio R = (Lw?)? .

Denotaremos essa hiperesfera de (Hr), pois todas as configuragbes para uma
dada rugosidade w estao inseridas na superficie dessa hiperesfera, que corresponde
a nossa hiperdrea superficial ou hipersuperficie, denotada por (Ar), e cuja dimensao

¢ dada por n = L — 2.

Para um dado hq, ho e hy formamos uma outra hiperesfera, cuja superficie possui
dimensao n = L — 5. Esta hiperesfera é a figura obtida pela intersecao da Eq.
(3.8) com os planos de hy, he € hz. Sua drea (A,) é proporcional ao numero de
configuragoes que possue hq, hy e hs, isso significa que a drea (A,) estd conectada
aos hi, hy e hy. Logo para cada hy, ho, hs e w, a drea (A,) sera diferente, significando
um numero diferente de configuragoes. Assim, a densidade de probabilidade (p) de
ocorrer uma dada configuracao hq, hy e hs sera descrita por:

A
D (U}, hl, hg, hg) = A—;dhldhgdhg (39)

Calculemos agora os valores da drea total (Ar) e da drea parcial (A,).

3.4.1 Ciélculo da Area Total (Ar)

Vejamos, antes, duas importantes férmulas utilizadas para o célculo do volume

de uma hiperesfera de dimensao n e de sua area?:

T2 T2

Vi (R) = =, R"= —R" (3.10)
r(5+1) (5)!

A, (R) = 22 pnet 2T gt (3.11)

r(3) (5 -1)!

2Uma demonstracido mais detalhada a respeito do referido tema, encontra-se no Apéndice - A.
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O valor de n representa a dimensao da hiperesfera.

De acordo com a equagdo (3.8), a hiperesfera (Hr) possui dimensao n = L — 1
1 ,
e raio Ry = (Lw?)?, logo a Area Arp, serd denotada por:

L—-1

o3 e 2172 1y (L-1)-1
Ay(R) = TR = T N ((£w?)?)

dai, temos:

Ar = S+ (Lw? = 3.12

3.4.2 Calculo da area parcial (4,)

Como se sabe a area (A,) é proporcional ao nimero de configuragoes que pos-
suem hy, he € h3 e, por conseguinte essa area (A,) é obtida de uma hiperesfera (H,)
que, por sua vez, foi formada pela interse¢ao da hiperesfera (Hr) com os planos de

hy, hy e hs. Dai, podemos representar (H,) pelo sistema de equacoes:
w? =1 Zz‘Lzl hy
ZiLzl hi =0 ’
hi, ho, hg — cte

com algumas manipulagoes, temos:

hi+hZ+-- +h? = Lw® — (h? + h3 + h3)
(3.13)
hys+hs+---+hy = —(hy + ha + h3)

Essa é entao nossa hiperesfera (H,), cuja dimensao n = L — 4. Agora, podemos
calcular (A4,), usando (3.11):

o2ms 27z
An (R) = — Rn—l _ — R(L—4)—1
G- &
dai, a area parcial da hiperesfera é dada por:
or T L—5
Ay = —'Rp . (3.14)

(3-3)
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3.4.3 Calculo de R,

Inicialmente, veja que o primeiro termo da primeira equagao do sistema (3.13)

ficard bem definido sob a forma:

R24hi+- 4+h2 = (ha+hs+--+hp)> —2hghs — 2hghg — - - - — 2hahy,
—2hshg — 2hshy — -+« — 2hshy, — -+ — 2hp_1hp,
L
Mg+ hi4 -+ hi=(haths+--+h)’ =2 > I (3.15)
6J#1,2,3
L F ]

Substituindo (3.15) em (3.13), o sistema passa a ter a forma,

(ha+hs+ -+ he)* =23 hih; = Lw? — (h? + h2 + h})

7j#]"273
i #
hy+hs+---+hy,=—(hy + hy+ h3)

Usando substituicao de equacao, isto ¢, substituindo a 2* equagao na 1* equagao do
sistema acima, temos que:

L
—2 > hih; = Lw? — (B + h3 + h3) — (hy + ha + h3)*. (3.16)

i, #1,2,3
i F
Objetivando extrair os termos cruzados da nossa equacao, vamos fazer uso de
topicos, bastante conhecidos em &algebra linear, em particular, polinomios carac-
teristicos, autovetores e autovalores. Maiores informacoes podem ser encontrados
no livros Algebra Linear, da colecao Schaum, de Seymour Lipschutz e Algebra Lin-

ear, da Colegdo Matemdtica Universitaria, de Elon Lages Lima [12, 13].

Escrevendo a equacao acima sob a forma matricial, obtemos:

0 —1 - —17 7 hy )
-1 0 --- =1 h 3 3

[ Pa hs - o] SRR 15 :Lw2_<zh?>_<2hi> |
-1 -1 --- 0 hL =t =

(3.17)
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Denotando a matriz L x L, como matriz M, vamos calcular os seus autovalores:

[0-x -1 -1 o =1 ]

-1 0-Xx -1 - -1

M, ;=| -1 -1 0-Xx - -1
-1 -1 -1 - 0=

O polinomio caracteristico é dado por

B \L-1 M =—(L-1)
Ao 0-n o= A=
Como a matriz M esta associada aos hys com ¢ = 4,5,---, L, os autovalores sao
(A =—(L—4)
As =1
A =1
AL =1

\

e 0s autovetores associados aos autovalores sdo:

Ay =—(L—4);
U4:(]-717]-7"'71)

Para definir o autovetor unitario, associado a \y = — (L — 4), devemos inicial-

mente calcular a norma de |vy]:

12 +1% 4. 412
|U4|: N d :\/L——?)
(L —3) vezes

e o vetor unitario serda dado por:

Uy ( 1 1 1 1 )
Uy = 77— = ) ) y Ty .
T VL=3 VL=3VL=3 L—-3

Com os autovalores acima descritos, é possivel criar uma matriz de conversao

para outros eixos A/, por meio de uma rotacao nos eixos, com objetivo de eliminar
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os termos cruzados da Eq. (3.16). Dai, reescreve-se a expressao (3.17) sob a forma:

—(L-4 0 --01[n

0 1 -~ 0 Rl 3
[hﬁl hs -+ hlL] : o 25 :Lw2_<zh?>_<2h'

—(L—4)hy +hZ +--+h} = Lw® — (Zh?) — <Zh> : (3.18)

Agora, veja que

hy hy

hy = (w) h;5 :[ Ll—3 Ll—3 Ll—s] h,S )
hy h

hy, = ! (ha+hs+---+hp).

VL -3

Substituindo (hy + hs + -+ -+ hr) por — (hy + ha + h3)

1
]’L:l:—\/L:_g(hl‘i‘hg_"hg),

L
My = = (Z hl> . (3.19)

i=1

Agora, com uma nova substituigao de (3.19) em (3.18), temos:

T L;_S (ih)Q + (ih}z) = Lu? — (i#) — (ihi>2

=1

3 3 2
1
i=1 i

Dado o substrato de tamanho L, quando L — oo =— ﬁ — 0, podemos concluir

que o raio da hiperesfera parcial (R,) sera dado por:

M

R, = (Lw® — (hi+ h3 + h3))*? . (3.20)
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3.5 Densidade de Probabilidade

Agora, que ja se sabe quem é R, e, utilizando a equacao da Area Parcial, Ap,

tem-se que:
o T
A — —RL_5,
TGy
L4 L-5
Ap = é?i%y[umﬂ—(h?+h§+h@)ﬂ
5 !

Por conseguinte, a probabilidade de ocorréncia de uma configuracao quando for dada
hl, hg [§ hg é:

A
P(W,hh ha, h3) = A—p-
T

Assim

L—-5

L_3)
p(w7h1,h2,h3) = (2 )

Com mais algumas manipulagoes algébricas na expressao acima, podemos con-
cluir que a densidade de probabilidade (p) de ocorréncia, para uma dada configuracao

h1, he e hg, sera denotada por:

(Lw? — (W2 4+ h2+h2)) 7
(Lw?) =

: (3.21)

No préximo capitulo, faremos uso das mudancas de coordenadas, objetivando nao
s6 uma simplificacao para a metodologia adotada, como também para garantir a sua
funcionalidade, para isso iremos comecar fazendo uso da mudanca de coordenadas

para a equagao acima descrita, Eq. (3.21).



Capitulo 4

Mudanca para Coordenadas
Esféricas

Uma mudanca conveniente para a expressao do calculo da probabilidade, bem
como para a variagao da rugosidade quadratica, ¢ dada usando as coordenadas
esféricas, nas quais a terna (hy, he, h3) passa a ser descrita em termos de coorde-
nada radial mais os angulos (p, a, 3), dessa forma, temos as seguintes equagoes de

transformacao:
hy = Rsin psin acos
hy = Rsinpsinasin 8 onde R = wV'L. (4.1)
hs = Rsin pcos «

Conforme podemos observar na figura abaixo:

h,

b,

Figura 4.1: Esquema representativo da mudanga de coordenadas cartesianas para coordenadas

esféricas.

43
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Os angulos sao definidos nos seguintes intervalos:

0 0 <21
0 Q

NN
NN

.

Veja ainda que, ao multiplicarmos o raio R = w+/L por sin p, com p definido no
intervalo 0 < p < 7, este nos assegura que, dada uma configuragao, o raio nunca
vai ultrapassar o valor maximo permitido para qualquer configuracao dada, estando

entao limitado pelos primeiros vizinhos, isto €, hy e hs.

4.1 Mudanca na Probabilidade

Usando a célculo da probabilidade, Eq. (3.21), vista no capitulo anterior, e com

uso da mudanca de coordenadas, a expressao toma nova forma:

-5

) = ooy 2= )
(_LU)Q) 2 )
= gy U
(LwQ) 3
(L0?) % (cos?p) %"
e (L) o5
! (Lw?) =
(U) P, 7ﬁ) - 77( )(Lw )_% (COSp)L_5 (42)

o]
w
L~
Nyl
|
lw
—

onden (L) =

Y
SISl
|
w
S—|

4.1.1 Matriz Jacobiano

No estudo envolvendo mudanga de coordenadas, trocarmos as variaveis hy, hy € hg
(coordenadas cartesianas) pela coordenada radial, sin p, mais os angulos (p, a, 3),
também deveremos fazer uso do determinante jacobiano, como veremos a seguir.
Por esse motivo, fizemos o estudo a respeito do tema, Jacobiano, e por se tratar de
um texto curto, optamos por anexar neste mesmo capitulo. Vale dizer, que o uso do
jacobiano € 1util no sentido de mostrar como a mudanca de coordenadas se comporta

geometricamente [14, 15].
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Definicao formal

Seja f : R™ — R™, ou seja, uma fungao que denominaremos ” f”, com dominio
e imagem no espaco euclidiano n e m dimensional, respectivamente. Tal fungao
é definida por um vetor de m componentes, sendo cada componente uma funcgao
fi : R — R. As derivadas parciais dessas fungoes podem ser organizadas numa

matriz m x n, denominada Matriz Jacobiana. Assim, a Jacobiana é definida como:

roh Oh .. 9A T
811 8m2 axn
811 69102 amn
Y
L Ox1 Oxo Oxp A

uma matriz de m linhas e n colunas. A primeira linha representa as derivadas
parciais da fungao f; em relagao a todos os x (de z1 a z,,). A segunda linha representa
as derivadas parciais de fy (também em relagdo a todos os x), e assim por diante,
até a linha de nimero m, que representa as derivadas parciais de em relagao a todos

0S Tjs.

O Jacobiano ¢ definido como sendo o determinante da Matriz Jacobiana. Esse
determinante é de grande importancia na mudanga de variaveis em integrais multiplas,

bem como em outros campos da matematica.

4.1.2 Calculo de dh dhodhs

Ao usarmos as equagoes de transformagoes, Eq. (4.1), é facil observar que as
derivadas parciais de cada funcao hi, he, hs existem, denotando a fungao f (p, «, 3)

da seguinte maneira:
f(p7a76> = (hl <p7a75> 7h2 (,0,@,5) 7h3 (p7a7ﬁ)) :

Entao, a matriz das derivadas parciais pode ser escrita sob a forma:
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Ohy  Ohy  Ohy
op [oe" apB

Ohy  Ohy  Ohy
op [oe" apB )

Ohy  Ohy  Ohy
| Op Ja B

onde cada uma das derivadas serao descritas conforme representagao abaixo:

Oh1 _ i Oha _ i i Ohs _

9 = Rcospsinacos o7 = Rcospsinasin o = Rcos pcosa
%:Rsinpcosacosﬂ , %:Rsinpcosasinﬁ ) %:—Rsinpsina
25 = Rsin psin asin g 98 = Rsin psin acos 8 25 =0

efetuando as substituigoes na matriz, podemos agora calcular o seu determinante.

O jacobiano é entao dado pelo determinante da matriz, como se segue:

Rcospsinacos Rsin pcos acos —Rsin psinasin
Joap = det R cos psinasin 3 Rsinpcosasin Rsin psin a cos
R cos pcos —Rsinpsina 0

= R? (cos psin? psin a) (C082 3 + sin® ﬂ) (sin2 a + cos? a)

= R (cos psin? psin a) .

E sabido que R = wV/L, entdo R® = (LwQ)% , dai tem-se:

3
2

dhydhodhs = (sz) (cos,osin2 psin a) dBdadp. (4.3)

Como a probabilidade, propriamente dita, é o produto da densidade de probabil-

idade com (dhidhadhs), usando as mudancgas de coordenadas e as expressoes (4.2)
e (4.3) tem-se:

p (UJ, hi, ha, h3) dhydhodhs = p (U% P, «, ﬁ) dfdadp

_3
2

p (w, by, ha, h3) dhidhadhs = 1 (L) (Lw?) 2 (cos p)i? (sz)% sin? p. cos p. sin a.dBdadp

p(w, p,a, B) dBdodp = n (L) (cos p)*~* sin? p. sin av.dSdadp. (4.4)
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Usando (3.7), em conjunto com a expressao (4.4), temos:

co ba as
[ [ (Aiihe + Ap) +
c1 by al
Aw ¢ by ho Agy (hy — h1)2 + L4
Atq = | +2[ [ [ | +Axhi(hy—h)— |+ | (n(L)(cosp)” " .sin p.sin a.dBdadp.
c1 by ar —Agz (hy — hy)
c2 ha ho
+ [ [ ] (=As1 (h2 — h) (ha — hs))
c1 by a1 .

(4.5)

4.2 Estudo dos Termos da Equacao ATI?

Iniciaremos agora um estudo detalhado de cada um dos termos da equagao que cor-
responde a variacao total da rugosidade quadratica. Nesse estudo, além de procurar-
mos saber quais intervalos deveremos tomar os respectivos valores para cada termo,
iremos fazer uso do programa Maple 8.0 [16], tendo em vista que para efetuarmos
os calculos aqui expostos levariamos bastante tempo, e ainda correndo o risco de
encontrar resultados errados, devido a grande complexidade de cada termo, vale
salientar ainda, que nos calculos por ele efetuado, o programa Maple 8.0, aparece a
chamada Funcao Gama, porém por questao de simplicidade, transformei todas es-
sas funcoes para fatorial, obedecendo as regras desenvolvidas no Apéndice - B deste
trabalho, tendo em vista, que é muito mais simples e facil de ser entendido, do que a
prépria Funcao Gama, embora, em certas partes, o préprio fatorial, também precise

de ajustes para tornar-se legivel.

1° Termo da Equacao

Usaremos para denotar o primeiro termo da Eq. (4.5), wg(), logo o primeiro
termo da Eq. (4.5) em conjunto com seus coeficientes e as equagoes de transformagao

para hi, ho e hy como descrita anteriormente, passa a ser descrita sob a formas:
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co bo as
wey = 1(L) / / / ((cos p)" ™ (sin ) (sin? p) [2AzwV/Lsin psin asin 3 +
c1 b1 al

4 (1 - %) (Az)))dBdadp.

L_3
> \2 "9

Lembre-se: n (L) =7 (Zs):

No primeiro termo da equacao, a integral ocorre para todos os valores de hq, ho
e hs, de modo que a integral, nas novas coordenadas, sera calculada dentro dos

respectivos intervalos:

0<B<L2m0<a<m0<p<

b |

)

logo a equacao acima, a ser integrada, devera obedecer aos intervalos, dai temos:
5 T 27 2A \/Z . . .
L—4 . . 9 xwy/ Lsin psin asin 4+
We1) = 1N (L)/ / / ((cos p)” " (sina) (sin® p l 9 }) dBdadp,
o o Jo Jo ( ) +(1-1) (Az)

efetuando os calculos acima, obtém-se para o primeiro termo da equagao da variagao

;!> . (4.6)

total da rugosidade quadratica, o resultado:

32A2% (L — 4) (L)
(L—3)(L-2)(L-=1)L(L+1)*\(£-2

Wq(1) =

2° Termo da Equacao

O segundo termo da equacao serd denotada por wg(s), usando o segundo termo
da Eq. (4.5) com as mesmas condigbes com que foi tratado o primeiro termo e

simplificando os seus termos, obtém-se:

cabo h
Wq2) = 21 (L) fsz((l — 1) w*Lsin® psin® a (sin B — cos B)? +

c1 by ar

+2w? L sin? psin? a cos B (sin B — cos 3) —

—282\/Lw (sin p) (sin a) (sin 8 — cos 3))((cos p)t ! (sin® p) (sin«))dBdadp.
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No segundo termo, h; nao passa de hy, isto é, hy < hs. Logo a densidade de

probabilidade, para as novas coordenadas, deve possuir valores correspondentes a

todos os pontos em que hy > hq, dai:

he = h
Rsinpsinasinfg > Rsinpsinacosf
sinf8 > cosp.

Portanto, os intervalos para o segundo termo serao dados por:

%sk%ﬂ;osa@;osm

e agora a equacao deverd ser integrada dentro dos seguintes intervalos:

N

Wqe2) = 21 (L) fog N f?[(l — 1) w?Lsin® psin® a (sin # — cos B)* +

™
4

+2w? L sin? psin® o cos 3 (sin B — cos ) —

—282/Lw (sin p) (sin @) (sin 8 — cos 3)] (cos p)F ! (sin® p) (sin ) dBdadp.

No que resulta:

Azv2L3 (£ —2)1 = 3AzV2L% (£ — 2)1+
+2Ax2V2L (£ — 2)! + 2wLV Ly (552) -

_ —2wVLy7 (7).
= (L—3)(L—2) yaLvL(L—1)° (% —2)]?

8w (L — 4) (51)!

Simplificando a expressao acima, encontramos:

_—w(L—4)(L—2)\/f[Aa:x/?(é)wrw(%)!\/fﬁ] (%)g) @
o VAL -17(L -3 ()
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3° Termo da Equacao

Para terceiro termo da equacao, seguindo o mesmo pensamento, denotaremos
por wg(3), € usando o terceiro termo da Eq. (4.5) com condigoes andlogas ao primeiro

e segundo termo e simplificando os seus termos, obtém-se:

c2 hy ho

Wy(z) = —2w?n (L) / / /[Sin2 psin a (cos o — sin acsin 3) (cos B — sin f3)

c1 by a1

(cos p)**sin? psin adBdadp.

As novas coordenadas do terceiro termo devem possuir valores correspondentes

a todos os pontos em que hy > hy e hy > hs. De hy > hy, sabe-se que valores para
[ estao no intervalo:

7 5T
1 <B < R
Agora, para hy > hg, tem-se que:
ho > hs

sinasinfS > cosa

COS (v
sinfi > — = cot a,

sin «v

o intervalo que cumpre esta condicao é, entao, descrito por:
0>a>cot™! (sing).
Logo os intervalos, para o terceiro termo, serao dados por:

5
< B <L IO a = arccotsin ;0 < p <

N
o] N

E também de forma analoga aos casos anteriores, as integrais possuirao valores
dentro desses respectivos intervalos:

57
3 o arccotsinf

Wy =  —2wn(L // / [sin? psin o (cos @ — sin asin ) (cos 3 — sin 3)

(cos p)* " sin? psin a]dBdadp.
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Calculando essa integral tripla, encontramos:

1 wL(L+2)(L—2)(L—4) (r-3v3) (54! (]2)!
12 m(L=1)(L+1)(L-3)(5) (5?)!

que simplificada nos fornece:

wq<3)_—%2 (L(L—2) (L—4) (3\/§—w)> <(€v)'> | 48)

(L —1)* (L —3)

Wq(3) =

Forma Simplificada de w, e w

Dessa forma, podemos efetuar os calculos do valor total da rugosidade quadrdtica
<AT“2‘1>, este é obtido através da adicao dos valores de wg(1), wy2) € Wy(s).

2

Escrevendo o resultado da adigao em funcao de w® e w, a expressao obtida e

simplificada é denotada por:

( T Q!Q
_(7&ﬂ<>@mLC ?>1ﬁ+

1
6" w(L-3)(L-1)

Aw, _ _ 2V2Az(L—4)
At vV (L=3)(

L~

h

S () v

(Tm = 3V3) (L—4) (L Cé>>

1
T8 AL -3)(L-1) )!
L2V (L-4)(L-2) VL ((%)!)
ovRL=ne-1 U (B)!

C3 =

Az? (L —4)(L-2)L { ()
2(L—3)(L—1) !
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dai, temos:

Awy,
At
onde cada um dos coeficientes, como pode ser observado sao positivos.

= —ciw® — cow + cs, (4.9)

No capitulo seguinte, iniciaremos o estudo da equagao diferencial acima descrita,
quando tentaremos, a partir dessa encontrar os principais elementos do nosso es-
tudo, que sao: a rugosidade de saturacao - wsy, bem como os expoentes criticos
(rugosidade - «a, crescimento - £ e dinamico - z). Em seguida, vamos comparar com

os resultados obtidos por simulacao numérica computacional.



Capitulo 5

Resolucao da Equacao

Como visto no capitulo anterior, o valor total da rugosidade quadrdtica, é dado

pela Eq. (4.9) e seus respectivos coeficientes, que sao:

1 (Tr=3VB)(L-a)(L-2)L [ (55! 2
1= 6 mL-3)(L-1) (L)
_ 2v2a(L-4)(L-2VL [ (*5)!
€2 = T R(L—3)(L-1)? < (é)! ' (5-1)
L—1 2
A4y L-2)L [ (A7)
€3 = "3 3)(L-1) )

Com essas novas informagoes, inicia-se agora um estudo da equacao acima de-

scrita. Para isso, é importante relembrar que a variacao da rugosidade quadratica

AAwtq ¢ dada no intervalo de uma deposicao, considerando esse intervalo como sendo
uma diferencial, temos:
Aw dw dw
4 — 2% = 2w—. (5.2)
At dt dt

Substituindo a Eq. (4.9) na Eq. (5.2), encontramos a seguinte expressao:

—cw? — w43 = 2wd—w
1 2 3 = i
dw
2
_ _ — Qu—
(c1w® + cow — c3) w
2wdw
w2 i %2 a = —Cldt (53)
c1 c1
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Como a expressao w? + 2w — < trata-se de uma equacao quadrética, esta pode
C1 C1 9

ser fatorada e, portanto, reescrita sob a forma:

c c
2 2 3
we+ —w—— = (w—wy) (w—ws),
C1 C1
, - : wy +wy =—2
onde wy, wy corresponde as raizes da equagao, e mais como W e, 1880
w2 = — >

implica que as raizes possuem sinais contrarios, digamos w; > 0 e wy < 0.

Usando a Eq. (5.3), agora com a forma fatorada para a correspondente equacao

quadratica, tem-se:

2wdw
(w —wr) (w — wsy)

= —Cldt.

Utilizando o método das fragoes parciais, podemos escrever o primeiro termo da

equacao acima sob a forma:

A B
( + ) dw = —cydt, (5.4)
W

w—w; w—

de onde encontramos os seguintes valores:

—211)1 2UJ2
A= B = :
Wo — W1 Wo — W1

Substituindo os valores de A e B na Eq. (5.4), tem-se:

—2w1 2wo

2L L dw = —adt
w — W1 w — W2

que se trata de uma equacao diferencial de variaveis separaveis. Integrando os dois
termos da equacao acima, quando a primeira integracao acontecera no intervalo

[0, w], e a segunda no intervalo [0, t], obtemos a seguinte expressao, que é a equagao

w —2wq 2ws t
W 4 T N dw = —c; [ dt
0 w — Wy w — Wy 0

2wo 2wq

In (1 _ ﬂ) S i (1 LR T Y
w1

da rugosidade:
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2wy

ML (1 _ ﬂ) (w55) (1 - ﬂ) (=) (5.5)

&1 W2 w1

A expressao acima é a equacao da rugosidade a qual procuravamos. Toda a
metodologia culminou nessa equagao e, como podemos observar, ela possui o in-
coveniente de ser uma equacao implicita, pois o tempo ¢, varidvel independente,
estd em funcao da rugosidade w, variavel dependente. A equacao acima nos garante

que na rugosidade inicial, ou seja, w = 0, temos o tempo inicial ¢ = 0.

5.1 Obtencao dos expoentes criticos

Podemos observar na Eq. (5.5) a presenga dos elementos wq, wy que, como ja

~ , ~ 2 c2 __¢c3 __ _ .
apresentados, sdo rafzes da equagdo (w® + 2w — 2 = (w —wy) (w — w2)) e, desse

modo, essas raizes podem ser obtidas a partir dos coeficientes: ¢q, ¢y e 3. De posse
dessas informagoes, temos que:

—02-1—\/ 2+ 4(cy) (c3) —02—\/ 4+ 4(er)(c )

w, = Wy =
Cl) ’ Cl>

(5.6)

Os coeficientes c¢1,cs e ¢3 dependem de L e Az (onde Ax corresponde a altura
do sitio e a partir de agora tomaremos Az = 1) de acordo com a Eq. (6.1). Dessa

forma, wy e wy estao associados a L.

Com ajuda computacional, apresentaremos, a seguir, os valores de w; e ws, 0
procedimento para calcularmos os valores correspondentes a esses elementos, serao

obtidos, usando o programa Maple 8.0 [16]. Para isso, usaremos o seguinte script:

L:=2"1: dx:=1:
array ([seq([evalf(w1)],i=5..14)]);

No script do programa, tomamos L = 2!, para a obtencao de L = 32,64, - - -, 16384,
dessa forma consta no script os valores de i = 5, - - -, 14; para os calculos de w; e wo,
sendo os coeficientes ¢y, ¢ € c3, ja conhecidos; dessa forma inicialmente, calculamos
os valores de w; e depois com o mesmo script, trocando w; por ws, calculamos os
seus respectivos valores. Os resultados obtido, é entao Tabelado, conforme pode ser

visto abaixo:



56

L w1 Wa

32 3.5812 —4.8575

64 5.3440 —6.6154
128 7.8314 —9.1002
256 11.3452 —12.6129
512 16.3121 —17.5792
1024 23.3348 —24.6015
2048 33.2652 —34.5317
4096 47.3081 —48.5746
8192 67.1672 —68.4337
16384 95.2520 —96.5184

Tabela 5.1: Valores obtidos para vérias varidveis com L = 32 a 16384.

5.1.1 Obtencao do expoente de rugosidade «

Pela Eq. (5.5) e, tendo em vista que, anteriormente, denotamos w; > 0 e wy < 0,

temos que, a medida que w se aproxima de w;, o tempo tende a infinito, pois

In0 = —oo. Isso implica que w; é a rugosidade de saturacao, w; = wsy. A partir

dessa informacao é possivel obter o expoente de rugosidade .

De posse dos dados, ver Tabela 5.1, é possivel obter o expoente de rugosidade «,

como se segue. Sabendo que wy,; = kL%, podemos apresentar os dados tabelados

em um grafico do tipo log —log, de modo que log (wse) ~ alog (L) + log (k), e

o expoente de rugosidade « serd o coeficiente angular da curva que, nesse caso,

possuira valor igual a a = 0.509 4 0.002.

Crescimento da Rugosidade de Saturacao

125

25

log(w[sat])

T
Grescimento

Dados Simulacao %

. L
100 1000
log(L)

L
10000

100000

Figura 5.1: Gréfico tipo log-log de L X wq¢, com os dados tabelados, obtidos através da expressao

W] = Wgqt, Simultaneamente com ajuste de curvas.
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Ainda sobre o expoente de rugosidade «, temos que:
1) Mello et al, em seu artigo original, obteve a = 0.491 £ 0.002,

2) no Capitulo 2, foram feitas simulagoes do algoritmo de corrosao, onde expuse-
mos a Tabela 2.1 com seus respectivos valores de saturagao, dai com esses valores,

encontramos o expoente o = 0.498 £ 0.003, e
3) a equagao obtida por nossa metodologia, Eq. (5.5) forneceu o = 0.509+0.002.

Apesar do valor obtido em nossa metodologia nao se encontrar dentro da margem
de erro apresentada pelas simulagoes, podemos considerar que os valores possuem

boas aproximagoes e, ainda pode ser proposta a inclusao dentro da classe de univer-

1

salidade de K PZ, pois essa classe possui a = 3.

5.1.2 Obtencao do expoente de crescimento [

Nesta subsecao obteremos o expoente 3. Ja demonstramos que a rugosidade
estd associada a uma lei de poténcia com o tempo, isto é, w ~ t?, quando t < t.q;.
Assim, o expoente [ é obtido com maior precisdo quanto maior for o tamanho
do substrato, no caso L = 16384, pois nesse caso mais dados de tempo t < tgu

participarao do ajuste.

Para criarmos a tabela de rugosidade pelo tempo, de modo numérico, geraremos
para cada valor de w, comecando de w = 0, o seu respectivo valor de tempo ¢, e
isso para os valores de L, variando de L = 2° = 32 até L = 2!3 = 8192. Assim,
para o caso correspondente a L = 16384, encontramos os seguintes valores para
wy; = 95.2520 e wo = —95.5184. Em seguida, variamos os valores correspondentes
a rugosidade w de 0.10 até 95.26 (este dltimo valor corresponde a um valor maior
do que o valor de w; = wyy) €, usando a Eq. (5.5), obtemos para cada rugosidade
o valor correspondente ao tempo. Seguindo esse passo a passo, obtivemos o grafico

do crescimento da rugosidade versus tempo para L = 16384.
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w o tparal = 16284

HE3Ed  +

Rugosidade

1 10 100 1000 10000 100000 1e+008

Figura 5.2: Representagao grafica dos dados obtidos, para o caso particular de L = 16384, usando
a Eq. (5.5).

Utilizando os dados e o grafico acima, pode-se obter o expoente . Assim,
para o caso L = 16384 realizamos o ajuste e obtivemos o expoente de crescimento
B = 0.337 £ 0.001. O valor encontrado por Mello et al, em 2001, em seu artigo
original, foi de 5 = 0.330 £ 0.001. Assim, para 3 percebe-se que os dados possuem

boa aproximagao até segunda casa decimal.

5.1.3 Obtencao do expoente dinamico z

Utilizando o mesmo procedimento numeérico, apresentado na subsegao acima,
para L = 16384, foi possivel a construcao da curva de crescimento para cada valor

L, como podemos observar no grafico abaixo.
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Rugosidade

I
10000 100000 1e+001

I ' 1
1 10 100 1000
Tempo

Figura 5.3: Representacio grafica, w x t, para as curvas correspondentes a cada L.

Tal como apresentado no capitulo 1, Figura 1.8, se realizarmos, no gréfico tipo

log — log, o ajuste de curva para t < t ue sera uma reta, e para t >t
) sat ) sat
que sera uma curva constante, tem-se que o encontro entre essas duas retas indica o

tempo t,,. Realizando os ajustes para os diversos substratos, obtemos os seguintes

valores de t,,; para cada L:

L tsat

32 1.31090
64 4.29788
128 13.35321
256 40.09693
012 117.73636

1024 340.54084
2048 974.89790
4096 2771.17207
8192 7838.29797
16384 22094.28411

Tabela 5.2: Valores obtidos para tsat para as variaveis com L = 32 a 16384.

Como ja apresentado tg,; ~ L?, logo se plotarmos a tabela acima em um grafico

tipo log — log e realizarmos a linearizagao, como mostrado abaixo:
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10000

L x tsat]

T ———r
Crescimento
ados Simulacao ¥

1000

100 /

log(t[sat])

10 100 1000 10000
log(L)

100000

Figura 5.4: Gréfico log —log de L x t44, com os valores extraidos da Tabela 5.2.

obtém-se, entao, o valor de z que, com esta nova situagao, tem-se z = 1.502 +
0.002. Porém, como nao temos o expoente dinamico z, no artigo original de Mello
et al, de 2001, o valor correspondente a esse expoente dinamico z, aqui exposto, foi
obtido usando a equagao de escala que relaciona os trés expoentes, Eq. (1.8), que

em nossos calculos, foi de z = 1.488 £+ 0.011.

Apresentamos abaixo uma tabela com os valores obtidos nas se¢oes anteriores; os

valores obtidos por simulacao! e os valores encontrados no trabalho dos pesquisadores
Mello, Chaves e Oliveira [1]:

Método N\ XPoentes rugosidade — « saturacao — 3 dinamico — z
Mello et al 0.491 £ 0.002 0.330 £ 0.001 1.488 +0.011
Sitmulacdo 0.498 £ 0.003 0.311 £ 0.001 1.601 £ 0.012

Analitica 0.509 £ 0.002 0.337 £ 0.001 1.502 4 0.002

Tabela 5.3: Expoentes de rugosidade, crescimento e dinamico.

A partir dos dados obtidos por nossa formulacao analitica, isto é, baseada na Eq.

(5.5), podemos concluir que o modelo de corrosao pertence a classe de universalidade
de KPZ.

1O expoente dinamico z, aqui exposto, foi calculado pela Eq. (1.8).
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5.2 Consideracoes da Metodologia

Podemos observar na Tabela 5.3, que a nossa formulacao analitica forneceu os
expoentes criticos com boa precisdao ao ser comparado com 0s mesmos expoentes
obtidos tanto pelas simulagoes, quanto pelo apresentado no trabalho de Mello et al
[1]. E como exposto anteriormente, é através desses valores (expoentes de cresci-
mento, rugosidade e dindmico), que nos leva a considerar que o modelo de corrosao

proposto pertenca a classe de universalidade de K PZ.

5.2.1 Existéncia de configuracoes proibidas e probabilidade

Tomando como base a metodologia que criamos, pode ser visto no capitulo 3,
que o calculo das probabilidades é descrita considerando a razao entre a area da

2 3. Isto nos fornece a

hiperesfera parcial (A,) * e a drea da hiperesfera total (Ar)
probabilidade para todas as ternas (hy, hy e h3) de configuragao. Porém, esta for-
mulagao possui algumas inconsisténcias, pois ela nao inclui algumas caracteristicas
intrinsecas ao algoritmo como ¢é o caso de alguns tipos de configuragoes, que aqui
chamaremos de configuragoes proibidas. Veremos a seguir maiores detalhes a seu

respeito.

Como sabemos este modelo de corrosao, é baseado em automatos celulares, isto
é, regido por regras (algoritmos) que proibe a presenca de determinados tipos de
configuragoes. Observando a figura abaixo, temos um esquema representativo de
dois tipos de configuragoes do modelo de corrosao que sao impossiveis de acontecer,

e as denominamos de configuragoes proibidas.

As duas configuracoes, representadas pela Fig. 5.5, nao existem para o modelo de
corrosao, pois ao se depositar uma particula no sitio do centro, devido ao algoritmo
de corrosao Eq. (2.1), os dois sitios também seriam corroidos de modo a crescerem
até a altura anterior ao sitio do meio. Isto formaria uma configuracao diferente do
que ¢ visualizada na Fig. 5.5. Nao existe nenhuma sequéncia de deposigoes que

conseguiriam formar aquelas trincas de alturas usando o modelo de corrosao. Dai

2Essa ¢ proporcional ao ntimero de configuracdes que possuem hi, ho € hs, significando entdo
que a drea (A,) estd associada a cada um dos hys,7 = 1,2,3 e w. Dal a 4rea (A4,) serd diferente,
significando um numero diferente de configuragoes.

3Essa é calculada, levando em consideracdo apenas a rugosidade w.
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podemos afirmar que configuragbes como as apresentadas na Fig. (5.5), constituem
uma limitacao a nossa metodologia, pois as probabilidades calculadas nao excluem

essas configuragoes.

A ser corroida

Corroida

Figura 5.5: Esquema de duas configuragoes impossiveis no modelo MCO.

Os valores da rugosidade de saturagao obtidas pelas simulagoes e pela férmulacao
analitica geram valores diferentes, acredito que uma das motivagoes, seja exatamente
pela presenca, no calculo das probabilidades, das configuragoes proibidas. Porém,
pelos resultados obtidos, os expoentes criticos nao sao alterados, o que a principio
nos leva a supor que as configuragoes proibidas nao alteram os valores dos expoentes
criticos. Uma hipdtese é que o padrao do crescimento como um todo se mantenha,
incluindo ou retirando as configuracoes proibidas. Porém, a metodologia deve ser

empregada para outros modelos a fim de se verificar esta suposicao.

Se conseguissemos obter a probabilidade exata e na qual inclua estas carac-
teristicas ao modelo, conseguiriamos obter nao sé os expoentes criticos, mas a ru-

gosidade de saturagao com um melhor grau de precisao.

Aqui estamos considerando a nocao de Equiprobabilidade, ou seja, aconteci-
mentos igualmente possiveis, isto é, quando as caracteristicas associadas ao experi-
mento sugerem N resultados possiveis, todos eles com a mesma chance de ocorréncia.
Partindo dai, a probabilidade de um dado evento que contenha n resultados sera
dado por [17]:

onde, essa probabilidade, deve ser um valor compreendido entre 0 e 1, observando
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que, quando a probabilidade assumir valor nulo, significa que temos um evento
impossivel de acontecer, enquanto que no caso da probabilidade ser igual a 1, o
evento em questao sempre acontecera. Dessa forma, o calculo das probabilidades das
hiperesferas, como visto no capitulo 3, e no paragrafo anterior, sugere que estamos
trabalhando com todo os tipos de configuracoes, isto é, as configuragoes proibidas e

as nao proibidas.

No entanto, nesse trabalho, como buscamos a partir de uma metodologia, uma
formulagao analitica, que descrevesse de forma prética, os expoentes criticos (ru-
gosidade, a, crescimento, 8 e dinamico, z), e quanto a isso, consideramos que o0s
resultados foram atingidos com éxito, a metodologia aqui utilizada satisfaz a con-

tento os nossos objetivos principais.

Outro ponto, que devemos considerar, é a aplicabilidade da metodologia no es-
tudo de outros modelos de crescimento, isto ¢, podemos, a partir da metodologia aqui
utilizada, procurar desenvolver novas formulacoes analiticas para outros modelos de
crescimento, que tenham por finalidade, descrever os expoentes de crescimento, de

rugosidade e dinamico, como os que encontramos, para o caso do modelo de corrosao.



Capitulo 6

Resolucao da Equacao - Nova
Perspectiva

Partindo do que ja foi visto, o que iremos fazer agora é uma nova tentativa de
resolucao baseando-se nas caracteristicas observadas nos coeficientes obtidos da Eq.
(4.9), para isso, iremos usar como nova ferramenta de investigagao, a férmula de

Stirling e a invariancia galileana.

6.1 Analise dos Coeficientes

Como visto no Capitulo 4, o valor total da rugosidade quadrdtica é dado pela

Eq. (4.9) e seus respectivos coeficientes, sao:

_q (r-3vB)(L-a)(L-2)L [ (5! 2
L= 8 aT)@1)? (L):
_ 2v2na(L-4L-2VL [ (57!
2= T AL (L) ( (2)! ' (6.1)
L—1 2
~ a2—ay-2)L [ (57)!
3= T23)(L-1) (%)

Com essas novas informagoes, inicia-se agora um estudo da equacao acima de-
scrita, fazendo uso dos novos conceitos acima descrito para isso iniciamos com o

conceito de férmula de Stirling.
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6.2 Formula de Stirling

No estudo dos fatoriais é percebido que quando n for muito grande, o esforco
utilizado para calcular o seu valor torna-se bastante exaustivo, dessa forma é impor-
tante produzir aproximacoes de n! que sejam mais simples de serem obtidas. Para

isso usa-se a férmula de Stirling definida como se segue [18]:

n! ~ V2mnn"e™". (6.2)

Na expressao 6.2, o simbolo (~) indica que as duas sequéncias tendem para

infinito com a mesma rapidez, isto é:

2mnne™ "

lim —— =1.
n—soo n!
A férmula de Stirling nao diz que para n grande, n! e v/2mnn"e™" sao préoximos,
o que pode ser observado é que a medida que n aumenta a diferenca entre esses
nimeros também aumenta, contudo o erro relativo cometido ao substituirmos n! por
V2mnne™™ diminui a medida que n cresce. No quadro abaixo ilustramos alguns

valores para n!, para v/2mnn"e™" e a porcentagem de erro [19].

n Nl \/ﬁn"e_" Porcentag(;m de erro
0

1 1 0,922 7.8

2 2 1,91 4

5 120 118,01 1,7

10 3628300 3598695, 619 0,8

50 | 3,04x 10% | 3,03 x10% 0,2
100 | 9,33 x 1057 | 9,32 x 1017 0,1

6.3 Outra Resolucao da Equacao

Com relagao aos coeficientes ¢y, ¢ e c3, percebe-se que todos eles sao possuidores

()

do termo 75~ = Ar, onde L ¢ inteiro. Devido a isto, fazendo uso da férmula de

2
Stirling, obtém-se:
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o= Sl .

(3)! o (£) (£)(3) e (8)
(B (1)) ()
wm(p) (HW W

veja que

j:

g E
VRN

\ |
—_
N——
Nl

Il

j:

g B
VR
—_
|
I
N——

wl
I
a
1

substituindo na ultima expressao o comportamento assintético de A, passa a ser

dado sob a forma:
A ~22L72 quando L — oo, (6.3)

em seguida substituindo a expressao 6.3 em cada um dos coeficientes ¢y, ¢ € ¢3, €
fazendo um estudo assintético para L — 0o, em cada um desses coeficientes como

segue, encontramos:

c1~ = 5 22,72
6  a(L-3)(L—1)

1 (77 — 3V/3) (L—4)(L—2)L< i _1)2

veja que ao fazer o estudo assintético dos termos dependentes de L, quando L — oo,
tem-se:

(L-HEL-2L

(L—3)(L—1)°L

logo para o coeficiente ¢; obtemos:

(77 — 3V/3)

g~ ~—— quando L — oc.
3T

Fazendo uso dos argumentos utilizados para o calculo de ¢y, calculemos agora cs,

veja:

_2V2Az(L—4)(L-2) VL (2%*%)
V(L =3)(L—1)° ’

Co
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tomando Az = 1, chegamos ao seguinte resultado:

4
¢y ~ —L7 ! quando L — co.

N3

Pelo mesmo argumento, calculamos c3, de onde obtemos:

AZL‘Q(L—4)(L—2)L 11 2
ST T I -3 (L-1) (22L 2)

c3 ~ 1, quando L — oo.

Partindo entao desses célculos, e ainda fazendo o estudo assintético para L — oo,

chegamos aos seguintes resultados:

o~ (77T B 3\/5) L—l ~ L_l;
3T
4

g ~ —L 't~ L7t
T
C3 v 1.

Para efeitos de calculos, no Capitulo 4, temos:

Awy,
At

agora substituindo o valor de cada coeficiente obtido através do estudo assintético

= —<:1w2 — CoW + C3,

para L — 0o, na equacao da rugosidade, chegamos a seguinte expressao:

Aw
¢~ —L'w?— L7'w+ 1.
At
) A . ,
como a rugosidade satura quando A“;‘? = 0, o valor de wy, serda dado através da

equacao:

—-1,..2
L wsat

+ L Mgy — 1 ~ 0.
onde o discriminante sera:

A= (L") =4 (L") 1~ L24+4L7" ~ 4L,

substituindo na resolucao da equacao quadratica, tem-se:

—b+vVA (LY +£VALTT L 2V
2a 20! 2L-1
+1

L*l

w =
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1 —1
W~ ——— € Wy~ ——

como a rugosidade de saturacao, ws, > 0, chegamos ao seguinte resultado:

1
Wsat ~ —F— ~ Lz,

1 . , . . . ,
dessa forma, w; — wg, ~ L2, e com isso é conseguido o primeiro expoente, que é

denotado como expoente de rugosidade, o = %

Partiremos agora, para o calculo dos demais expoentes, para isso utilizaremos um
novo conceito, denominado de invariancia galileana, esta propriedade foi verificada
primeiramente para a equagao de Burgers [20], onde a equagao foi usada para descr-
ever o comportamento de fluidos com agitacao aleatéria. Partindo desta equagao,
em conjunto com a equacao de KPZ e ainda fazendo uso do formalismo dos grupos
de renormaliza¢ao dindmico, desenvolvido por Foster, Nelson e Stephen [21], aonde

apds uma série de resolugoes e transformagoes, chegou-se na seguinte expressao [22]:

z+oa=2.

Agora, partindo do valor correspondente ao expoente de rugosidade, o = %, e

substituindo na expressao acima, encontramos o expoente dinamico, z:
1 3

2+ -—=2=z=—,

2 2

agora, com auxilio da relagao de Family-Vicsek, onde expusemos que z = %, é

encontrado o expoente de crescimento, (:

Wl

g =

(0%
z

IO

3 1
3
Dessa forma, isto ¢, com o uso da férmula de Stirling e da invariancia galileana,
chegamos aos expoentes que queriamos: a = 3, f = % e z = 2, que mostra que os

respectivos expoentes do modelo de corrosao, faz com que estes pertencam a classe
de universalidade de KPZ.



Conclusao

Neste trabalho abordamos, inicialmente, conceitos basicos que estao associa-
dos a dinamica de crescimento, como altura média e rugosidade. Descrevemos,
também, de maneira simplificada alguns modelos de crescimento, como os de de-
posicao aleatéria (DA), deposicao balistica (DB) e deposicao aleatéria com re-
laxagao superficial (DARS). Abordamos, de forma resumida, assuntos como leis
de escala e expoentes criticos, sendo este ultimo de grande relevancia no sentido de
que, a partir deles, classificam-se os modelos de crescimento dentro de determinadas
classes de universalidade. Em seguida, introduzimos a equagao de K PZ e o modelo
de corrosao proposto por Mello, Chaves e Oliveira, o qual busca simular o processo
corrosivo de uma superficie unidimensional de um cristal causado pela agao de um

solvente.

O ponto principal esteve associado a formulacao de uma metodologia para obtencao
da fungao de rugosidade. Para a formulagao dessa metodologia, escolhemos testa-la
no modelo de corrosao proposto por Mello et al, em 2001. A metodologia apresenta
varias etapas de desenvolvimento, como a alteracao da rugosidade, apés uma tnica
deposicao, ou ainda a obtengao da probabilidade de uma configuracao, baseada na
razao entre areas de hiperesferas. A equacao encontrada consegue expressar, de

forma satisfatoria, os expoentes de rugosidade, «, de crescimento, 3, e dinamico, z.

O método das hiperesferas, como visto, possui grande potencial, pois a sua for-
mulacao permite a insercao dentro de contextos, nos quais abordam-se outros algorit-
mos associados a modelos de crescimento. A forma como o método das hiperesferas
foi abordado, isto é, levando em consideracao a probabilidade entre as suas areas,
vimos que inclui uma série de configuracoes proibidas. Uma proposta de prossegui-
mento de estudos para o futuro seria reestruturar a probabilidade das configuragoes

para que, ao invés de usarmos essas areas em sua totalidade, considerarmos essas
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areas como fractais, pois assim talvez seria possivel eliminar os elementos limita-

dores, no caso as configuracgoes proibidas.

Outro aspecto para trabalhos futuros seria testar a metodologia em outros mod-
elos de crescimento, a fim de verificarmos a sua validade. Um trabalho importante
como perspectiva futura é ampliar a metodologia para descrever modelos com mais
dimensoes, como bidimensionais ou tridimensionais e ainda amplia-la para descrever

modelos com interacoes além dos primeiros vizinhos.
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APENDICE - A

Volume das Hiperesferas n — dimensional

Nossa intencao ¢é o calculo do volume das hiperesferas, mas para isso usaremos

algumas defini¢oes que serao apresentadas no decorrer do processo.

Uma hiperesfera de dimensao n = 1 tem o seu "volume” representado por
uma circunferéncia e, matematicamente, calculamos esse ”volume” simplesmente

calculando o comprimento de sua circunferéncia:

Vi = 2mr.

Figura 6.1: Perfmetro de uma circunferéncia que, num primeiro momento, denotaremos como

?volume” .

O célculo do ”volume” da hiperesfera 1 —dimensional, corresponde ao perimetro

da circuferéncia.

Uma hiperesfera de dimensao n = 2, é conhecida como um circulo, e o calculo
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do seu ”volume” é dado por:

Figura 6.2: Area de um circulo, que também chamaremos de ” Volume”.

O célculo do ”"volume” da hiperesfera 2 — dimensional, corresponde ao célculo

da area superficial do circulo.

Uma hiperesfera de dimensao n = 3, é conhecida como uma esfera, e tem seu

volume no real significado da palavra dada por:

4
VE; = §7TT3.

Figura 6.3: Volume como é conhecido da geometria espacial.
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Percebe-se, claramente, nos exemplos acima citados, que o raio possui sempre o
expoente associado a dimensao correspondente a que estamos trabalhando. Dessa
forma para os casos, em que a dimensao dada for maior que 3, o apelo geométrico,
deixa de existir, e é observada a presenga de um termo (K;) associado a 7 e ao raio
com seu expoente. Entao, pode-se ter uma visualizagao do processo, isto é:

dim = 1 =V} = 27r;

dim = 2 = V5 = 7r?;

dim=3 = V5= %7‘(‘7"3;

dim =4 =V, o« K;7R%;
dim =5 = V; o« KymR?;

dim=n—=1V, o K,7R".

A presenca do elemento 7 possui uma importante caracteristica; esse elemento é

o responsavel pelo curvamento do corpo em qualquer dimensao que se faz presente.

Defini¢coes Importantes

Inicialmente, faremos uso de algumas notacoes ja conhecidas. A primeira delas

se refere a somatorio:
n
g Ty =1+ Ta+ -+ Ty,
i=1

e a segunda a produtorio, definido por:

n

||ZL‘Z‘:I'1X.I'2X"'X"E”.
=1

Definiremos agora, a funcao Degrau Unitario de Heaviside.
Funcgao de Heaviside (ou degrau unitario de Heaviside): é a fungao H (z)

definida sob a forma:

0, se z < 0;
H(x)—{ 1,se x > 0;
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Figura 6.4: Representacio grafica da Fungdo H ().

0, se x < y;

Generalizagao da Fungao de Heaviside: é a fungao H (z — y) = { 1,se > y:

Figura 6.5: Representacio grafica da Funcao H (x — y).

Ao calcularmos a derivada da funcao de Heaviside, encontraremos uma nova

funcao, denominada Funcao Delta de Dirac:

0, Vx € R*;

00, quando x = 0;

(@) =00 = {

Calculo do volume da hiperesfera

Comecaremos, agora, com o calculo do volume da hiperesfera n-dimensional,
porém, partindo de estudos iniciais, sabe-se que, no caso de 2-dimensoes, a equagao

do circulo é dada por
® +y* =R
Enquanto que, para uma esfera propriamente dita, isto é, no caso de 3-dimensoes,
tem-se:
? +y*+ 2" = R
Dessa forma podemos generalizar para n-dimensdao, denotando a equacgao sob a
forma:

22254+ 22 =R

n
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Fazendo uso das integrais, tem-se que, no caso de 2-dimensoes, o volume pode
ser calculado por uma integral dupla, quando tivermos 3-dimensoes, o volume sera
definido por uma integral tripla e, generalizando para o caso n-dimensional, teremos
uma n-upla de integrais, conforme pode ser visto abaixo. E mais, acrescentamos um
vinculo para que o objetivo principal seja realmente o calculo do volume de uma
hiperesfera. Esse vinculo é dado exatamente pela funcao de Heaviside, porém

tomando como argumento:

J=1
dai,
Vi(R)= [ x [ x---x [ [TH|R = a3 |dx: Al
-0 —00 —oo0 i=1 j=1

Veja que a fungao dada, é a fungao de Heaviside H (z), que no caso:

H RQ—ix? :1:>R2—2n:x§>o:>2n:x§<}z2,
j=1

=1 j=1
pois se fosse

n

H(R =) a :O:RQ—ix§:O:>Zx2:R2,

J
Jj=1 Jj=1 Jj=1

e isso excluiria todos os pontos da integral.

Veja, agora, que reescrevemos a Eq. (A.1), com as seguintes alteracoes; o volume
serd calculado para uma hiperesfera de R = 1, multiplicado por R", pois o volume
serd o nosso termo proporcional sem a dependéncia do raio. Como se percebe, nos
exemplos acima citados, estarfamos agindo como se houvesse uma separacao entre

o termo proporcional e o raio que possui expoente associado a dimensao.

Vo(R)= [ x [ x--x [ Hlda:iH RQ—ZIQ:? = Vo R™ A2
—oco  —00 —00 1= Jj=
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Como calcular as integrais

Inicialmente, devemos derivar a Eq. (A.2)

d o0 oo n n
Vo (R) = / X o X / [[ dz:2rs <R2 - Zx?) = Va@nR™!
5 o =1 j=1

agora, multiplicamos por e F e J, dR

n

[ ox-ex [] dzi2dRe " RS <R2 - > m?) =nVp) [ R e ™dR
—o0 7=1 0

§ =g

=1

usando mudanca de variaveis, como definido abaixo:

[N

R? = t= R=1t

dR 1 1 1
— = Tt = 2dR =1t 2dt
dt 2 & ’

A3

substituindo os valores referentes a mudanca de varidveis na ultima parte da Eq.

(A.3), tem-se:

o0

T 2 1\ -1 1
nVn(l)/RnleR dR = nVn(1)/ (ﬁ) eftﬁtfﬁdt
0

0
oo

1 n—
= nVn(l)i/e_tt;t_édt
0

1 .
= Va3 / etT dt
0

/e—ttZ—ldt

0

= nVn(l)

N | —

LV, (R) = nVpu)i [et2 7 dt. A4
0
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Funcao Gama - I

Utilizaremos, agora, uma outra funcao, conhecida como funcao gama!, repre-

sentada por I', onde:
[o¢]
[ (z) :/ t" e tdt.
0
Para todo n € N, temos as seguintes propriedades:

ra) = 1;
F'n+1) = nl

F<n+1> = Qn)lﬁ.

2 4nnl

Dai, substituindo o termo [ e~t2~*d¢ pela funcao I' (%) = [, t2 e 'dt, da
Eq. (A.4), teremos:

1 [ .
nVn(1)§/0 t2 e tdt = gVn(l)F (g) .

Veja que:
n n 1 n
—R? 2 2| _
/ X / X o X / deiQRdRe ) (R —ij> = 5Vl (5)
—co  —00 “o 0 =1 j=1
A f danca de varidvei y=1I bti
gora, vamos fazer uma nova mudanca de variaveis: { dy = 2RdR e, substi-
tuindo na primeira parte da equacao acima, vamos encontrar:
[ x [ x--ox [ [T]dxidye ¥ (y -3 x?) =V, T (%). A5
—00  —00 —o0 0 i=1 j=1

Funcao Delta de Dirac

Com o objetivo de facilitar varias operacoes nos estudos de Fisica Matematica.
Dirac propos a introdu¢do de uma fungao, denominada funcdo delta d (z), que rep-
resenta uma func¢ao infinitamente concentrada e dada simbolicamente por:

00, se x =10
5(%): )
0,sex#0

1'Um estudo mais detalhado serd visto logo mais.
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mas de tal forma que a integral de § (z) seja a identidade?:

/Zé(m)dle.

Para o desenvolvimento do nosso trabalho, precisamos ainda dos seguintes fatos:

/Oof(x)é(x—xo)da::f(xo).

00, Se T = To
Portanto, partindo da defini¢ao § (x — z¢) = , € como sabemos
0, se x # x
que y — > ", x5 # 0, temos:

/ 0 (y - fo) dy = e 21",

substituindo na Eq. (A.5), temos:

/ X / X oo X /deieZ?—w? = gVn(l)F (g)
—00 —00 —0o0 =1

Lembre-se de que:

/ dxle*w% X / dxge*‘rg X oo X / dxne*‘”% = gVn(l)F (g)
1 1 1 n n

2 X 2 X e X 2 = _VTL F (—)
m s ™ 5 (1) 9

(=) = For(3).

Dessa forma, conseguimos calcular o volume de uma hiperesfera de R = 1.

Va (1) =

nl' (3)

E, por conseguinte, o volume de uma hiperesfera n-dimensional sera dado, entao,
por:

2Nao vamos nos deter em informacdes mais expressivas a respeito do assunto, porém quem tiver
maior interesse, poderd encontrar em (Fisica Matemética - Butkov).
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Usando as propriedades da Fun¢ao Gama , temos que:

Area da Hiperesfera

Para calcularmos a area superficial de uma hiperesfera, basta calcularmos a
derivada do volume em relagao ao raio. Para efeitos de cédlculos, vamos tomar o

volume da hiperesfera, a Eq. (A.6), logo:

Ay, (R) = ﬁvn (R>

d 273
" dR (nF (g)R ) '

Finalmente, a area superficial de uma hiperesfera é dada por:

n
272

A, (R) = R

Concluindo, dessa forma, a primeira parte do Apéndice.
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APENDICE - B

Estudo da Funcao Gama - I

Neste apéndice, sera creditado também o estudo da Fungao Gama.

Embora o estudo dessa funcao nao seja muito importante em problemas fisicos,
ela aparece numa série de problemas que envolvem célculo de probabilidades em
mecanica estatistica, ou em funcoes de onda, porém a aplicacao mais direta esta

associada a descricao das funcoes de Bessel e Legendre.

Basicamente falando, a Funcao Gama estende a idéia do fatorial a partir da
faixa de inteiros nao-negativos, sendo assim, destacamos duas formas para definir

essa funcao.

Duas Definicoes da Funcao Gama - I'

Definicao - 1.

A Fungao Gama, denotada por I' (z), estende a idéia do fatorial a partir da

faixa de inteiros nao-negativos, onde:

1.2.3.---n T B.1

[ (z) = lim, P Yoy e SO

Essa defini¢ao de I' (x) é util no desenvolvimento da forma de produto infinito

de Weierstrass de I' (). Veja que, substituindo x por = + 1, temos:

1.2.3.---.
[(z+1) = lim 5 n n“t
n—oo (x4+1)(x+2)---(z+1+mn)
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) ( 1.2.3.- - n.n*ntx )
= lim
n—oo \z(x+1)(z+2)---(x+n+1)

= ,}Lnio<x(x+1)(x+2).~(x+n)”x'<x+n+1)

1.2.3.---.n xnt )

. 1.23.---.n R T.n
= lim n*. lim ——
nooox(x+1)(x+2)---(z+n) noc(z+n+1)

= F(x)nh_}rgom —F(a:).nll_{rolox—xf‘(x).
Dai, conclui-se facilmente que:
F(x+1)=2l(z). B.2

Definicao - 2.

Uma outra definicao usual para a Fungcao Gama é denotada como a integral

de Euler, conforme se observa na expressao abaixo:
[(z)= [t e dt. B.3

Essa integral imprépria converge para todo x > 0, e converge uniformemente no
intervalo 6 < 0 < K para quaisquer 6 > 0 e K < oo; dessa forma, tem-se que a

fungao I' (x) é continua para todo = > 0.
Usando a nova defini¢ao, podemos demonstrar, também, que:
F(x+1) =2l (2)
para isso basta fazer uso de integracao por partes, veja:
C(z+1)= /OO t"etdt
0

u=1t* = du = xt* 'dt

facamos: , agora substituindo na
dv=eldt = [dv= [eldt = v=—e""

expressao acima, temos:

o0
/ tetdt = t* (—e_t)—/—e_t.x.tz_ldt
0
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= —tme Y +x/t“etdt

= x/tx_le_tdt

I'(z+1) = / the tdt = x/t’”letdt = z[' (x)
0

IF'(z+1) =2l (x).

Propriedades da Funcao Gama - I

Abordaremos, agora, propriedades que sao essenciais aos estudos do referido
topico. Essas propriedades podem ser demonstradas tanto pela primeira definigao,
como pela segunda. Enfatizando que I' (z) ndo é definida para z = 0, —1, -2, =3, - - .

Temos entao as seguintes propriedades:

P1) (1) =1

Demonstragao: usando a primeira defini¢ao.
1.23.---.n
ra) = 1
W = s "

P2) I'(n+1) = n!

Demonstracao: para esta demonstracao sera usada a primeira definicao em con-

junto com a Eq. (B.2) e uso de indugao finita.

re = rag+)=1r1)=1=1
r@3) = T2+1)=2r(2)=2.1=2
I'(4) = D@3+1)=3(3)=321=3!
I'(5) = D(A+1)=4I(4) =4.3.2.1 =4I
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Podemos concluir, que:

F'(n+1)=nl

P3) T (3) = V7

Demonstragao: usaremos agora a segunda definicao, veja:
1 - 11 _—t 1 —t
=)= t2 e tdt = t 2e "dt
2 0 0
t=v

tomando , assim a integral toma a forma

A — 9y — dt = 2udv

dv
o) L %) 1 )
/ tT2etdt = / (U) 2e7 " 20.dv
0 0
= 2/ v le ™ vdv
0
> 2
= 2/ e U dv
0

“dv = ‘/TE (A demonstragao dessa integral encontra-se no livro Célculo

como fooo e v

Avangado, Colegao Schaum), temos finalmente que:

0(3) - 2 v

) -

P4) T (n+3) = fv/m

Para a demonstracao da propriedade acima, precisamos verificar as seguintes

condicoes envolvendo fatoriais:

2X4X6X---x2n=2"nl

IXx3x5hx--x(2n—1)=
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De fato

2X4X6X---x2n = (2.1)x(2.2) x (2.3) x -+ x (2.n)
= (222.---.2)(1.2.3.---.n) = 2"nl.

Agora, para a segunda expressao, temos:

IX2x3x4x5x--x(2n—1)x(2n)  (2n)!

Ix3xdx---x(2n—-1)= = )
X35 (20 —1) 2X4x---%x(2n) 27 x n!

Agora, podemos iniciar a demonstragao de P4).

Demonstragao: fazendo uso da Eq. (B.2) e indugao finita, veja:

() = Q)G
() = Q)3 -t
() = ()G ()
(o) = 1)) ()T

2n—1) 2n—3)(2n—>5).---.53.1

- = — JT.

Usando o resultado, encontrado anteriormente, devemos agora substituir na ex-

pressao:

r<n+1> _ (2"—1)(2n—3)(2n—5)..--.5.3.1ﬁ

211

= ((2n=1)(2n—3)(2n-5).---.53.1), (;ﬁ)
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(2n)! 1 —_ (2n)! Ji= (2n)! JE

Ml oam YT on ol VT 920wl

COINE

4n nl

P5) I'(n)I'(1—n) = g7, Vn ¢ Z

sm

Para a demonstracao da propriedade acima, inicialmente usaremos a Eq.(B.3),

dai segue que:

F(Z)F@)z/ e_ttz_ldt/ e "ut " du,
0 0

t =2? = dt = 2xdx

w= 12— du = 2ydy e substituindo

usando a seguinte mudanca de variaveis: {

na expressao acima, encontramos;

F'(z)re¢) = /o e (a:Q)z_12xda:/0 eV (y2)£_1 2ydy
= (2/ e g 2Z_1dx> (2/ e‘yQy%_ldy)
0
(/ / 2+y 225 1y2£1dydx>.

Agora é conveniente introduzirmos as coordenadas polares no plano, do seguinte

y = psinf ’
na ultima expressao:

FEHIE) = 4 (/ooo /0°° e P (cos ) ! (sin ) pdpde)

= 4 (/ ep2p2(z+£)1dp/2 (cos )% " (sin§)* ! d&) .
0 0

A Funcao Beta é definida, como se segue abaixo:

modo { T = poost usando o jacobiano®, temos dxdy = pdpdf, dai substituindo

s

B (m,n) = 2/02 (cos 0)*™ " (sin 0)*" " db,

dm —psin® pcosd

am dy -
3dydm = l i,y ] N { eind poos ] = pcos® 0 + psin®f = p
do do
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e mais 0 (m,n) = 3 (n,m), segue entao:
FOTE© = (2 [ et B0 ),
0

Ainda é facil ver que:

[(z+¢&) = 2/ 6_p2p2(z+5)_1dp,
0

de onde tem-se:

p —T(z 5 F(Z)F(f): L €)= : cos 022 (sin 9) X1
PETEO =T E+OA (8 = Foral = A6 =2 [ (coso)™ (i) do

Para completar a demonstracao das propriedades, acima definidas, basta fazer-

2= ,
, dai

mos 521—(13

['(x)T(1—2) Fx)T'(1—2)

T(x+1—x) T (1) 25(9571_“"):2/0 (tan)™ " df

E}

DT (1—2) — 2/02 (tan)?* " do.

Introduzindo novamente a mudanca de varidvel, agora sob a forma tan?§ = t =—>
_ At A -
df = S(an0)(1 Tran?g) @& CXpressao acima, obtém-se

% (tan? )" dt
tanf 2 (tan®) (1 + tan?0)

Oot:c—l
:/ dt.
o t+1

Calculando a integral no plano complexo e usando o teorema dos residuos, re-

[(z)T(1-2) = 2/0

sulta:

[ (2)T(1—2) = —

sinz

Concluindo com isso a nossa demonstracao.
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