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Resumo

Neste trabalho estudamos classes de processos estocdsticos através do uso de ferramentas
fundadas em simetria: exploramos o conceito de representacao do espaco de Fock para
tratar redes de spin estocésticas e usamos métodos de simetria de Lie para obter equagoes
de transporte generalizadas. Na representacao ntmero, desenvolvemos um formalismo
para estudar redes fermionicas, seguindo em paralelo aos métodos utilizados na descrigao
de bdésons. Como aplicacao, consideramos o modelo de Glauber linear em d dimensoes e
deduzimos a magnetizacao e a funcao de correlagao por pares em termos dos operadores
de criacao e aniquilacao. Com o objetivo de estender uma classe de equagoes de reagao-
difusao com coeficiente de difusao logaritmico, utilizamos os procedimentos de simetria de
Lie. Partindo inicialmente de uma equacao de reacao-difusao com algebra 4-dimensional
conhecida, resolvemos o problema inverso, ou seja, encontramos todas as equacoes em uma
dada classe que s@o invariantes por essa algebra de simetria. A classe que consideramos
primariamente é a de equagoes de Fokker-Planck nao-lineres em que o termo de fonte
¢ um monoémio na fungao de distribuicao. Também utilizamos esse procedimento a fim
de obter classes de equagoes de difusao em meio poroso com dependéncia logaritmica no
coeficiente de difusao e nos termos de fonte nao-lineares. Adicionalmente, apresentamos

solucgoes invariantes para casos particulares das classes de equagoes obtidas.
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Abstract

In this work we address the problem of analyzing stochastic processes through founded
symmetry tools: we have explored the concept of Fock space representation to deal
with stochastic spin lattices and used the Lie symmetry machinery to obtain generalized
transport equations. In the realm of Fock space, we have developed a formalism to
treat stochastic fermion-like lattices, following in parallel with the counterpart approach
for the case of bosons. As an application, we have considered the d-dimensional linear
Glauber model, deriving its magnetization and two-point correlation function in terms of
creation and annihilation operators. In order to enlarge a class of transport equations
with a logarithmic inhomogeneity of the diffusion coefficient, we have used the symmetry
approaches. Starting from a reaction-diffusion equation with 4-dimensional symmetry
algebra, we solved the inverse problem, namely, we have found all equations in a given
class that are invariant under this symmetry algebra. The class we primary considered
is that of nonlinear Fokker-Planck equations for which the source term is a monomial in
the distribution function. We have also applied this approach to find a class of porous
medium-like equations in which the logarithmic behavior still holds for both diffusity and
nonlinear source terms. Some invariant solutions for particular cases of these generalized

transport equations are presented.



Capitulo 1

Introducao

A mecanica estatistica de nao-equilibrio constitui um campo de pesquisa muito ativo
atualmente [1, 2]. Motivos que justifiquem essa afirmativa nao faltam, pois os fenomenos
mais interessantes na Natureza ocorrem fora do equilibrio: sistemas abertos (atravessados
por fluxos de energia, entropia ou matéria) podem atingir estados estaciondrios que nao
sejam descritos pela mecanica estatistica de equilibrio. Além disso, é natural tentar
estender o uso das técnicas que permitiram o entendimento ja alcancado sobre os sistemas

em equilibrio, como grupo de renormalizacao, para os de nao-equilibrio.

Uma diferenca crucial entre sistemas de equilibrio e de nao-equilibrio refere-se a
condicao de balanco detalhado, que geralmente nao é satisfeita fora do equilibrio. O
fato de a mecanica estatistica de equilibrio estudar estados estacionarios de classes de
sistemas cujas taxas de transicao obedecem ao balanco detalhado lhe confere o formalismo
dos ensembles. Isso permite contornar a dinamica e tratar as propriedades estacionarias
diretamente, o que nao acontece no caso da mecanica estatistica de nao-equilibrio, que

demanda o estudo do problema dinamico em seu todo [3].

Do ponto de vista microscépico, os modelos que descrevem sistemas fora do equilibrio
sao usualmente definidos em termos de uma equacao mestra, pois grande parte da fisica
esta contida nas taxas de transicao. Ja no nivel de grao grosso, é uma equacao diferencial
parcial estocdstica (uma equacdo de Langevin generalizada ou, de maneira alternativa,

uma equacao de Fokker-Planck) que descreve a dindmica do sistema [4, 5].



Em sistemas fora do equilibrio espera-se que, para tempos longos, a dinamica seja
governada por flutuacoes. Portanto, é preciso comecar a descricao do sistema pela equagao
mestra para se ter dominio sobre essas flutuagoes. Por outro lado, as propriedades de
escala geralmente sao observadas apenas em regimes de tempos longos, fazendo necessario
o uso de uma teoria de grao grosso que contemple a descricao das flutuagoes importantes
presentes no sistema. Mas nao existe um método que permita construir de maneira
controlada o processo de grao grosso, pois o procedimento utilizado na determinacao
da correspondente equacao de Langevin usualmente é baseado em argumentos gerais de
simetria. Para sistemas com ruido é necessario ainda postular as autocorrelacoes deste.
Além disso, se o ruido for multiplicativo, diferentes interpretacoes podem ser atribuidas

ao processo estocastico descrito pela equagao mestra original [6, 7, 8, 9].

A fim de contornar tais dificuldades, uma abordagem que tem sido recorrente na
literatura é a do formalismo do espago de Fock [10, 11|, que permite mapear diversos
processos estocasticos em uma representacao de integral funcional. Tal mapeamento
fornece a acao efetiva, que pode ser estudada através do uso de ferramentas da mecéanica
estatistica de equilibrio, como grupo de renormalizacao (ver [12] e referéncias). Outra
maneira de tratar equagoes que descrevem processos estocasticos consiste no uso das
técnicas de simetrias de Lie aplicadas a equagoes diferenciais [13, 14, 15, 16, 17]. Com
essa abordagem ¢é possivel, dentre outras possibilidades, obter generalizacoes de classes
de equacoes de transporte que incluam termos de arraste e de fonte nao-lineares e que,
portanto, tenham maior fidelidade na descricao de sistemas fisicos complexos e fora do

equilibrio. O presente trabalho foi desenvolvido sob essas duas perspectivas.

Espaco de Fock e redes fermionicas

A nogao de espago de Fock, ou representagao numero [18, 19], foi introduzida na fisica
classica por Schonberg [10] para descrever classes de equagdes lineares, como a equagao
de Liouville, no espago de fase. Mais tarde Doi utilizou esse procedimento para estudar
processos de reagao-difusao [11], apontando um caminho para tratar equagoes estocasticas
com métodos da teria quantica de campos. Neste caso, os operadores de campo de criacao

e de aniquilacao descrevem, por exemplo, o surgimento de reagentes em reacgoes quimicas.

Essa teoria tem sido desenvolvida em vdrias diregoes [20], incluindo o trabalho
de Martin, Siggia e Rose [21] que apresenta um formalismo funcional para a mecanica
estatistica de nao-equilibrio. Uma versao de integral de caminho para bdsons foi proposta

por Peliti [22], e esta foil mais tarde estendida e aplicada a diferentes sistemas [3, 23]. A



maneira como os métodos baseados na representacao ntimero para andlise de processos
estocasticos tém sido apresentados induzem a pensar, num primeiro momento, que sao
desconexos entre si, gerando obstrugoes praticas que vém sendo apontadas, por exemplo,
por Grassberger e Scheunert [24] e Andersen [25] (uma revisdo desse tépico pode ser
encontrada em [20, 26]). Uma dessas dificuldades se deve ao fato de que a representagao
nimero tem sido utilizada em teorias quanticas e associada a indistinguibilidade das
particulas subatomicas, um aspecto descrito pelas amplitudes de probabilidade. Porém,
para sistemas classicos, as amplitudes de probabilidade tém sido definidas em associacao
com uma generalizagdo do teorema de Liouville [10, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35,
36, 37, 38, 39, 40, 41]. A natureza fisica e matematica desse formalismo também tem
sido analizada através de representagoes de grupos de Lie [42], onde o espaco de Fock é
considerado como o espaco de representagao de simetrias. Nessa perspectiva, nao aparece
a constante de Planck “A” no método, resultando em uma consisténcia plena com a fisica
classica e sem ambiguidades com a teoria quantica. Muito desses desenvolvimentos ja
foram feitos para bésons [12], restando o caso de redes do tipo fermionicas a ser estudado

em maiores detalhes.

E importante ressaltar que, no contexto de redes de spin, o método da representagao
nimero foi usado por Schultz, Mattis e Lieb para resolver analiticamente o modelo de Ising
bidimensional [43]. Desde entdo, com a mesma perspectiva algébrica, varios trabalhos
tém sido propostos [44] abordando, em particular, processos de adsorcao [45, 46, 47] e o
modelo de Glauber [48, 49, 50]. O esquema de operadores fermionicos também foi aplicado
recentemente em percolagao direcionada [51] e no estudo da equagdo de Boltzman [52].
Portanto, acredita-se que seja importante avancar na sistematizacao da estrutura anti-
simétrica do espago de Fock, e é esse um dos nossos propésitos aqui. Seguimos os
desenvolvimentos para o caso bosonico discutido, por exemplo, por Peliti [22], Grassberger
e Scheunert [24] e Ali [53]. Para isso, introduzimos um operador de densidade para
descrever o estado do sistema. Usando varidveis de Grassmann, quantidades conceituais,
como o propagador escrito em termos de uma integral de caminho e a fungao geratriz de
momentos, sao obtidas. Aplicamos esse método na obtencao de grandezas que descrevem

o modelo de Glauber linear d-dimensional [54].

O modelo de Glauber linear pertence a classe de universalidade do modelo do
votante, que tem sido associado a diversos processos, como o processo de grao grosso critico
na auséncia de tensao superficial [55], a cinética de reagdes cataliticas [56] e ao processo
de aprendizado competitivo [57]. Recentemente, a validade do teorema de flutuagao-

dissipacao e a ocorréncia de um regime de envelhecimento foram atestadas para o modelo



de Glauber linear [58]; esse modelo também descreve processos de reagdo catalitica de
superficie [59]. Outro aspecto interessante é que, sendo um modelo nao-trivial e soluvel, o
modelo de Glauber linear pode ser til para a verificacao de propriedades e caracteristicas
de sistemas fora do equilibrio [26, 54, 58, 60, 61].

No contexto do espago de Fock, obtivemos uma expressao fechada para o Liouvilliano
do modelo de Glauber linear em d dimensoes e deduzimos a equacao de evolucao temporal
para a magnetizacao e para a funcao de correlacao, ambas definidas aqui através do
operador nimero. Demonstramos a conexao entre os resultados obtidos com o presente
formalismo e aqueles obtidos via operadores de spins [54]. Em termos das caracteristicas
da representacao numero, esse formalismo revela algumas propriedades novas e tteis a
calculos praticos. Os principais resultados foram obtidos de modo unificado com o caso

bosonico e estao sintetizados em [62].

Simetrias de Lie e equacgoes de transporte

Saindo da perspectiva microscépica para a de grao grosso, a equagao de Fokker-Planck
é uma equagao de transporte que tem sido amplamente utilizada no estudo de processos
estocdsticos em diferentes contextos [63]. Muitos trabalhos tém sido realizados na tentativa
de entender melhor a dinamica de Fokker-Planck, incluindo métodos para obter, além de
solugoes, equagoes generalizadas a partir de determinadas simetrias. Entre os diversos
procedimentos empregados, a analise de simetrias de Lie é frequentemente usada nesse
tipo de problema, gerando equacoes de Fokker-Planck que possuem termos de arraste e
difusdo nao triviais [64, 65, 66, 67, 68, 69, 70], simetrias de calibre [71] e termos nao-
lineares [72, 73]. No procedimento padrao para a generalizacao de equagoes de Fokker-
Planck, um ingrediente central é a escolha de uma simetria inicial, que usualmente é
considerada como a simetria de um conjunto mais restritivo de equacoes. Por exemplo,
uma vez conhecido o grupo de simetria de uma equacgao de difusao, é possivel utiliza-lo
como simetria inicial para a dedugao de uma equacao de Fokker-Planck com termos de

arraste e de fonte nao-lineares.

Ha alguns anos, uma equacao de Fokker-Planck com termo de arraste logaritmico
foi proposta para obter a distribuicao do tamanho de particulas de metal formadas por
processos de nucleacao [74]. Mais recentemente, uma classe de equagoes de reagao-difusao,
com inomogeneidade logaritmica no coeficiente difusivo, foi apresentada [75]. Em outros
contextos também ¢é possivel encontrar dependéncias logaritmicas como, por exemplo

na funcdo de mobilidade de esferas pesadas [76] e em processos de difusdo quénticos

4



cadticos [77]. Embora a presenca de termos logaritmicos em equagoes de Fokker-Planck
ainda seja pouco explorada, acredita-se que essa classe de equagodes possa ser ttil na
descrigao de modelos com confinamento espacial [78]. E natural, portanto, questionar se
¢é possivel considerar uma classe de equacoes de Fokker-Planck com termos logaritmicos
como candidatas para descrever sistemas confinados, como sistemas de elétrons em pontos
e fios quanticos ou sistemas de quarks e glions em cromodinamica quantica. Esses
resultados apontam para a necessidade de um estudo mais sistematico desse tipo de

equagao, e esse ¢ um dos nossos propositos aqui.

Neste trabalho, examinamos uma classe de equacoes de difusao e sua generalizacao
para equacoes de Fokker-Planck com termos nao-lineares, usando o procedimento de
simetrias de Lie. Métodos algébricos computacionais [79] nos permitiram apresentar uma
classe de algebras de Lie para a equacao a ser analizada, bem como algumas solugoes
associadas a simetrias especificas. Deduzimos, em particular, equacoes de Fokker-Planck
com um termo de fonte ndo-linear [80]. A fim de estender nosso estudo, primariamente
voltado para a dinamica de Fokker-Planck, para uma classe de equagoes de transporte
ainda mais geral, exploramos a classe de equagoes de difusdo em meio poroso [81, 82,
muito empregada na descrigao de plasmas [83], dentre outras aplicagoes [84, 85, 86, 87, 88].
A partir da equacao de difusao com coeficiente difusivo logaritmico, obtivemos equagoes
de difusao generalizadas, com termos convectivos e de absorcao [89, 90], e equagoes que

descrevem processos de difusao répida [91, 92].

Este programa demandou o uso intensivo de computacao algébrica. Utilizamos
algumas subrotinas do pacote SADE (Symmetry Analysis of Differential Equations) [79],
desenvolvido em nosso grupo na Universidade de Brasilia, para encontrar simetrias de
Lie, manipular equagoes determinantes e obter solugoes invariantes, célculos intratéveis

manualmente.

Objetivos gerais e organizacao da apresentacao

Em suma, nesta tese nosso propésito primario é estudar classes de processos estocasticos
utilizando ferramentas fundadas em simetria: exploramos a nocao de espago de Fock
(representagao numero) na descrigao de redes estocésticas fermionicas e também utilizamos
os métodos de simetrias de Lie aplicados a equagbes de transporte generalizadas. A
apresentacao do trabalho estd organizada da seguinte maneira. No capitulo 2 tratamos do
estudo de redes estocéticas de simetria fermionica na representacao niimero, e mostramos

uma aplicagdo a dinamica de Glauber linear. No capitulo 3 apresentamos uma breve



revisao dos métodos de Lie proprios para serem aplicados a equagoes de transporte. No
capitulo 4 mostramos uma discussao geral sobre equagoes diferenciais parabdlicas, com
enfase na classe conhecida como equacoes de difus@ao em meio poroso que, pelo fato de
abranger equacoes de transporte importantes como a equacao de Fokker-Planck, forneceu
motivacao fisica para nossos resultados apresentados no capitulo 5. No quinto capitulo
apresentamos as equacoes de transporte generalizadas encontradas a partir da imposicao
de certas simetrias, bem como solugoes invariantes para alguns casos particulares. Nossas

conclusoes e perspectivas futuras sao apresentadas no capitulo 6.



Capitulo 2

Espaco de Fock em redes fermionicas e o
modelo de Glauber linear

Neste capitulo apresentamos o estudo sobre aspectos de redes fermionicas descritas na
representacao numero, seguindo uma formulagdo que tem se mostrado vantajosa para
tratar sistemas bosonicos de nao-equilibrio. Como aplicacao do formalismo, consideramos
quantidades fisicas da dinamica d-dimensional de Glauber linear, que ¢é irreversivel para
d > 2. O capitulo estd estruturado da seguinte maneira. Na secao 2.1, introduzimos
o espaco de Hilbert e mostramos a formulagao de integral de trajetoria para redes de
spin. Na segao 2.2, apresentamos a descricao do modelo de Glauber linear d-dimensional
no espaco de Fock e deduzimos a magnetizacao e a fungao de correlacao em termos do
operador nimero. Este capitulo apresenta com mais detalhes os resultados publicados na

referéncia [62].

2.1 Redes estocasticas fermionicas

Nesta secao apresentamos um sistema de spins geral escrito na representacao de Fock.
Consideramos uma rede em que cada sitio esteja vazio ou ocupado por uma particula.
Esse tipo de rede é descrita por operadores fermionicos. Além disso, as configuragoes do
sistema serao caracterizadas por um conjunto de ntimeros de ocupacao, denotados por
{nm,m =1,..., N}, com n,, =0 ou 1, V¥ m, descrevendo o m-ésimo sitio vazio (n,, = 0)

ou ocupado (n,, = 1). O estado do sistema é dado por ¢,(t) = ¢(ni,ne,...,ny;t), que



representa a probabilidade de ocorréncia da configuragdo n = {ny, n,...,ny}, e satisfaz

a equacao mestra

e dn(t) = Z(wnm¢m(t> — Winn®n (1)) (2.1)

m

onde w,,, ¢ a taxa de transicao do estado ¢,, para ¢,.

2.1.1 Especificacoes da rede de spin no espaco de Fock

Consideremos que o estado da rede seja descrito pelo operador de probabilidade QAS, definido
no espago de Hilbert (H) e diagonal na representacao nimero, ou seja, associamos n — |n)
com ¢|n) = ¢,|n). Consideremos também que os observéveis da teoria sio operadores
Hermitianos tal que, para um observdvel qualquer A, temos Aln) = A,|n), onde 4, é
um autovalor real de A na base In). A notacdo que serd utilizada é tal que, para bésons,
teremos n = 0,1,2,...; além disso, por simplicidade, por enquanto vamos estabelecer as

especificagoes para uma rede de um unico sitio.

A normalizagdo da base |n) e a relagdo de completeza sdo, respectivamente, dadas

por

(mln) = nlbpm , 1= ﬁ|n><n| : (2.2)

e o valor médio de A em um estado descrito por ¢ é definido por

correspondendo a uma quantidade fisica média usual A,, com probabilidade ¢,, de ocorrer.
Introduzindo os vetores

1

H=Y I, M=%,



vemos que o operador de probabilidade QAS leva aos vetores

B = o) =% o),
6) = o1 =Y buln)

que podem ser usados para descrever o estado do sistema. A partir dessas definicoes,

obtemos o conjunto de propriedades apresentados na Tabela 1.

(I|I) = X0 m(min) = 32, n! (I11) = 30 o
<Q|I>=1a <n|f>—n' (0[1) = {0|1) =1
= (n|¢> ¢n = (n|®)

Tabela 1 Propriedades dos estados basicos.

Note que o valor médio de um operador arbitrério (O) = (T|O|I) é equivalente &

operacao do traco para operadores diagonais. Além disso, quando 0= flngS, temos
TIAIT) = T1Alg) =3 Aun = TrAg

Por outro lado, a normalizacao da probabilidade ¢ dada por

{Tlgl1) = (119) = Zcbn—l

Em particular,

(019) = (0[9|1) = Z% 0ln) = (0[¢) = ¢o ,

que é um resultado 1util para estabelecer condigoes iniciais.

Os operadores de criacao e destruicao satisfazem as regras de anticomutacao:

{a’a} = {aT>aT}:0a
{aaaT} = 1,



tal que

alny = nln—1),
a'ln) = |n+1),
(nla = (n+1],

(nla® = (n—1n

(em relacao a defini¢ao usual, existe um fator de normalizagao diferente). O operador

nimero é dado por
N =d'a, com N|n) =nln), n=0,1.

Em termos do operador af, o vetor |I) pode ser escrito como

_ 1 n
1) = Zn!|n>=zm(éﬁ) 10)
= 0y .
Isso sugere que a definicdo do estado coerente |[@) = eo‘“T|O>, sendo que, no caso de

férmions, o é um nimero de Grassmann; no caso de bésons, o é um ntmero ¢ complexo.

Considerando primeiro o caso de bésons, os operadores a' e a satisfazem as relacoes

de comutacdo [a,al] = 1. E fcil mostrar que

Definindo a funcao geradora de momentos, G(¢, ) = (a|¢), o k-ésimo momento
binomial (ou fatorial), ng(¢) [1, 24, 26], ¢ dado por

n:(9) = 05G(¢, A)|a=1 = (I]a’[¢) = (n(n —1) - (n —k +1))[s -

Outra maneira de expressar esse resultado é observando que ng(¢) = (n|a*[@)|,—;. Em

particular, para o operador niimero N = a'a, temos
ni(¢) = (Ila'alg) = (Ilald) = (n|al@)|a=1 -

Para obter quantidades similares para redes fermionicas, precisamos introduzir as variaveis

de Grassmann [93] nesse contexto.
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2.1.2 Variaveis de Grassmann

A formulacao de integral de caminho é sensivel a natureza da particula. Isso porque, no
caso bosonico, a integral de trajetoria soma sobre fungdes “comutantes”, uma vez que o
resultado do produto de duas ou mais dessas funcoes independe da ordem em que elas
figuram no produto. J& no caso fermionico, as funcoes sao anticomutativas, pois sao
escritas em termos de geradores de uma algebra nao-comutativa [94]. Apresentamos a
seguir propriedades basicas da algebra nao-comutativa de Grassmann e sua relagao com

um sistema de férmions.

Notacao, derivada e integral

Em relagao a notagao utilizada, o conjunto de variaveis de Grassmann é representado por
G ={a,,7,...}, os operadores fermionicos de criagao e destruigao sao, respectivamente,
a e a', e os nimeros complexos sao denotados por {c}. As varidveis de Grassmann

satisfazem as seguintes propriedades:
(i) af = —Pa;
(ii) a(B+cy) = aB +cay, aa=—aa, aa' = —a'a .

O conjugado complexo das varidveis de Grassmann é um mapeamento antilinear ao

conjugado complexo de nimeros complexos, de modo que
(o + caBaly*)t = o + yaBalc” |

onde a e a* sao considerados independentes.

Uma fungao arbitraria de uma varidvel de Grassmann, f(«), é descrita na forma

f(a) = foo + forcr, onde foo, for € C. A integracao é definida por

/adazl, /dazO. (2.4)

As equagoes (2.4) sao consistentes e satisfatdrias, especialmente para o uso pratico em

fungdes exponenciais (a invariancia por translacao também justifica essas defini¢oes). E

11



simples mostrar que as operagoes de derivagao e integragao para uma funcao f(a)) qualquer

sao idénticas, ou seja

of(a)
oo

= for e /f(a)da:fm .

Nesse contexto, as operacoes de derivacao e integracao nao sao definidas como processos
limites e nem possuem interpretacao geométrica. Para a fungao exponencial e*® = 1+ aa,

temos

d
—e“=a,acC,
da

/e“ada = /(1 +aa)da =a .

aa*

Note que para e™** * =1 — aa*«, também obtemos

/e_‘w‘*ada*da = /(1 — ac’a)dada
= a/da*a*/daa:a. (2.5)

O resultado (2.5) é a contrapartida da integral Gaussiana, fundamental para o formalismo

de integral de caminho bosonico.

Base e produto escalar

O produto escalar envolvendo duas fungoes de Grassmann f(«) e g(«) é definido por

(f.9) = [(f(a")gla’)e " da’da, (2.6

onde (f(a*)* = fi, + fi1c. A definigao (2.6) abrange o caso de bdsons e funciona como

um produto escalar positivo.

Uma base é dada por ¢y = 1 e ¢y = a* tal que (¢;,v;) = d;;. Essa base fornece

uma representacio matricial para os operadores a e a'. Para ver isso, note que

d d

%1% = 0; @wl =1 .

a*pg =P1; Py = 0;

12



Assim, temos que a = 9/0a* e al = a*. Como resultado, os elementos de matriz

(i, ar);) = ay; e (Yi, ayy) = asz sao tais que

(1) e (03)

Operadores

Em termos de a e a', podemos escrever um operador geral A(a',a), no ordenamento

normal, como

A(CLT, a) = Aoo + AmCLT + Ama + AnaTa
= Z Anm(aT)n(a)m )

n,m=0

onde A,,, € C. Na representacao de varidaveis de Grassmann, podemos definir duas

funcoes associadas ao operador A:

e Simbolo Normal (nicleo normal):

Ald',a) = Ala*, o) = > Apn (@)™ (@)™, n,m=0,1 (2.8)
o Nicleo:
Ala',a) — A(a*, a) = Z Ay (a) ()™, (2.9)

onde A, ,, = (¥n|AYy,) é a matriz de elementos do operador A na base (¥, ¢n,).
Também ¢ importante destacar as seguintes propriedades:
(1) Ala*, o) = e “A(a*, a) ;

(i) {o*|AJv) = (AY)(a*) = [ Ala™, B)¢(B)e 7 PdBdp

onde (A)(a*) corresponde a agdo de A sobre um vetor (fungao) ¢ ;

(#i1) Produto de dois operadores:

(A1 Ag)(a*, ) = [ Ai(a*, B)As(6*, a)e P PdB*d

13



levando em conta que

J BB e P PdB AR = Sy -

Utilizando as propriedades (i) e (ii), é possivel mostrar que a generalizacao da

propriedade (7ii) para o produto de N operadores A é dada por

A" 0) = AY(5;.0y)
N—
- /Hewﬁb B, ) H i dgrds,; (2.10)

2.1.3 Integral de trajetoria para redes fermidnicas

De posse das defini¢oes apresentadas na secao anterior, vamos construir o formalismo de
integral de trajetdria para uma equagao estocdstica como (2.1), com solugao formal dada

por

6(t)) = U(t)|o) - (2.11)

Primeiro faremos uso da férmula de Trotter [22] para escrever o operador de evolugao

temporal U(t) = e'* como

_ L t }N
Ult)=e”~ = lim {I—I—Nﬁ

—00

= lim [A@®)]Y .

N—oo

A partir da expressao (2.10), que descreve produto de N operadores A, temos
Ua™ a5t) = lim /Hel B A(BE L, ) ]‘[ e %R dBrdp; (2.12)

onde A(/@* 1>ﬁz) =1 +7_N[’(ﬁ 1a/62) , COM Ty = t/N < L
Considerando que (1 + 7xL) ~ €™~ levamos A ~ exp(7yL) em (2.12) e obtemos

N—

N
Ula*,a;t) = A}i_r)réo/HeXp * 0+ TN L(B] 1,/61)1_[ ﬁfﬁjdﬁ;dﬁj
i=1
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i—1

N— 1
= lim [exp ( — B))Bi + TN LBy, Bi)] + By_18n + TNﬁ(ﬁXr_uﬁN))

N-1

x H dB;dp,
=

= ]\}1_{{1)0 exp (TN Z [ ﬂl)ﬂz + E(ﬂ;-bﬂi) + ﬂz*\f—lﬁN + TNﬁ(ﬂz*v_pﬂN))

N-1

x [ dB;dg; -
j=1

Usando a notacao padrao para funcionais

/Zjljlldﬂ;dﬁj... ~ /Dﬂ*Dﬁ...,

N-1

i Sl il = [l )

k=1

€ tomando /8Z - ﬁ(t,)7 ﬁN = o = ﬁ(t)a ﬁ}k\f—l - ﬁ*(t)a th—M)oTN'C(ﬁ}kV—la/@N) = Oa
chegamos a seguinte expressao para a o propagador (2.12):

Uta,atst) = [ Do Dexp ([ af 310, 0() + L"), BN + 5 (Ba) . (213

Este propagador é a contrapartida de férmions ao encontrado por Peliti [22] na representagao

de integral funcional para bdsons.

2.1.4 Funcao geradora de momentos

Vamos agora definir a funcao geradora de momentos em termos das variaveis de Grassmann.
. . . _ T

Para isso, introduzimos o estado |@) = €¢**'|0), que se assemelha a um estado coerente

de Glauber. De fato, no contexto de varidaveis de Grassmann, e** funciona como um

operador de deslocamento:

Entretanto, é preciso ter cuidado na introducao do espago dual. O operador de deslocamento

unitario fermionico é definido por [95]

Dy(a) = exp(a’a — a*a) , (2.14)
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tal que
D.(a)aDi(a)=a—a ,

a

com o estado coerente fermionico dado por
la) = Dy()|0)y e ala) = ala) .
Podemos entao provar que o estado coerente dual é definido como

(a] = (0] Di(e), com Di(a) = D;'(a) .

a

Consequentemente,

(a]8) = exp(a”f — sa%a — 36°) e (ala(a) = (ala”

O projetor de |a) na base nimero é

o) = ey (=a)"|n) (2.15)
e entao

(nla) = exp(—a*a/2)(a)" .

Considerando o como sendo varidvel de Grassmann real, e entdo o* = a em D'(«), temos

e =40} = (1 + aal — aa)[0) = *'|0) = |a) (2.16)
€

a _ a t —

- - T — T8 E—_—

5 18) = 5 -(1+ aah)|0) = a’e|0) = afl]) . (2.17)

Portanto, a funcao geradora de momentos pode ser escrita de maneira similar ao caso de
bésons, ou seja, G(¢, o) = (alp).
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2.1.5 O Liouvilliano

Vamos agora considerar uma rede de N sitios, onde os operadores de criacao e destruicao
anticomutam num mesmo sitio mas comutam para sitios distintos. Este aspecto resulta

nos operadores chamados Paulions, definidos pelas seguintes regras mistas [24]

{Civc;[} =1,
{ci,ei} = {C;-[,C;[} =0,
[eivei] = el el = e, el =0, i

Esses operadores podem ser usados para representar as matrizes de Pauli,

ol = c+¢,
} = i)
oy = ile; —¢j),
J T
o3 = 2—cicj .

A representacao numero para um sistema de spins pode ser perfeitamente obtida pela
associacao de Paulions com operadores fermionicos. A relacao entre Paulions e operadores

fermionicos é dada pela formula de Jordan-Wigner [20],

¢; = ajexp(ir Y alan) = ajexp(in Y ¢l cy) . (2.18)

m<j m<j

Outro resultado 1til que pode ser imediatamente obtido é

(P |

CjCj = ajaj 5

T _ T
Ci+165 = Q54145

exp(2m’c}cj) = exp(2m’a}aj) .

Podemos escrever a equagao mestra utilizando o resultado

> on(t)ln) = (II) = |6(t)) - (2.19)

n
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Assim, temos
Ohlo(t) Z&t¢n n) = > _{w(n,m)éum(t)ln) — w(m,n)n(t)|n)} . (2.20)
Por outro lado, se 3, 0;¢,(t)|n) = L|p(t)), a equacdo mestra pode ser escrita como

Ahlo(t)) = L]o(t)) (2.21)

onde £ é o Liouvilliano do sistema de Paulions (ou de férmions). Na préxima segao

aplicaremos esse formalismo no modelo de Glauber linear.

2.2 0O modelo de Glauber linear

O modelo de Glauber linear descreve a dinamica de um sistema interagente de spins do
tipo Ising em que, a cada unidade de tempo discretizado, ocorre inversao de estado apenas
para o m-ésimo spin da rede. Em duas ou mais dimensoes, a condicao de balanco detalhado
nao ¢ satisfeita para esse modelo, fato que o insere na classe de modelos irreversiveis com
simetria de inversao para d > 2 (em uma dimensao, o modelo de Glauber linear recai na

dinamica reversivel de Glauber [1]). Sua correspondente equagao mestra é

Op(o,t) Z{wm Om (™, 1) —wn(o)p(o, )}, (2.22)

onde o = (01, 09, ..., Op, ..., 0n) Tepresenta a configuracao do sistema. Se ocorre inversao
de estado para o m-ésimo spin, entdo 0™ = (01, 09, ..., —Op, ...,0n). A taxa de inversdo

(ou taxa de transigao) do sistema é definida por

wm (o) = ) [1 — %0m§0m+ﬁ] , (2.23)

onde a soma se estende sobre todos os 2d primeiros vizinhos do m-ésimo sitio, a é um

parametro que descreve a escala temporal e A é um parametro definido no intervalo (0, 1].

18



2.2.1 Liouvilliano para a dinidnima de Glauber linear

Com o objetivo de escrever as equagoes (2.22) e (2.23) na representagao do espago de
Fock, definimos o vetor |01, 09, ...,0n) = |01) ® |02) ® ... ® |on), onde (0,,|00) = dpm, € O
operador de spin 7, que é diagonal, ou seja, para o m-ésimo sitio,

Tm|01, 02, ooy Oy ooy ON) = O|O1, 09, . ON) - (2.24)
Além disso, definimos um operador de inversao de estados (spin-flip), E,,, por

F’m|01, T9y ey Oy oy ON) = |01, 09, oo, =Ty ooy ON ) (2.25)

O operador de probabilidade q%(t) ¢ definido aqui por

o~

¢(3,t)|o) = ¢(a,t)|o) .

Introduzindo |¢(t)) = ¢(¢)|I), com |I) =3, |o), obtemos

[6(8) = o(t) Y- lo) = D (o, 1)lo) . (2.26)
Nessa base a taxa de transigao também ¢é descrita por um operador diagonal, ou seja,
w;(@)|o) = wy(o)lo) - (2.27)

Multiplicando a equagao (2.22) por |o) e somando sobre todoas as configuragoes

possiveis, escrevemos

A ) (2.25)
- Z{ﬁmwm(ﬁm) — W (Gim) }|O(1)) - (2.29)

Como consequéncia, temos a equacao mestra escrita como 0;|¢(t)) = L|p(t)) em que L, o

Liouvilliano, é dado por

L= (Fp— 1 im(Gm) (2.30)
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com taxa de inversao

o o A ~
B

(2.31)

Vamos agora tratar explicitamente o modelo de Glauber linear definido por (2.22)

na base de Fock. A relagao entre os vetores de base do tipo |o) e [n) é definida da seguinte

maneira. Usando 1 =Y, 5 |n)(n|, escrevemos

o) = 3" ) (nlo)

n

Como &lo) = olo), com o = £1, temos

e 1 1

a; il {nlo) = a; —iin{nlo) .

Multiplicando a equagao (2.33) por (m|, obtemos
1 1

(mla Y —In)(nlo) = o 3 —{mln){nlo) = o(nlo) ,

que resulta em

(n|o) =015 € Gpm=2chcCp—1.

Da expressao (2.32), temos que

Gln=1) = 11
Gln=0) = —1/0) .

20
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Desse modo, temos

Wi (e, t) =

| e

A
1= oo (2 1) >7(2¢],, gemis — 1)}
B

[ o

1
1-— 7 (annm+5 an+5 + 2)

| e

, (2.35)

onde 7, = ¢! ¢,, é o operador niimero. O operador de inversao de estado (spin flip) F,,

¢é dado por

Fo=cm+d, . (2.36)
Levando (2.35) e (2.36) em (2.30), encontramos o Liouvilliano em termos do operador

namero,

~

L = S (Fp—1)dy, = %Z(omwjn —1)

m m

2\ 1 N 1

(2.37)

A seguir usaremos este Liouvilliano para obter as equac¢oes de movimento da magnetizacao

e da funcao de correlacao.

2.2.2 Magnetizacao e funcao de correlacao
Uma vez que temos 7, = cl ¢, = %(@n + 1), quantidades fisicas relevantes podem

ser obtidas pelo célculo do valor esperado de n,, e de seus produtos. Inicialmente,

consideremos (7, ), que é escrito como

(i) = (Im|o(1)) (2.38)

e, de (2.21), encontramos

() = <7|ﬁm3|¢<t>> — (Tlch enllé (1)
= (T, cmz L — Dlo(0)) |
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tal que, para m # n, temos a seguinte relacao de comutagao
e} ey (B — 1)i,] =0 . (2.39)
Assim, escrevemos

Cm(Fn = 1)|0(1))
Wi §(1)) — (T|ch,cmBm|6(1)) - (2.40)

o) = (Tle

Usando as propriedades

(

<O|Cincm =0,

(et e = (1], (2.41)
(Tehem = (O] + (1])chem = (1],

reescrevemos os m-ésimos termos da equagao (2.40) como

T nlé(®) = Oldalo(0)
= o5 [1+5 (gﬁmw —d)] 6(0))

2
(TNehcmt@mlo(t)) = (Udm|o(1))

e [1 . (;amw —d)] 6(0))

Portanto, a expressao (2.40) fica dada por

145 (anw )} (1)) — [ (Zﬁ: Mg — d)} |6(1))

= (0] = () le()) + ({0] + (1) (anw— )} (1))

Nm) = (0]

Q‘Iy
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ou

20

v e A e
2 i) = (T = 160) + 01 s 0 (2.42)
onde usamos o fato de que (0] — (1| = —(I|(2n,,, — 1). Finalmente, obtemos
10, A 1—A
E§<nm> = —(lm) + 2% Z(nm+ﬁ> + 5 (2.43)

A conexao dessa expressao com a equagao de evolugao para a magnetizacao, (7,,), é obtida

considerando que 7,, = 2n,, — 1. Entao, obtemos

0 1 A 1—A
§<a’m> = 2<0m + 1) + _Z<0m+ﬁ + 1) +

1
2a 4d 2

1, A R
= —§<0m> + 1d Xﬁxomw) )

que leva a conhecida equagdao para a magnetizagao do modelo de Glauber linear d-

dimensional [54]

——(Om) = —(Om) + By ;(a—mﬂ-B) . (2.44)

Um procedimento andlogo pode ser usado para obter a equacao de evolucao temporal

para a funcao de correlagao, (7i,,n,). Comecamos com

@%>zqmﬁ$w»
= an _1 wr|¢ ))
:ﬂz  — Dachenclenlo(t)

Para r # m,n, temos

Il > (B =1)= > (0 + (1) +e—1)=0, (2.45)

r#m,n r#m,n
logo
0 s Tt ¢ cte (F 5 Tict e cte (F n
a(nmnn) = (I|c] emcl cn(Fp — D)W | (1)) + (I|c] emel cn(F, — 1)w,| (1)) . (2.46)
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Levando em conta a equagao (2.39) e as relagoes de comutagdo e anticomutagdo para

Paulions, os r-ésimos termos de (2.46) sdo tais que

{lehemchea(Fn = D0nlo(t)) = (Tchem(ch, + em — 1@nchenld(1))
= (I|el@miin|@(t)) — (I|eh,chycomtmiin| 6(1))
—(Ilc},Cn@miin|$(t))
= (Ol@miin|o(t)) — (Hwmiin|¢(1)) (2.47)

(Tlchemehen(Fu = Danlo() = |
=

I|chea(ch + o = 1)nc),cnl6(t))

|l @i (t)) — (Tlchchen®ain |6 (1)

—(I|c} cnniin|(t))

= (0]@nnin (1)) = (L|@nTim[6(1)) - (2.48)

.I.
n
.i.
’I’L

Usando as propriedades dadas em (2.41), os r-ésimos termos da expressao (2.47) sao dados

por

(O] @min| (1))

<0\§

- g (zﬁj Mg — d)] fin|o(t)) (2.49)

PR o A . -
(L @mfia|6(t)) = (15 {1 — 7 (Z Tt — d)] fin|¢(1)) - (2.50)
B
Resultados similares sao obtidos para os r-ésimos termos de (2.48). Considerando que
(0 = (1] = =(1|(2Am — 1) ,

a equagao (2.46) resulta em

—— (i) + (7)) - (2.51)
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Como 7, = 2n,, — 1 e, considerando ainda que

(Gmon) = (20, —1)(2n, — 1))
= ANpny) — 2(My) — 2(0,) + 1,

calculamos %(&mfrn). Da equagao (2.43), escrevemos

é g <ﬁmﬁn> —

a ot

20, 20,
adr™ T G

—8(AgmTin) + 4{im) + 4(An) — 2

A P P
+55 [4<nmnm—ﬁ> + 4<nnnm+ﬁ>
2d 5

_2<ﬁn+ﬁ> - 2<ﬁm+ﬁ> - 2<ﬁm> - 2<ﬁn> + 2] )

que leva a [54]

10, L A J o
— GO n) = —2(Cm0n) + % > (Gmnss) + (Gnbmrs)] -
B

(2.52)

(2.53)

Note que as equagoes (2.43) e (2.51) fornecem uma maneira alternativa para se estudar as

propriedades fisicas da dinamica de Glauber linear (ou ndo-linear), explorada no contexto

do espaco de Fock. Em particular, as médias (n,,) e (f,,n,) podem ser associadas

diretamente com o propagador no limite continuo.
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Capitulo 3

Simetrias de Lie e Equacoes Diferenciais

Este capitulo apresenta uma revisao dos principais aspectos dos métodos de grupos de
simetria de Lie aplicados a equagoes diferenciais, tendo em vista o estudo de equacoes
de transporte que faremos no capitulo 5. Esta revisao é baseada nas referéncias [13, 14,
15, 16, 17|, e segue especialmente [17]. A estrutura do capitulo é a seguinte. Na secao
3.1, apresentamos os conceitos de grupo de transformacoes de Lie a 1-parametro. A secao
3.2 mostra os conceitos de transformacoes infinitesimais e seus desdobramentos. A secao
3.3 traz a definicao de prolongacoes e prolongagoes infinitesimais. Na secao 3.4, tratamos
dos grupos de transformagao a r-parametros e de algebras de Lie. Por fim, na secao
3.5, apresentamos aspectos relacionados a invariancia de equacgoes diferenciais parciais,

solugoes invariantes e sistema de equagoes determinantes.

3.1 Grupo de transformacoes de Lie

Antes de definir grupo de transformacoes de Lie a 1-parametro, é conveniente apresentar

os conceitos de grupos e de grupo de transformacoes.

3.1.1 Grupo

Considere G um conjunto de elementos G = {a, b, ...}.
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Definicao 3.1.1.1 G ¢ grupo se existe uma let de composicao ¢ que satisfaz aos ariomas:
(i) Completeza. Para quaisquer elementos a e b € G, ¢(a,b) € um elemento de G.
(i) Associatividade. Para quaisquer elementos a,b,c € G, ¢(a, d(b,c)) = ¢(¢(a,b), c).

(#i1) Identidade. Existe um tnico elemento de identidade e, e € G, tal que, para qualquer
elemento a de G, ¢(a,e) = ¢(e,a) = a.

(1) Inverso. Para qualquer elemento a € G existe um tnico elemento inverso a™* € G tal

que ¢(a,a™t) = ¢p(a™t,a) = e.

Definicao 3.1.1.2 Um grupo G € dito Abeliano se ¢(a,b) = ¢(b,a) for vdlido para todos

os elementos a,b € G.

Definicao 3.1.1.3 Um subgrupo de G € um grupo formado por elementos de G, com a

mesma let de composicao ¢.

3.1.2 Grupo de Transformacoes

Definigao 3.1.2.1 Seja x = (x1,22,...,x,) € D, numa regiago D C R*. O conjunto de
transformagoes X = X(x;¢), para cada x € D ec € S, S C R, com ¢(g,0) definindo
uma lei de composicao dos parametros € e d em S, forma um grupo de transformagoes a

1-parametro em D se:
(i) Para cada € em S as transformagoes forem 1-1 em D (e entdo, X € D).
(i) A lei de composi¢ao ¢ e S formarem um grupo G.

(#ii) Para cada x € D, X = x quando € = gy corresponde a identidade e, ou seja,
X(x;¢e0) = x.

(i) Se % = X(x;¢), X = X(X;6), entio x = X(X; d(e,0)).

3.1.3 Grupo de Transformacoes de Lie a 1-Parametro

Definicao 3.1.3.1 Para que um grupo G de transformacoes a 1-parametro seja um grupo

de transformacoes de Lie a 1-parametro, G deve satisfazer aos azxiomas da Definicdo

27



3.1.2.1 e também aos sequintes:

(v) € é um parametro continuo, ou seja, S € um intervalo de R. Sem perda de generalidade,

€ corresponde ao elemento de identidade e.

(vi) X € irrestritamente diferencidvel em relagao a x em D e é uma fun¢ao analitica de

cemS.

(vii) ¢(e,d) € uma fungao analitica de € e §, parac € S ed € S.

3.2 Transformacoes Infinitesimais
Considere um grupo de transformacoes de Lie a 1-parametro,
x = X(x;¢) , (3.1)

com a identidade £ = 0 e lei de composigao ¢. Expandindo (3.1) em torno de e = 0, temos

- <8X(x; €) ) 1, <82X(x; €) )
X = X+e|—F——= toe8 + ...
e=0 2 88 e=0

Oe

= x+¢ (% ) +0(£?) . (3.2)
Seja
£(x) = axg: ) K (3.3)

A transformacao X = x + €£(x) corresponde a uma transformagcao infinitesimal do grupo

de transformagoes de Lie (3.1).

3.2.1 Primeiro Teorema Fundamental de Lie
O seguinte lema sera til:

Lemma 3.2.1.1 O grupo de transformagoes a 1-parametro de Lie (3.1) satisfaz a condi¢ao

X(x;e + Ac) = X(X(x;8);0(e L e + Ag)) . (3.4)
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Teorema 3.2.1.1 (Primeiro Teorema Fundamental de Lie.) A parametrizacdo (c)
existe e € tal que o grupo de transformagaoes de Lie (3.1) equivale a solugdo de um problema

de valor inicial para um sistema de EDO’s de primeira ordem dado por

dx

B . (35)
com
Xx=x quando T=0. (3.6)

Em particular,

(e) = /0 T(e)de, (3.7)

P(e) = O¢(a,b)

o e T0O)=1. (3.8)

(a,b)=(s71,e)

(7! denota o inverso de ¢).

O Primeiro Teorema Fundamental de Lie mostra que as transformacoes infinitesimais
contém a informacao essencial para determinar o grupo de transformacoes a 1-parametro
de Lie. Uma vez que o sistema de EDQO’s de primeira ordem é invariante sob translagoes
em 7, é possivel reparametrizar um dado grupo em termos de um parametro 7 tal que, para
valores 71 e Ty, a lei de composigao seja ¢(71, 2) = 71 + To. Esse teorema também mostra
que um grupo de transformagoes de Lie a 1-parametro (3.1) define um fluxo estacionério
dado pelas equagoes (3.5)-(3.6), e ainda que qualquer fluxo estacionario (3.5)-(3.6) define

um grupo de transformacoes a 1-parametro de Lie.

3.2.2 Geradores Infinitesimais

De acordo com o Primeiro Teorema Fundamental de Lie, sem perda de generalidade,
assumimos que um grupo de transformacgoes a 1-parametro (¢) de Lie é parametrizado de

modo que sua lei de composigao é dada por ¢(a,b) = a+b, eentao et = —c e '(g) = 1.
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Sendo assim, em termos dos infinitesimais £(x), o grupo de transformagoes infinitesimais

a 1-parametro de Lie (3.1) é dado por

dx -

B . (39)
com

Xx=x para e=0. (3.10)

Definicao 3.2.2.1 O gerador infinitesimal do grupo de transformacgoes a 1-parametro de

Lie (3.1) é o operador
- 0

X:X(X):f(x)'V:Z&(X)% ; (3.11)
i=1 i

onde \7 € o operador gradiente

o 0 0

O teorema a seguir mostra que o uso do gerador infinitesimal (3.11) leva a um

algoritimo para o cédlculo da solugao explicita do problema de valor inicial (3.9)-(3.10).

Teorema 3.2.2.1 O grupo de transformacoes a 1-parametro de Lie (3.1) € equivalente a

= Y Sxkx (3.13)

onde o operador X = X(x) € definido por (3.11) e X*¥ = X*¥(x) ¢ dado por X¥ = XXk,
k =1,2,.... Em particular, X*F(x) € a funcdo obtida ao se aplicar o operador X na
funcao XF1F(x), k=1,2,..., com X°F(x) = F(x).

Assim, vemos que existem dois caminhos para encontrar explicitamente o grupo de

transformacoes a 1-parametro de Lie:
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e Expressando o grupo em termos de uma série de poténcias (3.13), conhecidas como
séries de Lie, obtidas a partir do gerador infinitesimal (3.11) correspondente a

transformacao infinitesimal;

e Resolvendo o problema de valor inicial dado pela equagoes (3.9)-(3.10), encontrando

explicitamente a solugao geral do sistema de EDO’s de primeira ordem (3.9).

O seguinte corolario resulta do Teorema 3.2.2.1:

Corolario 3.2.2.1 Se F(x) for irrestritamente diferencidvel temos que, para um grupo

de transformagoes a 1-parametro de Lie (3.1), com gerador infinitesimal (3.11),

F(X) = F(e#*x) = e F(x) . (3.14)

3.2.3 Funcoes Invariantes

Definicao 3.2.3.1 Uma fun¢ao irrestritamente diferencidvel F(x) é invariante sob o

grupo de transformacoes de Lie se e somente se, para todo grupo de transformagoes (3.1),
F(x)=F(x) . (3.15)
Se F(x) € um invariante de (3.1), F(x) € também invariante sob (3.1).

Teorema 3.2.3.1 F(x) € invariante sob um grupo de transformagédes de Lie (3.1) se e

somente se

XF(x) =0 . (3.16)

FX)=F(x)+e¢ (3.17)

XF(x)=1. (3.18)
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3.2.4 Coordenadas canonicas

Suponha que a seguinte mudanca de coordenadas, 1-1 e diferenciavel continuamente em

algum dominio apropriado,

Yy =Y(x) = (%), 42(%), - yn(x)) , (3.19)

seja feita. Para o grupo de transformacoes de Lie (3.1), o gerador infinitesimal (3.11) em

relacdo as coordenadas x = (x1, 9, ..., x,) passa a ser o gerador infinitesimal
Y= i) (3.20)
com relagao as coordenadasy = (y1, ¥, - - -, Yn) definidas em (3.19). Portanto, é necessério

que Y = X para se obter o mesmo grupo de acao. Entao o infinitesimal é escrito como

ny)=my),ny), -, my) =Yy, (3.21)
onde
) =260 =y, =12 (3.22)

Teorema 3.2.4.1 Em relagao as coordenadas (3.19), o grupo de transformacgoes de Lie

a I-parametro (3.1) passa a ser
y=¢e"y. (3.23)

Definicao 3.2.4.1 A mudanga de coordenadas (3.19) define um conjunto de coordenadas
canénicas para um grupo de transformagoes de Lie a 1-parametro (3.1) se, em termos

dessas coordenadas, o grupo (3.1) tornar-se

v = v, 1=12...,n—1, (3.24)

Teorema 3.2.4.2 Para todo grupo de transformagoes de Lie (3.1), existe um conjunto

de coordenadas canonicas y = (Y1, Y2, - --,Yn) tal que (3.19) € equivalente a (3.24)-(3.25).
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Do Teorema 3.2.3.2, temos que
Un = yn(X) = yn(x) + € (3.26)
se e somente se
Xy, =1. (3.27)

Portanto, y,(x) é definido por alguma solucao particular v(x) da equacao diferencial
parcial de primeira ordem nao-homogénea
ov ov ov

Xv(x) =&(X) 75—+ X)) z—+.. .+ gn(x)a—xn —

R 3t 1 (3.28)

que ¢ resolvida a partir de alguma solucao particular do correspondente sistema de n + 1

EDQO’s caracteristicas

dv dx
- ax _ , 2
Teorema 3.2.4.3 Em termos das coordenadas canonicas' y = (y1(x), y2(X), ..., yn(X)),

o gerador infinitesimal do grupo de transformagoes a 1-parametro de Lie (3.1) € dado por

0

Y =~ |
OYn

(3.30)

3.3 Transformacoes estendidas (prolongagoes)
(e transformacgoes infinitesimais estendidas)

Um grupo de transformagoes a 1-parametro de Lie (3.1) atuando no espago de varidveis
dependentes e independentes é naturalmente estendido (prolongado) para um grupo de
transformacoes a 1-parametro de Lie atuando num espaco ampliado, espago de jato, que
inclui todas as derivadas das variaveis dependentes acima de uma ordem fixada. Para
tanto, é necessario requerer que, sob a acao do grupo, haja preservacao das relagoes de
derivagao ou, de maneira equivalente, que haja preservacao das condigoes de contato
que conectam as derivadas de ordem mais alta. Este requerimento leva a uma unica
prolongacao do grupo de acao para qualquer espaco de jato. Consequentemente, os grupos
de transformacao a 1-parametro de Lie prolongados sao totamente caracterizados por seus

infinitesimais.
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3.3.1 Prolongacgoes

Definicao 3.3.1.1 Um grupo de transformacoes de Lie a 1-parametro é um grupo de

transformacoes da forma

N =N
[
S
—~ A~~~
B2 8
£ =
o
N— ~—
w W
w w
> =

x = (T1,%9,...,%,) , (3.33)

u = u(u',u? .. u™) (3.34)

em que x representa n varidveis independentes e u representa m varidveis dependentes.

Um grupo de transformagoes por ponto de Lie, como definido nas expressoes (3.31)-
(3.32), admitido por um sistema S de equagoes diferenciais, mapeia qualquer solucao
u = O(z) de S numa familia de solugdes a 1-parametro u = ¢(z;¢) de S. De maneira
equivalente, o grupo (3.31)-(3.32) deixa S invariante, ou seja, S é inalterdvel em termos

das variaveis transformadas (3.31)-(3.32) para qualquer solugao u = ©(x) de S.

Seja Ju o conjunto das nm coordenadas correspondentes a todas as derivadas de

primeira ordem de u em relagao a x:

oul out oul ou® ou? ou? ou™ ou™ ou™
ou = , e , , e e , e . (3.35)
Oxy O0xa ox,, O0x; Ox9 oz, Ooxr; 0xs oz,
Em geral, para k > 1, 0"u representa o conjunto de coordenadas
L B oFut
uil,iz,...,ik - a a a )
Tiy TTig "t Ty,
com pu = 1,2,....ome 1t = 1,2,...,n, j = 1,2,...,k, correspondendo a todas as

derivadas parciais de k-ésima ordem de u em relacao a x. KEntao as transformacoes
infinitesimais (3.31)-(3.32) sao prolongadas para transformagoes infinitesimais atuando

no espaco (z,u,0u,...,0), l=1,2,... k.
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3.3.2 Prolongagoes: uma variavel dependente e
n variaveis independentes

No estudo das propriedades de invariancia de uma EDO de ordem k com uma variavel
dependente u e n varidveis independentes z = (z1,s,...,x,), precisamos encontrar
as extensoes (prolongagoes) das transformagdes no espaco (z,u) para o espago de jato
(x,u,0u,...,0%), onde O*u representam as componentes de todas as derivadas parciais

de k-ésima ordem de u em relacao a x.

Primeiro, consideremos as prolongacoes de uma transformacao por ponto qualquer,

que nao necessariamente seja um grupo de transformacoes,

r = X(z,u), (3.36)
w = Ulz,u) . (3.37)

As transformagoes (3.36)-(3.37) sao do tipo 1-1 em algum dominio D no espago (x,u),
com fungoes X (x,u) e U(z,u) diferencidveis k vezes em D. Além disso, as condigoes de

contato sao preservadas, ou seja,

du = Oudx, (3.38)
do"'u = udr, (3.39)
em algum dominio D do espaco (z,u, du, ..., 0%u) se e somente se

dvw = Ow dx (3.40)
do"w = 0w do, (3.41)
no correspondente domfnio D’ do espaco (z,w,dw,...,0%u). As condi¢des de contato

sao denotadas por

)

_ Ou _Ow _ U
o, T orn 09X,

U;
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(e um somatério sobre um indice repetido estd implicito). As condigoes (3.38)-(3.39) sao

dadas pelo conjunto de equacoes’

du = wujdx;,

duilhmik71 = uimmikiljdxj s 7:1 = 1, 2, ..., para l = 1, 2, ey ]{Z — 1 .

Introduzimos os operadores de derivada total

0 0 0 0

D; = U -+ Uy 57—+ Wiigigi, ;T =1,2,...
ox; TR Ju; Hibriz-in Miyiy. i '
Para uma dada funcao diferenciavel F(z,u,du, ..., d"u), temos
oF OF OF OF
D,F = + U — t U Tt Ui, =1,2,...
axi b 8u uj 8uj “ e 8ui1i2...il !

Agora podemos determinar as prolongacoes

u}:Uj(1’7u’8u), j:1,2,...,n.

Das condigoes (3.38)-(3.39), obtemos

dv = wudz, = (D;U)dz; ,
de;, = (DZX])CZ[L’Z s j:1,2,...,7’l, s

J

onde D; é definido por (3.42), i =1,2,...,n. Assim,

Seja A uma matriz n X n

DX, ... DX,
A= :
D,X, ... DX,

'Representagoes similares sao validas para as condigoes (3.40)-(3.41).
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Assumindo que A~! exista, temos

Uuj U, DU
|| P
w), U, D, U

Isso leva & prolongacao no espaco (z,u, du) dada por

vo= X(z,u),
w = U(z,u),
ow = 0U(z,u,du) .

E possfvel mostrar que a prolongacao para o espaco (z,u,du, . ..,0%u) é dada por
r = X(z,u),
w = Uz,u),

ow = 0U(z,u,0u)
OFw = 0"U(x,u,0u,...,0M) ,

onde as componentes de 9*u’ sao determinadas por

Wit iy 41 Uivig..in_11 DU iy..if_s
b
Uinigiprz | _ | Uiz |y | Doliniais
. - : - : 9
u;lliz...ikfln Uiliz...ik,ln DnUiliz...ik,l

onde iy =1,2,...,nparal=1,2,...,k—1, com k > 2.

Agora vamos considerar o caso em que as transformagoes (3.36)-(3.37) definem um

grupo de transformagoes por ponto de Lie (3.31)-(3.32) atuando no espago (z,u). Entao é

possfvel mostrar que sua k-ésima prolongacao para o espaco (z,u, du, . .., %), dada por
T = X(z,ue), (3.44)
u = Ulz,u;e), (3.45)
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ou = 0U(x,u,du;e) (3.46)

oFu = OFU(x,u,0u,...,0%u;¢) , (3.47)

define um k-ésimo grupo de transformacoes de Lie, a 1-parametro, prolongado. Nas
expressoes (3.44)-(3.47), temos

Uy Uy DU
U U, Dy U
I (3.48)
Up, | L U, D, U
ﬂilig...ik,ﬂ Uiliz...ik,ﬂ D1Ui1i2...ik,1
WUiyig.. 4512 B Uilig...z’k,ﬂ _ gt DzUiliz...z’k,l (3 49)
. - . - . ) *
ﬁiliz...ikfln i L Uilig...ikfln DnUiliz...ik,1

onde @; = U; sao as componentes de 0u = U, enquanto w;,,. i, i = Uiyiy...ij_,i S0 a8
componentes de 0" = 0*U. Em (3.49), iy = 1,2,...,n paral = 1,2,...,k — 1, com
k> 2.

3.3.3 Prolongacoes infinitesimais: uma variavel dependente e n
variaveis independentes

O grupo de transformagoes por ponto a 1-parametro de Lie

T = Xi(z,use) = m+e&(x,u) + O(E?) (3.50)
i=U(r,u;e) = u+en(r,u)+ O(?), (3.51)
com i =1,2,...,n, atuando no espaco (z,u), tem gerador infinitesimal dado por
0 0
X =&, U)&Ci (e, u) - (3.52)

A k-ésima prolongacao de (3.50)-(3.51) é dada por

7 = Xi(z,uje) =z + e&i(z,u) + O(e?) (3.53)
i = U(z,u;e) = u+en(z,u)+O0(?) (3.54)
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i = Ui(w,u,0uie) = u;+enl (2, u,0u) + O(?) (3.55)

7

ai1i2mik = Ui1i2mik (LL’, u, 8u, cey 8ku; 8) = Uiyig...iy + 67]1(11?2% (SL’, u, 811,, e ,aku) + 0(82) y
(3.56)
ondei=1,2,...,ne4;,=1,2,... nparal=1,2,... kcom k > 1. Suas correspondentes

k-ésimas prolongacoes infinitesimais sao
E(z, ), n(x,u), nW(z,u,ou), ..., 0" (z,u,ou, ... 0Fu) , (3.57)

com o correspondente k-ésimo gerador infinitesimal prolongado

0 0 0 0
Xk — ¢, AP C)) I )
é- 8.:(:@ _'_ nau + 77@ 8ul + _'_ nlllz...lk 8ui1i2mik )

k>1. (3.58)

Férmulas explicitas para os infinitesimais prolongados n*) resultam do seguinte teorema:

Teorema 3.3.3.1 Os infinitesimais prolongados satisfazem as relagoes de recorréncia

) = Dm— D&y, i=1,2,....n, (3.59)
nz(fz)zzk = Danz(fz;I)zkf1 B (Dik£j>ui1i2...ik71jv L= 17 27 s T [ = 17 27 T k? k> 2(36())

Vejamos a aplicacao do Teorema 3.3.3.1 para o caso de uma variavel dependente,
u, e duas variaveis independentes, z; e x5, pois esse resultado serd 1til mais adiante?. O

correspondente grupo de transformagoes de Lie a 1-parametro prolongado é dado por

T o= Xi(wy,wo,u36) = x5 + €&5(x1, 10, u) + O(e2) , i = 1,2, (3.61)
i = U(xy,a9,u;6) = u+en(ry, va,u) + O(?) (3.62)
w; = Ui(xy, o, u,ur, ugs€) = u; + sni(l)(a:l, Ty, u,uy, ug) + O(?) |, i =1,2, (3.63)

Uy = Uij(w1, 2, u, ur, ug, unn, Urz, Ugg; €)
= gy en) (1, Tay U, n, Urs, g, Une) + O(E2) |, 4, § = 1,2, (3.64)

2No capitulo 5, lidamos com equacoes de transporte que tém uma varidvel dependente, u, e duas
varidveis independentes: uma coordenada espacial, z, e outra temporal, t.
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etc., e seu infinitesimal prolongado é dado por

1%} 15} 0¢ 0&s 0&, 08,
o _ 9 om oy o Y2 o Osr e 982
R lau 8x1] U g T gy () T G e (3.65)
W _ O om 0% 06 0% o, 0&
= 0T * l@u 0T 2 0T “ ou (u2) ou itz (3.66)
@ _ n 5 Pn L 06 o o4 0%
o= gt l orou o) " T a2 ou T Tom "M T Ton
P 43 9 9%, P, 3 Ph,
+ [8112 B 28x18u ()" = 28x18uu1u2 B W(ul) B W(ul) e
0 0 0
— 3%’&11“1 — %Ugull — 2%’&11“2 s (367)
@ _ @
Uip) 21

_ 9 +l 9 *E, ] 2+l 9 243 ] 0&2

011015 0x10u B 011015 b 0x90u B 011015 o 8—:61u22

@_%_%u _8§1u A (uz)?
ou Oxy Oz 12 0xo 1 0x10u 2
P PL 0 S & (uy)? — %u (ug)? — &(u Yu
ou?  O0ri0u  Ory0u L 0r90Uu ! oz ouZ P
0 0. 0 0

— 2%1121112 — 2£U1U12 — %uzuu — %Uﬂ,@g y (368)

0? 0? 0% 0%¢ 0 0& 0¢

@ _ n no_ 0% _9a gn _ 592 _ 991
e lanQau 8x22] T T lau 2o | 2 Pp, 2

0%n 0%&, 2 &3 P, 5 0% 2

+ [0u2 B 20:)320u (u2)” = 20x20uu1u2 B W(uz) B Wul(w)
0 0 0

— 3%U2U22 - £U1U22 - 2%U2U12 y (369)

etc. Esse procedimento é naturalmente estendido para o caso de m variaveis dependentes

e n varidveis independentes [17].

3.4 Grupos de transformacoes a r-parametros e
algebras de Lie

Cada parametro de um grupo de transformagoes de Lie a r-parametros leva a um gerador
infinitesimal. Os geradores infinitesimais pertencem a um espago vetorial r-dimensional
que possui uma estrutura adicional, chamada comutador. Este espaco vetorial especial

por sua vez é chamado dlgebra de Lie r-dimensional.
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Para nossos propoésitos, estudar um grupo de transformacoes de Lie a r-parametros
equivale a estudar seus geradores infinitesimais e sua estrutura de algebra de Lie. A
exponenciacao de um gerador infinitesimal corresponde a um grupo de transformacoes de

Lie a 1-parametro, que é um subgrupo do grupo de transformacoes de Lie a r-parametros.

3.4.1 Grupos de transformacoes a r-parametros

Considere um grupo de transformacoes por ponto de Lie a r-parametros

% =X(x;¢e) , (3.70)

com X = (x1,Z2,...,T,) e parametros € = (€1,&9,...,&,.). Seja a lei de composi¢ao dos

parametros denotada por

¢(57 5) = (¢1(57 5)7 ¢2(57 5)a sy ¢n(5a 5)) ) (371)
com ¢ = (01,02,...,0,), onde ¢(e, d) satisfazem os axiomas com & = 0 correspondendo a
identidade 1 = 5 = ... =&, =0, e ¢(e, ) analitica em seu dominio de defini¢ao.

Considere a matriz infinitesimal Z(x) uma matriz r X r com elementos

0T ;
gaj = :

=] oa=l2ean =12, (3.72)

e=0

Seja O () uma uma matriz r X r com elementos

99p(e, 9)
Oup = —7—| (3.73)
o |50
e seja a matriz inversa de ©(e) dada por
U(e) =0"1e) . (3.74)

De acordo com o Primeiro Teorema Fundamental de Lie, para um grupo de transformagoes

de Lie a 1-parametro em alguma vizinhanga de € = 0, o grupo definido em (3.70) equivale
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a solucao do problema de valor inicial para o sistema de nr EDP’s de primeira ordem

dado por
021 0%p OZn
8&‘1 8&‘1 e 8&‘1
0%, 0Za OZn
Oe2 ez T D . -
oo P | =P(E)E(X), comX=x em £=0.
021 0%a OZn
Oer Oer "7 Oer

Definicao 3.4.1.1 O gerador infinitesimal X,,, que corresponde ao parametro €, do grupo

de transformagdes de Lie a r-parametros, definido por (3.70), é dado por

Xa:25aj(x)i , a=1,2...r. (3.75)
j=1 Iz;

E possivel mostrar que o grupo de transformacgoes de Lie a r-parametros (3.70)

equivale a

T
X = H ehoRay = etXignaXe  ourXry

a=1

onde i1, 1o, - . ., ft SA0 constantes reais arbitrarias. Além disso, o grupo de transformacoes

a l-parametro de Lie

X

eXx = exp <Z aaXa> X,
a=1

obtido pela exponenciacao do gerador infinitesimal

Gj(x) = Zaafa]’(x) , J=1,2,....n,
a=1

define um subgrupo a 1-parametro () do grupo de transformacoes a r-parametros (3.70)

em termos das constantes reais oy, 09, ..., 0.

42



3.4.2 Algebras de Lie

Definicao 3.4.2.1 Considere um grupo de transformacoes de Lie a r-parametros dado
pela expressao (3.70), com geradores infinitesimais X, o = 1,2, ..., r, definido por (3.71)
e (8.75). O comutador de X, e Xz € um operador tal que

Xo. X = XoXs— XsXq

- = [(gax 1) (6095 ) - (v ) (o )|

Zn] axj (3.76)
_ : <§ai(x)%%ﬁ - mm%ﬁ) , (3.77)

de onde resulta que
[Xa X = = X, Xa] - (3.78)
Teorema 3.4.2.1 (Segundo Teorema Fundamental de Lie.) O comutador de dois

geradores infinitesimais quaisquer de um grupo de transformacoes de Lie a r-parametros

também é um gerador infinitesimal. Em particular,

Xa, Xg] = Z Cls (3.79)

onde os coeficientes C, 5 sdo as constantes de estrutura, com o, 3,7 =1,2,...,r.

Definicao 3.4.2.2 As equagoes dadas por (3.79) sao chamadas de “relagioes de comutagdo”
de um grupo de transformagoes a r-parametros (3.70), com geradores infinitesimais dados

por (3.75).

Para trés geradores infinitesimais quaisquer, X,, X, X, € possivel provar a validade
da Identidade de Jacobi:

[XOH [Xﬁ’ X'YH + [Xﬁ> [X’W Xa]] + [X’y’ [XOM Xﬁ]] =0. (3'80)
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Das expressoes (3.78), (3.79) e (3.80), resulta o seguinte teorema:

Teorema 3.4.2.2 (Terceiro Teorema Fundamental de Lie.) C7;, as constantes de

estrutura definidas pelas relagoes de comutacdao (3.79), satisfazem as relagoes

T

> [ChaCo, + O Ch, + CECo] =0 (3.82)

v pa
p:

[y

Em particular, a relagao (3.81) equivale a propriedade de antissimetria do comutador dada

por (3.78), enquanto que a relagdo (3.82) é equivalente a Identidade de Jacobi (3.80).

Definicao 3.4.2.3 Uma dlgebra de Lie £ é um espago vetorial sobre R ou C, com
uma operagdo bilinear, o comutador, que satisfaz as propriedades (3.78), (3.80) e, mais
importante, a relagdo (3.79). Em particular, o conjunto de geradores infinitesimais {Xq},
coma=1,2,...,r, de um grupo de transformacoes de Lie a r-parametros (3.70), formam

uma algebra de Lie r-dimensional sobre R.

Teorema 3.4.2.3 Sejam X e Xék) 0s k-ésimos geradores infinitesimais prolongados
dos geradores infinitesimais X, e Xg, e seja [Xa,Xﬁ](k) 0 k-ésimo gerador infinitesimal

prolongado do comutador [X,, Xg|. Entdo,

(X, Xg® = [x®, XP] | k>1. (3.83)
Portanto, se [X,, Xs] = X, entdo

XE XxP]=xB k=1 (3.84)

Definicao 3.4.2.4 Um subespagco J C L é chamado “subdlgebra” da dlgebra de Lie L se
[ Xa, X5 € T para todo X,, X € J.
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3.5 Equacoes diferenciais parciais

Nesta se¢do mostramos como obter solugdes de equagoes diferenciais parciais (EDP’s)
a partir da invariancia sob grupos de transformacgao de Lie. Considerando o caso de
EDP’s escalares, veremos que o critério infinitesimal para a invariancia de uma EDP leva
diretamente a um algoritimo para determinar os geradores infinitesimais do grupo de
transformacoes de Lie admitido por uma dada EDP. As superficies invariantes do grupo
de transformacoes de Lie levam a solucdes invariantes. Essas solugoes, por sua vez, sao
obtidas ao se resolver EDP’s com um numero menor de variaveis independentes do que

no caso da EDP de origem.

3.5.1 Invariancia de uma equacao diferencial parcial

Seja uma EDP escalar de k-ésima ordem dada por
F(x,u,0u,d*u,...,0") =0, (3.85)

onde x = (x1, T9, . .., T,) sdo as coordenadas correspondentes as n variaveis independentes,
u é a coordenada correspondente & varidvel dependente e d7u sdo as coordenadas com
componentes & u/dx;, 0x;, . . .Oxy;, i = 1,2,...,n, para j = 1,2,... k, correspondentes

a todas as derivadas parciais de j-ésima ordem de u em relagao a x.

Vamos assumir que a EDP (3.85) pode ser escrita em termos de algumas componentes

especificas das derivadas de [-ésima ordem de u, ou seja
F(x,u,0u,0u, . ..,0%) = uyy. i — f(z,u,0u,0%,...,0%) =0, (3.86)
em que o termo f(x,u,du, d*u,...,0%u) ndo depende explicitamente de w;,;,. ;-

Definigao 3.5.1.1 O grupo de transformacoes de Lie a 1-parametro, definido em (3.31)-
(3.32), deiza a EDP (3.85) invariante, ou seja, € uma simetria de ponto admitida por essa
equagao, se e somente se sua k-ésima prolongagao, descrita pelas expressoes (3.44)-(8.47)
e (3.48)-(8.49), deiza a superficie (3.85) invariante.
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Uma solugao u = O(x) da equacao (3.85) situa-se na superficie de (3.85), com

O(x)

WUiyig..q; =
et 8:% 82[‘2'2 c. 8:cij ’

ii=1,2,...n, j=12.. k.

A invariancia da superficie (3.85) sob a k-ésima prolongacao (3.31)-(3.32) significa que
qualquer solugdo u = O(z) é mapeada em outra solucdo u = O(x,e) sob a agao do
grupo de transformacoes (3.31)-(3.32) para qualquer parametro €. Em outras palavras,
isso significa que o conjunto de todas as solugoes da equacao (3.85) é invariante sob o
grupo de transformagoes de Lie a 1-parametro (3.31)-(3.32) se e somente se a EDP (3.85)
admitir (3.31)-(3.32).

Teorema 3.5.1.1 (Critério Infinitesimal para a Invaridncia de uma EDP.) Seja

()2 (3.87)

al’i

o gerador infinitesimal do grupo de transformagoes por ponto de Lie (3.31)-(3.32). Seja

X® = fi(:)ﬁ,u)i + 17(:)3,u)2 + 7 (z, u, Ou) 0 +...
Ox; Ou ou;
+ nz(fz)zzk (Iv u, auv 82U, ) aku) a (388)
auiliz...il

o k-ésimo gerador infinitesimal prolongado de (3.87), em que 77,(1) ¢ dado por (8.59) e
(4)

Nilis..q, € descrito por (3.60), 1, =1,2,...,n, para j =1,2,...,k, em termos de

§(x,u) = (£l(x7u>£2(x7u)7 - '7£n(x7u)7n(x7u>> :

Entao o grupo de transformacées (3.31)-(3.32) € admitido pela EDP (8.85), ou seja, €

uma simetria por ponto de (3.85), se e somente se

XY F(x, u,0u,0%u,...,0Fu) =0 quando F(z,u,du,du,...,0"u)=0. (3.89)

3.5.2 Solucoes invariantes

Considere uma EDP (3.85) de k-ésima ordem, com k > 2, que admita um grupo de

transformagoes por ponto com gerador infinitesimal dado por (3.87). Assumimos que

£, u) # 0.
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Definicao 3.5.2.1 A solugio u = O(x) € uma solugdo invariante da equagdo (3.85)

resultante de sua simetria admitida com o gerador infinitesimal (3.87) se e somente se:
(i) u = O(x) é uma superficie invariante de (3.87);
(7)) u = O(x) soluciona (5.85).

A partir dessa definigao é possivel afirmar que u = ©(x) também deve satisfazer as
seguintes condicoes:

(77) X(u — ©(x)) = 0 quando u = O(z), ou seja,

00(x)

(. 0() 5

=n(z,0(z)) ; (3.90)

(iv) F(z,u,0u,du,...,0%u) =0 quando u = ©(x), ou seja,

F(z,u,00(z),9*6(z), ...,0"0(x)) = 0 . (3.91)

A equagao (3.90) é conhecida como condi¢do de superficie invariante para as solugoes
invariantes resultantes da invariancia sob a simetria por ponto (3.87). As classes de
solugoes invariantes foram primeiramente considerada por Lie em 1879 [96], e podem ser

obtidas através do seguinte método3.

Método da Forma Invariante. Primeiro, resolvemos a condicao de superficie, ou
seja, a equacao diferencial de primeira ordem (3.90), através da resolucao das equagdes

caracteristicas correspondentes para u = O(x):

dry  dry _dr, du (3.92)
dé(x,u)  dés(z,u)  d&(r,u)  dn(xu) '
Sendo y; (z,u), yo(z,u), ..., yo_1(x,u),v(x,u) as n constantes independentes provenientes

da solugao do sistema de n EDO’s de primeira ordem (3.92), com dy/du # 0, entdo a

solucdo geral u = ©(z) da EDP (3.90) é dada, implicitamente, pela forma invariante

viz,u) = O(y1(z,u), yo(z,u), ..., yo_1(x,u)) , (3.93)

3Maiores detalhes deste e de outro método proposto na literatura podem ser encontrados em [17].
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onde © é uma fungao diferencidvel arbitraria das varidveis y;(x, u), yo(x, u), . .., yp_1(z, u)

(também chamadas de varidveis de similaridade). Note que as variaveis

yl(x,u),yg(:E,U), s >yn—1($7u)a I/(ZIZ’,U)

correspondem as n coordenadas candnicas (3.19) para o grupo de transformagoes de Lie a
1-parametro (3.31)-(3.32). Assim, a EDP (3.85) tem solugoes invariantes que sao expressas
de maneira implicita na forma invariante dada por (3.93). Essas soluges sdo obtidas a
partir da resolugao de uma equacao diferencial reduzida, com n—1 variaveis independentes,
Y1,Y2, - - -, Yn_1, € uma variavel dependente, v. Por sua vez, a equacao diferencial reduzida
¢ obtida com a substitui¢do da forma invariante (3.93) na EDP (3.85) (assumimos que

essa substituigdo ndo acarreta numa equagao diferencial singular para v).

Para obter algumas solugoes invariantes de equacoes de transporte que constituem o
objeto de nosso estudo, utilizamos o aplicativo Maple e subrotinas do pacote SADE [79].
Analogamente, também utilizamos esse recurso computacional para resolver sitemas de
equagoes determinantes, a fim de encontrar equacoes de transporte generalizadas que
admitem uma algebra de simetria conhecida de uma classe de equacoes mais restritiva.
A proxima secao aborda alguns aspectos do procedimento de resolucao de equacoes

determinantes.

3.5.3 Equacoes determinantes

Considere uma EDP de k-ésima ordem, com k > 2,1 < k
Wiy iy..iy = [T, 0,00, 0%, ...,0%u) (3.94)

onde f(z,u,du, &*u, ...,0%u) ndo depende explicitamente de u;, ;, ;. O Teorema 3.5.1.1
estabelece que a EDP (3.94) admite o grupo de transformacoes de Lie a 1-parametro com
gerador infinitesimal descrito por (3.87), e com sua k-ésima prolongagao dada por (3.88),

se e somente se &(z,u) e n(zr,u) satisfaz a equagao determinante de simetria

l 6J 6J (1) 6J (k) EJ 9
7711,22,...,” J al’j nau 77] auj njl,jz,...,jk aujl ’ ( )

3J25e-5Jk
quando u satisfaz a condigao (3.94). E importante destacar os seguintes aspectos:
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B D s . 14 .
(4) 15, ju,...j, € linear nas componentes das coordenadas dPu, se p > 2;

(1) m% .. é um polindmio nas componentes das coordenadas du, *u, . .., OPu, com
J1,J25-3]p ’ ) ) )
coeficientes que sao homogéneos e lineares em &(z,u), n(x,u) e em suas derivadas

de ordem p em relagao a x e u.

Das condicoes (i) e (i), tem-se que f(x,u,0du,du,...,0%u) é um polinomio nas
componentes du, 0%u, ..., 0%u , e entdo o sistema de equacoes determinantes (3.95) é uma

k

equacao polinomial nos componentes de du, 8w, . .., 0%u, com coeficientes homogéneos e

lineares em &(z,u), n(x,u) e em suas derivadas de ordem k.

Além disso, para qualquer ponto z, é possivel atribuir valores arbitrarios a cada
componente de du, 9*u, . . ., 0*u, desde que a equacao (3.94) seja satisfeita. Em particular,
ap6s substituir u;, 4, por f(z,u, du, 8u, . .., 0%u) no sistema de equagdes determinantes
descrito por (3.95), a expressao resultante deve ser vélida para valores arbitrarios das
componentes remanescentes das coordenadas x, u, du, 0%u, . .., 0 u. Sendo essa expressao
resultante uma equagao polinomial nas componentes remanescentes Ou, u, . . ., 8ku, €como
consequéncia, os coeficientes dessa equacao polinomial devem tender a zero de maneira
independente. Isto leva a um sistema de EDP’s homogéneo e linear para as n + 1 fungoes
&(x,u),n(z,u), conhecido como sistema de equagioes determinantes para os geradores
infinitesimais (3.87) admitidos pela equagao (3.94). Usualmente, o conjunto de equagoes
determinantes é um sistema superdeterminado de EDP’s para &(z,u),n(x,u) pois, em

geral, existem mais de n + 1 equacoes determinantes.
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Capitulo 4

Equacoes de transporte nao-lineares

Este capitulo apresenta uma revisao de aspectos das classes de equagoes de transporte nao-
lineares do tipo parabdlicas, na qual estao inseridas as equagoes de difusao em meio poroso.
A estrutura de sua apresentacao é a seguinte. Uma breve revisao de elementos histéricos
e de motivagoes fisicas e matematicas que impulsionaram o desenvolvimento da teoria de
equacoes parabdlicas é apresentada na secao 4.1. Na secao 4.2, apresentamos a classe
de equagoes de difusao em meio poroso, juntamente com as definicoes dos processos de
difusao lenta e de difusao rapida. As referéncias utilizadas nessa revisao estao indicadas

ao longo do capitulo.

4.1 Equacoes diferenciais parabdlicas nao-lineares

A equacao de calor é umas das trés equagoes diferenciais de segunda ordem cléssicas que
formam a base de uma introducao elementar na drea de equagoes diferenciais. A partir
dela, no periodo de 1822 a 1950, um grande nimero de equagoes correlatas foi proposto
na literatura [81, 82]. Em uma primeira extensao desse campo, a teoria das equagoes
parabdlicas lineares foi desenvolvida, com coeficientes constantes e variaveis. A teoria
linear progrediu muito, mas é conhecido que as equacgoes que descrevem fenomenos fisicos,
sem que haja uma simplificacao excessiva, sao nao-lineares. Entretando, as dificuldades
matematicas na construicao de versoes nao-lineares das trés equagcoes diferenciais classicas

(equacao de Laplace, equacao de calor e equacao de onda) tornaram impossivel um
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progresso significativo na area até meados do século XX. Essa observagao se aplica a

outras equacoes diferenciais parciais importantes, como as equacoes de Navier-Stokes.

Nos tltimos cingiienta anos, com as facilidades advindas dos avanc¢os computacionais,
uma grande énfase tem sido dada no estudo de processos descritos por equagdes nao-
lineares. O fato de a matematica envolvida ser mais complexa é compensado pelo fato
desta ser mais realistica, e o reconhecimento da relevancia das equacgoes diferenciais nao-

lineares é refletida neste trecho de um artigo de John Nash, publicado em 1958 [97]:

The open problems in the area of nonlinear p.d.e. are very relevant to applied
mathematics and science as a whole, perhaps more so that the open problems in
any other area of mathematics, and the field seems poised for rapid development.

It seems clear, however, that fresh methods must be employed...

Atualmente podemos observar um progresso significativo da aplicacdo de simetrias
no estudo equacoes diferenciais parciais nao-lineares de grande importancia fisica, bem
como no seu uso para encontrar solugoes exatas para essas equagoes [13, 14, 16, 17].
As simetrias classicas de Lie admitidas por equacoes diferenciais parciais nao-lineares
sao uteis tanto na busca por solugoes invariantes quanto na identificacao de equagoes
que podem ser linearizadas através de um mapeamento invertivel. E no contexto de
equacgoes parabolicas nao-lineares, as técnicas de simetrias de Lie vém sendo amplamente
utilizadas [89, 90, 91, 92, 98, 99, 100, 101].

4.2 Equacoes de difusao em meio poroso

A classe de equagoes parabdlicas com nao-linearidade em leis de poténcia
uy = v2u" = div [D(u)wu] , (4.1)

com D(u) = u™!, é conhecida como equacio de difusio em meio poroso [81]. Essa
expressao ¢ um dos exemplos mais simples de equacoes de evolucao parabdlicas nao-
lineares. Ela aparece na descricao de varios fenomenos naturais, e sua teoria e propriedades

~ ~ . 2 . .
provém fortemente da equagao de calor, u; = \/”u, que pode ser considerada como o limite
n—1em (4.1).
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De acordo com a teoria de equagbes parabdlicas nao-lineares, a equagao (4.1) é
parabdlica somente nos pontos em que u # 0, ou seja, é uma equagao parabdlica degenerada,
o0 que traz consequéncias matematicas profundas. Os desdobramentos desse aspecto

matematico podem ser traduzidos na identificacao das seguintes sub-classes de processos:

degenerada em u =0, se n > 1 = processos de difusdo lenta,

[©N

o u = u"

singular em u = 0, se n < 1 = processos de difusao rapida.

[©

® U = v2un

Essa classificacao é vélida para pequenos valores de u e se inverte a medida em que
u — oo, um problema tipido criado por funcoes de poténcia que deve ser levado em
conta na interpretagao de resultados deduzidos, por exemplo, da comparacao de taxas de

decaimento [82].

A equagao (4.1) aparece naturalmente na descri¢ao de processos que envolvem fluxo
de fuidos, transferéncia de calor e difusao. Talvez a mais conhecida seja a descricao do
fluxo de um gas isentropico através de um meio poroso, modelado independentemente
por Muskat [85] e Leibenzon [86]. Outra aplicacdo importante, devida a Zel'dovich et
al [83], refere-se a radiagdo em plasmas. De fato, essa tltima aplicagao foi a base para o
desenvolvimento matematico rigosoro da teoria de equagoes de difusao em meio poroso.
Outras aplicacoes tém sido propostas em areas como biologia matematica, espalhamento
de fuidos viscosos, propagacao de populagoes (self-avoid diffusion), teoria de filmes finos
sob gravidade (na auséncia de tensdo superficial), teoria de limites cinéticos (teoria de
Carleman), dentre outras (ver [81, 82| e referéncias). Na descrigdo desses fenémenos,
muitas vezes sao adicionados termos de natureza convectiva, de absorcao ou de arraste,
generalizando assim a equacao (4.1). Um exemplo disso é fornecido pela a equagao

parabdlica quase-linear unidimensional

w = [P(u,x)],, + Flu,ug, x) , (4.2)

que serve como um modelo matematico simples para varios problemas fisicos. Talvez seu
uso mais comum seja, até o momento, para descrever o fluxo de liquidos em meios porosos,
ou o transporte de energia térmica em plasmas. Em ambos os casos, a forma mais comum

empregada para F' é

Fu, ug, v) = g(x)u™ + f(r)u*u, , (4.3)
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de modo que temos a equacdao de difusao em meio poroso generalizada:

w = [®(u,x)],, + g(x)u™ + f(z)uu, . (4.4)

A teoria para equagoes que possuem tal grau de generalidade tem sido construida nas
ultimas décadas, mas a riqueza de fenomenos incluidos nos diferentes exemplos abrangidos
nessa formulacao tao geral exclui uma teoria com informagao suficientemente detalhada.
Nesse sentido, temos interesse em estudar classes de equagoes de difusao em meio poroso
obtidas através da imposicao de simetrias conhecidas de uma equacao de reacao-difusao

com termo difusivo logaritmico. Isto serd considerado no capitulo 5.

4.2.1 Processos de difusao lenta

Conforme mencionado na secao anterior, para pequenos valores da densidade u, e n > 1,
a equagao de difusdo em meio poroso (4.1) descreve os chamados processos de difusdo

lenta. Essa condigao se estende naturalmente para a equagao generalizada (4.4).

Considerando que varias equacoes de transporte conhecidas na literatura e utilizadas
na descri¢ao de processos de difusao emergem de (4.4), destacamos os seguintes processos

pertencentes a classe de equagoes de difusdo em meio poroso generalizada [81, 89]:

Processos de difusao nao-lineares com conveccao

Os processos de difusao nao-lineares podem descritos pela equacao

wp = (u") e + f(2)0’u, (4.5)

cujo segundo termo é de natureza convectiva. Na teoria de meio poroso insaturado, a
parte convectiva representa o efeito da gravidade. Tomando os devidos valores para os
expoentes e coeficientes de (4.5), obtemos algumas equagoes importantes associadas a essa

classe de processos difusivo-convectivos:

Eq. de Boussinesq (f(x) = ¢ = const.) : up = (U)o + ct®uy, (4.6)
Eq. de Burgers (n=1): Up = Uge + f(T)UPU, (4.7)
Eq. de Hopf generalizada (s =1) : ur = (U)o + f2)un, . (4.8)
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Boussinesq propds o modelo (4.6) para descrever a filtragem de um fluido incompres-
sivel (como a agua) através de um estrato poroso [81, 84]. Por outro lado, a equagao
de Burgers (4.7) foi a primeira equagao nao-linear com significado fisico a ser resolvida
de maneira exata, e foi mapeada na equacao de calor através de uma transformacao
simples [88]. Apesar de ndo possuir sélitons ou muitas leis de conservagao, a equagao (4.7)
possui muitas simetrias [13]. A expressdo (4.8) é uma generalizacio da equacao de
Hopf [87], obtida para n = f(z) = 1, que também é conhecida como equa¢do de Burgers

sem viscosidade.

Processos de difusao nao-lineares com absorgao

Os processos de difusao com termo de absor¢ao sao descritos pela equacao
up = (u")ez + g(x)u™ (4.9)

que tem se mostrado 1til no estudo de fendmenos em que a estrutura fisica do meio varia
com a concentragao u(z,t). O segundo termo de (4.9) representa a absorgao volumétrica,
que no caso de um plasma é causada pela radiagdo para a qual este é transparente [89].
Essa mesma equacao aparece no contexto de conducao nao-linear de calor, com um
termo de fonte. Por exemplo, materiais aquecidos por radiacao de microondas tém suas
condutividades térmicas e aquecimento corporal fortemente dependentes da temperatura.
Em (4.9), supbe-se que os termos de difusividade e de absor¢ao dependam da concentragao
u(x,t) através de uma lei de poténcia. Os processos de difusdo nao-linear com absorsao
sao caracterizados por fendomenos de explosao, extincao e tempos de espera, e os indices

n e m abrangem um vasto conjunto de comportamentos fisicos [89, 90].

Processos de difusao nao-lineares com termo de arraste

Além dos fenémenos ja citados, a equacao de difusdo em meio poroso generalizada (4.4)
compreende outros processos de reacao-difusao usualmente descritos por equagoes de
transporte amplamente conhecidas na literatura, o que pode ser visto mais facilmente
a partir de uma reestruturagdo em seu formato. Tomando s = m — 1 e f, = mg(z) na

equagao (4.4), temos

up = l(u")x + @um] : (4.10)
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de onde obtemos, para n = m = 1, uma equagao de Fokker-Planck linear [63]
w = [uy + f(x)u], , (4.11)

com termo de arraste f(x) e coeficiente de difusdo D = 1. Para outros valores de n e m
obtemos variagoes, ditas nao-lineares, da equacao de Fokker-Planck que descrevem, por
exemplo, os chamados processos de difusao anémala (ver [102] e referéncias). E importante
ressaltar que essas equagoes nao constituem meros casos particulares de (4.4). Existe na
literatura uma gama de trabalhos voltados para suas especificidades, dada a importancia

dessas equagdes nas teorias de fenomenologia e de processos estocésticos [1, 4, 5, 63, 102].

Até o momento, todos os processos derivados da equagao (4.4) que mencionamos
levam em conta que o coeficiente de difusao é constante, ou seja, D = 1. Considerando que
a equacao (4.4) também pode ter coeficiente de difusdo com dependécia espacial, D(x),
temos em vista uma classe de equacgoes de difusao nao-linear ainda mais geral. De fato,
partindo de (4.2), ndo hd uma razao fundamental para assumirmos que os coeficientes
de (4.4) sejam constantes, uma vez que sua dependéncia espacial nos permite incorporar
fatores adicionais de grande importancia para o estudo de processos nao-lineares. Por
exemplo, para um meio poroso, a dependéncia espacial dos coeficientes pode representar
fatores estacionarios, como a contaminacao do meio por outro material ou, em um plasma,
o impacto de impurezas sélidas [89, 90|, dentre outros aspectos relacionados a difusao.
Pode ser visto em [98] que Vaneeva e co-autores exploram a andlise de grupos e de leis de
conservagao para equagoes de reacao-difusao nao-lineares com coeficientes varidveis. Nesse
sentido, como sera visto no capitulo 5, consideramos importante estudar uma classe de

equagoes de meio poroso que tenham coeficientes com dependéncia espacial.

4.2.2 Processos de difusao rapida

Os processos de difusao rapida estao presentes na fisica de plasmas, na teoria cinética
dos gases, na fisica do estado sélido, no transporte em meio poroso [81, 82, 91, 92] e sdo

descritos pela equacao de meio poroso com poténcias n tais que

u=u", n<l. (4.12)

55



Existe uma teoria de existéncia e unicidade para a equacao (4.12) na regiao de n < 0,

sob a condicao de que ela seja escrita na forma ligeiramente modificada
uy = div [u" "'y (4.13)

a fim de preservar a parabolicidade da equagao nesse intervalo de valores de n (ver maiores

detalhes em [82]). Para o caso unidimensional, essa expressao correspondente a
U = [un_lux]x = [D(u)ugl. , (4.14)

onde D(u) = u™"! é o coeficiente de difusidade. A equagao (4.14) é comumente chamada

de equacdo de difusao rdpida.

Em muitos materiais metalicos e ceramicos, o coeficiente térmico ou de condutividade
(ou de difusao, se u representar concentracao de massa), D(u), pode ser aproximado por
u~® para um vasto conjunto de valores de temperaturas (nessa nova notacdo o = 1 — n,
ou seja, a equagao (4.14) passa a ser definida para a > 0). E a divergéncia em D(u) para
pequenos valores de u a responsavel por um espalhamento de calor (massa) muito mais

rapido do que no caso linear (o = 0), o que explica essa terminologia.

Em alguns trabalhos podemos encontrar investigacoes de caracteristicas relevantes
dos processos de difusao rapida. Rosenau [91] mostrou que, para o intervalo 1 < a < 2,
a familia de difustes réapidas (4.14) coexiste com uma sub-classe denominada difusdes
super-rapidas, em que o processo inteiro termina num periodo de tempo finito. O caso

especial com a =1,
up = [In(u)]ze (4.15)

emerge em fisica de plasmas e na aproximacao do limite central do modelo de Carleman
para a equagao de Boltzmann [103]. A acessbilidade matemética de (4.15), conhecida
como equagao de difusao logaritmica, revela grande riqueza de aspectos fisico-matematicos,
fazendo com que essa equagao seja chave no entendimento de processos de difusao réapida.
O trabalho de Carlson et al [104] mostrou que, para uma grande variedade de sistemas, é
esperado que o fenomeno de criticalidade auto-organizada (self organized criticality, SOC)
ocorra como resultado da singularidade no coeficiente de difusao D(u). Em outra linha de

trabalho, Gandarias [92] e Popovych et al [99] derivam simetrias potenciais e apresentam

56



solugbes nao-invariantes por grupos de Lie admitidos por equagoes do tipo (4.14). Por
fim, conforme Ibragimov e Sophocleous [100], existem outras equagbes propostas para

descrever processos de difusao rapida, como

up = [h(z)D(u)ug, , (4.16)

onde a difusidade também apresenta dependéncia espacial, o que nos motiva a investigar
a ocorréncia desse tipo de coeficiente em uma dada classe de equagoes de reagao-difusao.
Além disso, a equagao (4.16) também pode ser generalizada se considerarmos um termo

adicional de fonte, z(x,u), de modo que a equagao

up = [h(z)D(u)uy), + 2(z,u) (4.17)

descreva processos de difusao rapida mais abrangentes. Esse aspecto também serd considerado

neste trabalho.

Apesar dos processos de difusao rapida ocorrerem frequentemente em sistemas fisicos
complexos como, por exemplo, no transporte de plasma sujeito a um campo magnético
forte, de maneira geral sua andlise se limita a estudos numéricos. Acreditamos que
estudar as peculiaridades da difusao rapida isoladamente constitui um passo crucial no
entendimento desses fenomenos, o que justifica nosso interesse em analisar a possibilidade
de ocorréncia desses processos numa classe de equacoes de reacao-difusao ainda pouco

explorada, como sera mostrado na sequéncia deste trabalho.
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Capitulo 5

Equacoes de transporte com coeficientes
logaritmicos

Este capitulo trata do estudo de equacoes de transporte com coeficientes logaritmicos
e estd estruturado da seguinte maneira. Na secao 5.1, apresentamos um resumo das
motivagoes que nos levaram a estudar essa classe de equacoes. Na secao 5.2 encontram-se
as classes de equacoes de Fokker-Planck generalizadas obtidas a partir da imposi¢ao da
algebra de simetrias de uma equacao de reacao-difusao com coeficiente logaritmico. Na
secao 5.3, sao apresentadas as equagoes de difusao em meio poroso generalizadas obtidas
pelo mesmo procedimento da secao anterior. Na se¢ao 5.4, apresentamos algumas solucoes
invariantes para casos particulares das equacoes de transporte encontradas. Parte dos

resultados aqui obtidos estdo apresentados na referéncia [80].

5.1 Motivacao

Equacoes de transporte com coeficientes variaveis tém sido estudadas e aplicadas em
diversos contextos, abrangedo, por exemplo, problemas em fisica de plasmas [105], caos
quantico [106], difusdo em coldides [107] e reagdes quimicas [108]. Recentemente, equagoes
de Fokker-Planck com coeficientes de arraste [74] e de difusdo [75] com dependéncia
logaritmica foram apresentadas na literatura. Em particular, Pesz [75] chamou a atengao
para classes de equagbes de reagao-difusdo nao-lineares [109] que tém coeficientes de

difusdo com inomogeneidades logaritmica e quadratica combinadas, D(x) ~ z?In(z). Tal
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dependéncia foi observada em diferentes contextos: em processos de difusao de esferas
pesadas [76], em caos quantico [77] e em processos que descrevem o comportamento
de mercados de cambio exterior [110]. Além disso, é natural supor que sistemas com
confinamento, como um plasma em cromodinamica quantica, sejam descritos por equacoes
de transporte com coeficientes de arraste e de difusao que tenham comportamento descrito
por fungoes logaritmicas, ou seja, que tendam a zero, ou divirjam, numa certa regiao de
confinamento. Apesar disso, a ocorréncia de dependéncia logaritmica em processos de
difusao é pouco abordada na literatura, o que nos motivou a iniciar um estudo sistematico

de classes de equagoes com essa caracteristica.

Como ja apontamos na Introducgao desta tese, o método de simetrias de Lie tem sido
empregado na obtencao de solugoes e também na generalizagao de equacoes de transporte
com coeficientes nao-triviais [64, 65, 66, 67, 69, 70, 73, 111]. No procedimento padrao
para obter equacoes generalizadas, o ingrediente central consiste na escolha da simetria
inicial, que geralmente é considerada como a simetria de um conjunto mais restritivo de

equagcoes.

Interessados em obter equagoes de transporte mais gerais que também apresentem
coeficiente de difusdo do tipo D(z) ~ x?In(z), utilizamos o método de simetrias de Lie
para encontrar todas as equagoes invariantes a uma dada algebra de simetria. Partimos de
uma equagao de reagao-difusdo apresentada em [75], com dlgebra de simetria conhecida, e
iniciamos nosso estudo obtendo generalizagoes para classes de equagoes de Fokker-Planck
com termo de fonte ndo-linear [80]. Em seguida, estendemos essa andlise para a classe de
equagoes de difusdo em meio poroso [81, 82] e encontramos equagdes de transporte nao-
linares, com alto grau de generalidade. A aplicacao consistente do formalismo de grupos
de Lie nos permitiu verificar que a dependéncia espacial dos coeficientes de difusao das

equacoes generalizadas obtidas também ¢é logaritmica.

5.2 Equacoes de Fokker-Planck

Como foi dito na introducao deste capitulo, vamos considerar a equacao de reacao-difusao

com coeficiente de difusdo logaritmico [75]

ug + {4x2 ln(x)uw} =0, (5.1)

T
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definida em 0 < z < 1. Efetuando uma mudanca de varidveis simples, essa equacao pode
ser reescrita de modo a descrever um processo de Rayleigh [75, 112]. Sua forma expandida

¢é dada por
uy + (8xIn(x) + 47)uy + (422 In(x))uge = 0 . (5.2)
A partir dos métodos apresentados no capitulo 3, verificamos que, para a EDP (5.1),

descrita pela variavel dependente u e pelas variaveis dependentes x; e g, 0s geradores

infinitesimais definidos em (3.11),

0
X = fz($1,$2au)ax'

+77($175527U) 7;:1727

% )

correspondentes as simetrias de Lie pontuais, com x71 = x e x5 = t, sao

X, = e'4xin(x) 9 + et 9

ox ot '’
Xy = u %,
X, = e *4rin(x) % —e ¥ % —e M (41n(z) + 4)u % . (5.3)

As relagoes de comutagao, definidas em (3.79), para os geradores X;, i = 1,2,3,4 do

espago vetorial 4-dimensional sao dadas por

X, Xs] = —4X, |

Xy, X4] = 16X+ 8Xs,

Xs, Xy = —4Xy,

X, Xa] = [X3,Xo] = [X4,Xo] = 0. (5.4)

Vemos que os geradores Xy e X3 correspondem, respectivamente, aos operadores de
dilatagao e de translacao, enquanto que X; e X, sao geradores que tém coeficientes

&i(xy, o,u), i = 1,2, e n(xy, x2,u) ndo triviais.

Com o intuito de obter outras equagdes de transporte que admitam as simetrias (5.3),
como uma equacao de Fokker-Planck com termo de fonte, vamos impor que os quatro

vetores de campo X;, ¢ = 1,2,3,4 sejam geradores de simetria de uma equacgao de

60



transporte mais abrangente. A titulo de ilustracao do método, comecemos com a equagao

de transporte geral
Uy + Aol + AUy + Aollgy = 0, (5.5)

onde os coeficientes a;, i = 0,1, 2, apresentam dependéncia espacial, ou seja, a; = a;(x).

As expressoes encontradas para esses coeficientes foram

apg = do lIl(ZL')_l,

a; = dy xln(z) + dy =z,

a; = dy 2°In(x),

onde d;, i = 0,1, 2 sao constantes arbitrarias. Considerando dy =0, dy =8, edy, =4 e
substituindo esses coeficientes em (5.5), chegamos a equacao original (5.2), como esperado.

Uma vez entendido o procedimento, vamos agora de fato considerar uma equacao de

transporte que tenha um termo de fonte nao-linear adicional

U + Ao + A Uy + Aoy, + azu® =0 . (5.6)

Voltando ao capitulo 3, lembramos que um vetor de campo da forma (3.11),

0
X = fz($1,$2au)ax'

+7]($1,.§(}2,U) L= 172 ) (57)

% )

é um gerador de simetria da equacao (5.1) se esta for invariante por forma sob a agao
do grupo de transformagoes de Lie a 1-parametro (¢) definido pelas expressoes (3.50)
e (3.51), a saber

7 = x+eb(x,tu)+0EY),
Ty = t+eb(z,tu)+0E?),
o = u+en(z t,u)+ O . (5.8)

De acordo com o Teorema 3.5.1.1, para que a EDP (5.6) admita o grupo de transformagoes
infinitesimais a 1-parametro (5.8), com gerador infinitesimal (5.7), os coeficientes &;(z, t, u),

i = 1,2, e n(z,t,u) devem satisfazer ao sitema de equagoes determinantes de simetria
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definido em (3.95). Fazendo uso dos recursos de computagao simbdlica com o pacote

SADE [79], chegamos ao correspondente sistema

€q1
€42
€43
€q4
€qs
€qe
eqr
€qs

€q9

d d
20202, + (3a0udy — 20,1 + 3a3u®By — O)E1 + E1—ay — 26 ay =0,
dx ay T dx

_a2812Lu£1 = 07

—2a28u£2 = 0,

_2a28x€2 =0,

20:061 + (aouau - a'la:c - GQagm + a3uaau - at)§2 - éi(@ = 0,
as dx

20,61 — 2a207,6 = 0,

—a2812m§2 =0,

az0?,n + (2010, — 2a202,)&, = 0,

(ap(1 — udy) + a10, + ax0?, + az(u® o — u®d,) + 9,)n + (2apud, + 2a3u~0,)&;

d a a d d
+ §1u%a0 — (a—2§1u + a—i&ua) %CLQ + §1ua%a3 =0. (59)

Comparando a equagao de transporte (5.6) a uma equagao de Fokker-Planck com

coeficiente de difusao D(x) e coeficiente de arraste f(x) independentes do tempo,

u + [fu+ (Du),], =0, (5.10)

que também pode ser escrita como

Uy + fuy +ufy + Dugy +2u, Dy +uDyp =0, (5.11)

chegamos as seguintes expressoes para as fungoes a;, 1 = 0, 1, 2:

Qg
a1

a2

Jo+ Daz (5.12)
f+2D, , (5.13)
D . (5.14)

Vamos agora obter o coeficiente de difusao D e verificar em que situagoes o coeficiente

de arraste f e o termo de fonte nao-linear da equacao (5.6) sobrevivem para alguma

simetria. Para tanto, precisamos impor que a equagao (5.6) admita como &lgebra de

simetrias de Lie uma subalgebra da algebra expandida pelos geradores X;, i = 1,2, 3, 4.
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Substituindo os componentes de cada gerador de simetria admitido no sistema de equagoes
determinantes (5.9), chegaremos a um conjunto superdeterminado de equagoes diferenciais

nao-lineares para as fungoes a;, 1 =0, 1,2, 3.

Levando em conta o Teorema 3.4.2.1 e a Definicao 3.4.2.4, vemos que as relacoes
de comutagao (5.4) fornecem as seguintes subdalgebras: {Xi, X5, X3, X, }, {X1}, {X2},
{Xs}, {X4}, {X1, X3}, {X1, X4} e {X1,2X5 + X3, X4} Ao impor que a equagao (5.6)
admite essas simetrias (desconsiderando as simetrias triviais {Xs} e {X3}), chegamos aos

seguintes resultados.

Simetrias {X;,X,, X3, X,} : Substituindo separadamente os coeficientes de cada um

dos geradores X;, i = 1,2, 3,4 nas equagoes (5.9), temos

xln(x) d N d o d B
<ln(x) +1- o %@) (apu + azu®) 4+ x In(z) (u%ao +u dma3> =0,
xln(x) d as d B
(ln(x) +1-— o %@) a = — + xIn(x) <£a1 — 4) =0,
xln(x) d oy MU Gu
(3 In(z) +3 — o %a2> (ap(x)u + ag(z)u®) — — t =

d d
—u(In(z) + 1)(ap — 1 + azau®™") + zln(z) <u%a0 + ua%a?)) =0,

34z <ﬂ£a2 —4— im) zln(z) + a1 (In(z) + 1) = 0,
com solugao geral

ag = do lIl(ZL')_l,
ap = (dy+4)xIn(x)+dy z,
Ay = d2 1’2 IH(I),

a3:0,
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onde d;, © = 0,1,2 sao constantes arbitrarias. Substituindo as expressoes acima nas
equagoes (5.12)-(5.14), obtemos dy = 0, dy = dy = 4 e coeficientes de arraste e difusao

dados, respectivamente, por
f(z) =8xIn(x) + 4z e D(z) = 42 In(z) .

O resultado é uma classe de equagoes de Fokker-Planck com coeficientes logaritmicos que

abrange a classe de equagoes de reacao-difusao (5.1), ou seja
ug + [(8zIn(z) + 47)u + (4% In(7)u),], = 0. (5.15)

Simetria {X,} : Seguindo o procedimento descrito anteriormente para o gerador Xj,

chegamos a

ag = do lIl(ZL')_l s
a; = (di+4)zn(x)+ds x,
ay = dy 2*In(x)

as = dg lIl(ZL')_l s
e obtemos uma equacao do tipo Fokker-Planck com termo de fonte nao-linear:
ug + [(8zIn(z) 4 42)u + (42% In(2)u),], + ds In(x) u® =0, (5.16)

onde d3 é uma constante arbitraria. As subalgebras {X;, X3} e {X;,2X5 + X3, X4}

levam a essa mesma classe de equagoes.

Simetria {X4} : No presente caso, temos

ap = do In(x)"t + (dy —4)In(x) +dy — 4,
ap = (Bdy —4)zrln(z)+ds x,
as = dy 2*In(x)

ag = d3 2* 'In(z)*?,

e o resultado é uma outra equacao do tipo Fokker-Planck com uma nao-linearidade no

termo de fonte, que também é obtida a partir da imposi¢ao da subédlgebra {Xs, X4}:
uy + [(8z In(z) + 42)u + (42° In(2)u),], +ds 2% In(z)* 2u® =0 . (5.17)
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5.3 Equacoes de difusao em meio poroso

No capitulo 4 apresentamos equacoes da classe de equacoes de difusao em meio poroso
que tém coeficiente de difusao constante, D = 1. Nosso interesse aqui é obter classes de
equagoes com coeficiente de difusao variaveis, dadas as motivacoes fisicas ja discutidas.
Mais especificamente, queremos obter classes de equacoes de difusao em meio poroso com
coeficientes difusivos logaritmicos. Para isso, utilizamos o procedimento apresentado na
segao anterior, ou seja, impuzemos subélgebras da algebra 4-dimensional (5.3) a equagdes
de transporte gerais e resolvemos os correspondentes sistemas de equagoes determinantes.
Seguindo o escopo do capitulo 4, bem como a notagao ja estabelecida, listamos a seguir

as equagoes de transporte generalizadas obtidas.

5.3.1 Processos de difusao lenta

Em nosso estudo, consideramos os seguintes processos de difusao lenta:

Processos de difusao nao-lineares com conveccao

A equagao (4.5), com dependéncia espacial no coeficiente de difusao, é dada por

w = [D(z)(u")z]e + f(2)uu, . (5.18)
Ao comparar a equacao (5.18) com a equagao de transporte geral

wy + ag U g +oap T (ug)? F ag U Mgy + as utu, = 0 (5.19)
obtivemos as expressoes para as funcoes a;, 1 = 0,1,2, 3:

a = nD,,
ap = nn—1)D
as = nbD,

az = f(x).

Com a imposicao de subalgebras da algebra (5.3) a equacao (5.19), obtivemos os seguintes

resultados.
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Simetrias {XI,XZ,X3,X4}, {X1}> {Xl,X3} € {Xla 2X2 + X3,X4}Z

up + [42* In(z) (u™) ) + [ (c+ 4 In(x)u™®)] u’u, =0 . (5.20)

Simetrias {XI,XZ,X3,X4}, {X4}, {Xl,X4} € {Xla 2X2 + X3,X4}Z

up + [Ax T In(2)"(u"),)e + [z (4 + 4 In(z))u"*] vu, =0 . (5.21)

Note que, paran =1, s = 0 e ¢ = 4 as equagoes (5.20) e (5.21) sdo equivalentes.

Processos de difusao nao-lineares com termo de absorcao

A equacao de transporte geral

wy + ag u" My +ap T (ug)? F ag u T Mgy +ag v =0, (5.22)

quando comparada a equacao (4.9) generalizada com dependéncia espacial no coeficiente

de difusao,

up = [D(x)(u")a]a + g(z)u™ (5.23)

fornece as seguintes expressoes para as funcoes a;, 1 = 0,1, 2, 3:

ag = nD(Eu
ap = nn—-1)D,
as = nbD,

a3 = g(x).

Ao impor que a equacao (5.22) admite subélgebras da algebra (5.3), obtivemos as equagoes

a seguir.

Simetrias {X;, X,, X3, X, }, {X1}, {X1, X35} e {X;,2Xs + X3, Xy}

ug + [42? In(z) (u™)], + ¢ In(x) P u™ =0 (5.24)
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Simetrias {XI,XZ,X3,X4}, {X4}, {Xl,X4} € {Xla 2X2 + X3,X4}Z

up + [Ax T In(2)™ (u")y]e +c 2™ P in(z)" 2w =0 . (5.25)

Observemos que, para n = m = 1, as equagoes (5.24) e (5.25) sdo equivalentes.

Processos de difusao nao-lineares com termo de arraste

Consideramos que esse caso esta contemplado com nosso estudo feito para classes de

equagoes de Fokker-Planck [80], apresentado na se¢ao 5.2.

5.3.2 Processos de difusao rapida

No capitulo 4 mencionamos nosso interesse em encontrar uma classe de processos de

difusdo rapida descrita pela equacao (4.17), que contempla um termo de fonte nao-linear,

ou seja
u = [D(x,u)ugl, + 2(z,u)
= [h(2)D(w)u,l, + flz)u”
= e+ @)’ 0> 0. (5.26)

Comparando a expressao (5.26) com a equagao de transporte geral
g + ag u Uy + a; u T (Ug)? + g U gy +az u’ =0, (5.27)

temos as fungoes a;, i = 0, 1,2, 3, dadas por

a = hg,
a; = —ah,
as = h,
a3 = f(x).

Impondo subélgebras da édlgebra 4-dimensional (5.3) & equagao geral (5.27), encontramos

as seguintes equacoes de transporte generalizadas.
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Simetrias {X17 XZ? X3, X4}, {X1}> {Xla X3} € {Xla 2X2 + X3, X4}Z
uy + [42% In(2)u""u,), +c In(z) ™ w’ =0.
Simetrias {X17 XZ? X3, X4}, {X4}, {Xla X4} € {Xla 2X2 + X3, X4}Z

uy + [4277 In(2) " u,), + ¢ 2 In(z)’ 2w’ =0 .

5.4 Solucoes invariantes

(5.28)

(5.29)

Uma das vantagens de se trabalhar com os métodos de simetria de Lie é a possibilidade

de encontrar solugoes invariantes, conforme destacado no capitulo 3, secao 3.5. Utilizando

o aplicativo Maple e subrotinas do pacote SADE [79], buscamos por solugoes invariantes

para as equacoes de transporte estudadas. Consideramos especialmente os geradores de

simetria nao-triviais, {X;} e {X4}, e algumas combinagoes simples dos geradores de

simetria (5.3). Os resultados obtidos sdo apresentados a seguir.

5.4.1 Equacoes de reagao-difusao
Para a classe de equagoes de reagao-difusao (5.1),

up + [(4x2ln(x))um] =0,

T

obtivemos
Simetrias Solucoes invariantes
{(X,}: u(x,t) = 1 + c3 [t — JIn(In(z))]
(X4} : u(z,t) = L e oy + ¢ (t + 3In(In(z)) )]

{X1+Xo}: u(z,t) =exp (L) [c; J, (e7?In(x)) + o Y, (e HIn(z))] , v=0

{Xo+Xa}: ulz,t) =2 exp(dt + 1) [¢1 J, (e¥In(z)) + 2 Y, (eIn(z))] , v =

0

onde J, e Y, sao fungoes de Bessel com parametro v; ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias.

68



5.4.2 Equacoes de difusao com termo convecgao

Para as equagoes (5.20) e (5.21), tomamos n =1, s = 0 e ¢ = 4 e buscamos por solugoes

para a equagao resultante

ug + [42? In(2)uy), + [z (4 +4 In(z))] ue =0,

Simetrias Solucoes invariantes
{X1}: u(z,t) = 1 + ey exp(4t — In(In(x))) ¥ In(x)~ @
{X4}: u(z,t) = ﬁ(r) [01 exp {W} [—41n(x)+4\/4+20ln(x)\/4+4ln(:c)ﬂ

+ﬁ(z) [cz exp {%(m(x))} [~41n(z)+4+/2+20 ln(x)\/4+4ln(w)]]

_ o4t
{Xl + XZ} : u(gj’t) = g2t ln(l‘)Tl(ln(x)+1)62t_T [Clj,,(ln(w)—i-l) + CQYV(ln(m)+1)] , v=e~2ty/In(z)

_ At
{(Xo+ X4} u(z,t) =22 In(z) 7 0@ 245 [0 ], (1) /20m() 14 \/1n() 14)
+CQYV(%\/201n(m)+4 \/41n(m)+4)] , v=e?*y/In(z)

onde J, e Y, sao fungoes de Bessel com parametro v; ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias.

5.4.3 Equacgoes de difusao com termo de absorcao

Para as equagbes (5.24) e (5.25), tomamos n = m = 1 e buscamos por solugoes para a

equacao resultante

ug + [42* In(2)ug), + ¢ In(z) P u=0,
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Simetrias Solugoes invariantes

(X} : u(z,t) = ¢; sen (3v/¢ [4t — In(In(2))]) + ¢z cos 3/ [4t — In(In(x))])
{X4): u(z,t) = ¢ i [exp(3 (In(n(@)) + 4¢) (2 + iv/e) )]

+ 02 i [exp (3 (n(in(x)) + 4¢) (~2 + /)|
Xy +Xa} o u(w,t) =exp(-te) e J, (e72/In(2)) + 2 ¥, (7% /In(2))], v =iv/e

{Xo+ X4} u(z,t) =1 exp(4t + Let) [ Jy (e2t ) + Y, ( 2 ln(x))} , v=1y/C

onde J, e Y, sao fungoes de Bessel com parametro v; ¢, ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias.

5.4.4 Equacoes de difusao com termo de arraste
(equacgoes de Fokker-Planck)

Considerando o = 1 nas equagoes de Fokker-Planck nao-lineares (5.16) e (5.17), obtemos

as seguintes solugoes para a equacao resultante

ug + {(4x21n(a:)u)x + (8 In(x) + 4xz) uL +cIn(z)fu=0,

Simetrias Solucoes invariantes

{X1}: u(x,t) = c1 exp [(—% In(In(x))+2t) (4 In(z)+2+(—-8 1n(z)+4_c)%)]

+ ¢y exp [( In(In(z))+2t) (4 In(z)+2—(—8 1n(m)+4—c)%):|

{X4} : U(Jf,t) = xln(x) exp ([—% ln(ln(x))—2t] [4 In(z)—+/16 ln2(x)+4—c})
+ 525 exp ([ In(In())—2t] [4 In(z)++/16 lnz(x)+4—c}>
(X5 + X5} u(z,t) = exp(-tettar) In(z) 2@ 28 ) ], (/=8 In(z)+4—c)
+ CQYV( —81n(m)+4—c)] ,  v=e %, /In(z)

{Xo+ Xy} u(z,t) = exp(2ett) In(z) "1 -20@ =81 e, T, (\/161n(z)2+4—c)
+ CQYV( 161n(x)2+4—0)] ,  v=e%\/In(z)

onde J, e Y, sao fungoes de Bessel com parametro v; ¢, ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias.
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5.4.5 Equacao de difusao logaritmica

Voltando as equacoes de difusao rapida, vemos que, para a = 1 temos uma classe chamada
de equagoes de difusao logaritmical. Considerando @ = 3 = 1, a equagao (5.28) fica
expressa por

ug + [42% In(x) In(u)], + ¢ In(z) ' u=0,

e possui algumas solugoes invariantes, como

Simetrias Solugoes invariantes

(X1}, {Xs + Xa): w(a,t) = ¢ exp ( [%D ~ 12 In(2) + 1) (42 In(x) In(w))

{Xa} {X2+ Xy} ulx,t) = 2 exp (—g[%]) — (2 In(z) +1) (4z In(z) In(u))

xln(x)

onde ¢ e ¢; sao constantes arbitrarias.

Analogamente, particularizando a equagao (5.29) com o = 3 = 1, temos
ug + [ArIn(u)], + ¢ In(z) P u=0,

e algumas de suas solucoes invariantes sao dadas por

Simetrias Solucoes invariantes
{Xy}: u(x,t) =12 [—4ln(x) In(u) + exp (%’W) clc}

et e % In(z)—4ct+cIn(In(zx —e—4t
(X +Xa} i ule,t) = | -4 In(a) In(u) + e exp (LG ) ]~

—4ct—In(In(x
{X4}: u(w,t) = - xlln(x) [4:6 In(u) In(x)? — exp (%T;)())) clc}
il a

{Xo+ Xy} ux,t)= %[_46%—1’ In(x)? In(u)

—cicexp|(—e In(z) — 4ct + cIn(In(x)))/4 In(z)]]

onde ¢ e ¢; sao constantes arbitrarias.

De acordo com a literatura [82], uma equagdo de transporte é classificada como equagio de difusio
logaritmica se houver a presenca do fator u~tu, = [In(u)],.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho, estudamos classes de processos estocasticos de nao-equilibrio utilizando
ferramentas fundadas em simetria: exploramos a nocao de espago de Fock (representagao
ntmero) na descrigao de redes de spin estocasticas e usamos métodos de simetria de Lie

para obter equacoes de transporte generalizadas.

Na primeira parte do trabalho, apresentamos o desenvolvimento do formalismo
baseado no espaco de Fock para tratar redes fermionicas. Os resultados gerais foram
deduzidos em paralelo ao caso de bdsons, com excecao de algumas peculiaridades como,
por exemplo, na definicao do propagador ou da funcao geradora de momentos, onde
utilizamos varidveis de Grassmann. Alguns resultados sobre integral de trajetoria para
férmions, apesar conhecidos na literatura de teoria quantica de campos, foram apresentados
aqui para especificar as caracteristicas da rede. O ingrediente central desse formalismo
consiste na definicao de um operador de densidade de probabilidade, que leva a um
procedimento geral para tratar equacoes estocasticas no contexto da representacao niimero
de ocupacao para bosons e férmions. Aplicamos o presente formalismo para estudar o
modelo de Glauber linear d-dimensional, deduzindo as equagoes de evolucao temporal
para a magnetizagao, (n,,), € para a fungdo de correlagao por pares, (7, 7,,), em termos
dos operadores de criacao e aniquilagao. Essa analise mostra que tais quantidades fisicas
podem ser associadas diretamente com o propagador no limite continuo e aponta, em
particular, para o fato de que esse procedimento também pode ser utilizado no estudo
da dinamica de Glauber nao-linear. Como perspectiva futura, pretendemos aplicar esse

procedimento a outros sistemas estocéasticos de spins como, por exemplo, fazendo uso
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do formalismo de integral de trajetéria para tratar o problema da renormalizacao em

percolacao direcionada.

A segunda parte do trabalho é referente ao estudo de classes de equagoes de difusao
com coeficiente de difusao logaritmico. Esse tipo de dependéncia espacial nos coeficientes
foi observada na descrigao fenomenoldgica de sistemas fisicos distintos, mas ainda tem
sido pouco explorada, o que nos motivou a investigar a possibilidade de sua ocorréncia
em classes de equacoes de transporte mais abrangentes. Para isso, utilizamos os métodos
de simetria de Lie, usualmente empregados no estudo de equagoes difereciais. Partindo
de uma equacao de reagao-difusao com algebra de simetria conhecida, encontramos todas
as equacoes de uma certa classe que sao invariantes por essa algebra de simetria. A classe
que consideramos primariamente foi a de equagoes de Fokker-Planck nao-lineares em que
o termo de fonte é um monomio na funcao de distribuicao. Encontramos equagoes de
Fokker-Planck com dependéncia logaritmica nos termos de arraste, difusao e fonte. Como
uma extensao dessa andlise, consideramos a classe de equacoes parabdlicas nao-lineares,
na qual se encontram as classes de equacoes de difusao em meio poroso. Pela imposicao de
subdlgebras a equagoes de transporte gerais, encontramos classes de equagoes de processos
de difusao lenta, com termos de absor¢ao e convecc¢ao, e também equagoes que descrevem
processos de difusao rapida. A aplicacao consistente do formalismo de grupos de Lie nos
permitiu verificar que a dependéncia espacial dos coeficientes de difusao das equacoes
de transporte generalizadas também ¢é logaritmica. Para algumas simetrias da algebra
4-dimensional considerada, tomamos casos particulares das classes de equacoes de difusao
nao-lineares encontradas e obtivemos solugoes invariantes que descrevem distribuigoes
algébricas e log-algébricas. As classes de equagoes estudadas tém coeficientes de difusao
com inomogeneidades logaritmica e quadrdtica combinadas, D(z) ~ z?In(z). Como
sequéncia para esse trabalho, apontamos para a possibilidade de estudar essas equagoes
através de uma transformacao de equivaléncia, uma vez que esta consiste em uma mudanca
nas variaveis dependente e independentes que mapeia equagoes em outras equagoes da
mesma familia, porém, com os coeficientes descritos por fungoes distintas. Também é
possivel estudar essas classes de equagoes com a abordagem de simetrias nao-classicas,
conhecidas como simetrias potenciais, que permitem encontrar solugoes invariantes que
nao sao acessiveis a partir de simetrias de ponto. Outro aspecto interessante a ser

explorado é a extensao desse estudo unidimensional para o caso de dimensoes superiores.
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