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RESUMO 

 

O presente estudo avalia o comportamento da ligação laje x pilar de lajes reforçadas com fibras 

de aço, localizada internamente à edificação e submetida a carregamento simétrico. Para este 

fim, realizaram-se testes experimentais e análises que discutiram a performance de alguns 

códigos de projeto e de modelos teóricos em prescrever a resistência última à punção de lajes 

reforçadas com fibras de aço.  

 

No tocante ao estudo experimental, foram realizados 8 testes de punção até a ruína, sendo 2 lajes 

de referência e 6 de concreto reforçado com fibras de aço, CRFA. A dimensão das peças foi de 

2550 x 2550 x 150 mm3 e a ligação laje x pilar foi simulada por uma placa de aço de 200 x 200 x 

50 mm3 em contato com a laje. As variáveis avaliadas foram: a resistência à compressão do 

concreto, fcm, 50 e 70 MPa e a quantidade de fibra adicionada à massa de concreto, Vf, 0, 60, 75 e 

90 kg/m3. No que diz respeito às lajes de CRFA, uma das particularidades destas peças foi a 

utilização de armaduras de flexão apenas em uma região próxima à área carregada. Entretanto, 

nas questões de cálculo, as taxas de armadura, ρs, destas lajes foram as mesmas apresentadas 

pelas lajes de referência (armada em toda a sua extensão), visto que as recomendações 

normativas sugerem que o valor de ρs seja obtido sobre uma largura preestabelecida da laje. 

 

Nas análises dos códigos de projeto, foram avaliadas as prescrições do ACI 318 (2008), do CEB-

FIP (1991), do EC2 (2004), da NBR 6118 (2003) e do CEB-FIP (2010). No que se refere aos 

modelos teóricos, discutiram-se as propostas de NARAYANAN e DARWISH (1987), de 

SHAABAN e GESUND (1994), de HARAJLI et al. (1995), de HOLANDA (2002), de CHOI et 

al. (2007), de MUTTONI e RUIZ (2010) e de HIGASHIYAMA et al. (2011). As referidas 

análises, além de avaliarem a dispersão e o nível de conservadorismo dos resultados, também os 

classificam segundo uma adaptação do critério de penalidade proposto por COLLINS (2001), o 

Demerit Points Classification – DPC. 

 

Por fim, com o intuito de contribuir ao conhecimento do dimensionamento à punção de lajes 

lisas reforçadas com fibras de aço, o presente trabalho apresenta uma proposta de cálculo com 

base na formulação de MUTTONI (2008), a qual estabelece o valor da resistência à punção 

segundo a Critical Shear Crack Theory. Para este propósito, foi discutida a relação carga x 

rotação e o critério de ruína das lajes reforçadas com fibras. Na sequência, também foi abordada 

uma proposta, a qual se baseia nos estudos de MUTTONI e RUIZ (2010) e adota a lei 

constitutiva tensão x abertura de fissura sugerida pelo CEB-FIP (2010), para estabelecer a 

parcela de contribuição da fibra de aço na resistência à punção. 
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ABSTRACT 

 

In the present dissertation the behaviour of the column-slab connection interior of a building is 

investigated. Symmetric load conditions are assumed for this connection and a special focus is 

given in slabs made by steel fibre reinforced concrete (SFRC). For this purpose, experimental 

programs were carried out, and from these results and from a data base that collects the relevant 

results found in specialized bibliography, the predictive performance of the most reputed 

theoretical models for the prediction of the punching resistance of steel fibre reinforced concrete 

slabs was assessed. 

 

The experimental program was composed by eight slabs, two of them without steel fibres 

(reference slabs), and the remaining six slabs were made with SFRC. All the slabs have 

dimensions of 2550 x 2550 x 150 mm3, and the column-slab connection was simulated by a steel 

plate of 200 x 200 x 50 mm3 in direct contact with the slab. In this experimental program the 

influence of the following variables on the punching behaviour of the tested slabs was 

investigated: concrete strength class (average compressive strength, fcm, of 50 and 70 MPa); 

content of fibres added to the concrete (0, 60, 75 and 90 kg/m3). In the tested slabs, in an attempt 

of providing conditions for punching failure mode, conventional longitudinal tensile steel bars 

were disposed in the centre of the slab, close to the loaded area. 

 

The predictive performance of the formulations available in the following design guidelines was 

assessed: ACI 318 (2008), CEB-FIP (1991), EC2 (2004), NBR 6118 (2003), and CEB-FIP 

(2010). The accuracy of the following theoretical models was also investigated: NARAYANAN 

and DARWISH (1987), SHAABAN and GESUND (1994), HARAJLI et al. (1995), HOLANDA 

(2002), CHOI et al. (2007), MUTTONI e RUIZ (2010), and HIGASHIYAMA et al. (2011). The 

performed analyzes have covered the dispersion of the results, level of accuracy of the 

predictions of these models, and the Demerit Points Classification (DPC) proposed by 

COLLINS (2001). 

 

Finally, based on the formulation proposed by MUTTONI (2008), a new approach is proposed to 

estimate the punching resistance of SFRC slabs according to the Critical Shear Crack Theory. 

For this aim, the load-rotation relationship, and the failure criterion of SFRC slabs during the 

loading process were determined. Like the proposal of MUTTONI and RUIZ (2010), in the 

present approach the fibre reinforcement contribution was simulated by the stress-crack width 

but now adopting recommendations of CEB-FIP (2010). 
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LISTA DE SÍMBOLOS 

 

Na lista seguinte constam os principais símbolos do trabalho, entretanto, outros símbolos são 

apresentados e explicados no decorrer da tese. 

 

a Vão de corte da viga; 

Ap Projeção horizontal da superfície de ruína; 

As Área de aço da armadura de flexão; 

Asw Área de aço da armadura de corte; 

b Largura da viga; 

b0=u0 Perímetro crítico da laje; 

d=dv Altura útil da laje; 

df Diâmetro das fibras; 

dg Diâmetro do agregado graúdo; 

e Altura da fibra com seção transversal retangular; 

Eabs Energia de absorção; 

Ec Módulo de elasticidade do concreto; 

Es Módulo de elasticidade do aço da armadura de flexão; 

fc,cub Resistência à compressão do concreto em corpo de prova cúbico; 

fcm=fc Resistência à compressão do concreto em corpo de prova cilíndrico; 

fct Resistência à tração do concreto; 

fctm,f Resistência média à tração por flexão; 

feq,j Resistência equivalente à tração na flexão; 

ffct,L Tensão correspondente ao limite de proporcionalidade; 

fFts Resistência residual no estado limite de serviço; 

fFtu Resistência residual no estado limite último; 

FL Carga correspondente ao limite de proporcionalidade; 

FR,i=Fj Carga correspondente à resistência residual à tração por flexão; 

fRi Resistência residual à tração por flexão; 

fy Tensão de escoamento da fibra; 

fyd Tensão de escoamento de cálculo da armadura de flexão; 

h Altura efetiva da laje; 

hsp Altura da viga medida no plano do entalhe; 

I0 Momento de inércia da peça antes da fissuração; 

I1 Momento de inércia da peça após a fissuração; 

L Vão da peça; 

L Vão da laje; 

lf Comprimento das fibras; 

mRd Momento fletor médio resistente de cálculo; 

msd Momento fletor médio solicitante de cálculo; 

Mu Momento fletor último; 

P Carga; 

Pcr Carga correspondente à primeira fissura; 

r=c Dimensão do pilar quadrado; 

r0 Raio que estabelece a superfície de ruína à punção de lajes axisimétricas; 

r1 Raio de curvatura referente à estabilização da fissuração; 

rc Raio do pilar; 

rcr Raio de curvatura referente ao início da fissuração; 

rq Raio de aplicação da carga nas lajes axisimétricas; 

rs Raio da laje; 
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ry Raio de curvatura referente ao escoamento da armadura de flexão; 

Vcr Carga correspondente à primeira fissura; 

Vf,crit Volume de fibras crítico; 

Vf=ρf Volume de fibras; 

Vflex Carga correspondente à ruína por flexão; 

VR,cd Contribuição do concreto na resistência de cálculo última à punção; 

VR,d Resistência de cálculo última à punção; 

VR,fd Contribuição da fibra na resistência de cálculo última à punção; 

VR,sd Contribuição da armadura de corte na resistência de cálculo última à punção; 

Vu Carga última; 

w Largura da fibra com seção transversal retangular; 

w Largura da abertura da fissura; 

Wf Quantidade de fibra em peso; 

wu Largura da abertura da fissura correspondente à carga última; 

δ Deslocamento; 

δcr Deslocamento correspondente à carga da primeira fissura; 

δu Deslocamento correspondente à carga última; 

ε Deformação normal; 

θu Rotação correspondente à carga última; 

νN,d Tensão de cisalhamento nominal; 

νR,d Tensão de cisalhamento resistente; 

ξ=k Parâmetro que estabelece o fator de escala; 

ρs=ρ Taxa de armadura de flexão; 

σ Tensão normal; 

τ Tensão de aderência interfacial entre a fibra e o concreto; 

χTS Parametro que estabelece o efeito “tension stiffening”; 

ψ Rotação da laje. 
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1- INTRODUÇÃO 
 

O cimento, depois da água, é o produto mais consumido no mundo. De acordo com o Global 

Cement Report 9th (2011), publicado pela revista inglesa International Cement Review, a 

demanda de cimento em 2010 e 2011 foi, respectivamente, 3287 e 3577 Mt (Mega tonelada) e 

com perspectiva de recordes para 2012, 3859 Mt. A título de informação, a Figura 1.1 apresenta 

o ranking dos 15 maiores consumidores e produtores de cimento no mundo. 

Figura 1- Cont Fig 
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b) Produtores de cimento 

Figura 1.1- Global Cement Report 9th (2011) – Ranking de 2011 

 

O sucesso do concreto, ou do concreto armado, como material de construção é atribuído às 

seguintes vantagens: (1) a flexibilidade; (2) a facilidade de construção; (3) a durabilidade; (4) o 

baixo custo de manutenção; (5) a resistência ao fogo e à água; (6) a resistência a choques e 

vibrações; (7) a economia na construção; e (8) as ligações monolíticas entre os elementos. No 
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tocante à sustentabilidade, segundo PEDROSO (2009), a fabricação do cimento, principal 

componente do concreto, além de consumir menos energia que a fabricação do alumínio e do 

aço, também emite menos gases e partículas poluentes ao meio ambiente. Somando-se às 

vantagens ecológicas, salienta-se que o concreto é um material que pode reciclar grande 

quantidade de rejeitos industriais. 

 

A aplicabilidade do concreto armado é ampla, conforme se confirma nas edificações 

residenciais, comerciais e industriais, nos arranha céus, nas torres, nas obras de saneamento, nas 

rodovias, nas pontes, nas usinas hidrelétricas e nucleares, nas plataformas de extração petrolífera, 

etc. No tocante às edificações, de acordo com a publicação da PCA – Portland Cement 

Association (2005), Economical Concrete Floor System, e com o trabalho de DELAHAY e 

CHRISTOPHER (2007), dentre os vários tipos de sistemas estruturais existentes, as lajes lisas e 

cogumelo são as mais econômicas quando se depara com vãos de 7.5 a 9.0 metros e com carga 

acidental de até 5 kN/m2.  

 

O sistema estrutural das lajes lisas caracteriza-se por apresentar uma laje de espessura uniforme 

apoiada diretamente sobre os pilares. Apesar das inúmeras vantagens, as quais serão discutidas 

posteriormente, este tipo de laje apresenta o infortúnio de romper subitamente por punção. O 

fenômeno da punção tem sido constantemente estudado teórica e experimentalmente, pois, além 

de ocasionar uma ruptura brusca na ligação laje x pilar, também pode desencadear a ruína total 

da estrutura por meio do colapso progressivo. 

 

A resistência à punção das lajes lisas pode ser aprimorada por meio de vários artifícios, como: a 

utilização de concreto de alta resistência, CAR, a utilização de armadura de cisalhamento e a 

adição de fibras (aço, sintética, etc) ao concreto. No tocante ao CAR, é confirmado que a 

resistência à compressão superior deste material favorece a resistência à punção das lajes, porém, 

salienta-se que estudos como os de MAGHSOUDI e SHARIFI (2009) revelaram que o CAR, 

além de apresentar menor ductilidade que o concreto normal, também apresenta superfície de 

ruína mais lisa, diminuindo assim a contribuição do engrenamento dos agregados. As 

desvantagens citadas anteriormente devem ser avaliadas cuidadosamente, pois ambas podem 

contribuir para tornar a ruína por punção ainda mais frágil.  

 

Estudos semelhantes aos de OLIVEIRA (2003), MORAES NETO (2007), CHOI et al. (2008) e 

FERREIRA (2010), mostraram que as armaduras de cisalhamento, além de contribuírem 

efetivamente na resistência à punção das lajes, também conferem maior ductilidade à ligação laje 
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x pilar. Entretanto, salienta-se que tanto o tipo de armadura utilizada quanto sua distribuição 

destas ao redor do pilar, podem tornar problemático o serviço de instalação da armadura de 

cisalhamento, uma vez que a região laje x pilar já é densamente armada pelas armaduras de 

flexão (ver a Figura 1.2). Além das considerações apresentadas, também é importante garantir a 

ancoragem eficaz destas armaduras para que as mesmas exerçam eficientemente o seu papel. 

 

 
 

a) Laje de BIRKLE (2004) b) Laje de TRAUTWEIN (2006) 

  
c) Laje de FERREIRA (2010) d) Laje de ALBUQUERQUE (2010) 

Figura 1.2- Lajes reforçadas com armaduras de cisalhamento 

 

No que diz respeito às lajes lisas reforçadas com fibras, em especial as de aço, TAN e 

PARAMASIVAN (1994), PRISCO e FELICETTI (1997), NGUYEN-MINH et al. (2011) e 

outros pesquisadores mostraram que o concreto reforçado com fibras de aço, CRFA, quando 

dosado adequadamente, aprimora vários aspectos da ligação laje x pilar, como a capacidade 

resistente da laje, a ductilidade da ligação, o controle da fissuração e outros pontos que serão 

abordados nas seções seguintes deste trabalho. É importante salientar que a eficiência do reforço 

com fibras depende de uma boa técnica de confecção do CRFA, pois a homogeneidade das fibras 

na matriz de concreto é primordial neste tipo de material.  
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Além das vantagens citadas anteriormente, o concreto com fibras de aço também potencializa o 

desempenho das armaduras de flexão e de cisalhamento, o que sugere a possibilidade de suprimir 

parte destas armaduras. Por exemplo, as pesquisas de GUSTAFSSON e NOGHABAI (1997) e 

MADAN et al. (2007), confirmaram a viabilidade de substituir a armadura transversal das vigas, 

os estribos, por fibras de aço, em quantidades, Vf, aproximadamente igual a 75 kg/m3. 

Corroborando a idéia, os testes de flexão em vigas de LOPES (2005) mostraram que a adição de 

fibras de aço ao concreto, Vf≈150 kg/m3, tornou possível a redução de 50% da armadura de 

flexão destas peças. No que diz respeito às lajes, testes em protótipos de estruturas, tais como os 

realizados em Bissen em 2004 e Tallinn em 2007 (DESTRÉE et al., 2009 e DESTRÉE e 

MANDL, 2008) e os apresentados em BARROS et al. (2012), ver a Figura 1.3, vem mostrando o 

futuro promissor de executar-se lajes onde o único mecanismo de reforço é a adição de fibras de 

aço à matriz de concreto, 90<Vf<100 kg/m3. Nos referidos testes, barras de aço foram utilizadas 

apenas ao longo do alinhamento dos pilares como reforço ao colapso progressivo. 

 

 
 

a) Teste em Bissen 2004 (escala real)  
DESTRÉE et al. (2009) 

b) Teste em Tallinn em 2007 (escala real)  
DESTRÉE e MANDL (2008) 

 

 

c) Protótipo na escala ¼ 
BARROS et al. (2012) 

 

Figura 1.3- Testes realizados para avaliar o desempenho de lajes reforçadas apenas por fibras de aço 

 

Ultrapassando a fronteira dos testes, DESTRÉE e MANDL (2008) e DESTRÉE et al. (2009) 

mostraram que os avanços conseguidos no campo da ciência dos materiais e das técnicas de 

construção já permitem a execução de estruturas onde as lajes são reforçadas praticamente 

apenas com fibras de aço, Vf≈100 kg/m3, ver a Figura 1.4. Segundo DESTRÉE et al. (2009), este 

novo sistema, denominado TAB-Slab, foi patenteado pela ArcelorMittal Bissen. As lajes TAB-
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Slab, além de serem reforçadas com fibras de aço, também apresentam barras de aço distribuídas 

ao longo do alinhamento dos pilares, as quais constituem o reforço ao colapso progressivo (ver 

as Figuras 1.4 a e b). Além das estruturas apresentadas na Figura 1.4, Destrée et al. comentam 

que 65 edificações já foram construídas com o sistema TAB-Slab até o ano de 2009. 

 

 

  

a) Prédio Rocca Tower – 16 andares (Tallinn-Estônia) 
DESTRÉE et al. (2009) 

b) Centro comercial Ditton Nams (Daugavpils-Látvia) 
DESTRÉE e MANDL (2008) 

 
 

c) Prédio comercial Triangle (Tallinn-Estônia) 
DESTRÉE e MANDL (2008) 

d) Prédio residencial Juhkentali (Tallinn-Estônia) 
DESTRÉE e MANDL (2008) 

Figura 1.4- Sistema TAB-Slab 

 

Apesar das vantagens promissoras, para que as lajes de CRFA possam competir com os métodos 

convencionais de reforço é necessário que os modelos teóricos que descrevem o complexo 

comportamento da ligação laje x pilar reforçada com fibras acompanhem a evolução das técnicas 

construtivas. No entanto, até o presente momento, ainda não existem regras de projeto que 

considerem a contribuição das fibras de aço na resistência última à punção de lajes lisas. 
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1.1- OBJETIVOS E METODOLOGIA 
 

O presente estudo tenciona avaliar o comportamento da ligação laje x pilar de lajes reforçadas 

com fibras de aço, localizada internamente à edificação e submetida a carregamento simétrico. 

Esta pesquisa apresenta a realização de testes experimentais e análises que discutem a 

performance de alguns códigos de projeto e de modelos teóricos em prescrever a resistência 

última à punção de lajes reforçadas com fibras de aço. Por fim, o presente estudo tenciona 

adaptar as formulações de MUTTONI (2008) aos casos de lajes lisas reforçadas com fibras de 

aço. Para isto, será discutida a relação carga x rotação e o critério de ruína das lajes reforçadas 

com fibras. Além disto, também será apresentada uma proposta, a qual se baseia nos estudos de 

MUTTONI e RUIZ (2010) e adota a lei constitutiva tensão x abertura de fissura sugerida pelo 

CEB-FIP (2010) para estabelecer a parcela de contribuição da fibra de aço na resistência à 

punção.  

 

A relação tensão x abertura de fissura sugerida pelo CEB-FIP (2010) é sustentada no conceito 

de resistências residuais à tração por flexão, fRi, as quais são obtidas das respostas carga x 

deslocamento ou carga x CMOD (Crack Mouth Opening Displacement) de ensaios de flexão de 

vigas entalhadas em três pontos. Entretanto, o referido documento não apresenta informações 

que correlacionem os valores de fRi a parâmetros ligados ao reforço com fibras, tais como, o 

volume de fibras, Vf, e o fator de forma, lf/df. Desta maneira, estas recomendações tornam-se 

pouco práticas, uma vez que fRi dependem de ensaios experimentais. Visando atribuir mais 

praticidade à obtenção de fRi, o presente estudo objetiva apresentar uma base de dados 

consistente, a qual permitirá o desenvolvimento e a avaliação de formulações empíricas que 

correlacionem os valores de fRi com o parâmetro Vf⋅(lf/df) para concretos com comportamento 

softening. 

 

No tocante ao estudo experimental, foram realizados 8 testes de punção até a ruína, sendo 2 lajes 

de referência e 6 de concreto reforçado com fibras de aço, CRFA. A dimensão das peças foi de 

2550 x 2550 x 150 mm3 e a ligação laje x pilar foi simulada por uma placa de aço de 200 x 200 x 

50 mm3 em contato com a laje. As variáveis avaliadas foram: (a) a resistência à compressão do 

concreto, fcm, 50 e 70 MPa; e (b) a quantidade de fibra adicionada à massa de concreto, Vf, 0, 60, 

75 e 90 kg/m3. No que diz respeito às lajes de CRFA, uma das particularidades destas peças foi a 

utilização de armaduras de flexão apenas em uma região próxima à área carregada. Entretanto, 

nas questões de cálculo, as taxas de armadura, ρs, destas lajes foram as mesmas apresentadas 

pelas lajes de referência (armada em toda a sua extensão), visto que recomendações como as do 
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EC2 (2004), CEB-FIP 90 (1991) e NBR 6118 (2003) sugerem que o valor de ρs seja estabelecido 

sobre uma largura 0.5·r+3·d, medida a partir do eixo do pilar e para cada lado da laje. 

 

Nas análises dos códigos de projeto, avaliaram-se neste trabalho as prescrições do ACI 318 

(2008), do CEB-FIP (1991), do EC2 (2004), da NBR 6118 (2003) e do CEB-FIP (2010). No que 

se refere aos modelos teóricos, foram discutidas sete propostas analíticas, NARAYANAN e 

DARWISH (1987), SHAABAN e GESUND (1994), HARAJLI et al. (1995), HOLANDA 

(2002), CHOI et al. (2007), MUTTONI e RUIZ (2010) e HIGASHIYAMA et al. (2011). 

 

 

1.2- ESTRUTURA DO TRABALHO 
 

Esta tese esta dividida em 16 Capítulos mais as Referências Bibliográficas e os Anexos. No 

Capítulo 2 apresentam-se as considerações gerais sobre o sistema estrutural das lajes em 

concreto armado, o desenvolvimento histórico das lajes lisas, o mecanismo de ruína das mesmas 

e os conceitos básicos adotados no cálculo da resistência à punção. 

 

No Capítulo 3 são apresentadas as particularidades do concreto reforçado com fibras de aço, 

CRFA. Neste capítulo abordam-se as fibras de aço utilizadas no reforço do concreto, as 

considerações básicas sobre a confecção deste tipo de material e algumas propriedades do 

CRFA. 

 

O Capítulo 4 apresenta alguns trabalhos experimentais que avaliam a influência do CRFA no 

comportamento da ligação laje x pilar das lajes lisas. Neste capítulo também são apresentados 

estudos que discutem o desempenho à flexão e ao corte de vigas de CRFA. O Capítulo 4, além 

de descrever os trabalhos, também aborda as principais conclusões dos mesmos. 

 

O Capítulo 5 discute as recomendações do ACI 318 (2008), do CEB-FIP (1991), do EC2 (2004), 

da NBR 6118 (2003) e do CEB-FIP (2010) relativamente à prescrição da resistência à punção de 

lajes submetidas a carregamento simétrico e sem a utilização de armadura de cisalhamento. 

 

No Capítulo 6 são apresentadas as propostas de alguns modelos teóricos para o cálculo da 

resistência última à punção de lajes convencionais, ou seja, contendo apenas armaduras de 

flexão, e de lajes de CRFA. No que diz respeito aos modelos de cálculo das lajes de CRFA, 

discute-se neste capítulo as propostas de NARAYANAN e DARWISH (1987), SHAABAN e 
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GESUND (1994), HARAJLI et al. (1995), HOLANDA (2002), CHOI et al. (2007), MUTTONI 

e RUIZ (2010) e HIGASHIYAMA et al. (2011). 

 

O Capítulo 7 aborda os procedimentos e as hipóteses adotados pelo RILEM 162-TDF (2003) e 

pelo CEB-FIP (2010) para o cálculo do momento resistente de peças reforçadas com fibras de 

aço. Nestas apresentações, são abordadas somente as ideias base e os parâmetros envolvidos em 

cada formulação. 

 

O programa experimental desta pesquisa é tratado no Capítulo 8. Este capítulo descreve as 

características geométricas das lajes, o esquema de reforço utilizado, a instrumentação adotada, o 

sistema de ensaio empregado e as propriedades mecânicas dos materiais que compuseram as 

lajes. 

 

No Capítulo 9 são apresentados e discutidos os resultados obtidos nos ensaios de punção das 8 

lajes abordadas no programa experimental. Além de apresentar as informações obtidas com a 

instrumentação das lajes e do sistema de ensaio (deslocamentos e deformações), é tratado 

também o mapa das fissuras, a superfície de ruína, a prescrição da carga última e o modo de 

ruína das lajes. 

 

As análises que avaliam a performance das prescrições da resistência à punção dos códigos de 

projeto e dos modelos teóricos destinados às lajes de CRFA são apresentadas, respectivamente, 

nos Capítulos 10 e 11. As referidas análises, além de avaliarem a dispersão e o nível de 

conservadorismo dos resultados, também os classificam segundo uma adaptação do critério de 

penalidade proposto por COLLINS (2001), o Demerit Points Classification – DPC. 

 

No Capítulo 12 apresenta-se uma proposta empírica para os concretos com comportamento 

softening que relaciona as resistências residuais à tração por flexão, fRi (i=1, 3 e 4), com o 

parâmetro Vf⋅(lf/df). Segundo o RILEM TC 162-TDF (2003) e o CEB-FIP (2010), as resistências 

fRi são utilizadas, entre vários aspectos, no dimensionamento à flexão e ao cisalhamento de peças 

de CRFA e devem ser obtidas dos ensaios de flexão de vigas entalhadas em três pontos. Os 

referidos documentos, entretanto, não apresentam informações que correlacione fRi à parâmetros 

ligados ao reforço com fibras, tais como, o volume de fibras, Vf, e o fator de forma, lf/df, o que 

justifica a proposta empírica citada previamente. 
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No Capítulo 13 apresenta-se e avalia-se a proposta empírica que descreve o critério de ruína das 

lajes lisas reforçadas com fibras de aço. Posteriormente, o referido critério será utilizado no 

cálculo da resistência à punção de lajes reforçadas com fibras. 

 

O Capítulo 14 discute a proposta que tenciona adaptar as formulações de MUTTONI (2008) aos 

casos de lajes lisas reforçadas com fibras de aço. Para isto, é discutida a relação carga x rotação, 

a qual combinada ao critério de ruína apresentado no Capítulo 13 permitirá o cálculo da 

resistência última à punção de lajes reforçadas com fibras. Além disto, também é apresentada 

uma proposta, a qual se baseia nos estudos de MUTTONI e RUIZ (2010) e adota a lei 

constitutiva tensão x abertura de fissura sugerida pelo CEB-FIP (2010), para estabelecer a 

parcela de contribuição da fibra de aço na resistência à punção. 

 

No Capítulo 15 são discutidas as análises que julgam o desempenho das propostas apresentadas 

nos Capítulos 13 e 14 em prever a resistência à punção das lajes de CRFA. As referidas análises, 

além de avaliarem a dispersão e o nível de conservadorismo dos resultados, também os 

classificam segundo uma adaptação do critério de penalidade proposto por COLLINS (2001), o 

Demerit Points Classification – DPC. 

 

Por fim, no Capítulo 16 são apresentadas as conclusões do trabalho e algumas sugestões para 

pesquisas futuras. Na sequência são apresenteadas as Referências Bibliográficas e os Anexos. 

Nos anexos são apresentadas as particularidades do cálculo do momento resistente (Anexo A), o 

projeto das fôrmas metálicas (Anexo B) e do sistema de ensaio (Anexo C), os resultados 

referentes à caracterização do concreto e da armadura (Anexo D), a base de dados utilizada nas 

análises de prescrição da resistência à punção (Anexo E), a base de dados utilizada na proposta 

apresentada no Capítulo 12 (Anexo F), a dedução das equações tratadas no Capítulo 14 (Anexo 

G) e os resultados das propostas apresentadas nos Capítulos 13 e 14 (Anexo H).  

 

Tabela 1- Cont Tabela 

 

Eq. (1) Cont Eq. 
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2- LAJES LISAS EM CONCRETO ARMADO 
 

2.1- SISTEMA ESTRUTURAL DAS LAJES EM CONCRETO ARMADO 
 

De acordo com SOUZA e CUNHA (1998), as lajes em concreto armado podem ser classificadas 

segundo diferentes critérios: quanto à forma, elas podem ser poligonais ou curvas, podendo, 

entretanto, assumir qualquer geometria. Quanto à natureza, existem as lajes maciças, as 

nervuradas, as pré-fabricadas, as protendidas e as mistas. Quanto ao tipo de apoio, encontram-se 

lajes sobre apoios contínuos (alvenaria ou vigas), apoios discretos (ligadas diretamente nos 

pilares) e apoios proporcionados por determinado trecho de sua área (por exemplo, em contato 

com o solo, os radiers). 

 

Segundo PARK e GAMBLE (2000), as lajes em concreto armado vêm sofrendo alterações e 

adaptações desde a sua origem. Dentre os fatores que influenciam, e que provavelmente 

continuarão influenciando, o processo de construção das lajes, o referido autor destaca: os fatores 

econômicos, o desenvolvimento dos métodos de construção, a capacidade de adaptação de 

alguns tipos de lajes em cumprir as exigências arquitetônicas modernas e os avanços dos 

métodos de análise. Para WIGHT e MACGREGOR (2009), as lajes em concreto armado são, 

dentre os vários elementos estruturais, uma forma de construção única, pois são eficientes, 

econômicas e amplamente utilizadas. 

 

PARK e GAMBLE (2000) salientam que a escolha do tipo de laje para uma determinada 

aplicação estrutural é função da análise do custo, da magnitude das cargas, dos valores dos vãos 

e das exigências impostas nos estados limites de serviço e último. De acordo com PERKINS et 

al. (2004), a seleção do sistema estrutural mais apropriado é resultado da avaliação: (1) das 

condições do solo; (2) do tipo de estrutura (residencial, comercial, industrial, etc); (3) das normas 

de projeto que tem maior impacto sobre a construção da estrutura (regulamentação do 

carregamento, regulamentações específicas para determinados tipos de estruturas, etc); (4) da 

flexibilidade da estrutura em adaptar-se à futuras ampliações e reformas; (5) do impacto da altura 

final da estrutura (se há a necessidade de minimizar a altura do pé direito ou a altura final da 

estrutura); (6) da disponibilidade de materiais e do tempo da construção; (7) se o local da 

construção é compatível com a escolha do sistema estrutural (algumas regiões não são capazes 

de fornecer os subsídios necessários para a aplicação de determinado sistema estrutural); (8) da 

compatibilização entre o sistema estrutural adotado e o prazo para construção da estrutura; (9) do 

custo do sistema estrutural; (10) do impacto sobre o custo de outras atividades da construção; e 



 11 

(11) da compatibilização entre o sistema estrutural e o design arquitetônico da estrutura (funções 

estéticas, etc). 

 

WIGHT e MACGREGOR (2009) sugerem que nas estruturas residenciais e em algumas 

estruturas comerciais, onde a carga suportada pelas lajes não é elevada, a utilização das lajes 

lisas, ver a Figura 2.1 (a), pode ser adotada. O sistema estrutural das lajes lisas caracteriza-se por 

apresentar uma laje de espessura uniforme apoiada diretamente sobre os pilares. Estas lajes são 

mais econômicas para vãos entre 4.5 e 6.0 m. Nas estruturas do tipo industrial, ou onde a 

sobrecarga nas lajes é elevada (superior a 4.8 kN/m2) e os vãos variam entre 6.0 e 9.0 m, as lajes 

cogumelo, ver a Figura 2.1 (b) e (c), podem ser utilizadas. Neste tipo de estrutura, a capacidade 

portante da ligação laje x pilar é aprimorada mediante o engrossamento da espessura da laje, 

drop panel, ou pelo alargamento da cabeça do pilar (capitel), column capital. Wight e Macgregor 

acrescentam que nas estruturas de vãos grandes, entre 7.5 e 12.0 m, a transferência dos esforços 

cortantes verticais na ligação laje x pilar exige uma espessura de laje superior ao valor 

estabelecido pela resistência à flexão (região central da laje). Para estes casos, a utilização de 

lajes nervuradas, ver a Figura 2.1 (d), pode ser uma alternativa viável, visto que a porção maciça 

da laje existente na região do apoio e a porção nervurada verificada na região central garantem a 

utilização eficiente do material. Além dos sistemas estruturais apresentados, as lajes também 

podem apresentar vigas entre alguns, ou todos, os pilares, caracterizando assim o sistema 

estrutural com vigas, ver a Figura 2.1 (e). Segundo FERREIRA (2010), no Brasil, os sistemas de 

lajes com vigas (maciças ou nervuradas) são os mais utilizados devido às limitações impostas 

pela mão de obra. 

   

a) Laje lisa (flat plate) 
b) Laje cogumelo com 
engrossamento da laje  
(flat slab – drop panel) 

c) Laje cogumelo com capitel  
(flat slab – column capital) 

  

Figura 2- Cont Fig 

d) Laje lisa nervurada (waffle slab) 
e) Laje com vigas  

(two-way slab with beams) 
 

Figura 2.1- Exemplos de sistemas estruturais para as lajes em concreto armado 
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As principais vantagens das lajes lisas, quando comparadas às lajes com vigas, são: (1) a 

economia de concreto; (2) a redução na quantidade de fôrmas; (3) a simplificação na execução 

de fôrmas, armaduras e concretagem; (4) a maior facilidade no lançamento, adensamento e 

desforma do concreto; (5) a facilidade na execução de alvenarias, divisórias e tubulações; (6) a 

redução da altura total da estrutura; e (7) menores cargas nas fundações devido à diminuição do 

peso próprio da estrutura. Todos estes fatores contribuem para acelerar a execução da 

construção, o que influência sobremaneira no custo da estrutura. Dentre as desvantagens do 

sistema de lajes lisas, pode-se citar: (1) a possibilidade de ocorrência de flechas inaceitáveis em 

condições de serviço; (2) momentos elevados na ligação laje x pilar; (3) a diminuição da 

estabilidade global da edificação em relação aos esforços horizontais; e (4) a ruptura súbita por 

punção. 

 

 

2.2- DESENVOLVIMENTO HISTÓRICO 
 

De acordo com SOZEN e SIESS (1963), as primeiras estruturas em concreto armado foram 

idealizadas nas construções que as precederam, as estruturas em pedra, madeira, etc. A exceção 

foi a concepção estrutural das lajes cogumelo, flat slabs, a qual, segundo KIERDORF (2006), é 

considerada a primeira construção genuína em concreto armado, uma vez que as mesmas não 

seguem os conceitos estruturais utilizados nas edificações convencionais da época. GASPARINI 

(2002) comenta que o sistema estrutural em laje cogumelo, embora represente um avanço na 

tecnologia das construções, apresenta incertezas quanto ao seu desenvolvimento histórico devido 

a relatos conflitantes. Por exemplo, DRAFFIN (1943) relata que a construção em lajes cogumelo 

foi desenvolvida por Orlando W. Norcross (ver a Figura 2.2 a) na construção de uma estrutura 

próxima de Boston. SOZEN e SEISS (1963) apresentam que C.A.P. Turner (ver a Figura 2.2 b) 

encontrou resistência à sua invenção, as lajes cogumelo, em 1906. GIEDION (1970), além de 

descrever que os experimentos de Maillart (ver a Figura 2.2 c) com lajes cogumelo datam de 

1908, também exibe o armazém construído pelo mesmo, em Zurique, como a primeira laje 

cogumelo da Europa. Giedion acrescenta às suas afirmações que Maillart já utilizava as lajes 

como elementos básicos em pontes desde 1900. 

 

De acordo com GASPARINI (2002), a concepção de apoiar uma laje de concreto sobre um pilar, 

também de concreto, foi apresentada por George M. Hill em HILL (1900). A autoria de Hill na 

construção de uma laje lisa é confirmada em depoimentos do mesmo para assuntos de patente, 

onde foi ratificada a construção de uma edificação em laje lisa para a International Ultramarine 
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Blue Works em 1899. Além desta, citam-se também as construções de varias edificações para a 

Central Railroad de N.Y. em 1901. 

 

  
 

a) Orlando W. Norcross (1) b) C.A.P. Turner (2) c) Robert Maillart (3) 

Figura 2.2- Alguns engenheiros envolvidos no desenvolvimento histórico das lajes cogumelo 

Fonte: 
(1)- JACKSON (2008) 
(2)- Men of Minnesota, The Minnesota Historical Company (1902) 
(3)- BILLINGTON (1979) 

 

Orlando W. Norcross, em 1902, patenteou (U.S. Patent Office no 698,542) o sistema estrutural 

em laje cogumelo mostrado na Figura 2.3, onde a laje é apoiada diretamente, mas não 

monoliticamente a pilares de metal. A figura mostra que o reforço da laje é constituído por telas 

de arame dispostas em tiras em quatro direções, porém, nada é mencionado quanto à posição das 

mesmas ao longo da espessura da laje. Segundo GASPARINI (2002), até que ponto o sistema de 

Norcross foi usado é desconhecido, porém, em relatos judiciais por questões de patente, foi 

aceito que o referido sistema foi utilizado na construção de um pórtico em uma residência e na 

construção de um simples aposento residencial. Para HOLL e KINNE (1924), nenhuma 

edificação foi construída usando o sistema proposto por Norcross. 
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a) Detalhe 01  

 
 

b) Detalhe 02 c) Detalhe 03 

Figura 2.3- Sistema estrutural proposto por Norcross – U.S. Patent Office no 698,542 (1902) 

 

GASPARINI (2002) relata que C.A.P. Turner divulgou o seu sistema em laje cogumelo em uma 

carta em 19 de setembro de 1905 e posteriormente publicou-a na Engineering News, em outubro 

do mesmo ano. O sistema Turner também foi publicado na ASCE Transactions em 1906 e nos 

livros de Homer Reid em 1907 e Turneaure e Maurer em 1908. As principais características do 

sistema Turner são as armaduras dispostas em quatro direções e um substancial reforço ao 

cisalhamento, shear head, o qual apresentava diâmetro aproximadamente igual à metade do vão 

da laje, ver a Figura 2.4 (a). A primeira construção de Turner em laje cogumelo, Johnson-Bovey 

em Minneapolis, ver a Figura 2.4 (b), foi relatada na Engineering News em outubro de 1906. A 

aplicabilidade do sistema Turner é verificada em relatos do próprio. Em 1909, na Engineering 

News, Turner informa que o seu sistema estrutural está associado à mais de 400 acres de 

construção. Em 1910, na Cement Age, Turner comenta que a quantidade de edificações que 

utilizam o seu sistema aproxima-se dos 1000 acres. Por curiosidade, salienta-se que o termo 
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cogumelo, mushroom, foi criado por Turner para se referir ao reforço shear head e não ao capitel 

do pilar. 

 

  
a) Detalhes das armaduras das lajes Turner 
(Possivelmente o prédio Johnson-Bovey) 

b) Interior do prédio Johnson-Bovey (1906) 

Figura 2.4- Sistema em laje cogumelo proposto por C.A.P Turner –  The Atlas Portland Cement Company (1907) 

 

Em resistência ao sistema Turner, CONDIT (1968) e GIEDION (1970) sugerem que o 

engenheiro americano não compreendia plenamente o papel estrutural da laje cogumelo, visto 

que a prática americana adotava a utilização de reforços com barras cruzando diagonalmente à 

laje e um reforço ao cisalhamento, shear head, com geometria exagerada. 

 

Para GASPARINI (2002), o primeiro engenheiro a projetar e construir lajes cogumelo foi 

George M. Hill, entre 1899 e 1901. As afirmações de FÜRST e MARTI (1997) e BILLINGTON 

(1997), de que o sistema em laje cogumelo foi inventado em 1900 pelo engenheiro Suíço Robert 

Maillart, são prováveis enganos no que diz respeito ao significado do termo laje cogumelo. 

Gasparini acrescenta declarando que o sistema de C.A.P. Turner comprovou a confiabilidade e a 

eficácia dos custos do sistema em lajes cogumelo na aplicação em edificações e pontes no 

período de 1905 a 1909. Apresentações mais detalhadas sobre o desenvolvimento histórico das 

lajes cogumelo podem ser encontradas em SOZEN e SEISS (1963), GASPARINI (2002) e 

FERREIRA (2010). 

 

 

2.3- MECANISMO DE RUÍNA 
 

De acordo com MENÉTREY (1998), as lajes lisas podem romper de três formas: (1) por flexão, 

a qual é ocasionada pela formação do mecanismo das linhas de ruptura; (2) por punção, que 

ocorre quando o pilar perfura a laje e há o deslocamento de uma superfície cônica na ligação laje 

x pilar; e (3) por aderência, que é caracterizada pelo deslizamento entre a armadura de flexão e o 
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concreto (este tipo de ruína é pouco comum, porém, segundo Menétrey, foi verificado em 

Richart, 1948). WIGHT e MACGREGOR (2009) explicam que as lajes lisas, além de romperem 

por punção, ou em duas direções (ver a Figura 2.5 a), também podem romper em uma direção, 

ou por ação de viga. Este tipo de ruína é pouco comum, depende das condições de apoio e de 

solicitação e caracteriza-se por apresentar uma fissura inclinada que se desenvolve por todo o 

comprimento da peça, ver a Figura 2.5 (b). 

 

  
a) Ruína em duas direções (punção) b) Ruína em uma direção (ação de viga) 

Figura 2.5- Mecanismos de ruína das lajes por cisalhamento – Adaptado de WIGHT e MACGREGOR (2009) 

 

O fenômeno da punção tem sido constantemente estudado teórica e experimentalmente, pois, 

além de ocasionar uma ruptura brusca na ligação laje x pilar, também pode desencadear a ruína 

total da estrutura por meio do colapso progressivo. CASTELO BRANCO (1989), MELO (1990), 

OLIVEIRA (1998) e outros autores citam o Prest-o-Lite Building (1911), em Indianápolis, como 

sendo a primeira catástrofe por punção, a qual resultou em 9 mortos e 20 feridos. Além deste 

incidente, as Tabelas de 2.1 a 2.3 mostram outros desastres envolvendo a ruína da ligação laje x 

pilar por punção.  

Tabela 2- Cont Tabela 
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Tabela 2.1- Acidentes envolvendo a ruína da ligação laje x pilar por punção 

2000 Commonwealth Avenue, Boston Skyline Plaza, Virginia 

Edificação 

 
 

Ano 1971 1973 

Causa 
Puncionamento da laje de cobertura seguido do 
colapso progressivo do lado leste da edificação. 

Punção em um ou mais pilares do 23º andar, 
devido à remoção prematura das fôrmas das 
lajes (baixa resistência do concreto), seguido do 
colapso progressivo.  

Consequência 4 trabalhadores mortos e 20 feridos. 14 trabalhadores mortos e 34 feridos. 

Fontes 

Foto: Simpson Gumpertz & Heger Incorporated, 2008 
(http://www.sgh.com/markets/track-record/2000-
commonwealth-ave/); 
Causa: KAMINETZKY (1991); 
Consequência: KAMINETZKY (1991). 

Foto: DELATTE (2009); 
Causa: LEYENDECKER E FATTAL (1997); 
Consequência: CARINO et al. (1983). 

 

Tabela 2.2- Acidentes envolvendo a ruína da ligação laje x pilar por punção 

Harbour Cay Condominium, Florida 
Sampoong Department Store, Seul,  

Coreia do Sul 

Edificação 

  

Ano 1981 1995 

Causa 
Punção seguido do colapso progressivo da 
estrutura. 

Ruptura da ligação laje x pilar por punção, 
devido: à erros no projeto estrutural e de 
execução, ao controle de qualidade da 
construção inadequado, à redução na seção 
transversal dos pilares do 5º andar e da 
cobertura, à redução na altura útil da laje, à 
acréscimo na carga do piso do 5º andar. 

Consequência 11 trabalhadores mortos e 23 feridos. Mais de 500 pessoas mortas e mais 900 feridas. 

Fontes 
Foto: DELATTE (2009); 
Causa: DELATTE (2009); 
Consequência: DELATTE (2009). 

Foto: Apresentação de Oshiro-Momohara et al.; 
Causa: GARDNER et al. (2002); 
Consequência: Apresentação de Oshiro-Momohara et al.. 
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Tabela 2.3- Acidentes envolvendo a ruína da ligação laje x pilar por punção 
Piper Rows Car Park, Wolverhampton, 

Inglaterra 
Gretzenbach accident, Suíça 

Edificação 

  

Ano 1997 2004 

Causa 
Punção seguido do colapso progressivo parcial 
da estrutura. 

Incêndio que causou a ruína da ligação laje x 
pilar por punção. 

Consequência Sem vitimas. 7 bombeiros mortos. 

Fontes 
Foto: WOOD (2001); 
Causa: WOOD (2001); 
Consequência: WOOD (2001). 

Foto: MUTTONI e MIRZAEI (2005); 
Causa: MIRZAEI (2010); 
Consequência: MIRZAEI (2010). 

 

A resistência à punção das lajes lisas pode ser aprimorada considerando-se: (1) o aumento da 

espessura da laje em regiões próximas aos pilares ou áreas carregadas (drop panel); (2) o 

aumento das dimensões dos pilares ou utilização de capitéis; (3) a utilização de concreto de alta 

resistência nas regiões próximas aos pilares ou áreas carregadas; (4) o uso da protensão; (5) a 

utilização de armadura de combate à punção; e (6) a adição de fibras (aço, sintética, etc) ao 

concreto. No que diz respeito à utilização de fibras de aço, no Capítulo 4 serão apresentados 

alguns trabalhos experimentais que explicam o comportamento, as vantagens/desvantagens e as 

principais propriedades das ligações laje x pilar (internas à edificação) reforçadas com fibras de 

aço. 

 

 

2.4- CÁLCULO DA RESISTÊNCIA À PUNÇÃO 
 

A NBR 6118 (2003), assim como o EC2 (2004), recomendam que a análise estrutural das lajes 

lisas deva ser realizada mediante procedimento numérico adequado, tais como: diferenças finitas, 

elementos finitos, etc. Entretanto, nos casos em que os pilares estiverem dispostos em fileiras 

ortogonais, de maneira regular e com vãos pouco diferentes, a NBR 6118 estabelece que o 

cálculo dos esforços possa ser realizado pelo processo elástico aproximado, que consiste em 

adotar pórticos múltiplos em cada direção. 

 

De uma forma geral, os códigos de projeto vigentes, tais como: ACI 318, BS 8110, EC2, CEB-

FIP 90, NBR 6118 e outros, adotam o conceito de que a resistência última à punção, VR,d, possa 
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ser estabelecida somando-se as parcelas de resistência atribuídas ao concreto, VR,cd, e às 

armaduras de cisalhamento, VR,sd, ou seja, VR,d= VR,cd + VR,sd. No que diz respeito às lajes sem 

armadura de cisalhamento, VR,d= VR,cd, o procedimento de cálculo utilizado no dimensionamento 

à punção corresponde à verificação de uma tensão de cisalhamento nominal, νN,d, em duas ou 

mais seções críticas definidas no entorno do pilar. A segurança do cálculo é estabelecida 

comparando-se as tensões de cisalhamento nominal, νN,d, e resistente, νR,d, ou seja, νR,d≥νN,d. 

 

No tocante às lajes lisas reforçadas com fibras de aço, o cálculo da parcela de resistência 

atribuída às fibras, VR,fd, não é, até o presente momento, previsto em nenhuma código de projeto 

em vigor. Entretanto, vários estudos teóricos vêm sendo realizados, NARAYANAN e 

DARWISH (1987), HARAJLI et al. (1995), MUTTONI e RUIZ (2010) e MICHELS et al. 

(2012), com o intuito de propor um modelo teórico simples que estabeleça o valor da resistência 

última à punção das lajes reforçadas com fibras de aço. Nos capítulos futuros serão apresentadas 

as considerações básicas de alguns códigos de projeto e de alguns modelos teóricos destinados 

ao cálculo da resistência à punção de lajes reforçadas com fibras de aço. 

Eq. (2) Cont Eq. 
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3- COMPÓSITOS ESTRUTURAIS: CONCRETO COM FIBRAS 
 

De acordo com LEVY NETO e PARDINI (2006), a característica básica dos compósitos 

estruturais é combinar a nível macroscópico pelo menos duas fases distintas denominadas de 

matriz e reforço. Nestes materiais, a matriz, normalmente apresentada na forma de aglutinante, 

permite que os reforços, os quais frequentemente são oferecidos na forma filamentar, transfiram 

os esforços mecânicos entre si, trabalhando assim, ambos os materiais de forma integrada. 

Segundo HULL e CLYNE (1996), a origem desta classe de material remonta a incontáveis 

milhares de anos, uma vez que as madeiras, os ossos e os tecidos musculares são exemplos 

notáveis dos chamados compósitos naturais. 

 

De acordo com FIGUEIREDO (2000) e MEHTA e MONTEIRO (2006), a utilização de 

materiais compósitos na construção civil remete ao Antigo Egito. Os referidos autores 

destacaram as seguintes citações das Escrituras Sagradas: 

 

“Portanto deu ordem Faraó, naquele mesmo dia, aos exatores do povo, e aos seus oficiais, 

dizendo: Daqui em diante não torneis a dar palha ao povo, para fazer tijolos, como fizestes 

antes: vão eles mesmos, e colham palha para si.” (Êx 5, 6s). 

 

No que diz respeito às fibras utilizadas na construção civil, NAAMAN (2003) comenta que as 

fibras discretas usadas no concreto podem ser classificadas de diferentes modos, quanto ao 

material constituinte (metálicas, minerais, naturais e sintéticas), quanto às propriedades físico-

químicas (densidade, rugosidade da superfície, estabilidade química, etc) e quanto às 

propriedades mecânicas (resistência à tração, módulo de elasticidade, rigidez, ductilidade, etc). 

 

No tocante às fibras de aço, segundo o ACI 544.1R-96 (1996), os primeiros ensaios 

experimentais e patentes envolvendo o uso de elementos discretos de aço na melhoria das 

propriedades do concreto datam de 1910. Entretanto, segundo LOPES (2005), LOBÃO (2005), 

OLIVEIRA (2010) e outros, os materiais compósitos a base de cimento apresentaram um 

desenvolvimento tecnológico notório nos anos 50 e 60. Neste período promoveram-se as 

principais investigações quanto à utilização das fibras de aço como reforço estrutural para o 

concreto.  

 

De acordo com BARROS (1995), as propriedades do concreto mais beneficiadas pelos 

mecanismos de reforço das fibras são a capacidade de absorção de energia, a ductilidade, o 

controle da fissuração e a resistência às ações dinâmicas, de fadiga e de impacto. Quanto à 
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aplicação do concreto reforçado com fibras de aço, BARROS (1995) e RODRIGUES JÚNIOR 

(2009) exemplificam a utilização destes concretos nos pisos industriais, nos pavimentos de 

estradas e aeroportos, nos revestimento de túneis, nos blocos de ancoragem de cabos de 

protensão ou em outras regiões com concentração de tensões, nos tubos de águas pluviais e 

esgotos, nas cascas, nos elementos de contenção, nos elementos sujeitos à sismos e/ou à 

impactos, nos dormentes, nos pré-fabricados em geral, nos reforços de elementos estruturais, etc. 

De acordo com SANTOS (2009), em 1970 foi construído o primeiro prédio com concreto 

reforçado com fibras de aço, o CN Tower em Toronto-Canada. 

 

A eficácia das fibras em melhorar as propriedades mecânicas da matriz de concreto pode ser 

atribuída principalmente aos mecanismos responsáveis pela transferência de tensões entre a fibra 

e o concreto e pelo ao efeito de “costura” das fissuras pelas fibras. Os aspectos mencionados 

anteriormente (a transferência de tensões e o efeito de “costura”), assim como outras 

propriedades do concreto com fibras serão discutidos nas seções seguintes. 

 

 

3.1- CONCRETO REFORÇADO COM FIBRAS DE AÇO - CRFA 
 

3.1.1- Considerações gerais 
 

De acordo com o ACI 544.1R-96 (1996), define-se concreto reforçado com fibras de aço, CRFA, 

o concreto feito com cimento hidráulico contendo agregados finos, ou agregados finos e graúdos, 

e fibras discretas e descontinuas de aço, as quais apresentam tamanho apropriado para serem 

introduzidas ao concreto. As fibras de aço utilizadas como reforço apresentam uma ampla 

variação de formatos, dimensões e tipos de aço, conforme será apresentado nas seções seguintes.  

Segundo BARROS (2000), o CRFA apresenta vantagens econômicas e técnicas sobre o reforço 

convencional com barras de aço. As vantagens econômicas advêm da supressão da mão de obra 

necessária à confecção e montagem das armaduras convencionais e no menor tempo de execução 

da estrutura. Quanto às vantagens técnicas, Barros salienta que as fibras conferem ao concreto: 

capacidade de absorção de energia, ductilidade, melhorias no controle da fissuração e benefícios 

à resistência às ações dinâmicas, de fadiga e de impacto. 

Apesar das vantagens conferidas pelas fibras, atenção especial deve ser dada ao processo de 

preparo do CRFA para que seja evitada a aglomeração das fibras (formação dos “ouriços”), o 

que comprometerá a trabalhabilidade da mistura, a durabilidade e o desempenho mecânico do 

concreto. De acordo com BARROS (1995), BARROS (2000) e MARANGON (2006), a 
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aglomeração das fibras está relacionada à porcentagem e ao fator de forma das fibras, à 

porcentagem e ao tamanho dos agregados, à composição granulométrica da mistura, à relação 

água/cimento e ao método de preparo da mistura. O fator de forma, ou esbeltez, da fibra 

representa a razão entre o comprimento e o diâmetro da mesma, lf/df. Para FIGUEIREDO (2000) 

e ELSAIGH (2001), quanto maior o valor do fator de forma e da porcentagem de fibras, maior 

será a tendência para a aglomeração das mesmas. Por isso se recomenda lançar as fibras em taxas 

controladas junto com os agregados, homogeneizando a mistura antes do lançamento do 

cimento.  

Além das desvantagens apresentadas anteriormente, SHAKHMENKO et al. (2007) acrescenta: 

(1) a alta heterogeneidade do CRFA, ou seja, para concretos com quantidades de fibras 

superiores a 20 ou 30 kg/m3 é inviável a confecção do mesmo sem a utilização de aditivos 

químicos; (2) dependendo da quantidade de fibra utilizada, o preço do CRFA pode ser superior 

ao do concreto convencional; e (3) a falta de códigos que estabeleçam de forma unificada 

procedimentos de construção e projeto. 

 

Segundo BARROS (1995), caso se pretenda aumentar a porcentagem de fibras sem comprometer 

a trabalhabilidade da mistura, será necessário utilizar composições de granulometria mais fina. É 

normal utilizar-se também aditivos plastificantes redutores de água, uma vez que estes permitem 

diminuir a porcentagem de água e, consequentemente, aumentar a resistência do compósito, sem 

prejuízo à trabalhabilidade da mistura. De acordo com o ACI 544.1R-96 (1996), FIGUEIREDO 

(2000) e BARROS (2000), uma alternativa para minimizar o impacto na trabalhabilidade é a 

utilização das fibras coladas em pentes, conforme mostra a Figura 3.1. Quando os pentes são 

misturados ao concreto, tem a sua cola dissolvida, o que permite uma melhor homogeneização 

do compósito. 

Figura 3- Cont Fig 

 
Figura 3.1- Fornecimento de fibras em pentes 
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3.1.2- A Fibra de aço 
 

Segundo o ACI 544.1R-96, as fibras de aço destinadas ao reforço do concreto são 

suficientemente curtas para serem dispersas aleatoriamente à massa fresca de concreto. A NBR 

15530 (2007) classifica as fibras de aço de acordo com a geometria (Tipo A, C e R) e quanto ao 

aço que lhes deu origem (Classe I, II e III), ver a Tabela 3.1. As fibras do Tipo A, C e R são 

designadas, respectivamente, por fibras Hooked, Crimped e lisas Além das classificações 

anteriores, a NBR 15530 também estabelece limites para os valores do fator de forma e da 

resistência à tração das fibras. No que diz respeito à tensão de escoamento mínima das fibras, o 

ASTM A 820 (1996) sugere a tensão de 345 MPa, enquanto que o JSCE (1983) especifica o 

valor de 552 MPa. Além dos tipos de fibras apresentados na Tabela 3.1, o Technical Report no 

63 publicado pela The Concrete Society também cita os tipos de fibras ilustrados na Figura 3.2. 

Tabela 3- Cont Tabela 

Tabela 3.1- Classificação das fibras de aço segundo a NBR 15530 (2007) 

Tipo  Classe Geometria  Fator de forma mínimo 
Limite de resistência à 

tração (MPa) 

I 

 

40 1000 

A 

II 

 

30 500 

I 

 

40 800 

II 

 

30 500 C 

III 

 

30 800 

I 

 

40 1000 

R 

II 

 

30 500 
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a) Fibras com ancoragem tipo button b) Fibras com ancoragem tipo paddle 

  
c) Fibras endentadas retangulares  d) Fibras endentadas circulares 

Figura 3.2- Outros tipos de fibra apresentados pelo Technical Report no 63 (The Concrete Society) 

 

No que diz respeito à classificação das fibras segundo as regulamentações internacionais, 

comenta-se as recomendações do BS EN 14889-1 (2006), da ASTM A 820 (1996), as quais 

classificam as fibras segundo o processo de fabricação, e da JSCE (1983), que classificam as 

fibras de acordo com a seção transversal das mesmas, ver a Tabela 3.2. 

 

Tabela 3.2- Classificação das fibras segundo as regulamentações internacionais 

BS EN 14889-1 (2006) ASTM A 820 (1996) JSCE (1983) 

Grupo I- Fios trefilados Tipo I- Fios trefilados Tipo 1- Seção quadrada 

Grupo II- Chapas cortadas Tipo II- Chapas cortadas Tipo 2- Seção circular 

Grupo III- Extr. de metais fundidos Tipo III- Extr. de metais fundidos Tipo 3- Seção crescente 

Grupo IV- Raspas de fios trefilados Tipo IV- Outras fibras - 

Grupo V- Obt. do proc. de fresagem  - - 

 

De acordo com o ACI 544.1R-96 (1996), as fibras de aço lisas, ou seja, sem mecanismo de 

ancoragem nas extremidades e com seção transversal circular (fibras RI da Tabela 3.1) são 

produzidas do corte de fios de aço, com diâmetro, df, variando entre 0.25 e 1.00 mm. As fibras 

lisas com seção retangular (fibras RII da Tabela 3.1) são produzidas do corte de chapas de aço ou 

do “achatamento” dos fios de aço e apresentam dimensão que variam entre 0.15≤e≤0.64 mm e 

0.25≤w≤2.03 mm. Ainda segundo o ACI 544.1R-96, o comprimento das fibras abrange valores 

entre 6.4 e 76 mm. 

 

Os processos de fabricação citados anteriormente estendem-se também às fibras crimped (Tipo C 

da Tabele 3.1), às fibras endentadas (Figuras 3.2.c e 3.2.d) e às fibras com ancoragem nas 

extremidades (Tipo A da Tabela 3.1 e Figuras 3.2.a e 3.2.b), as quais são posteriormente 

conformadas longitudinalmente até alcançarem o formato desejado.  
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3.1.3- Confecção do CRFA 
 

O ACI 544.4R-88 relata que a confecção do CRFA pode ser realizada com equipamentos e 

procedimentos convencionais, desde que a quantidade de fibra seja limitada de 0.5 a 1.5% do 

volume de concreto. Para quantidades maiores, o ACI 544.4R-88 sugere que o método de 

adicionar fibras à massa de concreto, assim como o procedimento de confecção do mesmo, 

ambos devem ser aprimorados. SHAKHMENKO et al. (2007) comentam ser viável preparar 

CRFA, com quantidades de fibra abaixo de 1.25%, usando as dosagens tradicionais de concreto. 

Para quantidades maiores de fibras, Shakhmenko et al. comentam que há a necessidade de adotar 

uma método diferente de dosagem, o qual considera quantidades maiores de pasta de cimento e a 

adoção de curvas granulométricas semelhantes as utilizadas nos concretos auto compactáveis. 

Mais detalhes sobre métodos de confecção do CRFA são encontrados em BARROS (1995), 

BARROS (2000), FIGUEIREDO (2000), VAN CHANH (2005) e ACI 544.3R-08. 

 

 

3.1.4- Propriedades do concreto reforçado com fibras 
 

De acordo com o ACI 544.4R-88 e BARROS (1995), o comportamento do concreto reforçado 

com fibras de aço depende das propriedades dos elementos constituintes da matriz de concreto, 

das propriedades mecânicas e geométricas das fibras, da composição da mistura e do processo de 

confecção da mesma. Para o ACI 544.1R-96, a resistência e a rigidez das fibras, assim como a 

capacidade da mesma em aderir ao concreto, são propriedades que garantem o bom desempenho 

do CRFA.  

 

Segundo BARROS (1995), as fibras podem perder a sua capacidade de reforço de dois modos 

diferentes: por escoamento e posterior ruptura, ou por deslizamento da matriz de concreto. Para 

produzir CRFA mais resistentes, devem ser usadas fibras com resistência e fator de forma, 

ambos, elevados, de forma a obter-se a ruína do CRFA por ruptura da fibra.  Entretanto, este tipo 

de ruína, impede o principal benefício do reforço com fibras, que é o aumento da capacidade de 

absorção de energia do material. O referido aumento só é significativo se as fibras que 

atravessam as fissuras cederem por deslizamento durante o processo de fissuração do concreto. 

O ACI 544.4R-88 comenta que uma das vantagens do CRFA romper pelo deslizamento das 

fibras é o comportamento dúctil conferido ao concreto, diferentemente da ruína rápida e 

possivelmente catastrófica que ocorre quando a fibra rompe. 
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Para o ACI 544.1R-96, o CRFA tem sido extensivamente estudado em termos da resistência ao 

deslizamento interfacial entre as fibras e a matriz de concreto, o qual é resultado do colapso da 

aderência entre a fibra e o concreto. De acordo com FIGUEIREDO (2000), diferentemente do 

concreto simples, as fibras do CRFA permitem uma redistribuição dos esforços (capacidade 

portante pós-fissuração) mesmo quando utilizada em baixos teores. Com base na Figura 3.3 (b), 

verifica-se que o concreto simples está suscetível às concentrações de tensões quando do 

surgimento de uma fissura, visto que a fissura representa uma barreira à propagação das tensões. 

No CRFA, ver a Figura 3.4 (b), as fibras servem como ponte de transferência de tensões nas 

fissuras, minimizando assim a concentração de tensões nas extremidades das mesmas. 

 

 
a) Distribuição das tensões no concreto simples antes da fissuração 

 
b) Distribuição das tensões no concreto simples fissurado  

Figura 3.3- Distribuição das tensões (linhas vermelhas) no concreto simples – FIGUEIREDO (2000) 
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a) Distribuição das tensões no CRFA antes da fissuração 

 
b) Distribuição das tensões no CRFA fissurado 

Figura 3.4- Distribuição das tensões (linhas vermelhas) no CRFA – FIGUEIREDO (2000) 

 

Conforme mencionado anteriormente, os benefícios que as fibras introduzem ao CRFA 

dependem das propriedades das mesmas e da qualidade do concreto. Para BARROS (2000), o 

tipo de fibra deve ser selecionado em função do tipo de concreto a ser utilizado, por exemplo, 

nos concretos de elevada resistência devem-se evitar fibras longas (reduz a possibilidade de 

ruptura das fibras), enquanto que nos concretos de resistência normal e com inertes de maior 

dimensão devem-se utilizar fibras longas (facilita a “costura” da fissura).  

 

Corroborando os comentários de Barros, FIGUEIREDO (2000) comenta que deve haver 

compatibilidade dimensional entre os agregados e as fibras para que estas últimas possam 

realmente trabalhar como ponte de transferência de tensões. Quando não há esta 

compatibilidade, uma quantidade menor de fibras trabalha como ponte de transferência de 

tensões nas fissuras, conforme mostra a Figura 3.5. Além do exposto, Figueiredo também 

comenta que a capacidade portante do CRFA pode ser comprometida caso as fibras não 

apresentem ductilidade suficiente para se deformarem plasticamente no momento da fissuração. 

Dado o elevado nível de tensão cisalhante no plano da fissura, fibras com pouca ductilidade 

podem romper por corte antes do deslizamento da matriz de concreto, ver a Figura 3.6. 
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a) CRFA compatibilizado  b) CRFA não compatibilizado 

Figura 3.5- Influência da compatibilidade dimensional entre os agregados e as fibras – FIGUEIREDO (2000) 

 

  
a) Fibra frágil (ruptura por cisalhamento) b) Fibra dúctil (deformação plástica) 

Figura 3.6- Comportamento dúctil das fibras – FIGUEIREDO (2000) 

 

De acordo com o ACI 544.4R-88, o mecanismo de reforço das fibras implica na transferência de 

tensões da matriz de concreto para as fibras, a qual acontece devido à aderência interfacial fibra 

x matriz de concreto e pelo “engrenamento dos agregados”, interlock, que ocorre na seção 

fissurada do concreto caso a fibra tenha ductilidade para se deformar.  

 

BARROS (2000) comenta que a ductilidade do CRFA está relacionada aos mecanismos de 

reforço das fibras, os quais dependem das configurações geométricas das fibras. O ACI 544.4R-

88 relata que, geralmente, quanto mais dúctil for a fibra, mais dúctil será a ruína do concreto. A 

exemplo, Barros cita que o mecanismo de reforço das fibras lisas resulta da aderência, do atrito 

entre as fibras e a matriz de concreto e da deformação elástica das fibras. Nos casos de fibras 

com superfície irregulares (fibras endentadas e fibras crimped) e fibras com ancoragem nas 

extremidades (fibras hooked e fibras com ancoragem tipo button ou paddle), somam-se, 

respectivamente, aos mecanismos anteriores, o mecanismo de engrenagem e o mecanismo 

proveniente da ancoragem das extremidades. Trabalhos como os de HOLSCHEMACHER e 

MÜLLER (2007), KRASNIKOVS e KONONOVA (2009) e SALNA e MARCIUKAITIS 



 29 

(2010) têm mostrado que as fibras com ancoragem nas extremidades e as fibras crimped 

conferem, ambas, performance satisfatória ao CRFA.  

 

O ACI 544.1R-96 relata que a fibra de aço melhora a ductilidade do concreto em todos os modos 

de carregamento, compressão, tração, cisalhamento, torção e flexão, entretanto, o acréscimo da 

resistência é diferenciado para cada tipo de carregamento, conforme apresenta as seções 

seguintes. 

 

 

3.1.4.1- Resistência à compressão 
 

Segundo o ACI 544.1R-96, a resistência à compressão do CRFA não é influenciada 

significativamente pelas fibras. O referido documento relata acréscimos na ordem de 15% 

quando o concreto apresenta reforço de até 1.5% de fibras. Para o CEB-FIP (2010), as 

propriedades à compressão do concreto simples podem, geralmente, ser aplicáveis 

satisfatoriamente ao CRFA. Para BARROS (1995) e RAMLI e DAWOOD (2011), a quantidade 

de fibras utilizada no concreto, o fator de forma das mesmas, assim como as condições de 

ancoragem entre as fibras e a matriz, ambas conduzem a acréscimos discretos na resistência à 

compressão do CRFA. Além da resistência à compressão, verifica-se que a deformação 

correspondente à referida tensão resistente também aumenta suavemente com a adição de fibras 

à massa de concreto, conforme relatado em BARROS (1995), NATARAJA et al. (1999) e 

outros.  

 

De acordo com FIGUEIREDO (2000), alguns trabalhos sugerem que a adição de fibras à massa 

de concreto reduz a resistência à compressão do CRFA. O referido autor comenta que este efeito 

é consequência do preparo inadequado do material. RAMLI e DAWOOD (2011) realçam que a 

menor resistência seja atribuída à distribuição não homogênea das fibras na matriz de concreto. 

 

No que diz respeito à curva tensão x deformação, ver a Figura 3.7, obtida em ensaios de 

compressão de corpos de prova cilíndricos, NATARAJA et al. (1999) comentam que tanto o 

ramo ascendente como o descendente da curva são influenciados pela adição de fibras no 

concreto, porém, o grande benefício do CRFA é observado no ramo descendente, a fase de 

amolecimento do concreto. De acordo BARROS (1995), na fase de amolecimento, o fator de 

forma das fibras e a geometria das mesmas têm menor efeito que a porcentagem de fibras. 

Análises sobre as curvas tensão x deformação também mostram que a adição de fibras à matriz 

de concreto aumenta a ductilidade e a tenacidade do concreto, visto que as fibras atuam como 
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ponte de transferência de tensões entre fissuras, conforme mencionado em FIGUEIREDO (2000) 

e LOPES (2005). 

 

ε

σ

fc

εfc  
Figura 3.7- Curva tensão x deformação típica obtida em ensaios de compressão – NATARAJA et al. (1999) 

 

 

3.1.4.2- Resistência à tração direta 
 

O ACI 544.1R-96 comenta que a resistência à tração do CRFA é melhorada significativamente. 

O referido documento relata acréscimos de 30 a 40% para adições 1.5% de fibras à massa de 

concreto. Entretanto, contrariando o comentário anterior, o ACI 544.4R-88 informa que as 

resistências do CRFA e do concreto simples apresentam a mesma ordem de grandeza, variando 

entre 2 e 4 MPa.  Segundo o CEB-FIP (2010), o teste de tração direta não é apropriado para 

representar o teste padrão de novas misturas, pois a execução e a interpretação dos resultados 

destes testes são difíceis. O CEB-FIP (2010) acrescenta que o ensaio de tração em CRFA pode 

fornecer, dependendo da composição do compósito, comportamento softening (resposta pós-

fissura com amolecimento), quando as deformações se localizam em uma única fissura, ou 

hardening (resposta pós-fissura com endurecimento), quando múltiplas fissuras são formadas 

antes de ser alcançada a carga máxima de tração, conforme mostra a Figura 3.8. 
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P

Pcr

Formação 
da fissura

Localização
da fissura

δ
 

a) Comportamento softening b) Comportamento hardening 

Figura 3.8- Comportamento do CRFA nos ensaios de tração direta – CEB-FIP (2010) 
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O RILEM TC 162-TDF (2001) estabelece critérios para a realização de testes de tração direta em 

CRFA com comportamento softening, porém, o referido documento informa que o teste não é 

destinado à determinação da resistência à tração do concreto, mas sim, para estabelecer a relação 

tensão x abertura da fissura. O ACI 544.4R-88 comenta que as curvas obtidas nos ensaios de 

tração direta são influenciadas pelo tamanho do corpo de prova, pelo procedimento do teste, pela 

rigidez do sistema de ensaio, pelo tipo de equipamento utilizado na instrumentação e se a 

formação da fissura (apenas uma ou múltiplas) ocorre na região instrumentada. De acordo com 

BARROS (1995), LOBÃO (2005) e WANG (2006), a adição de fibras de aço à massa de 

concreto melhora a resistência à tração, porém, o grande benefício da fibra é verificado no 

comportamento pós-fissurado do material. 

 

 

3.1.4.3- Resistência à tração indireta 
 

O ACI 544.2R-89 menciona que os resultados dos testes de tração por compressão diametral em 

cilindros para concretos reforçados com fibras são difíceis de interpretar depois da primeira 

fissura da matriz e que por este motivo não devem ser conduzidos além desta referida fissura. 

Segundo este documento, a dificuldade na interpretação dos resultados reside no 

desconhecimento da distribuição das tensões após a primeira fissura da matriz.  

 

BARROS (1995) comenta que o uso de fibras de aço e de microsílica em concreto leve confere 

acréscimo de 200% na resistência à tração do concreto. RODRIGUES JÚNIOR (2009) cita os 

trabalhos de ARAÚJO (2002), NUNES (2006) E OLIVEIRA (2007) para relatar que a 

resistência à tração por compressão diametral do concreto aumenta significativamente quando 

fibras de aço são adicionadas à matriz de concreto. KARL et al. (2011) relata que dependendo da 

quantidade fibra utilizada na massa de concreto, a resistência à tração do CRFA pode alcançar 

aproximadamente o dobro da resistência do concreto simples. SHENDE e PANDE (2011) 

avaliaram a influência da quantidade de fibras (Vf = 0, 1, 2, e 3%) e do fator de forma das 

mesmas (lf/df = 50, 60 e 67) sobre a resistência à tração do CRFA. Os autores verificaram que a 

resistência à tração do concreto melhorou com o aumento da quantidade de fibra e com a 

diminuição do fator de forma. De acordo com FIGUEIREDO (2000), o aumento da resistência à 

tração por compressão diametral do CRFA depende da compatibilidade dimensional entre os 

agregados e as fibras. 
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3.1.4.4- Resistência à tração na flexão 
 

O RILEM TC 162-TDF (2002) estabelece que o comportamento do CRFA à tração seja avaliado 

em função das áreas sob a curva carga x deslocamento, ver a Figura 3.10 (a), ou em função da 

curva carga x CMOD (Crack Mouth Opening Displacement), ver a Figura 3.10 (b), as quais são 

obtidas do teste de flexão em três pontos em vigas entalhadas, ver a Figura 3.9. O procedimento 

do RILEM estabelece o limite de proporcionalidade do material, ffct,L, ver a equação Eq. 3.1, as 

resistências equivalentes à tração na flexão, feq,j (j=2 e 3), ver a equação Eq. 3.2, e as resistências 

residuais à tração na flexão, fR,i (i=1, 2, 3 e 4), ver a equação Eq. 3.3. Se o objetivo do teste for o 

cálculo das resistências equivalentes à tração na flexão, é necessário realizar a medida apenas do 

deslocamento, porém, se a intenção for determinar os valores das resistências residuais à tração 

na flexão, é possível optar pela medida do deslocamento ou do CMOD. 
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Figura 3.9- Ensaio de flexão em três pontos em viga entalhada (dimensões em mm) 
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b) Curva carga x CMOD típica  

Figura 3.10- Teste de flexão sugerido pelo RILEM TC 162-TDF (2002) 

 

O CEB-FIP (2010) relata, semelhantemente ao RILEM TC 162-TDF (2002), que testes de flexão 

podem ser realizados para estabelecer o comportamento à tração do CRFA. O referido código 

sugere o teste de flexão em três pontos em vigas entalhadas, ver a Figura 3.9, para estabelecer a 

relação carga x CMOD (Crack Mouth Opening Displacement), ver a Figura 3.10 (b). A partir da 

Figura 3.10 (b) é possível calcular o parâmetro fR,i (i=1, 2, 3 e 4), ver a equação Eq. 3.4, o qual 

representa a resistência residual à tração na flexão. 
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De acordo com MARTI et al. (1999), a avaliação da resistência e da ductilidade do CRFA por 

meio de testes de flexão em vigas ou placas quadradas, conforme estabelece o EFNARC (1996), 

apresenta, respectivamente, a desvantagem de fornecer resultados dispersos e de não serem 

simples de analisar. Para MOLINS et al. (2009), os resultados fornecidos pelo teste de flexão 

sugerido no RILEM TC 162-TDF (2002) apresentam coeficiente de variação entre 10 e 25% 

(resultados obtidos em corpos de prova com 25-75 kg/m3 de fibra). 

 

O ASTM C1550 (2003) sugere o teste de flexão em placas redondas para avaliar a tenacidade do 

CRFA, ver a Figura 3.11. O referido documento relata que a performance do CRFA é 

quantificada em termos da energia de absorção, onde, placas com 800 mm de diâmetro e 75 mm 
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de espessura são apoiadas simetricamente em três pivôs metálicos e carregadas concentricamente 

por uma calota esférica de aço. Entretanto, segundo MARTI et al. (1999), MARTIN et al. (2010) 

e NOUR et al. (2011),  aplicando-se os conceitos da teoria de flexão e de linha de ruptura ao 

referido teste é possível estimar o valor da resistência à tração na flexão e o comportamento do 

concreto em termos de carga x deslocamento, carga x rotação, tensão x rotação, etc.  

 

 

  

a) Vista 01 b) Vista 02 c) Vista 03 

Figura 3.11- Teste de tenacidade à flexão - ASTM C1550 (2003) 

 

Segundo COHEN (2012), o teste de flexão em placas redondas permite uma estimativa confiável 

e econômica do comportamento pós-fissurado do CRFA. Dentre as vantagens, Cohen destaca a 

facilidade de execução, a obtenção de resultados poucos dispersos e a simplicidade para aplicar 

conceitos teóricos. As desvantagens do teste, segundo a opinião do referido pesquisador, são a 

dimensão do corpo de prova e a necessidade de usar equipamento específico. Além dos métodos 

apresentados, há também o teste de punção dupla ou o teste Barcelona (double punch test), 

conforme descreve MOLINS et al. (2009), e o teste de flexão em placas triangulares, conforme 

apresenta ALMEIDA (1999). 

 

 

3.1.4.5- Resistência à flexão 
 

O ACI 544.1R-96 informa que o acréscimo conseguido na resistência à flexão do CRFA é 

superior ao acréscimo obtido na tração e na compressão. Isto acontece porque o comportamento 

dúctil observado na zona tracionada de uma peça flexionada de CRFA altera a distribuição, 

normalmente elástica, das tensões e das deformações na seção transversal da referida peça. O 

referido documento relata que a distribuição das tensões alterada é plástica na zona tracionada e 

elástica na zona comprimida, ocasionando assim, a movimentação do eixo neutro em direção à 

zona comprimida. ASHOUR et al. (2000) relatam que o acréscimo de resistência à flexão 
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proporcionado pelas fibras de aço é pouco influenciado pelo valor da taxa de armadura de flexão 

e é proporcional à resistência à compressão do concreto. 

 

De acordo com o ACI 544.4R-88, a resistência última à flexão geralmente aumenta em função de 

Vf·lf/df, ou seja, em função do produto do volume de fibras, Vf, pelo fator de forma das mesmas, 

lf/df. BARROS (1995) comenta que para valores elevados de Vf·lf/df, o comportamento à flexão 

do CRFA é influenciado pelas propriedades das fibras, enquanto que para valores baixos, as 

propriedades da matriz governam o comportamento à flexão do compósito. Para os casos 

práticos, onde o valor Vf·lf/df é intermediário, Barros informa que ambas as propriedades, fibra e 

matriz, influenciam no comportamento à flexão do CRFA. 

 

O ACI 544.4R-88 comenta que o comportamento pós-fissurado da relação carga x deslocamento 

do CRFA depende do tipo e da quantidade de fibra utilizada. De acordo com SHUKLA (2011), a 

adição de fibras de aço à massa de concreto melhora o desempenho estrutural de uma peça 

flexionada tanto no estado limite de serviço, como no estado limite último. Trabalhos como os de 

LOPES (2005), DESTRÉE e MANDL (2008), DESTRÉE et al. (2009) e MICHELS et al. (2012) 

mostram que a substituição total, ou de parte, da armadura convencional de flexão por fibras de 

aço é possível, porém, cuidados especiais devem ser tomados no processo de confecção do 

concreto, visto que a má confecção da mistura pode comprometer a resistência à flexão do 

CRFA. 

 

 

3.1.4.6- Resistência ao cisalhamento 
 

Segundo o ACI 544.1R-96, as fibras de aço, além de aumentarem a resistência do concreto ao 

cisalhamento, também apresentam potencial para substituir os estribos das vigas. A melhor 

performance do CRFA aos esforços de cisalhamento, na óptica do referido documento, advém da 

capacidade das fibras em conter a abertura das fissuras, em aumentar a capacidade portante do 

concreto à formação da primeira fissura e à carga de ruína e em aumentar a adesão friccional 

com a matriz de concreto. MADAN et al. (2007) e KWAK et al. (2002) relatam que a resistência 

ao cisalhamento melhora com o aumento da quantidade de fibras e com a diminuição da relação 

a/d, onde a e d representam, respectivamente, os valores do vão de cisalhamento e da altura útil 

da viga. Para GUSTAFSSON e NOGHABAI (1997), concretos contendo fibras curtas e longas 

contribuem melhor para a resistência do concreto ao cisalhamento. BARROS (1995) comenta 

que alguns resultados experimentais sugerem que a resistência ao cisalhamento aumenta com o 
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fator de forma das fibras, porém, a resistência pode ser comprometida para lf/df>75, 

provavelmente devido a problemas de confecção do compósito. 

 

O ACI 544.1R-96 informa que dependendo das propriedades geométricas das fibras e da sua 

quantidade na massa de concreto, o aumento da resistência ao cisalhamento pode, inclusive, 

alterar o modo de ruína de frágil para dúctil. No que diz respeito às vigas de CRFA, BARROS 

(1995) relata que a alteração do modo de ruína depende também da taxa de armadura de flexão e 

do parâmetro a/d. Barros complementa a abordagem afirmando que para baixos valores de a/d a 

alteração no modo de ruína só acontece para quantidades elevadas de fibras na massa de 

concreto. 
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4- INFLUÊNCIA DAS FIBRAS DE AÇO NA RESISTÊNCIA AO 
CISALHAMENTO DAS LAJES LISAS 
 

As lajes lisas surgiram em 1905 pela iniciativa de Turner, cujo método de cálculo causou 

polêmica por apresentar um taxa de armadura maior que as obtidas pelos métodos clássicos de 

projeto. Por se tratar de um sistema estrutural inovador, alguns edifícios calculados por este 

método foram submetidos à prova de carga e os resultados apresentaram desempenho 

satisfatórios. Apesar de cumprirem as exigências da prova de carga, segundo OLIVEIRA (1998), 

em 1911, Indianápolis-Estados Unidos, a utilização indevida deste sistema estrutural provocou a 

ruína por punção de uma estrutura, Prest-o-Lite, o que resultou na morte de nove pessoas. Após 

o ocorrido, foi verificada a necessidade de conhecer com primor o comportamento das lajes lisas.  

 

Os principais problemas das lajes lisas são as flechas inaceitáveis em condições de serviço, a 

diminuição da estabilidade global da estrutura com relação às ações horizontais e a ruína por 

punção. O puncionamento pode ocorrer antes do escoamento das armaduras de flexão, o que 

caracteriza uma ruína frágil e sem aviso. Entretanto, a resistência à punção pode ser aumentada 

considerando-se: o aumento da espessura da laje, o aumento da dimensão do pilar, a utilização de 

concreto de alta resistência, o uso da protensão, a utilização de armaduras de cisalhamento e pela 

adição de fibras ao concreto. 

 

A técnica de usar concreto reforçado com fibras, fiber reinforced concrete – FRC, para garantir 

maior resistência e ductilidade à ligação laje x pilar tem fornecido bons resultados. Além disto, o 

concreto com fibras também apresenta um bom desempenho aos esforços laterais. De acordo 

com BARROS (1995), nos concretos reforçados com fibras, o aumento da resistência ao 

cisalhamento é atribuído à maior resistência à tração do concreto, à maior resistência ao 

deslizamento entre as bielas de concreto comprimido e ao aumento da resistência ao 

cisalhamento das armaduras de flexão. 

 

Quando o concreto simples é submetido à tração ou flexão, observa-se o alargamento rápido e 

descontrolado das fissuras, tendo como conseqüência a ruína frágil. No entanto, segundo 

KRASNIKOVS e KONONOVA (2008), em estruturas de concreto reforçadas por barras de aço, 

o comportamento pós-fissura é baseado na resistência à tração das barras de reforço, enquanto 

que no concreto reforçado com fibras, o arrancamento destas da massa de concreto é que 

determina a capacidade portante da peça fissurada. Além disto, no concreto com fibras, as 

fissuras avançam e as fibras se opõem a este desenvolvimento, resultando assim em ganho de 

ductilidade. 
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Sendo assim, pelo fato das fibras conseguirem proporcionar maior resistência, ductilidade, 

capacidade de absorção de energia e tenacidade à ligação laje x pilar é que as mesmas vêm 

sendo estudadas e utilizadas como alternativa de reforço, não só nas lajes lisas, mas também em 

outros elementos estruturais de concreto. 

 

Dada a variedade de fatores que influenciam o complexo comportamento da ligação laje x pilar, 

pode-se afirmar que mais trabalhos experimentais envolvendo o reforço de lajes lisas com fibras 

de aço precisam ser realizados. O estudo experimental, além de ser fundamental no entendimento 

do fenômeno, também serve de base para a validação das propostas analíticas e numéricas. 

 

As seções seguintes apresentam algumas pesquisas experimentais que avaliam o desempenho da 

utilização da fibra de aço como reforço à punção em lajes e ao cisalhamento em vigas. Estas 

seções, além de descreverem as pesquisas, também apresentam um resumo das principais 

conclusões. 

 

 

4.1- INFLUÊNCIA DAS FIBRAS DE AÇO NO COMPORTAMENTO DAS LAJES 
 

4.1.1- ALEXANDER e SIMMONDS (1992) 
 

Nesta pesquisa os autores avaliaram o comportamento das lajes lisas reforçadas com fibras de 

aço fazendo variar o cobrimento da armadura de flexão e o volume de fibra utilizado no reforço. 

As peças apresentaram dimensão de 2750 x 2750 x 155 mm3, a carga foi aplicada em um pilar de 

200 x 200 mm2 de seção transversal e no reforço foram utilizadas fibras de aço corrugadas com 

50 mm de comprimento. Algumas propriedades e resultados das lajes de Alexander e Simmonds 

são exibidos na Tabela 4.1. 

Tabela 4- Cont Tabela 

Tabela 4.1- Propriedades e resultados dos ensaios de ALEXANDER e SIMMONDS (1992) 

Cobrimento Vf fc δu Vu 
Laje 

(mm) (%) (MPa) (mm) (kN) 

P11F0 11 0.0 33.2 48 257 

P11F31 11 0.4 35.8 69 324 

P11F66 11 0.8 35.0 75 345 

P38F0 38 0.0 35.6 62 264 

P38F34 38 0.4 38.4 85 308 

P38F69 38 0.8 38.5 98 330 
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Após a avaliação dos resultados, os autores ressaltaram que: (1) a capacidade resistente à punção 

pode aumentar de 20 a 30%, dependendo da espessura do cobrimento reforçada e do volume de 

fibra utilizado; (2) nas análises plásticas o efeito das fibras foi desconsiderado, ou seja, as 

respostas destas análises tornam-se conservadoras; e (3) a maior resistência da ligação laje x 

pilar foi consequência da ação benéfica das fibras ao longo das linhas de ruptura (maior 

resistência à flexão). 

 

 

4.1.2- THEODORAKOPOULOS e SWAMY (1993) 
 

O estudo dos pesquisadores consistiu na analise de 20 lajes lisas confeccionadas com agregado 

leve. As peças apresentaram dimensão de 1800 x 1800 x 125 mm3 e foram carregadas por um 

pilar de seção transversal quadrada. As variáveis da pesquisa e o valor da carga de ruína são 

apresentados na Tabela 4.2. É importante salientar que apenas a laje FS-20 foi completamente 

reforçada com fibra de aço, as demais peças apresentaram uma área de reforço limitada às 

proximidades do pilar em 1100 x 1100 mm2. 

 

Tabela 4.2- Características das lajes de THEODORAKOPOULOS e SWAMY (1993) 

lf df Vf r fc Vu 
Lajes 

Tipo de 
fibra (mm) (mm) (%) (mm) (MPa) (kN) 

FS-1 - - - 0.0 150 35.38 173.50 

FS-2 Crimped 50 0.50 0.5 150 34.00 225.00 

FS-3 Crimped 50 0.50 1.0 150 35.65 247.40 

FS-4 Crimped 50 0.50 1.0 150 37.34 224.40 

FS-5 Crimped 50 0.50 1.0 150 38.00 198.10 

FS-6 Crimped 50 0.50 1.0 150 35.68 174.50 

FS-7 Crimped 50 0.50 1.0 150 36.64 192.40 

FS-8 - - - 0.0 100 36.66 150.30 

FS-9 Crimped 50 0.50 1.0 100 35.60 216.60 

FS-10 - - - 0.0 200 36.40 191.40 

FS-11 Crimped 50 0.50 1.0 200 34.24 259.80 

FS-12 Japanese 25 0.418 1.0 150 36.08 217.50 

FS-13 Hooked 50 0.50 1.0 150 33.48 235.50 

FS-14 Paddle 53 0.76 1.0 150 34.98 239.50 

FS-15 Crimped 50 0.50 1.0 150 31.24 238.00 

FS-16 Paddle 53 0.76 1.0 150 27.92 227.80 

FS-17 Paddle 53 0.76 1.0 150 46.85 268.40 

FS-18 Paddle 53 0.76 1.0 150 14.20 166.00 

FS-19 - - - 0.0 150 34.50 136.50 

FS-20 Crimped 50 0.50 1.0 150 37.04 211.00 
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Após a análise dos resultados, foi constatado que: (1) a utilização de 1% de fibras na massa de 

concreto proporcionou acréscimo de 30 a 45% na resistência última à punção; (2) o reforço com 

fibras também favoreceu outras propriedades da ligação laje x pilar, tais como, o aumento das 

cargas de fissura e de escoamento das armaduras; e (3) as fibras preservam a integridade da 

conexão após a ruína. 

 

 

4.1.3- TAN e PARAMASIVAN (1994) 
 

Para analisar a influência das fibras de aço no comportamento da ligação laje x pilar, os autores 

ensaiaram até a ruína 14 lajes lisas que se encontravam apoiadas nas quatro bordas. O reforço 

das peças foi com fibras de aço do tipo “hooked”, com comprimento de 30 mm e diâmetro de 0.5 

mm. A Tabela 4.3 mostra algumas propriedades e resultados das lajes analisadas por Tan e 

Paramasivan.  

 

Tabela 4.3- Propriedades das lajes de TAN e PARAMASIVAN (1994) 

Vf h fc,cub r Vu 
Série Lajes a/d 

(%) (mm) (MPa) (mm) (kN) 

1 SFRC1-1 27.2 0.31 35 50 100 21.40 

1 SFRC1-2 40.9 0.31 35 50 100 22.60 

1 SFRC1-3 54.5 0.31 35 50 100 18.90 

2 SFRC2-1 40.9 0.50 35 50 100 20.90 

2 SFRC2-2 40.9 1.00 35 50 100 23.70 

2 SFRC2-3 40.9 1.50 35 50 100 24.60 

2 SFRC2-4 40.9 2.00 35 50 100 27.40 

3 SFRC3-1 65.2 0.31 22 50 100 9.40 

3 SFRC3-2 25.1 0.31 57 50 100 54.90 

3 SFRC3-3 20.5 0.31 70 50 100 70.50 

4 SFRC4-1 40.9 0.31 35 35 100 19.00 

4 SFRC4-2 40.9 0.31 35 65 100 20.00 

5 SFRC5-1 40.9 0.31 35 50 200 26.10 

5 SFRC5-2 40.9 0.31 35 50 150 18.70 

NOTA: d/h=0.625 

 

A análise dos resultados estabeleceu que: (1) o perímetro crítico formou-se aproximadamente à 

distância 4.5·d da face da área carregada, o que resultou em uma superfície de ruína variando 

entre 20° e 60°; e (2) a ruína por punção ocorreu após o escoamento da armadura e foi 

acompanhada pela formação de fissuras radiais e circunferenciais. 
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4.1.4- SHAABAN e GESUND (1994) 
 

O objetivo desta pesquisa foi determinar a influência das fibras de aço na resistência à punção da 

ligação laje x pilar, sendo assim, foram ensaiadas 13 lajes com dimensão de 1448 x 1448 x 83 

mm3, as quais foram reforçadas com fibras de aço corrugadas. A Tabela 4.4 apresenta algumas 

propriedades das lajes e o valor da carga de ruína das mesmas.  

 

Tabela 4.4- Resultados dos ensaios de SHAABAN e GESUND (1994) 

d fc Vf Vu 
Lajes 

(mm) (MPa) (%) (kN) 

SF0-1 60.33 33.40 0.00 90.00 

SF0-2 60.33 39.05 0.00 112.50 

SF0-3 60.33 31.05 0.00 81.00 

SF0-4 60.33 31.74 0.00 94.50 

SF2-1 60.33 34.50 0.61 94.50 

SF2-2 60.33 37.26 0.61 112.50 

SF2-3 60.33 29.67 0.61 72.00 

SF2-4 60.33 24.84 0.61 85.50 

SF3-1 60.33 37.67 0.95 108.00 

SF4-1 60.33 46.78 1.19 135.00 

SF4-2 60.33 36.57 1.19 117.00 

SF6-1 60.33 22.36 1.86 99.00 

SF6-2 60.33 22.08 1.86 103.50 

 

Os resultados apontaram que as fibras de aço proporcionaram melhorias no comportamento da 

conexão laje x pilar. 

 

 

4.1.5- HARAJLI et al. (1995) 
 

Esta pesquisa avaliou experimentalmente o efeito das fibras de aço na resistência à punção e no 

comportamento da ligação laje x pilar. As lajes apresentaram dimensão de 650 x 650 mm2, 

estavam apoiadas nas quatro bordas e foram carregadas em uma área de 100 x 100 mm2.  A 

Tabela 4.5 apresenta um resumo de algumas propriedades e resultados. 
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Tabela 4.5- Resumo dos resultados de HARAJLI et al. (1995) 

Vf fc Pmax/(b0·d·√fc) Série Lajes 
(%) 

lf/df 
(MPa) (√MPa) 

Modo de ruína 

A1 0.00 - 29.6 0.53 Punção 

A2 0.45 100 30.0 0.57 Punção 

A3 0.80 100 31.4 0.64 Flexão 

A4 1.00 60 24.6 0.64 Flexo-punção 

A 
h=55 mm 
d=39 mm 

A5 2.00 60 20.0 0.64 Flexão 

B1 0.00 - 31.4 0.52 Punção 

B2 0.45 100 31.4 0.60 Punção 

B3 0.80 100 31.8 0.61 Punção 

B4 1.00 60 29.1 0.64 Punção 

B 
h=75 mm 
d=55 mm 

B5 2.00 60 29.2 0.79 Punção 

 

Após a análise dos resultados, foi observado que Vf=2% proporcionou um acréscimo de 36% na 

resistência última à punção. Também foi verificado que o ganho de resistência está mais 

relacionado ao volume de fibras do que ao fator de forma. 

 

 

4.1.6- MCHARG (1997) 
 

O estudo do autor avaliou experimentalmente os benefícios de reforçar a ligação das lajes lisas 

com fibras de aço. Para isto, foram ensaiadas 6 lajes com dimensão de 2300 x 2300 x 150 mm3, 

as quais foram carregadas por um pilar com seção transversal de 225 x 225 mm2. Dentre os 

parâmetros analisados, a distribuição da armadura de flexão foi uma das variáveis, conforme 

mostra a Figura 4.1.  

Figura 4- Cont Fig 

  
a) Distribuição uniforme b) Distribuição concentrada 

Figura 4.1- Distribuição da armadura de flexão das lajes de MCHARG (1997) 
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O concreto foi reforçado com fibras de aço do tipo “hooked”, as quais apresentavam 30 mm de 

comprimento e 0.5 mm de diâmetro. O volume de fibra utilizado na massa de concreto foi de 

0.5%. As Tabelas 4.6 e 4.7 mostram, respectivamente, o tipo de reforço utilizado e alguns 

resultados encontrados. 

 

Tabela 4.6- Reforço utilizado por MCHARG (1997) 

Distribuição da armadura de flexão 
Série 

Uniforme (U) Concentrada (B) 

NSC 

80 MPa (pilar)

30 MPa (laje)

 (sem fibra)

 

80 MPa (pilar)

30 MPa (laje)

 (sem fibra)

 

FRS 

80 MPa (pilar)

30 MPa (laje)

500 mm 
 (com fibra)

 

80 MPa (pilar)

30 MPa (laje)

500 mm 
 (com fibra)

 

FRC 

80 MPa (pilar)

30 MPa (laje)

40
 m

m
 (c

om
 f

ib
ra

)

 

80 MPa (pilar)

30 MPa (laje)

40
 m

m
 (c

om
 f

ib
ra

)

 
NSC- Laje sem reforço de fibra; 
FRS- Laje reforçada com fibra em uma região próxima ao pilar; 
FRC- Laje reforçada com fibra apenas na camada do cobrimento. 

 

Tabela 4.7- Resumo dos resultados dos ensaios de MCHARG (1997) 

δcr Vcr δu Vu 
Lajes 

(mm) (kN) (mm) (kN) 

NSCU 1.3 80 17.2 306 

NSCB 1.0 78 15.3 349 

FRSU 1.1 97 36.0 422 

FRSB 1.0 93 32.8 438 

FRCU 1.3 93 18.2 329 

FRCB 1.0 84 16.3 361 

 

Após os ensaios, foi concluído que: (1) a armadura de flexão distribuída de forma concentrada 

foi mais eficiente que a distribuição uniforme. Foi verificado um acréscimo de resistência de 4, 

10 e 14% nas séries FRS, FRC e NSC, respectivamente; (2) a adição de fibras na região próxima 

à área carregada proporcionou melhorias na resistência à punção, na ductilidade, na rigidez pós-

fissura e no controle da fissuração. O acréscimo da resistência à punção foi de 38 e 26% para as 
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lajes armadas de forma uniforme e de forma concentrada, respectivamente; e (3) a utilização de 

fibras apenas no cobrimento da laje melhorou a resistência à punção e o controle da fissuração. 

 

 

4.1.7- PRISCO e FELICETTI (1997) 
 

Os autores analisaram 15 lajes, das quais 10 foram reforçadas com fibras de aço do tipo 

“hooked”, ver a Tabela 4.8. As peças, com dimensão de 330 x 330 x 70 mm3, foram carregadas 

sob duas superfícies de contato diferente, uma hemisférica com 30 mm de diâmetro e outra plana 

de seção circular com 15 mm de diâmetro. As fibras de aço utilizadas no reforço apresentaram 

comprimento de 30 mm e diâmetro de 0.5 mm.  

 

Tabela 4.8- Lajes de PRISCO e FELICETTI (1997) 

fc Vf Vu 
Lajes 

(MPa) (%) (kN) 

P80S1 41.44 0.00 43.94 

P40S1 41.44 0.00 41.33 

P40S2 41.44 0.00 45.31 

F80S1 40.32 0.80 46.68 

F80S2 40.32 0.80 49.33 

F80S3 40.32 0.80 52.46 

F80S4 40.32 0.80 48.55 

F40S1 42.56 0.40 49.97 

F40S2 42.56 0.40 40.83 

F40S3 42.56 0.40 37.53 

P25F1 33.28 0.00 34.61 

P25F2 33.28 0.00 30.57 

F25F1 22.24 0.25 31.35 

F25F2 22.24 0.25 30.44 

F25F3 22.24 0.25 33.78 

 

Após a análise dos resultados, foi observado que valores de Vf, entre 0.25 e 0.40%, têm pouca 

influência na resistência à punção, todavia, a energia dissipada na ruína destas lajes é 

aproximadamente duplicada. Nas lajes com Vf=0.8%, verificaram-se maior capacidade portante e 

acréscimo significante na ductilidade da ligação. 

 

 

4.1.8- ZAMBRANA VARGAS (1997) 
 

O programa experimental do pesquisador consistiu no estudo de 12 lajes lisas de 800 x 800 x 60 

mm3 de dimensão, as quais estavam apoiadas ao longo das bordas e carregadas por um pilar de 
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100 x 100 mm2 de seção transversal. As peças foram reforçadas com armaduras de cisalhamento 

do tipo “studs” e com fibras de aço. As fibras utilizadas foram as do tipo HSCF 25, com fator de 

forma de 25/0.667=37.48. A Tabela 4.9 apresenta um resumo das propriedades das lajes, assim 

como alguns resultados obtidos. 

 

Tabela 4.9- Detalhe das lajes de ZAMBRANA VARGAS (1997) 

fc As 
Asw/linha 

de 
armadura 

Vf 
Carga de 

ruína Série Lajes 

(MPa) (mm2) (mm2) 

Nº de 
linha de 

armadura 
(%) (kN) 

Modo de ruína 
Punção 

L1 26.0 - 0 80 Punção 

L2 31.5 - 0.75 84 Punção 

L3 31.6 - 

- 

1.50 97 Punção 

L4 26.0 249.38 0 100 Punção 

L5 31.5 249.38 0.75 126 Punção 

I 

L6 31.6 249.38 

3 

1.50 130 Punção/Flexão 

L7 88.7 - 0 101 Punção 

L8 79.0 - 0.75 112 Punção 

L9 93.0 - 

- 

1.50 136 Punção 

L10 88.7 249.38 0 110 Punção 

L11 79.0 249.38 0.75 157 Punção 

II 

L12 93.0 

706.86 

249.38 

3 

1.50 170 Punção/Flexão 

 

Dentre as conclusões do autor, tem-se que: (1) as fibras melhoraram a resistência à punção e 

garantiram um comportamento mais dúctil, mudando inclusive o modo de ruína; (2) as fibras 

potencializaram o funcionamento da armadura de cisalhamento, permitindo inclusive a redução 

da mesma; e (3) o concreto de alta resistência confere melhorias na utilização das fibras.  

 

 

4.1.9- AZEVEDO (1999) 
 

A pesquisadora ensaiou 12 lajes lisas com dimensão de 1160 x 1160 x 100 mm3 e 6 segmentos 

de laje, os quais representavam a região central das lajes lisas, medindo 1160 x 330 x 100 mm3. 

Ambas as peças foram carregadas por meio de uma chapa de aço de tamanho 80 x 80 x 37 mm3. 

As Tabelas 4.10 e 4.11 mostram algumas propriedades das lajes e dos segmentos de laje, 

respectivamente. 

 

As lajes da autora foram reforçadas com armaduras de cisalhamento do tipo “studs” e com fibras 

de aço. Os studs foram compostos por barras de aço de 6.6 mm de diâmetro e dispostos 

radialmente ao redor da área carregada. As fibras utilizadas foram a RC 65/30 BN da DRAMIX, 

com fator de forma de 30/0.45=67. 
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Tabela 4.10- Características das lajes de AZEVEDO (1999) 

Asw Vf fc fct Ec Vu 
Laje 

(cm2/per.) 

Nº de linha 
de 

armadura (%) (MPa) (MPa) (GPa) (kN) 

OSC.S1 - - 0 43.73 3.76 30.47 176.48 (P) 

OSC.S2 - - 0.75 46.42 4.40 - 191.96 (P) 

OSC.S3 - - 1.50 30.80 4.89 - 197.61 (P) 

OSC.S4 3.08 3 0 38.84 2.16 - 270.44 (P) 

OSC.S5 3.08 3 0.75 37.02 3.51 26.31 292.79 (F) 

OSC.S6 3.08 3 1.50 39.72 4.44 26.60 329.56 (F) 

HSC.S1 - - 0 86.65 3.94 48.22 190.72 (P) 

HSC.S2 - - 0.75 81.85 6.08 38.08 206.81 (P) 

HSC.S3 - - 1.50 79.30 6.85 - 293.93 (P) 

HSC.S4 3.08 3 0 82.74 5.35 - 293.35 (P) 

HSC.S5 3.08 3 0.75 73.49 6.14 - 388.67 (F) 

HSC.S6 3.08 3 1.50 71.46 7.73 35.71 439.07 (F) 

(P) Ruptura por punção; 
(F) Ruptura por flexão. 

 

Tabela 4.11- Características dos segmentos de laje de AZEVEDO (1999) 

Vf fc fct Vu 
Segmento de laje 

(%) (MPa) (MPa) (kN) 

V1 0 29.28 ± 2.05 2.67 ± 0.34 83.0 

V2 0.75 33.92 ± 0.23 3.37 ± 0.23 88.6 

V3 1.50 36.40 ± 1.49 4.64 ± 0.20 86.9 

V4 0 66.77 ± 0.37 3.63 ± 0.28 90.9 

V5 0.75 64.79 ± 2.64 5.42 ± 0.12 96.5 

V6 1.50 67.28 ± 0.90 7.50 ± 0.01 99.0 

 

Da análise dos resultados, a autora concluiu que: (1) a adição de fibras é mais eficiente em 

concretos de alta resistência; (2) a resistência final da laje HSC.S3, com Vf=1.5%, reforçada com 

armadura de cisalhamento e utilizando concreto de alta resistência é semelhante a da laje 

HSC.S4, peça com as mesmas características, porém sem fibra; (3) a utilização de fibras 

influencia o modo de ruína das lajes; e (4) o reforço com fibras proporciona mais ductilidade do 

que o reforço com armadura de cisalhamento. 

 

 

4.1.10- HOLANDA (2002) 
 

A pesquisa da autora teve como objetivo verificar se existiam tendências de comportamento 

similares entre lajes e vigas. Inicialmente foram feitos ensaios–piloto de vigas correspondentes a 

algumas lajes lisas (OSC.S1, OSC.S2 e OSC.S3) ensaiadas por AZEVEDO (1999). Nos ensaios-
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piloto da Série 1, foram testadas 6 vigas reforçadas com fibras do tipo ZP-305 e com fator de 

forma 30/0.55=54.5. O mecanismo de transferência da força cortante destas vigas se deu 

predominantemente por “ação de viga” (avaliação dos esforços críticos em seções críticas). Na 

Tabela 4.12 apresentam-se alguns dados e resultados dos ensaios das vigas piloto da Série 1. 

 

Tabela 4.12- Dados e resultados das vigas piloto da Série 1 de HOLANDA (2002) 

h d b ρ Vf Vu 
Viga 

(mm) (mm) (mm) (%) (%) (kN) 

VP1A 28.42 

VP1B 
0 

27.01 

VP2A 40.44 

VP2B 
0.75 

35.39 

VP3A 43.02 

VP3B 

100 80 120 1.67 

1.50 
48.54 

 

Da análise dos resultados, a autora verificou que as fibras realmente contribuíram no aumento de 

resistência ao cisalhamento, ou seja, as fibras influenciam no mecanismo “ação de viga”. No 

entanto, segundo o modelo de ALEXANDER e SIMMONDS (1991), a resistência à punção é 

uma combinação da “ação de viga” e da “ação de arco”, sendo assim, a autora achou necessário 

verificar se as fibras atuariam também na “ação de arco”. Desta maneira, foram realizados os 

ensaios-piloto da Série 2, onde foram testadas 6 vigas reforçadas com fibras ZP-305 e fator de 

forma 30/0.55=54.5, nas quais o mecanismo de transferência da força cortante se deu 

predominantemente por “ação de arco”. Na Tabela 4.13 apresentam-se alguns dados e resultados 

dos ensaios das vigas piloto da Série 2. 

 

Tabela 4.13- Dados e resultados das vigas piloto da Série 2 de HOLANDA (2002) 

h d b ρ Vf Vf,crit Vu 
Viga 

(mm) (mm) (mm) (%) (%) (%) (kN) 

VP4A 49.98 

VP4B 
0 - 

58.55 

VP5A 53.03 

VP5B 
0.75 0.98 

47.62 

VP6A 56.62 

VP6B 

100 85 120 1.57 

1.50 1.19 
56.74 

 

O trabalho experimental de Holanda, também constituiu no estudo de 8 modelos de lajes de 1160 

x 1160 x 110 mm3. A Tabela 4.14 mostra que foi feito um modelo de laje para cada conjunto de 

variáveis estudada e duas vigas equivalentes a cada modelo de laje. 
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Tabela 4.14- Propriedades das peças ensaiadas por HOLANDA (2002) 

Modelos d r ρ fc Vf Pu,viga Vu,laje 
Série 

Vigas Lajes (mm) (mm) (%) (MPa) 
Fibra 

(%) 
lf/df 

(kN) (kN) 

V1A 24.86 

V1B 
L1 85 80 1.57 25 - 0 

29.65 
137.20 

V2A 43.65 

V2B 
L2 85 80 1.57 25 ZP-305 1 

47.17 
139.55 

V3A 55.14 

S1 

V3B 
L3 85 80 1.57 25 ZP-305 2 

54.5 

51.05 
163.62 

V4A 36.26 

V4B 
L4 85 80 1.57 60 - 0 

36.35 
192.86 

V5A 72.78 

V5B 
L5 85 80 1.57 60 ZP-305 1 

66.60 
215.14 

V6A 57.17 

S2 

V6B 
L6 85 80 1.57 60 ZP-305 2 

54.5 

53.85 
236.17 

V7A 54.82 

V7B 
- 155 80 1.59 60 - 0 

46.44 
- 

V8A 68.32 

V8B 
- 155 80 1.59 60 ZP-305 1 

80.06 
- 

V9A 81.17 

S3 

V9B 
- 155 80  60 ZP-305 2 

54.5 

104.93 
- 

V10A 42.71 

V10B 
L7 85 80 1.57 40 RL 

45/50 0.75 
38.99 

182.85 

V11A 49.99 
S4 

V11B 
L8 85 80 1.57 40 RL 

45/50 1.5 

48 

61.79 
210.90 

V12A 46.39 

V12B 
- 85 80 1.71 85 - 0 

50.80 
- 

V13A 62.64 

V13B 
- 85 80 1.71 85 HSCF-

25 0.75 
51.43 

- 

V14A 67.50 

S5 

V14B 
- 85 80 1.71 85 HSCF-

25 1.5 

37.45 

55,09 
- 

 

Da analise dos resultados, algumas das conclusões foram: (1) tanto nas lajes como nas vigas a 

resistência e a ductilidade aumentaram com o aumento do volume de fibras; (2) em todas as 

peças reforçadas com fibras foi observada uma ruína mais dúctil; (3) a alteração do fator de 

forma pouco contribuiu na resistência das peças; (4) as fibras apresentam melhor desempenho 

nos concretos de alta resistência; e (5) na maioria dos casos foi observada a similaridade de 

comportamento estrutural entre lajes e vigas análogas.  

 

 

4.1.11- SMADI e YASIN (2008) 
 

O estudo dos autores analisou 10 ligações laje x pilar reforçadas com fibra de aço. As peças 

foram carregadas verticalmente e horizontalmente. A dimensão das lajes foi de 1500 x 1500 x 
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150 mm3 e a seção transversal do pilar foi de 250 x 250 mm2. Dois tipos de fibras foram usados, 

fibras com fator de forma de 30/0.5=60 e 60/0.8=75. O volume de fibra analisado foi de 0.5 e 

1%. 

 

Foi observado que as fibras com fator de forma de 75 apresentaram os melhores resultados, no 

entanto, tais fibras precisam de melhores técnicas de misturas para garantir uma homogeneidade 

adequada à massa de concreto. Foi constatado que as fibras de aço mostraram-se uma alternativa 

viável no reforço da ligação laje x pilar sujeitas a esforços verticais e horizontais. 

 

 

4.1.12- CHENG et al. (2008) 
 

O ensaio do autor simulou um sismo, o qual combinou cargas verticais e deslocamentos laterais 

biaxiais em 3 ligações laje x pilar. As dimensões das lajes e a seção dos pilares foram, 

respectivamente, 5200 x 5200 x 150 mm3 e 400 x 400 mm2. A resistência à compressão do 

concreto das peças 1, 2 e 3 foi de 37, 31 e 44 MPa, respectivamente. A armadura de flexão foi 

praticamente idêntica para todas as lajes. 

 

Duas peças foram reforçadas com fibras de aço apenas na região central, até a distância 4·d da 

face do pilar. Na peça 1 foram utilizadas fibras DRAMIX ZP305, com fator de forma 

30/0.55=55 e Vf=1.5%. Na peça 2 foram utilizadas fibras DRAMIX RC80/30-BR, com fator de 

forma 30/0.38=80 e Vf=1.36%. O reforço ao cisalhamento da peça 3 foi com armadura de 

transversal do tipo studs, a qual seguiu as prescrições do ACI 318 (2008).  

 

Após os ensaios, foi verificado que todas as lajes romperam por punção, com a superfície de 

ruína localizada aproximadamente à distância 1.5·h da face do pilar. Foi observado que o 

mecanismo de ruína das peças 1 e 2 foi o descolamento das fibras, enquanto que na peça 3 a 

ruína ocorreu na segunda linha de studs. A utilização de fibras com Vf=1.5% mostrou-se uma 

opção de reforço melhor que o reforço por studs.  

 

Além dos trabalhos de SMADI e YASIN (2008) e CHENG et al. (2008), pesquisas como as de 

DURRANI e DIAZ (1992), SCHREIBER (2001) e CHENG e PARRA (2010b) mostram o bom 

desempenho das fibras de aço no reforço das ligações laje x pilar sujeitas a carregamentos 

laterais. 
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4.1.13- CHENG e PARRA (2010) 
 

Os pesquisadores analisaram 10 lajes lisas com dimensão de 1500 x 1500 x 150 mm3, as quais 

estavam apoiadas em todas as bordas e foram carregadas por um pilar de 150 x 150 mm2. É 

importante mencionar que as lajes S5, S6, S9 e S10 foram reforçadas com fibras apenas na 

região central da ligação laje x pilar, abrangendo a área de 760 x 760 mm2. A Tabela 4.15 

apresenta alguns resultados obtidos. 

 

Tabela 4.15- Resultados de CHENG e PARRA (2010) 

Vf Pmax Pmax/(b0·d·fc
2) δu θu 

Lajes 
(%) (kN) (√MPa) (mm) (rad) 

S1 0.00 433 0.44 18 0.013 

S2 0.00 379 0.39 25 0.021 

S3 1.00 386 0.54 20 0.013 

S4 1.00 389 0.55 23 0.021 

S5 1.50 530 0.49 30 0.018 

S6 1.50 444 0.41 35 0.030 

S7 1.50 522 0.66 20 0.015 

S8 1.50 472 0.60 28 0.027 

S9 1.50 530 0.55 40 0.027 

S10 1.50 503 0.46 42 0.047 

 

Após a análise dos resultados, os autores verificaram que a utilização de fibras de aço, além de 

proporcionar acréscimos na resistência à punção e uma melhor capacidade de deformação das 

peças, também pode alterar o modo de ruína de frágil, típico do fenômeno da punção, para dúctil.  

 

 

4.1.14- NAAMAN et al. (2010) 
 

O objetivo da pesquisa de Naaman et al. foi avaliar a resistência à punção do novo sistema de 

tabuleiros de pontes proposto por NAAMAN e CHANDRANGSU (2004), onde três camadas de 

armadura seriam eliminadas e a matriz de concreto seria substituída por um compósito 

cimentício reforçado com fibra de alta resistência, “High-Performance Fiber-Reinforced Cement 

Composite - HPFRCC”. 

 

O estudo experimental consistiu na análise de 9 lajes de HPFRCC e 1 laje de referência, 

conforme mostra a Figura 4.2. A dimensão das peças foi de 790 x 790 x 180 mm3, as quais 

foram carregadas por uma chapa de aço de 100 x 100 mm2 de área. A Tabela 4.16 mostra 

algumas propriedades das lajes e alguns resultados obtidos na pesquisa. 
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Figura 4.2- Definição das lajes de NAAMAN et al. (2010) 

 

Tabela 4.16- Propriedades e resultados das lajes de NAAMAN et al. (2010) 

Vf fc Vu 
Lajes Fibra lf/df 

(%) (MPa) (kN) 
Tipo de ruína 

CON-2T-2L - - - 43.9 383 Punção 

PVA-2T-2L PVA 13/0.19 2.0 56.2 500 Punção 

PVA-0T-0L PVA 13/0.19 2.0 56.2 209 Flexão 

SPE-2T-2L 
SPE 

(Polietileno) 
38/0.038 1.75 44.9 549 Punção 

SPE-1T-1L 
SPE 

(Polietileno) 
38/0.038 1.75 44.9 440 Punção 

SPE-0T-0L 
SPE 

(Polietileno) 
38/0.038 1.75 44.9 205 Flexão 

TOR-2T-2L Torex 30/0.30 2.0 69.6 759 Punção 

TOR-1T-1L Torex 30/0.30 2.0 69.6 614 Flexão 

TOR-0T-1L Torex 30/0.30 2.0 69.6 592 Flexão 

TOR-0T-0L Torex 30/0.30 2.0 69.6 569 Flexão 

 

Algumas das conclusões dos autores foram: (1) a resistência à punção aumentou de 15 a 100% 

quando o sistema de tabuleiro convencional foi substituído pelo novo sistema reforçado com 

HPFRCC; e (2) as fibras de aço Torex apresentaram o melhor desempenho. 

 

 

4.1.15- NGUYEN-MINH et al. (2011) 
 

A pesquisa do autor consistiu no estudo experimental de 12 lajes lisas de diferentes tamanhos, 

conforme mostra a Tabela 4.17. Todavia, a altura efetiva, h=125 mm, e a taxa de armadura, 
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ρ=0.66%, foram iguais para todas as peças. As fibras utilizadas no estudo foram a DRAMIX RC-

80/60-BN, a qual apresentava comprimento lf=60 mm e diâmetro df=0.75 mm. 

 

Tabela 4.17- Resultado dos testes de NGUYEN-MINH et al. (2011) 

Dimensões d Vf fc,cub fsp,cub Vcr Vu δu 
Lajes 

(mm) (mm) (%) (MPa) (MPa) (kN) (kN) (mm) 
Modo 

de ruína 

A0 0 27.1 1.95 20 284 4.120 Punção 

A1 0.4 27.9 2.23 30 330 5.450 Punção 

A2 0.6 29.2 2.42 40 345 6.82 Punção 

A3 

900 x 900 x 125 

0.8 31.6 2.57 45 397 6.710 Punção 

B0 0 27.1 1.95 25 301 11.71 Punção 

B1 0.4 27.9 2.23 35 328 23.21 Punção 

B2 0.6 29.2 2.42 40 337 13.13 Punção 

B3 

1200 x 1200 x 125 

0.8 31.6 2.57 45 347 14.04 Punção 

C0 0 27.1 1.95 30 264 22.05 Punção 

C1 0.4 27.9 2.23 46 307 23.63 Punção 

C2 0.6 29.2 2.42 50 310 23.10 Punção 

C3 

1500 x 1500 x 125 

105 

0.8 31.6 2.57 55 326 26.52 Punção 

 

A pesquisa mostrou que a utilização de fibras de aço com o volume de fibras, Vf, variando de 0.4 

a 0.8% melhorou a resistência à punção das lajes de 9 a 39.8%. 

 

 

4.2- INFLUÊNCIA DA ADIÇÃO DE FIBRAS DE AÇO AO CONCRETO NO 
COMPORTAMENTO DAS VIGAS 
 

 

4.2.1- GUSTAFSSON e NOGHABAI (1997) 
 

O objetivo do estudo dos pesquisadores foi investigar a possibilidade de substituir o reforço 

tradicional de cisalhamento, o estribo, pelo reforço com fibras de aço com Vf=1% ou menor. Para 

isto, foram testadas 20 vigas, as quais são detalhadas na Figura 4.3 e na Tabela 4.18. 
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Figura 4.3- Detalhe das seções transversais das vigas de GUSTAFSSON e NOGHABAI (1997) 

 

Tabela 4.18- Propriedades das vigas de GUSTAFSSON e NOGHABAI (1997) 

fc,cub 
Vigas Tipo de reforço a/d 

(MPa) 

S-REF - 3.3 113.4 

S-STIRRUPS Ø8s130 3.3 113.4 

S-MIX Mix 1.0 vol% (1) 3.3 118.0 

S-6/015 6/0.5 1.0 vol% 3.3 128.4 

S-60/07(I) 60/0.7 0.5 vol% 3.3 114.1 

S-60/07(II) 60/0.7 0.75 vol% 3.3 114.1 

M-REF - 2.9 98.7 

M-STIRRUPS Ø8s300 2.9 98.7 

M-MIX-1 Mix 1.0 vol% (1) 2.9 102.1 

M-MIX-2 Mix 1.0 vol% (1) 2.9 102.1 

M-6/015-1 6/0.15 1.0 vol% 2.9 108.9 

M-6/015-2 6/0.15 1.0 vol% 2.9 108.9 

M-60/07(I)-1 60/0.7 0.5 vol% 2.9 98.2 

M-60/07(I)-2 60/0.7 0.5 vol% 2.9 98.2 

M-60/07(II)-1 60/0.7 0.75 vol% 2.9 107.3 

M-60/07(II)-2 60/0.7 0.75 vol% 2.9 85.3 

L-STIRRUPS Ø8s400 3.0 98.7 

L-MIX Mix 1.0 vol% (1) 3.0 106.6 

L-6/015 6/0.15 1.0 vol% 3.0 108.9 

L-60/07(II) 60/0.7 0.75 vol% 3.0 107.3 

 

Os autores concluíram que: (1) adicionando certa quantidade de fibras à massa de concreto, 

Vf=1% ou menor, é possível alcançar um nível de resistência ao cisalhamento compatível ao 

reforço convencional por estribo; e (2) a utilização de misturas com fibras longas e curtas no 

concreto proporciona reforços mais eficientes.  
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4.2.2- KWAK et al. (2002) 
 

O objetivo da pesquisa dos autores foi analisar a influência do volume de fibras, do vão de 

cisalhamento, a/d, e da resistência à compressão do concreto na capacidade última e na 

ductilidade de vigas de concreto. Sendo assim, 12 vigas com seção transversal de 125 x 250 mm2 

e comprimentos que variaram em 1548, 1972 e 2396 mm foram ensaiadas até a ruína. As fibras 

de aço utilizadas apresentaram 50 mm de comprimento e 0.8 mm de diâmetro. A Figura 4.4 

exibe a seção transversal das vigas e a Tabela 4.19 mostra algumas características das mesmas. 
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Figura 4.4- Seção transversal das vigas de KWAK et al. (2002) 

 

Tabela 4.19- Características das vigas de KWAK et al. (2002) 

Vf fc νu=Pu/b·d 
Vigas 

(%) 
a/d 

(MPa) (MPa) 
Modo de ruína 

FHB1-2 0.0 2 62.6 3.02 Corte 

FHB2-2 0.5 2 63.8 5.09 Corte-flexão 

FHB3-2 0.75 2 68.6 5.44 Corte-flexão 

FHB1-3 0.0 3 62.6 2.53 Corte 

FHB2-3 0.5 3 63.8 3.09 Flexão 

FHB3-3 0.75 3 68.6 3.40 Flexão 

FHB1-4 0.0 4 62.6 1.98 Corte 

FHB2-4 0.5 4 63.8 2.41 Flexão 

FHB3-4 0.75 4 68.6 2.74 Flexão 

FNB2-2 0.5 2 30.8 4.04 Corte 

FNB2-3 0.5 3 30.8 2.55 Corte 

FNB2-4 0.5 4 30.8 2.00 Flexão 

 

Após avaliar os resultados, foi concluído que as vigas com os vãos de cisalhamento maiores 

ruíram por flexão e apresentaram acréscimo de resistência de 22 a 38% e as vigas com os vãos 

de cisalhamento menores apresentaram ruína do tipo “corte-flexão” e proporcionaram os maiores 

acréscimos de resistência, de 69 a 80%.  
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4.2.3- LOPES (2005) 
 

 

O programa experimental de LOPES (2005) consistiu em duas etapas distintas: (1) a obtenção de 

uma mistura de concreto fibroso que apresentasse propriedades mecânicas elevadas e 

trabalhabilidade adequada; e (2) a realização de ensaios em vigas de concreto com substituição 

parcial das armaduras de flexão por fibras de aço. Sendo assim, foram ensaiadas até a ruína 2 

vigas de concreto armado com dimensão de 125 x 250 x 2300 mm3, ambas apresentaram a 

mesma armadura de cisalhamento. A viga de referência foi dimensionada de tal forma que a 

ruína fosse por flexão e a viga reforçada com fibras visou reduzir parcialmente a armadura de 

flexão, ver a Figura 4.5. O concreto com fibras possuía 2% de fibra de aço com lf/df=64, assim 

como 5% de fibra de volastonita.  

 
 

2 Ø16.0

2 Ø16.0

Ø8.0 c/50

20

125

25
0

 

125

25
0

Ø8.0 c/50

20

2 Ø16.0

Vf,s=2.0%
+

Vf,v=5.0%

 
a) Viga de referência – Mu,exp=60.78 kN·m b) Viga reforçada – Mu,exp=55.77 kN·m 

Figura 4.5- Seção transversal das vigas de LOPES (2005) 

 

A partir da análise dos resultados, foi concluído que a substituição da armadura de flexão por 

concreto reforçado com fibras é viável. No entanto, é importante garantir a qualidade técnica da 

concretagem, pois, caso a mistura não apresente trabalhabilidade e homogeneidade adequada, o 

reforço com fibra torna-se mecanicamente inapropriado. 

 

 

4.2.4- MADAN et al. (2007) 
 

Os autores analisaram experimentalmente a influência das fibras de aço no comportamento das 

vigas. Para isto, foram ensaiadas 18 vigas, sendo que 6 foram reforçadas com fibras de aço com 

fator de forma de 40.5/0.45=90. A Figura 4.6 e a Tabela 4.20 exibem os detalhes das vigas. 
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a) Vigas 1A, 1B e 1C b) Vigas 2A, 2B e 2C c) Vigas 3A, 3B e 3C 

90 

26
0

2 Ø10.0

Vf=1.25%

 

90 

26
0

2 Ø10.0

2 Ø6.0

2 Ø6.0

7 Ø6.0
(estribo)

 
90 

26
0

2 Ø10.0

2 Ø6.0

2 Ø6.0

4 Ø6.0
(estribo)

2 Ø6.0

 
d) Vigas 4A, 4B e 4C e) Vigas 5A, 5B e 5C f) Vigas 6A, 6B e 6C 

Figura 4.6- Seção transversal das vigas de MADAN et al. (2007) 

 

Tabela 4.20- Resultados das vigas de MADAN et al. (2007) 

Vf fc Pu 
Vigas a/d 

(%) (MPa) (kN) 

1A 0.75 - 28.9 158.0 

2A 0.75 - 28.9 173.0 

3A 0.75 1.00 32.1 181.0 

4A 0.75 1.25 33.5 188.0 

5A 0.75 - 28.9 183.0 

6A 0.75 - 28.9 173.0 

1B 1.00 - 28.9 143.0 

2B 1.00 - 28.9 148.0 

3B 1.00 1.00 32.1 168.0 

4B 1.00 1.25 33.5 173.0 

5B 1.00 - 28.9 169.0 

6B 1.00 - 28.9 159.5 

1C 1.25 - 28.9 123.0 

2C 1.25 - 28.9 128.0 

3C 1.25 1.00 32.1 156.6 

4C 1.25 1.25 33.5 161.0 

5C 1.25 - 28.9 145.25 

6C 1.25 - 28.9 142.0 

 

Os resultados mostraram que a adição de fibras de aço ao concreto confere resistência adequada 

e melhor controle de fissuração às vigas. Dentre as vigas ensaiadas, a peça reforçada com fibras 

apresentou a maior resistência, o que conduz à possibilidade de utilizar fibras de aço como 

reforço alternativo ao cisalhamento. 

Eq. (4) Cont Eq. 
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5- RECOMENDAÇÕES NORMATIVAS 
 

Nesta seção serão apresentadas as prescrições da resistência à punção de cinco códigos de 

projeto. As referidas prescrições são aplicáveis às lajes de concreto armado submetidas a 

carregamento simétrico e sem a utilização de armaduras de cisalhamento. Os códigos avaliados 

neste trabalho são os seguintes: 

 

• ACI 318 – American Building Code for Reinforced Concrete. ACI 318 (2008); 

• CEB-FIP MODEL CODE 1990 – Comite Euro-International du Beton. CEB-FIP (1991); 

• EUROCODE 2 – Design of Concrete Structures. EC2 (2004); 

• NBR 6118 – Projeto de Estruturas de Concreto-Procedimento. NBR 6118 (2003); 

• CEB-FIP MODEL CODE 2010 – Final draft – Model Code Prepared by Special Activity 

Group 5. CEB-FIP (2010) 

 

Segundo WIGHT e MACGREGOR (2009), o projeto e a execução de obras são regulamentados 

por leis chamados códigos ou normas de construções, as quais existem para garantir a segurança 

dos usuários e para fixar os requisitos gerais a serem atendidos na fase de projeto e de execução 

de uma obra.  

 

De acordo com FERREIRA (2010), o código do ACI publicado em 1925 para estruturas de 

concreto armado já apresentava recomendações sobre a punção. O referido código foi 

fundamentado em trabalhos como os de LORD (1910), o qual estudou o fenômeno da punção 

por meio de prova de carga em um edifício de 11 andares até estado limite de serviço, e 

TALBOT (1913), que estudou o mesmo fenômeno por meio de testes em sapatas até a ruína. 

Estas pesquisas, apesar de pioneiras, apresentavam algumas falhas no que diz respeito ao estudo 

da punção, visto que as provas de carga nos edifícios avaliavam a estrutura apenas em condições 

de serviço e as sapatas testadas até a ruína eram muito espessas quando comparadas às lajes da 

época.  

 

Para HARRIS (2004), o conhecimento sobre a resistência ao cisalhamento de peças de concreto 

armado foi devidamente estruturado em meados de 1970, consolidando o relato de CORDOVIL 

(1997), que explica que antes da década de 70, as normas existentes quase não continham 

recomendações a respeito da punção. 
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5.1- ACI 318 – AMERICAN BUILDING CODE FOR REINFORCED CONCRETE. ACI 318 
(2008) 
 

De acordo com o ACI 318 (2008), o cálculo da resistência ao cisalhamento de uma peça de 

concreto armado é baseado na equação Eq. 5.1. 

Eq. (5) Cont Eq. 

un VV ≥⋅φ  Eq. (5.1)  

 

onde Vu é a força cortante majorada e Vn é a resistência nominal ao cisalhamento, sendo a última 

calculada pela equação Eq. 5.2. O coeficiente de segurança φ será considerado unitário para 

estudos em laboratório. 

 

scn VVV +=  Eq. (5.2)  

 

Na equação anterior, Vc e Vs são as parcelas de resistência, respectivamente, do concreto e da 

armadura de cisalhamento. A resistência ao cisalhamento de uma ligação laje x pilar interna à 

edificação e sem utilização de armadura de cisalhamento é feita considerando a situação mais 

desfavorável entre: a laje comportando-se como viga chata (efeito do cisalhamento em uma 

direção) e a análise da influência do cisalhamento nas duas direções da laje (punção).  

 

Devido às condições de contorno das lajes em estudo, a ruptura por viga chata torna-se pouco 

provável e, por este motivo, não será considerada nas verificações futuras. O cálculo da 

resistência à punção sugerido pelo ACI 318 é realizado avaliando-se as tensões solicitantes na 

seção crítica b0, sendo a mesma estabelecida conforme indica a Figura 5.1. 

Figura 5- Cont Fig 

c

d/2

b0

 
Figura 5.1- Seção crítica sugerida pelo ACI 318 (2008) para o cálculo da punção 
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Na equação Eq. 5.2, a parcela nominal de resistência do concreto, Vc, é determinada 

considerando a situação mais desfavorável para os três casos apresentados a seguir. A primeira 

situação considera o efeito das dimensões do pilar na tensão limite do concreto, ver a equação 

Eq. 5.3. 

 

dbfV c

c

c ⋅⋅⋅







+⋅= 0

2
1

6

1

β
   [MPa, mm] Eq. (5.3)  

 

onde βc é a razão entre o lado maior e o menor do pilar. Para considerar a contribuição da seção 

crítica b0 na tensão limite do concreto, segunda situação, é utilizada a equação Eq. 5.4. 

 

dbf
b

d
V c

s
c ⋅⋅⋅








+

⋅⋅
⋅= 0

0

1
6

6

1 α
  [MPa, mm] Eq. (5.4)  

 

onde αs assume o valor 3.32 para pilares internos à edificação. A última consideração, expressa 

pela equação Eq. 5.5, não leva em conta o efeito da dimensão do pilar, βc, e nem a contribuição 

do perímetro de controle, b0, na tensão limite do concreto.  

 

dbfV cc ⋅⋅⋅= 03

1
    [MPa, mm] Eq. (5.5)  

 

O valor de Vn deve ser calculado pela equação Eq. 5.2, entretanto, Vc não deve ser maior que 

60 /dbfc ⋅⋅ . Além disso, Vn também não deve ser tomado maior que 20 /dbfc ⋅⋅ .  

 

 

5.2- CEB-FIP MODEL CODE 1990 – Comite Euro-International du Beton. CEB-FIP (1991) 
 

O CEB-FIP (1991) admite que a resistência transversal ao efeito de cargas concentradas, ou 

reações, atuando em lajes sem armadura de cisalhamento pode ser verificada pelo esforço 

cortante nominal na seção crítica, u1, a qual é considera distante 2·d do perímetro do pilar, 

conforme mostra a Figura 5.2. O valor da altura útil da laje, d, é considerado constante e pode ser 

determinado, na maioria das vezes, pela equação Eq. 5.6. 

( )
2

yx dd
d

+
=  Eq. (5.6)  
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onde dx e dy são as alturas úteis da laje, respectivamente, nas direções ortogonais x e y das 

armaduras. 

 

Se a distribuição da força concentrada atuante na laje é aproximadamente polar-simétrica, a 

tensão de cisalhamento na seção crítica, ver a Figura 5.2, pode ser determinada pela equação Eq. 

5.7. 

 

du

Ps
s

⋅
=

1

ν     [MPa, mm] Eq. (5.7)  

 

onde Ps é a carga concentrada solicitante e u1 é o comprimento da seção crítica. 

 

c

u0

u1

2⋅d

 

u0

u1

2⋅d

 
a) Pilar quadrado b) Pilar circular 

Figura 5.2- Seção crítica para lajes sem armadura de cisalhamento – CEB-FIP (1991) 

 

A resistência ao cisalhamento de uma laje de concreto armado sem armadura de cisalhamento, 

expressa em função da tensão de cisalhamento sobre a seção crítica, é determinada pela equação 

Eq. 5.8. 

 

( ) 3
1

100120 cr f. ⋅⋅⋅⋅= ρξτ    [MPa] Eq. (5.8)  

 

onde 

 

2
1

200
1 








+=

d
ξ   [mm] Eq. (5.9)  
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Na equação Eq. 5.8, a taxa de armadura de flexão, ρ, pode ser calculada por ( ) 2
1

yx ρρ ⋅ , onde ρx 

e ρy são as taxas de armadura nas direções ortogonais x e y. O valor da taxa de armadura deve ser 

calculado, em cada direção, para uma largura igual à dimensão do pilar somada ao valor de 3·d 

para cada lado. 

 

 

5.3- EUROCODE 2 – Design of Concrete Structures. EC2 (2004) 
 

Segundo o EC2 (2004), um modelo apropriado para a verificação da ruptura por punção no 

estado limite último é mostrado na Figura 5.3 (a). De acordo com a referida norma, a resistência 

à punção deve ser verificada no perímetro do pilar e na seção crítica, u1, a qual pode ser tomada à 

distância 2·d da face da área carregada e deve ser traçada de tal forma que minimize seu 

comprimento, conforme mostram as Figuras 5.3 (b) e (c). 

 

c

d h

2⋅d

θ

 
a) Modelo de ruptura adotado para a verificação da punção 

c

u0

u1

2⋅d

 

u0

u1

2⋅d

 
b) Seção crítica para pilar quadrado c) Seção crítica para pilar circular 

Figura 5.3- Modelo de ruptura e seção crítica utilizada no cálculo da resistência à punção – EC2 (2004) 

 

A altura útil da laje, d, é considerada constante e pode, na maioria das vezes, ser estabelecida 

conforme indica a equação Eq. 5.10. 
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( )
2

yx dd
d

+
=  Eq. (5.10)  

 

onde dx e dy são as alturas úteis da laje nas direções ortogonais x e y. 

 

O EC2 sugere que a verificação da punção seja feita com base nas tensões de cisalhamento vR,c, a 

qual é o valor da resistência de projeto à punção de uma laje sem armadura de cisalhamento, e 

vR,max, que é o valor de projeto da máxima resistência à punção. 

 

De acordo com as recomendações do referido código, no perímetro do pilar, a máxima tensão de 

cisalhamento por punção não deve exceder a desigualdade da equação Eq. 5.11 e a laje é 

dispensada da armadura de cisalhamento se estabelecida a desigualdade da equação Eq. 5.12. 

Nos casos onde vE exceder o valor de vR,c, armaduras de cisalhamento podem ser consideradas 

como uma opção para o acréscimo de resistência da laje. 

 

max,RE vv <  Eq. (5.11)  

 

c,RE vv <  Eq. (5.12)  

 

A resistência ao cisalhamento por punção de lajes sem armadura de cisalhamento pode ser 

estabelecida pela equação Eq. 5.13 e deve ser avaliada na seção crítica u1.  

 

( ) mincIc,Rc,R vfkCv ≥⋅⋅⋅⋅= 3
1

100 ρ    [MPa, mm] Eq. (5.13)  

 

onde 

 

02
200

1 .
d

k ≤+=   [mm] Eq. (5.14)  

 

020.IyIxI ≤⋅= ρρρ  Eq. (5.15)  

 

Na equação Eq. 5.15, as grandezas ρIx e ρIy são, respectivamente, as taxas de armadura nas 

direções x e y. As referidas grandezas devem ser calculadas como um valor médio em relação à 

largura da laje, sendo esta largura igual à dimensão do pilar somado ao valor de 3·d para cada 

lado. A norma recomenda que CRd,c seja 0.18/γc e que a tensão vmin seja determinada pela 

equação Eq. 5.16. 
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2
1

2
3

0350 cmin fk.v ⋅⋅=    [MPa] Eq. (5.16)  

 

 

5.4- NBR 6118 – PROJETO DE ESTRUTURAS DE CONCRETO-PROCEDIMENTO. NBR 
6118 (2003) 
 

Segundo a NBR 6118 (2003), o procedimento de cálculo utilizado no dimensionamento à punção 

corresponde à verificação do cisalhamento em duas ou mais seções críticas definidas no entorno 

das forças concentradas. Na primeira seção crítica, perímetro C do pilar, deve ser verificado 

indiretamente a tensão de compressão diagonal do concreto, por meio da tensão de cisalhamento. 

Na segunda seção crítica, perímetro C’ (afastado 2·d do pilar), deve ser verificado a capacidade 

da ligação à punção associada à resistência à tração diagonal. Essa verificação também se faz 

através de uma tensão de cisalhamento no perímetro C’. 

 

No caso de pilar interno à edificação e com carregamento simétrico, a tensão solicitante nos 

perímetros C e C’, ver a Figura 5.4, é determinada pela equação Eq. 5.17. 

 

du

Fs
s

⋅
=τ    [MPa, mm] Eq. (5.17)  

 

onde 2/ddd yx += . O Valor d é a altura útil da laje ao longo do perímetro C’, dx e dy são as 

alturas úteis nas duas direções ortogonais x e y, u é o perímetro do contorno C’, u⋅d é a área da 

seção crítica e Fs é a força ou a reação concentrada de cálculo. 

 

c

C

C'

2⋅d

 

C

C'

2⋅d

 
a) Pilar quadrado b) Pilar circular 

Figura 5.4- Perímetro de controle para pilar interno com carregamento simétrico – NBR 6118 (2003) 
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A verificação da tensão resistente de compressão diagonal do concreto no perímetro C em lajes 

submetidas à punção, com ou sem armadura de cisalhamento, é determinada pela equação Eq. 

5.18. 

 

cvrs f. ⋅⋅=≤ αττ 2702    [MPa] Eq. (5.18)  

 

onde 

 









−=

250
1 c

v

f
α     [MPa] Eq. (5.19)  

 

A tensão τs é calculada pela equação Eq. 5.17, porém, utiliza-se u0 (perímetro C) no lugar de u. 
A tensão resistente em lajes sem armadura de cisalhamento no perímetro C’ é determinada pela 
equação Eq. 5.20. 
 

( ) 3
1

1 100
20

1130 crs f
d

. ⋅⋅⋅









+⋅=≤ ρττ   [MPa, mm] Eq. (5.20)  

 

onde 

 

yx ρρρ ⋅=  Eq. (5.21)  

 

onde ρ é a taxa geométrica de armadura de flexão aderente (armadura não aderente deve ser 

desprezada), ρx e ρy são as taxas de armadura nas duas direções ortogonais x e y, as quais são 

estabelecidas para uma largura igual à dimensão do pilar acrescida de 3⋅d para cada lado. 

 

 

5.5- CEB-FIP MODEL CODE 2010 – FINAL DRAFT – MODEL CODE PREPARED BY 
SPECIAL ACTIVITY GROUP 5. CEB-FIP (2010) 
 

A referida norma estabelece que a punção possa ser resultado de uma carga concentrada ou uma 

reação aplicada em uma área relativamente pequena. A força cortante de projeto referente à 

punção, VEd, é definida como a soma das forças que atuam em uma perímetro básico de controle, 

o qual pode ser tomado como a região distante 0.5·dv da área carregada, ver a Figura 5.5. A altura 

efetiva da laje, dv, deve considerar o nível do apoio, conforme mostra a Figura 5.6. 
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b0

d/2

 
a) Pilar quadrado b) Pilar circular 

Figura 5.5- Perímetro de controle para pilar interno com carregamento simétrico – CEB-FIP (2010) 
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a) Caso 01 b) Caso 02 c) Caso 03 

Figura 5.6- Altura efetiva da laje – CEB-FIP (2010) 

 

A resistência última à punção é estabelecida pela soma das parcelas resistidas pelo concreto, 

VRd,c,  e pelas armaduras de cisalhamento, VRd,s, conforme mostra a equação Eq. 5.22. 

 

s,Rdc,RdRd VVV +=  Eq. (5.22)  

 

sendo: 

 

v

c

c
c,Rd db

f
kV ⋅⋅⋅= 0

γ
ψ  [MPa] Eq. (5.23)  

 

O parâmetro kψ é calculado pela equação Eq. 5.24 e depende da rotação da laje na região do 

apoio. 
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750
16

32
.

d
k

g

dg ≥
+

=    [mm] Eq. (5.25)  

 

onde d é o valor médio da altura efetiva da laje e dg é o diâmetro do agregado graúdo. O 

parâmetro ψ refere-se à rotação da laje localizada fora da fissura crítica de cisalhamento, ver a 

Figura 5.7. 

 

d

Fissura Crítica 
de Cisalhamento

ψ

 
Figura 5.7- Rotação da laje ao redor da região de apoio – CEB-FIP (2010) 

 

O cálculo da rotação é feito para quatro níveis de aproximação. As aproximações são utilizadas 

na avaliação da resistência ao cisalhamento e são distinguidas pelo nível de complexidade da 

análise e pelo grau de precisão dos resultados. O nível de aproximação I refere-se às lajes 

analisadas por teorias elásticas e que não apresentam redistribuições significativas de forças 

internas. Uma estimativa segura da rotação no momento da ruína é dada pela equação Eq. 5.26. 

 

s

yds

E

f

d

r
. ⋅⋅= 51ψ  Eq. (5.26)  

 

onde rs indica a posição, com relação ao eixo do pilar, na qual o momento de flexão radial é zero. 

O valor de rs pode ser considerado igual a 0.22·L (nas direções x, Lx, e y, Ly) em lajes onde a 

relação entre os vãos, Lx/Ly, fica limitada em 0.5 e 2.0. 

 

O nível de aproximação II refere-se às lajes que apresentam redistribuição significativa de 

momento no cálculo da armadura de flexão. Para estes casos o cálculo da rotação da laje é dado 

pela equação Eq. 5.27. 
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onde msd representa o valor do momento fletor médio solicitante de projeto e mRd o valor do 

momento fletor médio resistente de projeto. Ambos os momentos são calculados para uma faixa 

de comprimento bs, sendo bs = 1.5·(rs,x·rs,y)
0.5 ≤ Lmin. 

 

O valor aproximado de msd depende da localização do pilar na edificação. A referida norma 

considera três localizações possíveis para os pilares: (1) interno à edificação, (2) de borda e (3) 

de canto. No caso de pilar interno, msd é calculado simplificadamente pela equação Eq. 5.28. 

 

8
d

sd

V
m =  Eq. (5.28)  

 

No nível de aproximação III, o coeficiente 1.5 da equação Eq. 5.27 pode ser substituído por 1.2 

se os valores de rs e msd forem calculados por um modelo linear elástico. No nível de 

aproximação IV, o cálculo da rotação ψ pode ser baseado em uma análise não linear. 

 

Para os casos em que a laje é reforçada com fibras de aço, o CEB-FIP (2010) sugere que a 

equação Eq. 5.22, a qual estabelece o valor da resistência última à punção, seja substituída pela 

equação Eq. 5.29.  

 

s,RdF,RdRd VVV +=  Eq. (5.29)  

 

onde, 

 

f,Rdc,RdF,Rd VVV +=  Eq. (5.30)  

 

sendo o valor de VRd,f estabelecido por: 

 

v

F

Ftuk
f,Rd db

f
V ⋅⋅= 0

γ
  [MPa] Eq. (5.31)  

 

( ) 02050
52 13 ≥⋅+⋅−⋅−= RRFts
u

FtsFtuk f.f.f
.

w
ff  Eq. (5.32)  

 

1450 RFts f.f ⋅=  Eq. (5.33)  

 

onde fFtuk é o valor característico da resistência residual última à tração, ver a equação Eq. 5.32, 

calculado para wu=1.5 mm. Para lajes com armadura de flexão, a referida norma sugere utilizar 
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wu = ψ·d/6, sendo ψ calculado conforme apresentado anteriormente. A tensão fFts é o valor da 

resistência residual à tração no estado limite de serviço, ver a equação Eq. 5.33. Os valores de fR1 

e fR3 representam parâmetros de resistência residual à tração por flexão e podem ser obtidos do 

diagrama carga x CMOD (CMOD = Crack Mouth Opening Displacement). O coeficiente de 

segurança γF será considerado unitário para estudos em laboratório. 

Tabela 5- Cont Tabela 
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6- MODELOS ANALÍTICOS 
 

Esta seção, além de apresentar um resumo das propostas de cálculo para a resistência última à 

punção de lajes convencionais, ou seja, reforçadas apenas com armadura de flexão, também 

apresenta modelos de cálculos para as lajes reforçadas com fibras de aço. Neste estudo serão 

abordadas somente as ideias base e os parâmetros envolvidos em cada formulação.  

 

 

6.1- MODELOS ANALÍTICOS DESENVOLVIDOS PARA PRESCREVER A RESISTÊNCIA 
À PUNÇÃO DE LAJES ARMADAS APENAS COM ARMADURA DE FLEXÃO 
 

6.1.1- KINNUNEN e NYLANDER (1960) 
 

A formulação de Kinnunen e Nylander foi baseada no ensaio de 61 lajes circulares, todas 

apoiadas em pilares circulares. A idéia básica do modelo é estabelecer o equilíbrio das forças que 

atuam em um elemento fissurado da laje, conforme mostram as Figuras 6.1 e 6.2. A face lateral 

da porção fissurada é formada pelas fissuras radiais, enquanto que a região frontal e inclinada é 

formada pela fissura tangencial. O critério de ruína é fundamentado na deformação última ao 

cisalhamento do concreto na base da laje. 

Figura 6- Cont Fig 
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Figura 6.1- Modelo de KINNUNEN e NYLANDER (1960) 
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a) Forças atuantes em um elemento fissurado da laje 

T⋅∆ϕ/2⋅πα
y

y

R2

z1

2⋅c1

45°

 
b) Supericie de ruína 

Figura 6.2- Particularidades do modelo de KINNUNEN e NYLANDER (1960) 

 

A teoria é formulada para lajes com armaduras radiais e tangenciais, porém, a mesma foi 

expandida para as lajes armadas por malhas ortogonais pela introdução de um fator de correção. 

Para prescrever a carga última da laje, é realizada uma iteração sobre o valor da zona 

comprimida do concreto, kx, até que as equações Eq. 6.1 e 6.2 se igualem. 
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onde: 
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d

c2=η  Eq. (6.3)  

 

α

αα
α

21

1

tan

)tan(tan
)(f

+

−⋅
=  Eq. (6.4)  

 

d

lslab=δ  Eq. (6.5)  

 

O ângulo α descreve a inclinação da superfície cônica.  

 

 

6.1.2- MOE (1961) 
 

A formulação proposta por Moe foi estabelecida tomando como base apenas os ensaios 

experimentais do próprio autor. Dois parâmetros limites são usados para descrever a ruína por 

punção, a capacidade portante do pilar à flexão e ao cisalhamento. É importante salientar que o 

modelo apresentado não considera as propriedades dos materiais, a geometria das peças e 

desconsidera, também, o comportamento físico do critério de ruína. A resistência última, Vu, 

proposta pelo autor é dada pela Eq. 6.6. 
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ccol

flex

ccol
u

fdu
V

.

fdu..
V

⋅⋅⋅+

⋅⋅⋅⋅−⋅
=

4360
1

059012461 η
 

Eq. (6.6)  

 

( ) cflex fdw.wCV ⋅⋅⋅−⋅⋅= 25901  Eq. (6.7)  

 

c

y

f

f
w ⋅= ρ  Eq. (6.8)  

 

d

c2=η  Eq. (6.9)  

 

onde, o fator C representa a relação entre o momento fletor último da laje e a correspondente 

força interna no pilar, ucol é a seção crítica e c2 é o diâmetro do pilar.  
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6.1.3- BRÆSTRUP et al. (1976) 
 

O modelo destes pesquisadores é baseado na teoria da plasticidade, a qual supõe: (1) o concreto 

um material perfeitamente plástico; (2) o critério de ruína baseado nas leis de Coulomb; e (3) que 

a resistência do concreto à tração é desprezível. A equação Eq. 6.10 mostra o valor da carga 

última, Pu, e a Figura 6.3 mostra a forma da superfície de ruína. 

 

21 uuu VVP +=  Eq. (6.10)  

 

sendo, 
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Os valores de A, B e C são calculados de forma iterativa, de forma a apresentar o menor valor 

para Pu. Os termos k2 e k3 são constantes do material. 
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α
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d=h

 
Figura 6.3- Superfície de ruína adotada por BRÆSTRUP et al. (1976) 

 

 

6.1.4- SHEHATA (1990) 
 

A formulação de Shehata, a qual se baseia em resultados experimentais, considera que a região 

puncionada da laje é dividida em segmentos radiais rígidos, conforme mostram as Figuras 6.4 e 

6.5, e que o eixo neutro destes segmentos sofre uma rotação em relação à face do pilar. 
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Figura 6.4- Superfície de ruína de SHEHATA (1990) 
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Figura 6.5- Forças atuantes em um segmento de laje – SHEHATA (1990) 

 

O autor considera três hipóteses para o critério de ruína do segmento radial. A primeira 

suposição admite a ruína do segmento por fendilhamento do concreto, caso o ângulo da força de 

compressão, Fcr, alcance 20º. As outras hipóteses admitem o esmagamento do concreto, ou na 

direção radial, ou na direção tangencial, caso a deformação média na face comprimida (em cada 

direção) alcance o valor de 3.5‰. 

 

Segundo Shehata, a resistência última à punção, Pu, é obtida, encontrando-se a rotação da laje 

que leve a um dos casos de ruína descritos anteriormente. Simplificadamente, o valor de Pu pode 

ser calculado pela equação Eq. 6.13. 

 

o
ccu tanfnxrP 102 0 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅= π  Eq. (6.13)  
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onde, r0 é o raio do pilar, x é a altura da zona de compressão na flexão (na direção tangencial), nc 

é o fator de concentração de tensão, o qual considera a resistência do concreto em estado 

multiaxial de tensão e fc é a resistência do concreto à compressão obtido em corpos de prova 

cilíndricos. 

 

 

6.1.5- BAZANT e CAO (1987) 
 

O conceito básico deste modelo é a hipótese que a ruína por punção não ocorre simultaneamente 

ao longo da superfície crítica, mas sim, propagando-se através da ligação laje x pilar. A partir 

desta ideia, os autores sugerem que a carga de puncionamento deve ser formulada por 

mecanismos de fratura e não por análises plásticas. Um estudo experimental foi realizado, e a 

partir destes resultados os autores estabeleceram a equação Eq. 6.14, a qual prescreve a carga de 

punção, Pu. 
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⋅+⋅⋅=
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d
kfkC c 21 1  Eq. (6.15)  

 

onde, νu é a tensão nominal de cisalhamento, C é a tensão nominal de cisalhamento obtida em 

análises plásticas, d é a espessura da laje, b é o diâmetro do cone de punção, k1 e k2 são 

constantes empíricas, λ0 é um parâmetro empírico que caracteriza a energia de fratura do material 

e a forma da estrutura e da é o diâmetro máximo do agregado graúdo. 

 

 

6.1.6- GEORGOPOULOS (1988, 1989) 
 

Os principais parâmetros do presente modelo são a resistência do concreto a tração, σ1, e a taxa 

de armadura mecânica, w. O modelo de ruína adotado por Georgopoulos supõe que a carga de 

punção é suportada pela tensão σ1, a qual é responsável por 75% da transferência da carga na 

ligação laje x pilar, e pelas forças inclinadas de compressão ao redor do pilar. A integração da 

tensão de tração ao longo da fissura de punção, ver Figura 6.6, assim como, o equilíbrio das 

forças na direção vertical, conduzem à equação Eq. 6.16, a qual prescreve a carga de punção. 
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






⋅++⋅⋅⋅⋅= α

λ
ασ cot..coth.P mu 350200

2
134 2
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( ) 32
1 170 /

cube,ckf. ⋅=σ  Eq. (6.17)  

 

sendo, σ1 a tensão principal máxima de tração esperada na fissura de punção, hm a altura efetiva 

da laje, α a inclinação da fissura de punção, λ = dst/hm e dst o diâmetro do pilar. 
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Figura 6.6- Modelo de ruína proposto por GEORGOPOULOS (1988, 1989) 

 

 

6.1.7- BROMS (1990) 
 

O modelo proposto por Broms difere da teoria de KINNUNEN e NYLANDER (1960) por duas 

hipóteses. Uma das hipóteses foi não utilizar resultados experimentais para calibrar o seu 

modelo, mas sim, adotar valores unanimemente aceitos no meio científico para definir as 

propriedades do concreto. A segunda hipótese foi eliminar o procedimento de iteração proposto 

por Kinnunen e Nylander, Broms preferiu calcular diferentes alturas para a zona de compressão 

na direção radial e tangencial. O método proposto por Broms, além de ser válido à análise de 

punção não simétrica, também considera o efeito da escala, size effect. 

 

No presente modelo, Broms admite que o puncionamento da laje acontece quando o concreto 

comprimido próximo ao pilar é solicitado ou por elevadas deformações tangenciais, ou por 

elevadas tensões radiais. Para a hipótese de elevadas deformações tangenciais, o puncionamento 

inicia quando as deformações tangenciais na zona de compressão próximo ao pilar alcança o 

valor crítico εcpu. Para este caso, Broms admite que a deformação εcpu pode ser descrita como 

função da resistência do concreto, fc, (corpo de prova cilíndrico) e da altura da zona de 

compressão, xpu, conforme mostra a equação Eq. 6.18.  
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onde, 150 é o diâmetro padrão o corpo de prova usado em ensaios de compressão, xpu é a altura 

da zona de compressão na flexão, orientada na direção tangencial e no momento do 

puncionamento e α·xpu é a altura equivalente do bloco de tensão (distribuição retangular) para 

uma tensão igual à fc. 

 

Conhecido o valor de εcpu, o valor da carga de punção Vε é estabelecido com base na teoria 

clássica de flexão, ou seja, usando as condições de equilíbrio e compatibilidade da seção 

transversal. A teoria de flexão apresenta a vantagem de realizar o cálculo, também, em função da 

taxa de armadura, o que permite considerar um possível escoamento ou ruína da mesma. 

 

Para a hipótese de elevadas tensões radiais, Broms admite que o puncionamento acontece 

quando a tensão de compressão no concreto (direção radial), atuando sobre uma região cônica 

imaginaria (conical shell), ver a Figura 6.7, alcança o valor crítico de 1.1·fc na base da fissura de 

punção. Como resultado, a carga de punção Vσ pode ser determinada por condição de equilíbrio 

na direção vertical, conforme mostra a equação Eq. 6.19. Na referida equação, o termo 

(150/0.5·y)0.333 leva em consideração o fator de escala, size effect, e a altura da zona de 

compressão, y, (direção radial) é determinada da posição do eixo neutro. 
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onde, y é a espessura aproximada da região cônica e b é o diâmetro do pilar. 

 

Por fim, a carga efetiva de punção, Vu, é determinada admitindo a hipótese mais crítica dentre as 

hipóteses anteriores, ou seja, Vu = min(Vε,Vσ). 
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Figura 6.7- Modelo de ruína para a hipótese de elevada tensões radiais de compressão – BROMS (1990) 

 

 

6.1.8- BORTOLOTTI (1990) 
 

O modelo de Bortolotti foi baseado na teoria da plasticidade, porém, diferentemente dos modelos 

plásticos existentes, o autor introduziu um procedimento que considera a deformação do 

concreto na fase de “amolecimento”, strain softening. O procedimento de cálculo sugerido pelo 

autor fornece, aplicando o conceito de trabalho virtual, um limite superior de soluções para a 

carga de punção, e, para estabelecer o limite inferior de solução, Bortolotti emprega um 

procedimento variacional, o qual fornece também a forma da superfície de ruína da laje. 

 

A hipótese do presente modelo assume um mecanismo de ruína rígido-plástico sujeito a uma 

taxa de deslocamento vertical uniforme, ν, conforme mostra a Figura 6.8. Uma vez que a 

inclinação α, em cada ponto da superfície de ruína, é diferente do ângulo de fricção interno Φ’, 

Bortolotti acredita que as deformações plásticas causam um processo de “amolecimento” no 

concreto, o qual introduz uma mudança em Φ’ (na compressão há redução de Φ’ e redução da 

tensão de compressão e na tração há acréscimo de Φ’ e redução da tensão de tração). 
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Figura 6.8- Mecanismo de ruína de BORTOLOTTI (1990) 
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Sendo assim, Bortolotti considera a curva de ruína exibida na Figura 6.9 e assume que cada 

ponto pertencente ao intervalo AA1 experimenta um “amolecimento” de compressão, enquanto 

que no intervalo AA2 é experimentado um “amolecimento” de tração. Como resultado, a seguinte 

condição de ruína é estabelecida: 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0111

0211

31

31

=Φ−⋅−Φ−⋅−Φ+⋅Φ>Φ

=⋅−Φ−⋅−Φ+⋅Φ<Φ
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c

t

σσ

σσ
 Eq. (6.20)  

 

onde, Φ’ é o ângulo de fricção interno e Φ é o ângulo de fricção interno instantâneo. 
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Figura 6.9- Curva de ruína de BORTOLOTTI (1990) 

 

 

6.1.9- ALEXANDER e SIMMONDS (1992) 
 

O modelo dos referidos autores é conhecido como “bond model” e é resultado de uma 

modificação do modelo “truss model” proposto por ALEXANDER e SIMMONDS (1987). 

Assim como no modelo “truss model”, o presente modelo considera que a conexão laje x pilar é 

uma estrutura composta por tirantes, os quais representam as tensões nas armaduras, e por bielas 

comprimidas, as quais simulam os esforços de compressão no concreto. A diferença do modelo 

“bond model” para o modelo “truss model” é que o primeiro modelo considera as bielas 

comprimidas curvas, conforme mostra a Figura 6.10, e são localizados em quatro tiras radiais 

que seguem paralelamente a armadura de flexão a partir da face do pilar, ver a Figura 6.11. 
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Figura 6.10- Biela de compressão adotada por ALEXANDER e SIMMONDS (1992) 
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Figura 6.11- Apresentação das tiras adotada por ALEXANDER e SIMMONDS (1992) 

 

Com base nestas hipóteses, os autores estabeleceram a carga máxima das tiras radiais e usaram o 

modelo “bond model” de MORITA e FUJII (1982) para estabelecer o valor da resistência à 

punção. O modelo proposto por Alexander e Simmonds combina a ação de arco com a ação de 

cisalhamento em vigas.  

 

 

6.1.10- HALLGREN (1996) 
 

A formulação de Hallgren é uma modificação do modelo de KINNUNEN e NYLANDER (1960) 

e está baseado em observações experimentais e simulações numéricas. O critério de ruína 

considera uma laje polar-simétrica apoiada sobre um pilar concêntrico, ver Figura 6.12 (a), e é 

definido por um modelo de fratura que considera a fragilidade do concreto e o efeito da escala, 
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size effect. A porção da laje fissurada, a qual está limitada pelas fissuras radiais de cisalhamento, 

ver a Figura 6.12 (b), é considerada um corpo rígido rotacionado.  
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a) Critério de ruína 
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b) Porção fissurada da laje 

Figura 6.12- Modelo proposto por HALLGREN (1996) 

 

O critério de ruína proposto pelo autor estabelece que o concreto localizado próximo à ligação 

laje x pilar, ver a Figura 6.13, está sujeito a um estado triaxial de compressão e que o concreto 

distante y da face do pilar, além de encontra-se em um estado biaxial de compressão no plano 

horizontal, também apresenta deformações de tração na direção vertical. A carga última de 

punção é encontrada quando a deformação tangencial do concreto comprimido, a uma distância y 

da face do pilar, alcança o valor crítico εcTu e apresenta o estado de tensão descrito anteriormente. 
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Figura 6.13- Critério de ruína de HALLGREN (1996) 

 

 

6.1.11- MUTTONI (2008) 
 

O estudo realizado pelos autores propôs uma metodologia de cálculo para estabelecer a 

resistência última à punção com base na Critical Shear Crack Theory – CSCT (Teoria da Fissura 

Crítica de Cisalhamento), a qual relaciona a resistência ao cisalhamento da laje com a rotação da 

mesma no momento da ruína. De acordo com MUTTONI e SCHWARTZ (1991), é plausível 

admitir que a largura da fissura crítica, w, seja proporcional ao produto da rotação da laje pela 

altura útil da mesma, ψ·d, o que leva ao critério de ruína semi-empírico apresentado a seguir. 

 

23
0

4
1

1








 ⋅
+

=
⋅⋅ dfdb

V

c

E

ψ
  [N, mm] 

Eq. (6.21)  

 

A quantidade de esforço cortante que pode ser transferida na ligação laje x pilar ao longo da 

fissurada crítica de cisalhamento depende da rugosidade da fissura, a qual é função da dimensão 

máxima do agregado graúdo. Segundo WALRAVEN (1981) e VECCHIO e COLLINS (1986) a 

rugosidade da fissura e a capacidade da mesma em transferir esforço cortante, ambas as 

considerações podem ser previstas nos cálculos, dividindo-se o produto ψ·d por (dg0+dg), onde dg 

é o diâmetro máximo do agregado graúdo e dg0 =16 mm é o diâmetro do agregado de referência.  

Desta maneira, MUTTONI (2003) propôs melhorias à equação Eq. 6.21, sugerindo assim a 

equação Eq. 6.22 para descrever o critério de ruína das lajes. 
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onde VR é o valor da resistência ao cisalhamento, b0 = 4·r+π·d (para pilar quadrado) é o 

perímetro da seção crítica da laje (admitida distante d/2 da face do pilar) e r é a dimensão do 

pilar quadrado. 

 

Com base nos resultados experimentais de KINNUNEN e NYLANDER (1960), Ruiz e Muttoni 

verificaram que a ruína das lajes ocorre na interseção das curvas “carga x rotação” e “critério de 

ruína”, ver a Figura 6.14. Sendo assim, o cálculo da resistência à punção, usando a equação Eq. 

6.22, só é possível se for conhecida a relação “carga x rotação”. Segundo GUANDALINI 

(2005), para os casos onde um elemento isolado de laje apresenta características axissimétricas, é 

possível estabelecer a relação “carga x rotação”, por meio da relação “momento x curvatura”, 

ver a Figura 6.15. 
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Figura 6.14- Relação entre as curvas “carga x rotação” e “critério de ruína” – MUTTONI (2008) 
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Figura 6.15- Relação “momento x curvatura” 

 

Admitindo a laje axissimétrica apresentada na Figura 6.16 e considerando o comportamento 

quadrilinear da relação “momento x curvatura”, ver a Figura 6.15, Ruiz e Muttoni estabeleceram 

a equação Eq. 6.23 para descrever a relação “carga x rotação”. 
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( ) ( )
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yRyTSy

crcrcrsr

cq
χψ

ψπ
 

 Eq. (6.23)  

 

onde mr é o momento radial por unidade de comprimento atuando na laje, mcr é o momento de 

fissuração por unidade de comprimento, mR é o momento resistente por unidade de 

comprimento, r0, rc, rq e rs representam as medidas indicadas na Figura 6.16, E·I0 e E·I1 definem, 

respectivamente, os valores de rigidez da laje antes e após a fissuração, rcr, r1, ry são os raios de 

curvatura referentes, respectivamente, ao início da fissuração, à estabilização da fissuração e ao 

escoamento da armadura e χTS considera o efeito “tension stiffening”. Na equação anterior, o 

operador <x> é igual a x se x≥0 e igual a 0 se x<0. 

 

ψ

rc

r0

rs

rq

Fissura crítica
de cisalhamento

 
Figura 6.16- Modelo proposto por MUTTONI (2008) 

 

Para considerações práticas, os autores admitem que a relação “carga x rotação” pode ser 

representada simplificadamente, assumindo que a rotação ψ é função da relação (V/Vflex)
3/2. 

Sendo assim, Ruiz e Muttoni apresentam a equação Eq. 6.24 para representar a relação “carga x 

rotação” simplificada. 
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r
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









⋅⋅⋅=ψ  Eq. (6.24)  

 

sendo, 
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( )








⋅

−
⋅⋅⋅

=

quadrado pilar com quadrada lajeparam8

circular pilar com circular lajepara
rr

r
m

V

R

cq

s
R

flex

π2
 Eq. (6.25)  

 

onde fy e Es são, respectivamente, a tensão de escoamento e o módulo de elasticidade da 

armadura de flexão, Vflex é a carga correspondente ao momento resistente de flexão. 

 

 

6.2- MODELOS ANALÍTICOS DESENVOLVIDOS PARA PRESCREVER A RESISTÊNCIA 
À PUNÇÃO DE LAJES REFORÇADAS COM FIBRAS DE AÇO 
 

Esta seção descreve sucintamente alguns modelos analíticos utilizados na prescrição da 

resistência à punção de lajes lisas reforçadas com fibras de aço sem a utilização de armadura de 

cisalhamento. As apresentações seguintes destinam-se em explicar as ideias básicas e os 

parâmetros envolvidos em cada formulação.  

 

 

6.2.1- NARAYANAN e DARWISH (1987) 
 

Nesta pesquisa os autores apresentaram uma formulação analítica para o cálculo da resistência 

última á punção de lajes lisas reforçadas com fibras de aço, a qual é fundamentada na hipótese de 

que a resistência ao cisalhamento das lajes é similar ao das vigas, ver a equação Eq. 6.26. A 

referida equação foi posteriormente expandida por TAN e PARAMASIVAM (1994), resultando 

assim na equação Eq. 6.27. 

 

( )bspfsu 'Bf'A νρξν +⋅+⋅⋅=   [MPa] Eq. (6.26)  

 

onde, ξs é um fator empírico que considera o fator de escala, size effect, A’=0.24 e B’=16 são 

constantes adimensionais, fspf é a resistência do concreto à tração por compressão diametral, ρ é a 

taxa de armadura de flexão e νb é a tensão vertical de arrancamento da fibra ao longo da fissura 

inclinada. 

 

D

L
d.f.

du

P
ffusp

bs

u
u ⋅⋅⋅⋅+⋅+⋅=

⋅⋅
= ρτρ

ξ
ν 41016240   [MPa] Eq. (6.27)  

 

sendo 
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du
D

L
d.f.P bsffuspu ⋅⋅⋅








⋅⋅⋅⋅+⋅+⋅= ξρτρ 41016240  [MPa,mm] Eq. (6.28)  

 

onde  

 

( )hr
D

L
d.u ffb ⋅⋅+⋅⋅








⋅⋅⋅−= πρ 345501   [mm] Eq. (6.29)  

 

Nas equações anteriores, ub é o perímetro crítico da laje, h é a altura efetiva da laje, r é dimensão 

do pilar (quadrado), d é a altura útil da laje, ( )h..s ⋅−= 002061ξ  é um fator de forma empírico, 

fsp é a resistência do concreto à tração por compressão diametral, τu=4.15 MPa é a tensão média 

de aderência interfacial entre a fibra e o concreto, ρf é o volume de fibra, df é o parâmetro que 

define o tipo de fibra (ver a equação Eq. 6.30), L e D são, respectivamente, os valores do 

comprimento e do diâmetro da fibra. 

 









=

fibers" duoform" fibras para.1

"crimped" fibras para.0

"round" fibras para.0

d f

0

75

5

 Eq. (6.30)  

 

 

6.2.2- SHAABAN e GESUND (1994) 
 

Nesta pesquisa, os autores propuseram uma alteração à prescrição da resistência última à punção 

sugerida pelo ACI 318 (1989), para que a mesma seja adaptada aos casos de laje reforçada com 

fibras de aço. Segundo o ACI 318 (1989), a resistência à tração do concreto pode ser relacionada 

à sua resistência à compressão por meio da equação Eq. 6.31. 

 

csp fkf ⋅=  Eq. (6.31)  

 

sendo k um valor constante. 

 

Tencionando relacionar a resistência à tração por compressão diametral, fsp, com a resistência à 

compressão, fc, e a quantidade de fibras, Wf, Shaaban e Gesund realizaram ensaios experimentais, 

e através de análises de regressão linear sobre os resultados dos ensaios, os autores apresentaram 

a equação Eq. 6.32. 
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( ) cfsp f.W.f ⋅+⋅= 56700250  [MPa, %] Eq. (6.32)  

 

f

f

c

f

f V.
V

w

V
W ⋅=

⋅
=

⋅
= 273

2400

78507850
 [kg, m] Eq. (6.33)  

 

sendo Wf o valor da porcentagem de fibra por peso de concreto, 0≤Wf≤8%. 

 

De acordo com o ACI 318 (1989), a resistência de uma laje à punção é dada, salvo algumas 

exceções, pela equação Eq. 6.34. Com o intuito de incorporar a parcela de resistência das fibras à 

equação Eq. 6.34, Shaaban e Gesund propuseram acrescentar o valor de fsp à equação do ACI, 

resultando então na equação Eq. 6.35, a qual estabelece o valor da resistência última à punção de 

lajes reforçadas com fibras de aço.  

 

cc fdb.V ⋅⋅⋅= 03330  [MPa, mm] Eq. (6.34)  

 

( ) cfc fdb.W..V ⋅⋅⋅+⋅⋅= 05670025060  [MPa, mm] Eq. (6.35)  

 

Na equação Eq. 6.35, o multiplicador 0.6 é utilizado para manter o mesmo fator de segurança da 

equação do ACI, ou seja, quando Wf=0 o produto 0.6·0.567≈0.333 corresponde ao valor 

encontrado na expressão do ACI. 

 

 

6.2.3- HARAJLI et al. (1995) 
 

A primeira proposta apresentada por Harajli et al. para o cálculo da resistência à punção de lajes 

reforçadas com fibras de aço foi fundamentada em uma base de dados composta apenas pelos 

resultados experimentais dos próprios autores, o que resultou na expressão Eq. 6.36.  

 

( ) cfu fdbV..P ⋅⋅⋅⋅+= 0090540  [MPa, mm] Eq. (6.36)  

 

Com o intuito de tornar ampla a aplicabilidade da equação anterior, Harajli et al. utilizaram uma 

base de dados mais robusta, acrescentando à base de dados inicial os trabalhos de SWAMY e 

ALI (1982), THEODORAKOPOULOUS e SWAMY (1989/1993) e ALEXANDER e 

SIMMONDS (1992). Após a avaliação dos novos resultados, os autores propuseram, por meio 

de análises de regressão linear, a equação Eq. 6.37, a qual estabelece o acréscimo de resistência 

proporcionado pela adição de fibras de aço ao concreto. De acordo com Harajli et al., a equação 
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Eq. 6.37 é limitada aos casos de Vf≤2% e as fibras de aço do tipo “crimped”, “hooked”, 

“corrugated” e “paddle”.  

 

( ) cfu fdbV..P ⋅⋅⋅⋅+=∆ 007500330  [MPa, mm] Eq. (6.37)  

 

O valor da resistência última à punção, Pu, é obtido, realizando-se Pu=∆Pu+Pc, onde Pc 

representa a parcela de resistência do concreto sem reforço com fibras. O valor de Pc pode ser 

obtido aplicando-se as prescrições de um código de projeto, como por exemplo, conforme sugere 

os autores, o ACI 318.   

 

 

6.2.4- HOLANDA (2002) 
 

A proposta da autora consistiu em adaptar o modelo “bond model” de ALEXANDER e 

SIMMONDS (1992), o qual combina os mecanismos de “ação de arco” com os de “ação de 

cisalhamento em vigas”, aos casos de lajes reforçadas com fibras de aço. Após analisar os 

resultados experimentais da sua pesquisa, Holanda verificou que a contribuição das fibras na 

resistência à punção deve ser atribuída à parcela da “ação de cisalhamento em vigas”. Segundo 

Holanda, a resistência à punção da ligação laje x pilar pode ser estabelecida consoante a equação 

Eq. 6.38. 

 

τ⋅⋅⋅= dMP su 8  Eq. (6.38)  

 

sendo, 

 












⋅

⋅
−⋅⋅⋅⋅=

c

y

ys
f,

f
dcfM

71
12

ρ
ρ  Eq. (6.39)  

 

( ) cf f.V.. ⋅+⋅⋅= 51015032550τ  Eq. (6.40)  

 

onde Ms e τ são, respectivamente, os valores do momento resistente à flexão e da resistência ao 

cisalhamento.  

 

Substituindo as equações Eq. 6.39 e 6.40 em 6.38, a autora apresenta a expressão Eq. 6.41 para o 

cálculo da carga de ruína à punção de lajes reforçadas com fibras de aço, a qual Holanda 

denomina de Modelo Viga-Arco Modificado. 
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( ) fcu kwwfdcd.P ⋅−⋅⋅⋅⋅⋅⋅= 17000350  Eq. (6.41)  

 

onde, 

 

c

y

f

f
w

⋅
=

ρ
 Eq. (6.42)  

 

( ) cff f.V.k ⋅+⋅= 510150  Eq. (6.43)  

 

sendo fy e fc dados em MPa, c e d dados em cm e ρ e Vf dados em %. 

 

 

6.2.5- CHOI et al. (2007) 
 

O cálculo da resistência à punção proposto por Choi et al. é fundamentado na formação de uma 

superfície de ruína delimitada pelo ângulo ø=30° e admitindo o perímetro médio b0 como seção 

crítica, ver a Figura 6.17. Segundo os autores, a ruína da laje pode ocorrer ou por compressão, ou 

por tração, porém, análises numéricas realizadas pelos autores mostraram que a capacidade 

portante ao cisalhamento é, para os casos correntes, governada pela ruína à tração.  
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Figura 6.17- Superfície crítica proposta por CHOI et al. (2007) 
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Nesta formulação, os autores adotaram as equações Eq. de 6.44 a 6.46 para medir, 

respectivamente, a resistência à compressão, f’cf, a resistência à tração, fct, e a resistência à tração 

após a fissuração, fpc, do concreto reforçado com fibra. 

 

( ) cfcf fD/LV.'f +⋅⋅⋅= β91    [MPa] Eq. (6.44)  

 

( ) ( )D/LVVff fftct ⋅⋅⋅⋅+−⋅= ταα 211  [MPa] Eq. (6.45)  

 

( ) βτλλλ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅= D/LVf fpc 321   [MPa] Eq. (6.46)  

 

sendo, 

 

ct f.f ⋅= 2920   [MPa] Eq. (6.47)  

 

Nas equações anteriores, fc representa a resistência à compressão do concreto equivalente sem 

fibra, ft é a resistência do concreto à tração obtida em ensaio de tração simples, L e D são, 

respectivamente, o comprimento e o diâmetro da fibra, tf⋅= 2τ  é a resistência da aderência 

interfacial média entre a fibra e o concreto. Ainda referente às equações anteriores, λ1=0.25 é a 

taxa esperada para o comprimento de arrancamento, λ2=1.2 é o fator de eficiência da orientação 

das fibras no estágio fissurado do concreto e λ3=1.0 é o fator de redução associado ao número de 

fibras que se desprendem por unidade de área.  

 

Para simplificar a equação Eq. 6.45, os autores admitem que fct=ft quando α1≈0.5 e α2≈0.1. Os 

valores de α1 e α2 representam, respectivamente, a parte mobilizada da aderência no momento da 

primeira fissura e o fator de eficiência da orientação da fibra antes da fissura do concreto. O 

parâmetro β apresentado nas equações Eq. 6.44 e 6.46 distingue o tipo de fibra, sendo adotado: 

 









=

leves concretos em crimped""ou  "hooked" fibras para3/4

normais concretos em "circulares"ou  "lisas" fibras para2/3

"crimped"ou "hooked" fibras para1

β  Eq. (6.48)  

 

A seção crítica b0 apresentada na Figura 6.17, assim como, as áreas das seções transversais 

inclinadas das zonas de tração, AT, e compressão, AC, podem ser calculadas em função do ângulo 

ø, conforme mostram as equações Eq. de 6.49 a 6.51. 
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( ) uccotccb ⋅⋅+⋅+⋅= φ422 210  Eq. (6.49)  

 

( ) ( )
φ

φ

sin

cddcotcc
A u

T

−⋅⋅⋅+⋅+⋅
=

422 21  Eq. (6.50)  

 

( ) uuuC cccotcccbA ⋅⋅⋅+⋅+⋅=⋅= φ422 210  Eq. (6.51)  

 

sendo c1 e c2 as dimensões do pilar, ou da área carregada, e cu a altura da zona de compressão, a 

qual é obtida equilibrando-se as forças internas resistentes indicadas no diagrama de tensão da 

Figura 6.17.  

 

A distribuição da tensão σc(z) mostrada na Figura 6.17 é definida pela equação Eq. 6.52. 

Entretanto, a abordagem simplificada da formulação considera uma tensão de compressão média, 

σ , sobre a zona de compressão, conforme mostra a Eq. 6.53. Além da hipótese anterior, os 

autores também consideram α·εcof=0.00196, o que simplifica a resistência à tração do concreto 

reforçado com fibras para f’ct=0.9·ft, onde o valor de εcof é definido na equação Eq. 6.54. 
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.

D

L
V. 00410000790ε  Eq. (6.54)  

 

Na equação Eq.6.54, εcof representa a deformação correspondente à resistência à compressão do 

concreto reforçado com fibras. A Figura 6.17 também mostrou que os autores adotaram uma 

tensão média na zona de tração, pcf , a qual é definida pela equação Eq. 6.55.  

 

pcpc f.f ⋅= 60  Eq. (6.55)  

 

A expressão proposta por Choi et al. para estabelecer a resistência à punção da ligação laje x 

pilar é mostrada na equação Eq. 6.56. 
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[ ] frCctctu VA'f'fV +⋅+⋅= σ  Eq. (6.56)  

 

onde Vfr é a capacidade portante ao corte na zona tracionada. No cálculo de Vu, ver a equação Eq. 

6.56, os autores adotam a equação Eq. 6.57 para estabelecer o valor de Vfr.  

 

φcosAfV Tpcfr ⋅⋅=  Eq. (6.57)  

 

Realizando-se as devidas substituições, obtém-se a equação Eq. 6.58, a qual representa a 

expressão final utilizada no cálculo da resistência última à punção. Nesta equação também é 

apresentado o parâmetro λs, o qual considera o fator de escala (o mesmo adotado no código BS 

8110, 1997). 

 

frCcfttsu VA'ff.f.V +⋅
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
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
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
−+⋅⋅⋅⋅=

3
9090

2α
αλ  Eq. (6.58)  

 

sendo 

 

4
400

d
s =λ   [mm] Eq. (6.59)  

 

 

6.2.6- MUTTONI e RUIZ (2010) 
 

Nesta pesquisa os autores explicam como a Critical Shear Crack Theory – CSCT (Teoria da 

Fissura Crítica de Cisalhamento), pode ser utilizada para prescrever a resistência última à 

punção, VRd, das lajes lisas reforçadas com fibras de aço. A primeira hipótese dos autores é 

admitir que VRd possa ser representada pela equação Eq. 6.60, conforme segue: 

 

f,Rdc,RdRd VVV +=  Eq. (6.60)  

 

onde VRd,c e VRd,f representam, respectivamente, as parcelas de resistência do concreto e da fibra.  

 

Segundo Muttoni e Ruiz, a contribuição da fibra, VRd,f, pode ser estimada se for conhecida a 

relação Tensão x Abertura da fissura, σtf(w). Sendo assim, os autores adotaram o modelo de 

VOO e FOSTER (2004), Variable Engagement Model – VEM, para relacionar a tensão e a 

abertura da fissura. De acordo com o modelo de Voo e Foster, as tensões nas fibras, σtf, 
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ocasionadas por uma dada abertura de fissura, w, podem ser calculadas de acordo com a 

expressão seguinte: 
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onde  
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Na equação Eq. 6.61, lf e df definem, respectivamente, o comprimento e o diâmetro da fibra, ρf é 

a taxa volumétrica da fibra, α1=df/(3.5·lf) é um parâmetro de engajamento e τb é a tensão de 

aderência interfacial entre a fibra e o concreto. 

 

De acordo com a teoria da fissura crítica de cisalhamento, a abertura da fissura, w, é proporcional 

ao produto ψ·d. Sendo assim, escreve-se: 

 

ξαψ ⋅w  Eq. (6.63)  

 

ou  

 

ξψξψ ⋅⋅= k),(w  Eq. (6.64)  

 

Desta maneira, a equação Eq. 6.61 pode ser reescrita conforme segue: 
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onde k é o coeficiente que relaciona a rotação com a abertura da fissura. De acordo com RUIZ e 

MUTTONI (2009), k=0.5 para fins de projeto. 

  

Após ser estabelecido o valor de σtf(w)=σtf(ψ,ξ), Muttoni e Ruiz adotaram que a superfície de 

ruína da laje reforçada com fibras de aço é delimitada por um ângulo de 45° com relação ao 

plano da laje, ver a Figura 6.18 (a). Sendo assim, o cálculo de VR,f é estabelecido desenvolver-se 
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a integral de σtf(ψ,ξ) em Ap (ver a equação Eq. 6.66), onde Ap,  ver a Figura 6.18 (b), representa a 

projeção horizontal da superfície de ruína. O resultado final do valor de VR,f é apresentado na 

equação Eq. 6.67. 
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σtf w = k·ψ·ξ
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a) Superfície de ruína  b) Distribuição da tensão e da abertura da fissura 

Figura 6.18- Hipóteses adotadas no modelo de MUTTONI e RUIZ (2010) 
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 Eq. (6.66)  
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sendo, 
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 Eq. (6.68)  

 

Segundo os autores, para casos práticos e corriqueiros não há necessidade de utilizar-se a extensa 

equação Eq. 6.67. Uma simplificação aceitável é adotar o produto da tensão média na fibra pela 

área da superfície de ruína, conforme mostra a equação Eq. 6.69. 
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)h,(AdA),(V ctfp

A

ptff,R

p

ψσξψσ ⋅=⋅= ∫  Eq. (6.69)  

 

onde hc=d/3 representa a distância de controle da ponta da fissura, localizada na base da laje, até 

o ponto em que possivelmente se estabelece a tensão média.  

 

Desta forma, o valor de cálculo de VR,f é definido conforme segue: 
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6.2.7- HIGASHIYAMA et al. (2011) 
 

A proposta de cálculo apresentada pelos pesquisadores foi baseada na prescrição à punção da 

JSCE (2008), Japan Society of Civil Engineers, a qual é descrita pela equação Eq. 6.72. 

 

dufV ppcdrpdu ⋅⋅⋅⋅⋅= βββ  Eq. (6.72)  

 

sendo, 

 

 MPa.f.f cpcd 2120 <⋅=  Eq. (6.73)  

 

51
1000

4 .
d

d <=β  Eq. (6.74)  

 

511003 .p <⋅= ρβ  Eq. (6.75)  

 

( )d/u.
r

⋅+
+=

2501

1
1β  Eq. (6.76)  

 

duu p ⋅+= π  Eq. (6.77)  
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onde fc [MPa] é a resistência do concreto à compressão obtida em corpos de prova cilíndricos, d 

[mm] é a altura útil da laje, ρ é a taxa geométrica da armadura de flexão, u [mm] é o perímetro 

do pilar ou da área carregada e up [mm] é o perímetro da seção crítica localizada à distância d/2 

da face da área carregada. 

 

A contribuição da parcela da fibra de aço foi incorporada à equação Eq. 6.72 admitindo-se a 

resistência ao arrancamento (pull-out strength) apresentado por NARAYANAN e KAREEM-

PALANJIAN (1984) e o perímetro crítico proposto por NARAYANAN e DARWISH (1987), 

conforme segue: 

 

( ) dufV pbpcdrpdu ⋅⋅+⋅⋅⋅= νβββ  Eq. (6.78)  

 

onde, 
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 Eq. (6.82)  

 

Nas equações Eq. de 6.79 a 6.82, τ é a tensão de aderência interfacial média entre a matriz e a 

fibra, Vf é o volume de fibra, df é o fator de aderência, L e D são, respectivamente, o 

comprimento e o diâmetro da fibra, F é o fator da fibra e K é uma constante adimensional. Os 

demais parâmetros envolvidos são definidos conforme se apresentou anteriormente. 

Tabela 6- Cont Tabela 
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7- CÁLCULO DO MOMENTO RESISTENTE  
 

7.1- INTRODUÇÃO 
 

Nas obras de engenharia, os elementos estruturais de concreto, tais como pilares, vigas e lajes, 

quase sempre estão sujeitos aos efeitos da flexão. Por este motivo, conhecer as variáveis que 

governam este fenômeno é de fundamental importância. No que diz respeito às lajes lisas, PARK 

e GAMBLE (2000) afirmam que o comportamento das lajes lisas no momento da ruína é 

extremamente complexo devido ao efeito combinado das ações de flexão e cisalhamento e à 

natureza tridimensional do problema. 

 

A influência dos efeitos da flexão sobre a ruína das lajes lisas já vem sendo registrada desde 

1960, quando KINNUNEN e NYLANDER (1960) desenvolveram um modelo mecânico para 

estimar a resistência à punção com base na rotação de corpo rígido da laje. A rotação crítica 

prevista pelo referido modelo é calculada em função do diagrama bilinear momento x curvatura. 

Com o passar dos anos, outros modelos foram apresentados, MOE (1961), BRÆSTRUP et al. 

(1976), SHEHATA (1990), BAZANT e CAO (1987), GEORGOPOULOS (1988, 1989), 

BROMS (1990), BORTOLOTTI (1990), ALEXANDER e SIMMONDS (1992), HALLGREN 

(1996). Alguns destes modelos, apesar de apresentarem bons resultados, nunca foram 

incorporados aos códigos de projeto, provavelmente, devido à dificuldade de aplicação. 

 

As prescrições da resistência à punção apresentadas pelos códigos de projeto em vigor, por 

exemplo, ACI 318 (2008), CEB-FIP (1991), EC2 (2004), são fundamentadas no conceito da 

seção crítica, as quais estão baseadas apenas em formulações empíricas. Recentemente, estudos 

vêm sendo desenvolvidos, GUANDALINI (2005), MUTTONI (2008) e PARK et al. (2011), 

com o intuito de avaliar a ruína das lajes lisas de forma menos empírica e com mais consistência 

física/mecânica. Além disto, os referidos estudos também levam em conta o comportamento à 

flexão das peças. 

 

Dada a importância dos efeitos da flexão sobre a ruína à punção, o presente tópico destina-se em 

apresentar os procedimentos e hipóteses utilizadas no cálculo do momento resistente de peças 

reforçadas com fibras de aço. 
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7.2- CÁLCULO DO MOMENTO RESISTENTE 
 

O cálculo do momento resistente de lajes reforçadas com fibras de aço e com armadura 

convencional de barra é na maioria das vezes simplificado às formulações existentes para o caso 

do concreto reforçado apenas com barra, conforme observado em ALEXANDER e SIMMONDS 

(1992), AZEVEDO (1999), HOLANDA (2002), CHENG e PARRA (2010). Para estes casos, o 

cálculo do equilíbrio das forças internas sem a contribuição das fibras, apesar de inadequada, é 

possível apenas considerando-se a parcela do concreto comprimido e das armaduras. Em contra 

partida, para os casos de peças com taxa de armadura consideravelmente reduzida, ou com 

ausência de armadura, o referido cálculo torna-se impraticável sem a contribuição das fibras. No 

presente estudo, o procedimento de cálculo utilizado para definir o valor do momento resistente 

de peças reforçadas com fibras foi baseado nas formulações do RILEM TC 162-TDF (2003) e do 

CEB-FIP (2010).  

 

 

7.3- PROCEDIMENTO DE CÁLCULO 
 

7.3.1- RILEM 162-TDF (2003) 
 

Os cálculos sugeridos pelo RILEM 162-TDF (2003) são limitados aos casos de fck≤50 MPa  e 

são baseados no método σc-εc. O referido documento comenta que as fibras podem ser usadas em 

casos onde fck>50 MPa, porém, cuidados adicionais devem ser tomados para evitar que as fibras 

rompam de maneira frágil antes de iniciar o processo de arrancamento das mesmas da matriz de 

concreto. No que diz respeito ao cálculo do momento resistente, o RILEM sugere o diagrama 

mostrado na Figura 7.1.  

Figura 7- Cont Fig 

σc

εc (‰)

σ1

σ2
σ3

ε3ε2ε1

2.03.5

 
Figura 7.1- Relação tensão x deformação – RILEM TC 162-TDF (2003) 
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Os parâmetros envolvidos na relação tensão x deformação são descritos pelas equações 

seguintes: 

Eq. (7) Cont Eq. 









−⋅⋅=

1000
61701

d
.f. f,ctmσ  [MPa, mm] Eq. (7.1)  

 

h,R kf. ⋅⋅= 12 450σ   [MPa] Eq. (7.2)  

 

h,R kf. ⋅⋅= 43 370σ   [MPa] Eq. (7.3)  

 

cE
1

1
σε =  Eq. (7.4)  

 

00
0

12 10.+= εε  Eq. (7.5)  

 

00
0

3 25=ε  Eq. (7.6)  

 

( ) 319500 /

cmc fE ⋅=   [MPa] Eq. (7.7)  

 

sendo fctm,f o valor da resistência média à tração por flexão, fR1 e fR3 os valores de resistência 

residuais à tração por flexão obtidas nas curvas carga x deslocamento ou carga x CMOD. Nos 

casos em que o concreto é reforçado por fibra e por barras de aço, o referido documento sugere 

que a deformação no nível das armaduras seja limitada em 25‰ (ε3). O fator de escala kh é 

definido por: 

 

kh

h (mm)

1.0

0.4

600125
 

Figura 7.2- Fator de escala kh – Adaptado do RILEM TC 162-TDF (2003) 
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O cálculo do momento resistente desenvolvido nesta seção é baseado nas recomendações do 

RILEM TC 162-TDF (2003), entretanto, as leis constitutivas utilizadas para representar 

simplificadamente o comportamento do concreto à compressão e à tração, assim como a das 

armaduras de flexão, são as apresentadas nas Figuras 7.3 e 7.4. 

 

Ec

εc

σc

εcuεcy

σcy

 
a) Compressão  

σt

σtrn

εtεtuεcr εtrn

σcr

σtrn

Ec

 
b) Tração  

Figura 7.3- Relação tensão x deformação do concreto com fibra 
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Figura 7.4- Relação tensão x deformação do aço  

 

O cálculo do momento foi estabelecido para uma peça de concreto com seção transversal 

retangular, reforçada com fibra de aço e com armadura de flexão nas faces tracionada e 

comprimida, conforme mostra a Figura 7.5. O processo foi realizado iterativamente, conforme 

esquematiza o procedimento mostrado na Figura 7.6. O Anexo A apresenta as equações que 

definem as grandezas apresentadas na Figura 7.5. 
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Figura 7.5- Distribuição das deformações e das tensões na seção transversal da peça - RILEM TC 162-TDF (2003) 

 

sendo b e d a largura e a altura útil da peça, ∆·d e ∆’·d as distâncias, respectivamente, dos eixo 

das armaduras de flexão de tração e compressão as fibras mais tracionadas e comprimidas do 

concreto, εi as deformações que se desenvolvem na peça, fi as tensões na seção transversal, Fi as 

resultantes das forças internas e yi o braço de alavanca referente a cada força. 
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Calcula-se εcu

Admite-se um 
valor para k⋅d

Verifica-se 
εs ≤ 25 ‰

Sim

Não

Calcula-se εcy, εcr, 
εtrn, εt,bot e ε's

Calcula-se hi e yi

Calcula-se Fi

Calcula-se f i

Verifica-se 
∑Fi = 0

Sim

Calcula-se MR

Não

Fixa-se 
εs = 25 ‰

Calcula-se εcu, εcy, 
εcr, εtrn, εt,bot e ε's

Dados de 
entrada

 
Figura 7.6- Cálculo do momento resistente - RILEM TC 162-TDF (2003) 

 

O cálculo do valor de εcu seguiu a recomendação do CEB-FIP (2010), conforme segue: 
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100

890
3562

5853
4

ε  [‰] Eq. (7.9)  

 

Conforme discutido anteriormente, as recomendações do RILEM TC 162-TDF (2003) 

especificam que os valores de fR1 e fR4 sejam obtidos das curvas experimentais carga x 

deslocamento ou carga x CMOD, sendo assim, verifica-se que o cálculo de ftrn=σ2 e ft,bot=σ3 

torna-se dependente de ensaios experimentais, ver equações Eq. 7.10 e 7.11.  
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h,Rtrn kf.f ⋅⋅== 12 450σ  Eq. (7.10)  

 

h,Rbot,t kf.f ⋅⋅== 43 370σ  Eq. (7.11)  

 

 

7.3.2- CEB-FIP (2010) 
 

Segundo o CEB-FIP (2010), a peça flexionada de concreto reforçado com fibras pode atingir a 

ruína de três maneiras diferentes: (a) ou pelo esmagamento do concreto comprimido, εcu; (b) ou 

pela ruptura das armaduras de flexão, εsu; e (c) ou pela ruptura do concreto na face tracionada, 

εfu. O cálculo do momento resistente proposto pelo referido código é obtido de forma iterativa e 

baseado no modelo simplificado apresentado na Figura 7.7. 
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Figura 7.7- Distribuição das deformações e das tensões na seção transversal da peça – CEB-FIP (2010) 

 

sendo, 

 








>
−−

−

≤
=

58
400

508
80

5880

c
c

c

fse
)f(

.

fse.
λ  Eq. (7.12)  

 








>
−−

−

≤
=

58
200

508
1

581

c
c

c

fse
)f(

fse
η  Eq. (7.13)  

 

( ) 02050
52 13 ≥⋅+⋅−⋅−= RRFts
u

FtsFtu f.f.f
.

w
ff  Eq. (7.14)  



 103

 

1450 RFts f.f ⋅=  Eq. (7.15)  
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u
fu

l

w
=ε  Eq. (7.17)  

 

Os valores de λ e η definem o diagrama de tensão do concreto comprimido, as tensões fFts e fFtu 

representam, respectivamente, as resistências residuais no estado limite de serviço e último, εfu e 

wu são, respectivamente, a deformação e a abertura de fissura máximas aceitáveis em projeto. No 

presente estudo adotou-se wu=2.5 mm, conforme especifica o CEB-FIP. O valor de lcs 

corresponde ao comprimento característico estrutural do elemento avaliado, o qual é definido 

por: 

 

( )y,sminl rmcs =  Eq. (7.18)  

 

sendo, srm o valor da distância média entre fissuras e y o valor indicado na Figura 7.7.  

 

Quantificar o valor de srm é uma decisão que precisa ser estudada, pois não foi encontrado um 

número relevante de pesquisas sobre o assunto. Os estudos sobre concreto com fibras permitem 

supor/afirmar que o valor de srm esteja diretamente ligado aos parâmetros da fibra e da armadura 

de flexão, porém, PEDERSEN (1996) conseguiu resultados razoáveis admitindo srm=h/2. 

 

A lei constitutiva das armaduras é a relação σxε apresentada na Figura 7.4. O processo iterativo 

de cálculo é representado na Figura 7.8. No Anexo A são apresentadas as equações que definem 

as grandezas da Figura 7.7. 
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Calcula-se εcu

Admite-se um 
valor para x

Verifica-se 
εt,bot ≤ εfu

Sim

Não

Calcula-se 
εs e ε's

Calcula-se yi

Calcula-se Fi

Calcula-se f i

Verifica-se 
∑Fi = 0

Sim

Calcula-se MR

Não

Fixa-se 
εt,bot = εfu

Calcula-se 
εcu, εs e ε's

Dados de 
entrada

 
Figura 7.8- Cálculo do momento resistente - Projeto do CEB-FIP (2010) 

Tabela 7- Cont Tabela 
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8- PROGRAMA EXPERIMENTAL 
 

Esta seção descreve as particularidades do programa experimental. Serão abordadas aqui as 

características geométricas das lajes, o esquema de reforço utilizado, a instrumentação adotada, o 

sistema de ensaio empregado e as propriedades mecânicas dos materiais que compuseram as 

mesmas. 

 

 

8.1- ENSAIO À PUNÇÃO 
 

8.1.1- Lajes 
 

A avaliação do comportamento da ligação laje x pilar de uma laje reforçada com fibras de aço, 

localizada internamente à edificação e submetida a carregamento simétrico foi realizada por 

meio de estudos experimentais. O referido estudo consistiu na realização de testes de punção até 

a ruína de 8 lajes, 2 lajes de referência e 6 de CRFA. A dimensão das 8 peças foi de 2550 x 2550 

x 150 mm3 e a ligação laje x pilar foi simulada por uma placa de aço de 200 x 200 x 50 mm3 em 

contato com a laje. A Figura 8.1 apresenta as lajes de referência, enquanto que a Figura 8.2, além 

de apresentar as propriedades geométricas das 6 peças reforçadas com fibras de aço, também 

mostra que uma das particularidades das mesmas foi a utilização de armaduras de flexão apenas 

em uma região próxima à área carregada. A extensão da referida região foi de 1000 mm.  

Figura 8- Cont Fig 
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Figura 8.1- Descrição das lajes de referência (cotas em milímetros) 
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a) Apresentação das zonas de reforço 
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b) Dimensão das lajes [mm] 

Figura 8.2- Descrição das lajes reforçadas com fibras de aço 

 

As variáveis avaliadas nos ensaios foram: (a) A resistência à compressão do concreto, 50 e 70 

MPa; e (b) a quantidade de fibra adicionada à massa de concreto, Vf, 0, 60, 75 e 90 kg/m3. As 

principais características das lajes são apresentadas na Tabela 8.1. A identificação das peças esta 

vinculada às variáveis em estudo, por exemplo, a laje Lvf60fc50 informa que a peça é reforçada 

com 60 kg/m3 de fibra e apresenta resistência à compressão teórica de 50 MPa. A concretagem 
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das lajes foi realizada em fôrmas metálicas estanques, o projeto das mesmas encontra-se no 

Anexo B. 

Tabela 8- Cont Tabela 

Tabela 8.1- Característica das lajes (valores teóricos) 

d  ρs ρ's Vf  fcm 
Laje  

(mm) (%) (%) (kg/m3) 
lf/df 

(MPa) 

Lvf0fc50 123 0.88 0.0 0 - 50 

Lvf0fc70 123 0.88 0.0 0 - 70 

Lvf60fc50 123 0.88 0.0 60 67 50 

Lvf60fc70 123 0.88 0.0 60 67 70 

Lvf75fc50 123 0.88 0.0 75 67 50 

Lvf75fc70 123 0.88 0.0 75 67 70 

Lvf90fc50 123 0.88 0.0 90 67 50 

Lvf90fc70 123 0.88 0.0 90 67 70 

NOTA: ρs=As/Ac=As/[(r+6·d)·d]. 

 

A composição do concreto foi desenvolvida e avaliada pela empresa CiviTest, a concretagem das 

lajes ocorreu nas instalações da empresa que realizou a confecção do mesmo, UniBetão em 

Celeirós. O processo de cura das lajes e dos corpos de prova foi realizado umedecendo-se as 

peças logo após o endurecimento das mesmas. A cura foi realizada por quatro dias e o 

umedecimento das peças era feito de três à quatro vezes por dia. No momento oportuno, as lajes 

foram transportadas para o laboratório da Universidade do Minho em Guimarães e os corpos de 

prova para CiviTest, locais estes onde foram realizados os ensaios das respectivas peças.  

 

 

8.1.2- Armadura de flexão 
 

As armaduras de flexão de todas as lajes foram compostas por barras de aço de 12 mm de 

diâmetro. Os detalhes destas armaduras nas lajes de referência e nas lajes de CRFA são 

apresentados nas Figuras de 8.3 a 8.8. No que diz respeito às considerações de projeto, as taxas 

de armadura, ρs, das lajes de referência e de CRFA são as mesmas, pois, recomendações como as 

do EC2 (2004), CEB-FIP 90 (1991) e NBR 6118 (2003) sugerem ρs=As/Ac=As/[(r+6·d)·d], 

sendo r a dimensão do pilar quadrado, d a altura útil da laje e As a área da armadura de flexão 

compreendida sobre a largura 0.5·r+3·d, a qual é medida para cada lado da laje a partir do eixo 

do pilar. A Figura 8.2 (a) mostrou que a armadura de flexão das lajes de CRFA reforçou apenas a 

região central da peça, estando os cantos reforçados somente pelas fibras de aço adicionadas à 

matriz de concreto.  
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No momento da concretagem, decidiu-se posicionar a armadura de flexão das lajes de CRFA na 

face superior da peça. Esta decisão foi fundamentada no conhecimento de que o sentido da 

concretagem afeta a distribuição das fibras ao longo da espessura da laje. Para manter a posição 

correta das armaduras de flexão durante a concretagem, foram utilizadas as “armaduras de 

apoio” indicadas na Figura 8.8 (e). O posicionamento destas armaduras na região central da laje 

foi estabelecido de forma a evitar que as mesmas cruzassem a superfície de ruína (punção) da 

peça. A face comprimida das lajes de CRFA não foi reforçada por barras de aço. Salienta-se que 

a referida face era submetida à esforços de tração durante as operações de movimentação das 

lajes (atividades no laboratório, transporte das lajes de Celeirós para Guimarães, etc) e que o 

reforço com fibras foi suficiente para manter a integridade da peça.   

 

No que diz respeito às lajes de referência, o posicionamento das armaduras de flexão durante a 

fase de concretagem foi junto à face inferior das peças. Esta decisão atribuiu duas propriedades 

importantes às lajes de referência: (1) a integridade das peças durante as operações de 

movimentação; e (2) a mesma condição de reforço das lajes de CRFA durante a realização dos 

ensaios, ou seja, ausência de armaduras na face comprimida das lajes.  

 

 
a) Disposição das armaduras no momento da concretagem 

Figura 8.3- Armaduras das lajes de referência (Continua) 
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b) Esquema das armaduras na zona de tração 

Figura 8.3- Armaduras das lajes de referência 
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b) Corte B-B 

Figura 8.4- Armaduras das lajes de referência – Cortes 
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Figura 8.5- Armaduras das lajes de referência – Detalhes (Continua) 
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c) DET. C d) DET. D 

 

 

e) Gancho de içamento  

Figura 8.5- Armaduras das lajes de referência – Detalhes  

 

 
a) Disposição das armaduras no momento da concretagem 

Figura 8.6- Detalhe das armaduras das lajes de CRFA (Continua) 
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b) Esquema das armaduras na zona de tração 

Figura 8.6- Detalhe das armaduras das lajes de CRFA 
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Figura 8.7- Detalhe das armaduras das lajes de CRFA – Cortes 
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Figura 8.8- Detalhe das armaduras das lajes de CRFA – Detalhes (Continua) 

 



 112

1
5

0

1
1

7

1
2

9

1
5

100

1
2

3

Laje

Placa de aço
(Pilar)

100 100100

 

Laje

1
5
0

200 20

50

1
2

3

 

c) DET. C d) DET. D 

 

 
e) Armadura de apoio  f) Gancho de içamento  

Figura 8.8- Detalhe das armaduras das lajes de CRFA – Detalhes  

 

 

8.1.3- Fibras de aço 
 

A fibra de aço utilizada foi a MACCAFERRI – Wirand Fibre FS1. Estas fibras são do tipo 

Hooked, com seção transversal circular, fator de forma lf/df=37/0.55=67 e foram fornecidas em 

caixas de 20 kg (não eram coladas em pentes). A quantidade de fibra utilizada foi 60, 75 e 90 

kg/m3 de concreto, equivalente, respectivamente, a 0.8, 1.0 e 1.2% de fibra (foi adotado peso 

específico de 7500 kg/m3 para o aço). As principais características das fibras são apresentadas na 

Tabela 8.2. Para mais informações, consultar o Anexo D.5.  

 

Tabela 8.2- Características das fibras de aço 

Fibra  Seção  df (mm) lf (mm) lf/df fy (MPa) 

 

Circular  0.55 37 67 >1200 

NOTA: Características fornecidas pelo fabricante 
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8.1.4- Sistema de ensaio 
 

O sistema de ensaio tencionou simular de forma simples e prática o comportamento da ligação 

laje x pilar de uma laje lisa, localizada internamente à edificação e submetida a carregamento 

simétrico (ausência de momento fletor desbalanceado). O projeto do sistema de ensaio foi 

fundamentado no trabalho de BIRKLE (2004) e encontra-se detalhado no Anexo C. Os 

elementos básicos que compõem o sistema são: (1) suportes de apoios, os quais são constituídos 

por tubos de aço com 150 mm de diâmetro e 10 mm de espessura; (2) vigas metálicas, compostas 

por 2 perfis “C” de seção transversal 150 x 50 x 10 mm3, os quais foram fixados por parafusos ø 

12 mm; e (3) tirantes de aço com 35 mm de diâmetro. Os elementos citados anteriormente são 

apresentados nas Figuras 8.9 e 8.10 e o procedimento de montagem dos mesmos para compor o 

sistema de ensaio é esquematizado na Figura 8.11. Após a realização do primeiro ensaio, os 

serviços de montagem do sistema para a realização dos ensaios seguintes se resumiam às 

atividade mostradas nas Figuras 8.11 (d) e (e). 

 

 
Figura 8.9- Apresentação do sistema de ensaio 
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a) Vista 01 

 
b) Vista 02 

Figura 8.10- Vistas do sistema de ensaio 

 

  
a) Posicionamento dos suportes das vigas metálicas b) Fixação das vigas metálicas à laje de reação 

Figura 8.11- Esquema de montagem do sistema de ensaio (Continua) 
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c) Posicionamento dos suportes da laje d) Fixação da laje estudada à laje de reação 

 
e) Fixação da laje estudada às vigas metálicas 

Figura 8.11- Esquema de montagem do sistema de ensaio 

 

O carregamento da laje foi realizado por um servo atuador hidráulico com capacidade de 1000 

kN, o qual foi projetado e construído na IDMEC-FEUP, ver a Figura 8.12 (a). Acoplado ao 

atuador havia uma célula de carga AEP C8S (com capacidade de 1000 kN e precisão de 1 kN) e 

uma rótula metálica. O atuador hidráulico era alimentado pela central de abastecimento, o 

SENTUR II, a qual era conectada à central de controle e por fim, alimentação e controle de todo 

o sistema era realizado automaticamente por um computador. Os ensaios foram realizados sob 

controle de deslocamento a uma velocidade de 0.05 mm/min. O carregamento simétrico foi 

conseguido posicionando o atuador sob a região central da laje estudada, ver a Figura 8.12 (b). A 

rigidez da laje de reação do laboratório, espessura de 800 mm, tornou viável assentar o atuador 

diretamente sobre a mesma sem que houvesse preocupações com o deslocamento do referido 

piso.   
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a.1) Componentes  a.2) Foto 

a) Servo atuador hidráulico 

 

 

b.1) Vista 01 b.2) Vista 02 

b) Posicionamento do atuador sob a laje 

Figura 8.12- Esquema de aplicação da carga  

 

 

8.1.5- Instrumentação 
 

A instrumentação tem a finalidade de coletar informações referentes ao estudo experimental, 

permitindo assim a análise do comportamento do mesmo. As informações adquiridas, além de 

descreverem o comportamento dos ensaios, servem também de referência para a calibração dos 

modelos analíticos. 
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Será iniciada a explanação da instrumentação pela medição dos deslocamentos verticais das 

lajes, as quais foram feitas por meio de 7 LVDTs, Linear Variable Differential Transformer, os 

quais foram fornecidos pela RDP Group. Os LVDTs foram instalados na face tracionada da laje 

e distribuídos conforme mostra a Figura 8.13. A referida figura mostra que o LVDT 01 registrou 

o deslocamento central da laje, enquanto que os LVDTs 04 e 07 monitoravam os deslocamentos 

na linha de apoio. É importante salientar que os LVDTs foram fixados em uma estrutura 

secundária, completamente independente do sistema de ensaio das lajes. 
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Figura 8.13- Disposição dos LVDTs para a medição dos deslocamentos verticais das lajes 

 

Com o intuito de obter a correta medição dos deslocamentos das lajes, foram monitoradas 

também as deformações dos tirantes e o deslocamento da viga metálica. Dada a simetria do 

problema, optou-se por instrumentar apenas ¼ do sistema de ensaio, conforme mostra a Figura 

8.14. Os tirantes monitorados são identificados na Figura 8.14 (b) e o esquema da 

instrumentação é ilustrado nas Figuras 8.15 e 8.16. A Figura 8.17 mostra que foram utilizados 3 

Strain Gauges, ou extensômetros elétricos de resistência, EER, para monitorar os tirantes. Os 

referidos EERs são do tipo FLA-3-11-3L e foram fornecidos pela Tokyo Sokki Kenkyujo Co., 

Ltd.. O deslocamento da viga metálica foi medido por 1 LVDT, o qual estava posicionado 

próximo tirante que garantia a fixação da laje à referida viga, ver a Figura 8.16.   
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a) Analise de ¼ do sistema 

         
b) Identificação dos tirantes  

Figura 8.14- Instrumentação do sistema de ensaio  
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Figura 8.15- Instrumentação do tirante T01 com EER 
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Figura 8.16- Instrumentação do tirante T02 com EER e da viga metálica com LVDT 
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Figura 8.17- Disposição dos EERs na seção transversal dos tirantes 

 

As medidas das deformações das armaduras de flexão das lajes de CRFA e de referência foram 

realizadas por EERs, respectivamente, do tipo FLA-1-11-3L e FLA-3-11-3L, ambos fornecidos 

pela Tokyo Sokki Kenkyujo Co., Ltd. Foram instrumentadas, para cada direção da laje, apenas as 

barras que estavam posicionadas sobre o eixo de simetria da laje. Em cada barra foram utilizados 

5 EERs, conforme mostra a Figura 8.18. Cada ponto monitorado foi instrumentado apenas por 1 
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extensômetro, o qual foi fixado na superfície lateral da barra, tencionando desta maneira registrar 

a deformação média da mesma. 
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Figura 8.18- Disposição dos EERs na armadura de flexão 

 

As deformações nas faces comprimidas das lajes foram monitoradas por 4 EERs do tipo PFL-30-

11-3L (fornecidos pela Tokyo Sokki Kenkyujo Co., Ltd.), os referidos extensômetros foram 

fixados nas mesmas posições dos EERs da armadura de flexão, porém, em apenas uma direção 

da laje, ver Figura 8.19. A decisão sobre a posição dos EERs permitiu a realização de duas 

análises distintas: (a) avaliar a curvatura da peça e (b) verificar o comportamento da distribuição 

das deformações próximo à área carregada. As informações da última análise podem contribuir 

na classificação do modo de ruína das lajes, principalmente nos casos onde o deslocamento da 

superfície cônica não for evidente. 
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Figura 8.19- Disposição dos EERs na face comprimida do concreto 

 

 

8.2- MATERIAL 
 

8.2.1- Composição do concreto 
 

As composições dos concretos foram desenvolvidas e avaliadas pela empresa CiviTest. Nesta 

pesquisa foram utilizados 8 tipos de concreto, pois houve a necessidade de se obter resistências à 

compressão de 50 e 70 MPa, para dosagens de fibras de 0, 60, 75 e 90 kg/m3 de concreto. Os 

materiais utilizados na confecção dos concretos e o consumo dos mesmos são apresentados, 

respectivamente, nas Tabelas 8.3 e 8.4. Na Tabela 8.4, a identificação das composições esta 

vinculada às variáveis em estudo, por exemplo, a mistura Vf60fc50 informa que a mesma 

apresenta 60 kg/m3 de fibras adicionadas à massa de concreto e que se tenciona obter resistência 

à compressão de 50 MPa. 

 

Tabela 8.3- Identificação dos materiais 

Materiais  Identificação 

Cimento Portland – CEM I Classe 42.5R 

Pozolana Cinza volante 

Agregado graúdo Brita 12 

Agregado miúdo ½ Areia + Areia fina 

Superplastificante SP Sika 3005 

Água Potável  

Fibras de aço MACCAFERRI – Wirand Fibre FS1.  

 

 



 123

Tabela 8.4- Consumo de material  

Consumo (kg/m3) 
Material  

Vf0fc50 Vf60fc50 Vf75fc50 Vf90fc50 Vf0fc70 Vf60fc70 Vf75fc70 Vf90fc70 

Cimento 420 420 420 420 480 480 480 480 

Cinza volante 65 65 75 80 65 65 75 80 

Brita 12 670 668 661 657 628 627 620 619 

½ Areia 806 804 795 790 757 755 746 741 

Areia fina 269 268 265 265 253 252 249 247 

Superplastificante 6.79 7.76 7.92 8.00 7.63 8.72 8.88 8.96 

Água 165 165 168 170 185 185 189 190 

Fibras 0 60 75 90 0 60 75 90 

 

 

8.2.2- Propriedades mecânicas do concreto 
 

As propriedades mecânicas do concreto foram estabelecidas ensaiando-se corpos de prova que 

foram moldados com o mesmo concreto utilizado na confecção das lajes. Os corpos de prova, 

além de apresentarem o mesmo concreto das lajes, também foram curados nas mesmas 

condições. Para cada laje concretada, foram moldados 9 cilíndricos de 150 x 300 mm2 para a 

realização do ensaio de compressão axial, 9 vigas de 150 x 150 x 600 mm3 para a realização do 

ensaio de flexão em três pontos de vigas entalhadas e 3 placas com 800 mm de diâmetro e 80 

mm de altura para a realização do ensaio de tenacidade à flexão em placas redondas. Os referidos 

ensaios foram realizados no laboratório da empresa CiviTest. 

 

O ensaio de compressão seguiu as recomendações da ISO 1920-3 (2004), o ensaio de flexão em 

três pontos seguiu as orientações do RILEM TC 162-TDF (2002) e por fim, o ensaio das placas 

redondas foi realizado conforme sugere a ASTM C1550 (2003). As Figuras 8.20 e 8.21 mostram 

o instante em que alguns ensaios foram realizados. 
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a) Ensaio de compressão axial  b) Ensaio de flexão em 3P em vigas entalhadas 

Figura 8.20- Realização dos ensaios de caracterização do concreto 

 

  
a) Vista 1 b) Vista 2 

Figura 8.21- Realização do ensaio de tenacidade à flexão em placas redondas 

 

Ensaio de compressão axial em corpos de prova cilíndricos 

 

O resumo dos resultados obtidos nos ensaios de compressão é apresentado na Figura 8.22 e na 

Tabela 8.5. A Figura 8.22 apresenta a relação tensão x deformação dos concretos, as curvas 

apresentadas nesta figura representam as curvas médias obtidas nos ensaios. A Tabela 8.5 

apresenta os valores das resistências médias de cada concreto e a deformação correspondente à 

cada resistência. A apresentação completa dos resultados encontra-se no Anexo D.1. 
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a) Concretos com fc50 b) Concretos com fc70 

Figura 8.22- Relação tensão x deformação obtida dos ensaios de compressão (curvas médias) 

 

Tabela 8.5- Resumo do ensaio de compressão (valores médios) 

Concreto Idade (dias) fcm,teo (MPa) fcm,exp (MPa) εfcm,exp (‰) fcm,exp/fcm,teo fcm,CRFA/fcm,Ref fctm (MPa) 

Vf0fc50 65 50.00 57.61 3.04 1.15 - 4.05 

Vf60fc50 43 50.00 51.90 3.54 1.04 0.90 3.73 

Vf75fc50 52 50.00 55.68 4.01 1.11 0.97 3.94 

Vf90fc50 57 50.00 56.39 4.41 1.13 0.98 3.98 

Vf0fc70 63 70.00 62.63 3.28 0.89 - 4.32 

Vf60fc70 52 70.00 63.77 3.36 0.91 1.02 4.41 

Vf75fc70 66 70.00 70.02 3.35 1.00 1.12 4.41 

Vf90fc70 46 70.00 57.63 3.85 0.82 0.92 4.41 

NOTA 1: Os valores de fcm,exp e εfcm,exp foram obtidos das curvas médias da relação tensão x deformação. 
NOTA 2: O valor de fctm foi definido segundo o CEB-FIP (2010), fctm=0.3·(fck)

2/3=0.3·(fcm-8)2/3. 

 

A análise da Tabela 8.5 confirmou que as resistências à compressão dos concretos 

corresponderam satisfatoriamente aos valores teóricos, sendo o resultado do concreto Vf90fc70 o 

menos favorável, fcm,exp/fcm,teo=0.82. No que diz respeito à relação tensão x deformação, ver a 

Figura 8.22, estas também atenderam as expectativas, porém, era previsto na fase pós-pico 

comportamento mais dúctil nos concretos com mais fibras, Vf90fc50 e Vf90fc70. 

 

Ensaio de flexão em 3P em vigas entalhadas 

 

A Figura 8.24 e a Tabela 8.6 apresentam o resumo da contagem do número médio de fibras 

existentes no plano do entalhe após a realização dos ensaios. A referida contagem foi realizada 

por meio de fotos de alta resolução. Dada a qualidade das fotos, ver a Figura 8.23, acredita-se 

que este processo possibilita contagens confiáveis. A Tabela 8.6, além de informar o número de 

fibras, apresenta também o valor da densidade, a qual será utilizada para avaliar a distribuição 

das fibras, e o valor do fator de orientação (determinado segundo KRENCHEL, 1964), o qual é 
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utilizado na estimativa do número efetivo de fibras que cruzam a seção fissurada de uma peça 

(não aplicado neste trabalho). 

 

 

 

a) Vista da seção da viga  b) Vista utilizada na contagem das fibras 

Figura 8.23- Fotos utilizadas na contagem das fibras (Vf75fc70) 
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d) Concreto Vf60fc70 e) Concreto Vf75fc70 f) Concreto Vf90fc70 

Figura 8.24- Distribuição das fibras no plano do entalhe (valores médios) 
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Tabela 8.6- Avaliação da distribuição das fibras no plano do entalhe (valores médios) 

Seção transv. (1) Densidade 
Material 

(mm2) 
N° fibras  

(fibras/mm2) 
Fator de orientação 

Vf60fc50 150x125 166 0.89·10-2 0.22 

Vf60fc70 150x125 295 1.58·10-2 0.39 

Vf75fc50 150x107.5 155 0.96·10-2 0.19 

Vf75fc70 150x107.5 416 2.58·10-2 0.51 

Vf90fc50 150x90 305 2.26·10-2 0.37 

Vf90fc70 150x90 317 2.34·10-2 0.38 
(1) Seção transversal no plano do entalhe. 

NOTA: Segundo KRENCHEL (1964), o fator de orientação é definido por: Fat. orientação = Densidade · (Af/Vf). 
Sendo Af a área da seção transversal da fibra. 

 

Conforme mencionado em seções anteriores, o RILEM TC 162-TDF (2002) recomenda que o 

entalhe das vigas seja de 25 mm, porém, a Tabela 8.6 mostrou que os entalhes realizados nas 

vigas deste estudo foram correlacionados à quantidade de fibra, Vf, adicionada à massa de 

concreto. Acredita-se que para Vf>60 kg/m3 o entalhe de 25 mm pode não garantir modos de 

ruína com a formação de uma única fissura no plano do entalhe, o que comprometeria a 

confiabilidade dos resultados.  

 

Avaliando-se os resultados da Figura 8.24 e da Tabela 8.6 (valor da densidade), verificou-se que, 

de um modo geral, os concretos com fcm=70 MPa foram mais ricos em fibras do que os 

correspondentes concretos com fcm=50 MPa. A exceção foram os concretos com Vf=90 kg/m3, 

que apresentaram distribuições equivalentes.  

 

Na Figura 8.25 são apresentadas as curvas médias das relações tensão x deslocamento e tensão x 

CMOD, as quais são utilizadas para obter-se a tensão correspondente ao limite de 

proporcionalidade, ffct,L, e as resistências residuais à tração na flexão, fR,i (i=1 a 4). Os valores 

médios de ffct,L e fR,i são apresentados na Tabela 8.7 (o roteiro de cálculo das referidas grandezas 

foi apresentado em seções anteriores). Nos concretos de referência foram realizadas apenas as 

medidas dos deslocamentos. Os resultados completos destes ensaios são apresentados no Anexo 

D.2. 
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Figura 8.25- Resultados dos ensaios de flexão em 3P (curvas médias) 

 

Tabela 8.7- Resumo das tensões obtidas das curvas tensão x CMOD (curvas médias) 

ffct,L fR,1 fR,2 fR,3 fR,4 
Material 

(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) 

Vf0fc50 5.16 - - - - 

Vf0fc70 4.43 - - - - 

Vf60fc50 3.55 5.71 4.55 2.77 2.13 

Vf60fc70 4.64 9.06 9.58 8.08 6.96 

Vf75fc50 4.27 6.32 5.42 3.25 2.19 

Vf75fc70 6.00 12.30 13.30 11.55 10.23 

Vf90fc50 4.04 11.02 13.62 12.61 10.83 

Vf90fc70 4.21 10.51 13.38 11.99 11.04 

 

Ensaio de tenacidade à flexão em placas redondas 

 

A avaliação da tenacidade do CRFA foi realizada por meio do ensaio de placas redondas, 

conforme recomenda o ASTM C1550 (2003). O referido documento sugere que a performance 

do concreto seja quantificada em termos da energia de absorção, Eabs, a qual é obtida da 

integração da curva carga x deslocamento até o valor de deslocamento 40 mm. O mesmo 

procedimento de ensaio também foi utilizado nos concretos de referência. As curvas carga x 

deslocamento médias obtidas nos testes são apresentadas na Figura 8.26, na referida figura, os 

valores entre parênteses correspondem à energia de absorção. Na Tabela 8.8 são apresentados, 

além dos valores das energias de absorção, também os valores das cargas máximas, Pmax, e das 

tensões correspondente às cargas máximas, fPmax. O roteiro de cálculo do valor de fPmax e os 

resultados completos dos testes são apresentados no Anexo D.3. 

 



 129

0

10

20

30

40

50

60

70

80

0 10 20 30 40 50

Deslocamento médio (mm)

C
ar

ga
 m

éd
ia

 (k
N

)

Vf0fc50(48J) Vf60fc50(295J)

Vf75fc50(255J) Vf90fc50(813J)
 

0

10

20

30

40

50

60

70

80

0 10 20 30 40 50

Deslocamento médio (mm)

C
ar

ga
 m

éd
ia

 (k
N

)

Vf0fc70(44J) Vf60fc70(730J)

Vf75fc70(829J) Vf90fc70(828J)
 

a) Concretos com fc50 b) Concretos com fc70 

Figura 8.26- Relação carga x deslocamento obtida dos ensaios em placas redondas (valores médios) 

 

Tabela 8.8- Resumo dos resultados (valores médios) 

Concreto  Pmax (kN) Eabs (J) fPmax (MPa) 

Vf0fc50 54.07 48 6.94 

Vf60fc50 48.25 295 6.94 

Vf75fc50 39.00 255 6.36 

Vf90fc50 51.02 813 7.24 

Vf0fc70 56.01 44 7.11 

Vf60fc70 42.55 730 6.21 

Vf75fc70 51.61 829 7.76 

Vf90fc70 49.90 828 7.40 

NOTA 1: A energia de absorção do CRFA foi obtida da integração das curvas médias até o deslocamento 40 mm. 
NOTA 2: A energia de absorção do concreto de referência foi obtida da integração das curvas médias até o 
deslocamento máximo. 

 

A Figura 8.26 mostrou que a adição de fibras à massa de concreto, independente do valor de fcm, 

conferiu maior ductilidade ao material e uma ligeira redução no valor da carga máxima. No que 

diz respeito aos concretos com fcm=50 MPa, os resultados dos testes com placas redondas 

mostraram que a performance do concreto Vf75c50 foi aquém ao previsto, verificou-se pouca 

ductilidade na fase pós-pico e baixa energia de absorção. A provável causa deste comportamento 

foi a densidade de fibra insuficiente no concreto. A Figura 8.26 (b) mostrou que a ductilidade 

dos CRFA foi invariável para deslocamentos superiores a 15 mm, conjecturava-se maior 

ductilidade aos concretos com mais fibras. Ainda com relação aos concretos com fcm=70 MPa, o 

desempenho do concreto Vf90fc70 não satisfez às expectativas teóricas, verificou-se que o 

mesmo apresentou baixa energia de absorção, provavelmente devido à influência de fcm<70 MPa. 
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8.2.3- Propriedades mecânicas do aço das armaduras 
 

A caracterização das propriedades mecânicas das barras de aço que compuseram as armaduras de 

flexão é tão importante quanto à caracterização do concreto, pois as mesmas exercem influência 

significativa sobre o comportamento das lajes. A caracterização das barras foi feita por meio do 

ensaio de tração axial, o qual seguiu as exigências da ISO 15630-1 (2002).  

 

Foram ensaiadas 5 amostras, uma vez que as barras das armaduras pertenceram ao mesmo lote. 

A deformação das barras foi registrada por meio de 1 Axial Extensometers do tipo MFA 25, o 

qual foi fornecido pela MF Mess- & Feinwerktechnik GmbH. Todos os ensaios foram realizados 

no laboratório de estruturas da Universidade do Minho. A Figura 8.27 mostra o momento da 

realização do ensaio, enquanto que a Figura 8.28 e a Tabela 8.9 apresentam os resumos dos 

resultados. Os dados completos obtidos nos ensaios são apresentados no Anexo D.4. 

 

 

 

a) Vista 1 b) Vista 2 

Figura 8.27- Ensaio de tração axial para caracterização das armaduras de flexão 
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Figura 8.28- Relação tensão x deformação (curva média) 

 

Tabela 8.9- Resumo dos resultados (valores médios) 

Diâmetro  εy,m fy,m εu,m fu,m Es,m 

(mm) (‰) (MPa) (‰) (MPa) (GPa) 

12 2.53 530 - 684 209.49 

 

 

8.3- PRESCRIÇÃO DA RESISTÊNCIA DAS LAJES 
 

8.3.1- Resistência à punção 
 

O cálculo da resistência à punção VR foi realizado admitindo VR=VR,c+VR,s+VR,f, onde VR,c, VR,s e 

VR,f representam, respectivamente,  as contribuições de resistência do concreto, da armadura de 

cisalhamento e das fibras de aço. No presente estudo, VR,s=0, visto que não há armadura de 

cisalhamento nas lajes. Na seção Modelos Analíticos, foi apresentado que a maioria dos modelos 

abordados, NARAYANAN e DARWISH (1987), SHAABAN e GESUND (1994), HOLANDA 

(2002), CHOI et al. (2007) e HIGASHIYAMA et al. (2011), já estabelecem o valor de 

VR=VR,c+VR,f, porém, os modelos de HARAJLI et al. (1995) e de MUTTONI e RUIZ (2010) 

prescrevem apenas a parcela VR,f. Para estes casos, os supracitados autores sugerem que a parcela 

VR,c seja determinada segundo as recomendações de códigos de projeto. Neste trabalho, ver a 

seção Recomendações Normativas, o cálculo de VR,c seguiu as sugestões do ACI 318 (2008), do 

CEB-FIP (1991), do EC2 (2004), da NBR 6118 (2003) e do CEB-FIP (2010).  

 

No que diz respeito ao cálculo da resistência à punção das lajes desta pesquisa, na Tabela 8.10 

apresenta-se os principais parâmetros envolvidos no referido cálculo e nas Tabelas 8.11 e 8.12 

são exibidos os resultados. 
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Tabela 8.10- Característica das lajes (valores experimentais)  

d  r ρs Vf  fcm 
Laje  

(mm) (mm) (%) (kg/m3) 
lf/df 

(MPa) 

Lvf0fc50 125.8 200 0.85 0 - 57.61 

Lvf0fc70 130.2 200 0.80 0 - 62.63 

Lvf60fc50 122.2 200 0.89 60 67 51.90 

Lvf60fc70 132.9 200 0.77 60 67 63.77 

Lvf75fc50 129.0 200 0.81 75 67 55.68 

Lvf75fc70 128.0 200 0.82 75 67 70.02 

Lvf90fc50 118.1 200 0.95 90 67 56.39 

Lvf90fc70 117.4 200 0.96 90 67 57.63 

Média  125.4 - 0.86 - - - 

DP 5.7 - 0.07 - - - 

CV (%) 4.5 - 8.23 - - - 

NOTA: ρs=As/Ac=As/[(r+6·d)·d]. 

 

Tabela 8.11- Contribuição de resistência do concreto VR,c 

VR,c,ACI VR,c,CEB-90 VR,c,EC2 VR,c,NBR VR,c,CEB-2010 
VR,c,CEB-

2010+VR,f,CEB

-2010 Laje  

(kN) 

Média (1) DP (1) CV (%)(1) 

Lvf0fc50 413.03 297.22 394.37 321.99 368.71 368.71 359.06 48.61 13.54 

Lvf0fc70 451.69 314.13 420.80 340.31 388.99 388.99 383.18 56.45 14.73 

Lvf60fc50 376.69 280.10 368.66 303.44 347.95 520.45 335.9 42.2 12.6 

Lvf60fc70 468.99 321.07 432.53 347.83 397.55 937.03 405.5 66.8 16.5 

Lvf75fc50 420.57 299.51 400.21 324.47 372.58 588.79 364.6 51.1 14.0 

Lvf75fc70 466.54 321.12 428.16 347.88 395.04 1125.26 408.4 70.7 17.3 

Lvf90fc50 374.81 280.95 366.28 304.37 347.14 1044.60 351.2 59.3 16.9 

Lvf90fc70 375.66 281.56 366.42 305.02 347.51 998.37 349.4 55.4 15.9 
(1) Não foram considerados nos cálculos os valores de “VR,c,CEB-2010 + VR,f,CEB-2010”. 

 

Tabela 8.12- Resistência à punção das lajes de CRFA (VR=VR,c+VR,f) 

VR,MOD1 VR,MOD2 VR,MOD3
(1) VR,MOD4 VR,MOD5 VR,MOD6

(2) VR,MOD7 
Laje 

(kN) 
Média DP CV (%) 

Lvf0fc50 - - - - - - - - - - 

Lvf0fc70 - - - - - - - - - - 

Lvf60fc50 483.2 430.51 482.2 381.78 365.68 450.82 503.77 442.57 52.90 11.95 

Lvf60fc70 581.23 536 600.36 427.17 367.97 529.52 544.4 512.38 84.14 16.42 

Lvf75fc50 519.59 493.09 557.38 413.16 403.12 522.99 556.35 495.10 63.49 12.82 

Lvf75fc70 574.56 547 618.31 437 410.33 566.09 552.12 529.34 76.19 14.39 

Lvf90fc50 481.89 450.52 513.67 400.81 433.32 517.71 533.63 475.94 49.39 10.38 

Lvf90fc70 470.01 451.54 514.84 401.43 433.24 515.40 530.52 473.85 48.35 10.20 
(1) VR,MOD3=VR,c,ACI+VR,f,MOD3 (O valor VR,c,ACI foi sugerido por Harajli et al.); 
(2) VR,MOD6=VR,c,CEB-2010+VR,f,MOD6 (O valor VR,c,CEB-2010 foi sugerido por Muttoni e Ruiz). 

NOTA: 
MOD1= NARAYANAN e DARWISH (1987), MOD2= SHAABAN e GESUND (1994), MOD3= HARAJLI et al. (1995), MOD4= HOLANDA 
(2002), MOD5= CHOI et al. (2007), MOD6= MUTTONI e RUIZ (2010) e MOD7= HIGASHIYAMA et al. (2011). 
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A Tabela 8.11 mostrou que atenção especial deve ser dada aos cálculos das lajes de CRFA 

segundo o CEB-FIP (2010), pois foram verificados resultados consideravelmente maiores. 

Porém, de um modo geral, as Tabelas 8.11 e 8.12 mostraram que os cálculos das resistências 

foram satisfatórios. A análise individual das lajes apontou pouca dispersão entre as resposta dos 

modelos e dos códigos de projeto, quando o assunto são as lajes de referência, conforme sugerem 

os coeficientes de variação, CV.  

 

 

8.3.2- Resistência à flexão 
 

O cálculo da resistência à flexão, Vflex, foi realizado aplicando-se a teoria das linhas de ruptura, a 

qual estabelecer a relação Vflex/mR, onde mR representa o momento fletor resistente. No referido 

cálculo foram considerados três hipóteses de charneiras plásticas, ver os CASOS I, II e III na 

Figura 8.29, sendo estas baseadas nas condições de carregamento e de apoio das lajes. No CASO 

I, é considerado que as charneiras propagam-se na direção dos apoios que estão próximos ao 

eixo de simetria das lajes. No CASO II, admite-se a situação que conduz ao valor mínimo de 

Vflex, ou seja, α=π/8. Por fim, o CASO III representa a hipótese simplificada Vflex/mR=8. A 

expressão que relaciona Vflex e mR é apresentada na equação Eq. 8.1 e a sua dedução encontra-se 

no Anexo G.1.  

 

           

L r

Apoio

Área 
carregada

bq

 

α

        
a) Condições de carregamento e apoio b) CASO I (r=200 mm e α=π/10˚) 

Figura 8.29- Configuração adotada de linha de ruptura (Continua) 
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α

  
c) CASO II (r=200 mm e α=π/8˚) d) CASO III (r=0 mm e α=0˚) 

Figura 8.29- Configuração adotada de linha de ruptura  
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Eq. (8.1)  

 

Uma vez definida a relação Vflex/mR, o objetivo seguinte reside no cálculo do momento resistente 

mR, o qual seguiu as recomendações do CEB-FIP (2010), ver a seção Cálculo do Momento 

Resistente. As resistências à flexão das lajes são apresentas na Tabela 8.13 e as comparações 

destes valores com as resistências à punção são apresentas na Figura 8.30. Nesta última figura, 

comparam-se os valores médios de VR, ver a Tabela 8.13, com os valores de Vflex obtidos no 

CASO II, que são os resultados mínimos encontrados. 

 

Tabela 8.13- Resistência à flexão Vflex  

Vflex (kN) 
Laje  

CASO I CASO II CASO III 
Média  DP CV (%) 

Lvf0fc50 579.80 563.61 616.91 586.77 27.33 4.66 

Lvf0fc70 587.53 571.13 625.13 594.59 27.69 4.66 

Lvf60fc50 495.81 481.97 527.54 501.77 23.36 4.66 

Lvf60fc70 687.63 668.43 731.65 695.90 32.41 4.66 

Lvf75fc50 514.96 500.58 547.92 521.15 24.27 4.66 

Lvf75fc70 767.38 745.96 816.50 776.61 36.17 4.66 

Lvf90fc50 800.15 777.82 851.37 809.78 37.71 4.66 

Lvf90fc70 745.96 725.14 793.71 754.94 35.15 4.66 
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Figura 8.30- Relação entre as resistências à punção e flexão 

 

A Tabela 8.13 mostrou que as hipóteses impostas ao CASO II de linha de ruptura determinaram 

a resistência à flexão das lajes (valores mínimos), enquanto que a Figura 8.30 sugeriu que as 

referidas lajes rompem por punção, uma vez que VR<Vflex. 
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9- RESULTADOS EXPERIMENTAIS 
 

Nesta seção serão apresentados e discutidos os resultados obtidos nos ensaios de punção das 8 

lajes abordadas no programa experimental. Além de apresentar as informações obtidas com a 

instrumentação das lajes e do sistema de ensaio (deslocamentos e deformações), será tratado 

também o mapa das fissuras, a superfície de ruína, a prescrição da carga última e o modo de 

ruína das lajes. 

 

 

9.1- DESLOCAMENTOS DO SISTEMA DE ENSAIO 
 

De acordo com o exposto no Programa Experimental, com o intuito de obter a correta medição 

dos deslocamentos das lajes, foi monitorado ¼ do sistema de ensaio. Dentre os elementos que 

compõem o referido sistema, instrumentaram-se as deformações em 2 tirantes e o deslocamento 

em 1 viga metálica. A identificação e o esquema da instrumentação dos referidos elementos 

foram discutidos em seções anteriores, porém, salienta-se que foram utilizados 3 EERs para 

monitorar os tirantes e 1 LVDT para medir o deslocamento da viga metálica. 

 

Na Figura 9.1 são apresentados os deslocamentos das vigas metálicas em todos os ensaios. Nas 

Figuras de 9.2 a 9.5 são apresentadas as deformações dos tirantes. Nas referidas figuras, as 

nomenclaturas X e Y que acompanham a identificação dos tirantes, dizem respeito às posições 

dos tirantes (direções x e y). 

Figura 9- Cont Fig 
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Figura 9.1- Deslocamentos das vigas metálicas (Continua) 
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Figura 9.1- Deslocamentos das vigas metálicas 
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Figura 9.2- Deformações nos tirantes 
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Figura 9.3- Deformações nos tirantes 
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Figura 9.4- Deformações nos tirantes 
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Figura 9.5- Deformações nos tirantes 

 

Das análises dos deslocamentos das vigas metálicas e das deformações dos tirantes, é possível 

afirmar que o sistema de ensaio apresentou rigidez suficiente para garantir a adequada avaliação 

dos deslocamentos das lajes (ausência de deslocamentos secundários). 

 

 

9.2- DESLOCAMENTOS DAS LAJES 
 

Conforme apresentado no Programa Experimental, a instrumentação dos deslocamentos das 

lajes deu-se por 7 LVDTs, os quais foram distribuídos e instalados na face tracionada das 

mesmas. Salienta-se que os LVDTs foram fixados em uma estrutura secundária, completamente 

independente do sistema de ensaio das lajes. As Figuras 9.6 e 9.7 apresentam os deslocamentos 

medidos pelos referidos LVDts para cada laje ensaiada, enquanto que as Figuras 9.8 e 9.9 

descrevem a rotação das peças para diferentes níveis de carga. Com relação à última figura, o 

eixo das abscissas representa o posicionamento dos LVDTs medidos a partir do eixo de simetria 

da laje para cada direção instrumentada (denominada nas figuras de Eixos x e y). 
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Figura 9.6- Relação carga x deslocamento das lajes 
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Figura 9.7- Relação carga x deslocamento das lajes 

 

Os resultados das Figuras 9.6 e 9.7 permitem afirmar que o sistema de ensaio utilizado neste 

estudo cumpriu satisfatoriamente as expectativas. Verificou-se que as curvas das lajes descrevem 

adequadamente um comportamento simétrico. As Figuras 9.6 (a) e (b) não apresentaram os 

deslocamentos dos LVDTs2 devido à problemas nos mesmo. 
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Figura 9.8- Rotação das lajes para diferentes níveis de carga 

NOTA: Não houve registro do LVDT2. 
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NOTA: A laje Lvf60fc70 não apresenta a curva referente à carga Pu porque o LVDT foi removido antes de atingir-se 
o referido nível de carga (o curso do LVDT foi ajustado inadequadamente).  

Figura 9.9- Rotação das lajes para diferentes níveis de carga 
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As informações apresentadas nas Figuras 9.8 e 9.9, além de corroborarem a boa performance do 

sistema de ensaio, também revelam que as rotações das lajes, ψ, podem ser simplificadamente 

descritas, para qualquer nível de carga, em função dos deslocamentos, δ, e das correspondentes 

posições onde foram lidos estes deslocamentos. 

 

Os valores máximos obtidos nas curvas carga x deslocamento são apresentados na Tabela 9.1. 

Na referida tabela, Pmax,N representa o valor da carga máxima normalizada, 

Pmax,N=Pmax/(b0·d·fcm
1/2), sendo b0 o valor do perímetro crítico medido à d/2 da face da área 

carregada, e Eabs,45 diz respeito à energia de absorção, a qual foi obtida da integração da curva 

carga x deslocamento (não normalizada) até o deslocamento 45 mm. As influências que a 

quantidade de fibras adicionada à massa de concreto, Vf, e que a resistência à compressão do 

concreto, fcm, exercem sobre a relação carga x deslocamento normalizada são apresentados, 

respectivamente nas Figuras 9.10 e 9.11. Nas referidas figuras são analisados apenas os 

deslocamentos centrais e os valores entre parênteses representam a energia de absorção. 

Tabela 9- Cont Tabela 

Tabela 9.1- Valores máximos obtidos nas curvas carga x deslocamento (P x δ) 

Pmax Pmax,N δPmax Eabs,45 
Laje 

(kN) (√MPa) (mm) (J) 
PCRFA,N/PRef,N δCRFA/δRef ECRFA/ERef 

Lvf0fc50 409.11 0.28 26.58 9818 - - - 
Lvf60fc50 386.08 0.28 28.23 13109 1.00 1.06 1.56 
Lvf75fc50 408.03 0.29 27.56 11975 1.04 1.04 1.43 
Lvf90fc50 456.53 0.29 45.81 19089 1.04 1.72 2.27 
Lvf0fc70 399.15 0.27 25.09 9605 - - - 

Lvf60fc70 462.03 0.27 38.63 19006 1.00 1.54 2.29 
Lvf75fc70 496.34 0.28 48.79 20401 1.04 1.94 2.46 
Lvf90fc70 495.58 0.34 50.77 19619 1.26 2.02 2.36 
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a) Lajes com fcm=50 MPa b) Lajes com fcm=70 MPa 

Figura 9.10- Influência de Vf na relação carga x deslocamento normalizada 
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No que diz respeito às lajes com fcm=50 MPa, a Figura 9.10 (a) mostrou que as relações carga x 

deslocamento (normalizada) destas lajes foram semelhantes até o deslocamento 30 mm, após 

este ponto, a influência das fibras foi notória. As fibras não beneficiaram significativamente a 

capacidade portante das lajes com fcm=50 MPa, Pmax,CRAF≈Pmax,Ref, entretanto, verificou-se que as 

lajes de CRFA apresentaram resistências residuais mais expressivas. A referida figura também 

mostrou que as lajes Lvf60fc50 e Lvf75fc50 apresentaram comportamento semelhante, 

provavelmente devido à carência de fibras averiguada no concreto da última laje (ver a Tabela 

8.6 no Capítulo 8). Confrontando-se os resultados da laje Lvf0fc50 com as lajes Lvf60fc50 e 

Lvf75fc50 (ver a Tabela 9.1), foram verificados valores semelhantes para δPmax, aumento notório, 

72%, foi observado apenas na laje Lvf90fc50. Para finalizar a análise da Figura 9.10 (a), discute-

se que as lajes Lvf0fc50, Lvf60fc50 e Lvf75fc50 apresentaram perdas súbitas de carga próximo ao 

deslocamento 30 mm, esta particularidade sugere a formação do cone de punção ao redor da área 

carregada. Diferentemente, a laje Lvf90fc50 apresentou um patamar constante de carga até o fim 

do teste, o que sugere mudança no modo de ruína desta laje. 

 

A avaliação das lajes com fcm=70 MPa, ver a Figura 9.10 (b), mostrou que a laje Lvf90fc70 

apresentou capacidade portante, ductilidade e tenacidade ligeiramente superior às outras peças. 

As demais lajes de CRFA, Vf=60 e 75 kg/m3, apresentaram capacidade portante e 

comportamento, até o deslocamento 25 mm, semelhante à laje de referência. No tocante à 

avaliação das relações carga x deslocamento, para δ>25 mm, a Figura 9.10 (b) mostrou que as 

lajes de CRFA e a laje de referência apresentaram comportamento diferente, visto que esta 

última apresentou perda de carga em δ≈25 mm. No que diz respeito à perda de carga da laje 

Lvf90fc70, próximo ao fim do ensaio, acredita-se que este fato tenha sido a influência conjunta 

de fcm<70 MPa e do elevado nível de fissuração em δ≈50 mm.  

 

A análise das Figuras 9.10 (a) e (b) mostrou que a performance das fibras, em termos de 

resistência ao arrancamento da matriz de concreto, foi mais efetiva nas lajes com fcm=70 MPa, 

visto que neste grupo de lajes observou-se que a carga máxima manteve-se praticamente 

constante até o fim dos ensaios. 
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a) Lajes com Vf=60 kg/m3 b) Lajes com Vf=75 kg/m3 
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c) Lajes com Vf=90 kg/m3  

Figura 9.11- Influência de fcm na relação carga x deslocamento normalizada 

 

As repostas apresentadas nas Figuras 9.11 (a) e (b) mostraram que as lajes com fcm=70 MPa 

apresentaram capacidade portante semelhante às lajes com fcm=50 MPa. Entretanto, verificou-se 

que as lajes com fcm=50 MPa perderam a sua capacidade portante para δ≈30 mm, enquanto que a 

as lajes com fcm=70 MPa apresentaram a qualidade de sustentar o valor da carga máxima até o 

término do ensaio. A observação anterior sugere que a resistência à compressão de 70 MPa 

atribuiu às peças as condições necessárias para alterar o modo de ruína das mesmas. No que diz 

respeito às lajes da Figura 9.11 (c), a laje Lvf90fc70 apresentou capacidade portante ligeiramente 

maior, 17%, que a laje Lvf90fc50, entretanto, pode-se afirmar que ambas as lajes apresentaram 

comportamento semelhante. Conforme mencionado anteriormente, acredita-se que a perda de 

carga da laje Lvf90fc70 tenha sido a influência conjunta de fcm<70 MPa e do elevado nível de 

fissuração em δ≈50 mm. 

 



 146

Assim como na análise anterior, afirma-se que as fibras de aço atribuíram maior qualidade as 

lajes com fcm=70 MPa, visto que a resistência a compressão maior garante melhores condições de 

aderência às fibras.  

 

 

9.3- DEFORMAÇÕES NO CONCRETO 
 

Foi discutido em seções anteriores que as deformações na face comprimida da laje, εc, seriam 

monitoradas por 4 EERs e que os referidos extensômetros estariam fixados em apenas uma 

direção da laje e nas mesmas posições dos EERs da armadura de flexão. Nas Figuras 9.12 e 9.13 

são mostradas as relações carga x deformação de todas as lajes e na Tabela 9.2 são apresentados 

os valores máximos e mínimos obtidos no extensômetro próximo à área carregada, EER01. Na 

referida tabela, os valores das cargas foram normalizadas conforme explicado na seção anterior, 

Pmax,N=Pmax/(b0·d·fcm
1/2). As influências que Vf e fcm exercem sobre as relações Pxεc são 

apresentadas, respectivamente, nas Figuras 9.14 e 9.15. 
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a) Laje Lvf0fc50 b) Laje Lvf0fc70 

Figura 9.12- Relação carga x deformação na superfície do concreto (direção radial) 
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Figura 9.13- Relação carga x deformação na superfície do concreto (direção radial) 
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Tabela 9.2- Valores máximos e mínimos obtidos no EER01 

Pmax Pmax,N εc1,Pmax Pεc1,max,N εc1,max Pεc1,min,N εc1,min 
Laje 

(kN) (kN) (‰) (kN) (‰) (kN) (‰) 

Lvf0fc50 409.11 0.28 0.11 0.26 0.16 0.22 -0.07 

Lvf60fc50 386.08 0.28 0.55 0.27 0.76 0.27 -0.03 

Lvf75fc50 408.03 0.29 0.44 0.26 0.65 0.0 0.0 

Lvf90fc50 456.53 0.29 0.12 0.28 0.92 0.29 -0.12 

Lvf0fc70 399.15 0.27 0.03 0.24 0.39 0.27 -0.01 

Lvf60fc70 462.03 0.27 0.32 0.25 0.97 0.24 -0.19 

Lvf75fc70 496.34 0.28 -0.07 0.28 0.93 0.28 -0.14 

Lvf90fc70 495.58 0.34 0.09 0.32 0.67 0.34 -0.33 

 

De um modo geral, as análises das Figuras 9.12 e 9.13 permitiram afirmar que o comportamento 

da relação carga x deformação na direção radial acontece da seguinte forma: as deformações 

crescem com a evolução da carga, porém, para níveis de carga próximos ao valor máximo, Pmax, 

as referidas deformações diminuem, podendo inclusive ser registrado deformações de tração. A 

Tabela 9.2 mostrou que os valores máximos e mínimos de deformação acontecem praticamente 

em um mesmo nível de carga. A exemplo, os resultados da laje Lvf90fc70, onde verificaram-se 

as seguintes relações: Pmax,N/Pεc1,max,N=1.06 e Pmax/Pεc1,min,N=1.0. Segundo MUTTONI (2008), a 

constatação de deformações radiais de tração na face comprimida da laje, próximo ao pilar, é um 

possível indício de ruína por punção.  
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a) Lajes com fcm=50 MPa b) Lajes com fcm=70 MPa 

Figura 9.14- Influência de Vf na relação carga x deformação normalizada (direção radial) 
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c) Lajes com Vf=90 kg/m3  

Figura 9.15- Influência de fcm na relação carga x deformação normalizada (direção radial) 

 

As Figuras 9.14 e 9.15 deixaram claro que Vf e fcm têm pouca influência sobre as relações carga x 

deformação normalizada na direção radial para níveis de carga inferiores à PN≈0.1 MPa1/2. As 

peculiaridades das curvas tornaram-se visíveis com a proximidade de Pmax,N, uma vez que as 

grandezas Vf e fcm atribuem capacidade portante distintas às lajes.  

 

 

9.4- DEFORMAÇÕES NAS ARMADURAS 
 

Na seção Programa Experimental foi apresentado o plano de instrumentação das armaduras de 

flexão, o qual consistiu na utilização de 10 EERs, 5 na direção x e 5 na direção y, instalados nas 

faces laterais das barras que se encontravam sobre o eixo de simetria das lajes. Nas Figuras 9.16 

e 9.17 são apresentadas as relações carga x deformação obtidas em cada laje. 
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Figura 9.16- Relação carga x deformação das armaduras de flexão 
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Figura 9.17- Relação carga x deformação das armaduras de flexão 

 

As análises das Figuras 9.16 e 9.17 mostraram que o comportamento de algumas curvas das lajes 

de CRFA não retratou apropriadamente a relação carga x deformação das armaduras. Especula-

se que o motivo deste acontecimento tenha origem na escolha do extensômetro, o tipo FLA-1-

11-3L, usado nas lajes de CRFA, com gauge length de 1 mm pode ter sido equivocada. 

Extensômetros com gauge length de 3 mm, FLA-3-11-3L, usados nas lajes de referência, foram 

mais apropriado. Dado o exposto, atenção especial deve ser dada às análises e conclusões que 

envolvem as respostas das instrumentações das armaduras das lajes de CRFA. 

 

Descrever as influências que os parâmetros Vf e fcm exercem sobre o comportamento da relação 

carga x deformação das armaduras e avaliar curvatura das lajes (relação entre εc e εs) ficou 

inviável, entretanto, foi possível analisar satisfatoriamente a grandeza ry, a qual é um indicativo 

para avaliar o grau de solicitação nas armaduras de flexão. O valor de ry, ver a Figura 9.18, 

delimita a região da laje para a qual as deformações nas armaduras, εs, atingem o escoamento, εsy. 

 

rs

ry

εs=εsy εs<εsyεs>εsy

 
Figura 9.18- Avaliação do parâmetro ry 
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A avaliação de ry é mostrada na Figura 9.19, a qual apresenta a evolução das deformações das 

armaduras, εs, em função das posições dos EERs. Na referida figura, a linha horizontal vermelha 

indica o valor de εsy. Para conferir maior credibilidade à estimativa de ry, além das análises 

mostradas na Figura 9.19, apresentam-se também as Tabelas de 9.3 a 9.7, as quais avaliam o 

referido parâmetro com as pesquisas de MCHARG (1997), AZEVEDO (1999) e CHENG e 

PARRA (2010). Na Tabela 9.8 é apresentado o resumo dos resultados. 
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Figura 9.19- Avaliação de ry em função das deformações das armaduras 
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Tabela 9.3- Avaliação de ry nas lajes de MCHARG (1997) 

Laje FRSU Laje FRSB 

Deformação x posição do EER Deformação x posição do EER 

2 3 4 5 6 71

0
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5
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Posição do EERx (mm)
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‰
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Pu
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Posição do EERy (mm)

D
ef

or
m

aç
ão

 (
‰

)

Pu
 

Dimensão d Vf ρs εsy Pu ry 
Laje  

(mm) (mm) (%) (%) (‰) (kN) (mm) 

FRSU 
2300 x 2300 x 

150 
109.0 0.5 1.26 2.4 422.0 603.8 

FRSB 
2300 x 2300 x 

150 
109.0 0.5 1.68 2.4 438.0 476.5 

NOTA:  
Pilar quadrado de 225 mm; 
ρs=As/Ac=As/[(r+6·d)·d]; 
Na laje FRSU, os EERi (i=1 a 7) estão distantes do centro da laje, respectivamente, de 82.15, 246.46, 410.77, 575.08, 739.39, 903.70  e 1068.00 
mm; 
Na laje FRSB, os EERi (i=1 a 7) estão distantes do centro da laje, respectivamente, de 42.20, 126.60, 211.00, 295.40, 526.40, 797.20  e 1068.00 
mm; 
As lajes romperam por punção. 

 

Tabela 9.4- Avaliação de ry na laje de AZEVEDO (1999) 

Laje HSC.S3 

Carga x deformação Deformação x posição do EER 
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Dimensão d Vf ρs εsy Pu ry 
Laje  

(mm) (mm) (%) (%) (‰) (kN) (mm) 

HSC.S3 
1160 x 1160 x 

100 
80 1.5 1.66 3.0 293.93 102.0 

NOTA:  
Pilar quadrado de 80 mm; 
ρs=As/Ac=As/[(r+6·d)·d]; 
Os EERi (i=1 a 3) estão distantes do centro da laje, respectivamente, de 50, 110 e 170 mm; 
A laje rompeu por punção. 
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Tabela 9.5- Avaliação de ry nas lajes de CHENG e PARRA (2010) – Lajes S5, S6 e S7 

Laje S5 
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Tabela 9.6- Avaliação de ry nas lajes de CHENG e PARRA (2010) – Lajes S8 e S9 

Laje S8 
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Tabela 9.7- Avaliação de ry nas lajes de CHENG e PARRA (2010) – Lajes S10 e Resumo 

Laje S10 
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Resumo das lajes de CHENG e PARRA (2010) 

Dimensão d Vf ρs εsy Pu ry 
Laje  

(mm) (mm) (%) (%) (‰) (kN) (mm) 

S5 
1520 x 

1520 x 152 
127 1.50 0.95 2.3 530.00 265.5 

S6 
1520 x 

1520 x 152 
127 1.50 0.74 2.3 444.00 276.7 

S7 
1520 x 

1520 x 152 
127 1.50 0.95 2.2 522.00 213.0 

S8 
1520 x 

1520 x 152 
127 1.50 0.74 2.2 472.00 283.0 

S9 
1520 x 

1520 x 152 
127 1.50 0.95 2.2 530.00 313.6 

S10 
1520 x 

1520 x 152 
127 1.50 0.74 2.2 503.00 284.4 

NOTA:  
Pilar quadrado de 152 mm; 
ρs=As/Ac=As/[(r+6·d)·d]; 
EERs W2:N2 e W5:N5 estão distantes do centro da laje, respectivamente, de 138.5 e 265.5 mm; 
As lajes S5, S7 e S9 romperam por punção; 
As lajes S6, S8 e S10 romperam por flexo-punção. 
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Tabela 9.8- Resumo dos valores de ry 

Laje de referência 

Autor Laje 
Nível de 

carga 
rs (mm) ry (mm) ry/rs 

Lvf0fc50 80%· Pu 1275 205.6 0.16 
Presente estudo 

Lvf0fc70 Pu 1275 379.9 0.30 

Laje de CRFA 

Autor Laje 
Nível de 

carga 
rs (mm) ry (mm) ry/rs 

Lvf60fc50 Pu 1275 383.0 0.30 

Lvf75fc50 Pu 1275 200.6 0.16 Presente estudo 

Lvf90fc50 90%· Pu 1275 631.1 0.49 

FRSU Pu 1150 603.8 0.53 
MCHARG (1997) 

FRSB Pu 1150 476.5 0.41 

AZEVEDO (1999) HSC.S3 Pu 580 102.0 0.18 

S5 Pu 762 265.5 0.37 

S6 Pu 762 276.7 0.36 

S7 Pu 762 213.0 0.35 

S8 Pu 762 283.0 0.37 

S9 Pu 762 313.6 0.41 

CHENG e PARRA (2010) 

S10 Pu 762 284.4 0.55 

    Média  0.37 

    DP 0.12 

    CV (%) 32.41 

 

No que se refere às lajes de CRFA, a Figura 9.19 e as Tabelas de 9.3 a 9.7 mostraram que os 

valores de ry no momento da ruína, ou próximo da mesma, variaram entre 0.30·rs e 0.45·rs. Os 

resultados da Tabela 9.8 indicaram coeficiente de variação (CV) mediano, 32.41%, para a razão 

ry/rs. Entretanto, se forem descartadas as lajes Lvf75fc50 e HSC.S3, obtém-se dispersão menor 

entre os resultados, CV≈20%. De um modo geral, a relação ry/rs conduz à valores baixos sempre 

que a laje puncionar sem a solicitação efetiva das armaduras de flexão. No que diz respeito às 

considerações de projeto, é razoável admitir ry=0.35·rs. 

 

 

9.5- MAPA DE FISSURAÇÃO 
 

Dada a simetria do estudo, o processo de mapeamento das fissuras foi realizado apenas na 

metade das lajes. O referido processo consistiu na inspeção visual ininterrupta da face tracionada 

das peças à medida que o carregamento aumentava continuamente. Confirmada a abertura de 

uma fissura, era assinalado na superfície da laje o ponto inicial e final desta e o nível de carga em 

que ocorreu a mesma. Além de marcar as fissuras na superfície da laje, o registro da propagação 

destas também foi estabelecido por fotografias, as quais permitiram a posterior avaliação do 

processo. O registro fotográfico não foi aplicado à laje Lvf60fc50, porque no momento deste 
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ensaio não estava planejada esta atividade. Os mapas de fissuração das lajes são mostrados nas 

Figuras de 9.20 a 9.27, cada figura apresenta a evolução das fissuras com o carregamento e as 

faces tracionadas e comprimidas das peças após o término dos testes. 

 

0.31Pu

0.51Pu

0.80Pu

0.91Pu
Pu

0.26Pu

0

100

200

300

400

500

600

0 10 20 30 40 50 60

Deslocamento (mm)

C
ar

ga
 (k

N
)

 
a) Nível de carga apresentado na evolução das fissuras  

   

b.1) Nível de carga: 0.31·Pu b.2) Nível de carga: 0.51·Pu 
b.3) Nível de carga: 0.80·Pu 
(primeiras fissuras radiais) 

   

b.4) Nível de carga: 0.91·Pu b.5) Nível de carga: Pu 
b.6) Nível de carga: 0.26·Pu (Pós-

pico) 
b) Evolução das fissuras  

Figura 9.20- Laje Lvf0fc50 (Continua) 
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c.1) Face tracionada  c.2) Face comprimida  

c) Faces da peça após o ensaio 

Figura 9.20- Laje Lvf0fc50 
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b.1) Nível de carga: 0.29·Pu b.2) Nível de carga: 0.51·Pu 
b.3) Nível de carga: 0.81·Pu 
(primeiras fissuras radiais) 

   

b.4) Nível de carga: 0.95·Pu b.5) Nível de carga: Pu 
b.6) Nível de carga: 0.24·Pu (Pós-

pico) 
b) Evolução das fissuras  

Figura 9.21- Laje Lvf0fc70 (Continua) 
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c.1) Face tracionada  c.2) Face comprimida  

c) Faces da peça após o ensaio 

Figura 9.21- Laje Lvf0fc70 

 

Comparando as lajes de referência, Figuras 9.20 e 9.21, verificou-se que o parâmetro fcm não 

influenciou significativamente o processo de fissuração. Constatou-se que ambas as lajes 

começaram a fissurar em um nível de carga próximo de 0.30·Pu e que estas se propagaram 

radialmente ao redor da área carregada até 0.80·Pu, momento este em que surgiram as primeiras 

fissuras tangenciais. Após o nível de carga 0.80·Pu, foi observado que as fissuras radiais 

existentes apenas abriam e que mais fissuras tangenciais surgiam ao redor da área carregada. O 

comportamento anterior manteve-se até o momento do deslocamento súbito da região central da 

laje ao redor da área carregada, confirmando-se assim a formação do cone de punção, Pu. 
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a) Nível de carga apresentado na evolução das fissuras 

Figura 9.22- Laje Lvf60fc50 (Continua) 
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b.1) Nível de carga: 0.38·Pu b.2) Nível de carga: 0.49·Pu b.3) Nível de carga: 0.59·Pu 

   
b.4) Nível de carga: 0.66·Pu  

(primeiras fissuras radiais, após este 
nível de carga) 

b.5) Nível de carga: .86·Pu 

(primeiras fissuras radiais, anterior à 
este nível de carga) 

b.6) Nível de carga: Pu 

NOTA: As reproduções das fissuras foram estabelecidas nas marcações das fissuras reais feitas sobre a laje.  

b) Evolução das fissuras  

 
 

c.1) Face tracionada  c.2) Face comprimida  

c) Faces da peça após o ensaio 

Figura 9.22- Laje Lvf60fc50 
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a) Nível de carga apresentado na evolução das fissuras 

   

b.1) Nível de carga: 0.28·Pu b.2) Nível de carga: 0.51·Pu 
b.3) Nível de carga: 0.86·Pu 
(primeiras fissuras radiais) 

   

b.4) Nível de carga: 0.93·Pu b.5) Nível de carga: Pu 
b.6) Nível de carga: 0.95·Pu (Pós-

pico) 
b) Evolução das fissuras  

 
 

c.1) Face tracionada  c.2) Face comprimida  

c) Faces da peça após o ensaio 

Figura 9.23- Laje Lvf60fc70 

 

As análises das Figuras 9.22 e 9.23 permitiram afirmar que as lajes Lvf60fc50 e Lvf60fc70 

iniciaram o processo de fissuração de maneira semelhante. Verificou-se que as primeiras fissuras 

destas lajes ocorreram próximo à área carregada para um nível de carga ≈0.35·Pu, na sequência, 
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mais fissuras surgiram e propagaram-se na direção radial, também de forma semelhante, até a 

carga 0.60·Pu. No nível de carga ≈0.85·Pu, foi verificado, em ambas as lajes, a formação de 

fissuras tangenciais ao redor da área carregada. Nos níveis de carga seguintes, constatou-se que o 

valor da resistência à compressão, fcm, começou a influenciar expressivamente o padrão de 

fissuração destas peças. Na laje Lvf60fc50, foi observada nos níveis de carga consecutivos, 

>0.85·Pu, a formação e propagação das fissuras tangenciais, o que resultou no deslocamento do 

cone de punção ao redor da área carregada. Diferentemente da laje Lvf60fc50, após o nível de 

carga 0.85·Pu, foi constatado que na laje Lvf60fc70 as fissuras tangenciais não se propagaram e 

que as aberturas das fissuras localizadas próximas ao eixo de simetria da peça atingiram valores 

significativos, ≈10 mm. Em síntese, a laje Lvf60fc70 ficou caracterizada pelas fissuras de flexão 

e não houve a formação do cone de punção, embora, a face comprimida desta laje tenha 

mostrado uma leve tendência à formação do referido cone.  
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a) Nível de carga apresentado na evolução das fissuras 

   
b.1) Nível de carga: 0.34·Pu b.2) Nível de carga: 0.51·Pu 

b.3) Nível de carga: 0.82·Pu  
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b.6) Nível de carga: 0.47·Pu (Pós-

pico) 
b) Evolução das fissuras  

Figura 9.24- Laje Lvf75fc50 (Continua) 
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c.1) Face tracionada  c.2) Face comprimida  

c) Faces da peça após o ensaio 

Figura 9.24- Laje Lvf75fc50 
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a) Nível de carga apresentado na evolução das fissuras 

   

b.1) Nível de carga: 0.24·Pu b.2) Nível de carga: 0.52·Pu 
b.3) Nível de carga: 0.81·Pu  

(primeiras fissuras radiais) 

   

b.4) Nível de carga: 0.91·Pu b.5) Nível de carga: Pu 
b.6) Nível de carga: 0.95·Pu (Pós-

pico) 
b) Evolução das fissuras  

Figura 9.25- Laje Lvf75fc70 (Continua) 
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c.1) Face tracionada  c.2) Face comprimida  

c) Faces da peça após o ensaio 

Figura 9.25- Laje Lvf75fc70 

 

O processo de fissuração das lajes apresentadas nas Figuras 9.24 e 9.25, Vf=75 kg/m3, ocorreu de 

maneira semelhante até o nível de carga ≈0.80·Pu. Em ambas as lajes, as primeiras fissuras 

surgiram próximo à área carregada para um nível de carga ≈0.30·Pu, na sequência, mais fissuras 

surgiram e propagaram-se na direção radial até a carga 0.80·Pu. Após este nível de carga, 

verificou-se que na laje Lvf75fc50 prevaleceram as fissuras que conduziram ao deslocamento do 

cone de punção ao redor da área carregada, enquanto que na laje Lvf75fc70 predominaram as 

fissuras de flexão. Na última laje, as fissuras mais expressivas estavam localizadas próximo ao 

eixo de simetria da peça e apresentaram aberturas de quase 10 mm. Na face comprimida desta 

laje foi observada a tendência à formação do cone de punção. 
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a) Nível de carga apresentado na evolução das fissuras 

Figura 9.26- Laje Lvf90fc50 (Continua) 
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b.1) Nível de carga: 0.31·Pu b.2) Nível de carga: 0.51·Pu 

b.3) Nível de carga: 0.79·Pu  
(primeiras fissuras radiais) 

   

b.4) Nível de carga: 0.92·Pu b.5) Nível de carga: Pu 
b.6) Nível de carga: 0.92·Pu (Pós-

pico) 
b) Evolução das fissuras  

 
 

c.1) Face tracionada  c.2) Face comprimida  

c) Faces da peça após o ensaio 

Figura 9.26- Laje Lvf90fc50 
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a) Nível de carga apresentado na evolução das fissuras 

Figura 9.27- Laje Lvf90fc70 (Continua) 
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b.1) Nível de carga: 0.18·Pu b.2) Nível de carga: 0.44·Pu 
b.3) Nível de carga: 0.67·Pu 

(primeiras fissuras radiais) 

   
b.4) Nível de carga: 0.81·Pu b.5) Nível de carga: 0.93·Pu b.6) Nível de carga: Pu 

b) Evolução das fissuras  

 
 

c.1) Face tracionada  c.2) Face comprimida  

c) Faces da peça após o ensaio 

Figura 9.27- Laje Lvf90fc70 

 

Os mapas de fissuração das lajes Lvf90fc50 e Lvf90fc70, ver as Figura 9.26 e 9.27, permitiram 

afirmar que o processo de formação de fissura destas lajes ocorreu de forma análoga. No nível de 

carga ≈0.25·Pu surgiram próximo à área carregada as primeiras fissuras de ambas as lajes, 

posteriormente, houve a formação de mais fissuras e a propagação destas na direção radial. No 

carregamento ≈0.75·Pu, foram verificadas as primeiras fissuras tangenciais e no nível de carga 

≈0.90·Pu constatou-se a abertura significativa das fissuras próximas ao eixo de simetria das 

peças. Ao término do ensaio da laje Lvf90fc50, as aberturas de ≈10 mm das fissuras próximas ao 

eixo de simetria marcaram o padrão de fissura desta laje. A face comprimida da referida laje 

mostrou uma tendência à formação do cone de punção ao redor da área carregada, entretanto, o 

referido cone não foi formado. Por fim, o término do ensaio da laje Lvf90fc70 ficou marcado 

pelas aberturas de ≈5 mm das fissuras próximas ao eixo de simetria e pela formação do cone de 

punção próximo à área carregada. 
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No que diz respeito à influência do parâmetro Vf sobre o padrão de fissuração das lajes com 

fcm=50 MPa, verificou-se que as peças reforçadas com fibras apresentaram grau de fissuração 

inferior à respectiva laje sem fibra para qualquer nível de carregamento. Além disto, também foi 

constatado a não formação do cone de punção na laje com Vf=90 kg/m3. Nas lajes com fcm=70 

MPa observou-se comportamento análogo, as fibras, além de controlarem a fissuração, também 

favoreceram o modo de ruína das peças. Para este grupo de lajes, fcm=70 MPa, a alteração no 

modo de ruína ocorreu em condições mais vantajosas, pois o puncionamento foi evitado 

utilizando-se Vf=60 kg/m3. No tocante à laje Lvf90fc70, acredita-se que a perda de carga 

apresentada por esta laje no fim do teste seja justificada pela a influência conjunta de fcm<70 

MPa e do elevado nível de fissuração nas fases finais de carregamento. De um modo geral, as 

fibras aprimoraram o controle da formação e da propagação das fissuras e mais, quando utilizada 

em quantidades adequadas, as mesmas conferiram às peças os atributos necessários para alterar o 

seu modo de ruína. Um resumo dos principais resultados é apresentado na Tabela 9.9. 

 

Tabela 9.9- Resumo da avaliação do mapa de fissuração 

Lajes  Pmax=Pu (kN) 1ª fissura 1ª fissura tang. Formação do cone 

Lvf0fc50 409.11 0.31·Pu 0.80·Pu Sim  

Lvf0fc70 399.15 0.29·Pu 0.81·Pu Sim  

Lvf60fc50 386.08 0.38·Pu [0.66·Pu -0.86·Pu] Sim  

Lvf60fc70 462.03 0.28·Pu 0.86·Pu Não  

Lvf75fc50 408.03 0.34·Pu 0.82·Pu Sim  

Lvf75fc70 496.34 0.24·Pu 0.81·Pu Não  

Lvf90fc50 456.53 0.31·Pu 0.79·Pu Não  

Lvf90fc70 495.58 0.18·Pu 0.67·Pu Sim  

 

 

9.6- SUPERFÍCIE DE RUÍNA 
 

A superfície de ruína das lajes foi analisada avaliando-se os parâmetros r0, r0,c e θ, os quais 

identificam a fissura crítica de cisalhamento de punção, ver a Figura 9.28. Os valores dos 

referidos parâmetros só foram estabelecidos após a realização dos serviços de corte das lajes, 

estes realizados pela empresa Artecanter, em Guimarães. O plano de corte consistiu em seccionar 

as lajes ao longo da sua extensão em um plano distante aproximadamente 50 mm do eixo de 

simetria da peça. A excentricidade de 50 mm evitou o corte das barras localizadas sobre o eixo 

de simetria das peças. Nas Figuras de 9.29 a 9.36 são apresentadas as seções seccionadas das 

lajes e ao fim destas figuras é apresentada a Tabela 9.10 com um resumo dos principais 

resultados. 
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Figura 9.28- Parâmetros utilizados na avaliação da superfície de ruína das lajes 

 

 
a) Seções da peça 

  
b) Seção 1 c) Seção 2 

Figura 9.29- Seção da laje Lvf0fc50 

 

 
a) Seções da peça 

  
b) Seção 1 c) Seção 2 

Figura 9.30- Seção da laje Lvf0fc70 

 

As Figuras 9.29 e 9.30 confirmam a formação do cone de punção nas lajes Lvf0fc50 e Lvf0fc70. 

Na primeira peça, verificou-se uma superfície de ruína, r0, média igual a 295 mm, o que 

corresponde a 1.5·d da face da área carregada. Na segunda peça, a laje Lvf0fc70, encontrou-se 

r0≈245 mm, ou, 1.1·d distante da face da área carregada. 
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a) Seções da peça 

  
b) Seção 1 c) Seção 2 

Figura 9.31- Seção da laje Lvf60fc50 

 

 
a) Seções da peça 

  
b) Seção 1 c) Seção 2 

Figura 9.32- Seção da laje Lvf60fc70 

 

As seções seccionadas das peças Lvf60fc50 e Lvf60fc70 confirmam as observações feitas na 

avaliação do mapa de fissuração, na primeira laje ficou evidente o deslocamento do cone de 

punção e na última, apenas a tendência de formação do referido cone. A intersecção da superfície 

de ruína com o plano das armaduras da laje Lvf60fc50 distancia-se r0≈240 mm do seu eixo de 

simetria, aproximadamente 1.15·d da face da área carregada. 
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a) Seções da peça 

  
b) Seção 1 c) Seção 2 

Figura 9.33- Seção da laje Lvf75fc50 

 

 

 
a) Seções da peça 

  
b) Seção 1 c) Seção 2 

Figura 9.34- Seção da laje Lvf75fc70 

 

No que diz respeito à laje Lvf75fc50, a Figura 9.33 mostrou que o cone de punção ficou 

claramente estabelecido nesta peça, confirmando-se uma superfície crítica com r0≈305 mm, ou 

distante ≈1.6·d da face da área carregada. Na laje Lvf75fc70, a Figura 9.34 além de mostrar que 

foi verificada a tendência de formação do referido cone, também confirmou que a região central 

desta peça foi marcada pela formação de múltiplas fissuras, tanto de flexão, como de 

cisalhamento. 
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a) Seções da peça 

  
b) Seção 1 c) Seção 2 

Figura 9.35- Seção da laje Lvf90fc50 

 

 
a) Seções da peça 

  
b) Seção 1 c) Seção 2 

Figura 9.36- Seção da laje Lvf90fc70 

 

As Figuras 9.35 e 9.36 mostraram que na laje Lvf90fc50 não houve o deslocamento do cone de 

punção (apenas a tendência de deslocar) enquanto que na laje Lvf90fc70 o deslocamento foi 

evidente. A superfície de ruína da segunda laje foi caracterizada por r0≈206 mm (distante ≈0.9·d 

da face da área carregada). 
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Tabela 9.10- Resumo da análise da seção de ruína das lajes 

Lajes Seção r0 (mm) r0,c (mm) θ (graus) r0,med (mm) θmed (graus) Form. cone 

Seção 1 335-255 0 34-37 
Lvf0fc50 

Seção 2 255-335 0 37-34 
295 36 Sim  

Seção 1 245-245 0 40-41 
Lvf0fc70 

Seção 2 245-245 0 35-37 
245 38 Sim 

Seção 1 230-230 0 49-49 
Lvf60fc50 

Seção 2 250-250 0 45-45 
240 47 Sim  

Seção 1 - - - 
Lvf60fc70 

Seção 2 - - - 
- - Não  

Seção 1 255-390 0 44-27 
Lvf75fc50 

Seção 2 350-225 0 17-50 
305 35 Sim  

Seção 1 - - - 
Lvf75fc70 

Seção 2 - - - 
- - Não  

Seção 1 - - - 
Lvf90fc50 

Seção 2 - - - 
- - Não 

Seção 1 195-215 0 41-34 
Lvf90fc70 

Seção 2 215-200 0 40-44 
206 40 Sim 

 

 

9.7- PRESCRIÇÃO DA CARGA ÚLTIMA E CLASSIFICAÇÃO DO MODO DE RUÍNA 
 

A avaliação da prescrição da carga última foi realizada por meio do parâmetro χ=Vexp/Vteo, onde 

Vexp representa o valor da carga última experimental e Vteo=VR representa a prescrição da 

resistência à punção. No que diz respeito à classificação do modo de ruína, esta foi estabelecida 

primeiramente avaliando-se o parâmetro χ=Vexp/Vteo, sendo nesta análise Vteo=Vflex e por fim, 

considerando-se as observações experimentais. A apresentação dos valores de χ para avaliar os 

cálculos dos códigos de projeto e dos modelos teóricos é feita, respectivamente, nas Tabelas 9.11 

e 9.12. 

 

Tabela 9.11- Avaliação das prescrições à punção segundo os códigos de projeto 

Resistência à punção Res. Flex. 
Lajes 

Vexp/VR,ACI Vexp/VR,CEB-90 Vexp/VR,EC2 Vexp/VR,NBR Vexp/VR,CEB-2010 
Vexp/VR,II,CEB-

2010
(1) 

Vexp/Vflex 

Lvf0fc50 0.99 1.38 1.04 1.27 1.11 1.11 0.73 

Lvf0fc70 0.88 1.27 0.95 1.17 1.03 1.03 0.70 

Lvf60fc50 - - - - - 0.77 - 

Lvf60fc70 - - - - - 0.43 - 

Lvf75fc50 - - - - - 0.68 - 

Lvf75fc70 - - - - - 0.35 - 

Lvf90fc50 - - - - - 0.38 - 

Lvf90fc70 - - - - - 0.4 - 

Média (χmed) 0.94 1.32 0.99 1.22 1.07 0.64 0.71 

DP 0.08 0.07 0.06 0.07 0.06 0.30 0.02 

CV (%) 8.06 5.65 6.33 5.65 5.53 46.98 2.68 
(1) VR,II,CEB-2010=VR,c,CEB-2010+VR,f,CEB-2010.
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Tabela 9.12- Avaliação das prescrições à punção segundo os modelos teóricos 

Resistência à punção  Res. flex. 
Lajes 

Vexp/VR,MOD1 Vexp/VR,MOD2 Vexp/VR,MOD3
(1) Vexp/VR,MOD4 Vexp/VR,MOD5 Vexp/VR,MOD6

(2) Vexp/VR,MOD7 Vexp/Vflex 

Lvf0fc50 - - - - - - - - 

Lvf0fc70 - - - - - - - - 

Lvf60fc50 0.80 0.90 0.80 1.01 1.06 0.86 0.77 0.80 

Lvf60fc70 0.79 0.86 0.77 1.08 1.26 0.87 0.85 0.69 

Lvf75fc50 0.79 0.83 0.73 0.99 1.01 0.78 0.73 0.82 

Lvf75fc70 0.86 0.91 0.80 1.14 1.21 0.88 0.90 0.67 

Lvf90fc50 0.95 1.01 0.89 1.14 1.05 0.88 0.86 0.59 

Lvf90fc70 1.05 1.10 0.96 1.23 1.14 0.96 0.93 0.68 

Média (χmed) 0.87 0.93 0.83 1.10 1.12 0.87 0.84 0.71 

DP 0.11 0.10 0.08 0.09 0.10 0.06 0.08 0.09 

CV (%) 12.30 10.88 10.24 8.32 8.66 6.65 9.14 12.24 
(1) VR,MOD3=VR,c,ACI+VR,f,MOD3 (O valor VR,c,ACI foi sugerido por Harajli et al.); 
(2) VR,MOD6=VR,c,CEB-2010+VR,f,MOD6 (O valor VR,c,CEB-2010 foi sugerido por Muttoni e Ruiz). 

NOTA: 
MOD1= NARAYANAN e DARWISH (1987), MOD2= SHAABAN e GESUND (1994), MOD3= HARAJLI et al. (1995), MOD4= HOLANDA 
(2002), MOD5= CHOI et al. (2007), MOD6= MUTTONI e RUIZ (2010) e MOD7= HIGASHIYAMA et al. (2011). 

 

No que se refere à prescrição da carga última das lajes de referência (cálculo de VR=VR,c), a 

Tabela 9.11 mostrou que os resultados mais satisfatórios foram obtidos com o ACI 318, o EC2 e 

o CEB-2010, uma vez que estes códigos apresentaram 0.85≤χmed<1.15. Os resultados obtidos 

com os códigos CEB-90 e NBR-6118 foram conservadores, pois 1.15≤χmed<2.00. Os resultados 

dos cálculos das lajes de CRFA segundo o CEB-2010 (VR=VR,c+VR,f) foram extremamente 

perigosos, χmed≈0.50.  

 

No tocante aos modelos teóricos, a Tabela 9.12 mostrou que apenas as formulações de Harajli et 

al. e Higashiyama et al. forneceram resultados χmed perigosos, 0.50≤χmed<0.85, sendo os demais 

satisfatórios (0.85≤χmed<1.15). Continuando a avaliação, ressalta-se que os valores de χ 

apresentados pela maioria dos modelos, exceto o de Holanda e de Choi et al., foram 

desfavoráveis à segurança, χ<1. Especula-se que o motivo deste acontecimento seja o arranjo 

incomum das armaduras de flexão. No que diz respeito à proposta de Muttoni e Ruiz, MOD6, 

este modelo, além de prescrever o valor da carga última, também estabelece a relação carga x 

rotação, conforme mostra a Figura 9.37, o que permite conhecer a rotação da peça no momento 

da ruína. Com relação à prescrição das rotações, o referido modelo apresentou 

(ψexp/ψteo)med=1.04 e CV=18%. 
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Figura 9.37- Relação carga x rotação (normalizada) - MUTTONI e RUIZ (2010) 

 

A classificação do modo de ruína das lajes segundo a avaliação dos valores de χ=Vexp/Vflex sugere 

que a ruína das lajes seja por punção, pois o valor de Vexp é significativamente menor que Vflex. 

Verificou-se, entretanto, que este processo de classificação não correspondeu à realidade dos 

experimentos, sendo assim, a referida classificação foi estabelecida atribuindo-se maior 

relevância às observações experimentais.  

 

Inicia-se a avaliação dos resultados experimentais com as relações carga x deslocamento, Pxδ, 

estas relações descreveram dois tipos distintos de comportamento: (1) as lajes que apresentaram 

perda na capacidade portante; e (2) as lajes que mantiveram o mesmo nível de carga até o fim 

dos testes. O primeiro tipo de comportamento sugere a formação do cone de punção ao redor da 

área carregada, enquanto que o segundo, uma ruína por flexão. No que se refere à relação carga 

x deformação no concreto (direção radial), Pxεc, verificou-se que estas curvas foram marcadas 

pelo seguinte comportamento: as deformações cresceram com a evolução da carga, porém, para 

níveis de carga próximos ao valor máximo, Pmax, as referidas deformações diminuíram, 

alcançando em alguns casos, deformações de tração. Segundo MUTTONI (2008), a constatação 
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de deformações radiais de tração na face comprimida da laje, próximo ao pilar, é um possível 

indício de ruína por punção (formação da fissura crítica de punção). A avaliação das armaduras 

de flexão será feita por meio da grandeza ry/rs. De um modo geral, esta grandeza conduz à 

valores baixos sempre que a laje puncionar sem a solicitação efetiva das armaduras de flexão. 

Por fim, avaliam-se as informações fundamentais na classificação do modo de ruína das peças, o 

mapa de fissuração e a superfície de ruína das lajes. Por meio destas, é possível confirmar se 

houve o deslocamento do cone de punção ao redor da área carregada, ou se prevaleceram as 

fissuras de flexão (formação das charneiras plásticas). Na Tabela 9.13 apresenta-se a 

predominância do comportamento verificada nas observações experimentais, punção ou flexão, e 

a classificação final do modo de ruína das lajes. 

 

Tabela 9.13- Predominância do comportamento das observações experimentais e classificação do modo de ruína 

Lajes Relação Pxδ  Relação Pxεc Relação ry/rs Fissuras  Mod. ruína 

Lvf0fc50 Punção Punção (1) Punção (0.16) Punção Punção  

Lvf0fc70 Punção Punção Punção (0.30) Punção Punção  

Lvf60fc50 Punção Punção Punção (0.30) Punção Punção 

Lvf60fc70 Flexão Punção - Flexão Flexão 

Lvf75fc50 Punção Punção (1) Punção (0.16) Punção Punção 

Lvf75fc70 Flexão Punção - Flexão Flexão 

Lvf90fc50 Flexão Punção Punção (0.49) Flexão Flexão 

Lvf90fc70 Punção Punção - Punção Punção 
(1) A relação Pxεc sugere de forma pouco evidente a formação da fissura crítica de punção. 

Eq. (9) Cont Eq. 
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10- ANÁLISE DAS EXPRESSÕES NORMATIVAS 
 

Nesta seção serão avaliadas as prescrições da resistência à punção de cinco códigos de projeto, 

ACI 318 (2008), CEB-FIP (1991), EC2 (2004), NBR 6118 (2003) e CEB-FIP (2010). As 

referidas prescrições são aplicáveis às lajes submetidas a carregamento simétrico e sem a 

utilização de armaduras de cisalhamento. 

 

 

10.1- BASE DE DADOS (BD) 
 

A base de dados, BD, desta pesquisa é formada por 154 ensaios experimentais de punção, 

conforme mostra a Tabela E.1 do Anexo E. As lajes da BD não apresentavam qualquer tipo de 

armadura de cisalhamento (estribos/studs) e foram ensaiadas simetricamente (ausência de 

momentos fletores desbalanceados) até a ruína, a qual foi por punção. Dentre as 154 lajes 

citadas, 37 não foram reforçadas com fibras, enquanto as 117 lajes restantes foram reforçadas 

com fibras de aço do tipo “hooked”, “twisted”, “crimped”, “corrugated”, “paddle” e “Japanese”. 

A base de dados utilizada nesta pesquisa abrangeu uma ampla variedade de ensaios, sendo de 

realçar que as lajes apresentaram propriedades que variaram em: fc ∈ [14;93] MPa, d ∈ [13;180] 

mm, ρ ∈ [0.4;2.75] %, Vf≤2.0% e esbeltez, lf/df≤100. Dentre as lajes em concreto reforçado com 

fibras de aço (CRFA) verificou-se que em 111 lajes o CRFA foi aplicado em toda a volumetria 

da laje, enquanto em 6 lajes o CRFA foi apenas aplicado numa região próxima da área 

carregada. Quanto à simulação da ligação laje x pilar, existem casos em que o pilar foi ligado 

monoliticamente à laje e casos em que o pilar foi simulado por placas de aço. A seção transversal 

dos pilares, ou placas de aço, variou em quadrada e circular. 

 

Com o intuito de evitar resultados que possam comprometer a confiabilidade da análise, as lajes 

com d<80 mm foram descartadas, visto que o fator de escala pode influenciar negativamente os 

resultados da avaliação dos códigos de projeto. Além disto, as lajes que apresentaram uma perda 

de 15% na resistência à compressão do concreto devido à adição das fibras, não foram 

consideradas, pois a referida perda indica que o método de preparo do CRFA não foi adequado. 

 

 

10.2- PROCEDIMENTO DA ANÁLISE 
 

A análise dos resultados consistiu em avaliar a dispersão e o nível de conservadorismo das 

propostas apresentadas anteriormente. Para tal, foi considerado o parâmetro χ=Vexp/Vteo, 
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correspondente ao quociente entre a resistência à punção registrada experimentalmente e prevista 

segundo os códigos de projeto. Os valores de χ foram avaliados segundo uma adaptação do 

critério de penalidade proposto por COLLINS (2001), o Demerit Points Classification – DPC, 

ver Tabela 10.1. 

Tabela 10- Cont Tabela 

Tabela 10.1- Adaptação do critério de COLLINS (2001)- DPC 

χ=Vexp/Vteo Classificação Penalidade 

< 0.50 Extremamente perigoso 10 

[0.50-0.85[ Perigoso 5 

[0.85-1.15[ Segurança apropriada 0 

[1.15-2.00[ Conservador 1 

≥ 2.00 Extremamente conservador 2 

 

Nas apresentações seguintes, as prescrições dos códigos de projeto avaliados nesta pesquisa são 

denominados de MODi (i=1 até 6). A identificação de cada código é feito por meio de legendas 

que se encontram anexadas às figuras e às tabelas que apresentam os resultados da análise.  

 

No que diz respeito aos cálculos, é importante salientar que serão considerados unitários os 

valores dos coeficientes de segurança e serão utilizados valores médios para caracterizar os 

materiais. Além disto, na avaliação do CEB-FIP (2010), equação Eq. 5.22, as recomendações 

que descrevem o critério de ruína das lajes (valor característico), ver as equações Eq. 5.24 e 5.25, 

serão substituídas pelas equações Eq. 10.1 e 10.2, as quais descrevem o valor médio do critério 

de ruína das lajes, conforme apresenta MUTTONI (2011). Ainda com relacao ao CEB-FIP 

(2010), também será avaliada a equação Eq. 5.29. 

Eq. (10) Cont Eq. 

dgkd

/
k

⋅⋅+
=

ψ
ψ 1

43
 [mm] Eq. (10.1)  

 

g

dg
d

k
+

=
16

15
  [mm] Eq. (10.2)  

 

 

10.3- APRESENTAÇÃO DOS RESULTADOS 
 

Os resultados apresentados nas Figuras 10.1 e 10.2 avaliam as performances dos códigos em 

prescrever a resistência última à punção das lajes da base de dados sem reforço com fibras, ou 

seja, Vf=0. Para esta modalidade de análise as prescrições do CEB-FIP (2010), equações Eq. 5.22 

e 5.29, tornam-se idênticas. Na Figura 10.1 mostra-se a precisão dos códigos, ou seja, relaciona-

se Vexp e Vteo. Na Figura 10.2 (a) é apresentada a porcentagem de resultados favoráveis à 
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segurança, χ≥1, e finalizando, a Figura 10.2 (b) apresenta a dispersão dos resultados por meio da 

curva “box and whiskers”, a qual exibe os valores mínimo, máximo, primeiro (Q1), segundo 

(Q2) e terceiro (Q3) quartil. 

 

O resumo da análise é apresentado na Tabela 10.2, a qual, além de exibir a classificação dos 

códigos segundo a adaptação do critério de Collins, apresenta também valores estatísticos como 

a média (Med), o desvio padrão (DP) e o coeficiente de variação (CV). 

Figura 10- Cont Fig 
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Figura 10.1- Avaliação dos resultados quanto à precisão para as lajes com Vf=0  

NOTA: 
MOD1=ACI 318 (2008), MOD2 =CEB-FIP 90 (1991), MOD3=EC2 (2004), MOD4=NBR 6118 (2003), MOD5=CEB-FIP (2010) – Eq. 5.22 e 
MOD6=CEB-FIP (2010) – Eq. 5.29. 
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b) Análise quanto à dispersão (curva “box and whiskers”) 

Figura 10.2- Avaliação dos resultados quanto à segurança e à dispersão para as lajes com Vf=0 

NOTA: 
MOD1=ACI 318 (2008), MOD2 =CEB-FIP 90 (1991), MOD3=EC2 (2004), MOD4=NBR 6118 (2003), MOD5=CEB-FIP (2010) – Eq. 5.22 e 
MOD6=CEB-FIP (2010) – Eq. 5.29. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 181

Tabela 10.2- Classificação segundo o critério de COLLINS (2001) para as lajes com Vf=0 

χ=Vexp/Vteo < 0.50 [0.50-0.85[ [0.85-1.15[ [1.15-2.00[ ≥ 2.00 Total Med DP 
COV 
(%) 

Nº Lajes 0 3 3 18 0 24 
MOD1 

Penal. Total 0 15 0 18 0 33 
1.28 0.32 25.28 

Nº Lajes 0 0 4 18 2 24 
MOD2 

Penal. Total 0 0 0 18 4 22 
1.42 0.30 20.91 

Nº Lajes 0 1 15 8 0 24 
MOD3 

Penal. Total 0 5 0 8 0 13 
1.16 0.25 21.30 

Nº Lajes 0 0 7 17 0 24 
MOD4 

Penal. Total 0 0 0 17 0 17 
1.31 0.27 20.91 

Nº Lajes 0 2 21 1 0 24 
MOD5 

Penal. Total 0 10 0 1 0 11 
1.01 0.09 9.34 

Nº Lajes 0 2 21 1 0 24 
MOD6 

Penal. Total 0 10 0 1 0 11 
1.01 0.09 9.34 

NOTA: 
MOD1=ACI 318 (2008), MOD2 =CEB-FIP 90 (1991), MOD3=EC2 (2004), MOD4=NBR 6118 (2003), MOD5=CEB-FIP (2010) – Eq. 5.22 e 
MOD6=CEB-FIP (2010) – Eq. 5.29. 

 

A análise das Figuras 10.1 e 10.2 e da Tabela 10.2 mostrou que as prescrições do código MOD5, 

CEB-FIP (2010) – Eq. 5.22, são as mais satisfatórias, pois foram verificados os resultados mais 

precisos e menos dispersos. Dentre os códigos analisados, o MOD5 foi o único com 

predominância de resultados na classe (ver a Tabela 10.1) ”segurança apropriada”, χ∈[0.85-

1.15[. Dentre os códigos em vigor, a prescrição do MOD3, EC2 (2004), foi a mais satisfatória. 

 

Os resultados mostrados nas Figuras 10.3 e 10.4 avaliam as performances dos códigos em 

prescrever a resistência última à punção das lajes da base de dados com Vf>0. A apresentação 

dos resultados seguiu o critério anterior, ou seja, a Figura 10.3 apresenta as precisões dos 

códigos, a Figura 10.4 (a) discute a porcentagem de resultados favoráveis à segurança e a Figura 

10.4 (b) apresenta a dispersão dos resultados. O resumo da análise é apresentado na Tabela 10.3. 
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Figura 10.3- Avaliação dos resultados quanto à precisão para as lajes com Vf>0 

NOTA: 
MOD1=ACI 318 (2008), MOD2 =CEB-FIP 90 (1991), MOD3=EC2 (2004), MOD4=NBR 6118 (2003), MOD5=CEB-FIP (2010) – Eq. 5.22 e 
MOD6=CEB-FIP (2010) – Eq. 5.29. 
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Figura 10.4- Avaliação dos resultados quanto à segurança e à dispersão para as lajes com Vf>0 (Continua) 
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b) Análise quanto à dispersão (curva “box and whiskers”) 

Figura 10.4- Avaliação dos resultados quanto à segurança e à dispersão para as lajes com Vf>0 

NOTA: 
MOD1=ACI 318 (2008), MOD2 =CEB-FIP 90 (1991), MOD3=EC2 (2004), MOD4=NBR 6118 (2003), MOD5=CEB-FIP (2010) – Eq. 5.22 e 
MOD6=CEB-FIP (2010) – Eq. 5.29. 

 

Tabela 10.3- Classificação segundo o critério de COLLINS (2001) para as lajes com Vf>0 

χ=Vexp/Vteo < 0.50 [0.50-0.85[ [0.85-1.15[ [1.15-2.00[ ≥ 2.00 Total Med DP COV 
(%) 

Nº Lajes 0 0 9 38 3 50 
MOD1 

Penal. Total 0 0 0 38 6 44 
1.50 0.37 24.74 

Nº Lajes 0 0 0 38 12 50 
MOD2 

Penal. Total 0 0 0 38 24 62 
1.73 0.38 22.25 

Nº Lajes 0 0 10 38 2 50 
MOD3 

Penal. Total 0 0 0 38 4 42 
1.38 0.32 23.07 

Nº Lajes 0 0 2 39 9 50 
MOD4 

Penal. Total 0 0 0 39 18 57 
1.59 0.35 22.25 

Nº Lajes 0 0 16 34 0 50 
MOD5 

Penal. Total 0 0 0 34 0 34 
1.26 0.18 14.14 

Nº Lajes 2 39 9 0 0 50 
MOD6 

Penal. Total 20 195 0 0 0 215 
0.73 0.13 17.48 

NOTA: 
MOD1=ACI 318 (2008), MOD2 =CEB-FIP 90 (1991), MOD3=EC2 (2004), MOD4=NBR 6118 (2003), MOD5=CEB-FIP (2010) – Eq. 5.22 e 
MOD6=CEB-FIP (2010) – Eq. 5.29. 

 

A análise das Figuras 10.3 e 10.4 e da Tabela 10.3 mostrou que a prescrição de MOD6, CEB-FIP 

(2010) – Eq. 5.29, precisa ser reavaliada, pois apresentou performance contra a segurança, sendo 

classificada, ver critério apresentado na Tabela 10.1, como “perigosa”, χ ∈[0.50-0.85[. Nestas 

análises, o cálculo de fFtuk, sugerido por MOD6 (ver a equação Eq. 5.32), foi realizado admitindo 

wu=1.5 mm. Adotou-se wu=1.5 mm e desconsiderou-se a recomendação normativa de adotar 

wu=ψ·d/6 para os casos de laje de CRFA com armadura de flexão, porque wu=ψ·d/6  torna a 
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performance de MOD6 ainda mais perigosa. Para obter uma resposta satisfatória de MOD6, 

aproximadamente 85% dos resultados na classe “segurança apropriada”, seria necessário 

admitir wu≈4.0 mm. 

 

No que diz respeito às prescrições dos códigos de MOD1 a MOD5, eram previstas respostas 

conservadoras, χ ∈[1.15-2.00[, visto que as mesmas não consideram a parcela de resistência das 

fibras. Dentre as prescrições de MOD1 a MOD5, a prescrição de MOD5 apresentou os 

resultados menos conservadores. 

 

Análises adicionais foram realizadas com o intuito de verificar a influência que Vf exerce sobre o 

valor médio de χ, χmed. A Figura 10.5 apresenta os resultados desta análise, nesta figura, é 

verificado que as lajes da base de dados foram divididas em grupos, VF1, VF2 e VF3, sendo o 

grupo intermediário correspondente aos casos usuais de aplicação de fibras. A Figura 10.5 

mostra claramente que o parâmetro Vf compromete a performance de todas as prescrições (de 

MOD1 a MOD6), independendo do grupo de laje analisada. 
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χmed(VF1)=1.53 COV(VF1)=25.48% χmed(VF1)=1.87 COV(VF1)=24.17% χmed(VF1)=1.48 COV(VF1)=24.91% 

χmed(VF2)=1.44 COV(VF2)=26.58% χmed(VF2)=1.67 COV(VF2)=23.01% χmed(VF2)=1.35 COV(VF2)=24.86% 

χmed(VF3)=1.66 COV(VF3)=15.60% χmed(VF3)=1.71 COV(VF3)=11.75% χmed(VF3)=1.37 COV(VF3)=8.18% 

a) MOD1 b) MOD2 c) MOD3 

VF1- Vf≤0.6 %; VF2- 0.6<Vf≤1.2 %; VF3- Vf>1.2 % 

Figura 10.5- Análise da relação χmed em função de Vf (Continua) 

NOTA: 
MOD1=ACI 318 (2008), MOD2 =CEB-FIP 90 (1991), MOD3=EC2 (2004), MOD4=NBR 6118 (2003), MOD5=CEB-FIP (2010) – Eq. 5.22 e 
MOD6=CEB-FIP (2010) – Eq. 5.29. 
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χmed(VF1)=1.73 COV(VF1)=24.17% χmed(VF1)=1.19 COV(VF1)=9.73% χmed(VF1)=0.85 COV(VF1)=9.61% 

χmed(VF2)=1.54 COV(VF2)=23.01% χmed(VF2)=1.26 COV(VF2)=16.29% χmed(VF2)=0.70 COV(VF2)=17.40% 

χmed(VF3)=1.58 COV(VF3)=11.75% χmed(VF3)=1.35 COV(VF3)=8.10% χmed(VF3)=0.66 COV(VF3)=14.27% 

d) MOD4 e) MOD5 f) MOD6 

VF1- Vf≤0.6 %; VF2- 0.6<Vf≤1.2 %; VF3- Vf>1.2 % 

Figura 10.5- Análise da relação χmed em função de Vf 

NOTA: 
MOD1=ACI 318 (2008), MOD2 =CEB-FIP 90 (1991), MOD3=EC2 (2004), MOD4=NBR 6118 (2003), MOD5=CEB-FIP (2010) – Eq. 5.22 e 
MOD6=CEB-FIP (2010) – Eq. 5.29. 
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11- ANÁLISE DAS FORMULAÇÕES QUE CONSIDERAM O 
REFORÇO COM FIBRA DE AÇO 
 

Nesta seção serão avaliadas as prescrições da resistência à punção de sete modelos teóricos, 

NARAYANAN e DARWISH (1987), SHAABAN e GESUND (1994), HARAJLI et al. (1995), 

HOLANDA (2002), CHOI et al. (2007), MUTTONI e RUIZ (2010) e HIGASHIYAMA et al. 

(2011). 

 

 

11.1- BASE DE DADOS (BD) 
 

A base de dados, BD, desta pesquisa é formada por 154 ensaios experimentais de punção, 

conforme mostra a Tabela E.1 do Anexo E. As lajes da BD não apresentavam qualquer tipo de 

armadura de cisalhamento (estribos/studs) e foram ensaiadas simetricamente (ausência de 

momentos fletores desbalanceados) até a ruína, a qual foi por punção. Dentre as 154 lajes 

citadas, 37 não foram reforçadas com fibras, enquanto as 117 lajes restantes foram reforçadas 

com fibras de aço do tipo “hooked”, “twisted”, “crimped”, “corrugated”, “paddle” e “Japanese”. 

A base de dados utilizada nesta pesquisa abrangeu uma ampla variedade de ensaios, sendo de 

realçar que as lajes apresentaram propriedades que variaram em: fc ∈ [14;93] MPa, d ∈ [13;180] 

mm, ρ ∈ [0.4;2.75] %, Vf≤2.0% e esbeltez, lf/df≤100. Dentre as lajes em concreto reforçado com 

fibras de aço (CRFA) verificou-se que em 111 lajes o CRFA foi aplicado em toda a volumetria 

da laje, enquanto em 6 lajes o CRFA foi apenas aplicado numa região próxima da área 

carregada. Quanto à simulação da ligação laje x pilar, existem casos em que o pilar foi ligado 

monoliticamente à laje e casos em que o pilar foi simulado por placas de aço. A seção transversal 

dos pilares, ou placas de aço, variou em quadrada e circular. 

 

Com o intuito de evitar resultados que possam comprometer a confiabilidade da análise, as lajes 

com d<80 mm foram descartadas, visto que o fator de escala pode influenciar negativamente os 

resultados da avaliação dos modelos. Além disto, as lajes que apresentaram uma perda de 15% 

na resistência à compressão do concreto devido à adição das fibras, não foram consideradas, pois 

a referida perda indica que o método de preparo do CRFA não foi adequado. 
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11.2- PROCEDIMENTO DA ANÁLISE 
 

A análise dos resultados consistiu em avaliar a dispersão e o nível de conservadorismo das 

propostas apresentadas anteriormente. Para tal foi considerado o parâmetro χ=Vexp/Vteo, 

correspondente ao cociente entre a resistência à punção registrada experimentalmente e prevista 

segundo os modelos. Os valores de χ foram avaliados segundo uma adaptação do critério de 

penalidade proposto por COLLINS (2001), o Demerit Points Classification – DPC, ver Tabela 

11.1. 

Tabela 11- Cont Tabela 

Tabela 11.1- Adaptação do critério de COLLINS (2001)- DPC 

χ=Vexp/Vteo Classificação Penalidade 

< 0.50 Extremamente perigoso 10 

[0.50-0.85[ Perigoso 5 

[0.85-1.15[ Segurança apropriada 0 

[1.15-2.00[ Conservador 1 

≥ 2.00 Extremamente conservador 2 

 

Nas apresentações seguintes, os modelos avaliados são denominados de MODi (i=1 até 7). A 

identificação de cada modelo é feito por meio de legendas que se encontram anexadas às figuras 

e às tabelas que apresentam os resultados da análise.  

 

No que diz respeito aos cálculos, é importante salientar que serão considerados unitários os 

valores dos coeficientes de segurança e serão utilizados valores médios para caracterizar os 

materiais. Além disto, a análise da proposta de HARAJLI et al. (1995), ver a equação Eq. 6.37, 

foi feita em conjunto com as prescrições de VR,c do ACI 318 (2008) (sugerido por Harajli et al.), 

uma vez que, Vteo=VR=VR,c+VR,f (VR,c = resistência atribuída ao concreto e VR,f = resistência 

atribuída as fibras de aço). Pelo mesmo motivo, a análise da proposta de MUTTONI e RUIZ 

(2010), ver a equação Eq. 6.70, foi feita em conjunto com as prescrições de VR,c do CEB-FIP 

(2010) (sugerido por Muttoni e Ruiz). 

 

 

11.3- APRESENTAÇÃO DOS RESULTADOS 
 

Os resultados apresentados nas Figuras 11.1 e 11.2 avaliam as performances dos modelos em 

prescrever a resistência última à punção das lajes da base de dados. Na Figura 11.1 mostram-se 

as precisões dos modelos, ou seja, relaciona-se Vexp e Vteo. Na Figura 11.2 (a) é apresentada a 

porcentagem de resultados favoráveis à segurança, χ≥1, e finalizando, a Figura 11.2 (b) apresenta 
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a dispersão dos resultados por meio da curva “box and whiskers”, a qual exibe os valores 

mínimo, máximo, primeiro (Q1), segundo (Q2) e terceiro (Q3) quartil. 

 

O resumo da análise é apresentado na Tabela 11.2, a qual, além de exibir a classificação dos 

modelos segundo a adaptação do critério de Collins, apresenta também valores estatísticos como 

a média (Med), o desvio padrão (DP) e o coeficiente de variação (CV). 

Figura 11- Cont Fig 
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g) MOD7   

Figura 11.1- Avaliação dos resultados quanto à precisão 

NOTA: 
MOD1= NARAYANAN e DARWISH (1987), MOD2= SHAABAN e GESUND (1994), MOD3= HARAJLI et al. (1995), MOD4= HOLANDA 
(2002), MOD5= CHOI et al. (2007), MOD6= MUTTONI e RUIZ (2010) e MOD7= HIGASHIYAMA et al. (2011). 
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b) Análise quanto à dispersão (curva “box and whiskers”) 

Figura 11.2- Avaliação dos resultados quanto à segurança e à dispersão 

NOTA: 
MOD1= NARAYANAN e DARWISH (1987), MOD2= SHAABAN e GESUND (1994), MOD3= HARAJLI et al. (1995), MOD4= HOLANDA 
(2002), MOD5= CHOI et al. (2007), MOD6= MUTTONI e RUIZ (2010) e MOD7= HIGASHIYAMA et al. (2011). 
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Tabela 11.2- Classificação segundo o critério de COLLINS (2001) 

χ=Vexp/Vteo < 0.50 [0.50-0.85[ [0.85-1.15[ [1.15-2.00[ ≥ 2.00 Total Med DP COV 
(%) 

Nº Lajes 0 21 21 8 0 50 
MOD1 

Penal. Total 0 105 0 8 0 113 
0.92 0.23 25.29 

Nº Lajes 0 2 18 29 1 50 
MOD2 

Penal. Total 0 10 0 29 2 41 
1.24 0.26 20.89 

Nº Lajes 0 5 18 20 7 50 
MOD3 

Penal. Total 0 25 0 20 14 59 
1.42 0.62 43.38 

Nº Lajes 0 0 8 42 0 50 
MOD4 

Penal. Total 0 0 0 42 0 42 
1.32 0.20 15.47 

Nº Lajes 0 6 17 27 0 50 
MOD5 

Penal. Total 0 30 0 27 0 57 
1.20 0.29 24.03 

Nº Lajes 0 6 37 7 0 50 
MOD6 

Penal. Total 0 30 0 7 0 37 
0.99 0.13 13.26 

Nº Lajes 0 20 24 6 0 50 
MOD7 

Penal. Total 0 100 0 6 0 106 
0.92 0.18 19.45 

NOTA: 
MOD1= NARAYANAN e DARWISH (1987), MOD2= SHAABAN e GESUND (1994), MOD3= HARAJLI et al. (1995), MOD4= HOLANDA 
(2002), MOD5= CHOI et al. (2007), MOD6= MUTTONI e RUIZ (2010) e MOD7= HIGASHIYAMA et al. (2011). 

 

Da análise das Figuras 11.1 e 11.2 verificou-se que os modelos MOD6, MUTTONI e RUIZ 

(2010), e MOD7, HIGASHIYAMA et al. (2011), são os mais satisfatórios no que diz respeito à 

precisão. Entretanto, a Figura 11.2 (a) e a Tabela 11.2 mostraram que o modelo MOD7 

apresentou tendência em prescrever resultados perigosos, χ∈[0.50-0.85[. No âmbito geral, o 

modelo MOD6 apresentou as respostas mais precisas, menos dispersas e menos penalizadas 

segundo o critério de Collins. 

 

 

11.4- INFLUÊNCIA DE ALGUNS PARÂMETROS IMPORTANTES NO 
COMPORTAMENTO DA LIGAÇÃO LAJE X PILAR REFORÇADA COM FIBRAS DE AÇO 
 

Com o intuito de verificar possíveis deficiências dos modelos, análises adicionais foram 

realizadas para avaliar a influência que alguns parâmetros exercem sobre o valor médio de χ, 

χmed. Dentre os inúmeros parâmetros que influenciam o comportamento da ligação laje x pilar 

reforçada com fibras de aço, foram selecionados para esta análise os parâmetros Vf, lf/df, fc, e ρ.  

 

Influência do volume de fibras (Vf) 

 

A Figura 11.3 apresenta a influência de Vf. Nesta figura, é verificado que as lajes da base de 

dados foram divididas em grupos, VF1, VF2 e VF3, sendo o grupo intermediário correspondente 

aos casos usuais de aplicação de fibras. A Figura 11.3 mostra claramente que os modelos MOD6 

e MOD7 apresentaram os melhores desempenhos. 
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χmed(VF1)=1.00 COV(VF1)=14.60% χmed(VF1)=1.27 COV(VF1)=17.07% χmed(VF1)=1.74 COV(VF1)=46.21% 

χmed(VF2)=0.83 COV(VF2)=27.07% χmed(VF2)=1.21 COV(VF2)=24.15% χmed(VF2)=1.30 COV(VF2)=43.44% 

χmed(VF3)=1.14 COV(VF3)=17.77% χmed(VF3)=1.31 COV(VF3)=14.93% χmed(VF3)=1.32 COV(VF3)=8.87% 

a) MOD1 b) MOD2 c) MOD3 
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χmed(VF1)=1.35 COV(VF1)=20.63% χmed(VF1)=1.21 COV(VF1)=27.10% χmed(VF1)=1.03 COV(VF1)=12.41% 

χmed(VF2)=1.32 COV(VF2)=14.01% χmed(VF2)=1.24 COV(VF2)=23.86% χmed(VF2)=0.97 COV(VF2)=14.21% 

χmed(VF3)=1.27 COV(VF3)=10.19% χmed(VF3)=1.05 COV(VF3)=13.21% χmed(VF3)=1.00 COV(VF3)=11.12% 

d) MOD4 e) MOD5 f) MOD6 
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χmed(VF1)=0.99 COV(VF1)=15.46%     

χmed(VF2)=0.88 COV(VF2)=21.89%     

χmed(VF3)=0.97 COV(VF3)=14.57%     

g) MOD7   

VF1- Vf≤0.6 %; VF2- 0.6<Vf≤1.2 %; VF3- Vf>1.2 % 

Figura 11.3- Análise da relação χmed em função de Vf 

NOTA: 
MOD1= NARAYANAN e DARWISH (1987), MOD2= SHAABAN e GESUND (1994), MOD3= HARAJLI et al. (1995), MOD4= 
HOLANDA (2002), MOD5= CHOI et al. (2007), MOD6= MUTTONI e RUIZ (2010) e MOD7= HIGASHIYAMA et al. (2011). 
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Influência do fator de forma das fibras (lf/df) 

 

A Figura 11.4 apresenta o comportamento do fator χmed em função do fator de forma das fibras, 

lf/df. Os resultados desta análise mostram que as previsões dos modelos MOD1, MOD6 e MOD7 

foram as mais favoráveis. 
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χmed(E1)=0.91 COV(E1)=10.57% χmed(E1)=1.10 COV(E1)=21.48% χmed(E1)=0.98 COV(E1)=24.74% 

χmed(E2)=0.91 COV(E2)=18.26% χmed(E2)=1.25 COV(E2)=15.26% χmed(E2)=1.23 COV(E2)=11.55% 

χmed(E3)=0.99 COV(E3)=28.70% χmed(E3)=1.32 COV(E3)=21.73% χmed(E3)=1.77 COV(E3)=41.80% 

a) MOD1 b) MOD2 c) MOD3 
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χmed(E1)=1.29 COV(E1)=7.42% χmed(E1)=1.52 COV(E1)=22.80% χmed(E1)=1.03 COV(E1)=21.40% 

χmed(E2)=1.14 COV(E2)=11.30% χmed(E2)=0.99 COV(E2)=18.47% χmed(E2)=1.00 COV(E2)=7.41% 

χmed(E3)=1.45 COV(E3)=13.23% χmed(E3)=1.18 COV(E3)=11.81% χmed(E3)=0.97 COV(E3)=10.13% 

d) MOD4 e) MOD5 f) MOD6 

E1- lf/df≤50; E2- 50<lf/df≤70; E3- lf/df>70 

Figura 11.4- Análise da relação χmed em função de lf/df (Continua) 

NOTA: 
MOD1= NARAYANAN e DARWISH (1987), MOD2= SHAABAN e GESUND (1994), MOD3= HARAJLI et al. (1995), MOD4= HOLANDA 
(2002), MOD5= CHOI et al. (2007), MOD6= MUTTONI e RUIZ (2010) e MOD7= HIGASHIYAMA et al. (2011). 
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χmed(E1)=0.86 COV(E1)=15.08%     

χmed(E2)=0.89 COV(E2)=15.58%     

χmed(E3)=0.98 COV(E3)=21.66%     

g) MOD7   

E1- lf/df≤50; E2- 50<lf/df≤70; E3- lf/df>70 

Figura 11.4- Análise da relação χmed em função de lf/df 

NOTA: 
MOD1= NARAYANAN e DARWISH (1987), MOD2= SHAABAN e GESUND (1994), MOD3= HARAJLI et al. (1995), MOD4= 
HOLANDA (2002), MOD5= CHOI et al. (2007), MOD6= MUTTONI e RUIZ (2010) e MOD7= HIGASHIYAMA et al. (2011). 

 

Influência da resistência à compressão do concreto (fc) 

 

A Figura 11.5 mostra a influência de fc sobre o valor de χmed. Dentre os grupos analisados, 

salienta-se que o grupo FC2 representa a classe de resistência utilizada em situações práticas. Da 

análise da Figura 11.5 constata-se que os modelos MOD6 e MOD7 são os que apresentam 

melhor desempenho. 
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χmed(FC1)=1.01 COV(FC1)=12.69% χmed(FC1)=1.37 COV(FC1)=13.12% χmed(FC1)=1.87 COV(FC1)=41.97% 

χmed(FC2)=0.83 COV(FC2)=22.65% χmed(FC2)=1.10 COV(FC2)=18.62% χmed(FC2)=1.08 COV(FC2)=19.89% 

χmed(FC3)=1.14 COV(FC3)=22.10% χmed(FC3)=1.40 COV(FC3)=23.12% χmed(FC3)=1.48 COV(FC3)=29.38% 

a) MOD1 b) MOD2 c) MOD3 

FC1- fc≤30 MPa; FC2- 30<fc≤50 MPa; FC3- fc>50 MPa 

Figura 11.5- Análise da relação χmed em função de fc (Continua) 

NOTA: 
MOD1= NARAYANAN e DARWISH (1987), MOD2= SHAABAN e GESUND (1994), MOD3= HARAJLI et al. (1995), MOD4= HOLANDA 
(2002), MOD5= CHOI et al. (2007), MOD6= MUTTONI e RUIZ (2010) e MOD7= HIGASHIYAMA et al. (2011). 
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χmed(FC1)=1.46 COV(FC1)=16.34% χmed(FC1)=1.24 COV(FC1)=23.33% χmed(FC1)=0.95 COV(FC1)=8.72% 

χmed(FC2)=1.22 COV(FC2)=9.16% χmed(FC2)=1.20 COV(FC2)=27.85% χmed(FC2)=1.01 COV(FC2)=15.70% 

χmed(FC3)=1.33 COV(FC3)=13.53% χmed(FC3)=1.13 COV(FC3)=9.31% χmed(FC3)=1.02 COV(FC3)=11.29% 

d) MOD4 e) MOD5 f) MOD6 
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χmed(FC1)=0.93 COV(FC1)=20.40%     

χmed(FC2)=0.85 COV(FC2)=11.64%     

χmed(FC3)=1.11 COV(FC3)=18.25%     

g) MOD7   

FC1- fc≤30 MPa; FC2- 30<fc≤50 MPa; FC3- fc>50 MPa 

Figura 11.5- Análise da relação χmed em função de fc 

NOTA: 
MOD1= NARAYANAN e DARWISH (1987), MOD2= SHAABAN e GESUND (1994), MOD3= HARAJLI et al. (1995), MOD4= 
HOLANDA (2002), MOD5= CHOI et al. (2007), MOD6= MUTTONI e RUIZ (2010) e MOD7= HIGASHIYAMA et al. (2011). 

 

Influência da taxa de armadura de flexão (ρ) 

 

A Figura 11.6 mostra a influência que ρ exerce sobre o valor de χmed. A referida figura revela 

que, para o grupo ρ1, alguns modelos (MOD1, MOD5 e MOD7) tiveram os seus resultados 

comprometidos, ou em termos de segurança ou em termos de dispersão. O modelo MOD6 foi o 

mais favorável. 
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χmed(ρ1)=0.83 COV(ρ1)=18.55% χmed(ρ1)=0.97 COV(ρ1)=15.44% χmed(ρ1)=0.87 COV(ρ1)=14.03% 

χmed(ρ2)=0.97 COV(ρ2)=23.90% χmed(ρ2)=1.24 COV(ρ2)=17.43% χmed(ρ2)=1.63 COV(ρ2)=45.25% 

χmed(ρ3)=0.99 COV(ρ3)=22.37% χmed(ρ3)=1.42 COV(ρ3)=16.19% χmed(ρ3)=1.44 COV(ρ3)=23.62% 

a) MOD1 b) MOD2 c) MOD3 
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χmed(ρ1)=1.30 COV(ρ1)=7.42% χmed(ρ1)=1.55 COV(ρ1)=21.28% χmed(ρ1)=0.91 COV(ρ1)=17.31% 

χmed(ρ2)=1.42 COV(ρ2)=13.52% χmed(ρ2)=1.22 COV(ρ2)=11.48% χmed(ρ2)=1.01 COV(ρ2)=12.32% 

χmed(ρ3)=1.18 COV(ρ3)=16.43% χmed(ρ3)=0.95 COV(ρ3)=18.07% χmed(ρ3)=1.02 COV(ρ3)=10.94% 

d) MOD4 e) MOD5 f) MOD6 
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χmed(ρ1)=0.78 COV(ρ1)=10.88%     

χmed(ρ2)=0.96 COV(ρ2)=14.79%     

χmed(ρ3)=0.96 COV(ρ3)=24.21%     

g) MOD7   

ρ1- ρ≤0.6; ρ2- 0.6<ρ≤1.2; ρ3 - ρ>1.2 

Figura 11.6- Análise da relação χmed em função de ρ 

NOTA: 
MOD1= NARAYANAN e DARWISH (1987), MOD2= SHAABAN e GESUND (1994), MOD3= HARAJLI et al. (1995), MOD4= 
HOLANDA (2002), MOD5= CHOI et al. (2007), MOD6= MUTTONI e RUIZ (2010) e MOD7= HIGASHIYAMA et al. (2011). 

Eq. (11) Cont Eq. 
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12- PROPOSTA ANALÍTICA PARA O CÁLCULO DAS 
RESISTÊNCIAS RESIDUAIS À TRAÇÃO POR FLEXÃO fR1, fR3 e 
fR4 
 

A caracterização de peças reforçadas com fibra de aço à tração pode ser realizada por meio de 

ensaios de tração direta, ou de compressão diametral ou de flexão. No que diz respeito aos 

ensaios de flexão, o RILEM TC 162-TDF (2002), além de descrever os procedimentos para a 

realização do referido ensaio, também avalia o comportamento à tração em termos das curvas 

carga x deslocamento e carga x CMOD (Crack Mouth Opening Displacement). 

 

As resistências residuais à tração por flexão, fRi, são parâmetros obtidos experimentalmente com 

base nas curvas carga x deslocamento ou carga x CMOD e conforme sugerem as recomendações 

do RILEM TC 162-TDF (2003), são comumente utilizados no dimensionamento à flexão e ao 

cisalhamento de peças reforçadas com fibras de aço (ver o Capítulo 3). O referido documento, 

porém, não apresenta informações que correlacionem os valores de fRi a parâmetros ligados ao 

reforço com fibras, tais como, o volume de fibras, Vf, e o fator de forma, lf/df. No que diz respeito 

ao cálculo de projetos, as recomendações da RILEM tornam-se pouco práticas, uma vez que os 

valores de fRi são dependentes de ensaios experimentais. 

 

Sendo assim, o presente estudo tenciona apresentar uma base de dados consistente, a qual 

permitirá o desenvolvimento e a avaliação de formulações empíricas que correlacionem os 

valores de fRi com o parâmetro Vf⋅(lf/df) para concretos com comportamento softening. 

 

 

12.1- BASE DE DADOS (BD) 
 

A base de dados utilizada na análise consistiu em 69 ensaios de flexão de vigas entalhadas, ver a 

Tabela F.1 do Anexo F. As referidas vigas, reforçadas apenas com fibras de aço do tipo hooked, 

e com volume de fibras, Vf, e fator de forma, lf/df, variando, respectivamente, entre 0.13-1.25% e 

50-80 apresentaram, de um modo geral, comportamento softening. Os valores de fRi apresentados 

na Tabela F.1 foram obtidos ou da curva carga x deslocamento ou da curva carga x CMOD, 

conforme estabelece o RILEM TC 162-TDF. A Figura 12.1 (a) e (b) e a equação Eq. 12.1 

exemplificam o procedimento utilizado para estabelecer os valores de fRi. 

Figura 12- Cont Fig 
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a) Carga x Deslocamento  b) Carga x CMOD 

Figura 12.1- Procedimento para estabelecer os valores fRi – RILEM TC 162-TDF (2002) 

Eq. (12) Cont Eq. 

22

3

sp

Ri
Ri

hb

LF
f

⋅

⋅
⋅=  [ N, mm] Eq. (12.1)  

 

sendo fRi o valor da tensão residual à tração por flexão correspondente à carga FRi, FRi é o valor 

da carga correspondente à δRi ou CMODi; L, b e hsp são os valores, respectivamente, do vão, da 

largura e da altura da viga no plano do entalhe. 

 

 

12.2- ANÁLISE DAS PROPOSTAS 
 

A fase inicial da análise consistiu em estabelecer equações de tendência que representassem as 

relações Vf⋅(lf/df) x fRi. Na sequência, as referidas equações foram julgadas quanto ao nível de 

conservadorismo e dispersão. O conservadorismo das equações foi analisado com base no 

parâmetro λi=fRi,exp/fRi,teo, o qual representa a relação entre os valores de resistência obtidos 

experimentalmente e teoricamente. Os valores de λi também foram avaliados segundo uma 

adaptação do critério de penalidade proposto por COLLINS (2001), o Demerit Points 

Classification – DPC, ver a Tabela 12.1. 

Tabela 12- Cont Tabela 

Tabela 12.1- Critério de COLLINS (2001) - DPC 

λi=fRi,exp/fRi,teo Classificação Penalidade 

< 0.50 Extremamente perigoso 10 

[0.50-0.85[ Perigoso 5 

[0.85-1.15[ Segurança apropriada 0 

[1.15-2.00[ Conservador 1 

≥ 2.00 Extremamente conservador 2 

 

As relações entre os parâmetros fRi e Vf⋅(lf/df) são apresentadas na Figura 12.2. Na sequência, as 

equações Eq. de 12.2 a 12.6 descrevem, respectivamente, a relação de fR1, fR3 e fR4 com Vf⋅(lf/df) e 

a relação de fR3 e fR4 com fR1. 
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Figura 12.2- Relações entre os parâmetros fR1, fR3, fR4 e Vf⋅(lf/df) 
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1143 850 RRR f.fkf ⋅=⋅=  [MPa] Eq. (12.5)  

 

1154 750 RRR f.fkf ⋅=⋅=  [MPa] Eq. (12.6)  

 

A análise das equações Eq. 12.2, 12.3 e 12.4 foi conduzida avaliando-se o comportamento do 

parâmetro λi quanto à dispersão dos resultados e quanto ao critério apresentado na Tabela 12.1. 

Os resultados da análise são apresentados na Figura 12.3, onde se verifica a precisão, a 
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porcentagem de resultados seguros (λi≥1) e a dispersão dos resultados, por meio da curva “box 

and whiskers”. Por fim, a Tabela 12.2 apresenta o resumo estatístico da análise.  
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Figura 12.3- Análise dos resultados 

 

Tabela 12.2- Classificação segundo o critério de COLLINS (2001) - DPC 

Parâmetro fR1 fR3 fR4 

λi N° peças Penal. N° peças Penal. N° peças Penal. 

< 0.50 1 10 3 30 4 40 

[0.50-0.85[ 22 110 23 115 11 55 

[0.85-1.15[ 31 0 25 0 19 0 

[1.15-2.00[ 15 15 16 16 21 21 

≥ 2.00 0 0 2 4 3 6 

Total 69 135 69 165 58 122 

Resumo estatístico 

Parâmetro fR1 fR3 fR4 

Média (Med) 0.98 0.99 1.10 

DP 0.27 0.36 0.38 

CV (%) 27.88 36.08 34.53 

 

Os resultados apresentados na Figura 12.3 e na Tabela 12.2 mostraram que as equações Eq. 12.2, 

12.3 e 12.4 apresentaram prescrições significativas contra a segurança. Visando aprimorar a 

performance das referidas equações, outros valores para os coeficientes k1, k2 e k3 foram 

avaliados. Após a análise paramétrica sobre os referidos coeficientes, as equações Eq. 12.7, 12.8 

e 12.9 apresentam as novas formulações que correlacionam fRi e Vf⋅(lf/df). Finalizando o estudo, a 

Figura 12.4 e a Tabela 12.3 apresentam os resultados obtidos com as novas equações. 
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Figura 12.4- Análise dos resultados 

 

Tabela 12.3- Classificação segundo o critério de COLLINS (2001) - DPC 

Parâmetro fR1 fR3 fR4 

λi N° peças Penal. N° peças Penal. N° peças Penal. 

< 0.50 0 0 1 10 0 0 

[0.50-0.85[ 4 20 7 35 6 30 

[0.85-1.15[ 17 0 18 0 10 0 

[1.15-2.00[ 43 43 38 38 36 36 

≥ 2.00 5 10 5 10 5 10 

Total 69 73 69 93 57 76 

Resumo estatístico 

Parâmetro fR1 fR3 fR4 

Média (Med) 1.37 1.32 1.40 

DP 0.38 0.48 0.49 

CV (%) 27.88 36.08 34.53 

 

Os resultados apresentados na Figura 12.4 e na Tabela 12.3 mostraram respostas mais 

conservadoras, porém, com penalidades menos severas, confirmando assim a melhor 

performance das equações Eqs. 12.7, 12.8 e 12.9, sobre as respectivas Eqs. 12.2, 12.3 e 12.4. As 

referidas equações, Eqs. 12.7, 12.8 e 12.9, apesar de práticas, são aplicadas apenas aos concretos 

com comportamento softening e precisam ser utilizadas cautelosamente, pois a sua natureza 

empírica pode conduzir à resultados pouco satisfatórios.  
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13- PROPOSTA ANALÍTICA PARA ESTABELECER O 
CRITÉRIO DE RUÍNA À PUNÇÃO DE LAJES DE CRFA 
 

Em 1991, Muttoni e Schwartz discutiram o comportamento estrutural das lajes desprovidas de 

armadura de cisalhamento (estribos, studs, etc) à punção. Nesta pesquisa, os autores concluíram 

que a carga última à punção é inversamente proporcional a abertura da fissura crítica, w, que se 

forma nas proximidades do pilar, e que w poderia ser representada simplificadamente pelo 

produto rotação x altura útil da laje, ou seja, w=ψ·d. Em 2003, Muttoni apresentou melhorias na 

formulação empírica que descreve o critério de ruína das lajes lisas. Em 2008 o referido autor 

apresentou uma proposta para o cálculo da resistência à punção de peças sem armadura de 

cisalhamento com base na Critical Shear Crack Theory, em que, avalia-se a carga última da peça 

em função do critério de ruína e em função da relação carga x rotação. 

 

O presente capítulo tenciona apresentar e avaliar uma proposta empírica que descreva o critério 

de ruína das lajes lisas reforçadas com fibras de aço. Posteriormente, o referido critério será 

utilizado no cálculo da resistência à punção de lajes reforçadas com fibras. 

 

A proposta do critério de ruína foi fundamentada nos ensaios experimentais mostrados na Tabela 

E.1 do Anexo E, os quais compuseram a base de dados desta análise. As lajes apresentadas na 

referida tabela não apresentavam qualquer tipo de armadura de cisalhamento (estribos/studs) e 

foram ensaiadas simetricamente (ausência de momentos fletores desbalanceados) até a ruína, a 

qual foi por puncionamento. Dentre as 154 lajes listadas, 37 peças não foram reforçadas com 

fibras, enquanto as 117 lajes restantes foram reforçadas com fibras de aço do tipo “hooked”, 

“twisted”, “crimped”, “corrugated”, “paddle” e “Japanese”.  

 

A base de dados utilizada nesta pesquisa abrangeu uma ampla variedade de ensaios, ressaltando-

se que as peças apresentaram propriedades que variaram em: fc ∈ [14;93] MPa, d ∈ [13;180] 

mm, ρ ∈ [0.4;2.75] %, Vf≤2.0% e lf/df≤100. Dentre as lajes em concreto reforçado com fibras de 

aço (CRFA) verificou-se que em 111 lajes o CRFA foi aplicado em toda a volumetria da laje, 

enquanto em 6 lajes o CRFA foi aplicado apenas numa região próxima da área carregada.  

Quanto à simulação da ligação laje x pilar, foram observados os casos em que o pilar era ligado 

monoliticamente à laje e os casos em que o pilar era simulado por placas de aço. A seção 

transversal dos pilares, ou das placas de aço, variou em quadrada e circular. 
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13.1- APRESENTAÇÃO DO CRITÉRIO DE RUÍNA 
 

Admitindo-se que a resistência à punção de uma laje convencional (sem fibra) possa ser 

estabelecida segundo o método da seção crítica, ou seja, em que a tensão resistente, νR, é definida 

como o valor da carga de punção, Vu, dividida pela área de uma superfície crítica normal ao 

plano da laje, b0·d, pode-se escrever que:  

Eq. (13) Cont Eq. 

db

Vu
R

⋅
=

0

ν  Eq. (13.1)  

 

onde b0 representa o perímetro crítico distante α·d da face do pilar (ver a Figura 13.1). 

Figura 13- Cont Fig 

α⋅d

2⋅rc

 

r

α⋅d

 
a) Pilar circular b) Pilar quadrado 

Figura 13.1- Perímetro crítico adotado no cálculo da punção 

 

Admite-se que a contribuição da parcela resistente da fibra possa ser incorporada à equação 

Eq.13.1 por meio do fator kf, conforme mostra a equação abaixo. 

 

1

1
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f

u
R

kdb

V
⋅

⋅
=ν  Eq. (13.2)  

 

onde kf é um fator que depende das propriedades das fibras, tais como, Vf, lf/df e τb, sendo τb (ver 

equação Eq. 13.3) o valor da resistência de aderência interfacial entre a fibra e o concreto. A 

constante a1 define a intensidade com que as fibras influenciam a resistência da laje. 
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Com o intuito de adaptar a equação Eq. 13.2 à teoria da fissura crítica proposta por MUTTONI 

(2003), escreve-se a referida equação em função da abertura, w, e da rugosidade da fissura, sendo 

o último parâmetro descrito em função do diâmetro do agregado, d0, conforme mostra a equação 

Eq. 13.4. Entretanto, segundo MUTTONI e SCHWARTZ (1991), o valor de w é assumido ser 

proporcional ao produto ψ·d, sendo assim, a equação Eq. 13.4 pode ser reescrita na equação Eq. 

13.5. 

 

( )0

0
1

d,wf
kdb

V
ca

f

u ⋅=
⋅⋅

ν  Eq. (13.4)  

 

daa

a

kdb

V c
a

f

u

⋅⋅+

⋅
=

⋅⋅ ψ

ν

43

2

0
1

 Eq. (13.5)  

 

De acordo com MUTTONI (2008), pesquisas como as de Walraven e de Vecchio e Collins 

propõem que a contribuição do engrenamento dos agregados na resistência ao cisalhamento pode 

ser considerada multiplicando-se o valor de ψ·d por kdg, kdg=1/(dg0+dg), sendo dg0=16 mm 

(diâmetro de referência) e dg o valor do diâmetro máximo do agregado. Nos concretos leves, 

admite-se dg=0, uma vez que a fissura desenvolve-se através do agregado. Sendo assim, 

apresenta-se a equação Eq. 13.6, a qual descreve o critério de ruína da laje reforçada com fibras 

de aço. 
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sendo νc o valor da tensão limite de cisalhamento da laje. Os valores das constantes ai (i=1, 2, 3 e 

4) e dos parâmetros kf e νc, serão definidos posteriormente. Nas análises realizadas nesta 

pesquisa, admitiu-se satisfatório definir o valor da rotação ψ em função da flecha w (ver as 

equações Eq. 13.7 e 13.8), uma vez que w é uma grandeza comumente monitorada nos ensaios. 

As variáveis envolvidas na referida equação são explicadas na Figura 13.2. 

 

rL

w

−

⋅
=

2
ψ   (Pilar com seção transversal quadrado) Eq. (13.7)  

 



 204

crL
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Figura 13.2- Cálculo aproximado da rotação 

 

 

13.2- PROPOSTAS PARA O CRITÉRIO DE RUÍNA 
 

Os valores das constantes ai, as quais definem a equação Eq. 13.6, foram estabelecidas com base 

em análises empíricas sobre os resultados mostrados na Tabela E.1 (Anexo E). Os parâmetros b0, 

distante d/2 da face do pilar, e νc foram baseados nas prescrições do ACI 318 (2008), ver, 

respectivamente, as equações Eq. 13.9 e 13.10. 

 

drb ⋅+⋅= π40  (pilar quadrado) Eq. (13.9)  

 

cc f. ⋅= 330ν  Eq. (13.10)  

 

sendo r a dimensão do pilar quadrado.  

 

Quanto ao fator kf, foram sugeridas três propostas para representar a influência das fibras sobre o 

critério de ruína das lajes. As propostas foram baseadas nas grandezas Vf, lf/df e τb conforme 

mostram as equações abaixo. 
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As Figuras de 13.3 a 13.5 apresentam os resultados preliminares da análise empírica. Nestas 

análises, adotou-se a1 variando em 1/3, 1/2 e 1 e a2=1. Nas Figuras de 13.3 a 13.5 também se 

adotou uma notação simplificada sobre os eixos das abscissas e das ordenadas, a qual facilitou a 

obtenção das constantes a3 e a4. A referida notação é apresentada nas expressões seguintes.  
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sendo Eq. 13.16 as equações apresentadas junto aos gráficos das Figuras de 13.3 a 13.5. 

 

Com o intuito de evitar os resultados que pudessem comprometer a confiabilidade da análise, as 

lajes com d<80 mm foram descartadas, visto que o fator de escala pode influenciar 

negativamente nos resultados. Além disto, as lajes que apresentaram uma perda de 15% na 

resistência à compressão do concreto devido à adição das fibras, também foram desconsideradas, 

pois, a referida perda traduz-se em processo de preparo inadequado do concreto.  
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Figura 13.3- Proposta 01 
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Figura 13.4- Proposta 02 
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Figura 13.5- Proposta 03 

 

A análise dos gráficos mostrou que os resultados mais satisfatórios, ou seja, com o valor de R2 

menos comprometido, foram apresentados pela Proposta 01, nas Figuras 13.3 (a) e (b), onde, a 

princípio, verificaram-se os resultados menos dispersos. Na seção seguinte, as respostas 

fornecidas pelas Figuras 13.3 (a) e (b) serão julgadas com maior rigor. 

 

13.3- ANÁLISE CRITERIOSA DAS PROPOSTAS PARA O CRITÉRIO DE RUÍNA 
 

A presente análise consiste em avaliar a dispersão e o nível de conservadorismo das duas 

propostas estabelecidas anteriormente para descrever o critério de ruína de lajes lisas reforçadas 

com fibras de aço. Para este propósito, será julgado o parâmetro λ=Vexp,i/Vteo,i, (i=1,2) o qual 

relaciona os resultados experimentais e teóricos. Os valores de λ também serão avaliados 

segundo uma adaptação do critério de penalidade proposto por COLLINS (2001), o Demerit 

Points Classification – DPC, ver a Tabela 13.1. Nestas análises, as propostas apresentadas nas 

Figuras 13.3 (a) e (b) para o critério de ruína (Failure Criterion) são designadas, respectivamente 

por FC1 e FC2. Os resultados teóricos e experimentais que definem o parâmetro λ foram obtidos 

pelas seguintes equações: 
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Resultados teóricos: 
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Resultados experimentais: 
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Tabela 13- Cont Tabela 

Tabela 13.1- Adaptação do critério de COLLINS (2001) - DPC 

λ=Vexp,i/Vteo,i Classificação Penalidade 

< 0.50 Extremamente perigoso 10 

[0.50-0.85[ Perigoso 5 

[0.85-1.15[ Segurança apropriada 0 

[1.15-2.00[ Conservador 1 

≥ 2.00 Extremamente conservador 2 

 

O desempenho das propostas é apresentado na Figura 13.6. Nas Figuras 13.6 (a) e (b) mostram-

se as precisões dos modelos, relacionando-se Vexp,i e Vteo,i. Na Figura 13.6 (c) é apresentada a 

porcentagem de resultados favoráveis à segurança, λ≥1, e finalizando, a Figura 13.6 (d) 

apresenta a dispersão dos resultados por meio da curva “box and whiskers”, a qual exibe os 

valores mínimo, máximo, primeiro (Q1), segundo (Q2) e terceiro (Q3) quartil.  

 

O resumo da análise é apresentado na Tabela 13.2, a qual exibe a classificação das propostas 

segundo a adaptação do critério de Collins e apresenta valores estatísticos como a média (Med), 

o desvio padrão (DP) e o coeficiente de variação (CV). 
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Figura 13.6- Análise dos resultados 

 

Tabela 13.2- Classificação segundo o critério de COLLINS (2001) 

Propostas FC1 FC2 

λ=Vexp,i/Vteo,i N° peça Penal. N° peça Penal. 

< 0.50 0 0 0 0 

[0.50-0.85[ 3 15 6 30 

[0.85-1.15[ 28 0 24 0 

[1.15-2.00[ 9 9 10 10 

≥ 2.00 0 0 0 0 

Total 40 24 40 40 

Resumo estatístico 

Propostas FC1 FC2 

Média (Med) 1.04 1.03 

DP 0.17 0.21 

CV (%) 15.97 19.94 

 

A Figura 13.6 e a Tabela 13.2 mostraram que as respostas da proposta FC1 foram mais 

satisfatórias que as da proposta FC2, sendo assim, sugerem-se as considerações de FC1, ver a 
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Figura 13.3 (a), para representar o critério de ruína das lajes lisas reforçadas com fibras de aço. A 

expressão final do referido critério é apresentada na equação Eq. 13.21.  
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A equação Eq. 13.21 apesar de descrever satisfatoriamente o critério de ruína das lajes lisas 

reforçadas com fibras de aço, apresenta o inconveniente de não ser aplicável ao caso de Vf=0. 

Para transpor este inconveniente, introduzem-se à equação Eq. 13.21 os coeficientes λf e µf, os 

quais adaptam a referida equação aos casos de Vf=0. Por fim, a expressão final que descreve o 

critério de ruína das lajes reforçadas com fibras de aço é apresentada pela equação Eq. 13.22. A 

comparação da equação Eq. 13.22 com os resultados experimentais apresentados na Tabela E.1 

(Anexo E) e os do presente estudo é ilustrada na Figura 13.7.  
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Quando Vf=0, a equação Eq. 13.22 assume a forma apresenta na equação Eq. 13.26, a qual 

corresponde ao critério de ruína proposto por RUIZ e MUTTONI (2008), ver seção 6.1.11. 
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Figura 13.7- Critério de ruína adotado – Experimental x Teórico 

 

A expressão empírica sugerida para descrever o critério de ruína das lajes reforçadas com fibras 

de aço, Eq. 13.22, apresentou respostas satisfatórias, entretanto, os resultados do presente estudo, 

mostraram que o desenvolvimento de uma formulação fundamentada em conceitos 

mecânicos/físicos é necessário para estabelecer-se com maior rigor o momento da ruína das lajes 

de CRFA. 
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14- PROPOSTAS ANALÍTICAS PARA ESTABELECER A 
RELAÇÃO CARGA X ROTAÇÃO DE LAJES DE CRFA E A 
CONTRIBUIÇÃO DA FIBRA VR,f NA RESISTÊNCIA À PUNÇÃO  
 

O presente estudo tenciona adaptar as formulações de MUTTONI (2008) aos casos de lajes lisas 

reforçadas com fibras de aço. Para isto, será discutida a relação carga x rotação, a qual 

combinada ao critério de ruína apresentado no Capítulo 13 permitirá o cálculo da resistência 

última à punção de lajes reforçadas com fibras. Além disto, também será apresentada uma 

proposta, a qual se baseia nos estudos de MUTTONI e RUIZ (2010) e adota a lei constitutiva 

tensão x abertura de fissura sugerida pelo CEB-FIP (2010) para estabelecer a parcela de 

contribuição da fibra de aço na resistência à punção. 

 

14.1- RELAÇÃO CARGA X ROTAÇÃO 
 

A relação carga x rotação apresentada neste trabalho é fundamentada nas recomendações 

propostas por MUTTONI (2008). A referida relação será estabelecida analisando-se uma laje 

com propriedades axissimétricas, ver a Figura 14.1 (a), e que se encontra sob carregamento 

crescente. Em estágios avançados de carga observa-se que o padrão de fissuração divide a laje 

em segmentos radiais. Cada segmento é delimitado pela fissura tangencial que se forma próximo 

ao pilar, por duas fissuras radiais e pelo bordo da laje, ver a Figura 14.1 (b). 

 

De acordo com KINNUNEN e NYLANDER (1960), SHEHATA (1985), ALEXANDER e 

SIMMONDS (1991), os referidos segmentos rotacionam como corpos rígidos em torno do ponto 

que passa pela base da fissura de cisalhamento, ver a Figura 14.1 (c). O comportamento de corpo 

rígido permite assumir que a região da laje localizada além da fissura crítica apresenta rotação ψ 

constante, ver a Figura 14.1 (c). Segundo MUTTONI e SCHWARTZ (1991), a transmissão do 

esforço cortante V na ligação laje x pilar ocorre pela formação de uma biela de compressão que 

se localiza na região externa à fissura crítica, ver a Figura 14.1 (c). Esta hipótese permite adotar 

momento fletor radial constante na região interna à fissura crítica, uma vez que as forças nas 

armaduras radiais também são constantes nesta região.  

Figura 14- Cont Fig 
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c) Laje no instante da ruína 

Figura 14.1- Características das lajes 

 

Na Figura 14.1 (a), os valores rc, r0, rq e rs, indicam, respectivamente, os raios da seção do pilar, 

da posição da superfície crítica, r0=rc+d/2, da posição da carga e do bordo da laje. Os esforços 

que se desenvolvem no segmento radial são apresentados na Figura 14.2 (a), onde Fcr e Fsr 

representam as resultantes das forças provenientes do concreto e da armadura na direção radial e 

Fct e Fst referem-se às resultantes das forças do concreto e da armadura na direção tangencial. As 

tensões de tração  σf,r e σf,t representam a contribuição das fibras nas direções radial e tangencial 

e por fim, V e VR representam as forças cortantes solicitante e resistente. Os binários oriundos 

das forças do concreto, das armaduras e das resultantes das tensões de tração σf,r e σf,t nas 

direções radial e tangencial, ver a Figura 14.2 (a), são transcritos na Figura 14.2 (b) na forma de 

momentos fletores mr e mt, os quais representam, os momentos radial e tangencial (no valor de 

mr foram desconsideradas as componentes verticais da armadura, dowel actions, e das fibras). 
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c) Diagrama de corpo livre  

Figura 14.2- Esforços atuantes no segmento radial 

 

A representação exibida na Figura 14.2 (c) descreve uma peça axissimétrica, entretanto, quando 

a ligação laje x pilar apresenta geometria quadrada, admite-se que esta ligação possa ser 

convertida em uma peça axissimétrica equivalente aplicando-se as correlações apresentadas nas 

equações Eq. de 14.1 a 14.3. A dedução das referidas equações são discutidas no Anexo G.1. As 

grandezas apresentadas nas referidas equações são explicadas na Figura 14.3. 

Eq. (14) Cont Eq. 

π

r
r eq,c

⋅
=

2
 Eq. (14.1)  

 



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=
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 Eq. (14.3)  
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a) Laje quadrada  b) Laje axissimétrica equivalente 

Figura 14.3- Correlação entre lajes quadradas e axissimétricas 

 

Conforme apresentado em GUANDALINI (2005) e MUTTONI (2008), a relação carga x 

rotação de uma laje com características axissimétrica pode ser obtida diretamente do diagrama 

momento x curvatura, ou quadrilinear (4L) ou bilinear (2L), ver a Figura 14.4.  
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a) Relação m x χ (4L) e (2L) b) Relação m x r (4L) 

Figura 14.4- Relação m x χ e m x r 

 

Na Figura 14.4, os valores de mcr e mR representam, respectivamente, o momento de fissuração e 

o momento resistente último da peça. Os valores de E·I0 e E·I1 são a rigidez da peça antes e após 

a fissuração. Os valores rcr, r1 e ry são as distâncias sobre a laje, medidas do centro do pilar, 

referentes às curvaturas χcr, χ1 e χy, onde os índices dizem respeito, respectivamente, ao início da 

fissuração, à estabilização das fissuras e ao escoamento da armadura. 
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Sendo assim, realizando-se o equilíbrio dos momentos em relação ao ponto O’, Figura 14.2 (c), 

obtém-se: 
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Na equação Eq. 14.6, o valor de mt é função da distância r, esta relação sugere que o diagrama 

momento x curvatura (4L) apresentado na Figura 14.4 (a) seja reescrito em função da distância r, 

conforme mostrou a Figura 14.4 (b). Admitindo a relação apresentada na equação Eq. 14.7, a 

transcrição de m(ψ) em m(r) é feita realizando-se um simples procedimento de mudança de 

variável. 
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Após a operação matemática sobre a relação m x χ (4L), a equação Eq. 14.8, ver a Figura 14.4 

(a), assume a forma mostrada na equação Eq. 14.9, ver a Figura 14.4 (b). 
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Dando prosseguimento, com base na Figura 14.4 (b) e chamando:  
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Substituindo a equação Eq.14.14 em Eq. 14.11, obtém-se,  
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Por fim,  

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) 

















−⋅

+−⋅⋅⋅+−⋅⋅⋅

+−⋅+−⋅⋅⋅+⋅

⋅
−

⋅
=

0

1111

100

2

rrm

rrIErlnrlnIE

rrmrlnrlnIErm

rr
V

yR

ytsy

crcrcrsr

cq
ψ

ψψχψψψ

ψψψψψ
π

ψ  

 Eq. (14.16)  

 

A equação Eq.14.16 descreve a relação carga x rotação. O operador matemático ‹x›=x se x≥0 e 

‹x›=0 se x<0. Na referida equação, o valor de mr(ψ) representa o momento fletor radial 

correspondente à rotação ψ (ver equação Eq. 14.8). O valor de mR foi estabelecido seguindo as 

recomendações do CEB-FIP (2010), onde um processo iterativo é realizado até atingir o 
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equilíbrio dos esforços internos na seção transversal da laje, ver a Figura 14.5. Maiores detalhes 

sobre o cálculo de mR encontram-se no Capítulo 7. O cálculo de mcr é apresentado na equação 

Eq. 14.17. 
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Figura 14.5- Critério utilizado no cálculo de mR – CEB-FIP (2010) 

 

Na equação Eq. 14.16, os valores rcr(ψ), r1(ψ) e ry(ψ) representam as posições sobre a laje, 

medidos a partir do centro do pilar, referentes às curvaturas χcr(ψ), χ1(ψ) e χy(ψ), e, cujos valores 

são estabelecidos conforme segue. 
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No cálculo de E·I0, ver a equação Eq 14.21, não é considerado as contribuições das armaduras. O 

cálculo de E·I1 foi realizado, ver a equação Eq. 14.22, admitindo que a rigidez das peças 

convencionais de concreto armado poderia ser aplicada as peças reforçadas com fibras de aço. A 

consideração anterior, apesar de inadequada, fez-se necessária, visto que não foram encontradas 

pesquisas que descrevessem adequadamente a referida grandeza. A contribuição da fibra no 
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cálculo de E·I1 foi considerada indiretamente apenas no valor da linha neutra x. A dedução de 

E·I1 é apresentada no Anexo G.2. 
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Na equação Eq. 14.22, β é um fator de equivalência sobre o layout das armaduras, uma vez que a 

dedução da equação Eq. 14.16 foi baseada no conceito axissimétrico e a distribuição usual das 

armaduras é do tipo ortogonal. Segundo MUTTONI (2008), adotar β=0.6 conduz a resultados 

satisfatórios. O cálculo da linha neutra, x, seguiu as recomendações do CEB-FIP (2010) e 

encontra-se detalhado no capítulo referente ao cálculo do momento resistente, ver a Figura 14.5.  

 

O fator χts utilizado na equação Eq. 14.16 leva em conta a capacidade do concreto em reter 

tensões de tração entre fissuras, tension stiffening. De acordo com MUTTONI (2008), o valor de 

χts pode ser calculado simplificadamente por: 
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14.2- RELAÇÃO CARGA X ROTAÇÃO SIMPLIFICADA 
 

A equação Eq. 14.16 deduzida na seção anterior apresentou a relação carga x rotação em função 

do diagrama momento x curvatura (4L). Nesta seção, será apresentada, seguindo ainda as 

recomendações de MUTTONI (2008), uma formulação simplificada para representar a relação 

carga x rotação em situações práticas de projeto. Conforme apresentou a Figura 14.4 (a), para 

que a relação carga x rotação seja completamente descrita em função do diagrama m x χ (2L), 

ou, do diagrama m x r (2L), ver as Figuras 14.6 (a) e (b), é necessário considerar a peça em 

regime elástico (ry<r0) e elasto-plástico (r0<ry<rs). 
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b) Relação m x r (2L) 

Figura 14.6- Hipóteses adotadas para estabelecer a relação carga x rotação simplificada 

 

Sendo assim, realizando-se o equilíbrio dos momentos fletores em função do ponto O’ para o 

caso elástico, ry<r0, ver a Figura 14.6 (a), obtém-se: 
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Chamando-se a integral anterior de INT, tem-se: 
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onde, 
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Substituindo os termos, encontra-se: 

 

( )
( )









⋅⋅⋅+⋅⋅⋅=

⋅

−
⋅

0
10

0
12 r

r
lnIEr

r
IE

rr
V scq

ψ
ψ

π
ψ  Eq. (14.28)  

 

( ) ( ) 















+⋅⋅⋅⋅

−

⋅
=

0
1 1

2

r

r
lnIE

rr
V s

cq

ψ
π

ψ  para ry<r0 (regime elástico) Eq. (14.29)  

 

Analogamente, para o caso elasto-plástico, r0<ry<rs, obtém-se: 
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Eq. (14.33)  
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Com base em pesquisas experimentais, AZEVEDO (1999), HOLANDA (2002), NGUYEN-

MINH et al. (2011) e CHENG e PARRA (2010), é razoável admitir, ver a Figura 14.7, que a 

rotação da laje ψ seja proporcional a (V/Vflex)
3/2, onde V e Vflex são, respectivamente, a força 

cortante atuante e a carga correspondente à ruína por flexão da laje. Na Figura 14.7, as curvas 

cheias e tracejadas representam, respectivamente, os resultados experimentais e as suas 

respectivas curvas de tendência. Sendo assim, escreve-se: 
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Figura 14.7- Relação ψ x V/Vflex de alguns estudos experimentais 

 

O valor de Vflex é estabelecido admitindo ry=rs, ver a Figura 14.6 (b). Desta maneira, escreve-se: 
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Eq. (14.36)  
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Eq. (14.37)  
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⋅⋅⋅= π2  para ry=rs (carga de ruína por flexão) 

 

Eq. (14.40)  

 

Combinando as equações Eq. 14.34 e 14.40, e admitindo a relação ry=0.35·rs, a qual foi 

fundamentada em resultados experimentais, é possível estabelecer a equação Eq. 14.41. A 

dedução da referida equação é apresentada no Anexo G.3. 
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A equação Eq. 14.41, além de apresentar a relação entre ψ e V/Vflex, também apresenta as 

grandezas, mR, rs, E·I1, envolvidas na referida relação. Definida a equação Eq. 14.41, pode-se 

agora reescrever a equação Eq. 14.35 da seguinte maneira,  
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⋅∆=ψ  Eq. (14.42)  

 

onde ∆  é a constante que relaciona ψ e (V/Vflex)
3/2 e cujo valor será estabelecido por meio de 

análise dimensional. Na referida análise, serão utilizados os mesmos parâmetros apresentados na 

equação Eq. 14.41, ou seja, mR, rs, E·I1. Após a realização da análise, obtém-se a equação Eq. 

14.43, cuja dedução encontra-se no Anexo G.4. 
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sendo ∆  definido em função de resultados experimentais. Nesta pesquisa, recomenda-se ∆ =0.65 

quando se utiliza concreto normal e ∆ =1.625 para concreto leve. Para os casos de lajes 

axissimétricas, o valor de Vflex é calculado de acordo com a equação Eq. 14.40, entretanto, para 

os casos de lajes quadradas, admite-se a relação simplificada da teoria das linhas de ruptura 

Vflex=8·mR. A equação Eq. 14.43 representa a relação carga x rotação simplificada, a qual se 

sugere empregar em situações práticas de projeto.  

 

Se for admitida a ausência de armadura de flexão na zona comprimida e que o esmagamento do 

concreto e o escoamento das armaduras na zona tracionada ocorrerem concomitantemente 

(dimensionamento balanceado à flexão), a equação Eq. 14.43 pode ser reescrita na equação Eq. 

14.44. A dedução da referida equação é apresentada no Anexo G.5. 
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onde o novo valor de ∆  também é definido em função de resultados experimentais. Nesta 

pesquisa, recomenda-se ∆ =0.358 quando se utiliza concreto normal e ∆ =0.894 para concreto 

leve. O valor de fFtu(wu) representa a resistência residual à flexão no estado limite último, sendo 

wu o valor da abertura máxima da fissura aceitável em projeto. O cálculo desta grandeza será 

discutido na seção seguinte (Eq. 14.63). Os valores de ρ, fsy e Es representam, respectivamente, a 

taxa de armadura, a tensão de escoamento e o módulo de elasticidade da armadura de flexão. O 

parâmetro c’ representa a distância da armadura de flexão à face mais tracionada do concreto 

(valor ∆·d na Figura 14.5). 

 

 

14.3- CONTRIBUIÇÃO DA FIBRA 
 

De acordo com os códigos: CEB-FIP (1990), EC2 (2004), ACI 318 (2008) e outros, a resistência 

à punção de uma laje lisa, sem a solicitação de momentos desbalanceados, pode ser definida por: 

 

s,Rc,RR VVV +=  Eq. (14.45)  

 

onde VR,c e VR,s representam, respectivamente as contribuições do concreto e das armaduras de 

cisalhamento. Para os casos em que o concreto é reforçado com fibras de aço, a parcela resistente 
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proveniente do concreto, VR,c, pode ser decomposta em duas partes, as quais consideram as 

contribuições isoladas da matriz de concreto, VR,m, e das fibras, VR,f, conforme segue: 

 

f,Rm,Rc,R VVV +=  Eq. (14.46)  

 

O cálculo de VR,m (normalmente designado nos códigos de projeto por VR,c) pode ser estabelecido 

aplicando-se as prescrições de qualquer código de projeto. No que diz respeito ao cálculo de VR,f, 

vários estudos, NARAYANAN e DARWISH (1987), ALEXANDER e SIMMONDS (1992), 

HARAJLI et al. (1995), CHOI et al. (2007), MUTTONI e RUIZ (2010) e HIGASHIYAMA et 

al. (2011), vem sendo realizados para estabelecer esta grandeza, porém, até o presente momento, 

nenhum procedimento de cálculo foi definido de forma unânime entre os pesquisadores.  

 

Com o intuito de contribuir ao entendimento do assunto, propõe-se nesta seção uma abordagem 

simples e prática para o cálculo de VR,f. O referido cálculo baseia-se no modelo constitutivo 

apresentado pelo CEB-FIP (2010), na teoria da fissura crítica de cisalhamento apresentada por 

Muttoni e na hipótese da laje apresentar propriedades axissimétricas.  

 

Conforme mencionado anteriormente, em níveis avançados de carregamento, supõe-se que a laje 

divide-se em segmentos radiais que rotacionam como corpos rígidos. Na região da laje interna à 

fissura crítica admite-se que a transferência de tensão, σf(w), que ocorre na superfície de ruína 

corresponde ao valor de VR,f, ver a Figura 14.8 (a). 
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a) Distribuição das tensões 

Figura 14.8- Contribuição das fibras no valor da resistência à punção (Continua) 
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b) Distribuição da abertura da fissura  

Figura 14.8- Contribuição das fibras no valor da resistência à punção 

 

De acordo com a teoria da fissura crítica de cisalhamento, a abertura da fissura, w, é proporcional 

ao produto ψ·d. Sendo assim, com base na Figura 14.8 (b), escreve-se: 

 

zw ⋅αψ  Eq. (14.47)  

 

( ) zz,w ⋅⋅= ψµψ  Eq. (14.48)  

 

onde µ é o coeficiente que relaciona a rotação com a abertura da fissura. Sem apresentar muitas 

explicações, RUIZ e MUTTONI (2009) adotam µ=0.5 para fins de projeto. Acredita-se que o 

valor de µ adotado pelos autores tenha sido estabelecido ou em função da lei σf(w) adotada pelos 

mesmos, ou com base em resultados experimentais. Para os casos em que a laje é reforçada com 

fibra de aço, sugere-se neste estudo, µ≈2.5. Este valor compatibiliza a rotação última ψu, a qual é 

estimada nesta pesquisa pela equação Eq. 14.20, ψy, com a abertura de fissura máxima de 

projeto, wu, a qual se admitiu variando entre 2.0 e 3.0 mm (considerou-se nestes cálculos χts=0). 

 

Apresentada as considerações iniciais, o cálculo de VR,f inicia admitindo-se que a tensão 

σf(w)=σf(ψ,z) possa ser representada pelo modelo constitutivo linear  σ x w sugerido no CEB-FIP 

(2010). Sendo assim, tem-se: 

 

( ) ( ) ( ) 02050
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.

w
fwfwσ  Eq. (14.49)  

 

ou, reescrevendo a equação anterior em função de (ψ,z), obtém-se: 

 

( ) ( ) 02050
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sendo, 
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1450 RFts f.f ⋅=  Eq. (14.51)  

 

Na equação Eq. 14.50, as tensões fFts e fFtu representam, respectivamente, as resistências 

residuais à flexão no estado limite de serviço e último, fR1 e fR3 são os valores de resistência 

residuais à tração por flexão. As recomendações do CEB-FIP (2010) sugerem que os valores de 

fR1 e fR3 sejam obtidos da curva experimental carga x CMOD, sendo assim, a aplicação da 

equação Eq. 14.50 torna-se diretamente dependente de ensaios experimentais. Com o intuito de 

atribuir praticidade à equação Eq. 14.50, admiti-se que os valores das tensões fR1 e fR3 possam ser 

descritos pelas equações Eq.14.52 e 14.53, ou seja, admite-se que as referidas tensões são 

definidas em função de parâmetros que apresentam importância fundamental no comportamento 

do reforço com fibras de aço. A abordagem detalhada das equações Eq. 14.52 e 14.53 foi 

apresentada no Capítulo 12.   
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Após ser definida a tensão σf(ψ,z), o cálculo da contribuição da fibra na resistência à punção, VR,f, 

é estabelecido desenvolvendo-se a integral de σf(ψ,z) em A0, onde A0,  ver a Figura 14.8 (a), 

representa a projeção horizontal da superfície de ruína. O resultado final de VR,f é apresentado na 

equação Eq. 14.55. A resolução completa da referida equação é discutida no Anexo G.6. 
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sendo,  

 

Ftsf=Ω1  Eq. (14.56)  
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Uma abordagem simplificada no cálculo de VR,f é estabelecida quando admiti-se 

σf(ψ,z)=σf(w)=σf(wu), sendo wu o valor da abertura máxima da fissura aceitável em projeto. 

Segundo o CEB-FIP (2010), no que diz respeito à punção, o cálculo da resistência à tração 

residual última de um elemento reforçado com fibra, fFtu, é realizado considerando wu=1.5 mm. 

Desta maneira, pode-se escrever: 
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onde, 
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Sendo assim, obtém-se: 
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onde, 
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mm .wu 51=  Eq. (14.66)  

 

 

14.4- PRESCRIÇÃO DA CARGA ÚLTIMA DAS LAJES DO PRESENTE ESTUDO 
 

14.4.1- Propostas que definem a relação carga x rotação 
 

A performance das propostas apresentadas pelas equações Eq. 14.16, 14.43 e 14.44 em descrever 

a relação carga x rotação é apresentada nas Figuras de 14.9 a 14.11, a qual mostra a comparação 

entre os resultados teóricos e experimentais das lajes do presente estudo. Nas referidas figuras, as 

equações Eq. 14.16, 14.43 e 14.44 são denominadas, respectivamente, por Teo-compl, Teo-simpl 

e Teo-bal. Nesta mesma figura, as curvas Teo-CSCT representam a proposta de MUTTONI e 

RUIZ (2010) e a relação υR/υc do eixo das ordenadas é explicada na equação Eq.14.67 (carga 

normalizada). 
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Figura 14.9- Relação carga x rotação experimental e teórica – Lajes Lvf60fc50 e Lvf60fc70 
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Figura 14.10- Relação carga x rotação experimental e teórica – Lajes Lvf75fc50 e Lvf75fc70 
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Figura 14.11- Relação carga x rotação experimental e teórica – Lajes Lvf90fc50 e Lvf90fc70 

 

De um modo geral, as formulações propostas neste trabalho são ligeiramente mais rígidas que as 

curvas propostas pela Teo-CSCT, porém ambos os modelos descreveram satisfatoriamente a 

resposta experimental carga x rotação. No que diz respeito à prescrição da resistência à punção, 

as Figuras de 14.12 a 14.14 apresentam a correlação entre as curvas carga x rotação e o critério 

de ruína proposto nesta pesquisa (curva verde), o qual estabelece a capacidade resistente da laje 

à punção. Nestas mesmas figuras, a curva amarela representa o critério de ruína proposto por 

MUTTONI e RUIZ (2010). 
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Figura 14.12- Relação entre as curvas carga x rotação e critério de ruína – Lajes Lvf60fc50 e Lvf60fc70 
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Figura 14.13- Relação entre as curvas carga x rotação e critério de ruína – Lajes Lvf75fc50 e Lvf75fc70 
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Figura 14.14- Relação entre as curvas carga x rotação e critério de ruína – Lajes Lvf90fc50 e Lvf90fc70 

 

No capítulo destinado à proposta do critério de ruína, discutiu-se que a natureza empírica deste 

critério não satisfez às expectativas experimentais das lajes em análise. Nas Figuras de 14.12 a 

14.14 verificou-se que o referido critério conduziu, de um modo geral, à resultados perigosos, 

0.5≤λ<0.85, sendo λ=Vexp/Vteo a relação entre os resultados (carga última) experimentais e 

teóricos. O resumo dos cálculos é exibido na Tabela 14.1 em função de λ. Nesta mesma tabela 

apresenta-se também a performance de Teo-CSCT. 

Tabela 14- Cont Tabela 

Tabela 14.1- Avaliação das prescrições da resistência à punção 

Vexp λ=Vexp/Vteo 
Laje  

(kN) Teo-compl Teo-simpl Teo-bal Teo-CSCT 

Lvf60fc50 386.08 0.74 0.72 0.74 0.86 

Lvf60fc70 462.03 0.75 0.72 0.72 0.87 

Lvf75fc50 408.03 0.68 0.65 0.66 0.78 

Lvf75fc70 496.34 0.79 0.73 0.75 0.88 

Lvf90fc50 456.53 0.79 0.76 0.75 0.88 

Lvf90fc70 495.58 0.86 0.84 0.81 0.96 

Média (λmed) - 0.77 0.74 0.74 0.87 

DP - 0.06 0.06 0.05 0.06 

CV (%) - 7.87 8.44 6.60 6.65 

 

Acredita-se que os resultados apresentados por Teo-compl, Teo-simpl e Teo-bal, pouco 

favoráveis à segurança, 0.5≤λmed<0.85, seja consequência do arranjo incomum das armaduras de 

flexão destas lajes, que impossibilitou o critério de ruína proposto nesta pesquisa (curva verde) 

de capturar adequadamente o momento da ruína destas peças. A análise das Figuras de 14.12 a 

14.14 também mostrou que o critério de ruína proposto por Muttoni e Ruiz (curva amarela), de 

natureza semi-empírica, apesar de estabelecer com maior rigor o momento da ruína das lajes, 
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ainda assim apresentou λmed≈0.85. Dado o exposto, verifica-se que o desenvolvimento de um 

critério de ruína fundamentado em conceitos mecânicos/físicos é essencial para estabelecer-se 

com maior precisão o momento da ruína das lajes de CRFA. 

 

 

14.4.2- Propostas que definem o valor de VR,f 
 

As análises das propostas que prescrevem a contribuição das fibras, VR,f , ver as equações Eq. 

14.55 e 14.64, foram feitas em conjunto com as às prescrições de VR,c do CEB-FIP (2010), uma 

vez que, Vteo=VR=VR,c+VR,f. Nestas análises, as equações Eq. 14.55 e 14.64 foram denominadas, 

respectivamente, por Teo-complCEB,f e Teo-simplCEB,f. O resumo dos cálculos é exibido na Tabela 

14.2 em função de λ=Vexp/Vteo. 

 

Tabela 14.2- Avaliação das prescrições da resistência à punção (VR=VR,c+VR,f) 

Vexp λ=Vexp/Vteo 
Laje 

(kN) Teo-complCEB,f
(1) Teo-simplCEB,f 

Lvf60fc50 386.08 0.96 0.89 

Lvf60fc70 462.03 0.98 0.94 

Lvf75fc50 408.03 0.92 0.85 

Lvf75fc70 496.34 1.06 0.99 

Lvf90fc50 456.53 1.16 0.99 

Lvf90fc70 495.58 1.24 1.08 

Média (λmed) - 1.05 0.96 

DP - 0.13 0.08 

CV (%) - 11.87 8.56 
(1) O cálculo foi realizado admitindo tension stiffening χts=fct/(6·ρ·β·Es·h) 

 

A Tabela 14.2 mostrou que ambos os modelos, Teo-complCEB,f e Teo-simplCEB,f, apresentaram 

resultados satisfatórios, λmed≈1.0. Além da precisão favorável, os modelos também apresentaram 

dispersões baixas em seus resultados, conforme sugeriu os valores de desvio padrão e de 

coeficiente de variação, CV≈10 %. 
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15- ANÁLISE DAS PROPOSTAS 
 

O presente estudo analisa a performance das propostas apresentadas neste trabalho. Nestas 

análises, duas abordagens são apresentadas: a primeira avalia as relações carga x rotação e a 

segunda avalia os modelos que estabelecem a contribuição das fibras no cálculo da resistência à 

punção, VR,f. No que diz respeito à primeira abordagem, o cálculo da resistência à punção é 

realizado analisando-se em conjunto as curvas carga x rotação e critério de ruína. 

 

 

15.1- BASE DE DADOS (BD) 
 

A base de dados, BD, desta pesquisa é formada por 154 ensaios experimentais de punção, 

conforme mostra a Tabela E.1 do Anexo E. As lajes da BD não apresentavam qualquer tipo de 

armadura de cisalhamento (estribos/studs) e foram ensaiadas simetricamente (ausência de 

momentos fletores desbalanceados) até a ruína, a qual foi por punção. Dentre as 154 lajes 

citadas, 37 não foram reforçadas com fibras, enquanto as 117 lajes restantes foram reforçadas 

com fibras de aço do tipo “hooked”, “twisted”, “crimped”, “corrugated”, “paddle” e “Japanese”. 

A base de dados utilizada nesta pesquisa abrangeu uma ampla variedade de ensaios, sendo de 

realçar que as lajes apresentaram propriedades que variaram em: fc ∈ [14;93] MPa, d ∈ [13;180] 

mm, ρ ∈ [0.4;2.75] %, Vf≤2.0% e esbeltez, lf/df≤100. Dentre as lajes em concreto reforçado com 

fibras de aço (CRFA) verificou-se que em 111 lajes o CRFA foi aplicado em toda a volumetria 

da laje, enquanto em 6 lajes o CRFA foi apenas aplicado numa região próxima da área 

carregada. Quanto à simulação da ligação laje x pilar, existem casos em que o pilar foi ligado 

monoliticamente à laje e casos em que o pilar foi simulado por placas de aço. A seção transversal 

dos pilares, ou placas de aço, variou em quadrada e circular. 

 

Com o intuito de evitar resultados que possam comprometer a confiabilidade da análise, as lajes 

com d<80 mm foram descartadas, visto que o fator de escala pode influenciar negativamente os 

resultados da avaliação dos modelos. Além disto, as lajes que apresentaram uma perda de 15% 

na resistência à compressão do concreto devido à adição das fibras, não foram consideradas, pois 

a referida perda indica que o método de preparo do CRFA não foi adequado. 
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15.2- PROCEDIMENTO DA ANÁLISE 
 

A análise dos resultados consistiu em avaliar a dispersão e o nível de conservadorismo das 

propostas apresentadas anteriormente. Para tal foi considerado o parâmetro λ=Vexp/Vteo, 

correspondente ao quociente entre a resistência à punção registrada experimentalmente e prevista 

segundo os modelos. Os valores de λ foram avaliados segundo uma adaptação do critério de 

penalidade proposto por COLLINS (2001), o Demerit Points Classification – DPC, ver Tabela 

15.1. 

Tabela 15- Cont Tabela 

Tabela 15.1- Adaptação do critério de COLLINS (2001)- DPC 

λ=Vexp/Vteo Classificação Penalidade 

< 0.50 Extremamente perigoso 10 

[0.50-0.85[ Perigoso 5 

[0.85-1.15[ Segurança apropriada 0 

[1.15-2.00[ Conservador 1 

≥ 2.00 Extremamente conservador 2 

 

 

15.3- PROPOSTAS QUE DEFINEM A RELAÇÃO CARGA X ROTAÇÃO 
 

A performance das propostas apresentadas pelas equações Eq. 15.1, 15.2 e 15.3 em descrever a 

relação carga x rotação é apresentada nas Figuras de 15.1 a 15.3, a qual mostra a comparação 

entre resultados teóricos e experimentais. Nas referidas figuras e nas análises seguintes, as 

equações Eq. 15.1, 15.2 e 15.3 são denominadas, respectivamente, por Teo-compl, Teo-simpl e 

Teo-bal. Nesta mesma figura, as curvas vermelhas representam a curva critério de ruína, ver a 

equação Eq. 15.4, e a relação υR/υc do eixo das ordenadas é explicada na equação Eq.15.5 (carga 

normalizada). Comparações semelhantes também foram feitas a outras lajes apresentadas na 

Tabela E.1 (Anexo E), conforme apresenta o Anexo H.  
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Figura 15.1- Relação carga x rotação experimental e teórica – Apresentação 1 
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Figura 15.2- Relação carga x rotação experimental e teórica – Apresentação 2 
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Figura 15.3- Relação carga x rotação experimental e teórica – Apresentação 3 

 

As Figuras de 15.1 a 15.3 mostraram que a performance das propostas em descrever a relação 

carga x rotação foi satisfatória na maioria dos casos avaliados. O desempenho das propostas em 

prescrever a resistência última à punção é apresentado na Figura 15.4. Nas Figuras 15.4 (a), (b) e 

(c) mostram-se as precisões das propostas, ou seja, relaciona-se Vexp e Vteo. Na Figura 15.4 (d) é 

apresentada a porcentagem de resultados favoráveis à segurança, λ≥1, e finalizando, a Figura 

15.4 (e) apresenta a dispersão dos resultados por meio da curva “box and whiskers”, a qual exibe 

os valores mínimo, máximo, primeiro (Q1), segundo (Q2) e terceiro (Q3) quartil. 

 

O resumo da análise é apresentado na Tabela 15.2, a qual, além de exibir a classificação das 

propostas segundo a adaptação do critério de Collins, apresenta também valores estatísticos 

como a média (Med), o desvio padrão (DP) e o coeficiente de variação (CV). 
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Figura 15.4- Análise dos resultados (Continua) 
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Figura 15.4- Análise dos resultados 

 

Tabela 15.2- Classificação segundo o critério de COLLINS (2001) 

Propostas Teo-compl Teo-simpl Teo-bal 

λ=Vexp /Vteo N° peça Penal. N° peça Penal. N° peça Penal. 

< 0.50 0 0 0 0 0 0 

[0.50-0.85[ 2 10 5 25 4 20 

[0.85-1.15[ 37 0 38 0 39 0 

[1.15-2.00[ 11 11 7 7 7 7 

≥ 2.00 0 0 0 0 0 0 

Total 50 21 50 32 50 27 

Resumo estatístico 

Propostas Teo-compl Teo-simpl Teo-bal 

Média (Med) 1.04 1.00 1.01 

DP 0.13 0.13 0.13 

CV (%) 12.72 13.22 12.74 

 

A análise da Figura 15.4 e da Tabela 15.2 mostrou que as propostas apresentadas por Teo-compl, 

Teo-simpl e Teo-bal prescreveram satisfatoriamente a resistência à punção das lajes da Tabela 

E.1 (Anexo E). Verificou-se que as respostas apresentaram segurança apropriada e dispersão 

baixa.  

 

 

15.4- PROPOSTAS QUE DEFINEM O VALOR DE VR,f 
 

A análise das propostas que prescrevem a contribuição das fibras, VR,f , ver as equações Eq. 15.6 

e 15.7, foi feita em conjunto com as às prescrições de VR,c do EC2 (2004) e do CEB-FIP (2010), 

uma vez que, Vteo=VR=VR,c+VR,f. Nestas análises, as equações Eq. 15.6 e 15.7 foram 

denominadas, respectivamente, de Teo-complCOD,f e Teo-simplCOD,f, onde o índice COD 

identifica o código utilizado. As Figuras 15.5 e 15.6 apresentam os resultados da análise quanto à 

precisão, à segurança e à dispersão das prescrições e a Tabela 15.3 apresenta a classificação das 

propostas segundo a adaptação do critério de Collins. 
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Figura 15.5- Análise dos resultados de Teo-complCOD,f 
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Figura 15.6- Análise dos resultados de Teo-simplCOD,f (Continua) 
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Figura 15.6- Análise dos resultados de Teo-simplCOD,f 

 

Tabela 15.3- Classificação segundo o critério de COLLINS (2001) 

Propostas Teo-complEC2,f Teo-complCEB,f Teo-simplEC2,f Teo-simplCEB,f 

λ=Vexp /Vteo N° peça Penal. N° peça Penal. N° peça Penal. N° peça Penal. 

< 0.50 0 0 0 0 0 0 0 0 

[0.50-0.85[ 8 40 6 30 7 35 5 25 

[0.85-1.15[ 28 0 43 0 31 0 42 0 

[1.15-2.00[ 14 14 1 1 12 12 3 3 

≥ 2.00 0 0 0 0 0 0 0 0 

Total 50 54 50 31 50 47 50 28 

Resumo estatístico 

Propostas Teo-complEC2,f Teo-complCEB,f Teo-simplEC2,f Teo-simplCEB,f 

Média (Med) 1.05 0.97 1.06 0.98 

DP 0.22 0.11 0.24 0.11 

CV (%) 21.30 11.38 22.14 11.17 

 

As Figuras 15.5 e 15.6 e a Tabela 15.3 mostraram que a performance das propostas sugeridas nas 

equações Eq. 15.6 e 15.7 são influenciadas pelas prescrições que estabelecem os valores de VR,c. 

No que diz respeito às prescrições dos códigos EC2 (2004) e CEB-FIP (2010), as equações Eq. 

15.6 e 15.7 foram mais satisfatórias quando combinadas às prescrições do CEB-FIP, pois 

verificaram-se as respostas mais precisas e menos dispersas. 

 

 

15.5- INFLUÊNCIA DE ALGUNS PARÂMETROS IMPORTANTES NO 
COMPORTAMENTO DA LIGAÇÃO LAJE X PILAR REFORÇADA COM FIBRAS DE AÇO 
 

Com o intuito de verificar possíveis deficiências das propostas, análises foram realizadas para 

avaliar a influência que alguns parâmetros exercem sobre o valor médio de λ, λmed. Dentre os 

inúmeros parâmetros que influenciam o comportamento da ligação laje x pilar reforçada com 

fibras de aço, foram selecionados para esta análise os parâmetros Vf, lf/df, fc, d e ρ. Nas Figuras de 

15.7 a 15.11 são apresentadas as análises referentes às propostas Teo-compl, Teo-simpl e Teo-

bal, ou seja, as propostas que avaliam a relação carga x rotação. Nas Figuras de 15.12 a 15.16 
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apresentam-se as análises referentes às propostas que estabelecem o valor de VR,f. Nesta 

modalidade de análise, os valores de VR,f foram combinados apenas às prescrições de VR,c do 

CEB-FIP (2010).  

 

A Figura 15.7 apresenta a influência de Vf, nesta figura, é verificado que as lajes da base de 

dados foram divididas em grupos, VF1, VF2 e VF3, sendo o grupo intermediário correspondente 

aos casos usuais de aplicação de fibras. A Figura 15.7 mostra claramente que o parâmetro Vf não 

comprometeu a performance das propostas em análise. 
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λmed(VF1)=1.12 COV(VF1)=10.51% λmed(VF1)=1.09 COV(VF1)=9.28% λmed(VF1)=1.09 COV(VF1)=9.52% 

λmed(VF2)=1.02 COV(VF2)=13.69% λmed(VF2)=0.99 COV(VF2)=13.58% λmed(VF2)=1.00 COV(VF2)=12.92% 

λmed(VF3)=0.99 COV(VF3)=6.72% λmed(VF3)=0.92 COV(VF3)=11.73% λmed(VF3)=0.92 COV(VF3)=11.08% 

a) Teo-compl b) Teo-simpl c) Teo-bal 

VF1- Vf≤0.6 %; VF2- 0.6<Vf≤1.2 %; VF3- Vf>1.2 % 

Figura 15.7- Análise das propostas carga x rotação em função de Vf 

A Figura 15.8 apresenta o comportamento do fator λmed em função da esbeltez das fibras, lf/df. Os 

resultados desta análise mostraram que os valores de λmed mantiveram-se precisos e pouco 

dispersos, independente do grupo de esbeltez analisado. 
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λmed(E1)=1.03 COV(E1)=14.83% λmed(E1)=0.99 COV(E1)=16.24% λmed(E1)=1.00 COV(E1)=16.43% 

λmed(E2)=0.99 COV(E2)=7.21% λmed(E2)=0.98 COV(E2)=9.36% λmed(E2)=0.98 COV(E2)=8.78% 

λmed(E3)=1.07 COV(E3)=13.51% λmed(E3)=1.03 COV(E3)=13.57% λmed(E3)=1.05 COV(E3)=12.50% 

a) Teo-compl b) Teo-simpl c) Teo-bal 

E1- lf/df≤50; E2- 50<lf/df≤70; E3- lf/df>70 

Figura 15.8- Análise das propostas carga x rotação em função de lf/df 
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A Figura 15.9 mostra a influência de fc sobre o valor de λmed. Dentre os grupos analisados, 

salienta-se que o grupo FC2 representa a classe de resistência utilizada em situações práticas. A 

avaliação da Figura 15.9 mostra que a resistência à compressão do concreto não conduziu a 

resultados indesejáveis. 
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λmed(FC1)=1.09 COV(FC1)=13.83% λmed(FC1)=1.05 COV(FC1)=12.32% λmed(FC1)=1.05 COV(FC1)=12.69% 

λmed(FC2)=1.00 COV(FC2)=11.30% λmed(FC2)=0.98 COV(FC2)=11.95% λmed(FC2)=1.00 COV(FC2)=11.33% 

λmed(FC3)=1.03 COV(FC3)=11.53% λmed(FC3)=0.98 COV(FC3)=17.09% λmed(FC3)=0.99 COV(FC3)=16.49% 

a) Teo-compl b) Teo-simpl c) Teo-bal 

FC1- fcm≤30 MPa; FC2- 30<fcm≤50 MPa; FC3- fcm>50 MPa 

Figura 15.9- Análise das propostas carga x rotação em função de fc 

 

A influência que a altura útil, d, exerce sobre os valores de λmed é apresentada na Figura 15.10. A 

referida figura mostra que nas propostas simplificadas, Teo-simpl e Teo-bal, a transição entre as 

classes D2 e D3 é acompanhada por uma imprecisão dos resultados. Entretanto, segundo a 

adaptação do critério de penalidade de Collins, as referidas propostas continuam pertencendo à 

classe “segurança apropriada”, λ∈[0.85-1.15[. 
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λmed(D1)=1.05 COV(D1)=12.59% λmed(D1)=1.06 COV(D1)=12.08% λmed(D1)=1.05 COV(D1)=12.56% 

λmed(D2)=1.06 COV(D2)=12.53% λmed(D2)=1.03 COV(D2)=10.98% λmed(D2)=1.05 COV(D2)=9.91% 

λmed(D3)=0.95 COV(D3)=10.42% λmed(D3)=0.85 COV(D3)=10.65% λmed(D3)=0.86 COV(D3)=10.37% 

a) Teo-compl b) Teo-simpl c) Teo-bal 

D1- d≤90 mm; D2- 90<d≤120 mm; D3- d>120 mm 

Figura 15.10- Análise das propostas carga x rotação em função de d 
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A Figura 15.11 mostra a influência que ρ exerce sobre o valor de λmed. A referida figura revela 

que a precisão e o nível de dispersão dos resultados não são afetados significativamente pela taxa 

de armadura de flexão, ρ. 

 

0
0.2
0.4
0.6
0.8

1
1.2
1.4
1.6
1.8

2

ρ1 ρ2 ρ3

λm
ed

 

0
0.2
0.4
0.6
0.8

1
1.2
1.4
1.6
1.8

2

ρ1 ρ2 ρ3
λm

ed

 

0
0.2
0.4
0.6
0.8

1
1.2
1.4
1.6
1.8

2

ρ1 ρ2 ρ3

λm
ed

 
λmed(ρ1)=0.97 COV(ρ1)=10.82% λmed(ρ1)=0.90 COV(ρ1)=11.30% λmed(ρ1)=0.93 COV(ρ1)=11.69% 

λmed(ρ2)=1.06 COV(ρ2)=13.45% λmed(ρ2)=1.02 COV(ρ2)=13.16% λmed(ρ2)=1.03 COV(ρ2)=12.52% 

λmed(ρ3)=1.05 COV(ρ3)=11.77% λmed(ρ3)=1.05 COV(ρ3)=11.41% λmed(ρ3)=1.04 COV(ρ3)=11.85% 

a) Teo-compl b) Teo-simpl c) Teo-bal 

ρ1- ρsl≤0.6 %; ρ2- 0.6<ρsl≤1.2 %; ρ3 - ρsl>1.2 % 

Figura 15.11- Análise das propostas carga x rotação em função de ρ 

 

Nas Figuras 15.12, 15.13 e 15.14 são apresentadas, respectivamente, a influência que Vf, lf/df e fc 

exercem sobre o valor de λmed. As referidas figuras mostram que as performances das propostas 

avaliadas nesta análise não são afetadas negativamente pelos valores de Vf, lf/df e fc. 

Independente do grupo avaliado, os resultados prevalecem precisos e pouco dispersos. 
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λmed(VF1)=0.98 COV(VF1)=5.92% λmed(VF1)=1.00 COV(VF1)=7.56% 

λmed(VF2)=0.96 COV(VF2)=14.11% λmed(VF2)=0.96 COV(VF2)=12.81% 

λmed(VF3)=1.01 COV(VF3)=6.21% λmed(VF3)=1.05 COV(VF3)=8.12% 

a) Teo-complCEB,f b) Teo-simplCEB,f 

VF1- Vf≤0.6 %; VF2- 0.6<Vf≤1.2 %; VF3- Vf>1.2 % 

Figura 15.12- Análise das propostas para VR,f em função de Vf 
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λmed(E1)=0.89 COV(E1)=17.05% λmed(E1)=0.94 COV(E1)=14.71% 

λmed(E2)=0.99 COV(E2)=7.07% λmed(E2)=0.99 COV(E2)=9.89% 

λmed(E3)=1.00 COV(E3)=8.91% λmed(E3)=1.01 COV(E3)=9.70% 

a) Teo-complCEB,f b) Teo-simplCEB,f 

E1- lf/df≤50; E2- 50<lf/df≤70; E3- lf/df>70 

Figura 15.13- Análise das propostas para VR,f em função de lf/df 
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λmed(FC1)=0.94 COV(FC1)=11.35% λmed(FC1)=0.93 COV(FC1)=10.55% 

λmed(FC2)=0.98 COV(FC2)=9.76% λmed(FC2)=0.98 COV(FC2)=9.01% 

λmed(FC3)=1.03 COV(FC3)=13.78% λmed(FC3)=1.08 COV(FC3)=11.51% 

a) Teo-complCEB,f b) Teo-simplCEB,f 

FC1- fcm≤30 MPa; FC2- 30<fcm≤50 MPa; FC3- fcm>50 MPa 

Figura 15.14- Análise das propostas para VR,f em função de fc 

 

A Figura 15.15 mostra o comportamento de λmed em função da altura útil da laje, d. A referida 

figura deixa claro que a proposta Teo-complCEB,f é ligeiramente afetada no grupo D3. Entretanto, 

a mesma continua pertencendo à classe “segurança apropriada”, λ∈[0.85-1.15[. 
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λmed(D1)=1.04 COV(D1)=10.43% λmed(D1)=1.01 COV(D1)=14.22% 

λmed(D2)=0.97 COV(D2)=7.97% λmed(D2)=0.98 COV(D2)=7.86% 

λmed(D3)=0.88 COV(D3)=15.27% λmed(D3)=0.94 COV(D3)=14.80% 

a) Teo-complCEB,f b) Teo-simplCEB,f 

D1- d≤90 mm; D2- 90<d≤120 mm; D3- d>120 mm 

Figura 15.15- Análise das propostas para VR,f em função de d 

 

A influência do parâmetro ρ sobre o valor de λmed é apresentado na Figura 15.16. A referida 

figura deixa claro que as propostas em julgamento são ligeiramente afetadas na classe ρ1. A 

situação mais crítica foi verificada nas prescrições da proposta Teo-complCEB,f, onde constatou-se 

λ<0.85. 
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λmed(ρ1)=0.84 COV(ρ1)=13.19% λmed(ρ1)=0.88 COV(ρ1)=10.77% 

λmed(ρ2)=0.99 COV(ρ2)=5.82% λmed(ρ2)=1.02 COV(ρ2)=5.64% 

λmed(ρ3)=1.03 COV(ρ3)=10.33% λmed(ρ3)=1.00 COV(ρ3)=13.79% 

a) Teo-complCEB,f b) Teo-simplCEB,f 

ρ1- ρsl≤0.6 %; ρ2- 0.6<ρsl≤1.2 %; ρ3 - ρsl>1.2 % 

Figura 15.16- Análise das propostas para VR,f em função de ρ 

 

 

15.6- COMPARAÇÃO COM OUTROS MODELOS 
 

A análise desta seção seguiu o mesmo procedimento das análises anteriores, ou seja, avaliou-se o 

fator λ quanto ao nível de conservadorismo, quanto à dispersão, e quanto à adaptação do critério 

de penalidade proposto por COLLINS (2001), o Demerit Points Classification – DPC, ver a 

Tabela 15.1. Nesta análise, as propostas desta pesquisa foram comparadas às propostas de 
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NARAYANAN e DARWISH (1987), SHAABAN e GESUND (1994), HARAJLI et al. (1995), 

HOLANDA (2002), CHOI et al. (2007), MUTTONI e RUIZ (2010) e HIGASHIYAMA et al. 

(2011). A apresentação e a análise de cada modelo mencionado foram discutidas nos capítulos 

anteriores.  

 

Nas apresentações seguintes, os modelos desta pesquisa, assim como os demais modelos citados 

para esta análise, são denominados de MODi (i=1 até 12). A identificação de cada modelo é feita 

por meio de legendas que se encontram anexadas às figuras e às tabelas que apresentam os 

resultados da análise. 

 

Os resultados da análise são apresentados nas Figuras 15.17 e 15.18, a qual permite avaliar a 

precisão, as prescrições favoráveis à segurança, o nível de dispersão e o comportamento do valor 

de λmed de todos os modelos avaliados. Os resultados da referida figura mostram que as propostas 

desta pesquisa são as mais precisas e menos dispersas dentre os modelos avaliados. 
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d) MOD4 e) MOD5 f) MOD6 

Figura 15.17- Avaliação dos resultados quanto à Precisão (Continua) 

NOTA:  
MOD1= NARAYANAN e DARWISH (1987); MOD2= SHAABAN e GESUND (1994); MOD3= HARAJLI et al. (1995); MOD4= HOLANDA 
(2002); MOD5= CHOI et al. (2007); MOD6= MUTTONI e RUIZ (2010); MOD7= HIGASHIYAMA et al. (2011); MOD8= Teo-compl; MOD9= 
Teo-simpl; MOD10= Teo-bal; MOD11= Teo-complCEB,f; MOD12= Teo-simplCEB,f.  
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g) MOD7 h) MOD8 i) MOD9 
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j) MOD10 k) MOD11 l) MOD12 

Figura 15.17- Avaliação dos resultados quanto à Precisão  

NOTA:  
MOD1= NARAYANAN e DARWISH (1987); MOD2= SHAABAN e GESUND (1994); MOD3= HARAJLI et al. (1995); MOD4= HOLANDA 
(2002); MOD5= CHOI et al. (2007); MOD6= MUTTONI e RUIZ (2010); MOD7= HIGASHIYAMA et al. (2011); MOD8= Teo-compl; MOD9= 
Teo-simpl; MOD10= Teo-bal; MOD11= Teo-complCEB,f; MOD12= Teo-simplCEB,f.  
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a) Análise quanto à segurança  

Figura 15.18- Avaliação dos resultados quanto à segurança e à dispersão (Continua) 

NOTA:  
MOD1= NARAYANAN e DARWISH (1987); MOD2= SHAABAN e GESUND (1994); MOD3= HARAJLI et al. (1995); MOD4= HOLANDA 
(2002); MOD5= CHOI et al. (2007); MOD6= MUTTONI e RUIZ (2010); MOD7= HIGASHIYAMA et al. (2011); MOD8= Teo-compl; MOD9= 
Teo-simpl; MOD10= Teo-bal; MOD11= Teo-complCEB,f; MOD12= Teo-simplCEB,f.  
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b) Análise quanto à dispersão (curva “box and whiskers”) 
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c) Avaliação de λmed 

Figura 15.18- Avaliação dos resultados quanto à segurança e à dispersão  

NOTA:  
MOD1= NARAYANAN e DARWISH (1987); MOD2= SHAABAN e GESUND (1994); MOD3= HARAJLI et al. (1995); MOD4= HOLANDA 
(2002); MOD5= CHOI et al. (2007); MOD6= MUTTONI e RUIZ (2010); MOD7= HIGASHIYAMA et al. (2011); MOD8= Teo-compl; MOD9= 
Teo-simpl; MOD10= Teo-bal; MOD11= Teo-complCEB,f; MOD12= Teo-simplCEB,f.  

 

No que diz respeito à classificação dos modelos quanto ao critério adaptado de Collins, a Tabela 

15.4, além de confirmar as conclusões anteriores, também mostra que as prescrições desta 

pesquisa foram, juntamente com as de Muttoni e Ruiz, as únicas com predominância de 

respostas na classe “segurança apropriada”, λ∈[0.85-1.15[. 
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Tabela 15.4- Classificação segundo o critério de COLLINS (2001) 

λ < 0.50 [0.50-0.85[ [0.85-1.15[ [1.15-2.00[ ≥ 2.00 Total Med DP 
COV 
(%) 

Nº Lajes 0 21 21 8 0 50 
MOD1 

Penal. Total 0 105 0 8 0 113 
0.92 0.23 25.29 

Nº Lajes 0 2 18 29 1 50 
MOD2 

Penal. Total 0 10 0 29 2 41 
1.24 0.26 20.89 

Nº Lajes 0 5 18 20 7 50 
MOD3 

Penal. Total 0 25 0 20 14 59 
1.42 0.62 43.38 

Nº Lajes 0 0 8 42 0 50 
MOD4 

Penal. Total 0 0 0 42 0 42 
1.32 0.20 15.47 

Nº Lajes 0 6 17 27 0 50 
MOD5 

Penal. Total 0 30 0 27 0 57 
1.20 0.29 24.03 

Nº Lajes 0 6 37 7 0 50 
MOD6 

Penal. Total 0 30 0 7 0 37 
0.99 0.13 13.26 

Nº Lajes 0 20 24 6 0 50 
MOD7 

Penal. Total 0 100 0 6 0 106 
0.92 0.18 19.45 

Nº Lajes 0 2 37 11 0 50 
MOD8 

Penal. Total 0 10 0 11 0 21 
1.04 0.13 12.72 

Nº Lajes 0 5 38 7 0 50 
MOD9 

Penal. Total 0 25 0 7 0 32 
1.00 0.13 13.22 

Nº Lajes 0 4 39 7 0 50 
MOD10 

Penal. Total 0 20 0 7 0 27 
1.01 0.13 12.74 

Nº Lajes 0 6 43 1 0 50 
MOD11 

Penal. Total 0 30 0 1 0 31 
0.97 0.11 11.38 

Nº Lajes 0 5 42 3 0 50 
MOD12 

Penal. Total 0 25 0 3 0 28 
0.98 0.11 11.17 

NOTA:  
MOD1= NARAYANAN e DARWISH (1987); MOD2= SHAABAN e GESUND (1994); MOD3= HARAJLI et al. (1995); MOD4= HOLANDA 
(2002); MOD5= CHOI et al. (2007); MOD6= MUTTONI e RUIZ (2010); MOD7= HIGASHIYAMA et al. (2011); MOD8= Teo-compl; MOD9= 
Teo-simpl; MOD10= Teo-bal; MOD11= Teo-complCEB,f; MOD12= Teo-simplCEB,f.  
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16- CONCLUSÕES 
 

16.1- PROGRAMA EXPERIMENTAL (CAPÍTULO 8) 
 

O programa experimental visou simular o comportamento da ligação laje x pilar sujeita à 

carregamento simétrico. Diante dos resultados, pode-se afirmar que ambos, sistema de ensaio e 

mecanismo de carregamento, cumpriram adequadamente as funções que lhes foram delegadas. O 

plano de instrumentação utilizado foi acertado, pois os pontos monitorados forneceram as 

informações necessárias para uma avaliação apropriada das lajes. 

 

No que diz respeito aos ensaios de caracterização do concreto, os ensaios de flexão em 3P de 

vigas entalhadas (RILEM TC 162-TDF, 2002) e os ensaios das placas redondas (ASTM C1550, 

2003) mostraram que os concretos Vf60c50 e Vf75c50 não foram confeccionados com o mesmo 

controle de qualidade dos demais concretos, pois se verificou carência no teor de fibras destes 

concretos. Os resultados dos ensaios de compressão axial (ISO 1920-3, 2004) confirmaram que 

as resistências à compressão dos concretos corresponderam satisfatoriamente aos valores 

teóricos, sendo os resultados do concreto Vf90fc70 os menos favoráveis, fcm,exp/fcm,teo=0.82. A 

carência no teor de fibras dos concretos Vf60c50 e Vf75c50 não comprometeu a resistência à 

compressão dos mesmos. 

 

16.2- RESULTADOS EXPERIMENTAIS (CAPÍTULO 9) 
 

16.2.1- Deslocamentos do sistema de ensaio 
 

Os resultados permitem afirmar que o sistema de ensaio apresentou rigidez suficiente para 

garantir a adequada avaliação das lajes, não foi verificada a presença de deslocamentos 

secundários.  

 

 

16.2.2- Deslocamentos das lajes 
 

A influência de Vf sobre a relação PNxδ das lajes com fcm=50 MPa foi notória apenas na laje 

Lvf90fc50. Para esta laje, verificou-se que o valor da carga máxima manteve-se praticamente 

constante até o fim do teste, o que indica mudança no modo de ruína desta laje. As demais lajes 

de CRFA com fcm=50 MPa, Lvf60fc50 e Lvf75fc50, tiveram a sua performance comprometida 

devido à carência de fibras no concreto. Apesar do infortúnio, estas lajes apresentaram 

resistências residuais mais expressivas que a sua respectiva laje de referência, Lvf0fc50. Nas lajes 
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com fcm=70 MPa verificou-se que a influência de Vf sob a relação PNxδ foi mais evidente que nas 

lajes com  fcm=50 MPa, pois a alteração no modo de ruína das lajes (formação de um patamar 

constante de carga até o fim do teste) ocorreu para um teor de fibras menor, Vf=60 kg/m3. No que 

diz respeito à perda de carga da laje Lvf90fc70, próximo ao fim do ensaio, acredita-se que este 

fato tenha sido a influência conjunta de fcm<70 MPa e do elevado nível de fissuração em δ≈50 

mm. 

 

No tocante à influência de fcm sobre a relação PNxδ, os resultados mostraram que a performance 

das fibras, em termos de resistência ao arrancamento da matriz de concreto, foi mais efetiva nas 

lajes com fcm=70 MPa, visto que neste grupo de lajes observou-se que a carga máxima manteve-

se praticamente constante até o fim dos ensaios.  

 

 

16.2.3- Deformações no concreto 
 

De um modo geral, os resultados das análises permitem afirmar que o comportamento da relação 

carga x deformação acontece da seguinte forma: as deformações crescem com a evolução da 

carga, porém, para níveis de carga próximos ao valor máximo, Pmax, as referidas deformações 

diminuem, podendo inclusive ser registrado deformações de tração. As análises das relações 

PNxεc também mostraram que os valores máximos e mínimos de deformação acontecem 

praticamente em um mesmo nível de carga. Para finalizar, verificou-se que Vf e fcm tiveram pouca 

influência sobre as relações carga x deformação normalizada na direção radial para níveis de 

carga inferiores à PN≈0.1 MPa1/2. As peculiaridades das curvas tornaram-se visíveis com a 

proximidade de Pmax,N, uma vez que as grandezas Vf e fcm atribuíram comportamento distintos às 

lajes.  

 

 

16.2.4- Deformações nas armaduras 
 

Os resultados mostraram que o comportamento de algumas curvas das lajes de CRFA não 

retratou apropriadamente a relação carga x deformação, Pxεs, das armaduras. Especula-se que o 

motivo deste acontecimento tenha origem na escolha do extensômetro, o tipo FLA-1-11-3L, 

usado nas lajes de CRFA, com gauge length de 1 mm pode ter sido equivocada. Extensômetros 

com gauge length de 3 mm, FLA-3-11-3L, usados nas lajes de referência, foram mais 

apropriado. Dadas as circunstâncias, descrever as influências que os parâmetros Vf e fcm 

exerceram sobre o comportamento da relação carga x deformação das armaduras é inviável, 
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entretanto, é possível analisar satisfatoriamente a grandeza ry, a qual é um indicativo para avaliar 

o grau de solicitação nas armaduras de flexão. Para conferir maior credibilidade à estimativa de 

ry, além das análises realizadas nas lajes desta pesquisa, avaliou-se também o referido parâmetro 

com as pesquisas de MCHARG (1997), AZEVEDO (1999) e CHENG e PARRA (2010). No que 

se refere às lajes de CRFA, os resultados das análises mostraram que os valores de ry no 

momento da ruína, ou próximo da mesma, variaram entre 0.30·rs e 0.45·rs. De um modo geral, a 

relação ry/rs conduz à valores baixos sempre que a laje puncionar sem a solicitação efetiva das 

armaduras de flexão. No que diz respeito às considerações de projeto, é razoável admitir 

ry=0.35·rs. 

 

 

16.2.5- Mapa de fissuração e superfície de ruína 
 

No que diz respeito à influência do parâmetro Vf sobre o padrão de fissuração das lajes com 

fcm=50 MPa, verificou-se que as peças reforçadas com fibras apresentaram grau de fissuração 

inferior à respectiva laje sem fibras para qualquer nível de carregamento. Além disto, também foi 

constatado que não houve a formação do cone de punção na laje com Vf=90 kg/m3. Nas lajes 

com fcm=70 MPa observou-se comportamento análogo, as fibras, além de controlarem a 

fissuração, também favoreceram o modo de ruína das peças. Para este grupo de lajes, fcm=70 

MPa, a alteração no modo de ruína ocorreu em condições mais vantajosas, pois o puncionamento 

foi evitado utilizando-se Vf=60 kg/m3. No tocante à laje Lvf90fc70, acredita-se que o 

puncionamento ocorrido nesta laje no fim do teste seja justificada pela a influência conjunta de 

fcm<70 MPa e do elevado nível de fissuração nos fases finais de carregamento. De um modo 

geral, as fibras aprimoraram o controle da formação e da propagação das fissuras e mais, quando 

utilizada em quantidades adequadas, as mesmas conferiram às peças os atributos necessários 

para alterar o seu modo de ruína. 

 

 

16.2.6- Prescrição da carga última e classificação do modo de ruína 
 

A avaliação da prescrição da carga última foi realizada por meio do parâmetro χ=Vexp/Vteo, onde 

Vexp representa o valor da carga última experimental e Vteo=VR representa a prescrição da 

resistência à punção. No que se refere à prescrição da carga última das lajes de referência 

(cálculo de VR=VR,c), verificou-se que os resultados mais satisfatórios foram obtidos com o ACI 

318, o EC2 e o CEB-2010, uma vez que estes códigos apresentaram 0.85≤χmed<1.15. Os 

resultados obtidos com os códigos CEB-90 e NBR-6118 foram conservadores, pois 



 252

1.15≤χmed<2.00. Os resultados dos cálculos das lajes de CRFA segundo o CEB-2010 

(VR=VR,c+VR,f) foram extremamente perigosos, χmed≈0.50. No tocante aos modelos teóricos, 

observou-se que apenas as formulações de Harajli et al. e Higashiyama et al. forneceram 

resultados perigosos, 0.50≤χmed<0.85, sendo os demais satisfatórios (0.85≤χmed<1.15). Ressalta-

se que os valores de χ apresentados pela maioria dos modelos, exceto o de Holanda e de Choi et 

al., foram desfavoráveis à segurança, χ<1. Especula-se que o motivo deste acontecimento seja o 

arranjo incomum das armaduras de flexão. 

 

A classificação do modo de ruína das lajes segundo a avaliação dos valores de χ=Vexp/Vflex sugere 

que a ruína das lajes seja por punção, pois Vexp<Vflex. Verificou-se, entretanto, que este processo 

de classificação não correspondeu à realidade dos experimentos, sendo assim, a referida 

classificação foi estabelecida atribuindo-se maior relevância às observações experimentais. Em 

resumo, foi constatado que as lajes Lvf60fc70, Lvf75fc70 e Lvf90fc50 romperam por flexão, 

enquanto que as demais lajes puncionaram ao redor da área carregada. 

 

 

16.3- ANÁLISE DAS EXPRESSÕES NORMATIVAS (CAPÍTULO 10) 
 

Nesta seção foram avaliadas as prescrições da resistência à punção de cinco códigos de projeto, 

ACI 318 (2008), CEB-FIP (1991), EC2 (2004), NBR 6118 (2003), CEB-FIP (2010) – Eq. 5.22 e 

CEB-FIP (2010) – Eq. 5.29. 

 

A primeira modalidade de análise avaliou a performance dos códigos em prescrever a resistência 

última à punção das lajes da base de dados sem reforço com fibras, ou seja, Vf=0. Os resultados 

mostraram que as prescrições do código CEB-FIP (2010) – Eq. 5.22 foi o mais satisfatório. A 

referida prescrição foi a única com predominância de resultados na classe ”segurança 

apropriada”, χ∈[0.85-1.15[. Dentre os códigos em vigor, a prescrição do EC2 (2004), foi o mais 

satisfatório. 

 

A segunda modalidade de análise avaliou as performances dos códigos em prescrever a 

resistência última à punção das lajes da base de dados com Vf>0. Os resultados mostraram que a 

prescrição do CEB-FIP (2010) – Eq. 5.29, precisa ser reavaliada, pois apresentou performance 

contra a segurança, χ∈[0.50-0.85[. Nas análises da referida prescrição, o cálculo de fFtuk, foi 

realizado admitindo wu=1.5 mm. Desconsiderou-se a recomendação de adotar wu=ψ·d/6 para os 

casos de laje de CRFA com armadura de flexão, porque wu=ψ·d/6  torna a performance do CEB-

FIP (2010) – Eq. 5.29 ainda mais perigosa. Para obter uma resposta satisfatória desde código, 
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seria necessário admitir wu≈4.0 mm. No que diz respeito às prescrições dos demais códigos, era 

de se esperar resultados conservadores, χ∈[1.15-2.00[, visto que as mesmas não consideram a 

parcela de resistência das fibras. Dentre as prescrições apresentadas, o código do CEB-FIP 

(2010) – Eq. 5.22 apresentou os resultados menos conservadores. 

 

Análises adicionais foram realizadas com o intuito de verificar a influência que Vf exerce sobre o 

valor médio de χ, χmed. Os resultados mostraram que o parâmetro Vf compromete a performance 

de todas as prescrições, independente do grupo de laje analisada. 

 

 

16.4- ANÁLISE DAS FORMULAÇÕES QUE CONSIDERAM O REFORÇO COM FIBRA DE 
AÇO (CAPÍTULO 11) 
 

Nesta seção foram avaliadas as prescrições da resistência à punção de sete modelos teóricos, 

NARAYANAN e DARWISH (1987), SHAABAN e GESUND (1994), HARAJLI et al. (1995), 

HOLANDA (2002), CHOI et al. (2007), MUTTONI e RUIZ (2010) e HIGASHIYAMA et al. 

(2011). A performance dos modelos foi avaliada com base em 154 estudos experimentais de 

lajes lisas reforçadas com fibras de aço e sujeitas a carregamento simétrico e foi medida por 

meio de análises sobre o parâmetro χ=Vexp/Vteo. O parâmetro χ também foi julgado segundo uma 

adaptação do critério de penalidade proposto por COLLINS (2001).  

 

A análise dos resultados mostrou que os modelos de MUTTONI e RUIZ (2010) e de 

HIGASHIYAMA et al. (2011), são os mais satisfatórios no que diz respeito à precisão 

(χmed≈1,0). Entretanto, segundo o critério de penalidade de Collins (DPC), o modelo de 

Higashiyama apresentou tendência em prescrever resultados perigosos, χ∈[0.50-0.85[. No 

âmbito geral, o modelo de Muttoni e Ruiz apresentou as respostas mais precisas, menos 

dispersas e menos penalizadas segundo o critério de Collins, sendo por este motivo o mais 

indicado para prescrever a resistência à punção de lajes reforçadas com fibras de aço. 

 

Além da análise segundo o critério de penalidade de Collins, análises complementares foram 

realizadas para avaliar a influência que os parâmetros Vf, lf/df, fc, e ρ exercem sobre o valor médio 

de χ, χmed. Esta modalidade de análise, além de confirmar a melhor performance do modelo de 

Muttoni e Ruiz, também mostrou que os modelos de Narayanan e Darwish, Choi et al. e 

Higashiyama et al. prescreveram  deficientemente as lajes da base de dados com ρ≤0.6%.  
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16.5- PROPOSTA ANALÍTICA PARA O CÁLCULO DAS RESISTÊNCIAS RESIDUAIS À 
TRAÇÃO POR FLEXÃO fR1, fR3 e fR4 (CAPÍTULO 12) 
 

As equações empíricas Eq. 12.7, 12.8 e 12.9, obtidas dos 69 resultados apresentados na base de 

dados, forneceram as relações entre os parâmetros fRi e Vf⋅(lf/df) de forma dispersa, porém, com 

respostas satisfatórias quanto à segurança. As referidas equações, aplicadas apenas aos concretos 

com comportamento softening, apesar de práticas, precisam ser utilizadas cautelosamente, pois a 

sua natureza empírica pode conduzir a resultados pouco satisfatórios.  

 

 

16.6- PROPOSTA ANALÍTICA PARA ESTABELECER O CRITÉRIO DE RUÍNA À 
PUNÇÃO DE LAJES DE CRFA (CAPÍTULO 13) 
 

A proposta empírica apresentada nesta pesquisa para descrever o critério de ruína das lajes lisas 

reforçadas com fibras de aço foi fundamentada em uma base de dados composta por 154 ensaios 

de punção simétrica e em recomendações do ACI 318 (2008). A expressão empírica sugerida, 

Eq. 13.22, apresentou respostas satisfatórias, entretanto, os resultados do presente estudo, 

mostraram que o desenvolvimento de uma formulação fundamentada em conceitos 

mecânicos/físicos é necessário para estabelecer-se com maior rigor o momento da ruína das lajes 

de CRFA. 

 

 

16.7- PROPOSTAS ANALÍTICAS PARA ESTABELECER A RELAÇÃO CARGA X 
ROTAÇÃO DE LAJES DE CRFA E A CONTRIBUIÇÃO DA FIBRA VR,f NA RESISTÊNCIA 
À PUNÇÃO (CAPÍTULO 14) 
 

Nesta pesquisa foram apresentadas três propostas para estabelecer a relação carga x rotação das 

lajes lisas reforçadas com fibras de aço, Teo-compl, Teo-simpl e Teo-bal, as quais foram 

fundamentadas no trabalho de MUTTONI (2008). Além destas, apresentaram-se também duas 

propostas que prescrevem a contribuição das fibras na resistência à punção, VR,f. Estas propostas, 

foram desenvolvidas com base na pesquisa de MUTTONI e RUIZ (2010) e na lei constitutiva 

tensão x abertura de fissura sugerida pelo CEB-FIP (2010). 

 

No que diz respeito às propostas Teo-compl, Teo-simpl e Teo-bal, estas descreveram 

satisfatoriamente a relação carga x rotação das lajes desta pesquisa. Porém, a prescrição da 

resistência à punção destas lajes foi comprometida (resultados contra a segurança) pelo critério 

de ruína, visto que a natureza empírica deste critério não satisfez às expectativas experimentais 
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das lajes em análise. Acredita-se que os resultados pouco favoráveis, seja consequência do 

arranjo incomum das armaduras de flexão das lajes desta pesquisa. 

 

As análises das propostas que prescrevem a contribuição das fibras, VR,f , foram feitas em 

conjunto com as prescrições de VR,c do CEB-FIP (2010), uma vez que, Vteo=VR=VR,c+VR,f. Nestas 

análises, as referidas propostas foram denominadas, respectivamente, por Teo-complCEB,f e Teo-

simplCEB,f. A performance destas propostas em prescrever a resistência à punção das lajes 

testadas neste estudo foi satisfatória. Além da precisão favorável (λmed=Vexp/Vteo≈1.0), as 

formulações também apresentaram resultados com dispersão baixa, CV≈10 %. 

 

 

16.8- ANÁLISE DAS PROPOSTAS (CAPÍTULO 15) 
 

O desempenho das propostas desta pesquisa em prescrever as cargas de ruptura das lajes que 

compõem a base de dados (BD) foi satisfatório quanto à precisão, ao nível de conservadorismo e 

ao critério de penalidade de Collins. Além disto, ressalta-se que as propostas que descrevem a 

relação carga x rotação representaram adequadamente a referida relação das lajes da BD. Com o 

intuito de verificar possíveis deficiências nas propostas, análises complementares foram 

realizadas para avaliar a influência que os parâmetros Vf, lf/df, fc, d e ρ exercem sobre o valor 

médio de λ=Vexp/Vteo, λmed. De uma forma geral, os resultados destas análises mostraram que os 

parâmetros avaliados não comprometeram significativamente a performance das propostas. 

 

Quando comparadas as propostas de NARAYANAN e DARWISH (1987), SHAABAN e 

GESUND (1994), HARAJLI et al. (1995), HOLANDA (2002), CHOI et al. (2007), MUTTONI 

e RUIZ (2010) e HIGASHIYAMA et al. (2011), verificou-se que as prescrições desta pesquisa 

foram, juntamente com as de Muttoni e Ruiz, as únicas com predominância de respostas na 

classe “segurança apropriada”, λ∈[0.85-1.15[. 
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ANEXO A 

 

ANEXO A.1- CÁLCULO DO MOMENTO RESISTENTE SEGUNDO O RILEM TC 162-TDF 

(2003)  

 

O cálculo do momento resistente foi realizado com base nas distribuições das deformações e das 

tensões mostradas na Figura A.1.1. A zona comprimida e tracionada do concreto foi dividida em 

diferentes regiões (distinguidas por cores na Figura A.1.1), as quais destacam os principais 

pontos que formam as leis constitutivas. 
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Figura A.1.1- Distribuição das deformações e das tensões na seção transversal da peça (sem escala) 

 

O processo iterativo inicia-se fixando um valor para εcu e admitindo-se um valor para k·d. Na 

sequência são calculadas as demais deformações, conforme segue: 
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Os valores de εcu e εcy foram determinados conforme as recomendações do CEB-FIP (2010) e as 

demais deformações seguiram as recomendações do RILEM. As tensões atuantes na seção são 

definidas por: 
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O valor de λ1 foi admitido unitário (alguns pesquisadores adotam λ1=0.85) e o valor de fctm,f foi 

calculado segundo as recomendações do CEB-FIP (2010), conforme  segue: 
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Os valores das alturas individuais de cada região destacada na Figura A.1.1, assim como os 

braços de alavanca das mesmas são exibidos nas equações abaixo: 
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As expressões que definem as resultantes das forças internas atuantes em cada região são 

exibidas nas equações seguintes: 
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O equilíbrio das resultantes das forças internas ocorre quando: 

 

∑ = 0iF   

 

Após ter-se constatado o equilíbrio da seção, o cálculo do momento resistente é definido por: 

 

∑ ⋅= iiR yFM   
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ANEXO A.2- CÁLCULO DO MOMENTO RESISTENTE SEGUNDO O CEB-FIP (2010)  

 

O cálculo do momento segue o modelo apresentado na Figura A.2.1. 
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Figura A.2.1- Distribuição das deformações e das tensões na seção transversal da peça (sem escala) 

 

O processo iterativo inicia-se fixando um valor para εcu e admitindo-se um valor para x=k·d. Na 

sequência são calculadas as demais deformações, conforme segue: 
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As tensões nas armaduras são definidas por: 



 279

 





≥⋅

<⋅⋅
=

syssy

syssss

s fEsef

fEseE
f

ε

εε
  





≥⋅

<⋅⋅
=

syssy

syssss

s 'fE'se'f

'fE'seE'
'f

ε

εε
  

 

Os valores dos braços de alavanca destacados na Figura A.2.1 são exibidos nas equações abaixo: 
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As expressões das resultantes das forças internas são exibidas nas equações seguintes: 
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O equilíbrio das resultantes das forças internas ocorre quando: 
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Após ter-se constatado o equilíbrio da seção, o cálculo do momento resistente é definido por: 
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ANEXO B – FÔRMA METÁLICA 

 

A Tabela B.1 e a Figura B.1 apresentam as particularidades das fôrmas metálicas utilizadas nesta 

pesquisa. O presente anexo permite contabilizar o material usado na confecção das fôrmas, assim 

como, explica também o sistema de montagem das mesmas. 

 

Tabela B.1- Elementos das fôrmas 

Comp. Unitário 
Nº Descrição dos elementos 

(m) 
Repetição 

-1- Canton. L 150x150x10 mm - Contenção 2.55 4 

-2- Canton. L 150x150x5 mm - Travamento 0.05 4 

-3-    

-4- Paraf. da canton. de contenção - ø 12 mm  20 

-5- Paraf. da canton. de travamento - ø 6.3 mm  16 

-6-    

-7-    

-8- Chapa metálica - # 3 mm 8.12 1 

-9-    

-10-    

-11- Assoalho de madeira – h = 30 mm 9.00 1 

-12- Estrado de madeira – 75 x 150 mm2 3.00 12 

-13-    

-14-    

-15-    

-16-    

-17-    

-18-    

-19    

-20-    
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b) Fôrma das lajes – Corte – e1 = 3 mm e e2 = 30 mm 
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NOTA: A furação é iniciada do centro para os extremos.  

c) Cantoneira L de contenção lateral – (x4) 
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d) Seção transversal da Cantoneira L de contenção lateral – e3 = 10 mm 
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NOTA: A furação é iniciada do centro para os extremos.  

e) Furacão da chapa metálica – e1 = 3 mm  
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NOTA: A furação é iniciada do centro para os extremos.  

f) Furação do assoalho de madeira – e2 = 30 mm 
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g) Estrado de madeira (x6) – b x h – 75 x 150 mm2 
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h) Seção transversal do estrado – b x h – 75 x 150 mm2 
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i) Cantoneira L de travamento dos cantos (x4) – e3 = 5 mm 

Figura B.1- Detalhe das peças 
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ANEXO C – SISTEMA DE ENSAIO 

 

Os elementos que constituem o sistema de ensaio estão citados na Tabela C.1 e detalhados nas 

Figuras de C.1 a C.3.  

 

Tabela C.1- Elementos do sistema de ensaio 

Comp. Unitário 
Nº Descrição dos elementos 

(m) 
Repetição 

-1- Viga metálica (VM) - ][ 150x50x10 mm 1.25 8 

-2- Chapa interna da VM - # 50 mm 0.02 m2 8 

-3- Parafusos das VM - ø 12.0 mm  32 

-4-    

-5-    

-6-    

-7- Suporte da VM - ø 150x10 mm 0.50 8 

-8- Suporte da laje est. - ø 150x10 mm 1.15 4 

-9-    

-10-    

-11-    

-12-    

-13- Tirante - Laje est. x Laje reaç. - ø 35 mm 2.85 8 

-14- Tirante - Laje est. x VM - ø 35 mm 1.45 4 

-15- Tirante - VM x Laje reaç. - ø 35 mm 2.25 8 

-16- Chapa dos tirantes - # 50 mm 0.04 m2 40 

-17- Porcas dos tirantes  80 

-18-    

-19 Placa do pilar - # 50 mm 0.04 m2 1 

-20-    
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a) Viga metálica – Vista em planta 

-1- (Perfil) 
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b) Viga metálica – Vista em elevação – Furo para parafuso de ø=12.0 mm 

10

50

15
0

 
c) Viga metálica – Seção transversal  
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d) Detalhe da chapa interna – Furo para parafuso de ø=12.0 mm (x2) 

Figura C.1- Detalhe das Vigas metálicas (x4) 
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a) Detalhe dos suportes das vigas metálicas (x8) 
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-7- (tubo) 
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b) Detalhe dos suportes da laje estudada (x4) 

Figura C.2- Detalhe dos suportes 
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a) Tirantes de fixação das vigas metálicas à laje de reação (x8) 
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b) Tirantes de fixação da laje estudada à laje de reação (x8) 
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c) Tirantes de fixação da laje estudada às vigas metálicas (x4) 
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d) Seção transversal dos tirantes – øT1≈ 35 mm e) Chapa do tirante – øT2= 50 mm (x40) 

Figura C.3- Detalhe dos tirantes  
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Laje estudada 

-14- 

-16- (chapa do tirante) 
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ANEXO D – CARACTERIZAÇÃO DOS MATERIAIS 

 

As tabelas seguintes apresentam todas as informações obtidas nos ensaios de caracterização dos 

concretos e armaduras. Além disto, são apresentadas também as especificações técnicas 

referentes às fibras de aço. 
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Figura D.1.1- Relação tensão x deformação (ensaio de compressão) 

 

Tabela D.1.1- Ensaio de compressão (Vf0fc50) 

Corpo de prova  Tensão max. (MPa) Deformação max. (‰) 

CP01  - -  

CP02 58.33 3.08 

CP03 58.11 3.11 

CP04 59.11 2.96 

Média  58.52 3.05 

DP 0.53 0.08 

CV (%) 0.90 2.65 

 

Tabela D.1.2- Ensaio de compressão (Vf60fc50) 

Corpo de prova  Tensão max. (MPa) Deformação max. (‰) 

CP01 58.39 3.88 

CP02 52.92 4.02 

CP03 51.79 3.92 

Média  54.37 3.94 

DP 3.53 0.07 

CV (%) 6.49 1.83 
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Tabela D.1.3- Ensaio de compressão (Vf75fc50) 

Corpo de prova  Tensão max. (MPa) Deformação max. (‰) 

CP01 56.97 3.53 

CP02 57.65 3.43 

CP03 59.33 4.17 

CP04 56.92 3.75 

CP05 59.55 3.73 

CP06 62.98 3.88 

CP07  - -  

Média  58.90 3.75 

DP 2.30 0.26 

CV (%) 3.91 7.02 

 

Tabela D.1.4- Ensaio de compressão (Vf90fc50) 

Corpo de prova  Tensão max. (MPa) Deformação max. (‰) 

CP01  - -  

CP02 59.67 3.88 

CP03 60.84 4.39 

CP04 55.91 3.47 

Média  58.81 3.91 

DP 2.58 0.46 

CV (%) 4.38 11.78 

 

Tabela D.1.5- Ensaio de compressão (Vf0fc70) 

Corpo de prova  Tensão max. (MPa) Deformação max. (‰) 

CP01 62.38 3.28 

CP02 63.02 3.20 

CP03 - -  

CP04  - -  

Média  62.70 3.24 

DP 0.45 0.06 

CV (%) 0.72 1.71 

 

Tabela D.1.6- Ensaio de compressão (Vf60fc70) 

Corpo de prova  Tensão max. (MPa) Deformação max. (‰) 

CP01 63.77 3.35 

Média  - - 

DP - - 

CV (%) - - 
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Tabela D.1.7- Ensaio de compressão (Vf75fc70) 

Corpo de prova  Tensão max. (MPa) Deformação max. (‰) 

CP01 72.47 3.66 

CP02 73.22 3.66 

CP03 71.81 3.54 

CP04 71.84 3.71 

CP05 71.74 3.57 

CP06  - -  

Média  72.22 3.63 

DP 0.63 0.07 

CV (%) 0.88 1.94 

 

Tabela D.1.8- Ensaio de compressão (Vf90fc70) 

Corpo de prova  Tensão max. (MPa) Deformação max. (‰) 

CP01 57.20 3.99 

CP02 60.15 3.75 

CP03 60.20 3.56 

CP04 58.71 3.73 

CP05  - -  

CP06 58.39 3.63 

CP07 60.39 3.99 

Média  59.17 3.78 

DP 1.28 0.18 

CV (%) 2.17 4.77 

 

 

ANEXO D.2- ENSAIO DE FLEXÃO EM TRÊS PONTOS EM VIGAS ENTALHADAS 

(CONCRETO) 

 

Resultados dos testes: concreto Vf0fc50 
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Figura D.2.1- Curvas das vigas (Vf0fc50) 
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Tabela D.2.1- Tensões obtidas da curva carga x deslocamento (Vf0fc50) 

ffct,L fR,1 fR,2 fR,3 fR,4 
Vigas 

(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) 

V1 4.86 - - - - 

V2 5.26 - - - - 

V3 5.56 - - - - 

Med 5.23 - - - - 

DP 0.35 - - - - 

CV (%) 6.71 - - - - 

 

Resultados dos testes: concreto Vf60fc50 

 

∑

19 16 19 54

26 18 13 57

27 20 20 67

∑ 72 54 52 178
 

∑

34 10 24 68

19 17 15 51

13 16 10 39

∑ 66 43 49 158
 

∑

25 18 23 66

15 20 20 55

17 17 33 67

∑ 57 55 76 188
 

a) Viga V1 b) Viga V2 c) Viga V3 

∑

9 19 19 47

15 18 35 68

10 14 22 46

∑ 34 51 76 161
 

∑

15 14 8 37

16 11 15 42

16 12 17 45

∑ 47 37 40 124
 

∑

17 17 23 57

29 18 7 54

18 13 22 53

∑ 64 48 52 164
 

d) Viga V4 e) Viga V5 f) Viga V6 

∑

23 29 28 80

24 14 17 55

22 16 15 53

∑ 69 59 60 188
 

∑

25 24 16 65

20 20 14 54

18 20 20 58

∑ 63 64 50 177
 

∑

11 17 18 46

15 19 22 56

14 27 17 58

∑ 40 63 57 160
 

g) Viga V7 h) Viga V8 i) Viga V9 

Figura D.2.2- Número de fibras no plano do entalhe (Vf60fc50) 
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Tabela D.2.2- Densidade de fibra no plano do entalhe (Vf60fc50) 

Seção transv. Densidade  
Vigas 

(mm2) 
N° fibras  

(fibras/mm2) 
Fator de orientação 

V1 150x125 178 0.0095 0.23 

V2 150x125 158 0.0084 0.21 

V3 150x125 188 0.0100 0.25 

V4 150x125 161 0.0086 0.21 

V5 150x125 124 0.0066 0.16 

V6 150x125 164 0.0087 0.21 

V7 150x125 188 0.0100 0.25 

V8 150x125 177 0.0094 0.23 

V9 150x125 160 0.0085 0.21 

Média 166 0.0089 0.22 

DP 20 0.00105 0.03 

CV (%) 11.87 11.87 11.87 

NOTA: Segundo KRENCHEL (1964), o fator de orientação é definido por: Fat. orientação = Densidade · (Af/Vf). 
Sendo Af a área da seção transversal da fibra. 
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Figura D.2.3- Curvas das vigas (Vf60fc50) 

 

Tabela D.2.3- Tensões obtidas da curva carga x CMOD (Vf60fc50) 

ffct,L fR,1 fR,2 fR,3 fR,4 
Vigas 

(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) 

V1 6.05 6.42 4.63 2.86 2.02 

V2 5.07 4.32 3.84 2.49 1.77 

V3 6.58 7.47 5.26 3.31 2.29 

V4 4.65 4.58 2.71 1.62 0.72 

V5 5.88 4.72 3.78 2.66 1.93 

V6 5.29 5.12 4.34 2.66 2.01 

V7 6.09 6.74 4.80 3.76 2.99 

V8 5.56 7.37 5.32 2.94 2.06 

V9 5.23 6.57 3.81 2.39 1.89 

Med 5.60 5.92 4.28 2.74 1.97 

DP 0.60 1.24 0.83 0.60 0.59 

CV (%) 10.77 20.93 19.50 21.79 29.86 
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Resultados dos testes: concreto Vf75fc50 

 

∑

14 11 9 34

10 13 22 45

19 13 38 70

∑ 43 37 69 149
 

∑

22 17 10 49

23 9 21 53

22 15 19 56

∑ 67 41 50 158
 

∑

14 19 11 44

25 10 13 48

27 15 16 58

∑ 66 44 40 150
 

a) Viga V1 b) Viga V2 c) Viga V3 

∑

23 17 19 59

21 19 20 60

12 14 15 41

∑ 56 50 54 160
 

∑

19 9 16 44

13 22 21 56

23 16 10 49

∑ 55 47 47 149
 

∑

24 24 17 65

17 11 8 36

19 13 9 41

∑ 60 48 34 142
 

d) Viga V4 e) Viga V5 f) Viga V6 

∑

20 16 24 60

18 25 22 65

18 15 10 43

∑ 56 56 56 168
 

∑

9 15 18 42

23 17 17 57

23 12 15 50

∑ 55 44 50 149
 

∑

21 24 20 65

24 14 20 58

23 11 13 47

∑ 68 49 53 170
 

g) Viga V7 h) Viga V8 i) Viga V9 

Figura D.2.4- Número de fibras no plano do entalhe (Vf75fc50) 

 

Tabela D.2.4- Densidade de fibra no plano do entalhe (Vf75fc50) 

Seção transv. Densidade  
Vigas 

(mm2) 
N° fibras  

(fibras/mm2) 
Fator de orientação 

V1 150x107.5 149 0.0092 0.18 

V2 150x107.5 158 0.0098 0.19 

V3 150x107.5 150 0.0093 0.18 

V4 150x107.5 160 0.0099 0.19 

V5 150x107.5 149 0.0092 0.18 

V6 150x107.5 142 0.0088 0.17 

V7 150x107.5 168 0.0104 0.20 

V8 150x107.5 149 0.0092 0.18 

V9 150x107.5 170 0.0105 0.21 

Média 155 0.0096 0.19 

DP 10 0.00059 0.01 

CV (%) 6.16 6.16 6.16 

NOTA: Segundo KRENCHEL (1964), o fator de orientação é definido por: Fat. orientação = Densidade · (Af/Vf). 
Sendo Af a área da seção transversal da fibra. 

 



 299

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

0 1 2 3 4 5 6

Deslocamento (mm)

C
ar

ga
 (

kN
)

V1 V2 V3 V4 V5

V6 V7 V8 V9 Med
 

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

0 1 2 3 4 5

CMOD (mm)

C
ar

ga
 (

kN
)

V1 V2 V3 V4 V5

V6 V7 V8 V9 Med
 

a) carga x deslocamento b) carga x CMOD 

Figura D.2.5- Curvas das vigas (Vf75fc50) 

 

Tabela D.2.5- Tensões obtidas da curva carga x CMOD (Vf75fc50) 

ffct,L fR,1 fR,2 fR,3 fR,4 
Vigas 

(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) 

V1 5.80 7.84 5.94 3.45 2.23 

V2 5.65 5.41 4.78 2.86 1.92 

V3 6.62 6.10 4.68 3.13 2.01 

V4 6.01 6.22 5.09 2.88 2.31 

V5 5.64 7.23 6.71 3.84 2.94 

V6 5.74 3.38 3.42 1.56 0.65 

V7 5.93 6.38 5.59 3.95 2.99 

V8 6.43 8.70 6.08 3.47 2.07 

V9 6.33 5.93 5.43 3.79 2.32 

Med 6.02 6.35 5.30 3.22 2.16 

DP 0.36 1.52 0.96 0.74 0.68 

CV (%) 5.97 23.89 18.07 23.01 31.48 

 

Resultados dos testes: concreto Vf90fc50 

 

∑

23 19 21 63

34 36 36 106

43 22 53 118

∑ 100 77 110 287
 

∑

37 37 20 94

41 27 40 108

37 44 46 127

∑ 115 108 106 329
 

∑

20 43 36 99

24 47 27 98

11 33 29 73

∑ 55 123 92 270
 

a) Viga V1 b) Viga V2 c) Viga V3 

∑

31 16 24 71

31 34 28 93

29 32 32 93

∑ 91 82 84 257
 

∑

44 31 28 103

41 25 29 95

41 22 32 95

∑ 126 78 89 293
 

∑

28 35 45 108

42 47 19 108

30 37 17 84

∑ 100 119 81 300
 

d) Viga V4 e) Viga V5 f) Viga V6 
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∑

58 56 24 138

50 30 31 111

60 32 28 120

∑ 168 118 83 369
 

∑

37 15 28 80

32 43 16 91

51 22 26 99

∑ 120 80 70 270
 

∑

28 23 35 86

48 32 33 113

63 61 46 170

∑ 139 116 114 369
 

g) Viga V7 h) Viga V8 i) Viga V9 

Figura D.2.6- Número de fibras no plano do entalhe (Vf90fc50) 

 

Tabela D.2.6- Densidade de fibra no plano do entalhe (Vf90fc50) 

Seção transv. Densidade  
Vigas 

(mm2) 
N° fibras  

(fibras/mm2) 
Fator de orientação 

V1 150x90 287 0.0213 0.35 

V2 150x90 329 0.0244 0.40 

V3 150x90 270 0.0200 0.33 

V4 150x90 257 0.0190 0.31 

V5 150x90 293 0.0217 0.36 

V6 150x90 300 0.0222 0.36 

V7 150x90 369 0.0273 0.45 

V8 150x90 270 0.0200 0.33 

V9 150x90 369 0.0273 0.45 

Média 305 0.0226 0.37 

DP 42 0.00310 0.05 

CV (%) 13.73 13.73 13.73 

NOTA: Segundo KRENCHEL (1964), o fator de orientação é definido por: Fat. orientação = Densidade · (Af/Vf). 
Sendo Af a área da seção transversal da fibra. 
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Figura D.2.7- Curvas das vigas (Vf90fc50) 
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Tabela D.2.7- Tensões obtidas da curva carga x CMOD (Vf90fc50) 

ffct,L fR,1 fR,2 fR,3 fR,4 
Vigas 

(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) 

V1 5.85 11.56 13.56 11.72 7.94 

V2 5.11 12.43 14.56 11.65 10.04 

V3 4.83 8.51 9.25 8.36 7.41 

V4 5.71 12.33 14.08 11.26 8.24 

V5 5.55 13.06 15.21 14.47 13.08 

V6 4.86 12.78 14.52 13.37 12.07 

V7 6.58 14.74 16.76 16.05 13.14 

V8 5.76 10.86 13.05 11.11 9.57 

V9 5.51 14.49 17.20 16.90 15.09 

Med 5.53 12.31 14.24 12.77 10.73 

DP 0.55 1.89 2.32 2.69 2.71 

CV (%) 9.93 15.36 16.29 21.08 25.29 

 

Resultados dos testes: concreto Vf0fc70 
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Figura D.2.8- Curvas das vigas (Vf0fc70) 

 

Tabela D.2.8- Tensões obtidas da curva carga x deslocamento (Vf0fc70) 

ffct,L fR,1 fR,2 fR,3 fR,4 
Vigas 

(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) 

V1 4.00 - - - - 

V2 4.63 - - - - 

V3 5.68 - - - - 

V4 4.92     

Med 4.81 - - - - 

DP 0.70 - - - - 

CV (%) 14.49 - - - - 
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Resultados dos testes: concreto Vf60fc70 

 

∑

35 28 19 82

32 34 14 80

50 32 19 101

∑ 117 94 52 263
 

∑

35 41 66 142

27 30 37 94

35 33 39 107

∑ 97 104 142 343
 

∑

36 34 13 83

30 28 15 73

26 31 29 86

∑ 92 93 57 242
 

a) Viga V1 b) Viga V2 c) Viga V3 

∑

40 26 30 96

39 52 39 130

21 28 41 90

∑ 100 106 110 316
 

∑

21 36 38 95

43 46 37 126

37 43 37 117

∑ 101 125 112 338
 

∑

42 22 32 96

24 26 41 91

40 37 53 130

∑ 106 85 126 317
 

d) Viga V4 e) Viga V5 f) Viga V6 

∑

44 29 33 106

32 24 38 94

28 27 49 104

∑ 104 80 120 304
 

∑

39 36 32 107

38 35 38 111

33 24 17 74

∑ 110 95 87 292
 

∑

29 26 19 74

34 22 24 80

49 29 26 104

∑ 112 77 69 258
 

g) Viga V7 h) Viga V8 i) Viga V9 

∑

29 34 22 85

41 28 30 99

28 41 28 97

∑ 98 103 80 281
 

  

j) Viga 10   

Figura D.2.9- Número de fibras no plano do entalhe (Vf60fc70) 
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Tabela D.2.9- Densidade de fibra no plano do entalhe (Vf60fc70) 

Seção transv. Densidade  
Vigas 

(mm2) 
N° fibras  

(fibras/mm2) 
Fator de orientação 

V1 150x125 263 0.0140 0.34 

V2 150x125 343 0.0183 0.45 

V3 150x125 242 0.0129 0.32 

V4 150x125 316 0.0169 0.41 

V5 150x125 338 0.0180 0.44 

V6 150x125 317 0.0169 0.41 

V7 150x125 304 0.0162 0.40 

V8 150x125 292 0.0156 0.38 

V9 150x125 258 0.0138 0.34 

V10 150x125 281 0.0150 0.37 

Média 295 0.0158 0.39 

DP 34 0.00183 0.04 

CV (%) 11.60 11.60 11.60 

NOTA: Segundo KRENCHEL (1964), o fator de orientação é definido por: Fat. orientação = Densidade · (Af/Vf). 
Sendo Af a área da seção transversal da fibra. 
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Figura D.2.10- Curvas das vigas (Vf60fc70) 

 

Tabela D.2.10- Tensões obtidas da curva carga x CMOD (Vf60fc70) 

ffct,L fR,1 fR,2 fR,3 fR,4 
Vigas 

(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) 

V1 5.81 7.19 7.86 6.15 5.11 

V2 5.66 9.99 10.96 9.59 8.13 

V3 - - - - - 

V4 6.02 10.50 10.55 8.68 7.55 

V5 6.96 11.79 11.24 9.72 8.40 

V6 5.63 9.63 10.34 8.95 7.29 

V7 5.45 9.20 9.76 8.36 6.30 

V8 5.31 8.97 9.73 7.91 6.93 

V9 5.21 8.69 9.23 6.91 5.03 

V10 5.05 9.87 11.08 9.09 7.39 

Med 5.68 9.54 10.08 8.37 6.90 

DP 0.57 1.27 1.08 1.20 1.21 

CV (%) 9.99 13.35 10.69 14.34 17.46 
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Resultados dos testes: concreto Vf75fc70 

 

∑

55 53 52 160

48 59 39 146

15 42 38 95

∑ 118 154 129 401
 

∑

50 58 77 185

41 48 53 142

60 43 72 175

∑ 151 149 202 502
 

∑

39 41 46 126

30 26 30 86

43 50 52 145

∑ 112 117 128 357
 

a) Viga V1 b) Viga V2 c) Viga V3 

∑

34 61 40 135

45 36 31 112

45 50 40 135

∑ 124 147 111 382
 

∑

49 67 39 155

50 60 49 159

35 59 35 129

∑ 134 186 123 443
 

∑

26 47 56 129

31 36 39 106

35 36 48 119

∑ 92 119 143 354
 

d) Viga V4 e) Viga V5 f) Viga V6 

∑

52 62 62 176

39 40 42 121

58 53 62 173

∑ 149 155 166 470
 

  

g) Viga V7   

Figura D.2.11- Número de fibras no plano do entalhe (Vf75fc70) 

 

Tabela D.2.11- Densidade de fibra no plano do entalhe (Vf75fc70) 

Seção transv. Densidade  
Vigas 

(mm2) 
N° fibras  

(fibras/mm2) 
Fator de orientação 

V1 150x107.5 401 0.0249 0.49 

V2 150x107.5 502 0.0311 0.61 

V3 150x107.5 357 0.0221 0.43 

V4 150x107.5 382 0.0237 0.47 

V5 150x107.5 443 0.0275 0.54 

V6 150x107.5 354 0.0220 0.43 

V7 150x107.5 470 0.0291 0.57 

Média 416 0.0258 0.51 

DP 57 0.00356 0.07 

CV (%) 13.80 13.80 13.80 

NOTA: Segundo KRENCHEL (1964), o fator de orientação é definido por: Fat. orientação = Densidade · (Af/Vf). 
Sendo Af a área da seção transversal da fibra. 
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a) carga x deslocamento b) carga x CMOD 

Figura D.2.12- Curvas das vigas (Vf75fc70) 

 

Tabela D.2.12- Tensões obtidas da curva carga x CMOD (Vf75fc70) 

ffct,L fR,1 fR,2 fR,3 fR,4 
Vigas 

(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) 

V1 6.69 11.80 12.28 12.51 12.58 

V2 6.07 13.27 13.18 12.65 11.39 

V3 6.40 10.50 11.67 9.45 7.57 

V4 6.57 12.77 13.30 11.49 9.72 

V5 6.29 12.72 13.74 13.02 11.73 

V6 5.54 10.45 11.14 8.99 8.28 

V7 6.73 15.21 15.75 14.07 12.53 

Med 6.33 12.39 13.01 11.74 10.54 

DP 0.42 1.67 1.53 1.89 2.04 

CV (%) 6.62 13.45 11.73 16.07 19.31 

 

Resultados dos testes: concreto Vf90fc70 

 

∑

41 33 19 93

35 29 35 99

38 24 16 78

∑ 114 86 70 270
 

∑

45 28 40 113

45 32 49 126

55 62 60 177

∑ 145 122 149 416
 

∑

45 43 24 112

65 40 18 123

46 46 15 107

∑ 156 129 57 342
 

a) Viga V1 b) Viga V2 c) Viga V3 

∑

38 37 21 96

57 57 33 147

35 28 28 91

∑ 130 122 82 334
 

∑

40 32 18 90

45 18 17 80

35 39 39 113

∑ 120 89 74 283
 

∑

30 28 30 88

53 41 11 105

35 34 20 89

∑ 118 103 61 282
 

d) Viga V4 e) Viga V5 f) Viga V6 
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∑

38 24 10 72

38 27 18 83

34 23 16 73

∑ 110 74 44 228
 

∑

34 29 21 84

40 35 30 105

34 43 38 115

∑ 108 107 89 304
 

∑

43 32 61 136

40 21 48 109

39 48 58 145

∑ 122 101 167 390
 

g) Viga V7 h) Viga V8 i) Viga V9 

Figura D.2.13- Número de fibras no plano do entalhe (Vf90fc70) 

 

Tabela D.2.13- Densidade de fibra no plano do entalhe (Vf90fc70) 

Seção transv. Densidade  
Vigas 

(mm2) 
N° fibras  

(fibras/mm2) 
Fator de orientação 

V1 150x90 270 0.0200 0.33 

V2 150x90 416 0.0308 0.50 

V3 150x90 342 0.0253 0.41 

V4 150x90 334 0.0247 0.40 

V5 150x90 283 0.0210 0.34 

V6 150x90 282 0.0209 0.34 

V7 150x90 228 0.0169 0.28 

V8 150x90 304 0.0225 0.37 

V9 150x90 390 0.0289 0.47 

Média 317 0.0234 0.38 

DP 60 0.00444 0.07 

CV (%) 18.93 18.93 18.93 

NOTA: Segundo KRENCHEL (1964), o fator de orientação é definido por: Fat. orientação = Densidade · (Af/Vf). 
Sendo Af a área da seção transversal da fibra. 
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Figura D.2.14- Curvas das vigas (Vf90fc70) 
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Tabela D.2.14- Tensões obtidas da curva carga x CMOD (Vf90fc70) 

ffct,L fR,1 fR,2 fR,3 fR,4 
Vigas 

(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) 

V1 5.45 8.20 - - - 

V2 5.73 16.82 19.40 18.14 16.72 

V3 5.57 10.44 11.97 11.88 10.48 

V4 5.51 11.97 12.06 11.25 9.96 

V5 5.31 10.35 12.47 9.51 7.52 

V6 6.21 10.16 12.32 10.61 9.22 

V7 6.01 8.82 11.20 9.71 7.34 

V8 5.15 12.30 13.86 13.47 12.73 

V9 - - - - - 

Med 4.99 9.90 10.37 9.40 8.22 

DP 1.90 4.48 6.36 5.92 5.46 

CV (%) 38.08 45.28 61.32 63.05 66.39 

 

 

ANEXO D.3- ENSAIO DE TENACIDADE À FLEXÃO EM PLACAS REDONDAS 

(CONCRETO) 

 

Roteiro de cálculo de fPmax: 

 

Segundo LANGENDONCK (1975), o momento fletor de plastificação de uma placa redonda de 

raio R, apoiada em 3 pontos equidistantes e sob a ação da carga concentrada P, ver a Figura 

D.3.1, é definida admitindo que o segmento de laje não fissurado gira em torno do eixo de 

rotação mostrado na Figura D.3.1.  

P

Ponto de 
apoio

Fissura

Eixo de rotação

Ponto de 
carga

a=r⋅cosin(π/3)

f

θ

γ

π/
3

R

r

π/3

 
Figura D.3.1- Condições de contorno e carregamento da placa redonda 
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O trabalho realizado pela carga P para flexionar a placa da Figura D.3.1 até o deslocamento f, 

Wext, é definido por: 

 

fPWext ⋅=   

 

O valor da energia absorvida pelas fissuras, Wint, é estabelecido por: 

 

RmWint ⋅⋅= θ   

 

sendo, 

 

a

f

a

f
arctan ⋅≅








⋅=⋅= 222 γθ

 
 

 

obtém-se, 

 

R
a

f
mWint ⋅⋅⋅⋅= 23

 
 

( )
R

/incosr

f
mWint ⋅

⋅
⋅⋅⋅=

3
23

π  
 

33 ⋅⋅⋅⋅= f
r

R
mWint

 
 

 

Fazendo Wext=Wint, obtém-se: 

 

33 ⋅⋅⋅⋅=⋅ f
r

R
mfP

 
 

 

Por fim, a expressão que estabelece o valor do momento fletor de plastificação é definida por: 

 

33 ⋅⋅

⋅
=

R

rP
m

 
 

 

onde P representa a carga última de flexão e os valores de R e r são as medidas indicadas na 

Figura D.3.1. 
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A tensão correspondente ao valor da carga última de flexão, fP, pode ser estabelecida 

simplificadamente admitindo-se os conceitos de resistência dos materiais, conforme segue. 

 

2

6

h

m
f P

⋅
=   

 

sendo h o valor da espessura da placa. 

 

Resultados dos testes: Considerações Gerais 

 

A Figura D.3.2 identifica os pontos utilizados para quantificar a espessura das placas. 

 

Ø
10

0
10

0

Ø
/4

Raio 03

Raio 02

Raio 01

Centro

 
Figura D.3.2- Indicação dos pontos utilizados para quantificar as espessuras das placas 

 

Resultados dos testes: concreto Vf0fc50 

 

   
a) Placa PR1 b) Placa PR2 c) Placa PR3 

Figura D.3.3- Corpos de prova do ensaio da placa redonda (Vf0fc50) 
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Tabela D.3.1- Espessura média das placas redondas (Vf0fc50) 

Espessura média das placas (mm) Indicação da posição da 
leitura dos pontos  PR1 PR2 PR3 

 -  - 91.90 

 -  - 91.90 Raio 01 

 -  - 92.50 

 -  - 91.20 

 -  - 91.60 Raio 02 

 -  - 91.90 

 -  - 91.60 

 -  - 90.40 Raio 03 

 -  - 93.70 

Centro  -  - 92.20 

Média - - 91.86 

DP - - 0.90 

CV (%) - - 0.98 

NOTA: Corpos de prova com espessura média, hmed, fora do limite 65≤hmed≤95 mm e com DP>3 mm devem ser 
descartados. 

 

Tabela D.3.2- Energia de absorção das placas redondas (Vf0fc50) 

Relação Carga x Deslocamento 
Corpo de 

prova  
Pmax (kN) fPmax (MPa) 

PR1 - - 

PR2 - - 

PR3 54.07 6.94 

Média 54.07 6.94 

DP - - 
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CV (%) - - 

NOTA: O cálculo de fL foi feito pela equação: 
2

6

h

m
f R

maxP

⋅
= , sendo 

33 ⋅⋅

⋅
=

R

rP
m max

R  (R é o raio da placa e r é o raio 

da placa medido no apoio). 
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Resultados dos testes: concreto Vf60fc50 

 

   
a) Placa PR1 b) Placa PR2 c) Placa PR3 

Figura D.3.3- Corpos de prova do ensaio da placa redonda (Vf60fc50) 

 

Tabela D.3.1- Espessura média das placas redondas (Vf60fc50) 

Espessura média das placas (mm) Indicação da posição da 
leitura dos pontos  PR1 PR2 PR3 

90.00 88.80 90.20 

88.70 88.70 89.60 Raio 01 

89.50 89.70 88.10 

91.50 85.50 91.10 

87.00 87.00 88.70 Raio 02 

86.80 86.70 88.00 

91.60 91.60 92.50 

84.20 84.20 91.10 Raio 03 

85.60 85.60 84.80 

Centro 89.30 88.90 89.20 

Média 88.42 87.67 89.33 

DP 2.46 2.26 2.14 

CV (%) 2.78 2.57 2.40 

NOTA: Corpos de prova com espessura média, hmed, fora do limite 65≤hmed≤95 mm e com DP>3 mm devem ser 
descartados. 
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Tabela D.3.2- Energia de absorção das placas redondas (Vf60fc50) 

Relação Carga x Deslocamento 
Corpo de 

prova  
Pmax (kN) fPmax (MPa) 

PR1 48.72 6.75 

PR2 53.17 7.49 

PR3 48.64 6.60 

Média 50.17 6.94 

DP 2.59 0.48 
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CV (%) 5.16 6.87 

NOTA: O cálculo de fL foi feito pela equação: 
2

6

h

m
f R

maxP

⋅
= , sendo 

33 ⋅⋅

⋅
=

R

rP
m max

R  (R é o raio da placa e r é o raio 

da placa medido no apoio). 

 

Resultados dos testes: concreto Vf75fc50 

 

   
a) Placa PR1 b) Placa PR2 c) Placa PR3 

Figura D.3.4- Corpos de prova do ensaio da placa redonda (Vf75fc50) 
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Tabela D.3.3- Espessura média das placas redondas (Vf75fc50) 

Espessura média das placas (mm) Indicação da posição da 
leitura dos pontos  PR1 PR2 PR3 

85.40 83.70 89.00 

85.20 83.40 88.80 Raio 01 

85.20 83.40 89.00 

84.70 82.20 88.10 

84.70 82.60 86.60 Raio 02 

84.30 83.20 88.90 

83.10 80.20 85.90 

81.70 81.70 84.50 Raio 03 

83.60 83.60 87.70 

Centro 85.10 83.40 88.80 

Média 84.30 82.74 87.73 

DP 1.18 1.11 1.57 

CV (%) 1.40 1.34 1.79 

NOTA: Corpos de prova com espessura média, hmed, fora do limite 65≤hmed≤95 mm e com DP>3 mm devem ser 
descartados. 

 

Tabela D.3.4- Energia de absorção das placas redondas (Vf75fc50) 

Relação Carga x Deslocamento 
Corpo de 

prova  
Pmax (kN) fPmax (MPa) 

PR1 43.02 6.55 

PR2 40.06 6.34 

PR3 44.09 6.20 

Média 42.39 6.36 

DP 2.09 0.18 
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CV (%) 4.92 2.79 

NOTA: O cálculo de fL foi feito pela equação: 
2

6

h

m
f R

maxP

⋅
= , sendo 

33 ⋅⋅

⋅
=

R

rP
m max

R  (R é o raio da placa e r é o raio 

da placa medido no apoio). 
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Resultados dos testes: concreto Vf90fc50 

 

   
a) Placa PR1 b) Placa PR2 c) Placa PR3 

Figura D.3.5- Corpos de prova do ensaio da placa redonda (Vf90fc50) 

 

Tabela D.3.5- Espessura média das placas redondas (Vf90fc50) 

Espessura média das placas (mm) Indicação da posição da 
leitura dos pontos  PR1 PR2 PR3 

92.30 84.40 90.70 

92.00 84.90 91.20 Raio 01 

92.80 83.90 90.90 

93.00 83.20 89.70 

91.50 84.10 90.70 Raio 02 

94.50 83.20 90.40 

91.30 82.00 87.20 

88.90 81.50 89.00 Raio 03 

92.30 81.70 89.00 

Centro 92.20 84.30 90.80 

Média 92.08 83.32 89.96 

DP 1.43 1.21 1.24 

CV (%) 1.55 1.46 1.38 

NOTA: Corpos de prova com espessura média, hmed, fora do limite 65≤hmed≤95 mm e com DP>3 mm devem ser 
descartados. 
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Tabela D.3.6- Energia de absorção das placas redondas (Vf90fc50) 

Relação Carga x Deslocamento 
Corpo de 

prova  
Pmax (kN) fPmax (MPa) 

PR1 51.97 6.64 

PR2 50.19 7.83 

PR3 54.34 7.27 

Média 52.17 7.24 

DP 2.08 0.60 
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CV (%) 3.99 8.22 

NOTA: O cálculo de fL foi feito pela equação: 
2

6

h

m
f R

maxP

⋅
= , sendo 

33 ⋅⋅

⋅
=

R

rP
m max

R  (R é o raio da placa e r é o raio 

da placa medido no apoio). 

 

Resultados dos testes: concreto Vf0fc70 

 

   
a) Placa PR1 b) Placa PR2 c) Placa PR3 

Figura D.3.6- Corpos de prova do ensaio da placa redonda (Vf0fc70) 
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Tabela D.3.7- Espessura média das placas redondas (Vf0fc70) 

Espessura média das placas (mm) Indicação da posição da 
leitura dos pontos  PR1 PR2 PR3 

92.70 - 97.10 

93.50 - 96.10 Raio 01 

91.80 - 96.70 

92.40 - 96.50 

92.30 - 95.80 Raio 02 

91.50 - 95.90 

93.20 - 96.00 

92.70 - 95.30 Raio 03 

90.90 - 95.30 

Centro 92.60 - 96.90 

Média 92.36 - 96.08 

DP 0.78 - 0.61 

CV (%) 0.85 - 0.63 

NOTA: Corpos de prova com espessura média, hmed, fora do limite 65≤hmed≤95 mm e com DP>3 mm devem ser 
descartados. 

 

Tabela D.3.8- Energia de absorção das placas redondas (Vf0fc70) 

Relação Carga x Deslocamento 
Corpo de 

prova  
Pmax (kN) fPmax (MPa) 

PR1 56.01 7.11 

PR2 - - 

PR3 - - 

Média 56.01 7.11 

DP - - 
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CV (%) - - 

NOTA: O cálculo de fL foi feito pela equação: 
2

6

h

m
f R

maxP

⋅
= , sendo 

33 ⋅⋅

⋅
=

R

rP
m max

R  (R é o raio da placa e r é o raio 

da placa medido no apoio). 
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Resultados dos testes: concreto Vf60fc70 

 

   

a) Placa PR1 b) Placa PR2 c) Placa PR3 

Figura D.3.6- Corpos de prova do ensaio da placa redonda (Vf60fc70) 

 

Tabela D.3.7- Espessura média das placas redondas (Vf60fc70) 

Espessura média das placas (mm) Indicação da posição da 
leitura dos pontos  PR1 PR2 PR3 

85.40 90.70 87.30 

85.00 90.50 86.90 Raio 01 

80.00 90.50 86.90 

84.90 90.20 88.60 

87.50 89.00 86.20 Raio 02 

85.60 89.00 85.40 

82.80 88.70 87.30 

85.70 85.90 82.30 Raio 03 

78.80 85.60 83.80 

Centro 83.30 90.40 86.90 

Média 83.90 89.05 86.16 

DP 2.71 1.89 1.86 

CV (%) 3.24 2.12 2.16 

NOTA: Corpos de prova com espessura média, hmed, fora do limite 65≤hmed≤95 mm e com DP>3 mm devem ser 
descartados. 
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Tabela D.3.8- Energia de absorção das placas redondas (Vf60fc70) 

Relação Carga x Deslocamento 
Corpo de 

prova  
Pmax (kN) fPmax (MPa) 

PR1 39.31 6.05 

PR2 42.85 5.85 

PR3 46.15 6.73 

Média 42.77 6.21 

DP 3.42 0.46 
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CV (%) 8.00 7.45 

NOTA: O cálculo de fL foi feito pela equação: 
2

6

h

m
f R

maxP

⋅
= , sendo 

33 ⋅⋅

⋅
=

R

rP
m max

R  (R é o raio da placa e r é o raio 

da placa medido no apoio). 

 

Resultados dos testes: concreto Vf75fc70 

 

   
a) Placa PR1 b) Placa PR2 c) Placa PR3 

Figura D.3.7- Corpos de prova do ensaio da placa redonda (Vf75fc70) 
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Tabela D.3.9- Espessura média das placas redondas (Vf75fc70) 

Espessura média das placas (mm) Indicação da posição da 
leitura dos pontos  PR1 PR2 PR3 

86.20 85.20 84.10 

88.20 87.20 83.20 Raio 01 

86.70 85.80 83.20 

85.50 85.10 84.60 

89.20 86.70 82.20 Raio 02 

86.90 83.30 83.20 

82.80 84.10 84.10 

88.70 87.30 84.20 Raio 03 

86.00 82.70 80.70 

Centro 86.90 85.90 83.50 

Média 86.71 85.33 83.30 

DP 1.82 1.58 1.15 

CV (%) 2.10 1.85 1.38 

NOTA: Corpos de prova com espessura média, hmed, fora do limite 65≤hmed≤95 mm e com DP>3 mm devem ser 
descartados. 

 

Tabela D.3.10- Energia de absorção das placas redondas (Vf75fc70) 

Relação Carga x Deslocamento 
Corpo de 

prova  
Pmax (kN) fPmax (MPa) 

PR1 52.00 7.49 

PR2 53.59 7.97 

PR3 50.14 7.82 

Média 51.91 7.76 

DP 1.72 0.25 
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CV (%) 3.32 3.17 

NOTA: O cálculo de fL foi feito pela equação: 
2

6

h

m
f R

maxP

⋅
= , sendo 

33 ⋅⋅

⋅
=

R

rP
m max

R  (R é o raio da placa e r é o raio 

da placa medido no apoio). 
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Resultados dos testes: concreto Vf90fc70 

 

   
a) Placa PR1 b) Placa PR2 c) Placa PR3 (descartado) 

Figura D.3.8- Corpos de prova do ensaio da placa redonda (Vf90fc70) 

 

Tabela D.3.11- Espessura média das placas redondas (Vf90fc70) 

Espessura média das placas (mm) Indicação da posição da 
leitura dos pontos  PR1 PR2 PR3 (Descartado) 

86.50 96.00 -  

88.10 95.90 -  Raio 01 

86.40 95.80 -  

86.00 96.10 -  

85.80 96.10 -  Raio 02 

85.60 94.50 -  

86.10 96.20 -  

79.00 93.60 -  Raio 03 

84.20 96.40 -  

Centro 86.90 95.80 - 

Média 85.46 95.64 - 

DP 2.48 0.88 - 

CV (%) 2.90 0.92 - 

NOTA: Corpos de prova com espessura média, hmed, fora do limite 65≤hmed≤95 mm e com DP>3 mm devem ser 
descartados. 
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Tabela D.3.12- Energia de absorção das placas redondas (Vf90fc70) 

Relação Carga x Deslocamento 
Corpo de 

prova  
Pmax (kN) fPmax (MPa) 

PR1 49.90 7.40 

PR2 
(Descartado) 

- - 

PR3 
(Descartado) 

- - 

Média 49.90 7.40 

DP - - 
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CV (%) - - 

NOTA: O cálculo de fL foi feito pela equação: 
2

6

h

m
f R

maxP

⋅
= , sendo 

33 ⋅⋅

⋅
=

R

rP
m max

R  (R é o raio da placa e r é o raio 

da placa medido no apoio). 

 

 

ANEXO D.4- ENSAIO DE TRAÇÃO AXIAL (AÇO DAS ARMADURAS) 
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Figura D.4.1- Relação tensão x deformação das armaduras – Ø 12 mm 
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ANEXO D.5- INFORMAÇÕES DO FABRICANTE SOBRE AS FIBRAS DE AÇO 

 

 
Figura D.5.1- Propriedades das fibras de aço 
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ANEXO E – BASE DE DADOS 

 

A base de dados desta pesquisa foi fundamentada nos ensaios experimentais apresentados na 

Tabela E.1, a qual exibe as seguintes propriedades: a altura útil da laje, d; a dimensão do pilar, r; 

a dimensão da laje, Llaje; a resistência à compressão média do concreto (obtida em corpo de 

prova cilíndrico), fc; a taxa de armadura de flexão, ρ; o fator de forma das fibras, lf/df; o volume 

de fibra, Vf; a carga experimental de ruína, Vexp,u; e o status da laje quanto ao critério de avaliação 

(Aval.=Avaliada e N. Aval.=Não avaliada). 

 

Tabela E.1- Base de dados (Continua) 

d r Llaje fc ρ Vf Vexp,u 
Autor Laje 

(mm) (mm) (mm) (MPa) (%) 
lf /df 

(%) (kN) 
Status  

L1 40.00 100.00 800.00 26.00 1.73 - 0.00 80.00 N. Aval. 

L2 40.00 100.00 800.00 31.50 1.73 37.48 0.75 84.00 N. Aval. 

L3 40.00 100.00 800.00 31.60 1.73 37.48 1.50 97.00 N. Aval. 

L7 40.00 100.00 800.00 88.70 1.73 - 0.00 101.00 N. Aval. 

L8 40.00 100.00 800.00 79.00 1.73 37.48 0.75 112.00 N. Aval. 

Z
A

M
B

R
A

N
A

 V
A

R
G

A
S 

(1
99

7)
 

L9 40.00 100.00 800.00 93.00 1.73 37.48 1.50 136.00 N. Aval. 

OSC.S1 80.00 80.00 1160.00 43.73 1.66 - 0.00 176.48 N. Aval. 

OSC.S2 80.00 80.00 1160.00 46.42 1.66 66.67 0.75 191.96 Aval. 

OSC.S3 80.00 80.00 1160.00 30.80 1.66 66.67 1.50 197.61 N. Aval. 

HSC.S1 80.00 80.00 1160.00 86.65 1.66 - 0.00 190.72 N. Aval. 

HSC.S2 80.00 80.00 1160.00 81.85 1.66 66.67 0.75 206.81 Aval. 

A
Z

E
V

E
D

O
 (

19
99

) 

HSC.S3 80.00 80.00 1160.00 79.30 1.66 66.67 1.50 293.93 Aval. 

L1 80.00 80.00 1160.00 23.13 1.66 - 0.00 137.20 N. Aval. 

L2 80.00 80.00 1160.00 24.40 1.66 54.55 1.00 139.55 Aval. 

L3 80.00 80.00 1160.00 28.06 1.66 54.55 2.00 163.62 Aval. 

L4 80.00 80.00 1160.00 56.98 1.66 - 0.00 192.86 N. Aval. 

L5 80.00 80.00 1160.00 59.72 1.66 54.55 1.00 215.14 Aval. 

L6 80.00 80.00 1160.00 52.38 1.66 54.55 2.00 236.17 Aval. 

L7 80.00 80.00 1160.00 36.55 1.66 47.62 0.75 182.85 Aval. 

H
O

L
A

N
D

A
 (

20
02

) 

L8 80.00 80.00 1160.00 46.08 1.66 47.62 1.50 210.90 Aval. 

A0 105.00 150.00 900.00 21.68 0.66 - 0.00 284.00 N. Aval. 

A1 105.00 150.00 900.00 22.32 0.66 80.00 0.38 330.00 Aval. 

A2 105.00 150.00 900.00 23.36 0.66 80.00 0.58 345.00 Aval. 

A3 105.00 150.00 900.00 25.28 0.66 80.00 0.77 397.00 Aval. 

B0 105.00 150.00 1200.00 21.68 0.66 - 0.00 301.00 N. Aval. 

B1 105.00 150.00 1200.00 22.32 0.66 80.00 0.38 328.00 Aval. 

B2 105.00 150.00 1200.00 23.36 0.66 80.00 0.58 337.00 Aval. 

B3 105.00 150.00 1200.00 25.28 0.66 80.00 0.77 347.00 Aval. 

C0 105.00 150.00 1500.00 21.68 0.66 - 0.00 264.00 N. Aval. 

C1 105.00 150.00 1500.00 22.32 0.66 80.00 0.38 307.00 Aval. 

C2 105.00 150.00 1500.00 23.36 0.66 80.00 0.58 310.00 Aval. 

N
G

U
Y

E
N

-M
IN

H
 e

t a
l. 

(2
01

1)
 

C3 105.00 150.00 1500.00 25.28 0.66 80.00 0.77 326.00 Aval. 
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Tabela E.1- Base de dados (Continua) 

d r Llaje fc ρ Vf Vexp,u 
Autor Laje 

(mm) (mm) (mm) (MPa) (%) 
lf /df 

(%) (kN) 
Status  

S1 127.00 150.00 1500.00 47.70 0.95 - 0.00 433.00 N. Aval. 

S2 127.00 150.00 1500.00 47.70 0.74 - 0.00 379.00 N. Aval. 

S3 127.00 150.00 1500.00 25.40 0.95 54.55 1.00 386.00 N. Aval. 

S4 127.00 150.00 1500.00 25.40 0.74 54.55 1.00 389.00 N. Aval. 

S5 127.00 150.00 1500.00 59.30 0.95 70.00 1.50 530.00 Aval. 

S6 127.00 150.00 1500.00 57.90 0.74 70.00 1.50 444.00 Aval. 

S7 127.00 150.00 1500.00 31.00 0.95 54.55 1.50 522.00 N. Aval. 

S8 127.00 150.00 1500.00 31.00 0.74 54.55 1.50 472.00 N. Aval. 

S9 127.00 150.00 1500.00 46.10 0.95 78.95 1.50 530.00 Aval. 

C
H

E
N

G
 e

 P
A

R
R

A
 (

20
10

) 

S10 127.00 150.00 1500.00 59.10 0.74 78.95 1.50 503.00 Aval. 

NSCU 109.00 225.00 2300.00 30.00 1.26 - 0.00 306.00 N. Aval. 

NSCB 109.00 225.00 2300.00 30.00 1.68 - 0.00 349.00 N. Aval. 

FRSU 109.00 225.00 2300.00 43.30 1.26 60.00 0.50 422.00 Aval. 

FRSB 109.00 225.00 2300.00 43.30 1.68 60.00 0.50 438.00 Aval. 

FRCU 109.00 225.00 2300.00 33.40 1.26 60.00 0.50 329.00 Aval. 

M
C

H
A

R
G

 (
19

97
) 

FRCB 109.00 225.00 2300.00 33.40 1.68 60.00 0.50 361.00 Aval. 

TOR-2T-2L 110.00 100.00 790.00 69.60 0.94 100.00 2.00 759.00 N. Aval. 

TOR-1T-1L 110.00 100.00 790.00 69.60 0.94 100.00 2.00 614.00 N. Aval. 

TOR-0T-1L 115.00 100.00 790.00 69.60 0.00 100.00 2.00 592.00 N. Aval. 

TOR-0T-0L 180.00 100.00 790.00 69.60 0.00 100.00 2.00 569.00 N. Aval. 

N
A

A
M

A
N

 e
t a

l. 
(2

01
0)

 

CON-2T-2L 145.00 100.00 790.00 43.90 0.69 - 0.00 383.00 N. Aval. 

A1 39.00 100.00 650.00 29.6 1.81 - 0.00 62.53 N. Aval. 

A2 39.00 100.00 650.00 30.00 1.81 100.00 0.45 67.70 N. Aval. 

A3 39.00 100.00 650.00 31.4 1.81 100.00 0.80 77.77 N. Aval. 

A4 39.00 100.00 650.00 24.6 1.81 60.00 1.00 68.83 N. Aval. 

A5 39.00 100.00 650.00 20.00 1.81 60.00 2.00 62.06 N. Aval. 

B1 55.00 100.00 650.00 31.4 1.66 - 0.00 99.36 N. Aval. 

B2 55.00 100.00 650.00 31.4 1.66 100.00 0.45 114.65 N. Aval. 

B3 55.00 100.00 650.00 31.8 1.66 100.00 0.80 117.30 N. Aval. 

B4 55.00 100.00 650.00 29.1 1.66 60.00 1.00 117.73 N. Aval. 

H
A

R
A

JL
I 

et
 a

l. 
(1

99
5)

 

B5 55.00 100.00 650.00 29.2 1.66 60.00 2.00 145.57 N. Aval. 

SFRC1-1 21.88 100.00 595.00 46.20 0.56 60.00 0.31 21.40 N. Aval. 

SFRC1-2 21.88 100.00 894.69 45.80 0.56 60.00 0.31 22.60 N. Aval. 

SFRC1-3 21.88 100.00 1192.19 47.20 0.56 60.00 0.31 18.90 N. Aval. 

SFRC2-1 21.88 100.00 894.69 40.30 0.56 60.00 0.50 20.90 N. Aval. 

SFRC2-2 21.88 100.00 894.69 40.70 0.56 60.00 1.00 23.70 N. Aval. 

SFRC2-3 21.88 100.00 894.69 39.70 0.56 60.00 1.50 24.60 N. Aval. 

SFRC2-4 21.88 100.00 894.69 47.80 0.56 60.00 2.00 27.40 N. Aval. 

SFRC3-1 13.75 100.00 896.50 46.90 0.78 60.00 0.31 9.40 N. Aval. 

SFRC3-2 35.63 100.00 894.19 46.10 1.35 60.00 0.31 54.90 N. Aval. 

SFRC3-3 43.75 100.00 896.88 48.40 0.95 60.00 0.31 70.50 N. Aval. 

SFRC4-1 21.88 100.00 894.69 37.60 0.56 60.00 0.31 19.00 N. Aval. 

SFRC4-2 21.88 100.00 894.69 60.60 0.56 60.00 0.31 20.00 N. Aval. 

SFRC5-1 21.88 200.00 894.69 41.40 1.17 60.00 0.31 26.10 N. Aval. 

T
A

N
 e

 P
A

R
A

M
A

SI
V

A
N

 (
19

94
) 

SFRC5-2 21.88 150.00 894.69 39.80 0.46 60.00 0.31 18.70 N. Aval. 
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Tabela E.1- Base de dados (Continua) 

d r Llaje fc ρ Vf Vexp,u 
Autor Laje 

(mm) (mm) (mm) (MPa) (%) 
lf /df 

(%) (kN) 
Status  

P11F0 132.70 200.00 2750.00 33.20 0.46 - 0.00 257.00 N. Aval. 

P11F31 132.70 200.00 2750.00 35.80 0.46 41.12 0.40 324.00 Aval. 

P11F66 132.70 200.00 2750.00 35.00 0.46 41.12 0.85 345.00 Aval. 

P38F0 105.70 200.00 2750.00 35.60 0.68 - 0.00 264.00 N. Aval. 

P38F34 105.70 200.00 2750.00 38.40 0.68 41.12 0.40 308.00 Aval. A
L

E
X

A
N

D
E

R
 e

 
SI

M
M

O
N

D
S 

(1
99

2)
 

P38F69 105.70 200.00 2750.00 38.50 0.68 41.12 0.85 330.00 Aval. 

SF0-1 60.33 63.50 1447.80 33.40 1.84 - 0.00 90.00 N. Aval. 

SF0-2 60.33 63.50 1447.80 39.05 1.84 - 0.00 112.50 N. Aval. 

SF0-3 60.33 63.50 1447.80 31.05 1.84 - 0.00 81.00 N. Aval. 

SF0-4 60.33 63.50 1447.80 31.74 1.84 - 0.00 94.50 N. Aval. 

SF2-1 60.33 63.50 1447.80 34.50 1.84 20.56 0.61 94.50 N. Aval. 

SF2-2 60.33 63.50 1447.80 37.26 1.84 20.56 0.61 112.50 N. Aval. 

SF2-3 60.33 63.50 1447.80 29.67 1.84 20.56 0.61 72.00 N. Aval. 

SF2-4 60.33 63.50 1447.80 24.84 1.84 20.56 0.61 85.50 N. Aval. 

SF3-1 60.33 63.50 1447.80 37.67 1.84 20.56 0.95 108.00 N. Aval. 

SF4-1 60.33 63.50 1447.80 46.78 1.84 20.56 1.19 135.00 N. Aval. 

SF4-2 60.33 63.50 1447.80 36.57 1.84 20.56 1.19 117.00 N. Aval. 

SF6-1 60.33 63.50 1447.80 22.36 1.84 20.56 1.86 99.00 N. Aval. 

SH
A

A
B

A
N

 e
 G

E
SU

N
D

 (
19

94
) 

SF6-2 60.33 63.50 1447.80 22.08 1.84 20.56 1.86 103.50 N. Aval. 

FS-1 100.00 150.00 1690.00 35.38 0.63 - 0.00 173.50 N. Aval. 

FS-2 100.00 150.00 1690.00 34.00 0.63 100.00 0.50 225.00 Aval. 

FS-3 100.00 150.00 1690.00 35.65 0.63 100.00 1.00 247.40 Aval. 

FS-4 100.00 150.00 1690.00 37.34 0.63 100.00 1.00 224.40 Aval. 

FS-5 100.00 150.00 1690.00 38.00 0.42 100.00 1.00 198.10 Aval. 

FS-6 100.00 150.00 1690.00 35.68 0.42 100.00 1.00 174.50 N. Aval. 

FS-7 100.00 150.00 1690.00 36.64 0.42 100.00 1.00 192.40 N. Aval. 

FS-8 100.00 100.00 1690.00 36.66 0.67 - 0.00 150.30 N. Aval. 

FS-9 100.00 100.00 1690.00 35.60 0.67 100.00 1.00 216.60 Aval. 

FS-10 100.00 200.00 1690.00 36.40 0.59 - 0.00 191.40 N. Aval. 

FS-11 100.00 200.00 1690.00 34.24 0.59 100.00 1.00 259.80 N. Aval. 

FS-12 100.00 150.00 1690.00 36.08 0.63 59.81 1.00 217.50 Aval. 

FS-13 100.00 150.00 1690.00 33.48 0.63 100.00 1.00 235.50 Aval. 

FS-14 100.00 150.00 1690.00 34.98 0.63 69.74 1.00 239.50 Aval. 

FS-15 100.00 150.00 1690.00 31.24 0.63 89.41 1.00 238.00 Aval. 

FS-16 100.00 150.00 1690.00 27.92 0.63 69.74 1.00 227.80 N. Aval. 

FS-17 100.00 150.00 1690.00 46.85 0.63 69.74 1.00 268.40 N. Aval. 

FS-18 100.00 150.00 1690.00 14.20 0.63 69.74 1.00 166.00 N. Aval. 

FS-19 100.00 150.00 1690.00 34.50 0.42 - 0.00 136.50 N. Aval. 

T
H
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O
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O

R
A

K
O

PO
U

L
O

S 
e 

SW
A

M
Y

 (
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FS-20 100.00 150.00 1690.00 37.04 0.42 100.00 1.00 211.00 Aval. 
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Tabela E.1- Base de dados 

d r Llaje fc ρ Vf Vexp,u 
Autor Laje 

(mm) (mm) (mm) (MPa) (%) 
lf /df 

(%) (kN) 
Status  

P80S1 55.00 7.50 330.00 41.44 0.00 - 0.00 43.94 N. Aval. 

P40S1 55.00 7.50 330.00 41.44 0.00 - 0.00 41.33 N. Aval. 

P40S2 55.00 7.50 330.00 41.44 0.00 - 0.00 45.31 N. Aval. 

F80S1 55.00 7.50 330.00 40.32 0.00 60.00 0.00 46.68 N. Aval. 

F80S2 55.00 7.50 330.00 40.32 0.00 60.00 0.00 49.33 N. Aval. 

F80S3 55.00 7.50 330.00 40.32 0.00 60.00 0.00 52.46 N. Aval. 

F80S4 55.00 7.50 330.00 40.32 0.00 60.00 0.00 48.55 N. Aval. 

F40S1 55.00 7.50 330.00 42.56 0.00 60.00 0.00 49.97 N. Aval. 

F40S2 55.00 7.50 330.00 42.56 0.00 60.00 0.00 40.83 N. Aval. 

F40S3 55.00 7.50 330.00 42.56 0.00 60.00 0.00 37.53 N. Aval. 

P25F1 55.00 7.50 330.00 33.28 0.00 - 0.00 34.61 N. Aval. 

P25F2 55.00 7.50 330.00 33.28 0.00 - 0.00 30.57 N. Aval. 

F25F1 55.00 7.50 330.00 22.24 0.00 60.00 0.00 31.35 N. Aval. 

F25F2 55.00 7.50 330.00 22.24 0.00 60.00 0.00 30.44 N. Aval. 

PR
IS

C
O

 e
 F

E
L

IC
E

T
T

I 
(1

99
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F25F3 55.00 7.50 330.00 22.24 0.00 60.00 0.00 33.78 N. Aval. 
AFONS

O 
(2010) 

FC0 144.00 250.00 2500.00 39.30 1.13 66.67 0.50 651.00 N. Aval. 

NR1E0F0 90.00 200.00 1500.00 21.60 0.83 75.00 0.00 188.00 N. Aval. 

NR2E0F0 90.00 200.00 1500.00 20.00 1.30 75.00 0.00 202.00 N. Aval. 

HR1E0F0 86.00 200.00 1500.00 74.00 1.75 75.00 0.00 331.00 N. Aval. 

HR1E0F0r 86.00 200.00 1500.00 75.00 1.75 75.00 0.00 371.00 N. Aval. 

HR2E0F0 86.00 200.00 1500.00 63.70 2.75 75.00 0.00 405.00 N. Aval. 

HR2E0F0r 86.00 200.00 1500.00 74.70 2.75 75.00 0.00 489.00 N. Aval. 

NR1E0F1 90.00 200.00 1500.00 19.60 0.83 75.00 1.00 266.00 Aval. 

NR2E0F1 90.00 200.00 1500.00 19.30 1.30 75.00 1.00 245.00 Aval. 

HR1E0F1 86.00 200.00 1500.00 81.30 1.75 75.00 1.00 576.00 Aval. 

Ö
Z

D
E

N
 e

t a
l. 

(2
00
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HR2E0F1 86.00 200.00 1500.00 79.30 2.75 75.00 1.00 691.00 Aval. 

t100-0.67 70.00 150.00 1200.00 24.60 0.85 48.39 0.67 137.50 N. Aval. 

t140-0.67 110.00 150.00 1200.00 24.60 0.54 48.39 0.67 210.20 Aval. 

t180-0.67 150.00 150.00 1200.00 24.60 0.40 48.39 0.67 297.60 Aval. 

t100-0.72 65.00 150.00 1200.00 42.40 0.91 48.39 0.72 140.80 N. Aval. 

t140-0.72 105.00 150.00 1200.00 42.40 0.57 48.39 0.72 213.20 Aval. 

t180-0.72 145.00 150.00 1200.00 42.40 0.41 48.39 0.72 290.70 Aval. 

t100-0.91 65.00 150.00 1200.00 21.60 0.91 48.39 0.91 120.80 N. Aval. 

t140-0.91 105.00 150.00 1200.00 21.60 0.57 48.39 0.91 183.10 Aval. 

t180-0.91 145.00 150.00 1200.00 21.60 0.41 48.39 0.91 231.20 Aval. 

t100-0.63 70.00 150.00 1200.00 27.80 0.85 48.39 0.63 152.30 N. Aval. 

t100-0.94 70.00 150.00 1200.00 31.10 0.85 48.39 0.94 147.90 N. Aval. 

H
IG
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SH

IY
A
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 e
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l. 
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01
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t100-1.03 70.00 150.00 1200.00 30.40 0.85 48.39 1.03 158.90 N. Aval. 
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ANEXO F – BASE DE DADOS UTILIZADA NA ANÁLISE DE fRi 

 

Tabela F.1- Base de dados utilizada na análise de fRi (Continua) 
Vf  lf  df  fR1  fR3 fR4 

Autor Peças  
(%) (mm) (mm) (MPa) (MPa) (MPa) 

s3e30 0.40 30.00 0.50 3.50 2.73 2.61 

s3e45 0.60 30.00 0.50 4.83 3.95 3.75 

s3e60 0.80 30.00 0.50 4.60 3.59 3.39 

s4e30 0.40 60.00 0.80 3.50 3.15 3.08 

s4e45 0.60 60.00 0.80 5.13 4.20 3.83 

s4e60 0.80 60.00 0.80 6.86 6.39 5.98 

s5e30 0.40 60.00 0.80 4.40 1.64 1.34 

BARROS 
(1995) 

s5e45 0.60 60.00 0.80 5.35 3.45 3.18 

pilot 1 beam 1 1.00 30.00 0.50 9.60 6.72 5.36 

pilot 2 beam 2 1.00 30.00 0.50 9.60 7.36 6.40 

pilot 3 beam 3 1.00 30.00 0.50 8.00 5.12 4.24 

test 2 beam 2 0.50 30.00 0.50 6.72 4.80 3.92 

test 3 beam 3 0.50 30.00 0.50 4.35 3.65 3.30 

test 1 beam 4 1.00 30.00 0.50 8.00 5.44 4.64 

test 2 beam 5 1.00 30.00 0.50 10.40 7.20 5.92 

FERRER BOIX 
(2003) 

test 3 beam 6 1.00 30.00 0.50 9.60 7.04 5.84 

C1 0.80 30.00 0.50 8.64 9.39 7.89 

C2 0.80 30.00 0.50 8.75 9.81 8.75 
LONG e 

MARIAN 
(2008) C3 0.80 30.00 0.50 9.17 10.03 8.96 

A 0.40 60.00 0.75 4.00 2.60 2.02 

B 0.47 60.00 0.75 3.00 3.00 2.11 
POH et al. 

(2008) 
C 0.53 60.00 0.75 3.30 2.40 2.88 

S2_3 0.33 60.00 0.92 3.68 3.20 3.04 

S2_4 0.47 60.00 0.92 3.68 3.20 3.52 

S2_5 0.67 60.00 0.92 6.88 7.12 6.88 
BARROS et al. 

(2003) 

S2_6 0.93 60.00 0.92 7.28 9.92 6.64 

F80/60-30 0.40 60.00 0.75 3.49 3.65 1.41 

F80/60-20 0.27 60.00 0.75 2.62 2.11 2.05 

F80/60-10 0.13 60.00 0.75 1.76 1.60 3.52 

F65/60-15 0.20 60.00 0.92 2.62 2.37 2.34 

F65/60-25 0.33 60.00 0.92 3.84 0.54 3.20 

F65/60-35 0.47 60.00 0.92 4.03 3.33 3.71 

BARROS et al. 
(2005) 

F65/60-45 0.60 60.00 0.92 5.76 5.50 5.31 

F60-1 1.00 60.00 0.75 8.72 7.52 6.88 

F35-1 1.00 35.00 0.55 6.56 5.28 4.64 
MONTAIGNAC 

et al. (2011) 
F35-1,25 1.25 35.00 0.55 8.40 6.40 5.68 
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Tabela F.1- Base de dados utilizada na análise de fRi 
Vf  lf  df  fR1  fR3 fR4 

Autor Peças  
(%) (mm) (mm) (MPa) (MPa) (MPa) 

SF_20_1 0.27 50.00 1.00 1.44 1.60 1.52 

SF_20_2 0.27 50.00 1.00 1.60 1.60 1.44 

SF_20_3 0.27 50.00 1.00 1.60 2.48 1.84 

SF_20_4 0.27 50.00 1.00 1.76 1.60 2.08 

SF_20_5 0.27 50.00 1.00 1.92 2.08 1.68 

SF_20_6 0.27 50.00 1.00 2.08 2.56 2.56 

BURATTI et al. 
(2011) 

SF_20_7 0.27 50.00 1.00 2.56 2.80 2.72 

mix1-1 0.77 60.00 0.75 4.00 2.72 -  

mix1-2 0.77 60.00 0.75 5.20 2.96 -  

mix1-3 0.77 60.00 0.75 5.52 3.84 -  

mix1-4 0.77 60.00 0.75 7.36 5.60 -  

mix1-5 0.77 60.00 0.75 7.92 6.08 -  

mix1-6 0.77 60.00 0.75 8.16 6.08 -  

mix2-1 0.77 60.00 0.75 4.96 3.44 -  

mix2-2 0.77 60.00 0.75 4.96 3.84 -  

mix2-3 0.77 60.00 0.75 5.20 4.32 -  

mix2-4 0.77 60.00 0.75 5.76 4.80 -  

mix2-5 0.77 60.00 0.75 6.08 5.52 -  

KOOIMAN et 
al. (2000) 

mix2-6 0.77 60.00 0.75 6.40 4.80 -  

min 0.40 60.00 0.75 3.44 2.56 1.60 

med 0.40 60.00 0.75 4.48 2.96 2.24 
PEREIRA et al. 

(2004) 
max 0.40 60.00 0.75 5.28 4.16 3.68 

N1-3PB-20-1 0.27 60.00 0.75 2.06 2.40 2.33 

N1-3PB-20-2 0.27 60.00 0.75 1.10 1.51 1.51 

N1-3PB-20-3 0.27 60.00 0.75 2.81 3.36 3.15 

N1-3PB-40-1 0.53 60.00 0.75 3.08 3.84 4.83 

N1-3PB-40-2 0.53 60.00 0.75 2.68 3.43 4.27 

N2-3PB-20-1 0.27 30.00 0.38 3.36 2.47 3.69 

N2-3PB-20-2 0.27 30.00 0.38 3.02 2.33 3.69 

N2-3PB-20-3 0.27 30.00 0.38 3.43 3.08 3.69 

N2-3PB-40-1 0.53 30.00 0.38 3.43 2.81 3.72 

N2-3PB-40-2 0.53 30.00 0.38 3.43 2.68 5.52 

BARRAGAN 
(2002) 

N2-3PB-40-3 0.53 30.00 0.38 3.57 3.02 6.12 
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ANEXO G – PROPOSTAS ANALÍTICAS PARA ESTABELECER 

A RESISTÊNCIA ÚLTIMA À PUNÇÃO DE LAJES DE CRFA 

 

ANEXO G.1- EQUIVALÊNCIA ENTRE LAJES QUADRADAS E AXISSIMÉTRICAS 

 

VR

V V

β

Condição de 
apoio circular

Condição de 
apoio quadrado

L

r

bq,q

b
q,c

α

 
VR

V V

β

rc,eq

rs,eq

rq,eq

Condição de 
apoio circular

 
a) Laje quadrada  b) Laje axissimétrica equivalente 

NOTA: A grandeza β representa a rotação da laje. 

Figura G.1.1- Equivalência entre lajes quadradas e axissimétricas 

 

Segundo apresentou GUANDALINI (2005), a equivalência geométrica entre as dimensões dos 

pilares é com relação ao perímetro, sendo assim, escreve-se: 

 

rr eq,c ⋅=⋅⋅ 42 π  

π

r
r eq,c

⋅
=

2
 

 

A equivalência quanto à condição de contorno da laje é definida simplesmente por: 

 





=
quadrado poioa de condiçãoparab

circular poioa de condiçãoparab
r

q,q

c,q

eq,q  
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A equivalência quanto ao domínio da laje, rs,eq, é estabelecida admitindo a mesma carga de 

flexão. Sendo assim, considerando-se os conceitos de linha de ruptura para a laje circular, tem-

se: 

 

( )cqflexc,e rrVW −⋅⋅= β  

sRc,i rmW ⋅⋅⋅⋅= πβ 2  

c,ic,e WW =  

cq

s

R

flex

rr

r
)circular(

m

V

−
⋅⋅= π2  

 

Para a laje quadrada, tem-se: 

 









−⋅⋅=

2

r
bVW qflexq,e β  









+

+

+
⋅

−
⋅⋅⋅=

21

1

2
8

2 r

)tan(

)(tanrL
mW Rc,i

α

α
β  

c,ic,e WW =  









+

+

+
⋅

−
⋅

−

=
21

1

2
2

8 2 r

)tan(

)(tanrL
r

b
)quadrada(

m

V

q
R

flex

α

α
 

 

A situação de carga mínima acontece para α=π/8, sendo assim, 

 

( ) ( ) 





+−⋅−⋅

−

=
2

12

2

8 r
rL

r
b

)quadrada(
m

V

q
R

flex  

 

Por fim, considerando-se )quadrada(
m

V
)circular(

m

V

R

flex

R

flex
= , e admitindo que 

cqq rr/rb −=− 2 , obtém-se: 
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( ) ( )[ ]rrLr eq,s +−⋅−⋅⋅= 122
2

π
 

 

 

ANEXO G.2- DEDUÇÃO DA EQUAÇÃO EQ. 14.22 

 

Admitindo a seção transversal fissurada apresentada na Figura G.2.1, é possível estabelecer que: 

 

d

As⋅β⋅(Es/E)=As⋅β⋅η

x

b=1 u.c.

d-
x

 
Figura G.2.1- Seção transversal fissurada 

 

∫ =⋅
.N.L

dAy 0  

( ) 0
2

=−⋅⋅⋅−⋅⋅ xdA
x

xb s ηβ  

( ) xxddx ⋅−⋅⋅⋅⋅⋅= ηβρ23  

 

e que: 

 

∫ ⋅=
.N.L

dAyI 2
1  

( )2
3

1 3
xdA

x
I s −⋅⋅⋅+= ηβ  

( )
( )




⋅−⋅⋅⋅⋅⋅=
−⋅⋅⋅⋅+=

xxddx

:Sendo
xdd

x
I

ηβρ
ηβρ

23 3

2
3

1  

( ) ( )2
1 3

2
xdd

xxdd
I −⋅⋅⋅⋅+

⋅−⋅⋅⋅⋅⋅
= ηβρ

ηβρ
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( ) ( )







=
−⋅⋅−⋅

⋅⋅⋅
=

E

E

:Sendo

xdxd
d

I
sη

ηβρ
3

31  










⋅
−⋅








−⋅⋅⋅⋅=⋅

d

x

d

x
dEIE s 3

113
1 βρ  

 

 

ANEXO G.3- DEDUÇÃO DA EQUAÇÃO EQ. 14.41 

 

Sabendo que: 

 

( ) ( ) 
























+⋅⋅⋅⋅

−

⋅
=

y

s

cq r

r
lnIE

rr
V 1

2
1 ψ

π
ψ  

( )cq

s
Rflex

rr

r
mV

−
⋅⋅⋅= π2  

 

Realizando-se a razão V/Vflex, obtém-se: 

 





⋅=⋅


























+⋅⋅⋅

=














sysR

y

s

flex
r.r

:Admitindo

rm

r

r
lnIE

V

V

350

11 ψ

 

 

Por fim, isolando-se da equação anterior o valor de ψ, tem-se: 

 














⋅

⋅

⋅
⋅=

flex

sR

V

V

IE

rm
.

1

50ψ  

 

 

ANEXO G.4- DEDUÇÃO DA EQUAÇÃO EQ. 14.43 

 

Admitindo-se que na relação carga x rotação a rotação ψ é função dos parâmetros, mR, rs, E·I1, V 

e Vflex, pode-se escrever: 
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( )flexsR V,V,r,IE,mf 1⋅=ψ  

 

ou, 

 

( ) e

flex
dc

s

ba

R VVrIEm ⋅⋅⋅⋅⋅⋅∆= 1ψ  

 

Escrevendo a equação anterior na forma dimensional, tem-se: 

 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]edcba
TLMTLMLTLMTLMkTLM 222322000 −−−− ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅  

 

Sendo assim, é possível agrupar as potências a, b, c, d e e em termos de cada grandeza física 
fundamental, M, L, T, conforme segue: 

 

Em termos de L ⇒ edcba +++⋅+⋅= 320  

Em termos de M ⇒ edba +++=0  

Em termos de T ⇒ edbaedba +++=⇒⋅−⋅−⋅−⋅−= 022220  

 

Organizando-se as equações anteriores na forma de sistema, obtém-se: 

 





=+++

=+++⋅+⋅

0

032

edba

edcba
 

 

Uma das possíveis soluções do sistema é encontrada admitindo-se d=3/2, e=-3/2 e c=1 
(adotaram-se as mesmas potências encontradas na equação Eq. 14.41). Desta maneira, encontra-
se a=1 e b=-1. Substituindo estas potências na equação que descreve ψ, tem-se: 

 

( ) 23231
1

/

flex
/

sR VVrIEm −−
⋅⋅⋅⋅⋅⋅∆=ψ  

 

ou, 
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



=∆

=∆













⋅

⋅

⋅
⋅∆=

leve .concpara.

normal .concpara.

V

V

IE

rm
/

flex

sR

6251

6500
23

1

ψ  

 

 

ANEXO G.5- DEDUÇÃO DA EQUAÇÃO EQ. 14.44 

 

Quando o esmagamento do concreto e o escoamento da armadura acontecem 
concomitantemente, a posição da linha neutra é definida por: 

 

d.
..

.
ddx

sycu

cu ⋅≈
+

⋅=
+

⋅= 60
5253

53

εε

ε
 

 

Com base na figura abaixo, é possível escrever a seguinte equação para o valor do momento 
resistente: 

 

d
c'

=
∆

⋅d

b

h

As = ρ⋅b⋅d

x=
k⋅

d

εc≤εcu

εt,bot≤εfu

εs≤εsu

η⋅f c

f Ftu

Fs

y

λ
⋅x

 
Figura G.4.1- Critério utilizado no cálculo de mR 
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Desenvolvendo-se a relação 
1IE

mR

⋅
, obtém-se: 

 

( )[ ]










⋅
−⋅








−⋅⋅⋅⋅

∆⋅+⋅+⋅⋅⋅⋅
=

⋅

d

x

d

x
dE

ffd.

IE

m

s

FtusyR

3
11

41420

3

2
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Ftu

s
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+

⋅

⋅
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⋅ ρ

414
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Por fim, substituindo a razão anterior na equação abaixo, obtém-se: 
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ANEXO G.6- CONTRIBUIÇÃO DA FIBRA – CÁLCULO DA INTEGRAL DA EQUAÇÃO 

EQ. 14.54 

 

O cálculo da contribuição da fibra na resistência à punção, VR,f, é estabelecido desenvolvendo-se 

a integral de σf(ψ,z) em A0, conforme segue: 

 

( ) =⋅= ∫
0

0

A

ff,R dAz,V ψσ  

( ) =⋅





⋅+⋅−⋅

⋅⋅
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013 2050
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z
fV

ψµ
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( )
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
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ψµ2

0

13 12
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z
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Chamando-se: 

 

Ftsf=Ω1  

( )
52

2050
2 13

.

f.f.f RRFts ⋅+⋅−⋅⋅
=Ω

ψµ
 

cr=Ω3  

( )k−⋅
=Ω

12

1
4  

 

onde k representa a razão entre a posição da linha neutra x e a altura útil d, k=x/d (Figura G.4.1). 

 

Tem-se, 

 

[ ] ( ) =⋅⋅⋅Ω+Ω⋅⋅Ω−Ω= ∫ ∫
⋅

=

−

=

π

θ

θ
2
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4321
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−

=

xd

xz

f,R dzzzV 43212 π  

 

Chamando o valor da integral anterior de INT, tem-se: 

 

[ ] ( )∫
−

=
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Chamando-se: 
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( )kddzINT
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Tem-se, 

 

4321 INTINTINTINTINT −−+=  

 

Organizando-se os resultados, obtém-se: 
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Por fim, lembrando que: 

 

[ ] ( )∫
−

=

⋅⋅Ω+Ω⋅⋅Ω−Ω⋅⋅=
xd

xz

f,R dzzzV 43212 π  

 

sendo, 
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e 
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obtém-se: 
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ANEXO H – ANÁLISE DAS PROPOSTAS CARGA X ROTAÇÃO  
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Figura H.1- Resultados das lajes de AZEVEDO (1999) 
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Figura H.2- Resultados das lajes de HOLANDA (2002) 
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a) Laje A1 b) Laje A2 c) Laje A3 
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Figura H.3- Resultados das lajes de NGUYEN-MINH et al. (2011) 
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d) Laje S10   

Figura H.4- Resultados das lajes de CHENG e PARRA (2010) 
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d) Laje FRCB   

Figura H.5- Resultados das lajes de MCHARG (1997) 
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d) Laje P38F69   

Figura H.6- Resultados das lajes de ALEXANDER e SIMMONDS (1992) 
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j) Laje FS-20   

Figura H.7- Resultados das lajes de THEODORAKOPOULOS e SWAMY (1993) 
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d) Laje HR2E0F1   

Figura H.8- Resultados das lajes de ÖZDEN et al. (2006) 
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Figura H.9- Resultados das lajes de HIGASHIYAMA et al. (2011) 

 

 

 


