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Resumo

Neste trabalho, analisamos a questao de possiveis correcoes quanticas no cenario entrépico da gra-
vidade emergente. A geometria nao-comutativa tem sido frequentemente usada para simular efeitos
da gravidade quantica nas ultimas décadas. Usamos aqui uma esfera fuzzy como uma aproximacao
quasicldssica para uma superficie holografica esférica e entao analisamos se hd, a principio, uma
chance de observarmos correcoes quanticas para a lei da gravitagao de Newton. Nosso método leva
em consideracao o calculo do espectro do operador de Dirac associado a esfera nao-comutativa e,
utilizando técnicas de geometria espectral, nés obtemos a area da esfera fuzzy. Dada a area dessa
superficie, deveria ser possivel relaciona-la com a entropia do sistema e comparar esse resultado a
outros obtidos utilizando diferentes técnicas. O maior resultado de nossa andlise é que, sem ter
completo conhecimento sobre a dinamica quantica e sobre os graus de liberdade microscépicos do
sistema, qualquer correcao entropica encontrada na escala de Planck serd completamente masca-
rada por nossa ignorancia sobre os processos de medida. Por outro lado, nos parece possivel que
as correcoes obtidas através das teorias de perturbacao sejam confidveis em escalas bem abaixo da

escala de Planck.
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Capitulo 1

Introducao

A unificagao da Teoria da Gravidade com a Teoria Quéntica tem sido um grande desafio hé pelo
menos meio século. As duas maiores candidatas para a teoria da Gravidade Quantica (GQ), Teoria
de (Super)Cordas ([1],[2]) e Loop Quantum Gravity (LQG) [3], apesar do progresso, ainda nao sao
capazes de responder todas as perguntas (a simples existéncia de duas teorias tao diferentes de
GQ significa que o problema estd longe de ser resolvido). Assim, qualquer esfor¢o nessa direcao
é bem-vindo. Em particular, dado um modelo para a GQ, é muito importante entender como o
limite cldssico da Relatividade Geral (RG) de Einstein aparece, assim como aprender como calcular
possiveis corregoes quantico-gravitacionais.

No que diz respeito ao limite cldssico, a Gravidade Entrépica [4], recentemente proposta, pode
se tornar bastante importante. Neste modelo, E. Verlinde propde que a gravidade, ao invés de ser
uma forga fundamental, tem uma origem emergente, entrépica. De maneira grosseira, a forga gra-
vitacional pode ser pensada como consequéncia da mudanca da entropia de um sistema - superficie
holografica mais uma massa de prova. Sob algumas condigoes, esse modelo leva a RG cléssica para
uma dindmica quantica bastante geral. Por exemplo, em [5], vemos que é possivel, partindo dessa
mesma abordagem, chegar a lei de Newton no cenario da LQG. Devido a essa universalidade, a
questao das correcoes quantico-gravitacionais se torna bastante relevante, e a esperanca é que isso
eventualmente nos leve a diferenciar diferentes modelos de GQ. Nesse sentido, a observagao seguinte

é de grande importancia [6]: independente de detalhes especificos da teoria final da GQ, o regime



quasi-classico, i.e., quando a escala de energia esta préxima da escala de Planck, deve ser descrito
por uma teoria de campos em um espago-tempo nao-comutativo, e este deve capturar alguns dos
efeitos nao-perturbativos da GQ.

O objetivo maior dessa tese é analisar os possiveis efeitos da nao-comutatividade na gravidade
entrépica. Desde da publicacao da teoria, o cendrio entrépico gerou uma série de comentarios e
criticas. Uma das maiores objecoes é de que o resultado obtido é consequéncia de uma andlise
dimensional e nao de uma fisica fundamental (isso se aplica em especial para a lei de Newton). Isso
faz com que a andlise do processo de interacao entre a particula com a superficie hologréfica, i.e.,
como a particula se torna parte da superficie seja muito importante. Do nosso ponto de vista, esse é
o ponto onde se encontram os maiores problemas do modelo em questao: uma superficie holografica
bem definida, uma esfera, como modelo, adequado para o limite da RG, é muito restritivo se
tentamos ir além da aproximacao cldssica. Levando em conta a observacao sobre a universalidade
da nao-comutatividade na GQ, nds consideramos uma esfera fuzzy como candidata natural para a
superficie hologréfica, de maneira a induzir uma origem quantica-gravitacional.

Uma vez que uma resposta detalhada para a pergunta acima depende profundamente do conheci-
mento sobre a dinamica quantica dos graus de liberdade microscopicos de um sistema, nés estaremos
interessados em um problema menos ambicioso: como a particula de teste “enxerga”a superficie
hologréfica dada por uma esfera fuzzy? Como maior ferramenta de nossa andlise, utilizaremo-nos
de métodos de geometria espectral.

O plano para esta dissertacao é o seguinte:

No primeiro capitulo, motivamos a ideia de que o espago-tempo, na escala de Planck, deve ser
pensado como um espago-tempo nao-comutativo. Essencialmente, fazemos uma revisao do chamado
formalismo DFR, [6]. Nés relacionamos a nao-comutatividade das coordenadas com relacoes de
incerteza a la Heisenberg e derivamos alguns resultados tteis.

No segundo capitulo, fazemos uma breve revisao do cendario da Gravidade Entrépica, como
proposto por Verlinde [4], além de apresentar alguns progressos recentes nessa diregao.

No terceiro capitulo, motivamos nossa escolha de variedade nao-comutativa para modelar o pro-

blema, a esfera fuzzy, como também damos uma introdugao breve as suas propriedades algébricas.



Discutimos também a construcao do operador de Dirac para a esfera nao-comutativa e seu espectro,
que é essencial para a nossa abordagem baseada em geometria espectral.

No quarto capitulo, introduzimos nossa mais importante ferramenta, o teorema de Weyl, aplicando-
0 a varios casos bem conhecidos, de modo a checar sua validade. Entao, o usamos em nossa
abordagem como uma definicao para a area em um caso de uma geometria generalizada e calcu-
lamos a drea para a esfera fuzzy em diferentes regimes de nao-comutatividade (limite comutativo,
nao-comutatividade fraca e forte).

No tltimo capitulo, discutimos a interpretacao e as aplicagoes das correcoes para a area obtidas
nos diferentes regimes da gravidade entrdpica, assim como as comparamos com outras correcoes
obtidas para a lei de Newton em outros modelos - incluindo um caso mais especifico de nao-
comutatividade. Nossos maiores resultados foram:

1) Para discutir, de fato, corre¢oes quanticas proximas da escala de Planck, é necessério saber
detalhes a respeito da dinamica quantica de um sistema. Qualquer tentativa de obter tais correcoes
sem o conhecimento de como a particula de teste vé a superficie holografica sera destruida pelas
incertezas devido a nossa ignorancia sobre o processo de medida. Por outro lado, longe da escala
de Planck, corre¢oes em um formato universal podem ser bem definidas, confirmando sua origem
perturbativa.

2) Um ponto relacionado e mais importante: a particula de teste assume um papel muito
importante nesta construcao, uma vez que, em principio, nao se pode remové-la do cendrio. Nés
veremos que, neste regime (mesmo que longe do alcance experimental) particulas de teste diferentes
verao a superficie holografica de maneiras diferentes. Assim, pode-se especular, nesse cenario, sobre
uma possivel violacao do principio da equivaléncia pela gravidade quantica.

Concluimos com um sumario e consideracoes finais.



Capitulo 2

Nao-Comutatividade

Esse primeiro capitulo consiste na revisao do artigo [6], onde a estrutura quantica do espago-

tempo ¢ discutida.

2.1 Estrutura Quantica do Espaco-Tempo na Escala de Planck

O que acontece com o espaco-tempo, como uma variedade, quando tentamos analisd-lo na escala
da GQ nao é claro. Nessa escala, o espaco de Minkowski nao parece mais adequado para descrever
0 espaco-tempo, o que tomaria seu lugar seria um espaco-tempo com uma nocao de eventos nao
muito bem definida.

E importante perceber que o que acontece em escalas tao pequenas poderia nos dar uma ideia
do que a gravidade quantica realmente é. Muitas abordagens diferentes foram tomadas levando a
diferentes realizacoes do espaco-tempo e, portanto diferentes limitacoes na algebra de fungoes sobre
o mesmo (discutida abaixo).

A proposta aqui é analisar o que acontece a variedade quando tentamos medir algo em uma
escala muito pequena, quando a forca gravitacional é grande o suficiente. Nés veremos que o espaco-
tempo, sob tais condigoes, terd uma estrutura quantica implicando nas relagoes de incerteza. Nesse
sentido, a impossibilidade de fazer medidas na escala de Planck é, portanto, devido a perda do

sentido operacional do ponto no espago-tempo.



Entao, ao invés da algebra comutativa de fungoes complexas continuas Cyp(M) desaparecendo
no infinito, que é apropriada para grandes escalas em nossa variedade M, nds teremos uma algebra
nao-comutativa e um espaco-tempo descrevendo os efeitos da gravidade quantica. Desta maneira,
a algebra deverd ser substituida por uma algebra nao-comutativa &, e os pontos em M por estados

puros em &.

2.1.1 Relacoes de Incerteza no Espaco-Tempo

Nossa intencao aqui é ver como a mecanica quantica combinada com a relatividade geral afeta
o espaco-tempo de maneira que o espaco como nos conhecemos deixara de existir.

Tome uma medida de distancia com precisao a. Essa medida causa uma incerteza no momento
da ordem de é (note que aqui estamos usando unidades naturais, i.e., h = ¢ = G = 1). Nos
também podemos concluir que, devido a essa medida, a energia tera incerteza da ordem de % A
essa energia, hd um tensor de energia-momento 7}, associado gerando um campo gravitacional,
que pode ser recuperado através das equagoes de Einstein para a métrica g, .

Quanto menor a incerteza Az, fica, mais forte o campo gravitacional se torna. Esse procedi-
mento poderia levar a situacao onde o campo gravitacional na regiao é grande o suficiente a ponto
de fazer com que a luz, ou qualquer outra informacao, fique presa dentro dela, i.e., um buraco negro
serd formado. Neste ponto, nés podemos dizer que nao hé sentido operacional na localizacao da
informagao. Entao, a questao a ser respondida é: qual a restricao na precisao de uma medida no
espaco-tempo?

Para formular o problema, nés usaremos estados coerentes para modelar campos escalares livres

neutros localizados. Para qualquer f, nds definimos
P = ), (2.1)
onde (2 é o estado de vécuo, e o operador ¢(f) é dado por
o) = [ F@potadts (22)

tal que, assumindo a relagao de comutacao entre os operadores de criacdo e aniquilagdo como



[a,t, aw] = 6@ (k — k), nés temos

[ak7 (ZS(f)] = [k

¢@y:/@mm;+fm%wfk
que tem como relagoes de comutagao

lax, 6(z)] = e,

e um analogo para aL que explica a equagao (2.3).

A funcéo f é real e suave com um suporte compacto onde o estado é localizado. Essa funcao pre-

cisa ser tal que ® seja significantemente diferente de €2 na regiao Az, do suporte de f.Gostariamos

também que ao ser transladado para fora da regiao de suporte de f, o estado também se torne

sigificantemente diferente e essa condicao pode ser expressa por
(@, Pu®)| > (Ay) ™
O tensor energia-momento esperado para o estado dado é
tuw (s f) = (@, Ty (x) : @)
onde : Ty, : é a forma normal da densidade de energia-momento, i.e.,
() = Tu(r) — (2, T (2)82).

Note que T}, pode ser obtido através da acao, i.e.,

oS
0Guw
= 8M(P6V‘P - guwCy

T, =

onde £ ¢é a Lagrangeana do sistema, dada por
1

1
L= Z\pd o — —m*p?.
2/\%0 ¥ 2m90

De forma que

Ty (2) = u0(@)up(w) + 5 (P () — Orp ()0 0() ) gy

8

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)



O tensor de densidade de energia-momento coincide com o obtido de uma solucao vy da equacao
de Klein-Gordon, i.e., (O + m2)1/1f = 0, usando (2.11)em teoria classica de campos. Aqui
Yi(x) =Im [ e F(k)dQn(k), (2.12)
Qb
onde d,,, é a medida invariante da massa de energia positiva m hiperbdlica Q) e pode ser escrita

como

dQn (k) = 0(ko)d(k? — m?)d*k

_ k) (2.13)

Vk +m?
e fr € a transformacao de Fourier inversa, dada por
fi= [ Mty

Entao podemos reescrever a equagao (2.12) como

(o) = / Al — ) F(y)d'y, (2.14)

onde A,, é a fungao de comutacao para o campo escalar livre de massa m, i.e. (0, [p(z), p(y)|Q2) =

iAp(z —y), dada por
eik(x_y)

S "
VE2 +m?

Logo vy deve ser localizada em um certo tempo com precisao Az; como ®. E por (2.14), ¢

Az —y) 3k (2.15)

nao pode ser uma solucao de energia positiva, uma vez que f assume valores que diferem de zero

somente na vizinhanca do ponto. Ainda, 1)y tem a mesma energia esperada que o campo @, i.e,
(W, hpy) = (@, HD), (2.16)
onde h é a Hamiltoniana de uma particula

h= [ alap k2 + m2d°k, (2.17)

enquanto H é a Hamiltoniana do campo livre. Entdo fica claro que o nosso problema sobre a

estrutura do espago-tempo é equivalente aquele que lida somente com fungoes de onda, e que pode



ser resolvido se substituirmos 7},, na equacao de Einstein G,,. Ao invés de resolver o problema, o

que é proposto em [6], é um ansatz para as relagoes de incerteza respeitados pelo espago-tempo

3
AxOZAafj Z )\%3 (2.18)
j=1
3
> AzjAz AR, (2.19)
j<k=1

que serda motivado heuristicamente. Para tanto, utilizaremos as equacoes de Einstein linearizadas,
que relembraremos brevemente.

Essas equacoes advém de uma aproximacao para um campo fraco, i.e., quando a métrica pode
ser escrita como

Guv = Nuv + huu (220)

onde 7, é a métrica de Minkowski e h,, alguma perturbacao tal que |h| < 1. Expandindo as
equacoes de campo em poteéncias de h,, nesse sistema de coordenadas e mantendo somente os

termos lineares, nds obtemos uma teoria da gravidade linearizada, para a qual nds temos

e Coeficientes de Conexao:

1
Ths = i(ha“ﬁ—I—hﬁ“’a—haﬁ ;s (2.21)
e Tensor de Ricci:
1
R/W = §(h,u, a,ua + hu a,,u,oz - h’,uy,aa - ha a,,uz/); (222)
e Escalar de Ricci:
R = g“”RW. (2.23)

Todos os indices foram abaixados e levantados usando 7,,,.

Usando essas expressoes, construimos o tensor de Einstein, G, tal que

1
2G = 2(Ruw — §gm,R)
= hua,ya + hua,ua - h,uu,oza - h,/U/ - Uuu(ha@

= 1677, (2.24)

10



onde h é o trago da parte da métrica que diz respeito a perturbacao.

Defina
- 1
h,ul/ = hyy + inpyh- (225)
e adote um calibre onde
hte =0, (2.26)
de modo que
—hp 0 = 16T, (2.27)

As equagoes (2.20), (2.25), (2.26) e (2.27) sao as equagOes mais importantes da teoria da gravidade
linearizada. A equagao (2.26) é chamada de calibre de Lorentz.

Pela definicao da funcao de Green, nés temos
OG@Z — 't —t') = —4rwd(Z — &) (t — ), (2.28)

para a qual a solucao da parte espacial é dada por

1

o — |’

G(z,2") = (2.29)

Aplicando esta para (2.27), conseguimos recuperar a solucao retardada para }_lw, (Z,t), tal que

_ AT, (t — |7 — &, 7
hw(f,t):/ it = |E = T T g (2.30)

|7 — 7|

No nosso caso, estamos interessados na energia, i.e., Tyg, de maneira que possamos negligenciar

termos onde (u,v) # (0,0). Daqui, a métrica, modificada por (2.25), fica dada por
_ 1 _
uv = Ny — h/ux - inul/ha (2.31)
0 que implica em

ds® = Guvdatdz”

_ 1 _
= nNudxtdz” + hoo(d$0)2 - inuydaz“dw”hg

- (1~ h2°°) (dz)? + (14 hgo) (da')?. (2.32)

11



De (2.30), nés temos hgp dada por

- AToo(t — |7 — &', 2
hOO(fat):/ 00( “T x|7$)d3x/,

|7 — 7|

onde Ty é a densidade de energia, que pode ser pensada com a densidade de massa p no espaco, e

|# — &'| é o raio que contém essa massa. considerando também o caso onde v < ¢, i.e., o limite nao

relativistico e onde nés temos uma massa que pode ser considerada como localizada em um ponto,
nds vemos que

Boo = 4%

,

onde podemos identificar ¢ = —% como o potencial newtoniano, tal que, de volta a equagao (2.32),
sejamos capazes de recuperar a solucdo pra a métrica correspondente ao exterior de um corpo

estatico esfericamente simétrico, i.e.,
ds® = —(1+2¢)(dz®)? + (1 — 2¢)(dz")>. (2.33)

Voltando ao nosso problema, se Azy é muito pequeno, temos E ~ A%co que ¢ distribuido com
uma densidade constante p(—t) no tempo negativo xg = —t, i.e., no passado, sobre um volume
cubico com lados Axy +t, Axe +t, Axs + t, que é a nossa configuragao no referencial retardado.
Entao consideramos sua energia como concentrada em torno da origem em zg = 0 em um volume
dado por Axy, Az e Axs.

Relembrado como calcular o potencial ¢ para uma distribuicao de energia, pela equagao 2.30,

temos

¢ = —/ PE) g, (2.34)

|7
onde p = %, E e dado por E ~ A%vo’ o volume é dado por (Az1+7)(Axe+7)(Azs+r)emt = —|Z| e
a parte angular da integral é simétrica e contribui somente por um fator numérico nas coordenadas

esféricas, de modo que o potencial retardado se torna

1 1 r2dr
o~ Az / r (Azy +71)(Azy +7r)(Azg + 1) (2.35)

Aqui usamos a condicdo para o potencial onde E + ¢E < 0, onde E é a energia associada a
massa, i.e., no limite onde o potencial estd préximo de criar um buraco negro, de modo que a

condi¢ao ¢ < —1 valha. Assim, a equacao pode ser analisada em trés diferentes regimes, quando

12



1. Azy ~ Axo ~ Axg, tal que nossa integral se torne

1 ee r 1 1
Axo /0 (ACEl + T)ng n A:Eo 2Aw1 (2.36)

que nos déa AxgAzy 2 1;

2. Axy ~ Axg > Axs, entao a integral fica

1 1 1 1
dr = 2.37
Az /0 (Al‘l + T)2 " Axg Axq ( )

e também nos déd AzgAzx; 2 1;

3. Az > Axg ~ Axs,

1 / rdr 1 lnﬁ—g (2.39)
Axg Jo (Az1+7)(Aze +7)2  Azg Ay '

onde nds obtemos AzrgAz; 2 In ﬁ—g. No limite onde In (ﬁ—i;) ~ 1, nés recuperamos a

condicao dos dois primeiros casos.

Assim, as equagoes (2.18) e (2.19) ficam motivadas. Concluimos entao que (2.18) é a relagao
de incerteza entre Azg e Az;. E interessante notar que, no caso onde Az; < Azg nés precisamos

tomar E ~ A%cj de modo a recuperar (2.19) como uma condigao.

2.2 Condicoes Quanticas e Emergéncia da Estrutura do Espaco-

Tempo

Nessa secao, apresentaremos uma solugdo para as equagoes (2.18) e (2.19) em forma de uma
algebra nao-comutativa.
Sejam A, As, ..., A, elementos de uma algebra complexa, pode-se medir sua nao-comutatividade

pela quantidade

[Ar, LAY =) i Ai A
A . A,

= det| : i : (2.39)
Ay .. A,

13



Quando n = 4, podemos pensar nos operadores como descrevendo as coordenadas no espago-

tempo quantico, qg, g1, g2 € q3, formando um vetor de Lorentz. Definimos

iQu = [qu, ), p,v=0,1,2,3. (2.40)

a anti-simetria de € gera
HrAp 1 prAp
90, a1+ a2, 43] = € quavardp = — " Qv @i,
fazendo com que
1% 1 v
(*Q)M = 56“ ApQ)\p
de modo que
1
[QO’ ceey QS] = _iQw/(*Q)wj (2'41)

Denotando a componente “elétrica”() por € e a componente “magnética” por 1, temos
on =e; = (*Q)lk,
Qur = mj = (xQ)”, (2.42)

para (j,0,k) = (1,2,3) ou permutagoes ciclicas. Podemos entao construir invariantes de Lorentz

com os tensores (J,,,, como
%QMUQMV —m2_ g2 (2.43)
S Qu QP = o, as] = &+ € (2.44)
Essas expressoes sao invariantes sob transformacoes de Poincaré
q—ANg+a-1,

ondea e RYe A e L] , i.e., matrizes de determinante igual a 1 e primeira entrada positiva, e I é o
operador identidade.
E sugerido que as condigoes naturais, invariantes de Lorentz e simétricas em € e m, sejam as

seguintes

Q;WQW/ =0,
1

Z[QO7Q1,CI2,CJ3]2 = I (2.45)
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onde qo, q1, g2 € g3 serao assumidos como operadores auto-adjuntos agindo em um espaco de Hilbert
S, e operadores —i[g,,q,] com fechos auto-adjuntos @Q,,. O operador I na segunda equagao
representa uma escolha de escala e poderia, em principio, ser trocado para outros propdésitos, como
feito em [7].

Assumindo as condicoes (2.45), podemos recuperar as relagoes de incerteza (2.18) e (2.19).
Levando em consideracao que @, ¢ central, i.e., que o comutador de duas coordenadas gera o

operador @, que comuta com todos os outros elementos da algebra, temos
[q)nQul/] = 07 )\,/J,,V = 0717273' (246)

Chamamos eq. (2.45) e eq. (2.46) de Condigoes Quanticas.
Para a definicdo de um estado vetorial, nés diremos que, para cada operador A em e um

vetor unitdrio x € 7, o estado vetorial w = w,; estd no dominio de A se x € Z4, de modo que
w(A?) = (Az, Az) < . (2.47)
A incerteza A, A associada a esse estado vetorial é definida por

(AuA)? = w((A-w(A)- 1))

= w(A?) —w(A)>. (2.48)
w € dito por ser definido em A se e somente se A,A = 0, i.e, quando x é um autovetor de A.

Teorema 2.2.1. Sejam os quatro operadores de coordenadas auto-adjuntos qo, . . ., q3 que satisfazem

as condi¢oes quanticas (2.45) e (2.46). Para cada estado w no dominio de [q,,qy], nds temos

3
1
AL qo Z Auqj > B (2.49)
J=1
1
> Augidugr > 3 (2.50)

1<j<k<3

Este teorema tera sua prova feita mais facilmente apds enunciarmos algumas proposicoes.
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Proposicao 2.2.2. Seja qo, ..., q3 satisfazendo (2.45) e w um estado no dominio de [qu,q,]’s, que

é definido em [qo, q1,q2,q3]. Entao

3 3
1 1
Awgo - Z Augj + 5 Z Ayej > e (2.51)
j=1 j=1
i 1
Z AijAka + 5 Z Awmj > 5 (2'52)
1<j<k<3 j=1
Demonstragao. Se A, B, C sao operadores auto-adjuntos tal que [A, B]~ = iC, entao para cada

estado w no dominio de [A, B] nés temos, da defini¢ao de A,C,
W(C?) = w(C)” + (Au(C))? < (2Au(A) - Au(B))” + (ALC)?.
Fazendo C' = @, de modo que
2 2 2
w(Qp) < (2804 Auay)” + (AuQpuw)”

Agora podemos dividir nossa equacao em duas, uma delas com um dos indices com a coordenada
temporal e outro com uma coordenada espacial, digamos ;4 = 0 e ¥ = j; e na outra nds consideramos
ambos os indices como coordenadas espaciais, digamos u =1e v = k.

Comegando pelo primeiro caso, para ;= 0 e v = j, temos
2 2 )2
w(ej) < (2A4,9080q5)" + (Aues)”.

Por desigualdade triangular, sabemos que nimeros positivos elevados ao quadrado e somados
serao sempre menores que a soma desses numeros positivos elevados ao quadrado, entao podemos
escrever, com uma soma sobre o indice 7 em ambos os lados, a seguinte expressao

3 3
2 Z 2 Z 2
w(e ) S <2Awq0 Aij) +( Abuej) )
j=1 j=1
que, pelo mesmo argumento, pode ser escrita como

3 3
w(ég) < (QAwQO Z Aw‘]j + Z Awej)2

J=1 J=1

3 3
1 1
3V w(E?) < Auqo Y Aug; + 3 > Age;. (2.53)

j=1 j=1
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Da mesma maneira, para o segundo caso, onde p =1 e v = k, somado sobre [ e k, e trocando [

por k depois da soma, como sao todos indices mudos, nés temos

3
1 1
- =2 . - .
2\/w(m ) < g AugiAuar + 5 g 1 Aymj. (2.54)
j:

1<j<k<3

Da equagao (2.45), sabemos que

w([g0, 41, g2, 43)%) = w(4), (2.55)

mas como
Aw([QO) q1, 42, QS]Q) — O)

e da definigao dada na equacao (2.48), a equagao (2.55) se torna

w([QO? q1, 42, Q3])2 =4

w([q07 q1,492, Q3]) =12

Pela equacgao (2.44) podemos ver que
W([q07 q1,42, (Id]) = 2R6(€ m) = :t27

assim |w(€-m)| > 1, e pela desigualdade de Schwarz

3
we-m)| < Y fwle)w(m3)

[
/N
~M
oy
&\:53
SN—
-
~M
&
3
NS
\_j\._

Entao encontramos que

Lembrando que @, Q" = 2(m? — &%) e também, pelas condi¢des naturais, que Q" =0,

nés temos m? = €2, e portanto

w@@)>1 e w(m?) >1. (2.56)

Aplicando esses resultados para as equacoes (2.53) e (2.54), nds recuperamos as equagoes (2.51) e

(2.52) respectivamente. O
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Proposicao 2.2.3. Seja A uma C*-dlgebra com unidade I e v uma medida de probabilidade (re-

gular) no estado espacial S(2A) com baricentro w € S(A), i.e.,

w(A) = / o(A)dv(e), Aell (2.57)
S(A)
Para qualquer elemento auto-adjunto A, B € A nds temos
B = [ Ag)dn(o), (2.58)
S
D) Bu(B) = [ AA)ABIV(G), (2:59)
S

Demonstracdo. Seja X € 91, X = X*, nos temos, por hipGtese, que
B(X =wl(X = w(X) 1) = [ (X ~(X) - IP)v().
E para cada ¢ € S(2) e A € R nés temos
WX =AD?) = $(X = (X) - D) + (A = $(X))?
> (X~ $(X)- 1)),

Entao
Au(X)? > / H((X = p(X) - v (),
e portanto

A, (X)? > / (AL X)2dv(p.) (2.60)

Como v é a medida de probabilidade, podemos manipular a expressao acima de maneira a obter

[N

[aoxae) < ( / (AgoX)QdV(w)> <ALX,

1
3 3
[aca-a.Bavte) < ( / (AsoA)QdV(w)> ~ ( / (AsaB)de(w)>
< AyA-ALB, (2.61)
onde a desigualdade de Schwarz foi usada. O
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E finalmente, a prova para o teorema ¢ dado.

Demonstragao. Se o estado w é definido em cada @, entdo w é definido em [qo, g1, g2, ¢3] € entao
A, (ej) = Ay(mj) =0, e portanto as equacoes (2.51) e (2.52) pela preposigao (2.2.2) se torna (2.49)
e (2.50) respectivamente.

Se w é qualquer estado no dominio de [g,,q,|’s, entdo é suficiente, pela preposicao (2.2.3) e
pelo apéndice A, escrever w como o baricentro de uma medida de probabilidade (regular) carregada

pelos estados definidos em @, ’s. O

Considerando a C*-algebra 2 gerada por f(Q..) e g(qu), com f,g € Co(R), f(Quv) estardao em
seu centro, uma vez que @, sao centrais. E para cada estado w em 2 no dominio de [g,,q.]’s, a
decomposicao central de w gerara uma medida regular carregada por estados fatoriais, e, portanto,
definidos em f(Q,) e no dominio de [g,, q,] pelo apéndice A.

Nosso objetivo agora é utilizar todo esse formalismo de modo a gerar um espago-tempo quantico.
Para fazé-lo, vamos considerar as realizagoes das condigoes (2.45) e (2.46) como as relagoes entre
operadores no espacgo de Hilbert. Os g, serao operadores auto-adjuntos tais que —i[g,, g,] possuem
fechos auto-adjuntos @, comutando com ¢,. Vamos impor que essas rela¢oes de comutagao podem

ser integradas na forma de Weyl:

elond” gibua” e_(i/Q)o‘”Quuﬁ”ei(o‘+ﬁ)”qM; a,f e R4, (2.62)

que serao chamadas realizagoes regulares.
Tomando a mecanica quantica como guia, vamos considerar o espectro dos operadores auto-
adjuntos @ tal que, pela equacao (2.45),

1
oot =0 ZO'MV(*O')/W =41 (2.63)

onde 0g; = e; e oy, = m;j, e nés escrevemos o = (€,1m), i.e.,

0 el €9 e3
—e1 0 m3z  —Mmy
O = . (2.64)
—€2 —MM3 0 mi
—e3 Mo  —my 0



Dessas condic¢oes, podemos concluir que
=m?; (€-m)?=1. (2.65)
O conjunto ¥ é o conjunto de todos o reais e anti-simétricos, onde ¥ = 3 U X _, tal que

Ye={o=(em)/&=m?, & m==+1} (2.66)

E nés podemos introduzir a norma Euclideana em X por

—_

1
2_ 2 _ L2 =2y 2 22
Il ol =35 E UW—§(6 +m°) =e =m”.
p<v
de maneira que || o ||[> 1 para cada o € ¥, e nés definimos a esfera unitaria ©() e ¥ para ser uma

variedade compacta

2O =foex/ |ol=1}={r=@Em ex/&=dn} =3 us?,

entao Z$ )¢ homeomérfico a S2.

Se as equacoes (2.45) e (2.46) sao obedecidas e w é um estado no dominio de @, entao, pelo

teorema Espectral, w define uma medida de probabilidade regular p,, em X tal que

W(F(Q) = /Z F(@)dpa(o) . f € ColS). (2.67)

Proposigao 2.2.4. De acordo com o teorema 2.2.1, temos

S (Augu)? > V3 /2 (Il o 12 +1)"2dpue (o). (2.68)

o
Demonstragao. Pela equacao (2.60) é suficiente provar a desigualdade acima para um estado w puro
no centro. A medida p, no ponto o € ¥ é tal que [w(Quw)| = |ouw|- Seja g, = mu(gu) — w(gu) a

-

diferenca entre dois estados. Para {a, l;, ¢}, base ortonormal em R3, @ = b x

—

¢, nés temos as relacoes

de comutacao
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Entao

D (Aul@n)® = wlao?+ @)+ ¢+ (@ 7))
I
> 20,,(q0 'Au(@-¢") + 2800 ¢ )ALE - §)
> w(lgo @ ¢+ |w(@ q',0-¢")

= l|a-éel+la-m|>la-(€+m)l,
Para o € ¥4 respectivamente.
O maéaximo para esta expressao se dd quando temos a = H:;iig”, portanto

> (Aulga))® 2l e = V2(l €12 +1) = v2(| o |2 +1),

I

0 que também é o maximo para a integral na proposicao. ]

Essa proposicao nos dé informacao sobre a variedade Y. Ela nos diz que medidas com bastante
precisao nas coordenadas g, nos dao estados w para os quais i, estd essencialmente concentrado
na esfera unitaria ©(*). Se considerarmos o sistema novamente em unidades gerais, ©(!) se torna a
esfera dobrada de raio )\QP.

Agora apresentamos alguns resultados na variedade X:
e > é um espaco homogéneo para a acao do grupo de Lorentz

AeLl, ceX—AoAT=0ex

Tl = AN 0, (2.69)

Sob esta acao, Y1 sao espagos Ll—homogéneos e conectados. Se € = m, o estabilizador de
o = (e,m) in Ll consiste de boosts ao longo de € combinado com rotacoes em torno de €.
Se € = m é escolhido como o terceiro eixo, o estabilizador de o é a imagem do subgrupo
D de matrizes diagonais sob o mapa de recobrimento usual SL(2,C) — Ll. Assim, temos

homeomorfismos e isomorfismos de espagos Ll—homogéneos

S, ~%_ ~ SL(2,C)/D. (2.70)
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e ¥, é homeomérfico a T'S?, o feixe tangente & esfera unitaria em R3, de maneira que a esfera

S? mergulhada em 7'S? é precisamente a esfera unitaria Zsrl). Em particular, S? é uma

deformagao por retragao de ..

Demonstragdo. Denote por {7, ¥} um ponto genérico T'S?, onde 7 € S? é um vetor unitdrio

R3 e & € R3, tal que #'-7 = 0. Para cada o € ¥}, 0 = (€,m), onde €2 = m? e &-m = 1,

portanto €+ m # 0. Defina
e+ m
e+ m|

—

Mg :

Seo €Yy, o= (€m), com &=, seja h(c) € T'S? definido por

h(o) = {fi,, 0} = {&0} = {1, 0}. (2.71)

Se €# m, seja iy = € x m||& x m| ' e L, o boost ao longo de i, com velocidade 5 > 0 tal

que
I Nk
de modo que
Lo’ E+ — 2+
o' = (Mg, My) — 0 =(€m)
i.e.,
Lyo'LL = 0. (2.73)

Escolhendo y € [0,00) tal que &2 = m? = cosh4y, ie., v = (1 — 82)~1/2 = cosh2y. Entdo

nés definimos o homeomorfismo h : ¢ € ¥ — h(o) € T'S? fazendo

ho) = {flo,Us};  TUo = Xl (2.74)

Se Escolhemos og € ¥4 tal que ooy = (€,m), € =ni = (0, 1,0), nés temos

T (2.75)
T . .
I 0
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Para um ponto de vista mais fisico, podemos pensar a respeito das representagoes e realizacoes

deste formalismo e dlgebra. A realizacao regular @), = = oh"-I é dada pelos operadores de Schrodin-

ger em L*(R% d%s) = H, @; iguais a multiplicagao por s; e Pj = —ia%j, com j = 1,2, tais que

0’ =P, ¢ =P, ¢3°=Q1, ¢3° = Qo, (2.76)

que é, pelo teorema da unicidade de Neumann, uma transformacao de Lorentz (imprépria), ¢7 de
q°°, i.e., 0 = AogA”T, para algum A € L.
Uma realizagao covariante de Poincaré pode ser construida como segue: tomando o complexo

conjugado de x € H e o operador linear A em H, z € H e A, defina

@ = ¢"®I em H®H

Py = (07 '¢)u@I+1 ('), (2.77)

. ~ ~ i H
onde P,,u pode ser visto como o gerador de translacoes na representacio U, de R*, U, (a) = e'Fua"

tal que
Ug(a)_lcjzug(a) =q, +a,- 1. (2.78)

Podemos definir, no espago de Hilbert H = |, e H® HdA ~ H® H ® L?, os operadores
qu = / (Ag7)p, dA (2.79)
52}
(a,I) / UA ae R,

UO,A) : UO0,Nz)(A)=x(AtA), AN eEL zcH,
U(a,N) =U(a, 1)U, N). (2.80)

Essa ultima equagao, (2.80), define um representagao continua unitéria do grupo de Poincaré com-

pleto e uma representacao regular onde
M<a’7 A)_lqﬂu(aa A) - (AQ)M + a# : I (281)

Como uma observagao final neste capitulo, vamos analisar o que acontece a este formalismo se

mudamos a combinacao de operadores centrais @, aparecendo na primeira condicao quantica,
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pela equacao (2.45), para coincidir com os multiplos da identidade, i.e., Q. Q" = 2b-1 e
(1Q,w(xQ)")? = (a® — b%) - I, com a > [b|. Dessa maneira, para cada estado w, os nimeros
n = w(é?) ey = w(m?) obedecem vy > a®? —b?> e vy — 1 = 2b, e portanton >a—bey>a+b. O

que nos leva a
> 1
Axg Z Az > i(a —b)
7=1
> 1
> AzjAz, > 5(a+0), (2.82)

j<k=1

uma forma alternativa para as relacoes de incerteza.
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Capitulo 3

Gravidade Entropica

3.1 Sobre a Origem da Gravidade e as Leis de Newton - Revisao

Nesta primeira parte do capitulo, nds revisamos o artigo “Sobre a Origem da Gravidade e as Leis
de Newton”[4] de Erik Verlinde. Aqui a ideia é mostrar que, partindo de principios termodinamicos
e do principio holografico, a origem da gravidade pode ser vista como entropica. Desta maneira,
em um cenario emergente, a gravidade pode ser pensada como uma forca causada por mudancas na
informacao associada a posi¢ao das massas. Ainda neste artigo, Verlinde mostra que, ao assumir
o principio da equivaléncia para uma generalizacao relativistica, é possivel extrair as equagoes de

Einstein, o que nao sera relevante para esta dissertacao.

3.1.1 Introdugao

A gravidade foi uma das primeiras forcas observadas na natureza e também uma das mais
importantes. Ela influencia e é influenciada por absolutamente tudo que possui energia e se relaciona
de maneira muito intima com o espago-tempo como o conhecemos.

Alguns pensam na gravidade e no espago-tempo como emergentes e, como estes sao universais,
isso sugere que a gravidade deveria ser descrita nao por detalhes microscépicos, mas de consideracoes
macroscopicas, que, por sua vez, sugere que a entropia deve ter um papel especial, de maneira que

a mudanca dessa quando ha um deslocamento de massa poderia nos mostrar como a gravidade se
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comporta.

Assumindo que o espago-tempo obedece o principio holografico, i.e., que toda a informacao
a respeito de um sistema pode ser armazenado em forma de dados em uma superficie fechada
que engloba o sistema, conseguimos obter algumas propriedades interessantes. Um exemplo bem
conhecido deste processo na fisica sao os buracos negros, dos quais, toda a informagao que temos
a respeito, advém de seu horizonte de eventos.

Aqui, tentaremos fazer uma correlacao entre mudancas na entropia e a gravidade, para entdo,

nessa nova abordagem, estudarmos seus efeitos na teoria.

3.1.2 Forga Entrépica

Entropia é a medida do grau de probabilidades para qual um sistema de varidaveis macroscopicas
pode se espalhar em diferentes microestados possiveis. Ao invés de caracterizar a média de quan-
tidades, como é feito em um macroestado, o microestado da detalhes a respeito das particulas que
compoOe o sistema, tais como velocidade e posicao de cada particula. A entropia, portanto, crescera
com o aumento do nimero de estados disponiveis no sistema.

A entropia pode ser vista como a medida do logaritmo da densidade de estados
S=-kgy PlogP,. (3.1)

A soma ¢é sobre todos os possiveis microestados do sistema e P; é a probabilidade com a qual o
sistema pode ser encontrado no estado i. Esta pode ser tomada como a definicao fundamental
da entropia, uma vez que todas as outras formas de se expressar S podem ser matematicamente
deduzidas desta primeira, mas nao o contrario. Em algumas situagoes, a generalizacao dessa férmula
pode ser necessaria para levar em consideracgao efeitos quanticos, mas em um cendrio onde a nocao
classica de probabilidade faz sentido, a equacao acima descreve perfeitamente a entropia do sistema.

Se um sistema estd em equilibrio, assumimos que a todas as probabilidades de cada microestado
sao iguais, de acordo com o postulado fundamental em mecanica estatistica. Assumindo que os
parametros disponiveis sejam FE, a energia do sistema, e x, um parametro macroscopico geral, a
equacao (3.1) se torna

S(E,z) =kplogQ(F,x), (3.2)
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onde Q(FE,x) é o nimero de estados possiveis para o sistema.

A diferencial da energia é dada por
dE =TdS — PdV (3.3)

onde T' é a temperatura absoluta, dada por (g—g)v e P é a pressao do sistema definida pela derivada
parcial —(2—5) g- Tamém dS ¢ a diferencial da entropia e dV' é a diferencial do volume, que pode
ser pensada como dV = Adz, se pensamos no volume como mudando em apenas uma dimensao.

Dessa maneira, é possivel reescrever a equacao como
1 F
dS = —=dFE + —d 3.4
T1E + Fd, (34)

de maneira que a temperatura e a for¢ca possam ser extraidas da entropia como

@), @),

tal que a forca entrépica definida na segunda equagao serd na direcao do aumento da entropia e

serd proporcional a temperatura.

3.1.3 A Forcga Gravitacional de Newton

Para obter a lei de Newton, precisamos do principio hologréafico como ferramenta e também da
temperatura e da energia desse sistema.

Suponha que uma tela separa nosso sistema do resto do universo, essa tela serd a nossa superficie
holografica e serd composta por bits capazes de armazenar a informagao a respeito do mundo
interior. H&, para essa tela, uma direcao preferencial emergente apontando para fora e, a esta,
podemos associar uma temperatura e energia, de acordo com os bits.

Em seu experimento mental, que o levou a formula da entropia de buracos negros, Bekenstein
considera que, quando uma particula se aproxima do horizonte de eventos, de maneira que sua
distancia até ele seja de um comprimento de onda de Compton, essa particula pode ser consi-
derada parte do sistema de maneira que a area desse horizonte cres¢a um pouco. Motivados por

esse argumento, em nosso sistema anterior, podemos dizer que a particula passa a fazer parte da

27



superficie holografica quando a distancia entre elas for de um comprimento de onda de Compton

dessa particula. Nessa situacao, postulamos que a mudanga na entropia do sistema serd dada por
0S = 27wkp,

onde a constante de Boltzmann vem da consideracao da variacao da energia € = kg7 na primeira
parte da equagao (3.5), e a presenga do fator 27 ficard clara mais tarde. Essa mudanga na entropia
acontecera quando

oxr = i = A,

mc
onde A, é o comprimento de onda de Compton. Por essa razao, quando a particula esté a distancia

A¢, podemos escrever a mudanca na entropia devido a inclusao da particula como
5S = 2wk3%5x. (3.6)
Essa particula experimentard uma forga dada pela segunda equagao em (3.5),
Féxr =TS (3.7)

Definimos a aceleragao associada & temperatura de acordo com o efeito Unruh (veja o apéndice
C para mais detalhes), o que significa que a particula pode ser vista como acelerada em direcao a
superficie,
1 ha

kgT = ——. 3.8
B 2r ¢ ( )

(Motivado por essa expressao, pode-se usar (3.6) na equagao (3.7) de maneira a recuperar a segunda
lei de Newton, F' = ma.)

De volta a superficie hologrifica, vamos impor que o nimero de bits é proporcional & sua area.
Ainda mais, podemos dizer que cada bit de informacao teréa uma érea igual & area de Planck, de

modo que o numero bits serd dado por

Ac3
N =—. 3.9
on (3.9)
Supondo que a energia do sistema ¢é igualmente dividida entre os bits
1
FE = §I<:BTN. (3.10)
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E nods consideramos toda a energia do sistema como a associada a massa que se encontra dentro
dele, i.e.,

E = Mc. (3.11)

Assumindo que nossa superficie holografica seja uma casca esférica englobando o sistema, pote-
mos tomar a equagao (3.7) e usar como temperatura a que encontramos em (3.10) e como mudanca

da entropia a equagao (3.6), de maneira que

2F mec
Fér = —27kgp—>46
T Nkp kg N T,

onde podemos incluir a equacao (3.11) para E e (3.9) para N, substituir a drea pela da esfera, de

forma que
mec  Gh
F=4rMP——
T Ry
assim
M
F= GR—ZL, (3.12)

que ¢é a lei da gravitacao de Newton.

Este procedimento nos faz pensar na origem da gravidade como sendo entrdpica.

3.2 Correcoes para a Lei de Newton

Dado um sistema de particulas distinguiveis, para cada estado v de energia definida, existe
uma energia total associada a esse estado, dada por E,, um determinado nimero de particulas N,
associado a esse estado, a energia de cada particula €,, e uma possivel degenerescéncia g,. Cada
estado tem uma probabilidade associada dada por

p, = 3.13
SRRy (3.13)
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onde Z ¢é a funcao de particao dada por

7 - Z e PB(Ev—pNy)

[e'S) N
— Z eﬁﬂN Z Hgnie_ﬁeni

N=1 n; 1=1
fz
= 3.14
—r (3.14)
com
o0
= Zgne_ﬁen' (3.15)
n=1
Dessa maneira, o niimero esperado de particulas em um dado estado pode ser visto como
10logZ 1
(Ny = 2982 _ (3.16)

o 1—fz

Se tomarmos o limite de energias muito baixas, onde a gravidade se encontra, podemos conside-
rar todas as particulas do sistema como no estado fundamental, i.e., a energia esperada do sistema
pode ser escrita como

(E) = €1(N). (3.17)
Também podemos pensar na area do sistema como uma funcao do nimero de particulas compondo-
o. Se considerarmos que cada particula no estado fundamental ocupa uma &rea dada por (a)i,
teremos
(4) = (a)1(N). (3.18)
A entropia associada ao sistema em condicoes gerais é dada por
S = —kp» P,logP,
v
— —kp > P[-B(B, — uN,) — logZ]
v
= kB> P,E,—kpBuY P,N,+kplogZ>» P,
v v v
= kp[B(E) — Bu(N) +logZ]. (3.19)
Mas Z pode ser reescrito substituindo a equagao (3.16) em (3.14), de maneira que

Z = (N)-1,
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e portanto,
S = kp[B(E) = Bu(N) + log((N) — 1)]. (3.20)

No limite de baixas temperaturas, encontramos que

S ~ kplog g1(N) + kplog(N) — kglog <1 - <Nl)> ((N)—1), (3.21)

que pode ser escrito em termos do valor esperado da area, i.e.,

S~ k‘B(loggl)é;éi + kplog (<<(IXL§>1> — kplog (1 — <<CZA>>1> <<<(1A>>1 — 1> . (3.22)

Assim, para sistemas macroscépicos, onde (A) > (a)1, a expressao pode ser aproximada para

S~ k]g(lo,g;gl)<<£>1 + kplog (é{gi) (3.23)

A entropia associada a superficie holografica discutida em trabalhos recentes ([10], [11]) assume
esse formato de correcoes, identificando o primeiro termo a entropia de Hawking para um buraco
negro e deixando que o segundo termo seja uma fungao geral s(A), de tal maneira que a mudanga

na entropia do sistema seja dada por

AA 0s
AS = kp— +kp—AA
B T4
c3 ds
= AA(—+ — |kB. 3.24
<4hG * 8A> 5 (3:24)
Partindo desse formato de mudanga na entropia, a lei da gravitacao de Newton pode ser escrita na
forma
GMm 0s
F:—i[l 412 —} 2
r L THPoa (3:25)
Em [10], Loop Quantum Gravity inspirou corregoes na forma de
Ak A AN
S=""F —akpln( 5 ) +0kp (5 ) (3.26)
4l % S

onde a e b sao constantes da ordem da unidade. Enquanto o primeiro termo em (3.26) é a entropia

usual de Bekenstein, os demais representam correcoes. A correcao logaritmica é bastante universal
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(veja (3.23)), enquanto a corregao que diz respeito ao volume é motivada pela LQG. A utilizagao

de (3.26) leva as seguintes corregoes para a lei de Newton:

_GMm

F= 2

12 R
<1 — aﬂ—}gz + 12b\/7?lp> . (3.27)

Devido & universalidade da corregao logaritmica (3.26), a primeira corre¢ao para a lei de Newton
também se faz bastante universal e segue de diferentes modelos para correcoes quéanticas. A correcao
volumétrica é interessante uma vez que essa leva a uma gravidade muito mais forte em grandes
distancias, o que tem potencial para explicar as anémalas curvas rotacionais das galaxias [10] (muito
embora uma inspecao rapida mostre que, neste caso, os valores dos parametros a e b nao sao nada
naturais).

A abordagem tomada em [11] utiliza-se de um modelo especifico para calcular as corregoes para
a entropia devido a presenca de um espago-tempo nao-comutativo. E entao pode-se obter a seguinte

lei de Newton corrigida

F=-

(3.28)

GMm . RefRQ/(Zlal%) R267R2/(2al%)
R? + Vralp o 2a/Tl%,

Note que, neste caso, as corregoes sao exponencialmente suprimidas por %. Isso significa que
mesmo a possibilidade hipotética de medir tais correcoes se torna ainda mais evasiva.
Mencionamos esses dois trabalhos porque, do nosso ponto de vista, eles fazem referéncia a
dois problemas muito importantes do cenério entrépio original: enquanto [10] tem algo a dizer a
respeito do processo que faz a particula se tornar parte da superficie holografica, [11] considera um

espaco-tempo nao-comutativo, que parece mais natural do ponto de vista da gravidade quantica

[6].
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Capitulo 4

Esfera Fuzzy

A esfera fuzzy é um dos exemplos mais simples e canonicos da geometria nao-comutativa.

4.1 A Algebra de uma Esfera Fuzzy

Nos estamos interessados na algebra de fungoes nessa esfera nao-comutativa, uma vez que a nogao
usual de vetores deixa de ser adequada e o que toma seu lugar sao derivadas parciais de matrizes.
Na esfera Sy a dlgebra de fungoes pode ser sempre aproximada por uma expansao infinita na forma
0 i L i
flay)=f —i—f:rz-—l—if]xixj—i-...,

onde f9, fi, fii e Do Tk = R?, etc., sdo constantes. Se nds truncarmos a expansao depois de um
determinado ntmero de termos, entao teremos uma aproximacao do que a esfera é.

Note, no entanto, que, para transformar essa aproximagao em algebra, nés precisamos deformar
o produto, de maneira que, quando aplicado, ele nao produzira termos de ordem mais alta. Também
é natural desejar que ap0s esse procedimento a algebra continue respeitando a invariancia rotacional.
Ambas as condicbes podem ser satisfeitas se considerarmos os esféricos harmoénicos como uma
representagao de SU(2), onde o raio da esfera fard o papel do Casimir.

Podemos fazer a mudanca x; — Lj, onde L; s@o os geradores de qualquer representacao

irredutivel da algebra de Lie su(2). De modo que

T, — Xj 1= K:Li.
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Isso nos permite escolher o tamanho da representacao. Aumentar seu tamanho leva a uma melhor
resolucao da esfera - se aproximando do limite comutativo.

Portanto podemos deixar de lado a dlgebra de funcoes trucadas de uma &dlgebra comutativa
representada por um niimero de cépias de C (dada pelas constantes fO, f¢, f¥, etc) para ir para
uma algebra matricial nao-comutativa.

Note que, neste formalismo, a equagao da esfera ainda funciona, de maneira que
2 2 2 2 2 2 2
X1° 4+ X2“ +x3° = r“+ Kk + Kk =R",

i.e., hd uma relacdo entre o parametro s e o raio da nossa esfera, K2 =

%2. Entao podemos dizer
que, diferente da esfera comum Sy, que tem uma &dlgebra comutativa de fungdes com uma base
formada por esféricos harmonicos, dlgebra de funcoes da esfera fuzzy é nao-comutativa, gerada por
esféricos harmonicos cujo spin tem um valor maximo [.

Resumindo, a algebra de funcoes na esfera fuzzy de raio R é gerada por trés matrizes N x N
com X;, i = 1,2, 3 satisfazendo x;x; = R?1. Os agora operadores X; sio proporcionais aos geradores
L; de SU(2), i.e.,

[Li, Lj] = dgijely;  Lily = k(k+ 1)1, (4.1)
de onde nés deduzimos que
x; = ALy = [x4,X5] = i\peijnXa, (4.2)

onde A\, é o parametro de nao-comutatividade dado por

R
VE(E+1)

onde k é dado pela dimensao N, i.e., N = 2k + 1.

Ak =

4.2 O Operador de Dirac da Esfera Fuzzy

Este é um dos dois operadores mais importantes na geometria nao-comutativa (sendo o segundo o
operador de quiralidade). Ele é essencial para a construcao do cdlculo diferencial e integral. Como

tal, ele é restrito a vérias condigbes naturais (veja [16] sobre o papel do operador de Dirac na
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geometria nao-comutativa). No caso da esfera fuzzy, nés temos uma condicao extra: devido a sua
invariancia rotacional, é desejavel que o operador de Dirac correspondente também respeite essa
simetria. Existem duas propostas para a obtengao de tal operador [17, 18] (veja também [19] para
o tratamento de um caso mais geral de uma esfera g-deformada, que se reduz a [17] em um limite
especial). Trabalharemos aqui com o operador definido em [17]!.

Como no caso comutativo, escolheremos um operador de Dirac de maneira que este anticomute
com o operador de quiralidade, neste caso, comegaremos por analisar este segundo em uma esfera

fUZZ}). Na esfera usual, (€] operador de quiralidade é dado por
Yoo l El ) 1 .

onde [ é o raio da esfera e o; sao as matrizes de Pauli. Note que, uma vez que ), x;x; = [2, entdo
72, = 1. Se substituirmos x;, coordenadas da esfera comutativa, por xj, coordenadas da esfera
fuzzy, entao o quadrado do operador resultante deixa de ser unitario. Devemos procurar entao pelo
operador unitario mais parecido no caso nao-comutativo.

Em primeiro lugar, vamos definir outros operadores que também respeitam a simetria SU(2).
Eles sao

X = ). (xi®oy), (4.5)

i

A = Z(Li®ai)’ (4.6)

A
X o= —i Zgijk(XiLj ® O'k). (4.7)
(]

Note que um operador constante também seria SU(2) invariante.
A equagao (4.5) é, obviamente, a que mais se assemelha ao operador de quiralidade no caso

comutativo. Comecamos nossa busca tentando modificar esse operador de maneira a obter um

!Outras possiveis escolhas ndo mudariam seriamente nossas conclusoes (veja a sessdo de discussoes).
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operador unitario. O quadrado do operador,

XX = Y (xi®0i)(x;®05)
]
= Z(Xin & O'i(Tj)
]
= Z(Xin (9 51']‘ + iEZ'ijin & O'k)
]
= (x-x)@le(ozxk@ok)
k
= (x-x)®1-ax, (4.8)

onde « é o parametro nao-comutativo aqui dado por

P (4.9)
N(N +2)

com N sendo o tamanho da representagao, autovalor do operador nimero. A equagao (4.8) é

claramente nao unitaria. Reescrevendo-o na forma

1 1
(x-x)@l—i—zoz2 = X2+ax—i—1a2
1 \2
e renormalizando-o, temos
1 1
= — - 4.11
’YX NN (X + 20&), ( )

que a nossa escolha natural para o operador de quiralidade, onde o fator de renormalizacao é dado
por

1
NE=(x-x)®1+ ZaQ, (4.12)

de maneira que

v =1. (4.13)

Dado o operador de quiralidade, podemos encontrar um operador de Dirac exigindo apenas

que eles anticomutem. Para tanto, vamos em primeiro lugar obter relagoes de comutacao entre os
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operadores que nds temos até entdao, que sao SU(2) invariantes, além do quadrado dos outros dois

operadores remanescentes,

AMM=(L-L)y®1-A, (4.14)
¥ =a(x-L)— (x-x)(L-L)+ (x-L)(x-L) —aX + a(x-L)A — (x-x)A, (4.15)

e as relacoes de comutacao e anticomutacao entre eles

oA} =2[x-L)®1-x], (4.16)

[, Al = 2[x — X, (4.17)

(Z,x} =2(x-x)®1 —alx + 3, (4.18)

2, x] = 2(x-x)(A+1) —2a(x-L) @1 — {(x- L), x}, (4.19)
{S,A} =2(x-L)®1+2%, (4.20)

[£,A] = 2(A(x - L) — x(L - L)). (4.21)

Combinando essas relagoes, encontramos que

{x — %, A} =2(X—x), (4.22)
X —Z.x} =aE—x) (4.23)
da qual podemos obter
1
{X—Z,X+§a} =0, (4.24)

que nos da dois candidatos independentes para o operador de Dirac,

D' =(Z—v), (4.25)

D" = (2~ ). (4.26)
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Precisamos agora testar essas duas possibilidades. Note que

D”? = % (Z—)n(E-x)
= (-0 E-x
= —(E-0E-x

= -D? (4.27)

de onde concluimos que, quaisquer que sejam os autovalores de D', eles serao os mesmos autovalores
do operador D" multiplicados pela unidade imagindria. Nés estamos interessados em operadores
Hermitianos, uma vez que nao existem medidas complexas no regime comutativo, entao, note que,
mesmo que 7y, seja hermitiano, ja que depende apenas de x, o operador (X — x) nao o é, ja que X
carrega o simbolo de Levi-Civita. Felizmente, v, (X — x) é Hermitiano, o que pode ser visto pela

relagao de anticomutagao

E =0T = —(E-0%
= (@ =x),
(4.28)
e é, portanto, nossa escolha para o operador de Dirac.
Entao escolhemos com o operador D” e definimos o operador de Dirac como
1
D = In(E-x) (4.29)
A1) - i e L) - S 1) (4:30)
= — - — X - — —=(x- . .
N 212 2

Pela definicao de (4.30), é 6bvio que o operador de Dirac opera, como no caso comutativo, no
espago de espinores de 2 componentes. Assim, ainda temos a relacao entre a dimensao do espaco e

a dimensao do feixe de espinores, que sera importante para nossa discussao futura.

O Espectro do Operador de Dirac

A maneira mais facil de se obter o espectro do operador de Dirac é utilizando o operador D?, i.e,

se

D) = N2, (4.31)
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entao

Dip = £ \ib. (4.32)

Comecamos calculando D?. Temos que

-1
D* = TQ(Z - X)2

= %21[22 —{Z,x} +xx
12 1
- ﬁ[(L-L)+1+A]—l—2(x~L)[a+(x-L)+aA]

- [(1-L)+1+A_l%(x-L)[a(AHH(x-L)}. (4.33)

Fazendo (x - L) = $L2, isso se torna
.
D*=L*+1+A- @LQ[L2+2(A+1)]. (4.34)
Agora, esperando extrair o espectro desse operador, introduzimos o operador de momento an-

gular total

1

uma vez que os autovalores de seu quadrado sao bem conhecidos j(j + 1) onde j serd restrito pelo

tamanho da representacao, i.e., 0 < j < %, e entao

A=J2-12- % (4.36)

Assim, tendo em mente os seguintes autovalores para os operadores

J2 =55+ 1), (4.37)
L? = (j+ ) +s+1), (4.38)
podemos substitui-los na equacdo (4.34), substituir a e levar em consideracio que s? = %, ja que

s = j:%, para obter o espectro

)\2:(j+;>2_]\7(]\71+2){<j+;>4_<j+;)2}’ (4.39)

dependendo somente de j.
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Ainda melhor, podemos escrever o espectro da seguinte forma

1

2= (i+3) 1‘1@[(”;)2‘1} (4.40)

e, portanto, o espectro para D é

Azi(]’%—%) 1—N(Nl+2)[(j+;)2—1] , (4.41)

que vai para o espectro do operador de Dirac da espera Sy no limite comutativo?.

[

2Em [17], eles argumentam que, para obter o limite comutativo correto, é necessario manter o caso de apenas
. . - L. [ A . . . fora .
N‘s pares, mas isso nao serd importante em nossos cédlculos. Ainda mais, nds acreditamos que se a esfera fuzzy vier

fundamentalmente de uma teoria para a gravidade quantica, ambas as representagoes devem ser permitidas.
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Capitulo 5

Geometria Espectral: o Teorema de

Weyl e o Seu Uso

Desejando obter a drea de uma esfera fuzzy, decidimos utilizar o teorema de Weyl!'. Esse teorema
nos permite saber nao somente a respeito da dimensao da variedade para a qual conhecemos o

operador de Laplace, mas também a respeito de seu volume [14]. O teorema é dado por

Teorema 5.0.1. Seja A o operador de Laplace em uma variedade Riemanniana fechada M de
dimensao n. Seja Na(A) o numero de autovalores de A, contando multiplicidades, menores que X,

i.e. Na(X) € a fungao de contagem
NaA(A) :i=#{(A) = M(A) <AL (5.1)

Entao

onde Vol(M) é o volume total da variedade M.

Sua prova para um caso mais simples é dada no apéndice C.

!Existem outras maneiras de se obter a drea para uma variedade nao-comutativa, como a integral do traco de uma

matriz unitaria. Nessa dissertacao, decidimos por utilizar técnicas de geometria espectral.
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Utilizando a férmula de Lichnerowics (veja o apéndice D)
g 1

onde R é o escalar de curvatura, A° é o Laplaciano espinorial, podemos obter o teorema de Weyl

para o operador de Dirac
Nip(A om
lim SN __2"Vol(M) , (5.4)
A—00 A (471’)51—‘(%4—1)

para espinores m-dimensionais, ou variedades (2m + 1)-dimensionais.
Para ilustrar esse teorema, vamos utilizar exemplos. Comegaremos com a esfera Sy e um torus

n-dimensional, utilizando o operador Laplaciano.

5.1 Calculando a Dimensao e a Area de uma Esfera So

Vamos comecar relembrando o operador Laplaciano em coordenadas esféricas, i.e.,
10 /4,0 1 0 5, 1 o2
= <—|(r"=— —_— sin9—) _—, 5.5
7“287“< 8r>+rsm980< 00 +r281n208¢2 (5:5)
que pode ser reescrito em termos do operador de momento angular, de modo que

2
A= IOy 1 (5.6)
Da parte angular, esperamos obter a area no teorema de Weyl, entao trabalharemos apenas com
essa parte. Fica claro, pelo segundo termo do lado direito da equagao (5.6), que os autovalores
associados A(1) serao dados por
I(l+1)

) = == (5.7)

Contamos agora o numero de autovalores. Cada [ tem associada a multiplicidade (2{+1), entao,
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ao somar todos os autovalores, nés obtemos

Na(A(D) = D (2'+1)

= (I+1)% (5.8)

Dessa expressao é possivel perceber que estamos tratando de um caso de dimensao 2.

Substituindo as equacoes (5.7) e (5.8) em (5.2), e notando que quando A — oo também [ — oo,

obtemos
lim (I+1)2 _ Area(S2)
oo WED ir 1(2)
2 Area(Ssz)
4 1!
= Area(Ss) = 47, (5.9)

que é a conhecida area de uma esfera.

5.2 Calculando a Area de um Torus n-Dimensional

Vamos considerar um torus de dimensdo n = D + 1, i.e., na forma de TP+ = ! x ... x S, onde
o raio do primeiro circulo, equivalente ao tempo Euclidiano, é igual a T' e o raio dos demais D
circulos é R.

Para um torus, podemos usar um Laplaciano geral para um espaco-tempo plano, dado por

82

AT:w—A,

(5.10)

43



onde A é o Laplaciano espacial usual. Essa equacao leva a um espectro dado por

ng 1 &
SP(AT):{%+ﬁZn? , no,niER}.
i=1

(5.11)

A funcao de contagem para o espectro pode ser pensada no caso continuo em forma da integral

1

/Tﬁ in, /R()\—;é’)z
~TVXx 0

NAT(A) ~ QDnD_ldn
OnRD [TVA 2,1
- D / ()\ - n—‘;) *dn,
D —T\/X T
QpRP n3\ % n3\—% - n TV
_ R B YRl DSy
T AT 2 2°NT?/1-1vx
3 3. D _ 1
QR 5o n2 \% n2 \-% F<§>F(§+§—§)
- 2TVAX ( _W) (1 )\T2) 3 3. D
F(§ . 12>F 3y 5)
D
apr? . _T(5+1)
L NSRS (5.12)
b ()
_ 7D/2 -
onde Qp = Vol(SP~1) = 1“2(D/2)’ entao
Dyl p op F(Q + 1)
Nap() ~ 22
r(2) 2 Pr(2+3)
T RPN
. (5.13)
(5
Substituindo (5.13) no teorema de Weyl, equagao(5.2), nés obtemos
y RPN 1 Area(TP+1)
im
BLTTE ) 0 T % (e )
7TD+12D+1RDT — AT@G(TD+1)
= Area(TPH) = (27R)P (27 T), (5.14)

que é a area de um torus n-dimensional.
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5.3 O Operador de Dirac para a Esfera 5,

Para calcular a area da esfera fuzzy, vamos usar a abordagem do operador de Dirac. Faremos em
primeiro lugar o caso da esfera comutativa com este operador, de modo que possamos comparar
com resultados futuros.

O operador de Dirac pode ser escrito como
g 1
P =A%+ i (5.15)

Para ele, encontraremos os esféricos harmonicos como autovetores, cujos autovalores sao dados por
(1 +1/2)? para I € {N + 1/2}, de modo que os autovalores de ID sejam sp|J)| = (I + 1/2). E no

teorema de Weyl nés recuperamos Area(Sy) = 47 R?.

5.4 O Caso Nao-Comutativo: a Esfera Fuzzy

Em um primeiro momento, a simples aplicacao do teorema de Weyl em uma geometria representada
por uma &lgebra finita de matrizes (como no nosso caso), nado parece um procedimento correto.
Todavia, nés vamos argumentar que usar este teorema, mas agora como uma defini¢cdo, ainda
faz sentido neste caso. Porém, como veremos, aqui é necessario fazer a distincao clara entre as

abordagens da matematica formal e da fisica aplicada.

e A aplicacao do teorema de Weyl matematicamente significativa para um modelo de matrizes
finitas parece bastante duvidoso. Essa aplicacao deve ser entendida da seguinte maneira:
quando o espectro é nao-limitado (em particular Na(w) — 00), podemos requerer que o lado
direito de (5.4) faca sentido fixando unicamente a dimensao n, que, por sua vez, nos permite
determinar Vol(M). Mas, para o caso de um modelo finito, o espectro é finito, como em
(4.41), e Na(w) também é finito. Como resultado, nao podemos requerer que n ou Vol(M)
sejam fixados. Aqui é crucial que w possa (e deva) ser tomado arbitrariamente grande.
Veremos em seguida como essa situacao serd alterada na presenca de um “cut-off” fisicamente

motivado.
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e Usaremos agora o teorema de Weyl como uma ferramenta fisica para medir a dimensao e a
area de algum espaco possivelmente nao-comutativo. Para tanto, usaremos o espectro ex-
perimental do operador de Dirac correspondente. Nessa situagao, o espectro do operador
s6 podera ser medido até um determinado “cut-off’weo, determinado pela precisao do ex-
perimento. Tipicamente, mesmo no caso de um modelo finito, este “cut-off’fica abaixo do
autovalor maximo do operador, de maneira que o aparelho utilizado para provar a geometria
nao sabera se o espectro é finito ou nao. Assim, podemos continuar usando o teorema de
Weyl, mas agora, ao invés de um limite matematico, w — oo, nés devemos tomar um limite
“fisico”, w < weo. Para que isso aconteca, em geral, teremos uma dimensao e um volume
dependendo nao trivialmente do “cut-off’e, sem mais restrigoes fisicas, seria impossivel de-
terminar ambos. Se assumirmos o valor cldssico para a dimensao, como faremos aqui, entao
conseguimos derivar corregoes para o volume cldssico dependentes do valor do “cut-off”. Em
[14], essa abordagem foi utilizada para analisar o comportamento UV/IR da dimensao espec-
tral nos modelos gravitacionais de Hotrava-Lifshits (veja também [14], especialmente na sessao

de conclusao para uma maior discussao e interpretacao fisica desta abordagem).

Depois dos comentérios acima, vamos aplicar o teorema no caso da esfera fuzzy. Em primeiro
lugar, gostariamos de dar dois argumentos em favor da utilizacao da dimensao da esfera fuzzy igual
a dimensao da esfera cldssica, n = 2. Primeiramente, como comentado apés a equacao (4.30), o
operador de Dirac para a esfera nao-comutativa age, como no caso classico, em espacos de espinores
de duas componentes. isso significa que na passagem do teorema de Weyl com a utilizagdo do
operador de Laplace para o operador de Dirac, continuamos no mesmo caso n = 2. Em segundo
lugar, se observarmos o processo do ponto de vista fisico, quando medimos o espectro de ) (ou
A), ja estamos assumindo medir o espectro de um operador que estd definido em uma superficie
bidimensional. Assim, qualquer desvio no resultado obtido, quando comparado com o resultado
classico, serd tratado como correcées geométricas quanticas para a area. Tendo tais argumentos

em mente, podemos prosseguir.
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Como um primeiro passo, vamos calcular a fun¢ao de contagem (5.1). Para tal, precisamos

calcular j como uma funcao de w. Invertendo a equagao (4.41), obtemos

=) = . 5.16
its 5 (5.16)

( 1)2 (N+1)2+[(N 4+ 1)* — 4w?R2N(N + 2)]/?

2 N+2)2
< %. Isso nos leva a

Para escolher o sinal correto em (5.16), basta notar que (j + 1)
escolha do sinal negativo. Nés possuimos portanto um valor maximo para j correspondente a escala

do cut-off weo:

1)2: (N +1)2 — [(N + 1)* — 4w2 R2N(N + 2)]'/2 -

(jmaac + 5 2
Levando em consideracao que a degenerescéncia de cada valor é de (25 + 1), podemos escrever a

funcao de contagem como

jmax
Nip(weo) =23 (25 +1). (5.18)
O coeficiente 2 vem do sinal de mais ou menos em (4.41). Tomando, por defini¢ao, j para ser meio
inteiro, i.e. N para ser par (olhar a nota de rodapé da pagina 40), obtemos a seguinte expressao
exata para a fungdo de contagem

) 1\2 . 1
NHDI(WCO) - 2(]max + 5) + 2<]max + 5)

1
(o 42 R*(N +2)N \?
(N +1)*

= (N+1)? FV2AN+1) |1 <1 - 4“2°R2(N+2)N>2] B

(N+1)4

5.5 Limite Comutativo, N — oo

Primeiro usaremos (5.19) para reproduzir o resultado comutativo para a drea da esfera. Isso mais
tarde nos ajudara a clarificar alguns pontos a respeito da aplicabilidade desse método, além de nos
reafirmar a eficiéncia do teorema de Weyl neste caso.

O limite comutativo corresponde a mandar a dimensao da representacao, IN, para o infinito,
enquanto mantemos wee finito (para ser mandado para o infinito somente no final - ou ainda feito

“grande o suficiente”ao final). Nesse limite, teremos
. 12
(]max + 5) = R2w(2:o . (519)
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Entao, a fungao de contagem (5.19) se torna
N p(weo) = 2R*wZ, + 2Rweo - (5.20)

Agora desejamos utilizar o teorema de Weyl (5.4) na forma apropriada para o operador de Dirac,

D (fazendo n = 2)

i Nip(weo)  2Area(M)
weo—oo w2, 4n[(2)

(5.21)

onde o fator 2 representa a dimensao dos espinores (ver a discussao ap6s (5.4)). Utilizando (5.20)

e (5.21) pode-se obter imediatamente o resultado conhecido para a esfera Sy comutativa
Area(Ss) = 4w R?. (5.22)

O que acontece se tomarmos ao invés do limite exato em (5.21) somente um limite “fisico”,
i.e. tomar weo muito grande, porém finito? Quao grande precisa ser weo para que ainda possamos
concluir que a area, com uma determinada incerteza experimental, é dada pela férmula (5.22)? Da

equacao (5.20), nés temos

N,
Niploeo) _ypo , 2R (5.23)

w<2:o Weco
Entao se weo > 1/R, ou Jmar > 1, a drea “fisica”serd exatamente dada por (5.22). O segundo
termo em (5.23), que é a correcao da drea com respeito a comutativa, nao deve ser nada além da
incerteza na medida de R usando uma particula teste de massa m como aparato. De fato, nos
temos: AR ~ A\, = AS ~ \,R ou, assumindo que A, ~ i, obtemos a correcao necessaria.
Isso deve deixar mais claro que nossa definicao é uma definicao fisica, i.e., o resultado realmente
depende de como a particula vé e prova a superficie holografica. Esse ponto se tornara ainda mais

importante assim que chegarmos na discussoes sobre as possiveis correcoes.

5.6 Caso de Nao-Comutatividade Fraca

Passamos agora para o cdlculo das corre¢des nao-comutativas para a férmula (5.22) para o caso

quando a nao-comutatividade nao é tao forte Para comecar, nés gostariamos de discutir o alcance

48



da aplicabilidade do nosso método. Da secao anterior, nds ja sabemos que a escala do cut-off,
Weo, deve ser muito maior que 1/R se nds quisermos ver alguma corre¢ao com relagao ao resultado
comutativo (de outra maneira, qualquer corregao serda mascarada pelo erro experimental). Mas
ha outra limitacao em weo vindo do fato que esse cut-off deve ainda ser menor que N/R, que
pode ser explicado uma vez que, embora estejamos em busca de uma esfera fuzzy para modelar o
problema, ainda assim nao queremos que essa esfera seja tao fuzzy, i.e., queremos que N seja muito
maior que 1. Assim, N/R é apenas a ordem de grandeza do maior autovalor do operador (veja a
equagao (4.41)), e, para estar no regime de corregdes, nds precisamos que wee Se€ja muito menor
que o autovalor maximo. Entao, combinando tais restri¢coes, nés temos o seguinte alcance de para

o cut-off, onde esperamos ver correcoes para a area devido a nao-comutatividade:
1 < Rweo < N . (5.24)

Assumindo que (5.24) vale, nds temos a seguinte corre¢ao para o limite cldssico (5.19)

. 1\2 R2u2 1 R2w?

Usando esse resultado em (5.19), obtemos as seguintes correcoes para (5.22):

2, .2
Area(Sp) ~ ArR? (1 + R]\‘;JZ‘?O) . (5.26)

Vamos analisar o resultado (5.26). Em primeiro lugar, precisamos ter certeza de que essas
corregoes sao vistas ainda sobre o erro classico, veja (5.23) e a discussao que segue. Isso é equivalente
a negligenciar o segundo termo em (5.19). O que significa que, a0 mesmo tempo que satisfaz (5.24),

Weo também deve respeitar o seguinte

R2w? 1
o . 2
N2 > Ruweo (5:27)

Combinado com (5.24), temos restrigdes bastante irreais para a observacao dessas corregoes nao-
comutativas. Para que possamos observar isso, é necessario entender quem S30 weo € IN. Nés
assumimos que weo deve ser da ordem do inverso do comprimento de onda de Compton da particula
que € usada par provar a esfera fuzzy. Essa suposicao parece bastante natural, considerando que a

particula é o aparato que usamos para provar a superficie hologréafica no cendrio entrépico. Para IV,
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fazemos outra suposicao natural, que é considerar N como o mesmo utilizado no cenario proposto
por Verlinde, i.e., o nimero de bits da area, N ~ A/ l%,. Agora, se exigirmos que as correcoes
quanticas (5.26) sejam vistas acima do erro experimental classico (5.23), vemos imediatamente que
isso é equivalente a

<ZP)4 S (5.25)

Am, lp

Fica claro que (5.28) poderia ser satisfeito somente no caso da nao-comutatividade forte, que fica
longe da suposicao da nao-comutatividade fraca para a esfera. Entao precisamos analisar o modelo

nao-comutativo completo, i.e., a equacao (5.19), sem assumir (5.24).

5.7 Nao-Comutatividade Forte

Uma vez que é dificil esperar que nosso modelo seja capaz de descrever corretamente efeitos
quanticos para a gravitagdo neste regime, faremos aqui apenas uma andlise qualitativa. Para
tanto, tracamos o grafico do comportamento da area, Ap, como vista pela particula, com relacao
a escala do cut-off, wee. O resultado na figura 5.1. O que esse grafico nos diz exatamente?

Em primeiro lugar, nao podemos nos iludir por N “grande o suficiente”, uma vez que N =
100000 corresponde a uma nao-comutatividade muito alta (i.e., regime quantico). Isso ocorre
porque para esse valor de IV, o raio da superficie (usando a suposi¢ao de que N ~ %) é somente
trés ordens abaixo da escala de Planck.

Em segundo lugar, podemos analisar onde fica a escala de Planck, wp ~ ﬁ, nesta figura. Com

as mesmas suposicoes acima, podemos facilmente ver que

wp 1 1

Wmazx V Winaz R \/N .

De modo que, mesmo para um regime altamente quantico, w“”’ ~ 1073, i.e., a escala de Planck
max

(5.29)

fica bem abaixo de wyqq-
Em terceiro lugar, podemos ver na figura 5.2 que os desvios da drea cldssica (mais o erro
experimental) definidos por (5.23) comecam em um cut-off bem alto, que, nesse caso especifico, fica

bem acima da escala de Plank. Isso concorda perfeitamente com (5.24), que poderia ser reescrita
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Figura 5.1: O exemplo de Ap/A vs weo, onde A = 47R% e Wy ¢ determinado por (5.17) e
N = 100000.

como % < uj‘:nﬁ < 1, e a conclusao ao final do préximo capitulo é que, para esse alcance, as
correcoes nao-comutativas nao serao vistas sobre a incerteza experimental. Assim, podemos dizer
que, mesmo que uma particula teste pudesse provar a superficie hologréfica na escala de Planck?, ela
vera a drea como praticamente cldssica (para esse valor de N). Podemos ver que, devido a (5.29),
a situacao mudaria completamente se conseguissemos ir mais profundamente no regime quantico,
i.e., para N menor (veja a discuss@o no préximo capitulo).

As consideragoes acima parecem indicar que nao existem corregoes fisicas significantes para a
area da superficie holografica (i.e., vistas pela particula de teste) devido a nao-comutatividade dessa
superficie. Como resultado, é possivel concluir que as tnicas corregoes para a lei de Newton no

cendrio entrépico serao devido a corregoes da entropia como em (3.26-3.28). No préximo capitulo

discutiremos se isso é ou nao verdade.

2Podemos imaginar a utilizacdo do maximon [20] como uma particula teste, i.e., uma particula cujo comprimento

de onda de Compton € igual ao seu raio gravitacional.
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Figura 5.2: Area nao-comutativa (normalizada por A, - a drea fisica, que inclui o erro experimental

(5.23)) como uma fungao da escala do cut-off. Desvios significantes sdo vistos bem abaixo do cut-off.
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Capitulo 6

Discussoes e Conclusoes

6.1 Discussao e Interpretacao

Vamos comegar analisando o que obtivemos até entao. Comecaremos confrontando nosso resultado
com (3.28), também obtido em um cendrio nao-comutativo. Olhando para este, notamos imedia-
tamente que a unica maneira de observar correcoes é quando aproximamos a particula da massa
M por uma distancia da ordem da escala de Planck, de outra maneira, qualquer correcao seria
suprimida exponencialmente. Qual o regime em nossa abordagem? Nao é dificil perceber que este
regime corresponde a N ~ 1. Mas, de acordo com (5.29), esse serd exatamente onde a escala
de cut-off maximal wy,, serd da ordem da escala de Planck. Entao é natural que as correcoes
quanticas da drea sejam bem significantes. Por exemplo, se N = 100, as correges em (3.28) serao

00 enquanto, olhando para a figura 5.2 (que continua

suprimidas por um fator da ordem de e!
com o mesmo comportamento para N = 100, mas agora a escala de Planck fica perto de 0.2wy,qz)
vemos que as correcoes para a area devido a nao-comutatividade serdao da ordem de 1%. Neste
caso, é importante perceber que, para ver tais correcoes, é necessario ter uma particula teste capaz
de provar a escala de Planck. Mas, enquanto (3.28) produz corre¢oes apenas a uma distancia de
Planck da massa M, as correcoes nao comutativas para a area sao diferentes de zero mesmo longe

da origem. Isso nos leva a conclusao de que essas correcoes nao-comutativas podem obscurecer

completamente os efeitos devido as correcoes para a entropia (dadas por (3.28)).
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Vamos olhar agora para (3.27). Esse tipo de corre¢oes nos parecem muito mais confidveis.
Vamos comegar considerando a primeira correcao (devido ao termo logaritmico em (3.26)). De
nossa analise até entao, fica claro que para um determinado alcance, esse termo serda dominante
na corre¢ao da drea. Isso acontece porque esse termo se comporta como 1/N e nao depende do
comprimento de onda de Compton da particula de teste. Entao, quando a particula de teste tem um
comprimento de onda de Compton grande quando compara da com a escala de Plack (mas ainda
pequeno o suficiente para provar tais distancias, i.e., A, < R,veja (5.24) e a discussao ap6s (5.23)),
pode-se obter corregoes bastante grandes para a lei de Newton, enquanto as corregoes para a area
sao praticamente neglicencidveis (veja a figura 5.2 e a equagao (5.29)). Porém, perto da escada de
Planck, essas corregoes serao completamente mascaradas pelas corregoes para a area. Isso pode
ser interpretado da seguinte maneira: é um resultado bastante conhecido que as mesmas correcoes
podem ser obtidas de uma gravidade quantica perturbativa [10], entao é razoavel acreditar que essas
correcoes possam ser confidveis em escalas bem menores que a escala de Planck. Aproximando-
se da escala de Planck, os calculos perturbativos falhariam e neste dominio teriamos uma maior
importancia dos efeitos da ndo-comutatividade, que sdo tracos nao-perturbativos da GQ'.

Essa consideracao nos leva a um ponto bastante importante - a dependéncia nao-trivial das
possiveis correcoes na particula de teste. A particula de teste passa a ser uma parte essencial
da defini¢cao da gravidade. Ela é necessdria nao somente para revelar a gravidade ja existente (na
forma da curvatura do espago-tempo na RG) mas para produzi-la mudando a entropia da superficie
holografica, o que leva a forca entrépica. Ao olhar para a superficie holografica do ponto de vista
da geometria nao-comutativa, vemos o papel da particula de teste como ainda mais evidente: a
superficie serd vista de maneira diferente por diferentes particulas. Tal resultado implicaria em
uma possivel violagao do principio da equivaléncia pelos efeitos quantico-gravitacionais. Em nossa
abordagem, isso se reflete no resultado de que as corregoes para a dependem em um cut-off fisico,

que é uma funcao da massa da particula de teste, weo ~ M.

'E interessante lembrar que (5.23) foi calculada para uma escolha bem especifica de um operador de Dirac. Como
resultado, o fato de nao obtermos corregoes do tipo 1/N em (5.26) é puramente acidental. Outras escolhas para o
operador de Dirac poderiam produzir tais corregdes, levando-nos a um desvio muito maior da area classica. Neste

caso, mesmo o termo de corregao logaritmica na lei de Newton poderia ser mascarado pelas correges da &rea.
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Antes de fechar essa secao, gostariamos de reforcar a suposicao que fizemos previamente de
que a escala do cut-off esta sempre abaixo do fim do espectro do operador de Dirac. Utilizando
consideragoes como em [21], é possivel argumentar que a escala do cut-off deve ser menor ou igual
a escala de Planck. Vimos, porém, que a escala de Planck esta sempre abaixo do autovalor méaximo
(em nosso modelo), dessa maneira, do ponto de vista de qualquer experimento (i.e., do ponto de
vista operacional) seria impossivel dizer se o espectro é finito ou nao. O que pode ser feito é medir
possiveis desvios em quantidades geométricas baseadas no desvio da parte observada do espectro

para os resultados cldssicos.

6.2 Resumo e Conclusoes

Decidimos neste trabalho utilizar uma abordagem nao-comutativa como um retrato natural para a
escala quantica, e, nesse sentido, uma introducao foi dada na estrutura quantica do espago-tempo
e, em seguida, uma pincelada na algebra da esfera fuzzy, tomada como um caso especial. Fizemos
ainda uma revisao da teoria da Gravidade Entrépica proposta por Erik Verlinde ([4]), olhamos a
relagdo entre a drea e a entropia de um sistema ([9]), e também trabalhos recentes que tentam obter
corregoes para a lei da gravitagao de Newton ([10] , [11]). Em seguida, analisamos possiveis efeitos
da nao-comutatividade no cendario entréopico da gravidade ao assumirmos a superficie holografica
como sendo uma esfera fuzzy. Em contraste com os outros trabalhos nessa mesma direcao, que
lidam com corregoes para a entropia (e, como consequéncia, para a forga gravitacional aparente),
devido aos resultados obtidos no capitulo anterior, nés concentramos nossa atencao na questao da
interacao da particula de teste com a superficie holografica. Consideramos este ponto importante
devido ao papel representado pela particula neste cendrio entrépico, que é bastante diferente daquele

na Relatividade Geral, baseado no principio da equivaléncia?.

2Para mostrar o papel especial da particula de teste neste cendrio, assim como a importancia do conhecimento
da dinamica microscopica da interagao entre a particula e a superficie holografica, podemos realizar o seguinte
Gedankenexperiment: considerar uma particula de teste com m comprimento de onda de Compton \,,. No sistema
a ser provado por ela, existirdo vérias superficies holograficas neste espago (em nosso caso, poderfamos estimar um

numero de telas por A’l’gR, que é bem distante da escala de Planck). Entao a questao é: a particula contribuird a
P

entropia de qual dessas superficies? E essa resposta so poderia ser respondida se tivéssemos detalhes sobre a dinamica
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Na auséncia do aparato necessario para estudar diretamente o processo no qual a particula
passa a fazer parte da superficie holografica, nés tentamos estudar como essa superficie é vista pela
particula. Para isso, adotamos como modelo uma superficie nao-comutativa que, como argumen-
tado, deve capturar alguns efeitos nao-perturbativos da GQ. Como maior ferramenta, utilizamos
uma generalizacao do teorema de Weyl, que provou-se bastante eficiente no estudo de geometrias
deformadas.

O que concluimos desse estudo é que enquanto corre¢oes perturbativas (como no segundo termo
de (3.27)) podem ser confidveis bem abaixo da escala de Planck (uma vez que sdo independentes de
um modelo universal), nenhuma corre¢ao deve ser confidvel em escalas perto da escala de Plank. Em
particular, corre¢oes dadas por (3.28), parecem ser irrelevantes quando comparadas as incertezas
devido a nossa ignorancia sobre os detalhes na interacao entre a superficie e a particula.

Nossa discussao abre o caminho para a especulacao sobre possiveis violacdes do principio da
equivaléncia, embora isso pudesse acontecer somente em escalas préximas a de Planck, e, portanto,
¢é dificil acreditar na possibilidade de qualquer confronto com resultados experimentais.

Para concluir, nosso estudo mostrou que nenhum efeito da ndo-comutatividade (que inclui pelo
menos alguns dos efeitos nao-perturbativos da gravidade quantica) serd visto abaixo da escala de
Planck, mas quando nos aproximamos dela, eles passarao a dominar as correcoes, mascarando as
correcoes perturbativas. Para ir além no controle desses efeitos, seria necessario utilizar uma teoria

completa para a gravidade quantica, como na forma de cordas, loops ou alguma outra.

microscopica do sistema particula-superficie.
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Apéndice A

Informacoes Adicionais para o

Teorema 2.2.1

Para uma 2A C*-dlgebra com unidade I, o operador auto-adjunto A afiliado & 2 é definido por um

*-homeomorfismo (com suporte nao limitado se A também é nao limitado) de Co(R) — 2, i.e.,
f€C(R) — f(A) e, (A1)

cujo suporte da projecao E € A**, o dual do dual de 2, é central.
Equivalentemente, pode-se definir a sequéncia {f,;n = 0,1,2,...} C Cy(R)+ na bola unitaria

convergindo ponto a ponto para I, entao para cada B € 2
1[fn(A), Blllnsoc — 0, (A.2)

um vez que I é obviamente central.

Se a C*-dlgebra 2 nao tem unidade, o operador auto-adjunto A é dito afiliado a 2 se ele é
afiliado & algebra multiplicativa M ().

Um estado w de 2 esta no suporte de A se w(F) = 1, onde @ denota a extensdo normal para
20**. Uma representagao 7 na mesma condigao leva a 7(E) = I.

A extensao normal de f — f(A) € 2 para fungoes de Borel limitadas f em R também serao
denotadas f € B(R) — f(A) € A™. Se E(\) = X(—o,\(A), A € R, e 0 limite mais forte de E(\) é

E como A — 0o, e A € R — 7(E(\)) é uma familia espectral para todo m no suporte de A.
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No6s dizemos que um operador auto-adjunto A afiliado a dlgebra 2[, com unidade I é central se
f(A) estda no centro de 2. Se 2 nao tem unidade, A é central se f(A) estd no centro de M (). Ambos
sao verdade Vf € Cy(R), i.e., para todo 7 no dominio de A nds temos 7(A) é afiliado a m(2A)" Um(2A)".

O estado w € S(A) é dito no dominio de A se ele estd no suporte de A e
suplw(f(A)); [ €CoR)s, F(N) < A2, A€ R} = w(A?) < oo.

Neste caso, escrevemos

W(A) = / T NBEO)). (A.3)

—o0
Entao seja v uma medida de probabilidade regular em S(2l) com baricentro w € S(2), entao w
estd no suporte de A se e somente se v é carregado pelos estados no suporte de A.
O estado w estd no dominio de A se e somente se v é carregado pelos estados no dominio de
Ae ¢ — ¢(A?%) é v-integravel. E como ¢(A)? < ¢(A?), nés temos que ¢ — ¢(A) é v-quadrado-
integravel. Portanto ¢ — ¢(A) é integravel e ¢ — AyA é quadrado-integravel.

Se w € D(B), onde B é também um operador afiliado a 2, temos, como na proposicao 2.2.3,

Au(A) > /S o Dol v(9), (A4)

Au(4)-Au(B) > /S o DADB6), (A.5)
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Apéndice B

O Efeito Unruh

Em 1976, Willian Unruh demonstrou que a nogao de vacuo depende do movimento descrito pelo
observador, i.e., se estd acelerado, o observador vé, ao invés do vacuo do observador inercial, um
estado com varias particulas em equilibrio térmico. Unruh propos entao que ha uma temperatura
definida associada com um detector acelerado.

Nas coordenadas de Minkowski, em duas dimensoes, nés teriamos, como métrica
ds* = dudv = dt* — da?, (B.1)

Onde @ e ¥ sao eixos bisetores. Porém, desejando utilizar um referencial acelerado, podemos escolher

as coordenadas de Rindler n e &, usando as transformacoes

t = a ‘e sinh an
z = a ‘e cosh an,
tais que
T _aflefau
U = aflezw
e

u=n—§ e v=n+¢,

59



entao podemos escrever a métrica B.1 como

ds? = e* dudv = €% (dn?® — de?). (B.2)

Figura B.1: Coordinatizacao de Rindler no espago-tempo de Minkowski.

O par (n, &) define a linha mundo dos observadores acelerados, e a aceleragao prépria, a,, tomada

ao longo da curva onde £ = constante, serd a segunda derivada com respeito ao tempo proprio, i.e.,

. dat dz' d¢ dz' dn
ul = = _ —|— _
ds d€ ds dn ds
&+const E+4const
dz' d
= dx CTZ = ae % (x,1)
" &4-const
e entao
. du'd
i du £ _ a2€_2a§(t, ZE),
" &+4const
e a aceleracao prépria serda dada por
a?) = wiw; = ale™1 (2 — 2?) = a?e 2%
ap = ae”® (B.3)
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de onde podemos ver que, para grandes £ > 0, temos uma aceleracao prépria fraca, e, para grandes
¢ < 0, uma alta aceleragao propria. O observador acelerado se aproxima da velocidade da luz ¢
quando 1 — Fo00. O tempo préprio é dado por 7 = e®1).

Chamamos a regiao onde x > |t| a cunha direita de Rindler, denotada na figura (B.1) por R,
e a regiao onde z < |t| a cunha esquerda de Rindler, denotada por L. As linhas @ e ¥ funcionam
como horizontes de eventos, de modo que R e L sao dois universos casualmente disjuntos.

A dinamica cldssica de um campo sem massa ¢ no espaco-tempo bidimensional de Minkowski
¢é dado pela equacao de Klein-Gordon

(o & 9%
D¢_<8t28x2>¢_6ﬂ86_0’

que tem solucoes proporcionais a ondas planas

— i(kx—wt
U, X € ( ),

ie., iy, = A%2e'bv=wt) onde w = k| > 0 e —o0 < k < co. Usando o produto escalar, definido por

(1, 4bn) = —i / 01 () o (2)d" 1z, (B.4)

t=constant
onde n é o numero de dimensoes, no nosso caso 2. Podemos normalizar nossas solucoes usando

(g, ug) = 6(k — k'), digamos em t = 0, de modo que

(ﬂk, ﬂk/) = 5(]€ — kl)
_i/AZGikx(w/i)eik’x - A2(_iw)eikx€7ik’x _ 5(]€ B k/)

) ei(kfk/)x
2m(w + ')A /dx — k- k)
27
4rwA? = 1
A = (4mw)'/? (B.5)
e a solugao se torna
Uy, = (4mw) "1/ 2eithr—wt) (B.6)
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E necessario notar que, neste formalismo, para (1, 4},), temos

oy 0 ke o ik N —ikz ik
(ug,up) = 47rw/e (—iw)e (iw)e e Tdy
o / (k' —k)z
_ (w+w)2r / e dr
drw 2
= —6(k—F) (B.7)

Esses modos 7y, tem frequéncia positiva com respeito ao vetor de Killing do tipo tempo 0, de
modo que

Lo, = —iwlg. (B.8)

Para k > 0, temos ondas se movendo para a direita (47r<.u)*1/26*i”ﬂ e, para k < 0, temos ondas
se movendo para a esquerda (47Tw)_1/ 2e7w0 F o estado de vacuo do espaco-tempo de Minkowski
|Onr) € construido sob a condigao

ak]0M> = 0, (B.Q)

onde aj é o operador de aniquilagao, de modo que possamos promover os coeficientes de Fourier
da expansao de ¢ em termos de u; para os operadores de criagao e aniquilagao.

No espago-tempo de Rindler, temos, pela métrica na equagao (B.2), a equacao de Klein-Gordon
modificada e as derivadas parciais com respeito a u e v ao invés de u e v, portanto

8?2 9 82¢
2a€ 20 _ | 2 — ,2a€ _
e e <8n2 ag?) 0= o

que tem como solucoes

uy, = (dmw) "L/ 2ei kL) (B.10)

onde a constante de normalizacao é obtida de maneira analoga a que possuiamos anteriormente, e
os sinais + sao para as regioes L e R respectivamente, uma vez que na regiao R temos 0 < z < oo
e na regiao L temos —oo < x < 0. Aqui temos também w = |k| > 0 e —oco < k < 0co. E os vetores

de Killing com respeito a R, 9,, e a L, =0y, sao tais que

ﬁianuk B —iwuk. (B.ll)
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Noés definimos
(4mw) =1 2eike—wn) in R

up =
0 inL,
e
I (4mw) 1/ 2eike+wn) iy 1,
U =
0 in R.
Note que aqui o estado de vacuo é definido como
b 10R) = b 0R) =0, (B.12)

Lug podem ser

E, novamente, os coeficientes de Fourier da expansido de ¢ em termos de Fuy, e
promovidos a operadores de criagao e aniquilacao.

O campo ¢ na base, pode ser escrito entao na base de Minkowski como

o0
= > (apiy + a}ir) (B.13)
k=—oc0
ou na base de Rindler como
(o]
br = Z (b](gl) Loy, + b,(cl)T Eg + b,(f) Rup + b,(fﬁ Ryr). (B.14)

k=—00
Para ver quais particulas de Rindler estao presentes no viacuo de Minkowski, é necessario de-

terminar a transformacgao e Bogoliubov entre os dois modos. Estamos em busca de
Ny, = (0ar B2 16021049, (B.15)

entao podemos reexpandir as fungoes de onda %y, e U} na nova base

ar =Y ol Dup + B, O], (B.16)
ik!
ar =Y lafy Oup + B Dup), (B.17)
ik’
onde os termos « e 3 sdo coeficientes de Bogoliubov, a;; = (i, u;) e Bij = — (4, u}). Fica claro

que o segundo termo sera o criador de particulas e é, portanto, o que precisamos calcular

Ne = 8w 2 (B.18)
k/
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Podemos realizar esse célculo de duas maneiras diferentes, uma é calcular |Byu|? explicitamente

para o caso continuo, fazendo o produto escalar entre uy, e u explicitamente, tal que

Br = —(ujy,uy)

— / [l 0y, — (Bl )] da. (B.19)
t=constant

Podemos escolher como diregao de propagacao da onda k > 0 e reescrever as equacoes de onda
em termos de u = t — x para facilitar as derivadas com respeito ao tempo, levando em consideracao
que u = —% In(—au), onde o argumento do logaritmo nao é um problema se fizermos t = 0, o que é
desejavel, uma vez que o produto escalar deve valer para qualquer tempo fixado. Entao as equacoes

que usaremos ficam

u = (4mw)(TH/2 et (B.20)

uh, = (4rw) VD (—qu) e (B.21)

quando t = 0, essas equagoes assumem a forma

w| = (47rw) "1/ gl (B.22)

u;t/)t_o = (47w (qz) = e, (B.23)

E as derivadas de (B.20) e (B.21) com respeito ao tempo quando o tempo é igual a zero ficam

a1 (1)
0 (1
ai (%)

Substituindo as equagoes (B.20), (B.21), (B.24) e (B.25) em (B.19), obtemos

= (4rw) D it (B.24)

t=0

(4w ) YD) (=i ) (az) ~9' oL, (B.25)

t=0

-
1w

[(aw)_T iwe 9T 4 T () (= G _1)iw’} dx

7
Bkk’ - o
4drvww' Ji=0
!

(a)_%i 7iwx[ _iw’ (7i—“’71) iw/:|
—_— e r e iw+zx\ e — | dx. B.26
4rvVww' Ji=o a ( )

Para que essa integral seja convergente quando x — 00, é necessério fazer w — w + ¢0 e tomar o

limite quando § — 0.
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Separando a integral em duas parte, comegaremos pela primeira

.
. k1%
iw/dw e Ty =

E a segunda parte
iw'
a

De modo que a integral (B.26) se torna

Bk = —

_ iw’

(iw) / d(iw) e~ 7)) (- +D) -1
iw'y i
F(l - 7) (iw) a

w' iw' i
()
; , (iw)

i N A -
_ dw e—iw:cx(—%—l) — _I‘( — g)g(zw>%

(a) Ti(iw)(%ﬂ) W F( iw )

27V ww’ wa

O quadrado dos coeficientes de Bogoliubov sao

Bew > =

e

’
2 42 —ITw . -

—ww'e a w 1w
iy L)
Am2a2w3w’ a a

_mw’

a s

412wa sjn(L"J/)
a

1 e a

2rwa

W
e a — @€ a

1 1

2w’
2rwa |

)
a

(B.27)

(B.28)

(B.29)

(B.30)

de onde podemos argumentar que o termo s—— é uma taxa de contagem de particulas, que vai
2rwa ’

para infinito se contamos durante todo o tempo.

Outra maneira de calcular os coeficientes é utilizando condigoes de ortogonalizagao, i.e., pode-

mos escrever uy e uy, em termos de 1, e Uy e ver o que acontece quando substituimos uma equacao

na outra. Entao

Dlogra — B

ik
> laghuy” - B ).
ik
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Entao, novamente, u; pode ser escrito usando (B.16) e (B.17), como
up = > > [0 (krrtin + Brrtil) — Brw (g, + B, (B.33)
k' n

onde nés podemos usar condicoes de ortonormalizacao, tal que

Z(Oé?;k/ﬂnk' — Brrwag) = 0 e (B.34)
k/
Z(aik/ank/ = Brr Brgr) = Oni (B.35)
k/
Para usar a segunda condicdo, precisamos ver como |agw|? se relaciona com |Byw|?. Entdo,
primeiro escrevemos i,
Ok = (uk’7ﬁk)
—1 iw’ . . iw!
= ——— [(az)" (iw)e™® 4+ % (az) eV (iw)da (B.36)
AV ww' /

/
TWw

Note que, quando integrado, em um caso andlogo ao feito para Sy, obteremos o termo de (iw) o .
O resto da equacgao sera exatamente a conjugacao complexa de [Six, de modo que, quando elevado
ao quadrado, nés teremos

2 Tw’

AR, . / . ,
9  —wiwFea w iw
e = 4m2a2w3w’ F<7>F( B 7)’ (B.37)
que nos da a relagao
2rw’
| * = e | B (B.38)

Usando essa relagao no caso discreto para se adequar a equagao (B.35), encontramos que

27w’
eT|/6kk/|2 + |ﬁkk/|2 = 1
6%;) N.+N. = 1
1
Np = —— (B.39)
e a —

Podemos identificar esse termo final, das equagoes (B.30) e (B.39), ao espectro da radiagao de

Planck, de modo que

W' 2mw’

kT  a

(B.40)

66



Que nos dé a temperatura Ty = a/2wkp. Para descobrir qual serd a temperatura observada pelo
~ —-1/2 . ~

observador acelerado, podemos usar a relagao de Tolman T = g, / Ty, onde ggp € como na equacao

(B.2). Incluindo nessa expressao os termos & e ¢, de modo a recuperar as unidades adequadas, nds

obtemos, portanto, a temperatura de Unruh

ha
kpT = 271; (B.41)

67



Apéndice C
Teorema de Weyl

No capitulo 5, nés enunciamos o teorema de Weyl e mostramos varios casos para os quais ele vale.
Aqui, ao invés de fazer uma prova completa, nés decidimos por provar para um caso mais simples,
para R2, que pode ser facilmente generalizado para R™.

Antes de comecar a prova, enunciaremos um lema.
Lema C.0.1. O teorema de Weyl vale para dominios retangulares.

Demonstragao. Dado um dominio retangular © no plano (z,y), de largura a e altura b, com seu

canto inferior esquerdo localizado na origem, sua autofun¢ao para o operador de Laplace é dada

por
Umn (2, y) = sin (mzx) sin (n% ), (C.1)
a
e seus autovalores sao
2 2
_ o(m n
A funcao de contagem serd dada por
M? n? A
1(, da olf X2+Y2<)\)
= —(dreadaelipse & + — < —
4 LG b2 — w2
_abA _ Area(2) A
4w 4
Portanto, o teorema de Weyl funciona. O
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Vamos provar agora o teorema de Weyl para o caso onde 2 é um dominio limitado em R2.

Demonstragao. Vamos mostrar que se €2 é um conjunto aberto limitado, entao

M < lim inf NQ(/\).
4 A—00 A

(C.3)

Seja I a uniao disjunta de retangulos abertos Ij, dentro de 2. Entao nés temos que Ny(A) < Ng(\)
e, uma vez que Ij sao disjuntos, N;y(\) = > Ny, (N).

Para cada retangulo,
N, (A)  Area(Iy)

m =N e (€4
Portanto
Area(l) = lim N1 < lim inf No(A)
4 A—00 A A—00 A
Area(S?) _ Area(I) .. .Na(N)
< <1 f—2. .
Ar © 4n Sabe T (C.5)

Assim, (C.3) vale.
Suponha agora que € estd dentro de um retangulo R, e denote por ' o complemento do fecho

de 2 de maneira que

Area(®) + Area((Y) < lim inf Na(d) + lim ianL()\). (C.6)
dr ar A—00 A A—00 A
Também Ng(A) + Na/(A\) < Ngr(A), tal que
R U I R SR
N,
0
Area
- Arealk) (1)
um vez que Area(Q)) + Area()) = Area(R). Entao
) 350 2
O
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Apéndice D

Formula de Lichnerowics

Neste capitulo, provaremos a Formula Generalizada de Lichnerowics.

Queremos encontrar D tal que

D? :7“[(6M+wu)®1+1®(—%gAu)], (D.1)
onde w,, é a conexao espinorial e v := /7%, onde v sao escolhidos para satisfazer {vq, v} = —204,
ie.,
Yo =—g" + 4", onde = %[’V“ﬁ”]- (D.2)
Noés temos que
V" =0y +wuy” — 7 wy (D.3)

Corolario D.0.2. [(0y + wy),v"] = =17, 7"
Coroldrio D.0.3. V,e,” := 0, —w,le,” + 1 ed” = 0.
Introduzindo as notagoes wy, :=w, ®1, A, :=1® A,, onde A, = —i2gA,,, portanto, nés temos
D =40y +wp+ Ap) =70 + @p) (D.4)

Teorema D.0.4. (¢"70,0, + A*0, + B) = (¢"*'V4VY + E), onde
AP = 20" — T, com TV := g/ T'hy;
B =E + g" (Quwy + wuwy + Thpw),);

Vi =Vu+wy, onde V, € a conexao usual de Levi-Civita.
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Teorema D.0.5. D? = —(g"9,0, + A", + B) onde

AF = 20M —T#, com wF = wH + AH;

B = (946, + @M, — Thi, + LR® 1 — Ly @ F,

onde R € o escalar de Ricci associado a g" e F,, = 0, A, — 0, A, + [Au, A

Corolério D.0.6. D? = Al®1+ %R@ 1-— %fy/“’ ® Fpy onde A == —gt"ViVy. Esta é a Férmula

Generalizada de Lichnerowics para um feize espinorial torcido (twisted spinor bundle).

Demonstragao. Do teorema D.0.5, temos que
2 _ v
D* = —(g" ViVy +E), (D.5)
onde E = B — ¢" (9,0, + @pwy — Thww,), i€,

1 1
E= R®1- 39" ® Fu. (D.6)

O termo F},, ¢ a torcao de curvatura, que nao foi usada neste trabalho.
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