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RESUMO

ANALISE E MODELAGEM DE ONDAS NAO LINEARES EM DINAMICA
DOS GASES

Autor: André von Borries Lopes

Orientador: Francisco Ricardo da Cunha
Coorientador: Yuri Dumaresq Sobral

Programa de Pdés-graduagao em Ciéncias Mecanicas

Brasilia, 6 de Novembro de 2012

A presente dissertacao tem como foco o estudo, do ponto de vista tedrico, da dinamica de
gases compressiveis de alta frequéncia, em que os efeitos dissipativos associados ao segundo
coeficiente de viscosidade (ou viscosidade expansional) tornam-se relevante. O problema de
escoamento foi formulado para o caso unidimensional e transiente, associado a um modelo
de fluido barotrépico. Um ponto inovador da dissertagao refere-se ao fato que, mesmo em
regime de escoamento inviscido, existe um mecanismo difusivo representado por um termo
associado com dissipacao expansional que transforma a equacao de Euler padrao de primeira
ordem em uma equacao de segunda ordem do tipo Burgers. As equagoes governantes foram
adimensionalizadas e um novo parametro fisico denominado ntimero de Reynolds expansional
identificado. Este parametro é dependente da frequéncia da onda, do tempo de relaxacao do
escoamento e da razao dos nimeros de Mach avaliados em condigoes de equilibrio e numa
condicao arbitraria de nao-equilibrio do escoamento. O comportamento do sistema de equa-
¢oes governantes obtido foi examinado por meio de varias andlises, e foram encontradas
solugoes analiticas tipicas, solugoes assintoticas, além de uma proposta de solucao baseada
em reescalas de varaveis do problema, levando a uma solucao por similaridade similar a de
problemas parabdlicos de camada limite. Desenvolve-se, também, uma analise de estabili-
dade linear do escoamento e encontrou-se um critério para o nimero de Reynolds expansional
que determina quando o termo difusivo compressional atenua amplitudes de ondas de alta
frequéncia. Um outro objetivo deste trabalho é desenvolver uma metodologia numérica para

solugao do sistema de equacgoes governantes em regimes nao-lineares de propagacao de ondas.
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A implementacao numérica do termo difusivo, relativo a viscosidade expansional, foi feita
através de uma modificacao do método das caracteristicas. Esta metodologia modificada per-
mitiu o tratamento do sistema fracamente parabdlico por uma técnica computacional tipica
de sistemas hiperbodlicos. Simulagoes computacionais do escoamento barotrépico examinado
sao realizadas para diferentes nimeros de Reynolds expansional e foi possivel construir um
diagrama de estabilidade que estabelece a existéncia do choque na solugdao em funcao do
numero de Reynolds expansional e da razao de niimeros de Mach para uma dada condicao
inicial de onda. O método das caracteristicas modificado, segundo a proposta desta disserta-
¢ao, mostra-se com um 6timo desempenho, sendo os resultados numéricos obtidos validados
pelas solugoes analiticas e nimericas da equacao de Burgers e com os resultados da analise

de estabilidade linear desenvolvidos na primeira etapa da dissertacgao.
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ABSTRACT

ANALYSIS AND MODELLING OF NONLINEAR WAVES IN GAS DYNA-
MICS

Author: André von Borries Lopes
Supervisor: Francisco Ricardo da Cunha
Co-supervisor: Yuri Dumaresq Sobral
Graduate Program in Mechanical Sciences

Brasilia, November 6, 2012

This dissertation focuses on the theoretical study of compressible gas of high frequency in
which the second coefficient of viscosity (also known as expansion viscosity) is relevant. The
flow problem is formulated considering the transient one-dimensional case for a barotropic
fluid. An innovative point of the dissertation refers to the fact that, even in an inviscid
flow regime, there is a diffusive mechanism associated with the expansion dissipation that
transforms the standard first order Euler’s equation into a second-order Burgers type equa-
tion. The governing equations were made dimensionless and a new physical parameter, the
expansion Reynolds number, was identified. This parameter is dependent on the frequency
of the initial condition, the relaxation time and the ratio of the flow Mach numbers are me-
asured under equilibrium conditions and at an arbitrary condition of non-equilibrium flow.
The behavior of the governing equations was examined through various analyses, and typi-
cal analytical and asymptotic solutions were found, as well as a solution based on re-scaled
variables of the problem, leading to a similarity solution similar to those occurring in pa-
rabolic boundary layer problems. Furthermore, a linear stability analysis is developed, and
a criterion for the expansion Reynolds number that determines the conditions under which
the new compressional diffusive term attenuates the amplitude of high waves frequency was
established. Another aim was to develop a numerical methodology for solving the system of
equations governing the nonlinear wave propagation regime. The numerical implementation
of the diffusive term, related to the expansion viscosity, was developed through a modification

of the method of characteristics. This modified methodology allowed the treatment of the




weakly parabolic system of equations through a typical hyperbolic computational method.
Simulations were performed for different expansion Reynolds numbers, allowing the cons-
truction of a stability diagram that establishes the existence of shocks as a function of the
expansion Reynolds number and the Mach numbers ratio for a given initial condition. The
modified method of characteristics, according to the proposal of this dissertation, is efficient,
and the numerical results were validated through numerical and analytical solutions of the
Burgers equation and through the results of linear stability analysis developed in the first

stage of the dissertation.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Por ser uma &area de grande aplicabilidade cientifica, a dinamica dos gases ¢ muito ex-
plorada tanto computacionalmente, quanto experimentalmente. Apesar de nao possuir uma
relacao explicita com a dinamica de leitos fluidizados, que é um assunto ainda pouco com-
preendido na mecanica dos fluidos, estes dois fenomenos possuem algumas estruturas em
comum. Nessas consideragoes iniciais, faremos um breve paralelo entre dinamica dos gases e
leitos fluidizados, citando producoes cientificas relacionadas e estabelecendo a nossa proposta

para essa dissertacao.

Para iniciar a nossa discussao, vamos citar alguns autores e trabalhos acerca dos temas.
Liu (1982), propos uma andlise de estabilidade baseada no conceito de hierarquia de ondas
para estudar instabilidades em leitos fluidizados. Nesse trabalho, o autor mostrou que ondas
de grande comprimento sao governadas por equacoes do tipo Burgers linear, ao passo que
ondas de baixo comprimento sao governadas por equacoes do tipo Korteweg-de Vries. Hi-
rayama & Takaki (1996, 1997), com o intuito de validarem as equagoes nao lineares obtidas
através da perturbacao do estado de fluidizacao homogénea para disturbios com pequeno
comprimento de onda, realizaram simula¢oes computacionais. Estes autores verificaram que,
para regimes em que a taxa de amplificacao dos distirbios nao é demasiadamente elevada,
os disturbios nao lineares sao governados por equacoes do tipo Burgers e Korteweg-de Vries.

Nesse caso, a natureza da equacao dependia do grau de instabilidade do sistema.



Como podemos perceber, para compreendermos melhor o fenomeno de leitos fluidiza-
dos, precisamos entender as equagoes de Burgers e Korteweg-de Vries. Nessa dissertacao,
em particular, nos concentraremos na equacao de Burgers e o seu mecanismo nao linear
de transporte acoplado com o seu efeito dissipativo. Para tal, revisaremos o trabalho de
Bateman (1915), que investigou solugdes do tipo onda viajante para mostrar que a solucao
das equacoes do movimento de um fluido viscoso podem se tornar descontinuas quando a
viscosidade se aproxima do valor. Também é objetivo de nossa apresentacao, os trabalhos
de Hopf (1950) e Cole (1951), que estudaram a equagao de Burgers no contexto de dinamica
dos gases e apresentaram, de maneira independente, uma transformacao nao linear que ma-
peava a equagao de Burgers na equacao linear do calor, também conhecida como equacao de

difusao.

Além disso, sera proposto um esquema de diferencas finitas, baseada no método de Crank-
Nicolson (Iserles, 2009), para a solugao numérica da equagao de Burgers. Inclusive, a aborda-
gem numérica para equacao de Burgers é muito comum, pois apesar de possuir uma solucao
analitica para o seu problema de valor inicial, sua solu¢ao computacional é fundamental para
um melhor entendimento dos fenomenos fisicos associados ao problema. Para se ter uma idéia
melhor da complexidade e relevancia do estudo numérico da Equacao de Burgers, o leitor
pode consultar os trabalhos de Mittal & Singhal (1996), que propuseram uma solugao numé-
rica, via métodos espectrais, para a equacao de Burgers em um dominio periédico. O artigo
de Ohwada (2009), em que a transformacao de Cole-Hopf foi utilizada como uma alternativa
a esquemas numéricos de captura de choque para escoamentos compressiveis também é uma

fonte complementar para o presente estudo.

Outro assunto recorrente tanto em dinamica de leitos fluidizados, quanto em dinamica dos
gases, ¢ a utilizacao do método das caracteristicas para a andlise das equacoes governantes
desses fenomenos. Como trabalhos acerca deste tema, podemos citar os trabalhos de Fanucci,
Ness & Yen (1979), Cunha (1986) e Har’El (1994). No primeiro, o método das caracteristicas
foi utilizado para a avaliagao de distirbios nao lineares de pequena amplitude em leitos
fluidizados. Foi observado que um disturbio de pequena amplitude produz, através do tempo,
uma descontinuidade similar & uma onda de choque no escoamento. Nos trabalhos de Cunha

(1986) e Har’El (1994) foram propostos algoritmos, em forma de diferengas finitas, para um




sistema hiperbdlico, composto pelas equagoes de conservagao da massa, da quantidade de
movimento e da energia, respectivamente, para o problema de escoamento nao homentropico
pulsante e o escoamento unidimensional em um tubo. Na dissertacao proposta, pretende-se
estudar, pelo método das caracteristicas, o movimento de um gas barotrépico na presenca
do segundo coeficiente de viscosidade.

Apesar de nao abordarmos diretamente nessa dissertacao o tema leitos fluidizados, deve
ficar claro para o leitor que a metodologia numeérica e os estudos aqui realizados servirao de

suporte para trabalhos futuros acerca do tema.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo geral desta dissertacao reside no estudo, do ponto de vista tedrico, da dinamica
de gases compressiveis de alta frequéncia.Com esta motivacao, estudaremos, via métodos
analiticos e numéricos, a equacao de Burgers e o escoamento de um fluido barotrépico na
presenca do segundo coeficiente da viscosidade.

Os objetivos especificos que serao abordados sao:

e Estudar a formulagao do método das caracteristicas para avaliar equacoes diferenciais

parciais quase-lineares de primeira ordem. Propor uma metodologia numérica;

e Estudar a equacao de Burgers inviscida para introduzir o problema do choque em

sistemas hiperbdlicos;

e Resolver a equacao de Burgers. Estudar as solugoes do tipo onda viajante, por simila-
ridade e pela transformagao de Cole-Hopf. Propor uma metodologia numérica para o

problema de valor inicial com condigoes de contorno periddicas e de Dirichlet;

e Introduzir as equacoes governantes de um fluido barotrépico e estudar a formulagao do
segundo coeficiente de viscosidade, conforme Mandel’shtam & Leontovich (1937), para

problemas de atenuacao de ondas sonoras em liquidos;
e Adimensionalizar as equagoes governantes e identificar parametros fisicos relevantes;

e Realizar uma andlise de estabilidade linear para uma melhor compreensao dos para-

metros fisicos encontrados.;




e Propor uma metodologia numérica, baseada no método das caracteristicas, para si-
mular o escoamento de um fluido barotropico na presenca do segundo coeficiente da

viscosidade em dominio periddico;

e Validar o cédigo numérico proposto para o problema de dinanica dos gases através da

equacao de Burgers e da andlise de estabilidade linear realizada;

e Realizar simulacoes computacionais para examinar o escoamento de um fluido baro-

trépico na presenga do segundo coeficiente da viscosidade.

1.3 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O presente trabalho se encontra dividido da seguinte maneira: o capitulo 2 trata da for-
mulagao tedrica do método das caracteristicas. Apresentamos uma solugao numérica para
equagoes quase-lineares homogéneas de primeira ordem. O capitulo também aborda a equa-
¢ao da adveccao e a equagao de Burgers inviscida. Esta tltima foi utilizada para introduzir
um problema presente em equagoes diferenciais hiperbdlicas nao lineares: o choque.

O capitulo 3 traz consigo a equagao de Burgers, abordando diversos tipos de solugoes
analiticas e a sua solugao numérica pelo método de Crank-Nicolson. Sao realizados testes
para validar a metodologia numérica utilizada e sao gerados resultados computacionais.

O capitulo 4 é destinado a introducao das equagoes que governam o movimento de um
fluido barotrépico e a revisao do trabalho de Mandel’shtam & Leontovich (1937), a cerca
do segundo coeficiente de viscosidade. Também é objetivo de apresentacao deste capitulo
adimensionalizar as equacoes governantes do problema de dinamica dos gases e efetuar uma
analise de estabilidade linear destas equacoes.

No capitulo 5, formulamos uma aproximacgao, via método das caracteristicas, para o
problema proposto no capitulo anterior. Apresentamos as equagoes caracteristicas e de com-
patibilidade em diferencas finitas, bem como os aspectos computacionais do método das
caracteristicas. Na sequeéncia, sao feitos os testes de validagao do cédigo numérico desenvol-
vido, e entao discutimos os resultados numéricos obtidos para as equagoes que governam o

movimento de um fluido barotrépico.




Por fim, no capitulo 6 trata das consideragoes finais acerca do tema abordado e sugestoes

para trabalhos futuros.







Capitulo 2

METODO DAS
CARACTERISTICAS

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, introduziremos o método das caracteristicas para a solucao de equacoes
diferenciais parciais (EDPs) quase-lineares de primeira ordem. Inicialmente esta técnica serd
usada para resolvermos EDPs lineares homogéneas. Em seguida, aplicaremos essa meto-
dologia para examinar um exemplo nao linear de lei de conservacao, a saber a equacao de
Burgers inviscida. Veremos que este caso apresenta dificuldades que nao sao encontradas
no caso linear. Estas dificuldades serao apresentadas e discutidas, mas por tratar-se de um
assunto muito rico, o leitor mais interessado pode encontrar explicacoes mais detalhadas em

Fortuna (2000), Iserles (2009) e Whitham (1974).

2.2 O METODO DAS CARACTERISTICAS

Considere a EDP quase-linear de primeira ordem
a—+b—=c, (2.1)

em que u = u(x,t), a = a(x,y,u), b= b(x,y,u) e ¢ = c(x,y,u). Neste tipo de problema, as

curvas caracteristicas, caso existam, sao as curvas no plano x — y pelas quais as informacoes



fornecidas pela condicao inicial se propagam. Suponha que u seja conhecido ao longo de uma
curva £ no plano z —y, e seja C a curva caracteristica que intercepta £ em um ponto @ (ver
figura 2.1). Se supormos u = u(z(y),y), entdo a derivada total de u com respeito a variavel
y € dada por

du  Oudxr Ou

b Ea 2.2
dy 8:cdy+8y (22)

Comparando as equagoes (2.1) e (2.2), determinamos

dy b

27 _Z 2.

dx a (2.3)
e

du c

— =, 2.4

dx a (2:4)

A equagao (2.3), que define as infinitas caracteristicas no plano x —y, é conhecida como a
equacao da curva caracteristica C. Em alguns casos, é possivel resolver de maneira analitica
a expressao (2.3). Em outros, devemos utilizar métodos numéricos para sua solucao. A
constante de integragao, provinda da integragao da equacao (2.3), é obtida utilizando-se a

coordenada do ponto Q. A igualdade em (2.4), por sua vez, é conhecida como equagao de

ZJA C

L

===
X

Figura 2.1: Ponto () de interseccao da curva £, em que o u é conhecido, com a curva
caracteristica C no plano x — y.

compatibilidade da curva caracteristica C. Por isso, se soubermos o valor de v = u, no ponto




() de coordenadas (z4,,), podemos determinar o valor de u ao longo desta curva a partir

dos problema de valores inicial

dy b

-~ = Z 2.
du c

= - Z 2.6

em que y(zq) = yq € u(zy) = uq.

Esta metodologia nos forneceu uma simplificacao consideravel, pois fomos capazes de
reduzir uma EDP & solucdo de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs). Esta ferramenta,
que serd a nossa principal arma contra problemas hiperbélicos', é conhecida como o método

das caracteristicas.

Em alguns casos, duas caracteristicas de uma mesma natureza podem passar por um
ponto em comum carregando informacoes diferentes sobre o valor u, i.e., trazendo informa-
¢oes conflitantes. Nesta situagao, a solucao apresentard uma descontinuidade e havera a
formacao de um choque. Este fendmeno ocorre em diversos problemas fisicos, por exemplo

em escoamentos compressiveis, e sera estudada posteriormente nesse capitulo.

2.3 EQUACAO DA ADVECCAO

Para compreendermos melhor o método apresentado na se¢ao anterior, considere o pro-

blema de valor inicial

ou  Ou
EjLC% = 0, z€eRet>0, (2.7)
u(z,0) = f(z), zeR, (2.8)

conhecido como equacao da adveccao, em que ¢ > 0 é uma constante real. Como veremos
adiante, esta equacgao apresenta o transporte da propriedade u com velocidade constante ¢

ao longo do eixo .

Lpara ver como é feita a classificacio de EDPs de segunda ordem, o leitor pode conferir o apéndice A
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Para este problema, as equagoes (2.5) e (2.6) no plano x — ¢, sao dadas por

dx
e 2.
du
— = 2.1

em que x(0) = zo e u(0) = f(zo).

Resolvendo a equagao caracteristica (2.9), obtemos

x = ct + . (2.11)

Pela relagao (2.11), podemos ver que as curvas caracteristicas para este problema sao linhas

retas, todas com a mesma inclinagao ¢, ou seja, sdo retas paralelas (ver figura 2.2). Por sua

10
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Figura 2.2: Curvas caracteristicas da equagao da adveccao (2.7) com velocidade de propa-
gacao ¢ = 1.0.

vez, resolvendo a equacao de compatibilidade, temos que

u= f(zo). (2.12)
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Esta expressao nos diz que ao longo de uma caracteristica, o valor de u é invariavel. Por
isso, uma vez que a velocidade de propagacao da onda pode ser determinada diretamente
da igualdade (2.9), como a constante positiva ¢, podemos afirmar que u é transportado com
velocidade constante para direita. Caso ¢ fosse uma constante negativa, este transporte ocor-

reria no sentido contrario do eixo x. Por fim, isolando zy na equagao (2.11) e substituindo

Figura 2.3: Evolucao da equagao da advecgao (2.14) para a condigao inicial (2.15).

na relagao (2.12), obtemos a solu¢ao do nosso problema como
u(z,t) = f(x — ct). (2.13)

A solugao acima é conhecida como solucao do tipo onda viajante, pois se trata de uma onda

que nao muda de forma com a evolucao do tempo.

Na figura 2.3, podemos observar a solugao da equagao da advecgao

ou , u
ot Ox
u(x,0) = —cos(mzx), 0<z<2. (2.15)

= 0, 0<z<2et>0, (2.14)
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Figura 2.4: Diagrama espago-tempoal da equagao da advecgao (2.14) para a condicao inicial
(2.15).

O diagrama espago-tempo, apresentado na figura 2.4, também foi plotado para o problema de
valor inicial acima. Como esperado, essas imagens nos informam que o perfil inicial da onda
estd se deslocando para a direita, sem mudar a sua forma forma, com velocidade constante

c=1.0.

2.4 EQUACAO DA ADVECCAO LINEAR

Na secao anterior, estudamos a equagao da adveccao. Nela, a velocidade de propagacao
da onda era constante e suas curvas caracteristicas retas paralelas. Uma pergunta que surge
naturalmente é: e no caso que a velocidade nao é constante? O que acontece?

Para tentarmos responder esta pergunta, considere o problema de valor inicial para a

equacao da adveccao linear

ou ou
w(z,0) = f(z), z€R, (2.17)

em que c(x,t) é a funcdo velocidade de propagagao da onda.
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De acordo com o método das caracteristicas, obtemos o sistema de EDOs

Z—f = o(z,1), (2.18)
du
_— = 2.1

em que z(0) = zg e u(0) = f(zo)-
Por simplicidade, vamos resolver esse problema para o caso em que ¢(x,t) = x, ou seja,
a velocidade de propagacao da onda depende apenas da coordenada espacial, x. Neste caso,

resolvendo a equagao caracteristica (2.18), e rearranjando os termos, obtemos

r=x0€" . (2.20)

Como podemos perceber pela figura 2.5, as curvas caracteristicas nao sao retas como na

15
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Figura 2.5: Curvas caracteristicas da equacao da advecgao linear (2.16) com velocidade de
propagagao c(z,t) = x.

equagao (2.11), exceto em xy = 0, porém a intersec¢ao entre duas curvas quaisquer desse

conjunto é um conjunto vazio, ou seja, elas nao possuem pontos comuns.
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Agora, resolvendo a equacao de compatibilidade, obtemos

u = f(xg). (2.21)

Pela equagao (2.21), podemos concluir que, assim como na equagao da advecgao, a quan-
tidade v nao varia ao longo da curva caracteristica, pois ela s6 depende do seu valor inicial.
Este é o motivo pelo qual uma onda, regida pela equagao (2.16), conservara sua amplitude
ao longo do tempo.

t

Pela equacao caracteristica, xg = ze™". Logo, substituindo essa relagao na equacao de

compatibilidade, podemos concluir que a solucao do nosso problema é dada por

u(z,t) = f(ze™). (2.22)

a RN t=0.0
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Figura 2.6: Evolucao da equacao da advecgao linear (2.16) para a condicao inicial (2.15) e
velocidade de propagacgao c(x,t) = x.

Com o auxilio da equagao (2.22), podemos perceber que a nossa solugdo nao possui uma
estrutura de onda viajante. De fato, se observamos as figuras 2.5 e 2.6, que foram plotadas

com a mesma condicao inicial do problema (2.14), dada pela equacao (2.15), esta observacao
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fica mais clara. Por essas imagens, constatamos que o periodo da nossa onda aumenta com o
passar do tempo. Logo, o perfil da onda nao é conservado ao longo do tempo, em constraste
com a solugdo do tipo onda viajante. Outra observacao notével é que u(0,t) = 0, para
qualquer valor de t. Este fenomeno é explicado pela caracteristica em zy = 0, que é vertical.

Neste caso, nao existe transporte ao longo dessa reta. O leitor em busca de mais exemplos

Figura 2.7: Diagrama espago-tempo da adveccao linear (2.16) para a condicao inicial (2.15)
e velocidade de propagacao c(z,t) = x.

sobre a equagao da advec¢ao linear, pode consultar Strauss (1992).

2.5 LEIS DE CONSERVACAO

Antes de avancarmos para o caso nao linear, é conveniente introduzir uma importante
classe de equacoes diferenciais parciais hiperbdlicas, as leis de conservagao. Como o proprio
nome sugere, elas englobam equagoes de conservacao da fisica (massa, momento, energia,
etc.)

Uma lei de conservacao, no espago unidimensional, é a equagao diferencial parcial na

forma

ou aF_

5t =0 (2.23)
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em que u = u(z,t) e = F(u) sdo, respectivamente, a quantidade conservada e o seu fluxo.

Este tipo de equacao surge com muita frequéncia em problemas de fendmenos de trans-
porte. O motivo de chamarmos (2.23) de lei de conservagao, deve-se ao fato de que a taxa
de variacao da quantidade u, em um intervalo arbitrario [a, b], depender apenas do fluxo nos

pontos de fronteira.

Agora, vamos desmonstrar essa afirmagao. Pela Regra de Leibniz (Boas, 2006), podemos

escrever

d [° 0
%/a u(zx,t) dx:/a au(m,t) dx. (2.24)

Combinando as relagdes (2.23) e (2.24), chegamos na igualdade

% i u(z,t) de = —/a %F(u(m,t)) dx. (2.25)

Finalmente, pelo Teorema Fundamental do Célculo (Elon, 2008), temos que

b

pr i u(z,t) de = F(u(a,t)) — F(u(b,t)), (2.26)

como queriamos demonstrar.

Para interpretarmos a equacao acima, por exemplo, considere um escoamento compressi-
vel em um tubo. Se u(z,t) é a massa especifica de um fluido, entéo a integral do lado esquerdo
da equagao (2.26) representa a taxa de variagdo da massa fluida contida no intervalo fechado
la,b]. O lado direito representa o fluxo nas extremidades do tubo. Em particular, se esse
fluxo é nulo,

b
) u(z,t) de =0, (2.27)

isto é: a massa total do fluido é conservada.

Como podemos perceber pela prépria defini¢ao, as equacoes de conservacao sao EDPs
nao lineares, o que introduzird um fenémeno que ainda nao tivemos contato, o choque. Na

segao seguinte, usaremos o método das caracteristicas para estudar a equagao (2.23) com

F(u) = =u?, (2.28)
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ou seja,
ou 0 (1,
— 4+ — | = = 0. 2.2
ot N Ox (2u ) 0 (229)

A equacao acima é conhecida como equacao de Burgers inviscida, cuja escolha do nome sera

explicada com detalhes no capitulo seguinte.

2.6 EQUACAO DE BURGERS INVISCIDA

A lei de conservagao (2.29)), apresentada na secao anterior, pode ser reescrita como

ou ou B

o tug =0 (2.30)

Ao escreve-la desta maneira, podemos perceber que ela possui o mesmo formato das equagoes
de transporte estudadas nesse capitulo. Agora, a velocidade de propagacao da onda é ¢ = u.
Nesta situacao, as regioes em que u > 0, conhecidas como ondas de compressao, se movem

para direita, enquanto ondas de rarefacao, em que u < 0, se movem para a esquerda.

Para confirmar a descricao feita no pardgrafo anterior, novamente utilizaremos o método

das caracteristicas apresentado nesse capitulo, mas agora para o problema de valor inicial

ou ou
u(z,0) = f(z), xeR. (2.32)

Neste caso, o sistema de EDOs ¢é simplesmente

dx

A 2.33
du
— =0 2.34
= (234

em que x(0) = zg e u(0) = f(zo).
Resolvendo a equagao de compatibilidade (2.34), obtemos novamente u = f(zy). Essa
igualdade nos diz que assim como nos casos anteriores, a quantidade u é conservada ao longo

de uma curva caracteristica. Assim, podemos integrar a equacdo (2.33) para determinar a
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relagao

T = f(xo)t + Zo, (235)

ou ainda,

r = ut + xg. (2.36)

Por fim, isolando xy na equagao (2.36) e substituindo na relagao u = f(zy), determinamos

que, ao longo das curvas caracteristicas, a solucao geral do problema é dada por

u(z,t) = f(x — ut). (2.37)

A equagao (2.37) nos fornece uma solucao implicita para a equagao de Burgers inviscida.
Como u é conservada ao longo de uma caracteristica, podemos concluir pela relagao (2.36)
que as curvas caracteristicas sao linhas retas como na equacao da adveccao, mas nem todas
com a mesma inclinagao (salvo o caso em que f(x) = cte). De fato, vamos mostrar que
se f'(xg) < 0 para algum ponto xy € R, duas curvas caracteristicas, passando por (z,0) e

(xo + dx0,0) se interceptam.

Considere as equagoes caracteristicas

x = f(xo)t+ zo, (2.38)

x = f(xo+ 0xo)t + xo + dp. (2.39)

Substituindo a primeira equacao na segunda e isolando ¢, temos que

1
' e ) (2:40)

(SLUO

No caso limite dzy — 0, determinamos que o instante ¢, no qual as curvas caracteristicas

se interceptam, é dado por
1

f'(w0)

b= _ (2.41)

Por hipétese, f'(xg) é estritamente negativa, portanto t é estritamente positivo. Assim,

determinarmos que o tempo critico t., no qual as caracteristicas se intereceptam pela primeira
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vez, ¢ dado por

1
=~ Fay (2.42)

em que x. é o ponto xy tal que t, é minimo. A partir deste instante de tempo, a solucao
da equagao de Burgers inviscida se torna multivalorada e o método das caracteristicas nao
¢ mais valido. Este tipo de solugao nao é observada em situacoes fisicas, pois, por exemplo,
nao é possivel encontrarmos velocidades distintas de um escoamento em um mesmo ponto.

Para compreendermos melhor esse fenomeno, considere o problema de valor inicial

0 0
a—?+ua—z =0, 0<z<let>0, (2.43)
u(z,0) = sen(2mx), 0<x<1. (2.44)

0.3

0.2

1k

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X(t)

Figura 2.8: Curvas caracteristicas da equagao de Burgers inviscida (2.43) para a condicao
inicial (2.44). A linha horizontal representa o tempo critico.

Pela figura 2.8, vemos que x¢o = 0.0, g = 0.5 e g = 1.0 sao pontos fixos, isto é, pontos
nos quais as caracteristicas sao retas verticais. Entre zq = 0.0 e x¢p = 0.5, observarmos uma
regiao em que o coeficiente angular é positivo, portanto é uma regiao de ondas de compressao.

Ja entre g = 0.5 e 9 = 1.0, a declividade é estritamente negativa, ou seja, é uma regiao
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de ondas de rarefagao. O primeiro instante de tempo em que essas ondas colidem é 1/27w
(aproximadamente 0.16), como determinado pela equacao (2.42), pois f'(z) = 27 cos(2mx),

em um periodo completo, assume o valor minimo de —27.

o
o
N
al
o -
o
o
\‘
al
=

Figura 2.9: Evolugao da equagao de Burgers inviscida (2.43) para a condigao inicial (2.44).

Na figura 2.9, vemos a evolugao da nossa onda senoidal. Como esperado, o método das
caracteristicas produz uma solucao que nao é aceitavel, visto que existem regides em que
a nossa solucao é triplamente valorada. Apesar de podermos construir esse perfil, quando
fazemos a andlise do diagrama espaco-tempo 2.10, vemos que nao podemos evoluir apds do
tempo critico sem estabelecer algum critério fisico, dado que a partir desse instante de tempo
existe uma colisao de ondas de compressao e rarefacao. Por isso, a pergunta que devemos
responder agora é: Qual critério fisico devemos adotar?

Suponha que, em um tempo t, o choque ocorra em x = s(t). Assumindo que, mesmo
apos o choque, o principio da conservacao de massa continua valendo, devemos ter

u_(t) = (u(s(t)",t) = lim wu(z,t), uy(t)=(u(s(®)",t)= lim wu(z,t), (2.45)

x—s(t)~ z—s(t)t

de forma que a solucao em cada lado da descontinuidade do choque esteja bem definida.
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Figura 2.10: Diagrama espago-tempo da equagao de Burgers inviscida (2.43) para a condicao
inicial (2.44).

Considere um intervalo infinitesimal, entre ¢ e t + At. Durante este tempo, o choque se move
de a = s(t) para b = s(t + At). A massa total do intervalo [a,b] no instante de tempo ¢,

antes do choque, é

m(t) = / u(w, e ~ T ()b — a) = 7. (8)[s(t + At) — s(t)], (2.46)

em que 4 (t) é o valor médio de u(z,t) ao longo do intervalo. Apds o choque, a massa total

¢é dada por
m(t+ At) = /b u(z,t + At)dx = u_(t)(b—a) =u_(t)[s(t + At) — s(t)], (2.47)

em que u_(t) é o valor médio de u(z,t + At) ao longo do mesmo intervalo [a,b]. Quando

At — 0, valem os limites

Alitr_%ﬂJr(t) = uy(t), Al%r_rgoﬂ_ (t) = u_(t). (2.48)
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Por conseguinte, a taxa de variagao da massa ao longo do choque é

CiTT = A, m<t+AAti_m(t) = lim [7_(t) + 74.(t)] (2.49)
= o) - w0 (250

que ¢é o produto da velocidade de propagacao do choque com a diferenca entre o valor na
esquerda e na direita do choque.

Por outro lado, para qualquer instante de tempo 7 entre ¢ e t + At, vale a relagao para o
fluxo de massa

[u(a,7)* —u(b,7)’] — % [u_(t)*> — uy(t)?], quando At — 0. (2.51)

N | —

Como a equagao de Burgers inviscida é uma lei de conservagao, pela equagao (2.26), vale

a igualdade entre a taxa de variagao da massa e o seu fluxo

ds

[u—(t) — ur ()] — = Slu-()* — us (t)7]. (2.52)

1
dt 2
Por essa equacao, deduzimos a relacao de Rankine-Hugoniot

ds _ u_(t) + uy(t) (2.53)
dt 2 ’ '
isto é, a velocidade do choque é determinada pela média aritimética dos valores na esquerda
e na direita da descontinuidade.
Um choque ocorrerd sempre que duas, ou mais, caracteristicas se cruzarem. Para a ocor-
réncia desse evento, a caracteristica a esquerda do choque tem que possuir uma velocidade

(inclinagao) maior que aquelas a direita. Como o choque é a média aritimética das inclinagoes

das caracteristicas na esquerda e na direita, vale a desigualdade

w () > % _ M > wy(h). (2.54)

Na pratica, ao adotarmos o principio da conservacao de massa, estabelecemos que a

massa total, que em um ¢ arbitrdrio é a drea abaixo da curva u(z,t), deve ser conservada
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mesmo apos o choque. Essa idéia é traduzida em uma técnica grafica, conhecida como regra
das dreas iguais, discutida e detalhada em Whitham (1974), que consiste em tragar uma
reta vertical no ponto em que a area no ponto em que as porgoes multivaloradas possuem a

mesma area.

| DL SN NLNLELELE BN SUNLELELE LA LA R |

1k L1 el SRR B -1
0 0.25 0.5 0.75 1

T IS ST N A SO N SR R SO S S
0.25 0.5 0.75 1

o

Figura 2.11: Tlustracdo da regra das dreas iguais para a equagao de Burgers inviscida (2.43)
com a condi¢ao inicial (2.44) em t = 0.3.

Na figura 2.11, de acordo com a regra das areas iguais, a area azul foi adicionada na
solucao multivalorada, enquanto a drea vermelha foi subtraida para produzir uma solugao

monovalorada, porém descontinua. Para clarearmos mais as idéias, considere o problema

ou ou

— — =0 Ret>0 2.55
8t+u8x , v€Re , ( )

em que a condigao inicial, em forma de degrau, é dada por

asex <0,

bsex >0,
em que a > b > 0. Neste problema, conhecido como problema de Riemman, as curvas
caracteristicas se interceptam imediatamente (ver 2.12 para o caso a = 1 e b = 0). Portanto,
de acordo com o método das caracteristicas, para t > 0 a nossa solucao construida sera

multivalorada. Mais do que isso, em toda regiao definida pela desiguldade bt < = < at sao

assumidos simultaneamente os valores a e b (figura 2.13). Pela regra das areas iguais, basta
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Figura 2.12: Curvas caracteristicas da equagdo de Burgers inviscida (2.55) para a condicao
inicial (2.56). Foram escolhidos a =1 e b= 0.

tracarmos um segmento de reta ao longo de x = %(a +b)t, de tal sorte que os dois triangulos,

ilustrados na figura 2.13, tenham a mesma area.

1k 1
09fF 09fF
08 08
07k 07k
_06F _06F
n o n -
o - o -
Sosf S5t
S04k Sos4f
03fF 03fF
02F 02F
01F 01k
o oF
IR N N N (SN N N T [N N SN SO N [ SO N N AR NN NN N AN TN TN TR [N SO SO SO N N SR R S
A 05 0 0.5 i A 05 0 0.5 1
X X

Figura 2.13: Ilustragao da regra das dreas iguais para a equagao de Burgers inviscida (2.55)
com a condigao inicial (2.56) em ¢t = 0.5. Foram escolhidos a =1 e b = 0.

b
Pela equagao (2.53), o choque se move com velocidade ¢ = %. Por conseguinte, a
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solugao monovalorada para essa onda de choque é

1
asexr < §(a+ b)t,
u(z,t) = (2.57)

1
bse x> §(a+b)t.

Figura 2.14: Diagrama espago-tempo da equagao de Burgers inviscida (2.55) para a condi¢ao
inicial (2.56). Foram escolhidos a =1 e b = 0.

Infelizmente, nem sempre é possivel resolvermos esse problema analiticamente e, muitas
vezes, ¢ complicado determinarmos a posicao do choque, bem como a sua evolugao, para usar-
mos a regra das areas iguais. Para contornar esse problema, existem métodos numéricos, por
exemplo, os métodos de Godunov e Glimm (LeVeque & Randall, 1992), que satisfazem vérias
condigbes nao triviais, como a condi¢ao de Rankine-Hugoniot. Outra opg¢ao é considerar a

equacao parabdlica
ou ou 0%u
—+u——v—=0 2.58
ot ox 0x? (2:58)
no caso limite em que v — 0. Como veremos no préximo capitulo, a insercao desse termo

garante a suavidade da solucao ao longo tempo, além de impedir o surgimento de solugoes

multivaloradas, que é uma caracteristica de problemas hiperbdlicos nao lineares.




26 26

2.7 SOLUCAO NUMERICA DO METODO DAS CA-

RACTERISTICAS

Até o momento, focamos a nossa atencao em equacoes diferenciais parciais da forma

ou ou

em que a = a(x,t,u) e b = b(x,t,u). Nesta secdo, apresentaremos a solu¢ao numérica dessa

equacao.

A equagao (2.59) é uma equagcao hiperbdlica e, naturalmente, requer uma condigao inicial.
Para nao perdermos a generalidade do nosso problema, escolheremos a condi¢ao complemen-

tar

up(z,0) = f(z), (2.60)

em que f é uma fungao arbitraria. Pelo método das caracteristicas, descrito nesse capi-

tulo,precisamos resolver o sistema de equagoes diferenciais ordinarias

du

— = 0, 2.61

o (2.61)

dx

— = 2.62

= (2.62)
em que ¢ = b/a. Para resolvermos numericamente este sistema, devemos discretizar a

condigao inicial (2.60), suposta vélida em um intervalo [a,b]. Em ¢ = 0, adotaremos no eixo
espacial uma discretizacao uniforme no plano z — u, com h = Az, em que a abscissa do

ponto (x;, u(z;,0)) é dada por

x;,=a+1th, i=0,1,...,m, (2.63)

com

(2.64)
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O passo de tempo ¢ fixado como k = At. Para 0 <t < T, usaremos as defini¢oes

T = nk (2.65)
e
t, = jk, (2.66)
em que j =0,1,...,n.
Numericamente, para cada valor de j = 1,2,...,n devemos resolver o sistema formado
pelas equagoes (2.61) e (2.62) para i = 0,1,...,m. A primeira destas equagoes, conhecida

como equacgao de compatibilidade, pode ser resolvida analiticamente como
. -
Ul = Uy (2.67)

ou seja, o valor de u é conservado ao longo de cada caracteristica, um fato que ja foi observado
anteriormente. Observe que adotamos a notagao gb{i] para indicar o valor da grandeza ¢,
avaliada na caracteristica i, no instante de tempo igual a jAt. Como o valor de u é constante
ao longo de uma caracteristica, a equagao (2.62) pode ser integrada diretamente. Porém,

interessados em metodologia mais geral, usaremos as relagoes

. o k
wfy = afy ! + G (r 2+ 205+ 1), (2.68)
em que

no= d (2.69)

Lk
ro = C[]z} ! + 57’1, (270)

Lk
ry = C[]ﬂ - 572 (2.71)
re = dit 4k (2.72)

Acima, foi aplicado o método Runge-Kutta classico de quarta ordem, abreviado simplesmente
por RK4 (Zill & Cullen, 2006). Este método, que é um membro da familia Runge-Kutta,

pode ser usado para qualquer problema de valor inicial do tipo ¢y’ = Q(y,t). Neste caso, a
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aproximacao por RK4 de y(t;) é

k
y(t5) = y(tj2) + G (r1 4 2r2 + 25+ 14), (2.73)
em que

rio= Qtj-1,y5-1), (2.74)

k k
ro = Q(tj1+ 5" Y1 + 5 (2.75)

k k
rg = 0 <tj1 + 572 Vi1 + 57"2) ; (2.76)

ry = Q(tjfl + krg,yj,l + k?"g). (277)




Capitulo 3

EQUACAO DE BURGERS

3.1 INTRODUCAO

Considere a equacao diferencial parcial

ou ou 0%u

E‘FU%—V@:Q (31)

em que v > 0 é a viscosidade cinematica, conhecida como equacao de Burgers, em ho-
menagem ao fisico holandés Johannes Martinus Burgers , que a estudou como um modelo
matematico simplificado de turbuléncia. Ela foi introduzida por Bateman (1915) e resolvida

independentemente por Hopf (1950) e Cole (1951).

A equacao de Burgers é uma das equagoes mais importantes da mecanica dos fluidos, pois
representa um modelo que combina efeitos tanto de transporte nao linear quanto de difusao.
Além disso, podemos perceber que ela é similar a equacao unidimensional da conservacao de
momento linear, também conhecida como equacao de Navier-Stokes, na auséncia do gradi-
ente de pressao e de forcas de campo. Neste capitulo, desenvolveremos estudos analiticos e

numéricos para melhor compreendermos o comportamento da equacao de Burgers.

29
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3.2 ADIMENSIONALIZACAO

Para iniciarmos os nossos estudos acerca da equacao de Burgers, devemos primeiramente

adimensionalizar a equagao (3.1). Para tal, considere as seguintes grandezas adimensionais

u x u
W= —, o=, t'= "t (3.2)
Ue L Te

em que u. e T. sao grandezas caracteristicas, respectivamente, de velocidade e comprimento.
Assim, substituindo as relagoes em (3.2) na equagao de Burgers (3.5), obtemos
ou* ou* v O%u*

+u”* — =0. (3.3)

ot* Ox*  u.x, Ox*?

Considere o parametro adimensional

UeTc

Re = , (3.4)

em que Re é o nimero de Reynolds (Batchelor, 1967). Omitindo o sobrescrito “ x” da

equagao adimensionalizada (3.3), no referiremos, a partir deste momento, a equacao

ou ou 1 9%u

como equagao de Burgers.

3.3 EQUACOES DIFERENCIAIS DE RICCATI

Como perceberemos ao longo desse capitulo, a equacao de Burgers estd intimamente

ligada com a equacao diferencial ordinaria nao linear
y = a(z)y+ b(z)y* + c(z), blx)#0 (3.6)

conhecida como equacao de Riccati, em homenagem ao matematico e fisico italiano Jacopo

Francesco Riccati (Boyce & DiPrima, 2006).
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Em geral, obter solugoes analiticas para equacoes diferenciais nao lineares pode ser uma
tarefa muito dificil. Felizmente, a equacao diferencial de Riccati pertence a uma classe muito
especial, pois apesar de ser nao linear, ela pode ser transformada em uma equacao diferencial

linear.

3.3.1 Solucao geral das equacoes diferenciais de Ricatti

Se alguma solugao particular y, = y,(x) seja conhecida. Substituindo na equagio (3.6) a

transformacao nao linear

Y =1yp(r) + ——= (3.7)

nos fornece

Yp(x) — %Z—Z = a(z) [y;;(cc) + H + b(z) {v(x) + H 2 + c(z), (3.8)
ou seja,
Z—; = — [a(z)yp(x) + b(x)g(x)? + c(x) — yp(2)] v* — [a(z) + 26(x)y,(x)] v — b(x). (3.9)
Note que

yp(@) = a(@)y, () + b(z)y, + c(x), (3.10)

pois y,(x) é uma solucdo da EDO original. Por conseguinte, o termo entre colchetes da

equagao (3.9) é identicamente nulo. Dessa maneira, temos que

Z_Z = —(a+2by,)v — b. (3.11)
Apoés resolvermos essa equacao, basta usar a relacao (3.7) para retornarmos a varidvel
original do nosso problema nao linear. Note que v(z) conterd uma tnica constante arbitraria.
Assim, mostramos que é possivel cancelar o efeito nao linear quadratico da equacao
original. Essas equacoes foram estudadas de modo extensivo por Ricatti. Entretanto, foi o
grande matematico e fisico Leonhard Paul Euler, em 1760, quem anunciou e demonstrou tal

resultado (Boyce & DiPrima, 2006).
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3.3.2 Reducao a uma equacao diferencial linear homogénea de se-

gunda ordem

Outra transformacao nao linear notavel é

v 1
Yy = —;m> (3.12)
que apos alguns calculos simples, nos fornece
b(x)v" — [b(z) + a(z)b(x)]v + [6(z)]*c(z)v = 0. (3.13)

Nesse caso, podemos observar que a equacao de Riccati pode ser levada em uma equacao
linear homogénea de segunda ordem. Essa transformacao, em particular, seré a base para a

solugao analitica do problema de Cauchy para a equacao de Burgers.

3.4 SOLUCAO DO TIPO ONDA VIAJANTE

Bateman (1915) investigou a solugao da equagao de Burgers

ou ou 1 0%u

empregando uma ferramenta estudada no capitulo anterior: a solucao do tipo onda viajante.
Neste artigo, uma das propostas de Bateman era mostrar que solucoes das equagoes do
movimento de um fluido viscoso podem tornar-se descontinuas quando a viscosidade tende
para zero.
Seja
u(z,t) = f(x — ct), (3.15)

em que f é uma funcao a ser determinada e ¢ é a velocidade de propagacao da onda e defina

s =ux — ct. (3.16)
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Note que uy = —cf’, u, = f' e uy, = f”. Portanto, a equagao (3.14) pode ser reescrita como

—cf + ff — éf” =0. (3.17)

Integrando a equacao acima, obtemos a equacao de Riccati com coeficientes constantes

1 1,
—cf+§f2—§f—A, (3.18)

em que A é uma constante de integracao. Aplicando a transformacao

1 2
=% (3.19)
obtemos
1 A
o'+ S Sy =0, (3.20)

~ 92Re? 4 4

A equacdo (3.20) é uma equagao diferencial com coeficientes constantes, cuja equagao

caracteristica é

1 A
_m? + ;im +5=0. (3.21)

As raizes da equagao (3.21) sao
Re Re
my = —7f1, my = 7f27 (3.22)

em que f; =c—vVc2+2Ae fo =c—+/c?+ 2A. Portanto, a solugao geral da equagao (3.20)
é

v(s) = Bie” 2 4 Bye s e, (3.23)

em que Bj e By sao constantes arbitrarias. Substituindo a equagao (3.23) na (3.19), e fazendo

algumas manipulacoes algébricas, temos que

L fat fiexp{Ks}
o) = BTSN,

(3.24)

em que K = %(fg — f1) e B = By/B;. Pela equagao (3.24), percebemos que a constante
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B é um fator de escala. Sem prejuizo, podemos tomar B = 1. Por conseguinte, f é uma
fungao suave que decresce monotonicamente de f(—o0) = fy para f(oco) = fi, em que s =0

é o ponto de inflexao.

Finalmente, a solugao do tipo onda viajante para a equacao de Burgers, conhecida por

onda de choque de Burgers, é dada por

u(z,t) = f(xr —ct) = f21_|:|—j2>j§1{jlgf((x(x—_ct§t})}’ (3.25)

em que a velocidade de propagacao da onda ¢é determinada pelas defini¢coes de f; e fo como

el (3.26)
2
Pela regra de I’'Hopital, facil verificar que
fasex <ct,
lim u(x,t) = . (3.27)
Re=oo f1se x> ct.

Portanto, como observado por Bateman (1915), a continuidade da solucao é perdida e, con-

sequentemente, a curva deixa de ser suave.

Para melhor compreendermos o que foi mostrado nessa secao, considere o problema de

valor de contorno para a equacao de Burgers com

u(—00,t) =1 e u(oo,t) = 0. (3.28)

Logo, com auxilio da equagao (3.25), encontramos que f; =0 e fo = 1. Assim, determi-
namos que a constante de integracao A é identicamente nula e a velocidade de propagacao

da onda é ¢ = %

Nesse caso,
1

1+ exp {Re(x;t/Q)}

u(z,t) = flx —t/2) = (3.29)
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Figura 3.1: Perfil da soluc¢do onda viajante (3.29) para Re = 1.0 e as condigoes de contorno
(3.28).

Figura 3.2: Diagrama espago-tempo da solu¢ao onda viajante (3.29) para Re = 1.0 e as
condigbes de contorno (3.28).
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Figura 3.3: Perfil da soluc¢do onda viajante (3.29) para Re = 0.1 e as condigoes de contorno
(3.28).

Figura 3.4: Diagrama espago-tempo da solu¢ao onda viajante (3.29) para Re = 0.1 e as
condigoes de contorno (3.28).
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1sez < %t,
lim N u(z,t) = . (3.30)
Re—voo 0sex > it.

Pelas figuras 3.4 e 3.5, podemos verificar que a solu¢ao obtida é de fato uma solugao do
tipo onda viajante, caracterizada por manter sua a forma durante todo tempo e propagar
com velocidade constante ¢ = 1/2, limitada inferiomente por 0 e superiormente por 1. E
interessante perceber que apesar da presenca do termo difusivo da equacao de Burgers, é
possivel compensar esse efeito com o mecanismo de transporte nao linear, ou seja, a pre-
senca de um mecanismo de dissipativo nao garante o processo de difusao. Outra observacao
pertinente é que a influéncia da viscosidade fica evidente. De fato, como esperado, ao com-
pararmos os diagramas espago-tempo 3.4 e 3.5 com a figura 2.14, vemos que ao diminuirmos
a viscosidade, vamos ficando com um perfil semelhante ao do caso inviscido da equacao de

Burgers para o problema de Riemman com

1sexz <0,
u(z,0) = (3.31)
0sex>0.

Dai, podemos tirar mais uma conclusao importante: o problema de Riemman ¢ a solucao do

tipo onda viajante para a equacao de Burgers inviscida.

3.5 SOLUCAO POR SIMILARIDADE

O procedimento utilizado na secao anterior nos permitiu reduzir a equacao de Burgers,
que é uma equagao diferencial parcial, em uma equacao diferencial ordinaria. Podemos tentar
repetir essa estratégia com outro procedimento: a solugao por similaridade. Na matematica,
uma solugao por similaridade é uma solucao em que uma mudanca de variaveis permite a
redugao do ntimero de variaveis independentes do problema.

Considere o problema de valor inicial para a equagao de Burgers

ou ou 1 0%u

ot "oz T Reda?
u(z,0) = Ad(z), z€R,

= 0, z€Ret>0, (3.32)
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em que A é uma grandeza adimensional e §(z) é a distribuigao delta de Dirac (Boyce &

DiPrima, 2006) definida como tendo as propriedades

5(z) = o sz, (3.33)

oo, sex =0,

/00 d(z) dx = 1. (3.34)

oo

Rigorosamente, d(x) ndo pode ser classificada como funcao, porque o seu valor em = = 0
nao ¢ finito. Na literatura matematica ela é classificada como uma fungao generalizada, ou
distribuicao.

Para a construgao da nossa solucao por similaridade, considere a transformacao
u(x,t) = t™F(S), (3.35)
em que F' é uma funcao a ser determinada e o parametro S é definido por
S = xt". (3.36)

Neste caso, m e n sao os valores para os quais a relagao funcional (3.35) representa, de fato,

uma solucao da equagao de Burgers (3.32).

A partir da equagao (3.35), podemos estabelecer as seguintes identidades:

ou

5 = " F(m 4 nF); (3.37)
0

ua—z = M pE, (3.38)
aZU m+2n

@ - t+ F//. (339)

Substituindo as equagoes (3.37), (3.38) e (3.39) na (3.32), obtemos que

1
t"(m +nF)F + """ FF — R—tm+2”F” =0. (3.40)
(S
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Portanto, para que a nossa EDP admita solugao por similaridade, é necessario que

m—1=2m+n=m+ 2n. (3.41)

Pela equagao (3.41), segue imediatamente que m = n = —1/2. Assim, o funcional (3.35)
assume a forma

w(z,t) =t 2 F(xt" ), (3.42)

Por conveniéncia, o funcional acima sera substuido, de tal forma que

f(s), (3.43)

em que f é o novo funcional e

s =x\/ —. (3.44)

Assim, substituindo a relagao (3.43) no problema (3.32), temos que

fsr =45 = 0, (3.45)

f(=o0) =0, = f(oc) = 0.

Fisicamente, as condi¢oes de contorno nos dizem que a onda se propaga com velocidade
finita de forma que nao temos qualquer distirbio no infinito. Note que a nossa EDO em

questao pode ser reescrita como
I = () 2Asf) =0, (3.46)
Assim, integrando o problema de valor de contorno acima, obtemos
= fA+2sf =0, (3.47)
que é uma equacao de Riccati. Fazendo a substuicao

fls) ===, (3.48)
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conforme a equagao (3.12), obtemos a equagao

U”
cuja solucao ¢ dada por
v = —Bjerfe(s) + By, (3.50)

em que B; e By sao constantes de integracao e erfc(s) é a fungao erro complementar (Boas,

2006) definida por
2 oo
erfe(s) = ﬁ\/s exp {—y°} dy. (3.51)

1.1F 11F
1F 1F
0.9; 0.9;
0.8; 0.8;
0.7; 0.7;
Sosf Sosf
— = N F
XoskE Zo5F
:0.55 Z o5k
04 04F
0.3; 0.35_
02fF 02fF
01f \ o1k
Ot 1 [ S ——
3 2 1 0 1 2 3 -3 2 1
X
11F 11F
1F 1F
09F 09F
0.8; 0.8;
0.7; 0.75_
SosF Sosk
A = ~ =
ZosF Zosk
=} - =] o
04F 04F
03f 03f
02F 02f
01f 01f
/] = IR RN N N R OBttt )
3 2 -1 0 1 2 3 -3 2 1 0 1 2 3
X X

Figura 3.5: Perfil da onda triangular (3.60) em diferentes instantes de tempo para A = 1.0
e Re = 25.0.
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Desta maneira, substituindo a equagao (3.50) em (3.48), obtemos sem dificuldades que

2 exp{—s*}

/7 erfe(s) —

em que B = By/B; é uma constante de integragao arbitraria. Para determiné-la, note que

f(s) = (3.52)

lim u(z, t)de = A, (3.53)

t—0 |

ou seja,

A = / £(s (3.54)

_ * 2 exp{—s?} s
_ ek B (3.55)

Para resolver a integral em (3.55), perceba que

%% - d%ln {ﬁ} . (3.56)
Por conseguinte,
A = é In [m} ‘O; (3.57)
- ém (1 - %) . (3.58)
Dessa maneira, temos que
B- TQp{v}’ (3.59)

e a solugao do nosso problema, conhecida como onda triangular, é

4 e
wz,t) = V 7 Reterfc(s) +2/(e7 —1)’ (3.60)

em que 7 = Re A/2.
Pelas figuras 3.5 e 3.6, vemos que, diferentemente da solucao onda de choque de Burgers,
a onda triangular apresenta um comportamento difusivo e instavel (i.e., a forma da onda

nao é conservada).
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Figura 3.6: Diagrama espago-tempo da onda triangular (3.60) para A = 1.0 e Re = 25.0.

3.6 TRANSFORMACAO DE COLE-HOPF

Tanto na construgao da solugao do tipo onda viajante, quanto na solugao por similari-
dade, o problema de resolver a equagao de Burgers se resumiu a resolver uma equagao de
Riccati. Entretanto, essas sao apenas solugoes particulares. Em nenhum momento consegui-
mos resolver propriamente o problema de Cauchy para a equacao de Burgers. Felizmente,
existe uma transformacao similar a transformacao de Riccati que é capaz de linearizar a

equacao de Burgers.

Considere o problema de valor inicial para a equacao de Burgers

ou ou 1 0%u

aﬁLua—x—%@ = 0,emqueze€Ret>0, (3.61)
u(z,0) = wup(z), zeR. (3.62)
A transformacao nao linear
2 @,
- _ Y= 3.63
u=- (3.63

conhecida como transformacao de Cole-Hopf, em homenagem aos matematicos Julian David
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Colee Heinz Hopf, converte a equagao (3.61) na equagao

ot Redz?

or Ox

dop 1 0%\ dp 0 [(do 1 d%p
( ) % Tedn ©=0. (3.64)

Por conseguinte, se ¢ = ¢(x,t) é solugao do problema de valor inicial para a equagao de

difusdo unidimensional transiente

5 " Redat 0, emquexz € Ret >0, (3.65)
e Oz

p(,0) = wolz), 7eR, (3.66)

entdao u = u(z,t), dado pela transformacao de Cole-Hopf (3.63), é solugao da equagao de
Burgers.

O problema de Cauchy para a equagao de difusao unidimensional transiente possui solugao
analitica, como serd exposto a seguir. Aplicando a transformada de Fourier (com respeito a

x) na equacao (3.65), obtemos

0p  w? | B

em que w ¢ a frequéncia angular e

1 <
o= \/_2_7r/ e “o(z,t)dx. (3.68)

Para cada w fixado, a equagao (3.68) é uma equagao diferencial ordindria em ¢, que pode ser

integrada (pelo método do fator integrante) para determinarmos a equagao
w2
P(w,t) = Ce re', (3.69)

em que C é a constante de integragao. Para encontra-la, basta usarmos a condicao inicial
(3.66):

C = ¢(w,0) = \/%_ﬂ' /00 e " py(z)dr = Po(w). (3.70)

Desta maneira, para cada ¢t > 0, podemos concluir que

Plw,t) = po(w) e =", (3.71)
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Observe que

w? ]_ Re z2
e Rl = F | ———e 1T, 3.72
V2Re 't ( )

em que F ¢é a transformada de Fourier. Portanto, usando o resultado sobre a transformada

de Fourier do produto de convolugao de fungoes (Figueiredo, 2007)

1

Flf gl = NG

FIf1F gl (3.73)

em que f e g sao fungoes arbitrarias e x é o produto de convolugao, encontramos que

p(z,t) = \/ﬁ /_oo wo(y) exp {—%M} dy. (3.74)

Combinando as equagoes (3.63) e (3.74), obtemos

00— z—y)?
e e e e

(o.¢]
S5 poly) exp { =B 50 b dy

u(x,t) = (3.75)

Agora, falta apenas estabelecer a conexao entre ¢y e ug para concluirmos a solucao do
problema de valor inicial para a equagao de Burgers. Para resolver tal questao, note que que

a equagao (3.63) pode ser escrita em funcao de ¢ como

o(1,t) = exp {—% /0 Iu(v,t)dv}. (3.76)

Em particular, a equagao (3.76) nos fornece

o(2,0) = exp {—%/j uo(v)dv}, (3.77)

assim fechando a solugdo apresentada em (3.75). O resultado apresentado é notével, pois
através de uma transformacao nao linear, fomos capazes de mapear a equacao de Burgers
na equacao de difusao unidimensional transiente, uma equacao diferencial parcial linear com

solugao analitica.
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3.6.1 Onda de choque de Burgers

Para mostrarmos o poder da transformacao de Cole-Hopf, bem como o efeito suavizador

do termo dissipativo, vamos estudar o problema de valor inicial

ou ou 1 0%u

§+u%_§@ = 0,emquexeRet>0, (3.78)
ase x <0,

u(z,0) = wup(z) = (3.79)
bse x>0,

em que a > b > 0. Este problema, conhecido como problema de Riemman, ja foi estudado
no segundo capitulo para o caso inviscido da equagao de Burgers. Substituindo a condigao

inicial (3.79) na equagao (3.77), temos que

( aRe
e 2 se x <0,
o) = : (3.80)
bRe
e 2 sex >0,

\

Agora, usando a equagao (3.80) na (3.75), determinamos, apds algumas manipulagdes algé-

bricas, que

T {b@wﬂ}’

u(z,t) =a+ (3.81)

2

em que
—1 b
Wz, 1) = VARe 't/ ._ %0 (3.82)
erfe (x—_at) 2
V4Re 't

Na figura 3.7, podemos visualizar a solu¢ao (3.81), com a = 1.0, b = 0.1 e Re = 25.0, em

diferentes instantes de tempo. Nela, verificamos que a descontinuidade na condicao inicial,
apresentada em forma de choque, evolui rapidamente para uma curva suave. Para Re — oo,
podemos verificar sem dificuldade que h(x,t) — 1. Neste caso, como espereado, a equagao
(3.81) é reduzida a que é exatamente a solu¢ao onda de choque (2.57) do problema de
Riemman obtida no segundo capitulo. Nesta solucao, a velocidade de propagacao do choque

é a média aritimética dos valores iniciais a e b.
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Figura 3.7: Peril da onda de choque (3.81) em diferentes instantes de tempo para a = 1.0,
b=0.1e Re = 25.0.

3.6.2 Onda triangular
Mais um exemplo notavel é o problema de valor inicial

g u 1
ot “ax Re 022
u(z,0) = Ad(x), (3.84)

= 0,emquez€Ret>0, (3.83)

em que A é um valor constante.
Para esse caso, a equagao (3.77) nos fornece
exp {4l se €<,

po() = (3.85)
1 se & 2>0.
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Agora, substituindo a equagao (3.85) na (3.75), obtemos

\/T )
LT v [ ) (3.86)

) +2/(e

Novamente recuperamos uma solugdo ja obtida anteriormente: a onda triangular (3.60).
Como podemos perceber, a transformacao de Cole-Hopf é uma ferramenta poderosa para a
equagao de Burgers. Entretanto, avaliar analiticamente as integrais na equagao (3.76) pode
ser muito complicado ou ainda impossivel. Nesses casos, devemos recorrer a uma abordagem

numérica

3.7 SOLUCAO NUMERICA POR DIFERENCAS FI-

NITAS

Apesar de possuirmos uma solucao analitica, para um problema de valor inicial, com
o intuito de compreendermos melhor a equacao de Burgers, apresentaremos também uma

solugao numérica.

3.7.1 Método de solucao

O plano = — t sera discretizado por uma malha com h = Ax e com um passo de tempo

k = At, em que os pontos (z;,t;) discretizados da malha sdao dados por

x;=a+th, 1=0,1,...,m (3.87)
€
t;=jk, j=0,1,....n, (3.88)
em que
m:b;aen:%. (3.89)

Na definicao acima, a < x <be (0 <t <T.
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Para construirmos o nosso método, usaremos as seguintes formulas em diferencas finitas

(Fortuna, 2000)

of [ =

% S T (aproximagao avangada de primeira ordem) (3.90)
of i
3 = %, (aproximagao centrada de segunda ordem) (3.91)
x
T T
a—]; ~ hf; f’_l, (aproximagao centrada de segunda ordem)  (3.92)
x

em que f = f(z,t) é uma fungao arbitraria.

Adotando o método implicito de Crank-Nicolson (Iserles, 2009), na equagao de Burgers

(3.5), obtemos

o i1 j+1 +1 1 '+
ug+ u; + 1 sz+1 — F B 1 ulty — Qufr + Ufj:l + 7:{ =0, (3.93)
em que
oy (F 1 [l —2ul +4?
w2 ) Zifl -1 ( izl LR AR 3.94
Ty { 2h } 2Re { h? o
e
2
o % (3.95)

é o0 termo convectivo escrito na forma conservativa.

A principio, o termp nao linear é problematico, pois para avancarmos um passo de tempo,
devemos resolver um sistema nao linear de equagoes. Felizmente, esse problema pode ser

resolvido por uma expansao em séries de Taylor:

. « oF1’ A [92F)
1 _
Y = F 4k {—(% ] e [—W ] | (3.96)
Pela regra da cadeia, temos que
oF du

ou seja,
FItL g T
R {—“ Gt (3.98)
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Logo, vale a expressao

F/M = F +ul(u]™ —ul) + O(AF).

(3.99)

Substituindo a equacao (3.99) na relagao (3.93), e fazendo algumas manipulagoes algé-

bricas, obtemos o esquema numérico

FAWES i G+l i+l
a; U _q +bgui +Cgui+1

(2

em que

, k C
Jj o _ M, _r
@ = 4huz_1 2’
bi =1 + Crv
, k j C,
CZ = Euifl o
J C, J
d; = ?ui—l +(1-GC,)
k
G = Re h?

_
=d,

(3.100)

(3.101)
(3.102)
(3.103)
(3.104)

(3.105)

Pode se provar que o método de Crank-Nicolson é incondicionalmente estavel e O(h?) no

espaco (Iserles, 2009).

3.7.2 Implementacao numérica

Para implementarmos numericamente o sistema de equagoes (3.100), devemos saber quais

serao as condigoes de fronteira adotadas. Neste trabalho, usaremos dois tipos de condicoes

de contorno:

e condicao de contorno de Dirichlet;

e condicao de contorno periddica.

Para a condicao de contorno de Dirichlet, também conhecida como condi¢ao de contorno

de primeiro tipo, devemos especificar quais valores a nossa solucao deve assumir nas fronteiras

do nosso dominio. Por exemplo, se as condigoes de contorno no intervalo [a, b] forem u(a,t) =
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ag e u(b,t)

sistema

J
m—

Qa

j+1
Uy

RS TN K B S0 B o
abult 4 bl + bl

] ]-‘rl Vi ]+1 J+1
+ b + Cjuz—‘rl

J+1 J J+1 Jj+1
Y- AN RV

J+1
U,

(651

= ay, em que aj e ap s30 constantes reais, o sistema de (3.100) se transforma no

(3.106)

O sistema de equagoes (3.106) é tridiagonal. Em notac¢ao matricial, podemos escrevé-lo

Ccomo

WS

]+1

0 Uy

)

ch us

J Jj j

am—l bm 1 C]m—l u

j+1

0 1 (N

(3.107)

Para resolver esse sistema de equagoes, podemos usar o eficiente algoritmo de Tho-

mas (Conte & deBoor, 2009).
(“Tridiagonal Matrix Algorithm”), reduz o a ordem de operacoes O(m?

siana para O(m).

O algoritmo de Thomas, também conhecido como TDMA

) da eliminacao Gaus-

Para a condicao de contorno periddica, temos que adotar uma extensao peridédica do nosso

. , . . Jj ]
dominio. Em outras palavras, para qualquer ntiimero inteiro k, devemos ter wu; = uy_ .. Se
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aplicarmos essa condigao na relagao (3.100), obtemos o sistema de equagdes

aluj-l—l + b] J+1 + CJUJ-H _ djl'
abul ™+ vt + cjuﬁl = &
aul ] ol dult] = (3.108)
aj J+l 5+ b] ]+1 L+ c7 uj+1 - .
al, j+11+b7 Wittt = @

O sistema de equagoes (3.108) nao é tridiagonal, mas sim tridiagonal periédico, como

podemos perceber claramente em sua formulagao matricial

j j J Jj+1 J
by C’i aq uy dy
J J Jj+1 J
a by C; Uy dy
. 4 ) L .
ay by uj’ d;
= . (3.109)
J j j Jj+1 J
amfl bmfl C]mfl umfl dmfl
J J j j+1 i

Nesse caso, o algoritmo de Thomas nao pode ser aplicado diretamente. Entretanto,
podemos usar uma de suas variagoes, conhecida como PTDMA (“Periodic Tridiagonal Matrix

Algorithm”), que usa a férmula de Sherman-Morrison (Sherman & Morrison, 1950)

(A'w)® (vA™)
1+v-A-lu

(A+uev)'=A"1- , (3.110)

em que u e v sao vetores e A é uma matriz inversivel, para evitar as operacoes adicionais
da eliminacao Gaussiana. O operador ® denota o produto diddico entre duas entidades

vetoriais.
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Para entendermos como o PTDMA ¢é implementado, observe que o nosso sistema de

equagoes (3.109) pode ser reescrito como

(Al +uev)e =d, (3.111)
em que ) i
A —a q 0
a b
. a, v
Al = A , (3.112)
ainfl bj;nfl Cfnfl
0 al. bW —d
a{ 1
0 0
0 0
u e v= . (3.113)
0 0
c 1

Agora, os passos do algoritmo sao:
1. Computar a solucao de Alq = u;

2. Computar a solucao de A/x* = d/;

(v, x")

3. Computar ¢/ ™ = x* —q——"_|
putar T v.q

em que o operador ( , ) denota o produto interno entre duas entidades vetoriais.

3.7.3 Resultados e discussao

Agora, o algoritmo proposto na subsegao anterior serd aplicado em trés problemas dis-

tintos.
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3.7.3.1 Problema 1

Considere a equagao de Burgers com condigoes de contorno de Dirichlet u(—o0,t) =1 e

u(o00,t) = 0 com valor inicial

1 se <0,
u(z,0) = wup(z) = (3.114)
0 se x>0,

conhecido como onda de choque de Burgers (3.78). Naturalmente, esperamos encontrar

numericamente valores muito proximos da solucao analitica obtida neste capitulo:

1

u(x,t) = 1+ h(z, t)exp {8z — t/2)}

(3.115)

em que
erfc ( — )
I‘ —_—_—
—1
h(z,t) = VA;UR_et t/ (3.116)
V4Re 1t

Porém, para implementarmos esse problema de valor de contorno, precisamos determinar

como iremos tratar finitamente as condi¢oes de contorno no infinito. Como uma primeira

aproximacao, faremos u(—100,¢) = 1 e u(100,¢) = 0.

Tabela 3.1: Comparagao da solugao numeérica com a solucao analitica para o problema da
onda de choque de Burgers (3.78) para Re = 0.1, h = 0.001, £ = 0.001, a = —100 e b = 100,

emt=2

solucdo numeérica | solugao analitica lerrol
u(—20,2) 0.99970872 0.99972610 0.00001738
u(—12,2) 0.98431710 0.98494310 0.00062600
u(—4,2) 0.79677654 0.80147294 0.00469640
u(0,2) 0.56080871 0.56750499 0.00669628
u(4,2) 0.29930060 0.30523619 0.00593559
u(12,2) 0.03153545 0.032712519 0.001177069
u(20,2) 0.00081272 0.000855896 0.000043177

Com o auxilio da tabela 3.1 e a figura 3.8, percebemos que o nosso fenomeno esta sendo
reproduzido de maneira adequada. Vale reportar que os resultados analiticos foram obtidos
com auxilio do sistema algébrico computacional Maple 15. Para aumentarmos a precisao,

podemos tanto melhorar a nossa discretizagao, quanto aumentar o nosso intervalo (a, b) para
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Figura 3.8: Solucao analitica e numérica para o problema conhecido como onda de choque
de Burgers em ¢t = 2.0 para Re = 0.1, h = 0.001, £ = 0.001, a = —100 e b = 100.

refinar a condigao de contorno de Dirichlet.

3.7.3.2 Problema 2

Considere a equacao de Bugers de com condigoes de contorno periédicas para o problema
de valor inicial

u(z,0) =sin(z), 0<z < 2. (3.117)

Pelas figuras 3.9 e 3.10, percebemos que a onda, com perfil inicial em forma de harmonico
simples, vai se dissipando até decair para zero. Claramente, observamos que o nimero de
Reynolds desempenha um papel importante. Ela determina qual mecanismo, seja ele difusivo

ou de transporte nao linear, sera dominante. Se Re = 1.0, como na figura 3.9, o efeito
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Figura 3.9: Solucao numérica para o Problema 2 com Re = 1.0, h = 0.001 e £ = 0.001.
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Figura 3.10: Solu¢ao numérica para o Problema 2 com Re = 100.0, A = 0.001 e £ = 0.001.

dissipativo é muito forte e quase nao conseguimos perceber a distor¢ao caracteristica da nao

linearidade da equacao de Burgers. Entretanto, se Re é grande, e.g. 3.10, o efeito nao linear
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¢é claro e a dissipacao da onda ocorre de maneira mais lenta. Outra observacao pertinente
é que a figura 3.10 é muito parecida com a figura 2.13, que ilustra a regra das areas iguais
para a equacao de Burgers inviscida. Isso nos diz que a abordagem parabdlica da equacao

de Burgers, com Re — 0o, é uma boa opcao para lidarmos com o problema inviscido.

3.7.3.3 Problema 3

A condigao inicial é

sinz, 0<z<m,
u(z,0) = (3.118)

0 1 2 3 4 5 6

Figura 3.11: Solugao numérica para o Problema 3 com Re = 10.0, A = 0.001 e k£ = 0.001. O
intervalo de tempo entre as curvas é 0.25.

As figuras 3.11 e 3.12 representam a evolucao temporal do Problema 3, com um intervalo
de tempo igual a 0.25 entre cada curva. Analisando-as, vemos que quanto maior o valor do
nimero de Reynolds, maior o efeito nao linear, assim como no Problema 2.

Na figura 3.12, em particular, percebemos a tendéncia da formacao de uma descontinui-
dade, em forma de choque, que vai se propagando para a direita com o passar do tempo.
Outro fenomeno observéavel é que a inclinagao da porgao da curva a esquerda do choque vai
decrescendo. Claramente, esse efeito esta associado com o mecanismo difusivo da equacao de

Burgers, que apesar de estar acompanhado, neste caso, por um nimero de Reynolds muito
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Figura 3.12: Solu¢ao numérica para o Problema 3 com Re = 100.0, h = 0.001 e k£ = 0.001.
O intervalo de tempo entre as curvas é 0.25.

grande, ele continua atuando até a dissipacao total da onda .

3.7.3.4 Limitacgoes da solugcao numérica

Infelizmente, o método de Crank-Nicolson apresentado nesta secao possui limitacoes.
A medida que aumentamos o nimero de Reynolds, fazendo o limite Re — oo, a equagao
de Burgers vai adquirindo um carater cada vez mais hiperbdlico. Como consequéncia, a
suavidade de suas solucoes vai sendo perdida e os perfis iniciais tendem a formagao de uma
descontinuidade (choque). Neste regime, o valor das derivadas se torna tao grande que
oscilacoes espurias acabam destruindo a nossa solucao pelo método de diferencas finitas.
Para ntimeros de Reynolds muito grandes, outros métodos devem ser usados. Para ilustrar
esta limitacao, considere a figura 3.13, em que Re = 10000.0, ~ = 0.001 e £ = 0.0001. Nesta
gravura, percebemos que em ¢ = 0.5 a onda possui um perfil de choque e, tanto na sua crista
quanto no seu vale, existe uma oscilacao espiria que contamina a nossa solucao. Para evitar
este tipo de problema, a saida natural é refinar a discretizacao da nossa malha.

O grafico 3.14 foi construido através da andlise do termo 9*u/dz?, relacionado com a

!Observacido: Os problemas 2 e 3 foram escolhidos especificamente para compararmos com o artigo
“Numerical solution of periodic Burgers equation” (Mittal & Singhal, 1996), no qual um método espectral foi
empregado para resolver a equagao de Burgers com condigoes de contorno periddicas. Os nossos resultados
mostraram uma boa concordancia.
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Figura 3.13: Solucao numérica para a equagao de Burgers periddica, com u(z,0) = sen(27z),

Re =10000.0, h = 0.001 e £ = 0.0001.
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Figura 3.14: Anélise do tempo de colapso, para diversos valores de viscosidade, com u(z,0) =

sen(27x), com h = 0.00001 e & = 0.00001. A linha horizontal representa o tempo critico.
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curvatura da nossa solugao no plano u — x, para varios instantes de tempo. Se esta derivada,
discretizada em diferencas finitas, explodir em algum ponto da curva, entao a nossa solugao
passou por uma regiao onde existe uma transicao muito rapida de regime, caracterizando o
surgimento de um choque. Como nao poderia deixar de ser, essa imagem nos diz que, para
valores cada vez maiores do nimero de Reynolds, o tempo de colapso converge para 1/27,

que é o tempo critico para o perfil senoidal
f(x) = sen(2mx) (3.119)

na equacao de Burgers inviscida. Vale observar que para Re = 100.0, por exemplo, o efeito
dissipativo domina o de nao linearidade e o nosso critério numérico nao encontrou nenhum
indicio de formagao de choque.

Aqui, definimos numericamente o choque como o primeiro instante de tempo numérico

em que

2 -1
(a “) <107, (3.120)

da?
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Capitulo 4

EQUACOES GOVERNANTES DO
MOVIMENTO DE UM FLUIDO
BAROTROPICO

4.1 INTRODUCAO

As equacoes conservativas que governam o movimento de um fluido barotréopico serao
apresentadas neste capitulo. Em particular, consideraremos um modelo politréopico.

Sera apresentada a formulagao do segundo coeficiente de viscosidade, conforme Man-
del’shtam & Leontovich (1937), para processos nao instantaneos envolvendo compressoes e
expansoes adiabdticas periddicas.

A adimensionalizacao e a andlise de estabilidade linear das equagoes governantes do nosso

problema também serao tratadas neste capitulo.

4.2 RESULTADOS PRELIMINARES

Para deduzirmos as leis basicas da dinamica dos fluidos, que sao a equacao da conservagao
da massa (também conhecida como equagao da continuidade) e as equagoes da conservacao
da quantidade de movimento, precisamos enunciar dois teoremas fundamentais: o Teorema

do Transporte de Reynolds e o Teorema da Localizagao.
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4.2.1 Teorema do Transporte de Reynolds

O Teorema do Transporte de Reynolds, deduzido em Acheson (1990), é

/de /{—+GV u)} av, (4.1)

em que G = G(z,y, z,t) denota uma fungao continua arbitraria, V' é o volume ocupado por

um fluido homogéneo e u = u(z,y, z,t) é o campo de velocidades do fluido. O operador

D 0
E = a + (ll V) (4.2)

conhecida como derivada material, corresponde a taxa de variacao temporal vista por um
observador que translada com a particula fluida. Este teorema, nomeado em homenagem ao

fisico britanico Osborne Reynolds, é a versao tridimensional da Regra de Leibniz.

4.2.2 Teorema da Localizacao

O Teorema da Localizacao, conforme Gonzalez & Stuart (2008), é enunciado da seguinte

maneira: Se

GdV =0, (4.3)
/

em que G e V sao definidos da mesma maneira que no Teorema do Transporte de Reynolds,

entao

G

11l
o

(4.4)

para qualquer ponto (z,y, z) de V em um instante de tempo t.

4.3 DEDUCAO DAS EQUACOES BASICAS DA DI-

NAMICA DOS FLUIDOS

Agora que apresentamos o Teorema do Transporte de Reynolds e o Teorema da Locali-

zagao, podemos partir para a dedugao das equacoes basicas da dinamica dos fluidos.
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4.3.1 Equacao da conservacao da massa

A massa m de um volume fixo V' arbitrario ocupado por um fluido homogéneo é, por

definicao, dada por

m:/vpdV, (4.5)

em que p = p(x,y,z,t) é a massa especifica do fluido.

De acordo com o principio da conservagao da massa, a massa m permanece inalterada

duranto o movimento do fluido. Matematicamente, esta lei é expressa por

Dm
~ 0. 4.
Dt 0 (4.6)

Substituindo a equagao (4.5) para m na equagao (4.6) e usando o Teorema do Transporte

de Reynolds, obtemos

/V{g—’;m(v-u)} dV = 0. (4.7)

Portanto, pelo Teorema da Localizagao, segue que

Dp
— +p(V-u)=0. 4.8
(V) (1.9
A equagao diferencial parcial (4.8), conhecida como a equagao da continuidade, é uma
das equagoes fundamentais da mecanica dos fluidos. Usando a equacéo (4.2) na (4.8), deter-
minamos uma forma alternativa oara a equagao da conservagao da massa

0
8—i)+u-Vp—|—,0(V-u):O. (4.9)

4.3.2 Equacao da conservacao do momento linear

De maneira similar a secao anterior, nosso objetivo é deduzir uma equacao diferencial a
partir de uma lei de conservacao que, neste caso, é a lei da conservag¢ao do momento linear.
Considere um volume de uido V de forma arbitraria. De acordo com a segunda lei de

Newton, temos que

D
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em que q ¢ a quantidade de momento linear, f; e fs, respectivamente, representam as forcas
de campo e de superficie.

Por defini¢ao, o momento linear é dado por

D
d 4.11
a=p; [ mav (a.11)

Pelo Teorema do Transporte de Reynolds, a equagao (4.11) pode ser reescrita como

q = /{5t(,0u)+Pu(V U)}dV (412)

_ /{p%+u{g—f+p(v u)HdV. (4.13)

Usando a equagao da continuidade (4.9), a equagao (4.14) ¢é reduzida a

Du
= —d 4.14
q P V- (4.14)

Agora observe que, se b é a for¢a de campo por unidade de massa, entao a forca de campo

resultante é dada por

£, — / pb dV. (4.15)
1%

Por sua vez, as forcas de superficies sao representadas pela integral

£, = /n .o dS, (4.16)
S

em que o ¢é o tensor de tensoes.
Pelo teorema da divergéncia para tensores (Chandrasekharaiah & Debnath, 1994), a

integral de superficie da equagao (4.15) pode ser reescrita como a integral de volume
fs:/V-adV. (4.17)
v

A substituigao das equagoes (4.11), (4.15) e (4.17) na equagao (4.10) nos fornece

/{ %—pb V- o’} dV = 0. (4.18)
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Como o volume V' ¢ arbitrario, o integrando deve ser identicamente nulo (conforme o

Teorema da Localizagao), ou seja,

A equagao (4.19), conhecida como a equagao do movimento de Cauchy, representa a

conservacao do momento linear em termos do tensor de tensoes.

4.4 EQUACOES GOVERNANTES DO MOVIMENTO

DE UM GAS BAROTROPICO

Conforme Landau & Lifshitz (1987), o tensor de tensoes de um fluido newtoniano ¢ dado
por

o=—-pl+0o (4.20)

em que p = p(x,y, z,t) é o campo escalar de pressao e o’ é o tensor de tensoes viscoso. Para

fluidos compressiveis, o tensor de tensoes viscoso pode ser escrito em notacao indicial como

9u
81'17

’ (81}1 avk 2 81}[ (4 21)

O, =1 D + o, §5zka—xl) + (i

em que as constantes positivas 17 e ( sao os coeficientes de viscosidade conhecidos, respecti-
vamente, por viscosidade dinamica e segundo coeficiente de viscosidade.
Substituindo a equagdo (4.21) na equacdo do movimento de Cauchy (4.19), obtemos a

relacao

ov; ov; Op g (0v; Ov, 2. 0y g [0y
- P i L
P ( ot +Uk8vk> or; "oz <8xk T o 36”“8@) "o (3331) (422)

Em notacao tensorial, a equagao (4.22) é simplesmente

p [Z—l: + (u- V)u} = Vp+nViu+ (C + %n) V(V-u). (4.23)

A equagao (4.23) é conhecida como a equagao de Navier-Stokes. Para fluidos incompressiveis
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(massa especifica constante), a equagao (4.2) é consideravelmente mais simples, porque a

equagao da continuidade (4.8) é trasnformada em

V-u=0, (4.24)

e, consequentemente, o dltimo termo da equacao (4.23) é zero. Entretanto, estamos interes-

sados no caso em que p nao é constante.

No caso de um escoamento unidimensional e transiente, ou seja, p = p(x,t), p = p(z,1t)

e u=u(z,t), as equagoes (4.8) e (4.23) assumem a forma

dp ou dp
9 , Ou Op 4.2
ot T Par Ty =0 (4.25)
ou ou op 4\ 0%u
p(a*“%) = o (“5’7) el (4.26)

Naturalmente, para fecharmos o sistema de equacoes anterior, precisamos de mais uma
equacao. Para continuarmos num contexto puramente hidrodinamico, assumiremos que a
pressao p é uma fungdo apenas da massa especifica p, i.e., p = p(p). Este tipo de escoamento

¢é conhecido na literatura como escoamento barotropico.

A velocidade de propagacao do som num fluido é a velocidade na qual uma onda de

pressao infinitesimal se movimenta dentro dele. Conforme Patterson (1983), esta velocidade

o= (g_i)s (1.27)

em que o subindice § indica que a derivada parcial foi tomada mantendo a entropia constante.

¢é dada pela expressao

Portanto, pela regra da cadeia e a relacao (4.27), as equagoes governantes (4.25) e (4.26)

podem reescritas como

e Equagao da continuidade:

ou 1 (0Op op\
p£ + g <§ + U%) = 0. (428)




67 67

e Equacao de Navier-Stokes:
ou ou op 4\ 0%u
P <_3t + u—ax) =5 + (C + gﬁ) 92 (4.29)

4.5 SEGUNDO COEFICIENTE DE VISCOSIDADE

A teoria classica da dinamica de fluidos viscosas assume que s6 existe um coeficiente

de viscosidade, o coeficiente de viscosidade dinamica 7 (Batchelor, 1967). Para o segundo

coeficiente de viscosidade ( = %n + A é assumida a hipétese de Stokes (¢ = 0), em que

A = —2/3n, em que A é uma constante material do fluido, de tal sorte que a pressao mecanica
2

P=p-— (gn—l—)\)V'u, (4.30)

seja simplesmente a pressao termodinamica p. Entretanto, Karim & Rosenhead (1953) ve-
rificaram experimentalmente que para o caso atenuacao de ondas de sonoras em liquidos, o
valor de A\ nao s6 é positivo, mas também muito maior que de 7.

A seguir, mostraremos uma metodologia geral, proposta por Mandel’shtam & Leontovich
(1937), para tratar este fenémeno. O leitor mais interessado no assunto pode consultar
Landau & Lifshitz (1987) para um explicacdo mais detalhada.

Em processos de compressao e expansao, o fluido sai do seu estado de equilibrio ter-
modinamico e processos internos, com intuito de restaurar o equilibrio, comecam a agir.
Geralmente, esses processos sao muito rapidos, i.e., o tempo de relaxagao é pequeno, de tal
sorte que qualquer mudanca de volume, desde que nao muito grande, é acompanhada por
um processo de restauragao praticamente instantaneo.

Por outro lado, se o tempo de relaxacao é longo, enquanto o fluido nao estiver em estado
de equilibrio, o valor de &, em que £ representa alguma quantidade fisica do fluido!, ird variar
ao longo do tempo, até atingir o seu valor de equilibrio &. Se o valor de ¢ for muito proximo

daquele de &,, podemos adotar a aproximacao de primeira ordem

¢ (€—%)
St (4.31)

'No caso de misturas, por exemplo, ¢ pode ser a concentracio de uma componente quimica.
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em que 7 é o tempo de relaxacao do processo em questao. O sinal negativo, como veremos

adiante, é fundamental para garantir a convergéncia de £ para um valor finito.

Supondo que o fluido esta sujeito a compressoes e expansoes adiabdticas periddicas, de

tal sorte que & possa ser escrito na forma

§ =& +¢, (4.32)

em que &y ¢ o valor médio de € e £ é a parte proporcional & quatindade temporal e e

escrevendo &y, de maneira similar, como

€0 = &o0 + &o; (4.33)

concluimos que a equagao (4.31) pode ser reescrita como

_iwgl _ _(5/_56)’ (4.34)
T
ou seja,
r_ &
&= T ior (4.35)

Neste problema, a pressao deve ser tratada como uma funcao nao s6 da massa especifica
e da entropia, que nds supomos constante, mas também de &, i.e., P = P(p,§). Portanto,

pela regra da cadeia, temos que

P\ (0P OP\ 0O¢
(a—p)s - (a—p)g * (a—g)pa—p- (4.36)
Como
o6 o¢
= (4.37)
e
% _ % (4.38)
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podemos determinar as igualdades

o _ o8 0% 1 0% 1
dp  9dp Opl—iwr 0Opl—iwr

(4.39)

Por conseguinte, substituindo a equagao (4.39) na relagao (4.36), obtemos

oP\  [oP 1 OP\ 0&
(7).~ (5). = (%), 5 (440

que nos fornece, apds algumas manipulacoes algébricas, a identidade

oP\ 1 OP OP\ 0&% . [OP
(%), {(a—p)g* (a—s)pa—p‘m (a—p)g}' Al

Para um processo muito lento, em que o fluido permanece praticamente em equilibrio,

oP\ _ [oP P\ 9
(a—p)o B (a—p)g * (a—g)pa—p' (4.42)

Desta maneira, a equagao (4.41) se resume a

e () S

Se a massa especifica é acrescida adiabaticamente de dp, entao a diferenca P — p é dada

e (),

que, com o auxilio da igualdade (4.43), se transforma na relagao

o (G 5) ST

Com o intuito de relacinarmos o movimento do fluido com as variacoes de massa especifica,

podemos afirmar que

por

podemos usar a equacao da conservagao da massa (Batchelor, 1967), dada por

D
E((Fp) +6pV-u=0. (4.46)
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Como dp é uma grandeza periddica, segue que

D
D—t(5p) = —iwip (4.47)
e, consequentemente,
5p=Lv u (4.48)
1w

P=p+ _Té_)w(a?) —d? )V -u, (4.49)
em que
ap = (g—DO (4.50)
e
a’, = (?9_];)5' (4.51)

Porém, conforme a equacao (4.30), a pressd@o mecanica é relacionada com a pressao termo-
dinamica pela expressao

P=p—-(V-u. (4.52)

Por isso, podemos concluir que a ocorréncia de processos lentos para reestabelecer o equilibrio
é macroscopicamente equivalente a presenca do segundo coeficiente de viscosidade dado por
TP
(=L (2, —ad). (4.53)
1 —wr
Pela equagao (4.49), vemos que este tipo de processo nao influencia na viscosidade dinamica
n. Escrevendo a equagao (4.53) na forma algébrica de um niimero complexo, vemos que

2
TP . WTp
¢ =7 (0 —aj) +

"1+ (wr)y Zm(ai — ag). (4.54)

Agora, se o processo em questao envolver fenomenos de alta frequéncia e pequenos tempos
de relaxacao, de tal sorte que wt ~ 1, podemos concluir que a parte imaginaria da equacao

(4.54) é uma contribuicdo de segunda ordem. A partir deste momento, assumiremos que
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estamos trabalhando neste regime proposto e, além da aproximacao ¢ > 7, adotaremos a

expressao

S - al —a? .
(= T o — ) (4.55)

para o segundo coeficiente de viscosidade. Por este motivo, nossas equagoes governantes

(4.28) e (4.29) se transformam, apds pequenas manipulagoes algébricas, em

e Fquagao da continuidade:

ou 1 (Op op\
p% + 2 (a + u%) =0. (4.56)
e Equacao de Navier-Stokes:
ou ou op  0*u
1% (E + u%) + % — @ = 0, (457)

em que (¢ é dado pela expressao (4.55)

4.6 ADIMENSIONALIZACAO

Para iniciarmos os nossos estudos tedricos e computacionais, € interessante reescrever as

equagoes (4.56) e (4.57) em termos de varidveis e parametros adimensionais fazendo:
U =udl, T=2x1I t=—t T=—T (4.58)

P =Dpop, P =pops @ = U, (4.59)

em que py € pp sao, respectivamente, a pressao e a massa especifica no estado de equilibrio
termodinamico. A grandeza escalar x. representa um comprimento caracteristico do esco-
amento. No caso de um escoamento em um tubo finito, por exemplo, podemos escolher a
escala caracteristica de comprimento como o comprimento do tubo. A velocidade caracte-
ristica u, é dada pela expressdo (po/po)'/?. Esta tltima escala foi escolhida, como veremos

adiante, de tal sorte que u. x ag.
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Substituindo as igualdades (4.58) e (4.59) nas equagoes (4.56) e (4.57), obtemos, usando

propriedades de algebra elementar, as relagoes adimensionais

e Fquacao da continuidade adimensionalizada:

op O 0
Lall 4 par s

o Tl 5z = 0. (4.60)

e Equacao de Navier-Stokes adimensionalizada:

~ ~ ~ ~2 2~
du  G0u, 100 G (1 a“)auz(), (4.61)

ot u% ,58% PoUcT _&_3 072

em que (p, o segundo coeficiente de viscosidade no estado de equilibrio termodinamico, é

definido por

2
PoTdg
= —. 4.62
Sejam
Re = P0lcte (4.63)
Co
1 1
My=—, Myx=—. (4.64)
Qo (00

O parametro adimensional Re’ é o ntimero de Reynolds expansional, que mede a razao entre
as forcas de inércia (pou?z?) e as forgas de compressao e expansao em escoamento ((oucz.) e
M ¢é o numero de Mach.

Por conveniéncia, a partir deste momento, omitiremos o sobrescrito til as equagoes (4.60)
e (4.61). Assim, as equagoes governantes adimensionzalidas do movimento de um gés baro-
tropico sao

e FEquagao da continuidade:

@+u@+p 28“’_

e Equacao de Navier-Stokes:

2\ 92
Ju  Ou 109p 1/(1_M0>0u:0' (4.66)

o Yor Tpar TR\ T2 ) 02
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Neste trabalho, adotaremos um modelo barotropico particular: o modelo politrépico.

Este modelo, ¢ descrito pela relagao

p=pp’,

(4.67)

em que [ e 7 sao valores constantes. O coeficiente v é aproximadamente 1.4 para o ar em

condig¢oes normais de temperatura e pressao (Acheson, 1990).

Num processo politrépico, as equagoes (4.27) e (4.67) podem ser combinadas para nos

fornecer

dp = a*dp

2
dng(—)da.
a\v—1

Para demonstrar a segunda identidade na equagao (4.68), observe que

d
0? = =y
dp

Em termos de diferenciais totais, (4.70) nos d&
da® = Bvyd (,07_1) )
Pela regra da cadeia, a equacao (4.71) pode ser reescrita como
2ada = By(y — 1)p""2dp.

Resolvendo a equagao (4.72) para dp, ficamos com a relagao

Yoy — 2a
dp = (Byp"™?) 1<,y 1)da,

mas, de acordo com (4.70), vale a identidade

a2

By = —.
p

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)
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Portanto, usando as equagoes (4.73) e (4.74), podemos afirmar que

p 2
dp==——1d 4.
p a(v_l) a, (4.75)

como queriamos demonstrar.

As identidades em (4.68) sd@o muito convenientes, uma vez que nos permite usar a variavel

a no lugar p e p nas equagoes governantes (4.65) e (4.66) como:

e Equagao da continuidade:

0 2a 0 2a ou

e Equacao de Navier-Stokes:

ou  Ou 9 ( 2a 1 M2\ 0%u
— tUu— +a= —(1-=2) = =0 4.
ot "or "oz (fy— 1) TR ( M§O> D2 0 (477)

4.7 EQUACOES LINEARIZADAS

O primeiro passo para tratarmos o sistema de equagoes (4.76) e (4.77) é a andlise de
estabilidade linear. A importancia desta andlise é, por exemplo, determinar a influéncia do
numero de Reynols expansional na estabilidade do movimento de um gas barotrépico. Para
realizar esta analise, considere as perturbagoes de pequenas amplitudes da solucao elementar
u=0ea=ay=1/M, dadas por

1
/ - ! 4.78
u=1u, a MO—I—a, (4.78)

em que u' = u(z,t) e d = d'(x,t) sdo perturbagbes infinitesimais do estado de equilibrio
termodinamico.

Substituindo as relagdes em (4.78) nas equagoes governantes adimensionalizadas, e pre-

servando apenas os termos lineares, obtemos
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e Equagao da continuidade linearizada:

o ( 2d 1 ou
— | —— —— =0 4.79
8t(7—1)+M00x ’ (4.79)
e Equacao de Navier-Stokes linearizada:
ou’ 1 0 2ad’ 1 M2\ 0%/
—_— 4+ ——= —(1-== = 0. 4.
ot +M08x (7—1)+Re' ( M§o> 0z? 0 (480)

Antes de prosseguirmos para a andlise modal das equagoes (4.79) e (4.80), vamos fazer
uma observacao sobre a velocidade de propacao da onda no fluido. Considere as pequenas
perturbacoes

p=1+p, p=1+/, (4.81)

em que p' = p'(x,t) e p) = p'(z,t). Observe que tanto no campo de pressdo, quanto no
campo de massa especifica, apareceu o nimero 1. Isto se deve ao fato de p e p terem
sido adimensionalizados pelos seus valores no estado de equilibrio termodinamico. Assim,
podemos encontrar o valor da constante 5 na expressao (4.67), usando o fato que p(1) = 1,

como = 1. Por conseguinte, substituindo a equagao (4.81) em (4.67), ficamos com

p+p =(04/), (4.82)

ie.,

1+p)1+p)7 =1 (4.83)

O multiplicando (1 + p/)~7 pode ser expandido como

(14+p) 7" =1—7"+0(p?). (4.84)

Portanto, substituindo (4.84) em (4.83), e desprezando os termos de ordem superior, deter-

minamos que

P = (4.85)
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Sabemos que para pequenas perturbacoes, vale a relacao

ap\ 1
(3), e

Desta maneira, podemos combinar as equagoes (4.81), (4.85) e (4.86) para obtermos

— = (4.87)

A expressao (4.87) nos fornece um resultado importante: o nimero de Mach no estado de
equilibrio termodinamico é determinado pelo coeficiente . Esta informagao sera de extrema
importancia quando usarmos a analise de estabilidade linear, que serda desenvolvida ainda
neste capitulo, com o objetivo de validar um cédigo numérico proposto para o sistema de
equagoes composto por (4.76) e (4.77). Outra observagao pertinente é que, para o ar a uma
temperatura de 20°C' ao nivel do mar, a versao dimensional da equagao (4.87) nos fornece

uma velocidade do som aproximadamente igual a 340m/s.

4.8 ANALISE MODAL

O objetivo desta secao é explorar, através de uma andlise modal, o comportamento do

nosso sistema linearizado de equacoes quando sujeito a pequenos distirbios de ondas planas
a'=Aexp{i(Kz —wt)} eu =Uexp{i(Kzx —wt)}, (4.88)

em que 7 ¢ a unidade imaginéria, A e U sao as amplitudes das perturbacoes, w é a frequéncia
e K é o numero de onda dos disturbios.

A nossa andlise de estabilidade pode ser analizada de duas formas distintas:
e Analise modal espacial: se K for um nimero de onda complexo.
e Andlise modal temporal: se w for uma frequéncia complexa.

A escolha da analise modal apropriada, serd feita adiante.

Subsituindo as relagdes da equagao (4.88) no nosso sistema linearizado de equagoes, com-




7 7
posto por (4.79) e (4.80), obtemos as equagdes no plano w — K dadas por
2w K
ey R § 4.
—A-qU = 0 (4.89)
2% K K? M2
- _ 70 = 4.
it e (1 )+ v = o o0
Note que, para construirmos as relagoes anteriores, usamos as identidades

ou’ , .
i —iwU exp {i(Kx — wt)}; (4.91)

ou . .
i iKUexp{i(Kx —wt)}; (4.92)

0*u/ 5 .

o —K*Uexp{i(Kz —wt)}; (4.93)

da’ , .
i —iwAexp {i(Kz —wt)}; (4.94)

da’ .
o = iKAexp{i(Kz —wt)}. (4.95)

x

O sistema linearizado anterior pode escrito na forma M - 2 = 0, em que a matriz

quadrada de segunda M é conhecida como matriz modal, e 2 é o vetor das amplitudes dos

distirbios. Neste sentido, o sistema em questao pode ser reescrito como

B 2w K i
2K K? M
-0 - U 0
Mo(y — 1) M( MQ ]

(4.96)

Para que o sistema resultante possua solugao nao trivial, é necessario que det M = 0.

Com esta condigao, determinamos a equagao algébrica em K

(4.97)
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cuja solucao ¢ dada por

W
Cdw (o Mgy 1
Re' M2 M

Pela equagao (4.98), podemos ver que o nimero de onda é complexo. Portanto, a andlise

K(w) = (4.98)

modal apropriada é a espacial.

Por causa da raiz quadrada no denominador em (4.98), nao é fécil escrever o nimero
de onda complexo K na forma k; + tks. Entretanto, se considerarmos os regimes em que
wr K 1 ewr > 1, é possivel encontrar aproximagoes via métodos assintéticos.

Observe que, de acordo a defini¢ao feita neste capitulo, o nimero de Reynols expansional
complexo, i.e., sem adotarmos a aproximacao para altas frequéncias de oscilacao e tempos
de relaxac@o pequenos (wt ~ 1), é dado pelo quociente

(1-— in)'

T

Mg

Re' = — (4.99)

Desta maneira, a expressao (4.98), apds pequenas manipulagoes algébricas, pode ser

reescrita como

—
K=w |+ (4.100)
i

Num regime em que wr < 1, podemos fazer a seguinte expansao assintotica da equacao

(4.100):
1 — twT wT My M§ 2
0 oo

Através da equagao (4.101), é facil ver que K pode ser escrito na forma algébrica kq + ik,

Ccomo
w o w?TM, M?
K(w)=—=—i [— 4.102
@) =2 i (1 ). (4102
em que
k1<W) = (,OM[) (4103)
e

2 M. M2
ko(w) = —2 ; 0 (1 - M_g> . (4.104)
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Similarmente, fazendo uma expansao assintética para o caso em que wt > 1, obtemos

1 —awr M. M?
T M i (1= 2 ) 4 O((wr) ). 4105
-7 — WT 35 T onr ( Mg) +O((wr)™) ( )

Portanto, para um regime em que w7 > 1, podemos adotar a aproximacao

K(w) =wMy + 7,]\24—:_0 (1 - ]]\\4/[—%) : (4.106)
Neste caso, temos que
ki(w) = wMy (4.107)
e
ko (w) = % (1 - %ﬁ;) | (4.108)

Neste caso, a taxa de amortecimento dos distirbios, conforme a equagao (4.108), é indepen-

dente da frequéncia de oscilacao w.

Para o caso que estamos interessados, em que w7 ~ 1, basta substituirmos o ntimero de
Reynolds expansional, definido na equagao (4.63), na equagao (4.98). Fazendo este procedi-

mento, obtemos
w

K(w) = i (4.109)
T 1 1 1
\/1 + (wr)? (Mzo - VS) Mg
Aqui, ki e ko sao dados por
ki(w) =R{K(w)}, (4.110)
ko(w) = S{K(w)}, (4.111)

em que R{K(w)} e S{K(w)} denotam, respectivamente, a parte real e a parte imaginaria

do nimero de onda complexo K (w) dado pela equagao (4.109).
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4.9 RESULTADOS E DISCUSSAO

Como escolhemos uma perturbagao proporcional ao fator exp{iKx} e o niimero de onda
complexo é

K = ky + iks, (4.112)

podemos afirmar que

exp{iKz} = exp{—kox} exp{ikix}. (4.113)

Este resultado nos diz para possuirmos amortecimento, precisamos que
—ky <0, (4.114)

ou seja, a parte complexa do ntimero de onda deve ser estritamente positiva. Por este motivo,

a expressoes em (4.102) e (4.108) nos fornecem um resultado importante:

My
— > 1. 4.115
T (4115)

Isto significa que a velocidade de propagacao do som fluido vai decrescer até o sistema voltar
ao estado de equilibrio. Se estas condicoes forem obedecidas, podemos afirmar que o este

sistema nao retorna modos instaveis. Segue da inequagao (4.115) que, se defirnirmos

1 M
€= —Ra (1—M—g), (4.116)

entao € > 0. Esta informacao é essencial para o codigo numérico que sera proposto no
proximo capitulo. Apesar dessa afirmacao ter sido demonstrada através de uma anélise de
estabilidade linear, ela é uma consequéncia direta da segunda lei da termodindmica (ver

apéndice B).

Vale observar que, para wr < 1, a velocidade V' (w) de propagacao dos distirbios, definida

por

V(w) = (4.117)

é simplesmente 1/M,. Neste caso, a velocidade de propagagdo do disturbio é a prépia
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velocidade de propagacao do som na onda, ou seja, estamos falando que quando o tempo
de relaxagdo é muito menor que o periodo 1/w da onda sonora, a velocidade do som é
determinada simplesmente pelo seu valor no estado de equilibrio termodinamico. No caso
de altas frequéncias de oscilagdo (w7 > 1), a equac@o (4.117) nos fornece a velocidade de
propagagao dos disturbios 1/M,. Portanto, se o tempo de relaxagao for muito maior que
o periodo da onda sonora, entao a velocidade de propagacao do som no fluido é dada pela

derivada (0p/0p)..

127 127

1.26 F 1.26 |

1.25 1.25F
124 124

—~1.23F o 123F

g

;1.22f §'1.225
1.21f 1.215
12: 1,25
119f 1.195
1.1%‘_ 1.1%’,
1.27 1.27
1.26 F 1.26 |
1.2sf 1.255
1.245 1-245

A1.23f ,gygaf

;1.225 ;1_225

1.21F

() (d)

Figura 4.1: (a) Velocidade de propagagao do distirbio para k;(w) dado pela parte real da
equagao (4.98). (b) Comparacao da velocidade de propagagao com o regime assintético em
que wt K 1 e ky(w) é dado pela equacao (4.103). (¢) Comparacao da velocidade de propa-
gacao com o regime em que wt ~ 1 e kj(w) é dado pela equagao (4.110). (d) Comparagao
da velocidade de propagagdo com o regime assintético em que wr > 1 e ky(w) é dado pela
equacio (4.107). Estes graficos foram obtidos para 7 = 0.001, My = 1/v/1.4 e M., = 1/3/1.6.
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k,(01)
ky(o1)

k,(01)
kz((m)

Figura 4.2: (a) Taxa de amortecimento do distirbio para ks(w) dado pela parte imaginéria
da equacao (4.98). (b) Comparacao da taxa de amortecimento com o regime assintético em
que wT K 1 e dada pela equagao (4.104). (¢) Comparagao da taxa de amortecimento com o
regime em que w7 ~ 1 dada pela equagao (4.111). (d) Comparacao da taxa de amortecimento
com o regime assintotico em que wt > 1 dado pela equacao (4.108). Estes graficos foram
obtidos para 7 = 0.001, My = 1/v/1.4 e My, = 1//16.

Pela figura 4.1, podemos perceber mais claramente o comportamento da velocidade de
propagacao dos distirbios. Para regimes em que wr < 1, a velocidade do som na onda
permanece muito préxima de 1/My, que pode ser identificada como a cota inferior de V(w).
Isto significa que o fluido permanece em um estado muito préximo do equilibrio termodi-
namico. No caso oposto, em que wr > 1, a velocidade de propagacao é maior e limitada
superiormente por 1/M.,. Outro fato notavel é que a transi¢ao entre estes regimes é feita de

maneira suave.
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Observando as figuras 4.1 e 4.2, podemos perceber que as equagoes (4.102), (4.106) e

(4.109) mostram uma Gtima concordancia dentro dos regimes propostos.
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Capitulo 5

O METODO DAS
CARACTERISTICAS
MODIFICADO

5.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, serao tratados os aspectos matematicos e tedricos do método das carac-
teristicas aplicado ao problema de dinamica de gases, assim como a obtencao das equagoes
caracteristicas e de compatibilidade em diferengas finitas, juntamente com os aspectos com-
putacionais envolvidos. A modelagem numérica e o algoritmo apresentado aqui seguem as

linhas adotadas nos trabalhos de Cunha (1989) e Har’El (1994).

5.2 DETERMINACAO DAS CARACTERISTICAS E

EQUACOES DE COMPATIBILIDADE

O modelo unidimensional de dinamica dos gases, apresentado no capitulo anterior, é
governado por um sistema de equacoes diferenciais parciais nao lineares. Como verificaremos
ao longo deste capitulo, é possivel determinar as solucoes deste sistema via uma aproximacao
numeérica baseada no método das caracteristicas.

Matematicamente, o método que serd apresentado nesta secao tem como objetivo encon-

85



86 86

trar as caracteristicas nas quais o sistema de equagoes diferenciais parciais pode ser reescrito
como um sistema de equagoes diferenciais ordinérias, assim como foi feito no capitulo 2 para
o estudo de equacoes hiperbdlicas de primeira ordem. Para aplicar tal metodologia, vamos

lembrar que as equagoes governantes do problema estudado no capitulo anterior sao:

e Equagao da conservacao da massa:

3p 8p a2%_
ot Yor TP or T

e Equagao da conservacao da quantidade de movimento:

ou ou 10p  0*u

Ly = — — = — e
? 8t+uax+p8x © o2

—0, (5.2)

em que € é um parametro estritamente positivo, conforme foi demonstrado no capitulo

1 M?

e Equagao de um gas politrépico:

anterior, definido por

p=p5p". (5.4)

As equagoes de conservagao (5.1) e (5.2) podem ser acopladas através de um operador

diferencial linear L como uma combinacao linear L; e Lo. Desta maneira,
L - 91[;1 + 92L2 == 0, (55)

em que 0y e Oy sao fungoes arbitrarias. Usando as definigoes de L e Ly em (5.5), tem-se

op 8p 50U ou ou 19p 0w\

Fazendo algumas manipulagdes algébricas, a equacao (5.6) pode ser reescrita como

ap op 1 du  Odu 01 Pu
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Agora, note que se usarmos as identidades

dp Op Op
2 ZE A\
TR
e
duiau_i_)\@u
dt Ot ox’
em que
dx
A= —
dt’

e definirmos a inclinagao da curva caracteristica como

0,1 0
A=u+——=u+ —pa”,
Hlp ng

entdo, concluimos que a equagao (5.7) é dada, em forma de diferenciais totais, por

2

01dp + Ooclus + O Ottt — 0
0x?

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

A equagao (5.12), conhecida como equacao de compatibilidade, é vélida somente ao longo

da curva caracteristica A definida pelas igualdades em (5.11).

Através das relagoes em (5.11), podemos determinar o sistema de equagoes

02
(A —u)— 2 = 0,
1 ) ;

—01pa® + 03N —u) = 0.

Na forma matricial

A-6=0,

(5.13)

(5.14)

(5.15)

em que A é a matriz dos coefiecientes, @ é o vetor solucao, e 0 é o vetor nulo, o sistema de
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equacgoes anterior é dado por

= . (5.16)

—pa® N —u 0 0

Para que o sistema (5.16) ndo admita a solucdo trivial (f; = 0y = 0), é necessario que o

determinante da matriz dos coeficientes seja identicamente nulo, i.e.,

1
A—u  ——
p
det =0. (5.17)
—pa® N —u.

Efetuando o determinante, obtemos o polinomio caracteristico do segundo grau em A:
(A —u)?—a®>=0, (5.18)
cuja solucao nos fornece as inclinacgoes caracteristicas

Ay =uZLa. (5.19)

Agora que conhecemos os autovalores Ay, podemos determinar os parametros ¢, e 6. De
fato, substituindo a equagao (5.19) em (5.13), e fazendo pequenas manipulagoes algébricas,

determinamos que

1
0, = £—0,. (5.20)
pa

Pelo o que foi exposto na equagao anterior, as relagoes (5.8) e (5.9) podem ser reescritas

Ccomo
dp Op dp
du  Ou ou
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Note que, em termos de operadores diferenciais, podemos afirmar simplesmente que

d 0 0

Usando o fato que 0y é nao nulo, e substituindo (5.20) e (5.21) em (5.7), determinamos as
equacoes de compatibilidade
0*u

dp
du+ — —e—=dt = 0. 5.24
“ pa ©on? (5:24)

Assumindo que o fluido obedece o modelo politrépico da equacao (5.4), entdao p < p? e
a’* < p’~t. Logo, podemos eliminar p e p da relagio (5.24), usando as equagoes (4.68) e
(4.69), para obtermos a identidade
d _ ida. (5.25)
pa v—1
Infelizmente, o terceiro termo da equacao (5.24) impede que esta equacdo seja integrada
de maneira analitica. Na verdade, este problema é ainda mais grave. Esse termo fere a
hiperbolicidade do nosso problema, impedindo assim a aplicacao do método das caracte-
risticas, que é um método préprio para equacoes diferenciais hiperpodlicas. Entretanto, se
trabalharmos na hipotese de um termo parabdlico fraco e, por conseguinte, um parametro €
pequeno, este problema ainda pode ser abordado numericamente por um método das carac-
teristicas modificado. Para tal, adotaremos uma estratégia similar aquela adotada ao longo
deste trabalho, ou seja, usaremos uma metodologia baseada em aproximacoes do laplaciano
por diferengas finitas. Por esses motivos, o método que sera descrito adiante sera um método
das caracteristicas modificado ou, alternativamente, método das caracteristicas fraco.
Substituindo as equagoes (5.25) em (5.24), ficamos com
0*u

da — e—dt = 0. (5.26)

du +
“ v—1 Ox?

5.3 METODOLOGIA NUMERICA

O método que sera apresentado neste secao adota uma malha regularmente espacadas e,

ao contrario da metodologia utilizada utilizada no capitulo 2, fixa no plano das caracteristicas
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(ver figura 5.1).

b x
t+ At P
At
kT ) OE P DI ) )
Ax Ax

v

Figura 5.1: Ilustragao da malha retangular adotada no método.

Na figura 5.1, a solucao em um tempo posterior ¢t + At avaliada no ponto P é obtida

através das caracteristicas que passam pelos pontos D e E' em uma linha de tempo conhecida.

Antes de prosseguirmos, faremos a seguinte simplificacdo: as curvas caracteristicas se-
rao aproximadas por linhas retas (ver figura 5.2). Esta abordagem, além de facilitar na

implementagao numérica, é muito precisa se usarmos um passo de tempo suficientemente
pequeno.

t 4+ At 4

At

O E P D
Q:}'.‘ ﬁ:}'.‘

v e

Figura 5.2: ITlustragao da aproximacao das curvas caracteristicas por linhas retas.

Agora que adotamos a forma de nossas caracteristicas, precisamos construi-las. A incli-
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nacao da curva caracteristica que passa por E, em uma linha de tempo conhecida, é

C;—f = (uf +a”). (5.27)

Por sua vez, a declividade da curva caracteristica que passa por P é

d
d—f = (uP +ab). (5.28)

Entretanto, diferentemente do valor das propriedades u e a em F, estes valores em P nao sao
conhecidos. Portanto, precisamos fazer uma aproximacao. Partindo dos valores conhecidos
de P’, usaremos a inclinacao neste ponto para determinar a de P, ou seja, empregaremos a

aproximacao (ver figura 5.3)

A E / /

% —u” +a”, (5.29)
em que

Az = P — 2P (5.30)

De maneira similar, a equagao para a caracteristica que passa por D é aproximada por

A D / /
A:Ut =ul” —a", (5.31)
em que
AP = 2P — 27 (5.32)

No caso das equagoes de compatibilidade, uma andlise cuidadosa da equagao (?7) nos

fornece as relagoes

P 2 P\ _ (.E 2 g\ _ _(%Pu y
(u +7_1a u +7_1a =c{ 52 At (5.33)

) D
(uP— 731ap) — <uD—|— 7316LD) =c (%) At. (5.34)
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L

t + At

At

A
A J
'y
v

N A

Figura 5.3: Ilustragao das caracteristicas associadas ao ponto P.

P

Resolvendo as equacgoes de (5.33) e (5.34) para u”’ e a”, que sdo os pontos de interesse,

determinamos que:

oo <uE+uD>+<aE—aD>+g[(@)Z(@)D

2 v—1 Ox? 0x?

At, (5.35)

At. (5.36)

p _ Y=l & p (@”+a”) e(y=1) |(Pu E_ @ ¥
“ = (w” =) + 2 T 4 O0x? Ox?

Para simplificar as equacoes anteriores, podemos adotar mais duas aproximacoes:

2u\ a2u\ "
(22 < (22) -
o2u\? 2u\"
<@) N(%> | (5.38)

Na verdade, ao escolhermos estas expressoes, decidimos avaliar o termo dissipativo no ponto

P’, localizado entre E e D.
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Com isto, as equagoes (5.35) e (5.36) se transformam em

E D E D 2, \ P’
p (W +u”)  (a¥—a”) 0*u .
ut = 5 + po— +e 92 At (5.39)
_ E_ D
o = 1 y 1(uE —uP) w (5.40)

Para implementarmos as equagoes (5.39) e (5.40), precisamos determinar como avaliare-
mos u e a nos pontos £ e D. Neste caso, adotaremos um procedimento padrao conhecido
como interpolagao linear. Com o auxilio desta técnica, podemos usar os pontos pontos O,

P’ e L, que sao conhecidos, para obtermos

/ AZEE /
E P P (0]
= — — 5.41
X X N (X X )7 ( )
€
. AP,
D P P L
= — — 5.42
X X N (X X )a ( )

em que Y pode representar as propriedades u e a.

5.4 EQUACOES EM DIFERENCAS FINITAS

Adotando, como nos métodos apresentados anteriormente, h = Ax como a distancia

entre os pontos (i — 1,7) e (i,j) na malha e £ = At como o passo de tempo, podemos obter

E

as aproximagcoes para u” e af, a partir das equacoes (5.41) e (5.42), como:

o =] = ]+ a) (] —ul_y), (5.43)
e
PR LTI B I B

Analogamente, para D obtemos
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a” = al + 7 (u] —al)(al,, —a)). (5.46)

Substituindo as equagoes (5.43), (5.44), (5.45) e (5.46) em (5.39) e (5.40), podemos calcular

+1 j+1
Head =al™

;. Para o termo dissipativo, usaremos a seguinte

as aproximacoes de u”’ = u
aproximacao de segunda ordem em diferencas finitas
2 J J J
Ou upg — 2w +uyy

e 2 : (5.47)

As equagodes apresentadas nesta secao sao validas parai =1,2,...,mej=1,2,...,n—1.
Naturalmente, como na implementacao do método de Crank-Nicolson para a equacao de
Burgers (ver capitulo 3), precisaremos de condigoes de contorno para fechar o nosso problema.

Neste caso, trabalharemos exclusivamente com as condigoes de contorno periddicas:

Uy = U (5.48)

a“,i = a£+m, (5.49)

em que k é um numero inteiro qualquer.

5.5 ESTABILIDADE DO METODO

A condigao de estabilidade de Courant, conforme Abbott (1966), garante que as interse-
coes das linhas A, e A_ caiam entre os pontos de solucoes anteriores O e L, que sao os pontos
empregados na interpolacao linear para a determinacao das propriedades do escoamento nos

pontos inicias F e D. Para este problema, as condigoes a serem respeitadas sao

u+ a, (5.50)

Enl S
v

(5.51)

> s
v
S
|
S
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Porém, como u + a > u — a, a equagao (5.51) ndo é necesséaria. Esta condigao nos diz que o
dominio de dependéncia fisica, determinado pelas curvas caracteristicas, contenha o dominio
de dependéncia numérica em qualquer ponto da malha.

Na prética, para adotarmos o critério na equagao na equacao (5.50), escolhemos o passo
de tempo k de forma

k < h(u+ a)max, (5.52)

em que (U + @)max € 0 valor maximo que u + a assume em um passo de tempo conhecido.

5.6 VALIDACAO DO CODIGO DO NUMERICO

Com o objetivo de validar a metologia numérica proposta neste capitulo, serao feitos trés
testes. Sera resolvido o sistema de equagoes (5.1), (5.2) e (5.4), com as seguintes condigdes

iniciais e valores de &:

o Teste 1.
u(z,0) = cos(2mx), (5.53)
a(z,0) = 0 (5.54)
ee=0.
o Teste 2.

u(x,0) = exp{—%}, (5.55)
a(z,0) = 0 (5.56)

e ¢ variando de 1072 até 107°.

e Teste 3. Neste caso, serd realizada uma comparacao da taxa de amplificacao espacial
pelo método implementado e (4.104), obtida pela andlise de estabilidade linear. Para
este teste, as condicoes iniciais serao deduzidas e serao testados os valores ¢ = 5-1074

ec=5-10"2
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5.6.1 Teste 1

O primeiro teste corresponde a equagao de Burgers inviscida. Como este caso ja foi
resolvido pelo préprio método das caracteristicas (linha em pontos), porém usando uma
metodologia direta, podemos realizar uma comparacao com o método indireto proposto neste

capitulo.

T NI R L T ST IT RN
0 0.25 0.5 0.75 1

Figura 5.4: Comparagao da metodologia empregada no segundo capitulo (linha cheia) com
a metodologia proposta neste capitulo (linha em pontos) em diferentes instantes de tempo.
Foram usados u(x,0) = cos(27z), a(x,0) =0, e =0, h = 0.005 e k£ = 0.00125.

Figura 5.5: Comparagao da metodologia empregada no segundo capitulo (linha cheia) com
a metodologia proposta neste capitulo em diferentes instantes de tempo. Foram usados
u(z,0) = cos(2mx), a(x,0) =0, e =0, h = 0.005 e k = 0.00125.

Na figura 5.4, vemos que a solucao numérica proposta neste capitulo concorda com a
solugao proposta no capitulo 2. Na figura 5.5, podemos perceber uma vantagem da meto-

dologia indireta proposta neste capitulo. Ao contrario da metodologia direta, ela obedece
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a regra das areas iguais, ou seja, a solugao numeérica calculada através do método descrito
neste capitulo nao retorna regides multivaloradas para ¢ > 1/2m, no caso da condigao inicial
u(z,0) = cos(2mzx). Este fato é consequéncia direta da ado¢do de uma malha fixa no plano

das caracteristicas.

0.3

0.25

0.2

< 0.15

0.1

0.05

Figura 5.6: Diagrama espago-tempo do campo de velocidades obtido pela metologia proposta
neste capitulo para u(z,0) = cos(27x), a(x,0) =0, e =0, h = 0.005 e k£ = 0.00125.

A gravura 5.6 representa o diagrama espaco-tempo do campo de velocidades para o
problema em questao. Nela, podemos perceber a evolucao da onda cosseinodal periddica
(5.53). Como ja foi observado no pardgrafo anterior, a onda possui um perfil de choque para
tempos maiores que 1/2m. Isto é evidenciado pela transigao stubita do campo de velocidades

em x = 0.25.

5.6.2 Teste 2

O segundo teste corresponde a equagao de Burgers (3.5)

ou ou 0%u

E#—u% —6@, (557)

em que € = Re™!. Esta equacdo j4 foi resolvida numericamente, no terceiro capitulo deste tra-

balho, pelo método implicito de Crank-Nicolson. O objetivo aqui é realizar uma comparacao
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entre o método das caracteristicas modificado, apresentado neste capitulo, e a metodologia
de Crank-Nicolson (3.100).
Para avaliarmos a convergéncia do nosso método na presenga de um termo parabdlico,

testaremos a condicgao inicial senoidal

u(z,0) = sen(2mz). (5.58)

Neste caso, a condigao de Courant, baseada no critério da inequagao (5.52), escolhida foi

I (5.59)

& u(x,0.5) _
o

-0.5

e
' ~
— (6]
o\\\\l\l\lll\l\l\\l\

Figura 5.7: Comparacao da metodologia empregada no segundo capitulo (linha cheia) com a
metodologia proposta neste capitulo (linha em pontos) em ¢ = 0.5. Foram usados u(z,0) =
sen(2mx), a(z,0) = 0 e ¢ = 0.01. Para o método das caracteristicas modificado, adotamos
h = 0.02 e no método de Crank-Nicolson, usamos h = 0.001 e k£ = 0.001.

A figura 5.7 mostra uma comparacao entre a metodologia parabdlica de Crank-Nicolson
(em linha cheia), apresentada no terceiro capitulo, com o método das caracteristicas modifi-
cado apresentado neste capitulo. Claramente, podemos perceber que existe uma divergéncia,
mesmo que nao muito grande, entre as duas solugdes numéricas apresentadas. Como o mé-

todo de Crank-Nicolson ja foi validado, queremos verificar se refinarmos a discretizacao es-
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pacial, e consequentemente a temporal, entao a solucao obtida pela metodologia hiperbdlica

modificada converge para a solugao numérica obtida pelo método parabdlico.

0.63

0.62

0.61

u(0.45,0.5)

o
(o2}
LA L B N I A

10° 10 10* 10°

Figura 5.8: Convergéncia do método das caracteristicas modificado (linha cheia) com a
metodologia parabdlica proposta no terceiro capitulo (linha tracejada) em ¢ = 0.5. Foram
usados u(x,0) = sen(27x), a(x,0) =0 e e = 0.01.

0.75

[N} o
a o
T I T T I LN I T

& u(x,0.5) _
-

.25

o
2,

o\r|||r||r||\r||x||x

-0.75

Figura 5.9: Comparagao da metodologia empregada no segundo capitulo (linha cheia) com a
metodologia proposta neste capitulo (linha em pontos) em ¢ = 0.5. Foram usados u(x,0) =
sen(27x), a(z,0) = 0 e ¢ = 0.01. Para o método das caracteristicas modificado, adotamos
h = 0.0005 e no método de Crank-Nicolson, usamos h = 0.001 e k£ = 0.001.

De fato, como podemos ver na figura 5.8, ao aumentarmos a discretizacao espacial, a
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solugao numérica obtida pelo método das caracteristicas modificado converge para a solu-
¢ao obtida pelo método de Crank-Nicolson. Observe que, para chegarmos nesta conclusao,
escolhemos um ponto fixo no espacgo, no caso em x = 0.45, e avaliamos o seu valor obtido
pela metodologia hiperbdlica modificada para diferentes valores de h. Na figura 5.9, como
esperado, vemos que para um valor adequado de h, a metodologia proposta neste capitulo é

uma boa aproximagao para o problema parabdlico nao linear (5.57).

u(x,0.25)
u(x,0.25)

>w\v\|\|\w\\\\|\\|\ _7\\\\|\|\||\\\\\\\
-0'40 0.25 0.5 0.75 1 0'40 0.25 0.5 0.75 1

Figura 5.10: Comparagao da metodologia empregada no segundo capitulo (linha cheia) com
a metodologia proposta neste capitulo (linha em pontos) em ¢ = 0.5. Foram usados u(z,0) =
sen(27x), a(z,0) = 0 e e = 0.1. Para o método das caracteristicas modificado, adotamos
h = 0.0005 em (a) e h = 0.000125 em (b). No método de Crank-Nicolson, usamos h = 0.001
e k= 0.001.

Naturalmente, se aumentarmos ou diminuirmos o valor de ¢, o valor de h também devera
ser alterado para que o método das caracteristicas continue concordando com o método de
Crank-Nicolson. A figura 5.10 nos diz que, se quisermos manter a precisao do método para
e = 0.1, entao precisamos diminuir o valor de h (com rela¢ao aquele usado para € = 0.01).
J& na figura 5.11, em que € = 0.0001, enquanto no método das caracteristicas modificado
precisamos adotar A = 0.01, no método de Crank-Nicolson foi necessario tomar A = 0.0001 e
k = 0.0001 para evitar as oscilagoes espuirias do método parabdlico presentes para pequenos
valores de ¢. Isto reforca a idéia que na interface entre o problema parabdlico e o problema
hiperbdlico, em que € — 0, o método das caracteristicas modificado se apresenta como uma

boa alternativa numérica.
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Figura 5.11: Comparagao da metodologia empregada no segundo capitulo (linha cheia) com
a metodologia proposta neste capitulo (linha em pontos) em ¢t = 0.5. Foram usados u(z,0) =
sen(27x), a(z,0) = 0 e € = 0.0001. Para o método das caracteristicas modificado, adotamos
h = 0.5 em (a) e h = 0.01 em (b). No método de Crank-Nicolson, usamos A = 0.001 e
k = 0.001.

Sendo assim, podemos fazer um comentério importante sobre as vantagens de adotar uma
aproximagcao baseada no método das caracteristicas modificado. Ele é um método explicito,
ao contrario do método implicito de Crank-Nicolson que é, por natureza, mais trabalhoso
de ser implementado. Outra vantagem clara do método desenvolvido é o seu baixo custo

computacional.

5.6.3 Teste 3

A terceira e ultima parte desta se¢ao consiste em validar o nosso cédigo numérico através
da andlise de estabilidade linear realizada no capitulo anterior. De acordo com esta analise,

a taxa de amplificagdo dos distirbios para wt ~ 1, conforme a equagao (4.111), é dada por

how) =3 — 4 (5.60)
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Agora, o nosso objetivo é recuperar numericamente a expressao (5.60). Para tal, as condigoes

iniciais que deverao ser testadas sao

u(z,0) = U cos(kiz), (5.61)
1
a(z,0) = — 4 Acos(kiz), (5.62)
My
em que
k= k(w) =R —2 L (5.63)
e — MLg

e a amplitude do distirbio A estd vinculada com U, conforme a equagao (4.89), pela relagao

k(v —1)

= . .64
A= (5.64)

Para as condigbes iniciais de pequenas perturbagoes, além das equagoes (5.61), (5.62) e

(5.64), ainda temos que considerar a equagao (4.87)

— =, (5.65)

que foi deduzida no capitulo anterior.

Combinando as relagoes de (5.61) a (5.65), concluimos que as condigbes iniciais que

deverao ser implementadas sao

u(z,0) = Ucos(kz), (5.66)

a(z,0) = /v l—i-kl( D

%U cos (ki) | . (5.67)

Depois disso, precisamos avaliar a evolucao da amplitude do disturbio, dado pela equacao
(5.66), conforme este avanga no espago (ver figura 5.12). Entdo, usamos o método dos

minimos quadrados (ver apéndice C') para encontrar a curva
A(x) = Bexp(A(w)x) (5.68)

que melhor ajusta os pontos do nosso espaco amostral. O parametro A é o nosso maior
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Figura 5.12: Evolucao espacial da amplitude de um distirbio.

Tabela 5.1: Evolugao espacial da amplitude A(z) obtida numericamente para w = 1.0,
v =14, c=0.0005 U = 1073, h = 0.00001 e k& = 0.000005.
x A(z)

0.000000 | 0.002000
0.001178 | 0.001947
0.004594 | 0.001801
0.008190 | 0.001660

interesse, porque o seu simétrico é exatamente a taxa de amplificacao dos disturbios, i.e.

AMw) = —ka(w). (5.69)

Por sua vez, o parametro B, se o nosso modelo foi implementado corretamente, deve retornar
um valor muito proximo de 2U.
Para exemplificarmos o que foi discutido no paragrafo anterior, considere a tabela 5.1.

Aplicando o método dos minimos quadrados, obtemos

A(x) = 0.001999 exp(—22.755413z) (5.70)

Como podemos perceber, os valores de B e A\, obtidos numericamente, sao muito proximos
de seus valores analiticos, respectivamente, 0.002 e —23.26641576.
Analisando as figuras 5.13 e 5.14, vemos que para valores pequenos de ¢, neste caso 0.1

e 0.01, os resultados obtidos numericamente, pelo método dos minimos quadrados, para a
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Figura 5.13: Comparacao de ko(w) (linha cheia), conforme a equagao (5.60), com a meto-
dologia numérica proposta neste capitulo (linha em pontos) para diferentes valores de w.
Foram usados as condigoes iniciais (5.66) e (5.67), v = 1.4, ¢ = 0.1, U = 0.001, h = 0.0001 e
k = 0.000025.
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Figura 5.14: Comparagao de ks(w) (linha cheia), conforme a equagao (5.60), com a meto-
dologia numérica proposta neste capitulo (linha em pontos) para diferentes valores de w.
Foram usados as condigoes iniciais (5.66) e (5.67), v = 1.4, ¢ = 0.01, U = 0.001, ~ = 0.0001
e k = 0.000025.

taxa de amplificagdo dos distirbios concordam com os valores analiticos da equagao (5.60).

Portanto, desde que seja respeitada a condicao wr ~ 1, a analise de estabilidade linear
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realizada no capitulo anterior garante a validade do método das caracteristicas modificado

que esta sendo utilizado neste trabalho.

5.7 RESULTADOS E DISCUSSAO

Agora que validamos o cédigo numérico proposto neste capitulo, vamos utiliza-lo para
compreendermos melhor o comportamento do nosso sistema de equagdes composto por (5.1),
(5.2) e (5.4).

Para gerarmos os resultados desta secao, usaremos o seguinte conjunto de condigoes

iniciais:
u(z,0) = sen(27z) (5.71)
e
1 -1
ale,0) = 57+ Tz, 0). (5.72)

A condicao inicial para a velocidade a de propagacao do som no fluido foi escolhida

conforme o trabalho de Roméao, de Moura e Silva (2008).

Para as seguintes simulacoes, controlaremos o valor de € e usaremos

v = 1.4, (para o ar ao nivel do mar) (5.73)

1
My = —, conforme a equacao (4.87 5.74
0 7 ( (4.87)) (5.74)
h = 5-107%, (5.75)
k= 6_}; ~7.8-107°. (condigao de Courant) (5.76)

A figura 5.15, plotada para € = 0, mostra que o perfil de velocidade u vai sendo defor-
mado ao longo do tempo. Observe que, enquanto a onda nao choca, a amplitude da nossa
condigao inicial (5.71) é conservada. Neste caso, a perda de amplitude nao é causada por
um efeito dissipativo, mas pela lei de conservacao das areas iguais que impede o surgimento
de fungoes multivaloradas. Entretanto, se considerarmos € = 0.1 ou € = 0.01, por exemplo,
esse fenomeno nao é repetido (ver figuras 5.16 e 5.17). A partir destea gréficos, podemos

concluir que quanto maior o valor de e, maior sera o efeito dissipativo na onda em questao.
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Neste sentido, o parametro £ pode ser interpretado como um mediador entre o mecanismo
de dissipagao e o de transporte nao linear.

Na figura 5.15, em t = 0.21, podemos observar a caracterizacao de um choque no perfil de
u para € = (. Este fenomeno era esperado, porque, como foi visto ao longo desta dissertacao,
o choque é uma caracteristica de problemas hiperbolicos nao lineares. Entretanto, estamos
interessados em casos onde o parametro € é pequeno e diferente de 0. Parae = 0.1 eec = 0.01
(figuras 5.16 e 5.17), vemos que, apesar da deformacao em seus perfis, ndo existe indicio de

formagao de choque. De fato, se definirmos numericamente o choque como o primeiro instante

2 -1
(%) <1078, (5.77)

assim como foi feito no capitulo 3, verificamos que este fenomeno ocorre para € ~ 1073 ou

de tempo numérico em que

menor (ver figura 5.18).

Desta maneira, e lembrando que

1 M

fomos capazes de construir a figura 5.19. Nesta figura, a curva apresentada delimita a regiao
com choque (acima da curva) e a regiao livre de choque (abaixo da curva). A partir desta
curva, percebemos que o numero de Reynolds expansional é o parametro mais influente
na determinacao da ocorréncia de um choque no perfil do escoamento. Observe que para
My/My, = 1, sempre ird ocorrer a formagao de choque, pois se trata de um regime assintético
em que € — 0. Assim, podemos verificar que, mesmo para valores de My /M, proximos de 1,
caso o numero de Reynolds expansional seja suficientemente pequeno, é possivel que ocorra

um choque no perfil do escoamento.
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Figura 5.15: Evolucao do perfil apresentado na equagao (5.71) para ¢ = 0.
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Figura 5.16: Evolucao do perfil apresentado na equacao (5.71) para e = 0.1.
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Figura 5.17: Evolucao do perfil apresentado na equagao (5.71) para e = 0.01.
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Figura 5.18: Evolucao do perfil apresentado na equagao (5.71) para e = 0.004.
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Capitulo 6

CONCLUSAO

6.1 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, o objeto de estudo foi a modelagem e o tratamento de ondas nao line-
ares. Inicialmente, estudamos o modelo mais simples de propagagao de ondas: a equacao
da adveccao. Depois de explorarmos algumas variagoes desta equacao, analisamos a nossa
primeira equacao de transporte nao linear, a equagao de Burgers inviscida. Esta equacao
foi 0 nosso primeiro contato com o choque, um fenéomeno recorrente neste trabalho. Essas
equacoes, apresentadas no segundo capitulo foram resolvidas, tanto numericamente quanto

analiticamente, pelo método das caracteristicas.

Apoés trabalharmos com equacoes de transporte de primeira ordem, voltamos a nossa
atencao para a equagao de Burgers. Esta equacao, que é uma equacao diferencial parcial pa-
rabdlica de segunda ordem, introduziu o efeito dissipativo da viscosidade. Para realizar este
efeito, estudamos as solugoes do tipo onda viajante e por similaridade. Entao, foi proposta
uma metodologia numérica, baseada no método de Crank-Nicolson, que foi validada usando
as solugoes analiticas mencionadas anteriormente e o artigo de Mittal & Singhal (1996). Os
resultados obtidos foram satisfatérios. Depois, introduzimos as equagoes do movimento de
um gas barotrépico e apresentamos a teoria acerca do segundo coeficiente de viscosidade,
conforme Mandelstam & Leontovich(1937). Utilizando uma andlise de estabilidade linear,
concluimos que a taxa de amplificacao dos disturbios retorna apenas modos estaveis para este

problema. Ainda considerando essas equacoes nao lineares da dinamica dos gases, propomos
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uma metodologia numérica baseada no método das caracteristicas para sistemas hiperbdlicos.
Para um termo parabdlico suficientemente pequeno, foi possivel verificar uma boa conver-
gencia do método proposto. Através desse método, conseguimos observar o comportamento
nao linear do nosso sistema de equagoes e, em particular, capturamos a formagao de ondas

de choque no escoamento.

Para validar o cédigo numérico foram realizados trés testes. O primeiro consistia em
comparar a solu¢ao numérica com aquela proposta no segundo capitulo para o caso da equa-
¢ao Burgers inviscida. O segundo teste foi muito parecido com o primeiro, mas dessa vez a
solugao numérica foi comparada com a solucao desenvolvida pelo método de Crank-Nicolson
para a equacao de Burgers. Particularmente, mostramos que para uma viscosidade suficien-
temente pequena, o método das caracteristicas modificado, diferentemente da metodologia
parabdlica, é capaz de reproduzir com fidelidade e baixo custo computacional solucoes com
tendéncia a formacao de choque. Por tdltimo, realizamos uma comparacao com a taxa de
amplificacao de pequenos distirbios obtida pela analise de estabilidade linear do sistema de
equacoes da dinamica dos gases. Por apresentarem bons resultados, estes testes reforcaram

a validade da implementagao do método.

6.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Como sugestoes para trabalhos futuros, propoe-se um estudo da equacao diferencial de
Korteweg-de Vries de maneira similar aquele feito neste trabalho para a equacao de Burgers.
Neste sentido, propomos a analise de suas solucoes clédssicas, do tipo onda viajante e por
similaridade, bem como a sua solucao numérica. Estas investigagoes sao essenciais para
compreendermos a equacao governante de leitos fluidizados em sua forma nao linearizada,
conforme Sobral (2004).

Outra proposta interessante é introduzir o efeito do segundo coeficiente de viscosidade,
discutido neste trabalho no contexto de dinamica dos gases, na equacao da conservacao da
quantidade de movimento da fase particulada de um leito fluidizado. Para tal, sugere-se
também revisar o trabalho de Sobral (2004), onde, através da formulagao das equagoes de

balanco do continuo para leitos fluidizados, foi feito um estudo do comportamento global de
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um leito fluidizado.

Por fim, também seria interessante aplicarmos o método das caracteristicas, desenvol-
vendo uma metodologia semelhante aquela utilizada nesta dissertagao, para melhorar a com-
preensao acerca dos mecanismos de formagao de bolhas em leitos fluidizados. Existem evi-
déncias que este fenomeno possa ser interpretado como um choque no leito fluidizado, similar
aqueles estudados nesta dissertacao para escoamentos compressiveis. Como podemos ver, to-
das as sugestoes giram em torno de um tema: dinamica de leitos fluidizados. Apesar deste
assunto nao ter sido abordado nesta dissertacao de mestrado, foram fornecidas ferramentas

que nos permitem abordar todos os problemas supracitados.
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Apeéendice A

CLASSIFICACAO DE EQUACOES
DIFERENCIAIS PARCIAIS DE
SEGUNDA ORDEM

A classificagao de EDPs nao é apenas uma questao de formalidade. Na verdade, sua

importancia se extende desde a descrigao tedrica até a escolha da metodologia numérica.

Considere um problema descrito pela equagao diferencial parcial

2 2 2
a¢+35¢+caf+pzo (A.1)

0x? 0xy dy

em que os coeficientes A, B, C' e D podem ser constantes, fungoes de x, y e ¢ e suas primeiras

derivadas derivadas.

Se os coeficientes A, B e C forem constantes, e A% + B? + C? # 0, podemos fazer a

classificacao das equacgoes diferenciais parciais como

e Equagoes diferenciais parciais elipticas:

se B> —4AC < 0. (A.2)

Exemplo: Equacao de Laplace
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*¢  0%¢

R e o) A.
92 + Oy 0 (A.3)
e Equacoes diferenciais parciais parabdlicas:
se B> —4AC = 0. (A4)
Exemplo: Equacao do Calor
8gz§ 82gb
= A.
ot ‘o2 =0, (4.5)
em que « é a difusividade térmica.
e Equagoes diferenciais parciais hiperbodlicas:
se B —4AC > 0. (A.6)
Exemplo: Equacao da Onda
82¢ 82q§
il =0 AT
oz~ C o2 (A7)

em que c ¢ a velocidade de propagacao da onda.

A nomenclatura usada para esta classificagao é uma analogia aquela da geometria, uma
vez que o critério de classificacao é semelhante ao usado nas curvas conicas do espago tridi-
mensional.

Definindo & = % eV = g—‘;’, pequenas variacoes de ® e W com relagao a x e y podem ser

escritas como

0P 0P 0% %
b =— — A.
d axd:ch 6yd 8x2dx+8x8y y (A.8)
e
2 2
av = O OV~ 00 0, (A.9)

ox dy 0x0y 0y?

Note que, combinando as equagoes (A.8) e (A.9), obtemos

82¢ dy dr\ 0% 0% dVdz\
G ) F e Rl € e ) EUL
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Comparando as equagdes (A.1) e (A.10), determinamos que

dd dV dx

A— ———D=0. A1l
dx +Cd:p dy 0 ( )
e
dy dx
%—FC’d—y—B—O. (A.12)

Esta tltima relagao pode ser transformada, multiplicando-se tudo por dy/dx, em

a(®Y g%, oo (A.13)
dx dz 7 ’

ou

dy B++/B?—4AC

o 54 (A.14)

O discriminante B? —4AC determina o nimero de solugoes de dy/dz, chamadas de caracte-

risticas. Neste sentindo, podemos contruir as identificacoes

EDP hiperbélica : B? —4AC >0 duas solucdes reais
EDP parabdlica : B? —4AC =0 uma solucio real

EDP eliptica : B?—4AC <0 nenhuma solucio real
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Apeéendice B

NAO NEGATIVIDADE DO
SEGUNDO COEFICIENTE DE
VISCOSIDADE

O tensor de tensoes de um fluido compressivel, conforme Batchelor (1967), é dado pela
expressao

U——pI+C(V-u)I+277{D—é(V-u)I}. (B.1)

De acordo com a segunda lei da termodinamica, a producao de entropia ¢ uma quantidade

positiva definida. Matematicamente, este principio é expresso pela inequagao

c:D+p(V-u)—-2o-

% >0, (B.2)

em que D é o tensor taxa de deformagao, 0 = 6(z,y, z,t) é o campo escalar de temperatura e

a quantidade vetorial ®, conhecida como fluxo de calor, é definida pela equacao constitutiva
d =—xV0, (B.3)

conhecida como Lei de Fourier. No caso de um fluido homogéneo e isotrépico, x é uma

constante escalar denominada condutividade térmica do fluido.
Antes de proseguirmos com a nossa demonstracao principal, vamos mostrar que k é
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nao-negativo. Para tal, basta perceber que, no contexto de conducao em um meio fluido

estacionério, ou seja, em que u = 0, a equacao (B.2) nos fornece

>0, (B.5)
em que (V0)? = V6 - V. Supondo 0 > 0, e como k # 0 e (V6)? > 0, segue a desigualdade
k> 0. (B.6)

Portanto, o fluxo de calor ® flui da maior para a menor temperatura.

Agora, observe que para o caso mais geral de movimento em meio continuo compressivel,

o termo dissipativo o : D, conforme Cunha (2010), é expresso pela relacao
2
o:D=—p(V-u)+((V-u?+2nD:D)- gn(v -u)?. (B.7)

Assim, substituindo a equagao (B.1) na segunda lei da termodinamica (B.2), determinamos

que
(V0)?
0

C(V-u)®+2n D;D—%(v-u)2 + K > 0. (B.8)

Para analisar o sinal do segundo coeficiente de viscosidade (, basta considerar a inequacao

(B.8) sob a hipdtese um escoamento inviscido compressivel. Fazendo isto, obtemos que

k(V0)?
> _ B.9
¢ O(V - u)? (B.9)
Entretanto, é sabido que (V-u)? > 0e ® = —kV6 > 0. Por conseguinte, tomando novamente

o caso em que 0 > 0, a desigualdade (B.9) estabelece que

¢ >0, (B.10)
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como queriamos demonstrar. Fisicamente, este resultado mostra que, mesmo em casos adia-
baticos ou isotérmicos, o termo referente a viscosidade expansional representa uma produgao
de energia interna de um escoamento associado a oscilagoes de altas frequéncia, correspon-

dendo também a um aumento da entropia do escoamento.
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Apéndice C

AJUSTE DE UMA CURVA
EXPONENCIAL PELO METODO
DOS MINIMOS QUADRADOS

Considere um conjunto de n pontos a serem ajustados por uma curva da forma
y = AeP” (C.1)

em que A e B sao os parametros mais apropriados para o ajuste.

Aplicando a transformacao
Iny =In(AeP®) =1In A + Buz, (C.2)

e fazendo Y =Iny e C' =1In A, o problema de ajustar uma exponencial aos pontos da forma

(x;,y;) é convertido no problema de ajustar o conjunto de pontos (x;,Y;) & equagao da reta

Y =Bz +C. (C.3)

Desta maneira, o nosso interesse é minimizar a distancia de cada ponto (z;, Y;) do nosso

conjuntos de pontos a cada ponto (z;, Bx; + C) da reta (C.3).

A distancia entre os pontos mencionados no pardgrafo anterior é |Y; — Bx; — C|. Portanto,
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pelo método dos minimos quadrados (Boas, 2006), devemos minimizar a funcao

d(B,C) = zn:m — Bx; — O)% (C.4)

i=1

Para tal, as derivadas parciais de d em relacao a cada um de seus parametros deve ser nula,

ie.,

ad i

o5 = —2;@;—3@—0):0, (C.5)
od a

-— = -9 (Y: — Br, — —0. _
°C Z;x( 2 —C) =0 (C.6)

Fazendo as devidas manipulagdes algébricas nas equagoes (C.5) e (C.6), obtemos o sistema

de equacoes

nC — (i xl> B = iYi’ (C.7)
(i xz> C+ (ixf) B = ixiYQ, (C.8)

cuja solucao ¢ dada por
n n n
n E z;Y; — E T E Y;

i—1 i=1 =1

n n 2 ’
2

n E x; — E x;

i=1 i=1

n n n n
nY Vi al = amy a
=1 =1 =1 =1

c = - = =l = . (C.10)

n n 2
2
n E i — E x;
i=1 i=1

Para determinarmos o parametro A, basta observar que C' = In A. Logo, A = e“.
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