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Resumo

Neste trabalho utilizamos o formalismo da equacao de Langevin ge-
neralizada, desenvolvido inicialmente por Robert Zwanzig e Hazime
Mori, para estudarmos o comportamento de um tipo de motor brow-
niano o motor liga-desliga aplicado no estudo de um separador de
particulas e em um tipo de motor molecular: a cinesina. Neste es-
tudo escolhemos quatro funcoes memorias diferentes e analisamos
a influéncia destas memorias na velocidade e eficiencia do motor

browniano.
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Abstract

In this work we used the generalized Langevin equation formalism,
initially developed by Robert Zwanzig and Hazime Mori, to study
the behavior of a one type of Brownian motor the on-off ratchet
applied in the study of a particle separator and a type of molecular
motor: the kinesin. In this study we choose four different memory
functions and analyze the influence of these memories at the speed

and efficiency of the brownian motor.
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1. INTRODUCAO

As origens da teoria atomica remontam aos debates entre Demdcrito
(460 a.C.) e Anaxdgoras (500 a.C.). A teoria atomica defende a
existéncia de constituintes indivisiveis, fundamentais da matéria -
os atomos. Anaxagoras opunha-se a teoria atomica acreditando,
por exemplo, que uma gota de dgua deveria se dividir repetida-
mente sem limite, com cada subdivisao preservando as propriedades
da original. J& Demodcrito era um defensor da teoria atomica. Essa
controvérsia assumiu novas roupagens durante o século XIX. O novo
debate ocorria entre os energeticistas que defendiam a energia e a
termodinamica como sendo os conceitos relevantes em fisica e os
atomistas que afirmavam que a matéria é descontinua e composta
por atomos. Mais tarde, em 1905, Einstein [1] e Marian Smolu-
chowski [2] observaram que, se a teoria cinética dos fluidos estivesse
correta, uma pequena particula imersa em agua deveria receber um
nimero aleatorio de impactos de poténcias e diregoes aleatérias em
um pequeno periodo de tempo. Ela desenvolveria, deste modo, um
movimento observavel que poderia servir para comprovar a realidade
molecular. Baseando-se nos trabalhos de Einstein, de Smoluchowski
e de Langevin [3], Jean Perrin [4] realizou experimentos que confir-
maram a existéncia das moléculas e deram fim a controvérsia entre
atomistas e energeticistas.

A teoria de Langevin deu origem ao estudo das equagoes diferen-
ciais estocdsticas e permitiu uma maior compreensao das flutuacoes
estatisticas presentes em diferentes campos do conhecimento. A

titulo de exemplo, podemos citar o estudo e a compreensao de
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fendmenos e tecnologias tais como: os diodos [5], transistores, o
fotoalinhamento de cristais liquidos [6], as flutuagoes de precos de
mercadorias, a condutividade elétrica em metais, a ocorréncia de
cheias nos rios, a osmose, as trocas gasosas entre o sangue e os te-
cidos, a separacao de particulas, o transporte ativo intracelular de
substancias [7], a divisao celular [§], as bombas moleculares [9], a
contragao muscular, os motores brownianos, entre outros.

Anos mais tarde, Robert Zwanzig [10], Hazime Mori [11], Ryogo
Kubo [12] e Howard Lee [13]-[15] desenvolveram a teoria de Lange-
vin expandindo sua aplicacao a fenomenos nao markovianos, ou seja,
fenomenos que dependem da estoria do sistema. Nesse formalismo
a equacao de Langevin é generalizada e inclui a chamada funcgao
memoria, que desempenha o papel de um peso em uma média pon-
derada temporal. Essa equacao é capaz de explicar efeitos nao line-
ares nos coeficientes de transporte e é deduzida a partir de primeiros
principios. Essa teoria pode ser desenvolvida mediante relagoes de

recorréncia e utiliza como base a equagao de Liouville.
O presente trabalho tem quatro objetivos principais:

1. Fazer uma introducao tedrica sobre o movimento browniano;

2. Apresentar e analisar um motor browniano chamado na litera-

tura de “on-off ratchet”;

3. Aplicar o modelo do motor liga-desliga em um separador de

particulas.

4. Estudar teoricamente, utilizando o modelo, como a eficiéncia
termodinamica de um motor molecular biolégico muda quando
modificamos a viscosidade do meio mediante o formalismo da

funcao memoria.
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No segundo capitulo apresentamos o contexto histérico da teoria
do movimento browniano, com énfase nos desenvolvimentos feitos
por Einstein e Langevin. O terceiro capitulo discorre sobre os mo-
tores brownianos e particularmente sobre o motor liga-desliga sem
memoria. O quarto capitulo apresenta a teoria da equacao de Lange-
vin generalizada. O quinto capitulo versa sobre o motor liga-desliga
com memoéria e duas possiveis aplicacoes. No ultimo capitulo tece-

mos as consideragoes finais.



2. MOVIMENTO BROWNIANO

2.1 Cronologia

Em 1827 - Robert Brown [16] estudou , utilizando um microscépio,
o movimento de particulas contidas no pélen das plantas, quando
colocadas em agua. Posteriormente, estudou varios outros tipos
de particulas, inclusive as inorganicas, e usou outras substancias
aquosas. Em todos esses casos, observou um movimento irregular e
incessante das particulas. Desde entdo, muitos pesquisadores [17],
como Regnault (1858), Christian Wiener (1863), Cantoni e Oehl
(1865), Gouy(1888) e F.M. Exner (1900), passaram a estudar esse
movimento.

Em 1904 - Sutherland [18] desenvolveu uma férmula para calcular
a massa molecular de um soluto a partir de dados obtidos durante
o processo difusivo.

Em 1905 - Einstein também contribuiu para a teoria do movi-
mento browniano em sua tese de doutoramento [19] e em um ar-
tigo que foi publicado em maio de 1905 [1] e que versava sobre
particulas pequenas em suspensao em um liquido estacionario. No
artigo, Einstein encontrou uma expressao para o coeficiente de di-
fusao das particulas e deduziu, de uma maneira nova, a equagao de
difusao, antecipando a relagao de Chapman-Kolmogorov e as teorias
modernas de cadeias markovianas.

Em 1908 - Langevin apresentou uma nova e sucinta abordagem
para o movimento de particulas em um fluido, na qual utilizou di-

retamente a segunda lei de Newton. A forca que atua sobre uma
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particula é dividida em duas componentes: uma ¢é a forca de Stokes
e a outra é uma forca aleatéria. Ambas as forcas tém suas origens
nas interacoes entre as moléculas do fluido com a particula browni-
ana. Nesse mesmo ano Jean Perrin confirmou experimentalmente as
teorias de Einstein e Langevin por meio de experiéncias cuidadosas.

Em 1965 - Mori [11], utilizando a equagao de Liouville no for-
malismo do espago de Hilbert, deduz uma generalizacao da equacgao
de Langevin. Essa equacao, além de descrever formalmente os sis-
temas fisicos markovianos, ou seja, sistemas cuja dinamica em um
dado momento depende apenas do momento anterior, também é ca-
paz de descrever sistemas nao markovianos, que representam grande
parte dos sistemas naturais, mediante a introducao de uma funcao
memoria. Essa teoria forneceu bases mais solidas para a mecanica
estatistica fora do equilibrio e abriu caminho para o desenvolvimento

e compreensao dos motores brownianos.

2.2 FEinstein e o movimento browniano

Nesta secao faremos uma revisao de literatura que se baseia em
um artigo de Salinas intitulado : Einstein e a teoria do movimento
browniano [20]

Muitas tentativas de explicar o movimento browniano foram pro-

postas por diferentes pesquisadores:

e Regnault (1858) achava que o movimento se originava no aque-

cimento irregular causado pela luz incidente sobre a solucao;

e Christian Wiener (1863) concluiu que a origem do movimento
nao poderia estar nas forcas entre as particulas, nem nas dife-

rencas de temperatura do fluido e nem na evaporagao;

e Cantoni e Oechl (1865), durante um ano de observagoes, veri-
ficaram que o movimento das particulas de um fluido selado

entre placas de vidro permanecia inalterado.
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Louis Gouy (1888), baseando-se em observagoes anteriores, foi o
primeiro a obter uma visao que condiz com as pesquisas modernas.

Ele constatou [21] que:

e 0 movimento € tanto maior quanto menor for a viscosidade do

liquido;

e variacoes consideraveis na intensidade da luz ou de campos ele-

tromagnéticos nao influenciam o movimento;
e 0 movimento é mais ativo quanto menores forem as particulas;

e a composicao e a densidade das particulas nao tém efeito sobre

0 movimento;

e 0 movimento é tanto maior quanto mais alta for a temperatura;

duas particulas aparentam se mover independentemente,
mesmo quando elas se aproximam uma da outra a uma

distancia menor que a de seus diametros;

e as trajetorias aparentam nao possuir tangente.

Mais tarde, Felix Exner demonstrou, por meio de estudos quanti-
tativos, que o movimento das particulas Brownianas diminuia se elas
fossem maiores e aumentava com o acréscimo de calor, constatacao
que concorda com as observagoes feitas por Gouy.

A partir de 1905, Einstein comeca a desempenhar um papel fun-
damental na teoria do movimento browniano e por isso passaremos
a expor os resultados obtidos por ele.

A tese de doutorado de Einstein tinha como objetivo estimar
o nimero de Avogadro (N,4) e o diametro das particulas de uma
solugao. Para conseguir alcancar o seu objetivo, Einstein necessitava
de duas relagoes entre as referidas grandezas. Primeiramente ele
relacionou, por meio das equacoes de Navier-Stokes aplicadas ao

escoamento de um fluido incompressivel, as viscosidades, do solvente
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puro e efetiva, com a fracao do volume total ocupado pelas particulas

do soluto, chegando a seguinte equacao:
v =v(l+¢) (2.1)

onde v* é a viscosidade efetiva, v é a viscosidade do solvente puro, e
¢ é a fracao do volume total ocupado pelas particulas do soluto. A
equacao acima precisou, posteriormente, ser ligeiramente corrigida
v* = v(l +2.5¢). A fracdo ¢ foi obtida utilizando a concentragao
do soluto, ', e a massa molar do soluto, M, que sao grandezas
experimentalmente acessiveis. Temos assim a relacao:

4 3 CN A v*

onde a é o raio das particulas, supostamente esféricas, do soluto.
Uma vez que as viscosidades também podem ser obtidas experi-
mentalmente, ficamos com as duas incégnitas Ny e a. Para obter
uma segunda relacao, Einstein imaginou a existéncia de uma forga
externa K, que atua sobre as particulas do soluto, em equilibrio
dinamico com a forca osmoética. Considerando-se um volume ele-
mentar de comprimento Ax e se¢ao transversal As temos, para uma
dimensao, a seguinte forca osmotica por unidade de volume:
oP P(r+Az)—P(z) —KCNy

O - Alalcrilo Ax M

(2.3)

onde P é a pressao osmotica, C' é a concentracao do soluto e M
¢ a massa molar do soluto. Por outro lado, a forca que mantém
o sistema em equilibrio deve ser igual a 67vav por causa da lei de

atrito viscoso de Stokes, logo:

o or
CN4 Ox

= K = 6rvav (2.4)

sendo v a velocidade da particula de soluto. Com isso, podemos
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calcular o fluxo J - soma das massas das particulas que atravessam
a secao de area As durante o intervalo de tempo At dividida pela

area As e pelo tempo At:

M  OP

J=Cvr=———"-——.
v 6mvalN4 Ox

(2.5)
Usando a lei dos gases ideais para a pressao osmdtica (2.6), cuja
validade ja havia sido observada pelos quimicos, e a primeira lei de
Fick (2.7), teremos:

nRT  RT
P = Vv = WC (2.6)
oC
J = —D% (2.7)
RT 0C oC
/= _GWVQNA% T T o (2:8)
logo,
RT
= 2.
6mvalN 4 (2.9)

que é o coeficiente de difusao. Esta é a segunda relacao entre o
niumero de Avogadro e o raio das particulas.

Agora mostraremos, com algumas adaptacoes, a deducgao que
Einstein fez da equacao de difusao, que tem implicacoes para a deter-
minagao experimental do coeficiente de difusao e, portanto, do raio
das particulas do soluto e do niimero de Avogadro. Einstein consi-
derou que tanto os movimentos executados pelas varias particulas
do soluto quanto os movimentos da mesma particula em intervalos

de tempo diferentes eram independentes. Sendo assim, definiu uma
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probabilidade p,(y)dy de que uma particula da suspensao sofresse
um deslocamento y num intervalo de tempo pequeno 7. Assumiu
também que a fungao p,(y) so diferia de zero para pequenos valores

de y e que satisfazia as condicoes:

p-(y) = p-(—y) (2.10)

/_mpT(y)dy =1. (2.11)

o0

Definiu n(z,t) como o nimero de particulas por unidade de volume
no instante de tempo ¢ e impos que n(x,t) obedecesse a condicao

inicial,
n(z,t =0) = Nyo (2) (2.12)

onde N, era o numero total de particulas do soluto.
Einstein formulou a seguinte equacao, precursora das relagoes de
Chapman-Kolmogorov, que relaciona a variacao temporal da fungao

n(z,t) com sua distribuigdo espacial:
“+oo
n(e,t+7) = / n(z + 9, - (y)dy. (2.13)

T e y sao pequenos o suficiente de modo que podemos expandir as

expressoes abaixo

n(z,t+7)=n(x,t)+ %7’ + ... (2.14)
e
on  10°n ,
(@ +y,t) =n(e,t) + oy + ooyt 4o (2.15)

Usando estas expanstes na equagao (2.13), e as propriedades de
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p-(y) obtemos a equagao da difusao,

on 0’n

com o coeficiente de difusao dado por

D ! /+OO v p-(y)dy. (2.17)

:Z N

Portanto, o desvio quadratico médio dos deslocamentos (y?) é

() = /_ m y’p-(y)dy = 27D. (2.18)

o0

Deste modo temos que o desvio quadratico médio é linearmente pro-
porcional ao tempo com uma constante de proporcionalidade 2D.
A equacao anterior é uma primeira formulacao do teorema de flu-
tuagao-dissipacao.

A solugao da equagao (2.16) é dada por

NO $2
1) = —= - 2.19
M) = e ( 4Dt) (2.19)
que é uma gaussiana com média (z(t)) nula e variancia (z?(t)) =

2Dt. Chegamos dessa maneira na famosa expressao de Einstein

RT

(1)) =2Dt = ———
(" (®)) 3rvalNy

(2.20)
que permite uma determinacao experimental do coeficiente de di-
fusdo por meio da mensuracao de (x?(t)). Devemos estar atentos ao
fato de que o coeficiente de difusao obtido por Einstein s6 é estrita-

mente valido para situagoes de equilibrio termodinamico.
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2.3 Langevin e o movimento browniano

Na época de Paul Langevin, fisico contemporaneo de Einstein, varias
teorias ja haviam determinado que o coeficiente de difusao deveria

ser da forma:

KgT
D==2"7 (2.21)
¢
sendo ¢ o coeficiente de atrito viscoso. Para Einstein T = 1 e
para Sutherland [18], por exemplo, T = 11357;3, sendo a o raio da

particula, v a viscosidade e i o coeficiente de atrito dinamico. Passa-
remos agora a discussao de como Paul Langevin atacou o problema
e determinou que T = 1.

Langevin utilizou diretamente a segunda lei de Newton em uma
particula de massa m que se move em um fluido. A equacao de

Langevin possui a seguinte forma

mdv (t)
T = () + () (2.22)
dziit) — () + %ﬁf) (2.23)

sendo ( o coeficiente de atrito viscoso, m a massa da particula, gama
q

a razao -, v (t) a velocidade da particula e F, (t) a forca aleatdria.
O primeiro termo do lado direito da equagao (2.23) representa a
forca de atrito viscoso exercida pelo fluido sobre a particula. O
fluido também exerce uma forga aleatéria F,(t) que possui a mesma
origem que a forca viscosa. Ambas sao provenientes das colisoes que
ocorrem entre as moléculas do fluido e a particula browniana. A
forca viscosa € responsavel por levar o sistema para o equilibrio e é
um termo que dissipa a energia da particula. Ja a forca aleatéria

gera flutuagoes na energia da particula. A varidvel aleatéria F,(t)
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satisfaz as seguintes condigoes:

1 - F,(t) tem uma densidade de probabilidade gaussiana e sua
média deve ser nula.

2 - A correlacao temporal da forca aleatéria obedece a famosa
relacao de flutuacao-dissipagao que relaciona as duas forcas menci-

onadas anteriormente:
<Fa(t1)Fa (t2>> = 0(5 (tl — tg) y (224)

onde o é uma constante que depende de ~, caracterizando um pro-
cesso estritamente markoviano, ou seja, a forga num instante nao é
influenciada pelos valores das forcas nos instantes anteriores. Ma-
tematicamente este fato é representado pela funcao delta de Dirac
d(t; — t2) que sé nao se anula quando t; = ts.

Podemos resolver (2.23) pelo método da transformada de La-

place,
C{F)}) = F(s) = / e f(t)dt (2.25)

e trés propriedades das transformadas,

ne{ L )} — F(s) - F(0) (2.26)

)¢ { / Pt~ )it | = Fs)alo) (227)

J)L{e "} = (2.28)

Aplicando a transformada de Laplace na equacgao de Langevin,

s+’y

eq. (2.23), e utilizando as propriedades acima, ficamos com

3(2) = v(0) 1 Fu(2)
(z+7) (z4+7) m ~

Realizando a transformada de Laplace inversa, e utilizando as pro-

(2.29)




2. Movimento browniano 13

priedades acima, chegamos a expressao
ef’yt t
v(t)=v(0)e "+ — / M E, (t) dty (2.30)
m Jo

onde v é o coeficiente de atrito viscoso dividido pela massa da
particula. Podemos obter também a expressao para as posigoes das
particulas brownianas mediante transformadas de Laplace. Neste
caso reescrevemos a equacao de Langevin (2.23) na forma

d*xz(t) dr(t)  F,(t)

o = — o + - (2.31)

e utilizamos, além das tres propriedades citadas mais trés

s {d2f (t) } — 2f(s) - sf(0) — L0, (2.32)

dt? dt -’
1—e 1
5)L = ; 2.33
) { gl } s*+ 57 (2.8
1
6)L {g} =1. (2.34)
Aplicando as transformadas obtemos
dz(0 _ F,
s*Z(s) — sx(0) — 2(0) _ —v (sZ(s) — z(0)) + (s) (2.35)
dt m
e simplificando chegamos em
_ 0 0 F 1
T(s) = 2(0) + v(0) + (s) (2.36)

s 52 + sy m s2+ sy

Aplicando as transformadas inversas de Laplace na equacao anterior

encontramos
v(0) _ I _
) =z(0)+ L1 —e")+ — [ F,(t1)(1 =B dt,.
(1) a?()+7( e )+7m0 (t)(1—e )dty
(2.37)
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Tomando-se a média de ensemble das velocidades (2.30) e das

posicoes (2.37) temos

(v(t)) = (v(0))e™ (2.38)
w(0) (1— e (2.39)

pois a forga aleatdria F,(t) possui média nula.

Para determinar o valor da constante o no teorema de flutuacao-
dissipagao (2.24) devemos encontrar a relacao entre as velocidades
de uma particula em dois instantes. Considerando a equacao (2.30)
para dois instantes t; e t e tomando-se a média de ensemble obte-

mos:
(o(tr)o( (v(0)?)e 0124
e (t1+t2)
/ / ) (F (1) F (£)) sty (2.40)
ou devido ao teorema de flutuagao-dissipacao (2.24) encontramos

(W(t)v(ts)) = (v(0)2)e7lrH2) 4

e—’y(tl-‘y—tg)o. t1 to
— / / Y BF)§(ty — ty)dtsdt. (2.41)
m 0

Devemos ser cuidadosos ao fazermos a integral da equagao anterior
(2.41). Devemos considerar os dois casos t; > ty e ty > t1. Levando
os dois casos em consideragao podemos sintetizar o resultado usando

a funcao modulo

- (e*7|t1*t2| _ 6*7(t1+t2)) _

((t)o(ta)) = (e 4

(2.42)

Por causa do teorema da equiparticao da energia temos que lim
t—o0

tm(v*(t)) = $KpT portanto, fazendo ¢; = ¢, = ¢ na relagao (2.42)
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encontramos,
o =2myKgT (2.43)

onde Kp ¢é a constante de Boltzmann e T é a temperatura do sis-

tema. Deste modo podemos escrever a equagao (2.24) como:
<Fa(t1)Fa (tz)) == 2m7K3T5 (tl — tg) (244)

que € a forma final para o teorema flutuacao-dissipacao. A teoria de
Langevin nos possibilita encontrar, também, o coeficiente de difusao.

Comecamos desenvolvendo a expressao abaixo:

(z%(t)) = <(x(0) + /Otv(tl)dt1)2> -
(x(0)%) +2/0t<$(0)v(t1)>dt1 +/Ot /Ot<v(t1)v(t2)>dt1dt2. (2.45)

Considerando que z(0) e as velocidades v(t;) sdo descorrelacionadas
(x(0)v(ty)) = (z(0)){(v(t1)), usando a expressao (2.38), a (2.42) e

fazendo as integragoes obtemos

(@?(t)) = (2(0)%) + w(l —e ) + — (1—e )24
ln(fyj; (29t — 34 de " — 71, (2.46)

Elevando-se ao quadrado a equaga@o (2.39) chegamos em

(2.47)
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Deste modo a variancia é

((2(t) = @(®))’) = {&*(1) — () = ((x(0) — (x(0)))")
L @) -~ (v(0)))°)

72

KgT
(1-— e_%)2i2(27t —3+4de M — e,
mry
(2.48)

O coeficiente de difusao ¢ definido como sendo a variancia dividida
por 2t. Mais especificamente quando t tende ao infinito. O coefici-

ente de difusdo é

2t 2t
L (@) ;tig(o») >(1 ey
+ 2[;?;?2 (2vt — 3 4 4e™ " — 7). (2.49)

Tomando-se o limite ¢ — oo, temos que o termo dominante é

D = % Se assumirmos que o coeficiente de atrito viscoso é o

de Stokes ( = 6mva = m~y, encontramos o coeficiente de difusao de

Einstein D = é{LT = _BI__ (O trabalho de Langevin foi crucial
TVa 6mvalN 4

para consolidar trabalhos anteriores de Einstein sobre o movimento

browniano e para estabelecer a validade das ideias atomistas.



3. MOTORES BROWNIANOS

3.1 Introducao

Motores brownianos sao sistemas mesoscépicos, ou seja, sistemas
que se situam entre o microscopico e o macroscépico, que, devido
ao seu tamanho, operam em meios onde as flutuacoes térmicas de-
sempenham um papel importante. O seu funcionamento aproveita
as flutuagoes térmicas de maneira construtiva, ou seja, parte do des-
locamento destes motores é realizado por um processo difusivo. A
ideia de aproveitar a energia térmica para gerar trabalho 1til esta
relacionada com a concepg¢ao de um moto-continuo e com as leis da
termodinamica. Se fosse possivel reaproveitar toda a energia térmica
de um determinado meio, poderiamos criar um motor browniano re-
tificador, que usaria a energia térmica gerada por ele proprio e pelo
ambiente para se movimentar. No entanto, isto viola a segunda lei
da termodinamica que, em uma de suas formulagoes, nos diz que
nenhum processo pode converter todo o calor recebido em traba-
lho util. A proibicao imposta pela segunda lei fica clara quando
estudamos um modelo de motor browniano proposto por Feynman
nas suas famosas “The Feynman Lectures on Physics” [22]. Feyn-
man descreve um motor microscépico que € constituido por um eixo.
Numa extremidade h&d um conjunto de pés e no outro, uma catraca e
uma lingueta como mostra a figura 3.1. A catraca e a lingueta ficam

submetidas a uma temperatura T, e as pas a uma temperatura 7.
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Fig. 3.1: Motor de Feynman

O funcionamento do motor estd escrito a seguir: as pés do (lado
esquerdo da figura 3.1) sofrem o impacto de milhares de moléculas
fazendo com que o eixo tenda a girar nas duas diregoes. Contudo,
a lingueta e a catraca tém a funcao de bloquear o movimento na
direcao anti-horaria. Feynman demonstra que, quando 177 = T5, nao
ocorre o deslocamento liquido do peso que fica pendurado no centro
do eixo. Isto acontece porque a lingueta salta, devido ao impacto das
moléculas do meio, permitindo, desta maneira, que a catraca gire
nas duas diregoes. Isto quer dizer que, se este motor estiver situado
em uma regiao com temperatura uniforme, nao havera deslocamento
liquido. Assim, nao é possivel retificar as flutuagoes térmicas de um
unico banho térmico em equilibrio. Se T} for diferente de T o peso
sofrerd um deslocamento. Neste caso, a taxa com a qual a lingueta se
levanta é diferente da taxa de impactos sofrida pelas pas e, portanto,
ocorre o deslocamento.

Outros tipos de motores brownianos conseguem retificar as flu-
tuagoes térmicas de um unico banho térmico. Para isso necessitam
de um fornecimento constante de energia que retira o sistema do
estado de equilibrio termodinamico; desta maneira a segunda lei da

termodinamica nao ¢é violada. Esta energia, em geral, é proveniente
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de campos elétricos, campos magnéticos ou de reagoes quimicas.
No caso especifico dos motores brownianos moleculares e naturais,
a energia geralmente provém da hidrdlise do ATP (Trifosfato de
adenosina). Os motores moleculares sdo, como o préprio nome
diz, moléculas que desempenham diversas fun¢oes no organismo,
tais como: transporte de organelas, transporte ativo intracelular de
substancias ( [7] , [23] ), divis@o celular ( [8] , [24] ) e contrac@o
muscular [25]-[21].

Dois ingredientes essenciais que definem os motores brownianos
sao a assimetria espacial, geralmente representada por um potencial
peridédico e assimétrico, e a presenca de flutuagoes térmicas. As
flutuacgoes térmicas geram um processo difusivo. Por isso os motores
brownianos sao usualmente descritos por equacoes de Langevin ou

mediante equagoes de Fokker-Planck.

3.2 Motor liga-desliga sem memdria

O primeiro motor que apresentaremos ¢ o motor liga-desliga sem
meméria. E um modelo de motor browniano muito utilizado para
descrever motores moleculares. A ideia central do funcionamento do
motor liga-desliga,quando ligado, é a de prender as particulas car-
regadas no fundo de pocos de potenciais periédicos. Se o potencial
é desligado, as particulas se deslocam por um processo de difusao.
Quando o potencial é novamente ligado, as particulas tendem a mi-
grar para o fundo dos pocos de potenciais. Esta dinamica ciclica,
unida com a assimetria do potencial, gera um comportamento cole-
tivo em que as particulas seguem uma direcao preferencial.

Para esta dinamica do motor browniano, consideramos um po-

tencial periédico com a forma exposta no grafico 3.2. As particulas
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sao regidas pela seguinte equacao de Langevin:

m@@):—wwv+FM®—ﬂEm\—aggﬁﬂﬂ. (3.1)

Perceba que a forca externa nao possui variagao no tempo, somente
uma forca externa constante. Se nao fosse pelo tltimo termo do lado
direito da equacao, teriamos simplesmente uma dinamica difusiva
gaussiana com uma forga resultante no sentido de F,,;. Esta forca
externa pode ser uma forca elétrica ou a forca da gravidade, por
exemplo.

Surge uma questao: seria possivel criar um mecanismo que fi-
zesse a média das particulas seguirem o sentido desejado, inclusive
o sentido contrario a F,,;? Varias sao as possibilidades para se con-
seguir este objetivo, e, no caso do motor liga-desliga, a ideia esta na
escolha do termo 8%—;,’3) f(t). O potencial U(z) possui um formato
assimétrico e espacialmente periédico, ver figura 3.2. O termo f(t)
assume apenas dois valores 1 e 0. Este termo fornece a periodicidade

temporal de ligar e desligar o potencial.

Ulx)
AU

=1

N

(o= 1)L Gl

Fig. 3.2: Grafico do potencial periédico de periodo L e assimetria a. AU representa a
altura da barreira.

O funcionamento deste motor browniano segue basicamente trés

etapas que se repetem, ver figura 3.3:

1. No intervalo de tempo At;, em que o potencial permanece li-

gado, as particulas sao mantidas presas no primeiro pogo de
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potencial;

2. No intervalo de tempo Atg, em que o potencial permanece des-
ligado, as particulas se difundem com uma densidade de pro-

babilidade gaussiana de média nula.

3. Quando o potencial é novamente ligado para mais um intervalo
de tempo At;, ocorre que, devido a difusao das particulas no
periodo desligado, uma grande parte das particulas é capturada
nos pogos de potencial seguintes; outra parte se mantém no
mesmo pogo e uma pequena parte recua para os pogos anterio-
res. Em média, as particulas, devido a assimetria do potencial,
se deslocam preferencialmente em um determinado sentido; no

caso do potencial da figura 3.2, é para a direita.

g~ Upor = XFext

i xFext

]

1

1 o
-~ Des

|

[—

~L(e=1)L OQal L

Fig. 3.3: Funcionamento do motor liga/desliga

Na figura anterior (3.3) Uy, representa o potencial ligado. Ele
¢ composto pela energia do potencial dente de serra acrescida da
energia relativa a forca externa. Lembremos que a forca externa é

negativa F,.; = —|Feut|. Upes representa o estado no qual o potencial
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dente de serra esta desligado, s6 restando, assim, a energia potencial
devida a forca externa.

Vamos a partir de agora estudar em maiores detalhes o fun-
cionamento do motor liga-desliga tendo como referéncia a figura
3.3. Inicialmente, supomos que o potencial esteja ligado e que to-
das as particulas estejam na posicao x = 0, desconsiderando-se
a pequena variancia na posi¢ao. Supomos também que elas pos-
suem uma velocidade média nula. Esta iltima suposicao é satisfeita
se o tempo durante o qual o potencial ficar ligado for suficiente
para que as particulas sejam regidas pela distribuicao de Boltz-
mann. Posteriormente, desliga-se o potencial por um tempo Aty
e as particulas difundem-se com uma distribuicao gaussiana até li-
garmos novamente o potencial durante um tempo At;. Assumimos
que as particulas atingem suas novas posigoes e que todo o processo

passa a se repetir para cada poco considerado.

3.2.1 Analise matematica do motor liga-desliga

Comecaremos nesta subsegao a expor a analise matematica do pro-
cesso. Ainda valendo-nos da figura 3.3, definamos, em primeiro
lugar, as grandezas:

1- Fp, é a forca exercida pelo potencial e pode assumir dois
valores F's,, ou F4 .

2- F&,, (Fpy para a direita) ¢ a forga constante que atua quando
as particulas se situam no intervalo ((ow — 1)L, 0) ou nos seus equi-
valentes dos outros pocos de potencial;

3 - F§,, (Fpot para a esquerda) é a forga constante que atua
quando as particulas se situam no intervalo (0, «L) ou nos seus equi-
valentes dos outros pocos de potencial;

4 - F,,; é a forga externa exercida sobre as particulas, que atua
mesmo quando o potencial esta desligado.

Para entender o funcionamento do motor browniano é essencial
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obtermos as probabilidades com as quais as particulas atingem os
pocos de potencial durante o processo difusivo, quando o potencial
estd desligado. A fim de calcularmos estas probabilidades deve-
mos conhecer a densidade de probabilidade para as posicoes das
particulas.

Quando o potencial é desligado, supomos que as particulas se
encontram no fundo do pogo de potencial. Em seguida, as particulas
se difundem e o movimento de cada particula é descrito pela equacao
de Langevin. A forca aleatdria da equacao de Langevin é regida
por um processo gaussiano e, em consequéncia, a distribuicao de
probabilidade das posicoes das particulas também é gaussiana, uma
vez que as posicoes dependem de uma integral da forca aleatéria
gaussiana.

Focaremos a partir do momento em que o potencial é desligado.
A equacao (3.1) é uma equagao de Langevin. Por isso podemos
utilizar os resultados da secao 2.2 e o fato de que a distribuicao de
probabilidade para as posicoes ¢ gaussiana. Obtém-se a seguinte

funcao de distribuicao:

I S B R G0
Pt = 0 p[ D1t ] (3:2)

Podemos incluir na equagao anterior a solugao para o valor médio
da posigao (z(t)). Este valor ja foi encontrado na segao 2.2, para o
caso em que nao havia for¢a externa - equagao (2.39). No presente
caso, utilizaremos a solucao para o valor médio da posicao. Ele
pode ser obtido mediante transformadas de Laplace, da equacao
(3.1). Neste caso, temos um termo extra devido a for¢a externa que

nao é nula:

O)A —e)  |Feu| [*
v my Jo

(z(t)) = (x(0)) + (1— et gt

(3.3)
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Para cada pocgo de potencial considerado podemos assumir, com um
bom grau de aproximacao, que a velocidade média inicial e a posi¢ao
média inicial sao nulas. Temos efetuando a substituicao da equacao

(3.3) em (3.2)

1 o4 sl 1 (1= ) ]
p(z,t) = ——=exp | —
VAT D(t)t AD(t)t

(3.4)

sendo

D(t) _ <l’2(t)> _ <ZL’(t)>2 _ <(.I'(O) _2I<fx(0)>)2>

((v(0) = (v(0))*) e, KBT ot ot

+ 207 (I—e)*+ 2tm72(27t_3+46 —e ).

(3.5)

o coeficiente de difusdo que foi deduzido na se¢ao 2.2 - equagao (2.49)

De posse da equagao (3.4), podemos encontrar as probabilidades
das particulas alcancarem os diferentes pocos de potencial. Para isso
integramos a densidade de probabilidade em cada poco. No poco
definido como o inicial, temos que (veja figura 3.3)

2
(I + |Fezt|t + |Fezt|(e—’yt _ 1))

my mey?2

1 alL
= — exp | —
VAT D(t)t /(a—l)L P AD(t)t

Fy(t) dx

(3.6)
enquanto que para o poco ¢ ficaremos com a seguinte distribuicao

de probabilidade:

Pt 1 /(a+i)L (I + —'F;f,;'t + —‘ff;”él (et — 1)) ;
(1) = —F—— exp | — T
VATD(O)E Ja—140L AD(t)t

(3.7)
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Observe que os limites de integracao determinam para qual pogo

a probabilidade estd sendo calculada, ver figuras 3.2 e 3.3.

Maneira alternativa de apresentar a probabilidade P;(t)

Como utilizamos programas em fortran para efetuarmos os calculos
da presente tese, é 1til reescrever a probabilidade (3.7) para que
possamos utilizar a funcao erro que é uma funcao intrinseca da lin-

guagem fortran. A funcao erro é definida da seguinte maneira:

erf(x \/_/ exp(—t?)dt. (3.8)

Reescrevendo a probabilidade (3.7) de cada pogo, usando a funcao

€rro, encontramos:

PAt) = e [—M] (3.9)

\/ 47TD (a—1+i)L 4D (t)t
ou seja
Pi(t) = L2 et exp (2= =®) 2 dx
" ayr Sy \/ VAD(t)t

_1_2 (a71+i)L 1 _ T — <£U(t)> i d
27 Jo AD(t)t b AD(t)t !
(3.10)

portanto fazendo a substituicao y = % chegamos em

(ati) L—(z(t))

1 2 /4D (t)¢
Pt) =5—= (—v*) dy
T Jo
| g plesitii-Ge)
VAD(t)t
—5—/ exp (—y°) dy (3.11)
T Jo
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e finalmente

(v +1i)L — (x(Aty))

1
Pi(Aty) = §erf

L la= 1)L — (2(Ala))
AD(Aty) Aty
(3.12)

1D(Aty) Al

Tendo a expressao (3.12) para as probabilidades, ndo precisamos
desenvolver uma rotina de integracao numérica para a linguagem

fortran.

3.2.2  Numero médio de passos e velocidade média das particulas

Nesta e nas préximas segoes descreveremos algumas grandezas de
interesse de um motor liga-desliga. Iniciaremos esta segao calcu-
lando o nimero médio de passos (R) dados por uma particula tipica
em um ciclo de tempo multiplo de At;+ At; (tempo desligado mais
tempo ligado). Cada passo é definido como um pogo de potencial.
Dessa forma deslocar dois passos significa ir do pocgo i até o poco
i+ 2. Assim, o nimero médio de passos corresponde, em cada ciclo,
ao valor médio de pogos.

Para calcularmos o valor de (R) consideremos que t = 0 é o
momento inicial. Apds um intervalo temporal At, durante o qual o
potencial fica desligado ligamos o potencial. O potencial permanece
ligado durante um intervalo At;e e o ciclo é finalizado no instante t =
Aty + At;. Vamos assumir que as particulas nao estejam préoximas
das bordas e que o tempo At; seja suficiente para que as particulas
alcancem os fundos dos pogos de potencial. Considerando-se que o

potencial possui 2n + 1 pogos, temos que (R) serd

i=n

(R) =N > iP(Aty) (3.13)

i=—n

onde P;(At,), denota a probabilidade de a particula se encontrar no
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pogo de potencial [(a—1+14)L, (a+1i)L] apés o tempo Aty; i é aloca-
lizacao do pogo; e N é a constante que normaliza as probabilidades.

N ¢é dada por
1

i:Z" Pi(Aty)

i=—n

N (3.14)

Utilizando a equacao (3.7), temos que a equagao (3.13) pode ser

escrita como

=n 1
R)=N ’ X
< > Z.Z_nl 47TD<Atd)Atd

2
/(a+i)L v | <x + ‘FEZ‘VAtd + \Tfjﬁl(eﬂmd _ 1)) .
(a—144)L 4D(Atq) Aty '

(3.15)

Repare que (R) informa, quantos pogos de potencial a particula
se desloca, em média, em cada ciclo.

Tendo calculado (R), podemos encontrar também a velocidade
média de uma particula tipica. A velocidade média é obtida quando
multiplicamos o nimero médio de passos vezes a distancia entre os

pocos divididos pelo tempo de um ciclo do motor liga-desliga:

(R)L

(v) = A+ AL (3.16)

3.2.3 Forga para interromper o funcionamento de um motor

browniano para um determinado tempo de desligamento
(Aty)

Existe uma determinada forga externa que faz com que o motor liga-
desliga pare. Se for aplicada uma forca maior do que esta, o motor

passa a se deslocar contrariamente ao sentido usual.
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Para calcularmos esta forca basta identificar a forca que faz com
que o nimero médio de passos seja nulo, i.e., (R) = 0. Isso ocorre
quando a probabilidade de uma determinada particula de se deslocar
para frente é a mesma de se deslocar para trds. Assumindo sem
perda de generalidade que o poco considerado seja a origem devemos

ter a igualdade das seguintes somas:

=0 1=n
> lilP(Atg) =Y iPi(Atg) = (R) =0. (3.17)
i=—n i=0
Para que a igualdade acima seja satisfeita basta que as probabi-
lidades P_;(Aty) e P;(Aty) sejam iguais para cada valor de 7. Uma
maneira simples de estabelecer isso é reescrever (3.9), usando a subs-
tituigdo z = x — (x(Atq)) —iL

1

Z‘2L2
exp | ——c——— | X
VAT D(Atg) Aty P ( 4D(Atd)Atd)

Pi(Atq) =

/zaL—(z(Atd)) ( 22 ) ( il )
exp| ——=—————]exp| ——~—— | dz.
2=(a—1)L—(z(Aty)) 4D(Atd)Atd 2D(Atd)Atd

(3.18)

Como desejamos a igualdade P_;(Aty) = P;(At;) devemos exigir

que a equacgao abaixo seja nula:

2

22
- | X
VATD(Aty) Aty P ( 4D(Atd)Atd)

Pi(Atg) — P_i(Alg) =

(0 1) L—{a(At)) 2 il L
exp | ———=———— ] senh <—) dz.
/z:aL(x(Atd)> < 4D(Atd)Atd) 2D(Atq) Aty
(3.19)

ef—e *

onde utilizamos a relacao senh(z) = “=—. Como podemos anular




3. Motores brownianos 29

a equagao acima (3.19)7 Perceba que pelo fato de a fungao senh ser
impar, basta que a integracao seja simétrica com relacao a origem,
ou seja, basta que tenhamos a igualdade (x(Aty)) —aL = (a—1)L—
(x(Aty)) para os limites de integragdo. Consequentemente, para que

o movimento pare, devemos ter

(2(ALy)) = al — g (3.20)

(x(tq)) é o valor médio da posigao das particulas brownianas no final

do periodo de desligamento At;. De acordo com a equagao (3.3):

WO)(L—e™)  |Fewl
g my?

(x(t)) = (x(0)) + (vt+e " —=1). (3.21)

Portanto o valor médio x(t;) = z(t; + At,) é dado pela expressao:

(x(t, + Ata)) = (x(t)) + (w(t) (1 — e 7AMa)

g
L
(vAtg+ e 73 —1) = aL — 3 (3.22)

’Feaz

t]
my>?

onde (z(t;)) e (v(t;)) denotam a posigdo média e a velocidade média
das particulas no fim de um periodo no qual o potencial estava
ligado. O fim do periodo ligado corresponde ao inicio do periodo
desligado e por causa disso (x(0)) = (z(t;)) e (v(0)) = (v(t;)).
Como assumimos que o tempo ligado é suficiente para que as
particulas se distribuam de acordo com a distribuicao de Boltz-
mann temos que (v(t;)) = 0. Assumimos também que a barreira
de potencial é alta o suficiente, de modo que as particulas possuam
uma desprezivel variancia em suas posigoes logo (z(t;)) = z(t;) = 0.
Usando estes dois fatos e isolando a forca externa na equagao (3.22)

obtemos

my*L(a — 3)

- ’YAtd =+ e_PYAtd —1 '

Fparar — Lext

(3.23)
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ou seja, esta é a forca necessaria e suficiente para interromper o
motor browniano liga-desliga. Observe que na expressao anterior
nao temos o modulo da forca e sim a for¢a incluindo o seu sinal.
Observe que, se o potencial for simétrico a = 0.5, a forca ne-
cessaria para interromper o motor é nula. Isso quer dizer que, nesse

caso, nao ocorre deslocamento de particulas devido ao potencial.

3.2.4 Tempo minimo que o potencial deve ficar ligado (At7"™)

O tempo A" deve ser suficiente para que as particulas alcancem
o fundo do pogo de potencial. Estimemos o valor de A¢"™.

A distancia maxima que a posicao média das particulas tem que
percorrer, quando o potencial esta ligado, para chegar no fundo
do pogo de potencial, é (1 — )L, (ver figura 3.2). Enquanto as
particulas estiverem percorrendo esta distancia, estarao submetidas
a diferenca entre a forca que atua para a direita e a forca externa,
]~ | Pt

A equacao que rege este movimento é a solucao da equacao de

Langevin para as posigdes durante o periodo ligado - ver (3.21):

(1 — e 7Ak)
(z(ta + Al)) = (z(ta)) + <U(td)>f
+ ol = 1P (Atl B G WM)) . (3.24)
mry Y

Entao queremos o tempo minimo A" tal que a posigao média
inicial seja (z(t4)) = (o — 1)L e a posicao média final seja (x(tq +

At;)) > 0. Substituimos estes valores na equagao acima e chegamos
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na desigualdade

(1 — e
Y

. _,\/Atmin
VP (e (127)
my : v

(1 =)L < (v(ta))

(3.25)

Precisamos agora conhecer o valor de (v(t;)). Usando a solucao para

as velocidades da equacao de Langevin encontramos:
Fo| [2 ,
(o) = wlaese = el [T sty (3
ou seja
|Fezt| Ala A !
(v(ta)) = —Leot] / e~ (A=t gy (3.27)
m-Jo

onde utilizamos o fato de que (v(#;)) = 0. Entao o tempo A¢/™" fica

implicitamente determinado pela expressao:

(1 — e 2™
~

+ | pot| ’ t‘ Aﬁnm . ) (328)
my v

’Feﬂ?t‘ At —y(Atg—t') g4/
(1-—a)L < ——— e AT dt
m-Jo

ou resolvendo-se a integral temos
|Fext‘ (1 - e_’YAtd) (1 _ e_»yAtlmin)

. 7,YAtmin
VPl (g (12)
mry : v

(1—a)L < -

(3.29)

Podemos simplificar a expressao anterior (3.29) mediante algu-

mas consideracoes. As exponenciais nesta expressao podem ser ex-
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pandidas em séries de Taylor em torno de zero se seus expoentes
forem proximos de zero. Podemos observar que os expoentes contém
o fator v = % Tal fator s6 se aproxima de zero quando os tempos
sao comparaveis a % O tempo ligado A¢"™  deve ser suficiente
para que o sistema entre no equilibrio termodinamico. O tempo
caracteristico com o qual a velocidade média das particulas tende
a velocidade de equilibrio pode ser usado como uma estimativa do
tempo At A equagao que rege o decaimento da velocidade média

é (2.38) que reproduzimos aqui

(v (t)) = (v (0))e . (3.30)

Esta equagao mostra que o sistema vai para o equilibrio com o fator
v, que € igual a %, sendo ( o coeficiente de atrito viscoso de Stokes
e m a massa da particula. O coeficiente de atrito viscoso de Stokes

¢ dado pela relagao
¢ = 6mvr (3.31)

onde v ¢é a viscosidade do meio e r é o raio da particula. Para a agua,
que é nosso meio de referéncia, a viscosidade vale v = 1073Pa.s.
Desta maneira, pela rela¢do (3.30), temos um tempo caracteristico
de decaimento da ordem de % e, portanto, podemos expandir em

série de Taylor a exponencial cujo expoente é —yA¢™™:

|Fext| (]- - ei’yAtd) ‘F;Jiot‘ - ’Feazt‘ At;nm2

(3.32)
ou seja,
Fd | — F., ' Fo.|(1— —vAtg )
| pot | t| Atme . ’ t|( ¢ ) AL+ (O[ — 1)L > 0.
2m : ym :

(3.33)
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Resolvendo a equacao do segundo grau temos as raizes:

Afin® =

| Feat| (1 — e778%) & \/|Fm|2(1 — e 8)2 4 292 (| Fly| = [Fear)m(1 — o) L

Y <|Fgot| - |Fewt|)
(3.34)

Como a parabola possui concavidade para cima e os tempos devem
ser positivos temos que escolher o tempo At de modo que ele
seja igual a At{”er para um determinado tempo Aty. Se quisermos,
podemos escolher o maior tempo At7™ que ocorre quando Aty tende

ao infinito e ficamos com

Pl | Feal? + 2921y — | Fea)m(1 — @)L
At = y . (3.35)
Y (’Fpot’ - ‘Fext’)

Os tempos At; devem ser maiores do que A#™" para que sejam

validas as aproximacoes feitas com respeito ao motor browniano.

3.2.5 FEficiéncia

Nesta secao discutiremos sobre a eficiéncia de um motor liga-desliga.
No entanto, inicialmente, abordaremos a eficiéncia do motor de
Feynman, seguindo os argumentos de Feynman contidos no texto
“The Feynman Lectures on Physics” [22]. Este exemplo é interes-
sante pois nos permite definir a eficiéncia de forma geral e também

fazer uma conexao com a eficiéncia de Carnot.

Eficiéncia no motor de Feynman

O motor de Feynman ja foi mostrado na introducao deste capitulo
e consiste em um eixo que possui uma catraca e uma lingueta numa

extremidade e pas na outra. A lingueta possui uma mola que é
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responsavel por manter a catraca presa. A catraca e a lingueta
ficam submetidas a um banho térmico com temperatura 75 e as pas
ficam submetidas a um banho térmico com temperatura 7). Veja a

figura (3.4).

Fig. 3.4: Motor de Feynman

Usando a mesma notagao que Feynman, vamos considerar que a
energia necessaria para levantar a lingueta ¢é €, o angulo deslocado
pela catraca quando a lingueta muda de um dente para o dente se-
guinte é 6 e que o torque exercido pelo peso central - ver figura - é k.
Com essas definigoes podemos agora comegar a estudar o comporta-
mento do motor de Feynman. O eixo pode girar em duas diregoes:
no sentido horério e no sentido anti-hordrio. Quando o motor esta
girando de um passo no sentido horario é necessario fornecer para
ele a energia ¢, de modo a levantar a lingueta, mais k0 que é o
trabalho feito contra o peso. Quando o motor gira no sentido anti-
horario, o peso esta abaixando e a energia necessaria para abaixar
o peso de um passo é €. A probabilidade, por segundo, de obter a
energia para levantar o peso é proporcional ao fator da distribuicao

_ e+r0
de Boltzmann C'e X571, onde C' é a constante de proporcionalidade

e Kp é a constante de Boltzmann. J4 a probabilidade por segundo

_; . . .
para abaixar o peso é C'e X872. No primeiro caso, a energia € + kf
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é retirada das pas (e portanto do banho térmico com temperatura
T1) e a energia € que foi absorvida pela mola é convertida em ca-
lor, aumentando a temperatura T5. No segundo caso, a energia € é
retirada do banho térmico com temperatura 75 e a energia forne-
cida ao banho térmico com temperatura 77 é € + k6. A energia €,
nesta ultima equagao, é transferida para o banho térmico, a tem-
peratura T, quando a mola da lingueta realiza trabalho contra a
catraca, durante o seu movimento de descida contra o dente, cujo

_ e+kb , .
formato é de um plano inclinado. Quando a taxa Ce K87t é maior

€

do que e X8T2, 0 peso sobe e quando as taxas apresentam a relagao

inversa, o peso desce. Existe um peso tal que as duas taxas sao
e+K6

_ [ . ~
iguais Ce KsTi = (e KBTz; nesta situagao, o peso permanece em

média parado. Se tomarmos um peso infinitesimalmente maior que
o anterior, a segunda taxa prevalece, o peso desce, e a energia €+ k6
¢ fornecida para o banho térmico a temperatura 77. Se ocorrer o
contréario, ou seja, se diminuirmos infinitesimalmente o peso ele se
deslocard para cima. Neste ultimo caso, a energia € ¢ transferida ao
banho térmico a temperatura T;. Deste modo, o motor de Feynman
pode funcionar reversivelmente subindo e descendo.

Vamos considerar que o peso é exatamente tal que mantém as

duas taxas iguais. Sendo assim temos:

Ce %5ti = Ce FoTa (3.36)
logo
€+ kb €
T = 772 (3.37)
ou ainda
et+kl Ty
T (3.38)

Caso o motor esteja levantando o peso, temos que ¢ + kf ¢ a



3. Motores brownianos 36

energia extraida das pas e € é a energia cedida para a catraca. Cha-
memos a energia trocada com as pas de ()1 e a energia trocada com
a catraca de ()o. Entao, a razao % = # Vamos supor agora
que o peso esteja sendo abaixado. A energia recebida pelas pés é
Q1 = € + kB e a energia fornecida pela catraca ()3 = €. Deste modo
a razao % permanece a mesma.

Podemos agora definir a eficiéncia. Eficiéncia é a razao entre o
trabalho feito por um motor contra uma forga externa conservativa

dividido pela energia fornecida ao motor. Simbolicamente:

W

-5 (3.39)

n

onde W ¢é o trabalho e E; ¢ a energia fornecida ao motor.
Considerando o caso do motor de Feynman quando ele esta le-

vantando o peso, temos para a eficiéncia:

_K_ K0
7Ef7€+/i¢9.

U (3.40)

Podemos reescrever (3.40) usando a expressao (3.38). A partir de

(3.38) temos

K0 T1 T1 — T2
= ]l== = 3.41
€ T2 T2 ( )
portanto
€ T2
— = . 3.42
K6 T1 — T2 ( )
Rescrevendo (3.40) encontramos
1
n = (3.43)

< +1



3. Motores brownianos 37

e usando (3.42) ficamos com

1 1
n=— = — (3.44)
) +1 T1—2T2 +1

e finalmente

Ty =1,
n= —7—

T (3.45)

que é a eficiéncia encontrada por Carnot.

Na analise do motor de Feynman, devemos considerar que o mo-
tor se move no regime quase estatico, de modo a ser reversivel e
poder alcancar a eficiéncia maxima, que é a de Carnot. No entanto,
no artigo [26], Parrondo argumenta que, mesmo no regime quase

estatico, o motor de Feynman nao atinge a eficiéncia de Carnot.

Eficiéncia do motor liga-desliga

No caso do motor liga-desliga, o numerador da eficiéncia, que é o

trabalho feito contra a for¢a externa, é dado por
W = |Fen|(R) L (3.46)

onde F.,; é a forga externa exercida sobre as particulas brownianas e
(R)L é o nimero médio de passos dados pelas particulas brownianas.

Para calcularmos a eficiéncia, devemos calcular a energia forne-
cida para o motor Ey. Esta energia ¢ proveniente do potencial.
Quando o potencial acaba de ser ligado, as particulas se encontram
distribuidas de acordo com uma certa densidade de probabilidade
p(z,t). Se conhecermos esta densidade de probabilidade, podere-
mos calcular a energia fornecida pelo potencial para as particulas

durante o periodo ligado At;. Para calcularmos esta energia, toma-
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mos o valor esperado:

E¢(ty) =N / p(z,tqa)U(x)dx. (3.47)

r=—nL

sendo N a constante de normalizacao e n o niimero que determina
a quantidade de pocos considerados. Tomamos o valor t; para t
porque este é final do periodo durante o qual as particulas difun-
dem de acordo com a densidade de probabilidade p(x,t), antes de o
potencial ser ligado. Quando o potencial é ligado, a distribuigao de
probabilidades é dada por p(z,t;). Qual é a distribuigao de probabi-
lidades que as particulas estao seguindo ? Esta distribuicao é gaus-
siana. Isso acontece porque assumimos que a forga aleatéria F,(t)
possui uma distribuicdo gaussiana. A expressdao que demonstra a

dependéncia de x(t) com respeito a forga aleatéria, ja mostrada, é:
v(0)(1—e™)  [Feul
gl my?
t
+ / Fu(ty) (1 —et=1) gty (3.48)
0

z(t) = x(0) + (vt+e " —1)

onde z(0) e v(0) sdo a posi¢ao inicial da particula e sua velocidade
inicial, respectivamente.

Como o tltimo termo da expressao (3.48) é uma integral de uma
variavel aleatéria gaussiana, x(t) também tera uma distribuigao
gaussiana. Isso é resultado da extensao de um teorema que in-
forma que a soma de variaveis aleatérias gaussianas possui uma dis-
tribuicao gaussiana. Desta maneira a densidade de probabilidade

pode ser escrita como:

(z — (2t + Atg)))*

4D(Aty) Aty (3-49)

p(z,ty) = Nexp |—

sendo N uma constante de normalizagdo e (z(t; + Aty)) o valor
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médio, para o tempo ty = t; + Aty, da posicao das particulas brow-
nianas. (z(t; + Aty)) é dado por:

(o(t))(1 = e2%)
v
[Feat| —yAt o —y(Atg—t1)
air (VAtg + e 7% — 1) + (Fu(ty)) (1 — e 1Atamt)) gp,.
0

(3.50)

{x(ty + Ata)) = (z(t)) +

Ao considerarmos, como anteriormente, que as posigoes iniciais
(x(t;)) = x(t;) = 0 possuem variancia nula e que durante o tempo
ligado as velocidades médias seguem uma distribuicao de Boltzmann

implicando em (v(¢;)) = 0, ficamos com

’Fext‘ —~vA
(x(t; + Aty)) = — -~ (VAtg + e 7% — 1) (3.51)

e assim a energia fornecida para as particulas F; ¢ dada pelo valor

esperado:

iy ( — (2t + Ata))?
Ef=N / P [_ AD(Aty)Aty

U(x)dx. (3.52)

r=—nL

sendo N a constante de normalizacao, n o nimero que determina a
quantidade de pogos e U(x) a energia potencial.

Finalmente encontramos a expressao para a eficiéncia

e IRultm 55
Nx_fnL exp [—%] U(x)dx
onde N é o termo de normalizagao e vale:
N=— ! . (3.54)
[ exp [—%] dx

r=—nL
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De maneira alternativa substituindo (z(t; + At;)) podemos rees-

crever (3.53) na forma

d z=nL (m—"_‘FefrtylyAtd—"_lfnéth‘ (ef'yAtd_l))Q
N _f L eXp | — 4D(Atg) Aty U<x>dx

onde U(z) é o potencial dente de serra da figura 3.5.

U(x)
AU

=i ol

Fig. 3.5: Gréfico do potencial periédico de periodo L e assimetria a. AU representa a
altura da barreira.

A equagao para a energia potencial dente de serra U(x) é

—|Fd )z se (a—1)L<z<0
U(x) = e (3.55)
[Frsotlr se 0 <a <alL.

F}fot ¢é a forga constante , devida ao potencial dente de serra, que
atua para a direita quando as particulas se situam no intervalo

[(a —1)L,0] ou nos seus equivalentes e Fy,

. ¢ a forca constante,
devida ao potencial, que atua para a esquerda quando as particulas
se situam no intervalo [0, «L] ou nos seus equivalentes.

Elaboramos um programa em fortran que calcula as grandezas
de interesse do motor liga-desliga expostas neste capitulo: nimero
médio de passos, velocidade média das particulas, forca para in-

terromper o motor liga-desliga, tempo minimo que o potencial deve
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ficar ligado e a eficiéncia. Este programa se encontra no apéndice C,
juntamente com os programas utilizados para o caso com memoria.
Os resultados obtidos referentes a este capitulo serao mostrados em
conjunto com os resultados obtidos para o motor liga-desliga com
memoéria.

O capitulo seguinte introduz a equagao de Langevin generalizada
e o formalismo da funcao memoria. A equagao de Langevin ge-
neralizada permite uma extensao do motor liga-desliga para casos
em que a forca aleatoria passa a apresentar correlacoes temporais,
ao contrario do caso visto anteriormente no qual a forca aleatéria

obedece a correlagao
<Fa(t1)Fa (t2)> =00 (tl - tg) . (356)

que caracteriza, por causa da funcao delta, a auséncia de correlacao

temporal.



4. EQUACAO DE LANGEVIN GENERALIZADA CLASSICA

4.1 A equagao de Langevin generalizada e os regimes difusivos

Nesta secao apresentamos a equacao de Lagevin generalizada que
nos permite estender o modelo do motor liga-desliga mediante a
introducao da chamada funcao memoria. A equacao de Langevin
generalizada é

mdvdit) =-m /Otr (t =t (") dt' + Fu(t). (4.1)

A principal diferenca entre a equagao acima e a equagao de Langevin
(2.23) estd no primeiro termo do lado direito. Essa integral expressa
a influéncia que todas as velocidades anteriores ao instante ¢ tém
sobre a variacdo de v (t) no instante ¢. A fun¢do memoéria I'(t)
depende do banho térmico ao qual a particula estd submetida e
pondera os valores assumidos pela funcao velocidade determinando a
dependeéncia temporal do fendomeno. Um fenémeno dito markoviano
¢ aquele que depende apenas do tempo atual. J4 um fenomeno
nao markoviano pode depender do passado distante. A equagao de
Langevin generalizada pode representar os dois tipos de fenomenos
dependendo da forma da fungao memoria T'(¢).

A forga aleatéria F,(t) da equacao de Langevin generalizada pos-

sui média nula e satisfaz o teorema de flutuagao-dissipacao:
<Fa<t1)Fa <t2)> = mKBTF (tl — tg) (42)

que é uma generalizagdo de (2.44). Este teorema foi analisado em
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pormenores por Ryogo Kubo [12].

Vemos, do teorema anterior (4.2), que a equagao de Langevin
generalizada descreve também sistemas que possuem correlagao du-
rante um certo tempo, ao contrario da equagao de Langevin normal
para a qual I' (t; — t3) = 2v0(t; — t2). Por causa disto, os sistemas
descritos pela equacao de Langevin generalizada podem apresentar
regimes difusivos distintos da chamada difus@ao normal ou de Eins-
tein, ou seja, a variancia da posicao das particulas nao cresce line-
armente com o tempo quando o sistema tende ao equilibrio térmico.
Esses novos comportamentos difusivos aparecem em sistemas fisicos
de interesse [27]-[28] e sd@o denominados difusoes andomalas.

Define-se o coeficiente de difusao como:

D i PO WP () = @)

t—00 2t t—00 2t

Usualmente classifica-se o tipo de difusao mediante a comparacao
do limite assint6tico da variancia {(z(t) — (z(¢)))?) com uma lei de

poténcia t*

lim ((2* (t)) — (z (t)>2) o t“ (4.4)

t—o0
onde a determina o regime difusivo:
a < 1 Subdifusao;

a =1 Difusdo Normal; (4.5)
a > 1 Superdifusao.
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Uma forma de encontrar os regimes difusivos dos sistemas é con-
siderar a funcao de correlacao entre as velocidades. Seguiremos os
argumentos de Morgado [29]. A funcao de correlacao de velocidades

Co(t) = (o(tyo(t + 1) (4.6)

onde () denota uma média de ensemble no equilibrio térmico. Como

z(t) — z(0) = /0 v(t")dt' (4.7)

temos segundo Kubo [12] que o coeficiente de difusao pode ser escrito

da seguinte forma:

D = lim i(({lf(t) —1’(0 = lim —/ dtl/ dtg tl tQ >

t—oo 2t t—o0 2t
1 t t—t1
= lim Z/ dt dt'{(v(t)v(t; +t'))
0

~ [Tttt ja = [~ cuoar (48)

onde assumimos que tlim (v(to)v(to +t)) = 0.
—00
Assim, podemos escrever (4.8) utilizando transformada de La-

place:

[e.9]

D = lim exp(—st)C,(t)dt = lir% Cy(s) (4.9)

s—0 0

onde C,(s) denota a transformada de Laplace da correlacio de ve-

locidades. Deste modo, se multiplicarmos a equagao (4.1) por v(0)
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e fizermos uma média no ensemble teremos:

dC;t(t) __ /0 T — )0, ()t (4.10)

onde levamos em conta o fato de que (F,(t)v(0)) = 0. Tomando-se

a transformada de Laplace da expressao anterior encontramos:

~ o Cv(o) D
Cy(s) = T O (0)R(s) (4.11)

e, portanto, a partir da equagao (4.9) e da anterior chegamos em:

D= tim -y, Cy(0)R(s). (4.12)
5—=0 g 4 I‘( 5) s—0
Vemos desta forma que o comportamento assintético da transfor-
mada de Laplace da funcio meméria I'(s) determina o regime difu-
sivo uma vez que C,(0) é finito.

Vejamos agora qual é a relagao entre o comportamento da fungao
memoéria quando ¢ tende ao infinito com o regime difusivo. Supo-
nhamos que a funcao memoria possua o seguinte comportamento
assintotico:

lim I'(¢) oc t7°. (4.13)

t—o0
onde 3 é um valor positivo, pois a memoria deve decair para tempos
longos. Usando o teorema do valor final da transformada de Laplace
temos

lim IT'(t) = lim sT'(s). (4.14)

t—00 s—0

Podemos reescrever este teorema se considerarmos que s tendendo

a zero pode ser substituido por % quando t tende ao infinito. Assim,
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a eq. (4.14) pode ser reescrita como

lim I'(t) = lim 1f(%). (4.15)

t—o00 t—oo t

ou ainda, multiplicando por ¢ em ambos os lados ficamos com

—_

lim t0'(t) = lim T'(<) = lim T'(s) (4.16)

t—o00 t—00 t s—0

onde no ultimo termo, substituimos ¢ — oo por s — 0. Substituindo
(4.13) em (4.16) chegamos em

. .1
lim['(s) = lim I'(=) = lim ¢I'(¢) = lim ¢ #*. (4.17)

s—0 t—o00 t t—o00 t—o0

A partir da expressao (4.12) vemos que o coeficiente de difusao
D é proporcional a t?~!. Como a variancia (4.4) é 2t vezes o coefi-
ciente de difusdo temos que a variancia é proporcional a t?. Como
assumimos anteriormente que a variancia era proporcional a t* infe-
rimos que « é igual a . Desta maneira o limite assintético quando
t tende ao infinito da funcao memoria determina o coeficiente o que
por sua vez permite a identificacao do regime difusivo ver (4.5).

Outra maneira de encontrarmos o tipo de regime difusivo ¢é cal-
culando a variancia contida na expressao (4.4)

lim ((2* (t)) — (z (t))2) ox 7. (4.18)

t—o00

Para isso precisamos saber quais sao as solucoes formais da equacao
de Langevin generalizada
dv (t)

m®0 /0 T - )0 )+ F(h) (4.19)

As solugoes formais, para as velocidades e posicoes das particulas
regidas pela equagao anterior (4.19) podem ser obtidas por transfor-

madas de Laplace. A transformada de Laplace é uma transformada
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integral, que como ja foi visto, é definida por

LA} = F(s) = / e () (4.20)

Na deducao das solugoes usaremos, além da transformada de La-

place, as seguintes propriedades

e {%ﬂ?} — 5f(s) - £(0): (4.21)

e { / Fgt - t’)dt'} — Fs)3(s); (4.22)
P2f

3)5{ dt?} — 2F(s) — sf(0) — dfd—(to). (4.23)

Primeiramente vamos encontrar a equagao para as velocidades.

Aplicando a transformada de Laplace na equagao (4.19) temos

m(si(s) = 0(0)) = —m(T(s)i(s) + Fuls)  (4.24)
ou dividindo pela massa e reorganizando os termos encontramos

~ (0 F.(s) 1
B T (4:25)

Agora, definimos a fungao resposta referente as velocidades ﬁ(s) =
1
s+L(s)
piedades mencionadas

e tomamos a transformada inversa de Laplace usando as pro

ot) = v(O)R() + /0 Rt - )R (4.26)

onde R(t) é a transformada inversa de R(s). Tirando a média de

ensemble da equagao anterior ficamos com

(v(t)) = (v(0)) R(?). (4.27)
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A partir de agora vamos encontrar as solucoes para as posigoes
das particulas brownianas regidas pela equagao de Langevin gene-

ralizada

mdzgt) — m /0 - t')dz—gl)dt' +Ey(0) (4.28)

que foi reescrita em relacao as posigoes z(t). Aplicando a transfor-

mada de Laplace na relagao (4.28) e usando as trés pro piedades

obtemos
o (59 = sa0) = ) = - (Fe (5 ) ) + Folo
(4.29)
: (7(5) = sa(0) = S ) = < (F6) (57(6) = a(0) + Folo)
(4.30)

Reorganizando a equagao (4.30) ficamos com

<s2 + sf(s)) z(s) = d:z;_(t()) + (s + f(s)) z(0) + F,;is) (4.31)

ou ainda

i U(OZ z(0) N Fa(s)~ .
5?2+ sI'(s) s m(s? + sI'(s))

(4.32)

Definindo a funcio resposta relacionada as velocidades ®(s) =
1
s24sT(s)
(4.32) determinamos que

e aplicando a transformada inversa de Laplace na equacao

() = 2(0) + v(0)D(t) + % /Ot ()0t — ) (4.33)
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ou tomando-se a média de ensemble

{x(t)) = (2(0)) + (v(0))@(?). (4.34)

Agora vamos calcular a variancia. Elevando a equagao (4.33) ao

quadrado e tirando a média de ensemble encontramos:

+ — /t /t<Fa(t’)Fa(t”))<I>(t —t"O(t — t")dt'dt". (4.35)
Elevando a equacao (4.34) ao quadrado chegamos em
(@(t))” = (2(0))* + 20(t){x(0))(v(0)) + (v(0))*@(t)*.  (4.36)

Deste modo temos subtraindo (z(t))? de (x(t)?) chegamos na

variancia:

((@(t) = (@(t))*) = {(2(0) — {£(0)))*) +22(t) ({x(0)v(0)) — (x(0)){v(0)))
+({(v(0) — (v(0)))*) @(t)*
+ % (x(0)F, ()Pt — t")dt’

T / t / FA)ELE) B — )0 (t — ") d di" (4.37)

0

onde utilizamos o fato de que no formalismo da equacao de Lange-
vin generalizada o termo (v(0)F,(t')) é nulo. Isto ocorre pois nao
existe correlagao entre a velocidade inicial e a forga aleatdria neste
formalismo. Podemos simplificar mais ainda a expressao (4.37) se

adaptarmos a situacao estudada neste trabalho. Nesta tese assumi-
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mos que os pogos de potencial sao fundos o suficiente de modo que
a variancia na posigao ((z(0) — (x(0)))?) pode ser desprezada. Além
disso sempre podemos escolher o pogo considerado como sendo a
origem, logo (z(0)) = x(0) = 0. Usando estes fatos temos a versao

simplificada da variancia:

+— / t / t(Fa(t’)Fa(t”)><I>(t—t’)CID(t—t”)dt/dt”. (4.38)

Usando o teorema de flutuagao dissipacao (4.2) na equagao anterior

(4.38) podemos escrever

((x(t) — @t2=4@@—®@ﬁww2
| KeT / — )0 (t — t")dt'dt”

= ((v(0) — (w(0)))>)D(¢)? + KBT// U — ") ()P (") du du”
(4.39)

ou ainda

((@(t) = (2())?) = ((v(0) = (v(0)))*)@(t)*

OKgT [ '
L / (") / D! — ") B () il (4.40)
m 0 0

_|_

Usando a relacao (4.56), que veremos adiante, obtemos

() = @)) = ((0(0) = )80 + 2L [ o) (1= b)) au’ -

2KgT [! KgT 0]
B /q)(u//)du//_ B d (
m J m Jo du”

(4.41)

) dUH

((0(0) = (v(0)))*)@(t)* +
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Desta maneira encontramos

(a(t) — (())?) = (<<v<0> (o)) - KBT) B(1)?

m

2KpT [
+ =5 / o(t')dt', (4.42)
0

m

onde {(v(0) — (v(0)))?) ¢é a variancia da velocidade inicial, ®(0) = 0.
Substituimos a variavel muda u” por t'.
Para encontrarmos o tipo de regime difusivo devemos tomar o

limite de ¢ tendendo ao infinito na expressao a seguir:

b g () = )

t—00 2t

({(0(0) — {o(0))) — S5) @0 + K8 [ a(r)d

m

2t

(4.43)

Porém, antes de fazermos isso, temos que saber o comportamento de
®(t) no mesmo limite. O comportamento assintético de ®(¢) é dado
pelo teorema do valor final que conecta os limites de uma funcao

com os da sua transformada de Laplace inversa:

tliglo f(t) =limsf(s), (4.44)

s—0

portanto, usando a definicao de (T)(s), concluimos que

- 1
lim ®(t) = lim s®(s) = lim

— (4.45)
t—o00 s—0 s—0 g + 1"(5)

Vamos analisar cada situagao separadamente. Temos trés limites

possiveis para a funcao I'(s):

I'(s) =00 Subdifusao;
liir(l) I'(s) = Constante # 0 Difusdo normal;
I'(s) =0 Superdifusao.

No primeiro caso, ®(¢) tende a zero e a integral da expressao (4.43)
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cresce mais lentamente que t. Assim, o regime é subdifusivo. No
segundo caso, a funcao ®(t) tende para uma constante e sua inte-
gral é proporcional a t quando t é suficientemente grande. Logo, a
difusao é normal. Na terceira situacao ocorre superdifusao, pois a

integral na expressao (4.43) cresce mais rapidamente do que t.

4.2 A equacao de Langevin generalizada e as fun¢ées-resposta

Nesta secao estudaremos as fungoes que determinam o comporta-
mento da particula Browniana. As fungoes R(t) e ®(t) que foram
definidas na secao anterior. Estas funcoes surgem quando encontra-
mos as solugoes para a equacgao de Langevin generalizada. Podemos
obter informagoes sobre estas fungoes a partir de suas transformadas
de Laplace R(s) e ®(s).

d(s) = o (4.47)
s s(s) '

O primeiro fato a ser observado é que temos a seguinte relacao

B(s) = éé(s). (4.48)

Tomando-se a transformada de Laplace da funcao anterior determi-

namos que

O(t) = /0 Rt (4.49)

ou seja se conhecermos R(t) basta resolvermos uma integral que
encontramos ().

A partir das relagoes (4.46) e (4.47) podemos encontrar equagoes
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integro-diferenciais para R(t) e ®(t). Reescrevemos (4.46) e (4.47)

na forma

sR(s) —1=—I(s)R(s) (4.50)
s&@—¢my:%_ﬂ@&@ (4.51)

onde levamos em conta que R(0) = 1 e ®(0) é nulo - ver equagoes
(4.27) e (4.49). Tomando a transformada inversa de Laplace das

relacoes anteriores e usando as seguinte propriedades

ne{ LY - 7o) - 10 (452

e [ ()l D' = Feyatey (4.53)

(4.54)

encontramos
R@:—/%u—mmw# (4.55)
@w:1_/%w—ﬂwwmﬁ (4.56)

R(t) e ®(t) sao chamadas fun¢es-resposta do sistema, uma vez
que elas descrevem o comportamento do sistema apds uma per-
tubacdo externa. A expressao (4.56) foi utilizada em um programa,
feito em linguagem fortran, que calcula as grandezas de interesse
do motor liga-desliga. A expressao foi usada para calcular ®(¢) nu-
mericamente em um caso que nao foi possivel calculd-la mediante

transformadas de Laplace.
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4.3 Energia cinética média do ensemble

Uma outra maneira de abordar a fungao resposta R(t) ¢ encontrando
sua relagao com a energia cinética média do ensemble de particulas.
Elevando a expressao (4.26) ao quadrado e tomando a média de

ensemble obtemos:
00°) = WO RO + - [ (@OF) R~
+ L /t /t<Fa(t’)Fa(t"))R(t —tR(t — t")dt'dt". (4.57)

0

Considerando que v(0) e F,(t) nao sao correlacionadas e fazendo uso

do teorema de Flutuacao-dissipagao teremos:

(0(t)*) = (0(0)*)R(t)*+ (4.58)
Kzr/%/HXﬂ—ﬂﬂﬁr—wR@—¢%ﬁUﬂ

ou ainda, reescrevendo a ultima integral

(4.59)

(w(t)*) = (v(0)?)
)

OK 5T [
Bt/Rw
m

R(t)*+

t//

/ Nﬂ—ﬁﬂﬂﬁi#ﬁ
0

Finalmente, usando a relagao (4.55) e multiplicando por m/2 che-

gamos a

KgT

[1— R(t)%]. (4.60)

onde usamos o fato de que R(0) = 1.

Vemos assim que, se o ensemble for perturbado, o seu retorno
ao equilibrio é condicionado ao comportamento da fungdo R(f). A
fungao R(t) para um tempo muito grande tende a zero tlgcr}o R(t) =0,

nos casos de difusdao normal, devido ao mesmo comportamento da
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funcdo memoéria lim I'(¢) = 0. Podemos observar também que a
t—00

energia cinética média das particulas concorda com o teorema da

equiparticao da energia neste limite.

4.4 A R(t) como funcgao correlagao de velocidades

A fungdo R(t) representa, também, uma correlagao de velocidades.

Multiplicando a equagao (4.26) por v(0) chegamos a:
1 t / / /
v(0)v(t) = v(0)*R(t) + - / v(0)F,(t )R(t —t)dt . (4.61)
0

Tomando-se a média de ensemble e levando-se em conta que v(0) e

F,(t) nao sao correlacionados, encontramos:

((0)0(t)) = (v(0)?) R(2). (4.62)
Portanto

O (1.63)

que é um coeficiente de correlacao linear se considerarmos que
(v(0)) = 0 e que os tempos t = 0 e t estejam definidos para uma
situacao de equilibrio térmico. O coeficiente de correlacao linear

mede a dependéncia linear entre duas variaveis e é dado por:
XV -0
VX = (X))2H(Y = (Y)?)

p varia entre —1 e 1. Quando a correlagao é negativa significa que

p= (4.64)

se uma grandeza crescer a outra diminui. Quando o médulo da cor-

relacao é 1 temos a maxima correlagao positiva ou negativa. Usando



4. Equacao de Langevin generalizada classica 56

o coeficiente de correlacao para a velocidade ficamos com

L o)~ () () Lo
’ 02 — @O (2 — o)) 09
e usando o fato de que (v(0)) = (v(t)) = 0 obtemos
o) \
SN EOEN (00 o

Podemos ver que (v(t)) = 0 a partir da equagao a seguir e da relacao

(v(0)) = 0:
v(t) = v(0)R(t) + % /t Fy(t)R(t —t)dt . (4.67)

Considerando que t = 0 e t sejam tempos tais que ja atingimos o
equilibrio térmico vale (v(0)?) = (v(t)?) e portanto (4.66) recai em

(4.63).

4.5 Forca média

Outra grandeza que depende de R(t) e que é importante na caracte-
rizacao do movimento browniano ¢é a forca “térmica” média sofrida
por uma particula no tempo t. Com a intencao de obter a forga
média, tomamos a média da ELG encontrando:

<md“d§t)> —m /0 T 1) (0 () (4.68)

Tirando a média de ensemble de (4.67) e substituindo na integral

acima obtemos

dv (t)
dt

) = —m(v(O))/O I'(t—t")R(t")dt, (4.69)

(m
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ou ainda, usando a relacio de R(t) (4.55) chegamos a
(Fr(t)) = m{u(0)) R(t). (4.70)

Portanto, a forca média sofrida por uma particula Browniana no
tempo t é proporcional a variacao da fungao R(t). Se for possivel
medir experimentalmente a forga média pode-se obter a funcao R(t)

numericamente.

4.6 Espaco de fase e ensemble

Na presente se¢ao faremos uma pequena revisao sobre espago de fase
e ensemble que serve como base tedrica para as médias de ensemble
que sao feitas nesta tese.

Um sistema mecanico pode ser completamente descrito por suas
coordenadas generalizadas (q1, g2, ---q3,) € por seus momentos conju-
gados (p1, e, ---P3n). A escolha destas grandezas é em grande parte
arbitraria e sujeita ao grau de conveniéncia no estudo de um de-
terminado sistema. E ttil considerar um espaco 6n dimensional,
chamado espago de fase - A(q, p), no qual cada ponto representa um
estado microscopico do sistema. Para um sistema regido por uma
hamiltoniana que nao depende explicitamente do tempo, o ponto
representativo (pontoimagem) do espago de fase evolui nesse espaco

de acordo com as equacoes de Hamilton:

. _ OH(q.p)
. O0H(q,p)
P = a0 (4.72)

Como essas equagoes diferenciais sao de primeira ordem, as
fungoes ¢;(t) e p;(t) ficam completamente definidas para to-

dos os valores de ¢« = 1...3n desde que as condicoes inici-

als QI(O)7QQ(O)7 "~Q3n(0)7p1(0)7p2(0>a pSn(O) Sejam dadas. Essas
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funcoes determinam a trajetéria do pontoimagem e, portanto, toda
a evolucao do sistema.

Grandezas macroscopicas que estejam associadas ao sistema sao
descritas pelas chamadas funcoes de fase que dependem das coor-
denadas generalizadas, dos momentos conjugados e, em geral, do
tempo t. Essas fungoes evoluem no tempo de acordo com a equacao
abaixo:

3n
A= % + Zl (g—zqi + g—;ipi) . (4.73)

Usando as equagoes de Hamilton (4.71) e (4.72) encontramos

.94
A= %—t +{A H} (4.74)

onde A = A(q,p,t) e {A, H} é o paréntese de Poisson
3n

0AOH 0AOH
4.1y = ZZ1 dq; Opi - Ip; 0 (4.75)

Quando a hamiltoniana, que é uma funcao de fase, nao depende
do tempo, ela é uma constante de movimento e denota a energia do
sistema. Para cada valor fixo da energia de um determinado sistema

temos um conjunto de pontosimagem que satisfazem a condicao:

E = H(q,p) — Energia constante. (4.76)

Esse conjunto de pontos define uma superficie equienergética no
espaco de fase.

Até esse ponto nao houve a necessidade de nenhum tratamento
estatistico, uma vez que as equagoes utilizadas sao exatas. No en-
tanto, para especificar completamente um sistema, temos que co-

nhecer as condicoes iniciais e as equacoes de movimento. Como,
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em geral, desconhecemos as condigoes iniciais, devemos conside-
rar as varias possibilidades, ou seja, um ensemble. Um ensemble
¢ formado por um conjunto de sistemas que, exceto pelo fato de
possuirem condicoes iniciais distintas, sao idéenticos. Cada sistema
em um ensemble é representado por um pontoimagem no espaco de
fase. No ensemble microcanonico define-se para cada volume equi-
energético uma fungao de distribuigao p(q, p,t) que indica qual é a
fracao de pontosimagens que estao em um certo hipervolume dife-
rencial dA = d*Nqd*Np = dq,...dgsndp: ...dpsy em um dado tempo t.
Levando-se em conta que o nimero total de sistemas no ensemble é

constante, a normalizagao da funcao de distribuicao é:
/ p(q. 7, )dg*N dp* = 1 para todo tempo t. (4.77)
A(E)

Podemos, agora, definir também a média de ensemble de uma certa

fungao de fase A(q, p,t) como:
Ay = [ o@E0AGE OGN Ty
AE

Se um determinado sistema atinge o estado de equilibrio, a funcao

de distribuicao nao dependera do tempo e a média de ensemble sera:
Ao = [ | o@9AG D™ ™ (4.79)
AE

Outra média que pode ser efetuada sobre a funcao de fase
A(q(t),p(t),t) é a média temporal:

_ to+T

A= lim —/ A(q(t),pl(t),t)dt (4.80)
T—oo T to

onde ty é o tempo necessario para que o sistema atinja o estado

estacionario. Se a média temporal for igual a média do ensemble

diz-se que o sistema ¢é ergodico.
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No estudo do movimento browniano o ensemble canonico é con-
veniente e por isso vamos explicitar os calculos que definem esse
ensemble. No ensemble canonico um subsistema pequeno estd em
contato com um sistema maior (reservatério térmico), que possui
uma temperatura constante. Seja Ej a energia total do sistema, £
as energias do subsistema e r(Eg) o nimero de estados acessiveis

ao reservatorio em funcao da energia do mesmo, entao:
Pj =cC QR(EQ - Ej) (481)

é a probabilidade de que o subsistema se encontre em um estado com
energia £; sendo ¢ a constante de normalizacao. Como a energia
total Ey é muito maior que as energias do subsistema, podemos

efetuar a expansao abaixo:

InQgr(E
hle =lInc+1In QR(E()) + |:8na—£,():| (-Ej>+
E=E,
1 82 In QR(E)
— | —E)*+ ... 4.82
o eme (4.82)
sendo alngg(E) = K;lgT = [ onde T é a temperatura do reservatério

e Kp ¢ a constante de Boltzmann. O termo que envolve a derivada
segunda com relacao a energia ¢ nulo, pois consideramos que a tem-
peratura do reservatério térmico nao varie significativamente com a

energia, logo:

*InQp(E) La(%)

e = or N (4.83)

Sendo assim:

b (-0

LY exp(—BE) (4:84)
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No caso classico no qual a energia do subsistema ¢ dada por uma
hamiltoniana E; = H(q,p) temos

exp (—BH(q,p))

P(q,p) = - 4.85
@) Jacm &P (=BH(G,1))dg*N dp*N (4.85)
que é também a funcao de distribuicao canodnica de equilibrio :
_BH(G

pe((fvp = = .
) = om0 (—BH G )
4.7 Obtencao da equacao de Langevin generalizada

Nesta secao deduziremos a equacao de Langevin generalizada para
um caso especifico no qual o sistema que circunda a particula Brow-
niana é modelado por osciladores harmonicos. Este é o chamado
modelo de Caldeira-Leggett [30]. O subsistema ¢é a particula Brow-
niana e o ensemble utilizado é o canonico. O acoplamento entre a
particula Browniana e o banho térmico de osciladores harmoénicos
também é especifico como mostrado abaixo. A hamiltoniana con-

junta dos dois sistemas é:

p2 a p2 1 2.9

H=—+U(q) + L MW 4.87
Porv@+ Y (f e gmetd) s
onde ¢ é a coordenada generalizada relativa a particula Browni-
ana, ¢; sao as coordenadas generalizadas dos osciladores harmonicos,

U(q) é a energia potencial devida a um campo externo, w; é a

C;
miw?

frequéncia angular do oscilador i, §; = ¢q; — q e C; é a inten-
sidade do acoplamento entre a particula e o oscilador 1.

Podemos dividir a hamiltoniana em duas: uma associada a
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particula Browniana

Hs =L +U(g) (4.88)

e outra ao banho térmico:

2
b; 1 =
Hgp = E <2m- - Emiwfq?) . (4.89)

(2
(2

Usando as relagoes de Hamilton em (4.87) obtemos as equagoes de

movimento para a particula Browniana e para o banho térmico res-

pectivamente:
mTd - —‘fi—(q] () (4.90)
e
Cf;(? = —mw?q + Ciq (4.91)
sendo
N

fa(t) = Z CiGi (4.92)

a forca devida ao banho térmico.
Como desejamos eliminar as varidveis do banho térmico resolve-

mos a equacao (4.91):

i:(0) sen (i) |
Wi

/Ot q(t ) sen(w;(t —t))dt

qi(t) = ¢;(0) cos(w;t) +
C;

m;w;

(4.93)

’

onde ¢;(0) e ¢;(0) sao os valores iniciais da posi¢ao e da velocidade

do oscilador 2 do banho térmico. Fazendo uma integracao por partes
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no tultimo termo da equagao anterior encontramos

Cig lQ(t)_Q<O>COS(Wit)— /0 Gt cos(w;(t —t))dt | . (4.94)

Substituindo a expressao anterior em (4.93) temos

4i(0)

Wi

/0 Gi(t) cos(w;(t —t))dt

qi(t) = q;(0) cos(w;t) + sen(w;t)— (4.95)

Ci

miw?

e usando este resultado em (4.92) encontramos que a forga f,(t)

pode ser escrita como

N

Ja(t) = Z [OiQi(O) cos(w;t) + %%(0) sen(w;t) (4.96)
N Z mC:L)z /0 Gi(t') cos(wi(t —t))dt .

Como o numero de osciladores do banho térmico é, usualmente,
muito grande trataremos as varidaveis do banho térmico como um
ruido. Para caracterizarmos esse ruido consideremos que as posicoes
e velocidades iniciais das particulas do banho térmico sejam prove-
nientes do ensemble canonico. Assumindo isto temos as seguin-

tes médias de ensemble para as grandezas do banho térmico no

equilibrio:
(@(0)) = (6,(0)) = 0 (4.97)
(@(0)4;(0)) = (@:(0)g;(0)) = 0 (4.98)
(G(0)3;(0)) = 6,22 (4.99)

m;w;
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(6(0);(0)) = 0 (4.100)

onde ¢;; é o delta de Kronecker.

Usando (4.97) em (4.96) encontramos que a média de ensemble

da forga f,(t) é

= —m/ D(t —t)dt (4.101)

onde definimos a funcao memoria

1 o 2
T(t—t)=— (t—t 4.102
mz 2COSW ). ( )

=1 Z

Subtraindo a forga média obtida acima da for¢a f,(t) temos:

N

F,(t) = Z [C’@-(O) cos(w;t) + S—Zq'i(O)sen(wit) (4.103)

i=1

e consequentemente (F,(t)) = 0.
Finalmente, combinando as relagoes (4.90), (4.96) e (4.103) ob-

temos a equacao de Langevin generalizada

d? t L
md_tg = —m | G(O)0(t = )dt + Fo(t) + Feu(t) (4.104)
0
com F,(t) = _d(é ((Iq)'

Agora vamos demonstrar o teorema de flutuagao-dissipacao para

este caso especial. Multiplicamos F,(t) por F,(t') e tomamos a
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média de ensemble:

(Fu(t)Fu(t')) = (4.105)

N N

g

CiC4(qs :(0)) cos(w;t) cos(w;t")+

i=1 j=1

N N

9_
W;

g

)g;(0))sen(w;t)sen(w;t’)

onde desprezamos as médias nulas. Calculando as médias restan-
tes e usando uma identidade trigonométrica temos o teorema de

flutuacao-dissipacao:

2

(Fu()Fu(t)) = KpT Y — cos(w;(t —t')) = mEKzTT(t —t).

(4.106)



5. MOTOR LIGA-DESLIGA COM MEMORIA

5.1 Introducao

Nesta secao discutiremos o assunto principal desta tese, ou seja, o
motor liga-desliga associado a equacao de Langevin generalizada.
Como ja foi dito anteriormente, a equacao de Langevin generalizada
descreve processos difusivos nos quais a forca aleatéria apresenta
correlagao. Nosso propédsito entender como a presenca de memoria
influencia o funcionamento do motor liga-desliga. Estudaremos qua-
tro tipos de memoria. As fungoes memoéria serao descrita em uma
proxima secao. No momento vamos nos deter sobre o motor liga-
desliga com meméria. Durante a etapa difusiva do motor liga-desliga
sem memoria, as particulas eram descritas pela seguinte equagao de

Langevin:

oU (z)
ox

mo (t) = —myv + Fy(t) — |Feut| — f(t), (5.1)

onde 7y é o coeficiente de atrito viscoso sobre a massa %, F,(t) é a
forga aleatoria, F,,; é uma forca externa constante, U(x) é a energia
potencial dente de serra, figura (5.1), e f(t) é uma fungao dicotomica

que assume os valores 1 e 0 - motor liga-desliga.
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Ulx)

=i Gl

Fig. 5.1: Gréafico do potencial periédico de periodo L e assimetria a. AU representa a
altura da barreira.

No presente caso, motor liga-desliga com memoria, utilizaremos

a equacao de Langevin generalizada

oU (z)
ox

ft)
(5.2)

mo (t) = —m /Otv(t')l“(t — 1)t + Fy(t) — |Fup| —

na qual as grandezas sao as mesmas descritas na equacgao de Lange-
vin (5.1), exceto pela presenga da fungao memdria I'(¢). A fungao
memoria tem sua origem no liquido que envolve a particula, como
foi visto na secao 4.7. Portanto, ela possui a mesma origem que
a forca aleatéria F,(t) que atua sobre a particula. Podemos dizer
que, para a equacao de Langevin generalizada, de modo semelhante
ao que dissemos sobre a equacao de Langevin simples, a funcao
memoria é responsavel pela dissipacao da energia da particula e a
forga aleatéria F,(t) gera flutuacoes na energia da particula. Dito
de outra forma, a funcado memoria esta associada a forca de atrito
viscoso que atua sobre a particula, ao passo que a forca aleatoria
mantém a particula em um movimento incessante. Para a equacao
de Langevin generalizada temos uma extensao do teorema de flu-

tuacgao-dissipacao que possui a forma

(Fa(t)Fu(t')) = mKTT(t — 1) (5.3)
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sendo m a massa da particula browniana, Kz a constante de Boltz-
mann, 7" a temperatura e [' a fungdo memoria. Para compreender-
mos melhor o papel da funcao memoria, vamos relembrar aqui a
discussao feita na segao 4.4, sobre o coeficiente de correlagao. O co-
eficiente de correlacao linear mede a dependéncia linear entre duas
variaveis. Ele varia entre —1 e 1. Quando o coeficiente é negativo, ele
indica que a as grandezas sao inversamente proporcionais; quando
é positivo, indica proporcionalidade direta. Repare que ele apenas
indica o grau de correlacao linear entre duas variaveis. Portanto se
seu valor for nulo isso nao quer dizer que a variaveis sao indepen-
dentes. Quer dizer apenas que elas nao possuem dependéncia do

tipo linear. O coeficiente de correlagao linear é definido como:
X -0
VA = (XY — ()

onde () denota uma média de ensemble. Se as varidveis forem inde-

p(X,Y) = (5.4)

pendentes, temos que o coeficiente de correlagao linear é nulo, pois
(XY) = (X)(Y); mas, como vimos, a nulidade do coeficiente de
correlacao nao implica independéncia estatistica. Vamos aplicar o
coeficiente de correlacao linear ao caso da forga aleatoria em dois

instantes diferentes
(Fa(t)Fa(t) — (Fa(t)) (Fu(t'))

\/((Fa(t) — (FaO))* ) (Fa(t') — (Fu(t)))?)
(5.5)

p(Fa(t), Fo(t')) =

ou usando o fato de que os valores médios das forcas sao nulos
(Fu(t)) = (Fa(t')) = 0
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Mediante a relagdo de flutuagao-dissipagdo (5.3) temos que
(Fu(t)?) = (F,(t)?) = mKgTT(0) logo o coeficiente de correlagao
linear fica sendo

mEKpTD(t —t) D(t—t)

p(Fa<t>7 Fa<t/)) = mKBTF(O) = F(O) : (57)

Vemos deste modo que a fungao memoria desempenha dois papéis
principais. Em primeiro lugar, ela determina a intensidade da forga
de atrito viscoso na equacao de Langevin generalizada e, em se-
gundo, ela determina o coeficiente de correlagao da forca aleatoria.

Apos falar brevemente sobre a equagao de Langevin generalizada,
vamos retomar a discussao sobre o motor liga-desliga com memoria.
O motor liga-desliga com meméria difere do motor liga-desliga sem
memoria no que diz respeito ao processo difusivo. Exceto por isso
ele possui o mesmo funcionamento. Vamos relembrar as etapas de
funcionamento do motor liga-desliga. O motor atua de maneira

ciclica e segue as seguintes etapas, ver figura 5.2:

1. No intervalo de tempo At;, no qual o potencial permanece li-
gado, as particulas sao mantidas presas no primeiro poco de

potencial;

2. No intervalo de tempo At,, no qual o potencial permanece des-
ligado, as particulas se difundem com uma densidade de proba-
bilidade gaussiana, com média, nula de acordo com a equagao

de Langevin generalizada.

3. Quando o potencial é novamente ligado para mais um inter-
valo de tempo At;, ocorre que devido a difusao das particulas
no periodo desligado, a maior parte das particulas é capturada
nos pocos de potencial seguintes, outra parte se mantém no
mesmo poco e uma pequena parte recua para os pocos anterio-
res. Em média as particulas, devido a assimetria do potencial,

se deslocam preferencialmente para um sentido.
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Fig. 5.2: Funcionamento do motor liga/desliga

Na figura anterior (5.2) Uy, representa o potencial ligado. Ele
¢ composto pela energia do potencial dente de serra acrescida da
energia relativa a forca externa. Lembremos que a forca externa é
negativa F..; = —|Fou|. Upes representa o estado no qual o potencial
dente de serra esta desligado, s6 restando, assim, a energia potencial
devida a forca externa.

A diferenca em relacdo ao caso sem memoria é que a viscosidade
efetiva é diferente para cada escolha da funcao memoria mudando
desta maneira a performance do motor liga-desliga. Essa diferenga
acarreta mudanga nas expressoes do coeficiente de difusao e muda
as grandezas de interesse do motor liga-desliga com memoria. Nas
secoes seguintes vamos salientar as diferencas e semelhancas do mo-

tor liga-desliga com memoéria em relagao ao sem memoria.

5.2 Analise matematica do motor liga-desliga com memdaria

Matematicamente o motor liga-desliga com memoria apresenta pe-

quenas diferencas em relacao ao sem memoria. Vimos que, no caso
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sem memoria é importante conhecer as probabilidades com as quais
as particulas atingem os pogos de potencial durante o periodo des-
ligado - Aty. Essa probabilidade depende de uma funcao de dis-
tribuicao gaussiana. No presente caso, tal probabilidade também é
importante e depende da mesma densidade de probabilidade gaus-
siana, pois a forca aleatdria satisfaz as mesmas condicoes vistas an-

teriormente

IR N IR0,
plat) = ArD(t)t p[ AD(t)t ] (5:8)

A diferenga estd na posicao média das particulas (z(t)) e no coefi-
ciente de difusd@o D(t). No capitulo quatro encontramos as solugoes
para a equagao de Langevin generalizada - equagoes (4.26), (4.27),
(4.33) e (4.34). Ld nao tinhamos a forca externa, que esta presente
na equagao (5.2):

mi (1) = —m/o o(E VTt =€)t + Fult) — |Fout| — agf)f(t).

(5.9)

Para levarmos em conta esta forca, basta substituirmos a forca
aleatoria pela soma da forca aleatoria mais a forca externa. Fazendo

isso, encontramos as solugoes da equagao (5.2) durante o periodo
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desligado f(t) =0

u(t) = v(0)R(t) +% /O (Fu(t') — | Foue]) R(t — £)dt’ (5.10)

x(t):x(O)—i-v(O)CI)(t)—{—%/o (Fu(t)) = |Fowe]) ®(t — )’ (5.11)

Fel' ¢
(v(t)) = (v(0))R(t) — %/ R(t —t")dt' (5.12)
0
_ ’Feﬂct‘ ! / /
(z(t)) = (z(0)) + (v(0))P(t) — ) Ot —t')dt (5.13)
onde R(t) ¢ a transformada inversa de Laplace de R(s) = ﬁ(s) e
®(t) 6 a transformada inversa de Laplace de ®(s) = s2+if ok Vemos

assim que a posicao média das particulas durante o periodo desligado
(x(t)) depende da fungao resposta ® e, portanto, da fun¢ao meméria.
Vejamos agora a alteracao no coeficiente de difusao. O coeficiente de
difusao dependente do tempo é a variancia na posicao das particulas
divida por 2t

_ _ . (5.14)

No caso do motor liga-desliga o instante inicial do periodo desli-
gado corresponde ao final de um periodo ligado. Sendo assim temos

as identidades v(0) = v(t;) e x(0) = z(t;) e as equagdes anteriores
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assumem a forma

U(tl + Atd) = U(tl)R(Atd) + %/0 : (Fa(t') — |F€xt|) R(Atd — t’)dt/

(5.15)

[E(tl + Atd) = x(tl) + U(tl)@(Atd) + %/0 : (Fa(t/) — |Fe:ct|) (P(Atd — t’)dt/

(5.16)

‘Femt’

(o(t; + Aty)) = (v(t)) R(Aty) — /0 th(Atd—t’)dt’ (5.17)

Atd
ext |

(@t + Ata)) = (x(tr)) + (v(t)) P(Ala) —

t)dt’
(5.18)

Para encontrarmos o coeficiente de difusao devemos ter os valores

de (x2(t)) e (z(t))?. Vamos agora calcular o coeficiente de difusio
utilizando a defini¢ao (5.14). Elevando a equacao (5.16) ao quadrado

e tirando a média de ensemble encontramos:

(@t + Ata)?) = (2(t)*) + 20(Ata){@(t)v(t) + (v(t)*) D(Atg)?

P | Atd< 08ty )i = ZUR [ ot
Atd ’ Atd ’
—/ Bt Fu () B(Aly — 1)l ——/ (1) [ Fout|YO(Ay — )t

Aty Atg
+— / / (FL (0 F (1) (At — 1) D(Aty — ")dt dt”
Aty Atd
et / / O(t")at'dt”. (5.19)
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Elevando a equagao (5.18) ao quadrado chegamos em

(2t + Atg))? = (a(t))” +2<I><Atd )+ (v(t))*®(Ata)?
+2(x(tl)>F;fft Atdcb Ndt' + —= Pt / Atd / Atd t")at'dt".
(5.20)

A seguir, faremos consideracoes que simplificarao a forma da
variancia.

Assumiremos que a barreira do potencial dente de serra é alta o
suficiente para que o valor médio das posicoes, no final do periodo li-
gado, seja igual ao valor das préprias posicoes (z(t;)) = x(t;). Como,
sem perda de generalidade, podemos assumir que o pogo que esta
sendo tratado ¢ a origem, temos que (x(;)) = z(f;) = 0. Além
disso, no formalismo da equacao de Langevin generalizada o termo
(v(t))F,(t')) ¢ nulo, como se vé no apéndice C relagao (C.51). Fi-
nalmente, assumimos que At; é grande o suficiente de modo que
o sistema esteja em equilibrio térmico no final do periodo ligado.
Sendo assim, temos a distribuicao de Boltzmann para as velocida-

des:

2

p(v)dv = N, exp (— ZTIT?;T> (5.21)

onde N, é a constante de normalizacao

1 m
N, = = — (5.22)
ffooo exp ( oK T) dv 2rKpT

Deste modo o valor médio da velocidade (v(0)) = (v(t;)) é:

v(t)) = N, / v exp < 2K3T> dv =0 (5.23)
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Usando os fatos expostos anteriormente e subtraindo (z(t; +

Atq))? de (z(t; + Atg)?) chegamos na variancia:

((z(ts + Atg) — (2 (tz+Atd = {(2(ta) — (2(ta)))") =

({12 D(Aty)? +— / - / Atd Fu())®(Aty — #)B(Aby — ¢)dt'dt".
(5.24)

O valor de (v(#;)?), que pode ser calculado explicitamente mediante

a distribuicao de Boltzmann, é

KT
N/ v exp( 2KBT) dv = WE; : (5.25)

Substituindo o valor de {(v(#;)?) em (5.24) e usando o teorema de

flutuagao-dissipacao (5.3), temos

<($(tl + Atd) < (tl + Atd =

KpT KpT
B o (Aty)? + =2
m

Aty Atd
/ T(t) — ) ®(Aty — ) D(Aty — t")dt' dt".
(5.26)

Fazendo as substituicoes v’ = Aty —t' e u” = Aty — t” encontramos

(2t + Atg) — (x(t; + Atg)))?) =

KT KT
BZp(Aty)? + =Z

Aty Atd
/ " —u)®(u)®(u")du'du”.
(5.27)

Podemos escrever a expressao anterior usando integrais iteradas

(@t + Ata) — (2t + Ata)))?) =

KT oK T [~ u
BZp(Aty)? + =2 / d(u") / T(u” — u)®(u)du'du”.
m 0 0

m

"

(5.28)
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Agora podemos usar a rela¢ao (4.56)

t
d)(t):l—/ D(t — )t dt (5.29)
0
em (5.28) encontrando

((x(ts + Atg) — (z(ts + Atg)))*) =

KgT QKT (Al QKT [Pl .
BZp(Aty)? + =—Z / O(u")du" — L= / P (u")(u")du".
m 0 0

(5.30)

Resolvendo a tltima integral, vemos que ela cancela o primeiro

termo e que portanto a variancia fica sendo

 2KpT

((x(t; + Atg) — (x(t; + Atg))?) —

Aty
/ S(u)dt".  (5.31)
0

Finalmente, obtemos a férmula do coeficiente de difusao

At
KT [ ®t)dt KT [A
D(Aty) = 0 = O(t)dt'. .32
( d) m QAtd mAtd/O ( ) (5 s )

Vemos assim que tanto o valor médio (z(t;+At,)) como o coeficiente
de difusao dependem da funcao resposta ®(t). Essa funcao resposta
depende, por sua vez, da fungdo meméria I'(¢). Lembremos que a
fungao resposta ®(t) é a transformada inversa de Laplace da funcao
d(s) = WIF(S)

quando a fungao memoria vale I'(t) = 2v4(t), teremos

Se considerarmos o caso sem memoéria, ou seja,

~ 1 1
O(s) = = = — (5.33)
s2+sI'(s) s*+ sy

cuja transformada de Laplace inversa é

1—e

v

o(t) (5.34)
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Substituindo esta fungdo ®(t) nas expressoes (5.16) para o valor

médio (z(t; + Aty)) e para o coeficiente de difusao (5.32) ficamos

Ccom
1+ Bta) = ol + o) =+ L [ ) = ) A2
x(t, + td:$t1+vtl—+—/ Fy(t') = |Fogy|) ——————at
v m Jo t Y
(5.35)

€

KT [Af] — et KpT —1+ yAty + e At
D(Aty) = 8 / €y _ BB + YAl te .

mAty J, y mAty ~?2

(5.36)

As expressoes obtidas sao as mesmas que ja obtivemos para o caso
sem memoria. A equacao (5.35) é igual a (2.37) acrescida do termo
referente a for¢a externa e o coeficiente de difusao (5.36) é igual a
expressao (3.5) se levarmos em consideragao as aproximagoes feitas.
Temos, portanto, que o caso sem memoria é um caso particular do
caso com memoria quando a meméria é dada por I'(¢) = 2v0(t).

Podemos, agora, escrever a probabilidade P;(Aty), que indica
para cada poco ¢ qual é a chance de que a particula atinja este poco
no final do processo difusivo quando t = t; + Aty. A probabilidade
P;(Aty), ver (3.7), é a integral

Pi(Aty)

1 (
B \/ 47TD(Atd)Atd /(a1+i)L 4D(Atd)Atd

(5.37)
Com (z(t; + Aty)) dado pela relagao (5.13)

oti)L o [_ (@ — (x(t + Atd)))2] .

Fem Aty
| Fea| / O(Aty —t')dt’
m Jo

(5.38)

(z(ti + Ata)) = (x(tr)) + (v()) 2(Ata) —
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e o coeficiente de difusao D(At,) dado por (5.32)

KBT Aty
mAtd 0

D(Aty) = O (t")dt'. (5.39)
t; é o instante de tempo no qual o motor esta no final de um periodo
ligado e Aty é o intervalo de tempo durante o qual o potencial per-
manece desligado.

De posse das equacoes anteriores, podemos repetir os passos do

capitulo 3 e calcular as grandezas de interesse.

5.2.1 Motor liga-desliga com memoria - Numero médio de passos

e velocidade média
O numero médio de passos continua sendo, como no caso do motor
sem memoria, dado pelo valor esperado

i=n

(R) =N > iPi(Atg) (5.40)

i=—n

onde 7 é o indice que determina o pogo e P;(Aty) sao as probabilida-
des de as particulas atingirem os pogos indexados por i. n determina

o numero de pogos (2n + 1) e N é a constante de normalizagao

1

Z:: P(Atq)

1=—n

N (5.41)

As probabilidades de cada pogo P;(Aty) (5.37) podem ser reescritas,
visando a programacao em linguagem fortran, como foi feito na segao

3.2, em termos da funcao erro:

erf(z) = % /Ox exp(—t?)dt. (5.42)
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Temos:
(ati)L . 2
Pi(Aty) — 1 / exp | — (x — (z(t; + Aty)))
A/ 47TD(Atd>Atd (a—1+44)L 4D(Atd)Atd
(5.43)
ou seja

1 2 [l

P(Aty) = x — (z(t + Atd)>> .

1
2V )y JAD(AL)AL T _< 1D (At Al

1 92 (a=1+i)L 1 x — (x(t; + Aty)) i
S —— exp | — dx
27 Jo VAD(Atg) Aty 4D(Atq) Aty

(5.44)

z—(z(ti+Aty))

chegamos em
4D(tl —‘,—Atd)Atd

portanto fazendo a substituicao y =

(ati) L—((t;+Aty))

2 VAD(Aty)At,

1
Pi(t) ==—— —) d
(t) =3 7 exp (—y°) dy
1 2 (a—l\—;i)L—(z(tl+Atd))
ID(Aty)Aty, 9
L2 —2) d 5.45
NG /0 exp (—y?) dy (5.45)

e finalmente

1 (a+ 1)L — (x(t; + Aty))

P(Aty) = ierf

B lerf (a—1+19)L — (x(t; + Aty))
2 4D(Atg) Aty
(5.46)

1D(Aty) AL,

O valor esperado (z(t;+Aty)), diferentemente do caso sem memdria,

passa a ser dado por (5.35)

Aty
(2t + Aty)) = (x(t)) + (v(t))B(Aty) — % /0 O(Aty — t')dt’
(5.47)
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e o coeficiente de difusao por (5.39)

KBT Aty
mAtd 0

D(Aty) = o(t)dt. (5.48)

A velocidade média continua sendo dada pela mesma expressao:

(R)L

(v) = A+ AL (5.49)

onde (R) é o numero médio de passos, L é o periodo espacial do
potencial dente de serra e Aty+At; é o periodo temporal do potencial
dente de serra.

Observamos assim que o numero médio de passos e a veloci-
dade média passam a depender da funcao resposta ® e, como con-

sequéncia, da fungao memoria I'.
5.2.2  Motor liga desliga com memoria - Forca que interrompe o
motor browniano para um tempo de desligamento (Aty)

O célculo da forca que interrompe o motor browniano com meméria

difere do sem memoria na expressao abaixo

<ZL“(t1)> + <U(tl>> (1 i e—yAtd) . M Atd(l . e—v(Atd—t’))dt/ —al - =

Y my Jo
(5.50)

Essa expressao surge quando impomos que o motor deve parar,
ou seja, que as probabilidades P; e P_; sejam iguais P;(Aty) =

P_;(Atg). Isso equivale a zerar a expressao:

2 212
Pi(Atg) — P_;(Atg) = ex S N
(Atq) (Ata) 4t D(Atq) Aty P ( 4D(Atd)Atd)

L
5"
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/ =(a—1)L—(z(ti+Atq)) ( 52 ) 2 |il L
exp | ———=———— ] senh (—) dz.
z=aL—{z(t;+Atq)) 4D(Atd)Atd 2D(Atd)Atd

(5.51)

Como o integrando da expressao anterior (5.51) é uma fungao fmpar,

a condicao que zera essa expressao ¢ dada pela diferenga dos limites

de integragéo Tomando esta diferenga, obtemos (z(t; + Aty)) =

a— —, que d4 origem a relagao (5.50). No caso do motor liga-desliga

com memoria, temos a expressao (5.47)

Featl [ oA L

tg—t)dt' = aL — =.
2

(x(t + Atg)) = (@) + (v(t)) P(ta
(5.52)

na qual aparece a funcao resposta ®. A expressao anterior pode
ser simplificada se considerarmos, como foi feito na secao 5.2, que
a barreira de potencial é suficiente para manter as particulas bem
localizadas proximas do fundo do pogo de potencial. Como pode-
mos tomar o poco em questao como se fosse a origem temos que
a posicao média das particulas, no final de um periodo ligado, é
nula (z(t; = ty + At;)) = 0. Assumimos também que o intervalo
de tempo At,; é suficiente para que as particulas sejam regidas pela
distribuicao de equilibrio, que é a distribuicao de Boltzmann. Para
esta distribuicao, como ja foi visto na secao 5.2, a velocidade média

(v(t;)) = 0. Usando estes fatos encontramos
Foat| [ & L
< (tl + Atd = ‘ t| / )dt =al — 5 (553)

Manipulando a equacao anterior chegamos em:

m(al — %)

fOAtd O (u)du

| Fparar| = |Feat| = — (5.54)
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ou levando-se em conta o sinal da forca, obtemos

m(al — L)

fOAtd O (u)du

Fparar —

(5.55)

ext —

sendo a forca negativa, pois alfa vale 0.1 neste trabalho. Esta é
a forca necessaria para interromper o motor browniano, para uma

dada memoria e um certo Aty,.

5.2.3 Motor liga-desliga com memoria - Calculo do tempo minimo

que o potencial deve ficar ligado At/

O célculo do tempo minimo A#™" para o motor liga-desliga com
memoria é muito semelhante ao calculo efetuado para o sistema
sem memoria.

No caso sem meméria, exigimos que o tempo minimo A" deve
ser suficiente para que a posicao média das particulas percorra a
distancia (1 — «)L, que é o tamanho da maior rampa do potencial
- ver figura (5.3). Supomos que o valor médio das posigoes se inicie
em (x(ty)) = (o — 1)L e durante o periodo ligado At; se desloque
pelo menos até o minimo do potencial, ou seja, a posicao média deve
ser maior ou igual a posicao zero no final do periodo ligado At; -
simbolicamente (x(t; + At;)) > 0. No presente caso, exigimos o
mesmo. Exigimos, portanto, que o tempo At/ satisfaga & equagao
(1—a)L < (z(tq+ At™)) — (z(tq)). No caso do motor liga-desliga

sem memoria a desigualdade anterior assume a forma

_ o—yAtmin Fi | —|F., Atmin o
(1 - Oé)L < <v<td)>(1 rye ! ) + | pOt’mry‘ t’ / : <1 _efﬁ(Atl *tl)) dt,
0

(5.56)

onde usamos a solugao para as posicoes da equacao de Langevin

normal. No caso com meméria, usamos a solucao da equacao de
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Ulx)
AU

=i Gl

Fig. 5.3: Grafico do potencial periédico de periodo L e assimetria a. AU representa a
altura da barreira.

Langevin generalizada:

(eta + 800) = {o(ta) + (it e(arpn) + Do Vel 59 g (agp - yar

(5.57)
e portanto
. F., Agpn 4
1—a)L < (u(ta))B(ALY™) + pot' | t’ DAL — ')dt.
l !
(5.58)

Com o intuito de deixarmos a equagao (5.58) dependendo apenas
das funcgoes resposta R e ®, vamos usar a solucao da equacao de

Langevin generalizada para a velocidade média:

(w(t)) = (o(t) R(ta) — 12t [T R - o 559)

ou seja

(v(ta)) el / " h (5.60)

onde utilizamos o fato, j& mencionado na segao 5.2, de que (v(t;)) =
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0. Substituindo (v(t4)) em (5.58) chegamos em

(1 )L< ‘Femt’/Atd dt (I)(Atmm) | pot| |Fea:t|/ tmm
(5.61)
ou
|Fert’ | dot| - |Fext| Atgnm
l1—a)L < — Aty)®(AL™) 4 L O(t)dt
(1 =)L = == = (Atq)P( )+ > (t')
(5.62)

onde usamos a expressao (4.49) - ®(Aty) = Atd R(t)at'.

A relagdo anterior (5.62) determina 1mphcitamente o tempo
At em funcao do tempo Atg;. Podemos tornar explicita esta
relagao mediante consideragoes sobre o tempo A", O tempo li-
gado A" deve ser suficiente para que o sistema entre no equilibrio
termodinamico. O tempo caracteristico com o qual o sistema tende
ao equilibrio, no caso sem memoria, pode ser deduzido se observar-
mos como a velocidade média decai para a velocidade de equilibrio.
A expressao para o decaimento da velocidade média para a veloci-
dade de equilibrio no caso sem memoria, com forca externa nula, é

dada por:

(u(t)) = (v(0))e™ (5.63)

onde 7y ¢ o coeficiente de atrito viscoso divido pela massa --. Devido
a esta expressao podemos estimar que o tempo para que o sistema
entre em equilibrio termodinamico é da ordem de %Y = % Neste
trabalho o menor valor para v é préoximo de 100, o que d& um valor
maximo para o tempo de decaimento, ou de relaxacao, da ordem de
0,01s. Como a equagao de Langevin generalizada recai, no caso sem
memoéria, para uma memoria delta, e como as memorias escolhidas

por noés apresentam um comportamento semelhante ao caso sem
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memdria, podemos estimar que A" ¢é desta ordem de grandeza
At 2 (0,01. Portanto, podemos expandir a fungao ®(A#™") em

série de Taylor ficando com
O(ALMM) = B(0) + P(0) AL = Agmin (5.64)

onde levamos em conta as expressoes (4.49)= (®(0) = 0) e a da

derivada de ® (4.56) = (®(0) = 1). Usando a aproximagao anterior

na ultima integral da expressao (5.62) temos

2

At{”m Atmzn
/ d(t)dt = —L—.
0

: (5.65)

Consequentemente obtemos a seguinte inequacgao:

’Fext|

i Fd - Feac AtminQ
(1 — Oé)L S _—(I)(Atd)(b(AtEnm) + | pot| | t| l
m

m 2

Y

(5.66)

ou seja,

2m

Fd _ Fez ) F .
<—| ol | t') Agrin? (‘ e”'cb(Atd)) A" + (o — 1)L > 0.
m
(5.67)

Como a concavidade da pardbola ¢ para cima e o tempo A" é

positivo, devemos escolher At/ como a raiz positiva

| Fran| D(At) + /| Feaa PO(AL)” + 2(| Bl | = | Feasm(1 — ) L

Atmm —
: |F1got| - ’Fe:vt|

(5.68)

Encontramos portanto, de maneira aproximada, o tempo minimo
que o potencial deve permanecer ligado para que nosso modelo seja

valido. Se desejarmos retirar a dependéncia de At,; da férmula
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(5.68), podemos substituir a fungao positiva ®(At,) pelo seu va-

lor maximo P,,,4..

5.2.4 Motor liga-desliga com memoria - Eficiéncia

A eficiéncia para um motor sem meméria ja foi definida pela ex-

pressao (3.39):

w

-5 (5.69)

U]

onde W designa o trabalho feito contra uma forca externa conser-
vativa e Fy ¢ a energia fornecida ao motor browniano. Para o caso
atual do motor com memoria a expressao da eficiéncia continua
sendo a mesma. O numerador W é, como no caso do motor brow-
niano sem memdria, escrito como o produto da forga externa |F.|
pelo deslocamento médio das particulas (R)L, sendo (R) o nimero
médio de passos dados pelas particulas brownianas e L a distancia

entre dois pogos de potencial consecutivos. Simbolicamente:
W = |Ful(R)L. (5.70)

A tnica diferenca entre o caso sem memoria e o caso com memoria
na expressao anterior (5.70) estd implicita no célculo do numero
médio de passos (R), como ja foi visto anteriormente.

As particulas brownianas em um motor com memoria seguem,
durante o processo difusivo, como ja foi visto na secao 5.2, a distri-

buicao gaussiana

p(x’t):;exp M

Dt | 4D(t (5:11)

Sendo assim, o denominador da eficiéncia Ey ¢ dado por um valor

esperado da energia potencial, assim como no caso sem memoria.
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Esse valor esperado possui a forma

E¢(ty) =N / p(z,tqa)U(x)dx. (5.72)

r=—nL

sendo N a constante de normalizacao, n o nimero que determina
a quantidade de pogos de potencial considerados e U(x) a energia

potencial - ver figura 5.4.

Ulx)
AU

=i ol

Fig. 5.4: Gréfico do potencial periédico de periodo L e assimetria a. AU representa a
altura da barreira.

Matematicamente a energia potencial anterior (fig. 5.4) é escrita

como

—|EL ]z se (¢« —1)L <z < 0;
U(z) = e (5.73)
[Frtlz  se 0 < <al.

F]fot ¢é a forca constante , devida ao potencial dente de serra, que

atua para a direita quando as particulas se situam no intervalo

[(a —1)L,0] ou nos seus equivalentes e Fy,

, € a forca constante,
devida ao potencial, que atua para a esquerda quando as particulas

se situam no intervalo [0, aL] ou nos seus equivalentes. Substituindo
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(5.71) em (5.72) encontramos

Ey=N ] exp [_ (z — (w(ti + Atg)))*

4D(Aty) Aty
r=—nlL
onde N é
1
N=—1: . (5.75)
T (2—(a(ti+Ata))?
_[ I exp |:_ 4D(Altd)ACZd ] d:C

Repare que na expressao (5.74) substituimos t4 por ¢;+ At,, ou seja,
o instante de tempo t4 é igual ao instante ligado anterior ¢; mais o
intervalo de tempo durante o qual as particulas difundem At,;. Na
expressao (5.74) o valor médio (z(t;4+At4)) e o coeficiente de difusao

D(At,;) sao dados, diferentemente do caso sem memoria, por

<{L‘(tl + Atd» = <$(tl)> + U(tl)@(Atd) _ %/{) 12 CI)(Atd — tl)dtl
(5.76)

KT [~
D(Aty) = mth /O O(t)at’ (5.77)

onde ®(t) ¢é a transformada inversa de Laplace ®(s) = ﬁf(s)’ Kg
é a constante de Boltzmann, m é a massa da particula browniana e
T é a temperatura. Podemos concluir, portanto, que a eficiéncia do
motor liga-desliga com memoria depende de ®(t), que, por sua vez,

depende da funcao meméria. A forma final para a eficiéncia é

Fert|(R)L
g Melfl) 2 (5.78)
N [ exp [—%] U(x)dx

r=—nL
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onde (x(t; + Aty)) é dado pela expressao (5.76) e o coeficiente de

difusdo é dado por (5.77). Podemos escrever a eficiéncia de forma

explicita:
n = |Fext| <R>L (5 79)
x=nL (H% fomd <I>(Atd—t1)dt1)2 |
N [ exp|- AD(Aty) Aty Ulw)dz

r=—nL

onde zeramos (x(t;)) = (v(t;)) = 0 por razodes ja explicadas no caso
sem memoria.

Podemos encontrar as expressoes para o caso do motor liga-
desliga sem memoria a partir do caso do motor liga-desliga com
memoria. Para isso basta escolhermos a funcao memoria como sendo
['(t) = 296(t). A titulo de exemplo calculamos explicitamente a
funcao o(t)

d(s) = = (5.80)

cuja inversa é

D(t) = Lo (5.81)
Y

Substituindo, por exemplo, o resultado (5.81) na férmula da
eficiéncia (5.79) obtemos (3.55). Desta maneira, o caso sem memoria
(markoviano) pode ser representado dentro do formalismo da fungao

memoria.
Na préxima secao discutiremos sobre as memoarias escolhidas para
este trabalho e posteriormente usaremos as quatro memorias esco-
lhidas em duas aplicagoes: um separador de particulas e um modelo

de motor bioldgico.
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5.3 Memorias estudadas

A funcao memoria é a peca chave no formalismo da equacao de
Langevin generalizada. Em principio, a fun¢ao memoria deveria
ser deduzida a partir da hamiltoniana do sistema. Infelizmente o
seu calculo para um sistema complexo apresenta grandes dificulda-
des. No presente trabalho usaremos memérias que nao sao derivadas
diretamente das hamiltonianas ou que sao derivadas de hamiltoni-
anas aproximadas, mas que apesar disso, podem, com certo grau
de aproximacao, representar comportamentos arquetipicos dos sis-
temas. Sendo assim, nossa analise assume um carater heuristico
visando posteriores descobertas.

Vamos relembrar aqui a classificacao dos regimes difusivos. Os
regimes difusivos sao classificados mediante a comparacao do limite
assintético da variancia {(z(t) — (x(t)))?) com uma lei de poténcia
tO[

lim ((2%(t)) — (x (1))?) o ¢ (5.82)

t—o00

onde a determina o regime difusivo:

a < 1 Subdifusao;
a =1 Difusdo Normal; (5.83)
a > 1 Superdifusao.

Além disso, concluimos anteriormente na secao 4.1, que os regimes
difusivos podem ser conhecidos a partir das transformadas de La-

place das funcoes memoria

I(s) =00 Subdifusao;
liir(l) I'(s) = Constante # 0 Difusio normal; (5.84)
I(s) =0 Superdifusao.
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Lembremos, também, que o coeficiente de difusao é definido como

D = lim D(t) = lim S50 = ) (5.85)

t—o00 t—oo 2t

Tendo estes fatos em mente, podemos estudar e classificar as
memorias utilizadas neste trabalho, que é o que faremos a seguir.

Estudamos o motor liga-desliga para quatro memérias diferentes:

e A primeira memoéria - memoria delta de Dirac
[y (t) = 2v0(t) (5.86)

¢ encontrada em sistemas markovianos, ou seja, sistemas cuja
dinamica em um dado tempo - t - depende apenas de t. Para
essa memoria a equacao de Langevin generalizada se reduz a
equacao normal de Langevin. Desta maneira, esta memoria
representa a proposta inicial de Langevin, que considerou que
a forca aleatdria que atua sobre a particula browniana nao é
correlacionada. No caso de um liquido, e.g. dgua, esta memoria
¢ uma idealizacao da situagao real. A correlacao entre a forca
aleatoria para esta memoria é dada pelo teorema de flutuacao

dissipacao que adquire a forma
(F,(t)Fo(t)) = mKgT2vo(t — t'). (5.87)

Sistemas regidos por esta memoria apresentam uma difusao

normal, pois o seu coeficiente de difusao é dado pela relacao

(2.49)
pig =0 O | (0O O
;:Ti (29t =3+ 4™t — 71, (5.88)
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No limite em que t tende ao infinito, temos:

: . KT oyt ot
tliglo D(t) = tlggo G~ (29t =3 +4e " —e ") (5.89)
ou
KgT
D = lim D(t) = —2=. (5.90)
t—o0 m"}/

Deste modo, temos que a variancia das posigoes é proporcional

at

lim ((z(t) — (z(t)))%) = lim 2D(¢)t = lim 2K pT

t—o0 t—o0 t—o00 m’y

t (5.91)

e pela relagdo (5.83) a difusdo é normal.

A segunda memoria - memoria exponencial

To(t) = gexp (—E—’) (5.92)

é 1util no estudo de sistemas quase markovianos, ou seja, siste-
mas que possuem memorias que abrangem um pequeno inter-
valo de tempo. Outra motivacao para o uso desta memoria é
que ela tende a memoria anterior quando a constante de tempo

T tende a zero

lim exp(—lé’) = 2794(t). (5.93)

=0 T

Embora a memoria anterior (5.86) nao seja, em geral, exata,
ela apresenta resultados proximos da realidade para alguns sis-
temas. O teorema de flutuacao dissipacao para esta memoria

assume a forma
t
Fu(t) Fa(t)) = mEpT Y exp(— (5.94)
T T

onde a constante 7 controla a extensao da correlagao da forca
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aleatéria. Com a intencao de sabermos o regime difusivo se-
guido por um sistema que possui esta memoria, devemos en-
contrar a transformada de Laplace. A transformada de Laplace

desta memoria é:

lim Ty (s) = lim = 7. (5.95)

s—0 s—0sT+1
Como a transformada de Laplace I'y(s) é uma constante, dife-
rente de zero, vemos a partir de (5.84) que a difusdo neste caso

é uma difusdo normal.

A terceira memoéria - memoria cosseno hiperbdlico
I'3(t) = T'(0) cosh (I'(0)¢) (5.96)

¢ uma aproximacao 1til quando estamos lidando com intervalos
de tempo pequenos. I'(0) é uma constante que serd explicada
adiante. Estd memoria representa o comportamento geral das
memorias quando temos um intervalo de tempo de difusao pe-
queno. No6s podemos deduzi-la partindo da expressao para a
fungao resposta R(t). A fungao resposta R(t) é a funcdo que
surge na solucao da equagao de Langevin generalizada para as

velocidades
o0 = o0 R0) + - ) = | Fual) RO = V)t (597)

A transformada de Laplace da fungao R(t) estd relacionada com
a fungao memdria pela equacao ﬁ(s) = s+% ok Podemos inver-

ter esta relacao e escrever a transformada da funcao memoria

em funcao de R(s)

[(s)= =———s. (5.98)
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Portanto, possuindo uma forma aproximada para }N%(s), pode-
mos deduzir uma aproximacao para a transformada da funcao
memoéria I'(s). Podemos, também, utilizando a transformada
inversa de Laplace, relacionar R(t) com I'(¢). Comecemos de-
duzindo uma forma para R(t). Da relacao (5.1) vemos que
R(0) = 1. Sabemos também, a partir da relagao (4.55),

R(t) = — /0 Tt — )R (5.99)

que a derivada R(O) = 0. Com estas duas informacoes podemos

expandir R(t) em série de Taylor ficando com

R(0) R(0)
2

R(t) = R(0) + R(0)t + =1+ — (5.100)

Para obtermos a derivada segunda de R(t), R(t), derivamos a

equagao (5.99) chegando em
() = — / "Bt — {) R — T(O)R() (5.101)

e portanto R(0) = —I'(0)R(0) = —I'(0). Fazendo as substi-
tuigoes em (5.100), encontramos
R(0) (0)

Rt ~1+ —2t?=1-— —2¢, 5.102
()~ 1+ = > (5.102)

Podemos tomar a transformada de Laplace da equacao anterior
(5.102)

(5.103)
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e usando (5.98) temos

I'(s) = — 5. (5.104)

Tomando a transformada inversa de Laplace da relagao an-

terior, chegamos, finalmente, na funcao memoria aproximada

(5.96)
['3(t) = T'(0) cosh(I'(0)t). (5.105)

Essa memoéria s6 é valida para tempos pequenos, pois ela se
baseia em uma expansao de Taylor em torno do zero. Como
consequéncia, nao podemos definir um regime difusivo para ela,
uma vez que o regime difusivo é definido para o tempo t ten-
dendo ao infinito. Podemos, no entanto, determinar o coefici-

ente de difusdo para esta memoéria. A equagao (5.77)

KBT Aty
mAtd 0

D(Aty) = o(t')dt! (5.106)

nos fornece o coeficiente de difusao se conhecermos a funcao
®(t), mas sabemos, mediante a relacdo (4.49), que ®(t) é a
integral de R(t)

O(t) = /Ot R(t")dt'. (5.107)

No caso atual a fungao ®(t) vale, portanto,

d(t) = /Ot 1—- @tadt’ =t— @t:‘ (5.108)
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e, com (5.106), determinamos o coeficiente de difusao

KT [~ T(0) KT (Aty?  T(0)
D(Aty) = t— ——tBdt = — Aty
(Ata) mAt, /0 6 mAty \ 2 24 — )7

(5.109)

que s6 é valido para tempos que permitam que se faca uma

expansao em Taylor de R(t).

A constante I'(0) deve, em principio, ser obtida a partir da
funcao memoéria real do sistema. Como, em geral, a funcao
memoéria real nao é conhecida, pensamos, inicialmente, em to-
mar o valor de I'(0) igual ao valor de I';(0) = I da memdria
exponencial. No entanto, se isto for feito, a memoria cosse-
noidal nao se aproxima da memoria exponencial, a nao ser em
um intervalo muito limitado e para tempos muito pequenos -
no nosso caso da ordem de 107'7s. Por causa disso, aproxima-
remos I'(0), de modo que as grandezas de interesse calculadas
para esta memoria fiquem préximas das calculadas para as ou-
tras memorias. As outras memorias nao sao as memorias reais,
mas como elas se aproximam da memoria delta de Dirac e esta
memoria apresenta resultados proximos dos reais, usamos os

dados das outras memorias para servir de base para esta.
A quarta memoéria - memoria senoidal

Tu(t) = 2y sen(wot) (5.110)

s t

pode ser obtida mediante algumas consideragoes feitas sobre o
modelo de osciladores harmonicos descrito no capitulo quatro

secao 4.7. L&, temos que a particula browniana é regida pela
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hamiltoniana:

H = +Z (2mz + mw? qz) (5.111)

onde g é a coordenada generalizada relativa a particula brow-
niana, ¢; sao as coordenadas generalizadas dos osciladores

harménicos, U(q) é a energia potencial devida a um campo ex-

7 N . . . — C
terno, w; ¢ a frequéncia angular do oscilador 7, ¢; = ¢; — pe
e C; é a intensidade do acoplamento entre a particula e o osci-

lador i. A particula esta submetida a forca aleatoria:

N
Ci .
F.(t) = Z {C’iqi(()) cos(w;t) + —¢;(0)sen(w;t) (5.112)
i=1 Wi
que tem a média nula (F,(t)) = 0 e cuja fun¢do memoria cor-

respondente é:

N 2

1
S ) 5.113
- Z " cos(wt). ( )

=1 Z

O ntmero de osciladores no sistema modelo é normalmente
tomado como muito grande, permitindo transformar a soma,

presente na funcao memoria, em uma integral:

I'(t) = /000 p(w) cos(wt)dw (5.114)

sendo p(w) = CS;)Q a densidade de estados. A fungao densidade

de estados passa a depender da func¢ao C'(w), que informa como
a particula browniana se acopla com os osciladores harmonicos

e que passa a levar em conta as suas diferentes massas.

Neste modelo podemos obter diferentes fungoes memorias con-
siderando o comportamento de diferentes fungoes densidade de

estados p(w). Uma possivel proposta para a densidade de esta-
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dos foi feita no artigo de Morgado et al. [29] e é a que seguire-
mos neste trabalho. Vamos supor que a densidade de estados

seja dada por

o <
p(w) = { w e W= wo (5.115)
0 se w>uwc.

~* é uma constante e we é uma frequéncia de corte que limita a
energia maxima permissivel para um oscilador. Essa escolha é
motivada pelo modelo de Debye. No entanto, como assume que
a densidade de estados é constante, s6 podemos aplicéd-la em um
sistema no qual s6 as pequenas frequéncias sejam permitidas
ou entao em sistema que por outra situacao - talvez artificial -
possua uma densidade de estados constante. A fungao memoria

para este sistema é:

2y*  [wC 2v* t
r =2 / Cosw)dw:%mﬁw. (5.116)

Se estivermos tratando de uma situacdo na qual altas
frequéncias sejam permitidas e o modelo ainda seja valido po-

demos tomar o limite

lim 2y" sen(wet)

wo—00 T t

— 29%0(t) (5.117)

que mostra que para altas frequéncias a fung¢ao memoria se
aproxima de uma memoria delta de Dirac e v* assume o valor

de 7. Passaremos a considerar portanto que v* =~y

Podemos agora descobrir o tipo de difusao do sistema, tomando
a transformada de Laplace da funcao memoria:
~ 2v* w

Ly(s) = 7 arctan (—C) : (5.118)

(e S
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No limite em que s — 0 a fungao f(s) tende a uma constante

lim Ty(s) = 7* (5.119)

s—0

e pela relacao (5.84) deduzimos que a difus@o é normal.

Fungées R(t) associadas as fungoes memdrias

As fungoes R(t) correspondentes as trés primeiras memérias prece-
dentes podem ser obtidas mediante transformadas de Laplace e sao

dadas, respectivamente, por:

Ry (t) = exp (—~t) (5.120)
senh (£
Ry(t) = exp (—%) <cosh (g) + %) (5.121)
Ry(t) =1— @ﬁ —1- %# (5.122)
sendo

8= VI=Tr;

I'(0) funcdo memoria em zero que igualamos a I'y(0) = 2.

A funcao Ry4(t) foi obtida mediante a integragdo numérica da

equagao (4.55):

Ry(t) = — /Ot Ty(t — t')Ry(t))dt (5.123)

As fungoes resposta acima R(t) juntamente com ®(t) determinam
o comportamento difusivo do motor liga-desliga com memoéria. As

fungoes resposta ®(t) podem ser obtidas mediante integracao das
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funcoes anteriores.

5.4 Aplicacao da teoria: um separador de particulas

5.4.1 Introducao

O primeiro objetivo desta secao é mostrar o uso da teoria do motor
liga-desliga com memoria mediante o exemplo de um separador de
particulas. E o segundo objetivo é analisar o que ocorre com o se-
parador quando a difusao é regida por diferentes fungoes memorias.
Assumiremos que as memorias reais do meio no qual o separador
opera possam ser aproximadas pelas funcoes memorias utilizadas por
nos neste trabalho, e.g um meio aquoso. Dependendo das particulas
consideradas, existem varios tipos de separadores de particulas. No
presente trabalho estamos nos referindo a particulas carregadas, de
tamanho microscopico. Esta secao é baseada no artigo de Astumian
[31].

Podemos fazer um separador de particulas utilizando uma série
de eletrodos intercalados. Estes eletrodos geram campos elétricos
periddicos, que sao capazes de separar particulas carregadas. Ob-

serve o separador abaixo - fig 5.5.

Fig. 5.5: Eletrodos intercalados que geram um potencial dente de serra - separador

O potencial gerado pelo conjunto de eletrodos mostrado (sepa-

rador) ¢é o potencial dente de serra que foi usado na descri¢ao do



5. Motor liga-desliga com memdria 101

motor liga-desliga com memdria - figura a seguir 5.6.

Ulx)
AU

-L

1

]
]
1
I
L]

(c.— 1)L al

Fig. 5.6: Grafico do potencial periédico de periodo L e assimetria a. AU representa a
altura da barreira.

Deste modo podemos utilizar toda a teoria desenvolvida para o
motor liga-desliga com meméria para descrever o comportamento
das particulas sob a agao deste separador.

Quando particulas carregadas, com tamanhos e massas diferen-
tes, em um meio liquido, sao submetidas ao referido potencial, elas
se deslocam com diferentes velocidades, pois os coeficientes de atrito
viscoso e as massas inerciais sao diferentes. Portanto, pelo simples
funcionamento do motor browniano elas ja se separam. No entanto,
podemos melhorar o processo de separacao utilizando o fato de que
as particulas possuem massas diferentes. Para isso, inclinamos o
aparato e fazemos com que a forca peso passe a atuar no sentido
contrario ao que as particulas seguiriam devido ao motor. Veja a

figura seguinte 5.7.
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Particulas
grandes

Fig. 5.7: Diagrama do separador de particulas

Devido a forga gravitacional, apenas as particulas mais leves ou
menores conseguem subir a rampa composta pelos eletrodos e pelo
liquido no qual as particulas estao situadas. As particulas ficam
submetidas a dois tipos de forca: a forca gravitacional tangencial
e a forca de empuxo exercida pelo liquido. Neste trabalho consi-
deraremos que as particulas possuem a mesma densidade, variando
apenas, no volume, e que o liquido utilizado é a agua. Deste modo

a forca resultante em cada uma das particulas é dada por:
Fr=V,(d,—d,)gsent (5.124)

onde V, é o volume da particula, d, é a densidade da particula, d,
é a densidade da agua, g é a aceleracao da gravidade e 6 é o angulo
de inclinacao do separador.

Fizemos programas em fortran que calculam, para as quatro
memorias estudadas, as velocidades médias de deslocamento des-
tas particulas em funcao do tempo de desligamento do potencial

dente de serra.
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Neste trabalho consideramos dois tipos de particulas esféricas
com a mesma densidade. O primeiro tipo possui um raio de 2 ym e o
segundo tipo tem um raio de 5 um. O angulo de inclinacao foi fixado
em 4 graus. Este angulo agudo ajuda a manter relativamente alta a
velocidade média das particulas que sobem. Finalmente escolhemos
para o separador de particulas um periodo L de 10 ym como mostra
a fig. 5.5.

Os outros parametros que foram utilizados na simulagao sao:

e Temperatura da dgua - 30° C;

e Densidade da agua - d, = 995, 6502 Kg/m?;

e Viscosidade da dgua - v = 1073 P,.s;

e Massa da particula de raio igual a 2um - 3,51 x 10~ Kg;

e .., que atua sobre a particula de raio 2um - 1,24 x 1071°N;
e ( da particula de 2um - ( = 3 X 10_8%;

e Massa da particula de raio igual a 5um - 5,49 x 10783 Kg;

e F,,; que atua sobre a particula de raio 5um - 1,94 x 107N
e ¢ da particula de 5um - ¢ = 7,5 x 10782

e Tempo de duracao do potencial ligado At; = 2 x 1073s;

e Altura da barreira de potencial AU = 3 x 1071¢.J.

A seguir analisaremos os graficos e comentaremos os resultados
obtidos.
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Fig. 5.8: Grafico das velocidades médias quando a fungdo memoria é uma delta de
Dirac.
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Velocidade media em fungio do tempo Atq
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Fig. 5.9: Grafico das velocidades médias quando a funcdo memdria é a exponencial.
O parametro de decaimento utilizado foi 7 = 5 segundos.
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Como ¢é possivel observar nos graficos obtidos, as velocidades
para as particulas menores sao maiores. Para que o separador de
particulas seja otimizado, devemos escolher o melhor tempo de des-
ligamento t4. O melhor tempo de desligamento é aquele que fornece
a maior diferenca de velocidade média relativa entre os dois tipos
de particulas. Analisando os dados, descobrimos o melhor tempo de
desligamento, dentro dos limites estudados, para as quatro memorias

analisadas.

e Velocidade média fig. 5.8 (Memdria delta de Dirac) - As
particulas leves (21 m) apresentaram uma velocidade maxima
de 0.37 um /s enquanto as particulas pesadas permaneceram
préximas do zero. A inversao do movimento para as particulas
pesadas ocorreu no tempo Aty = 15,5 s. A maior diferenca
relativa entre as velocidades aconteceu para Aty = 2,5 s, coin-
cidindo com o tempo para o qual as particulas leves atingiram a
velocidade méxima, e foi de 0.36 ym /s . A maior diferenga rela-
tiva, tomada quando as particulas pesadas possuiam velocidade

negativa, foi de 0.23 pm/s e ocorreu no tempo Aty = 39,75 s.

e Velocidade média fig. 5.9 (Memdria exponencial) - Neste caso a
particulas leves atingiram um pico de velocidade de 7,8 um/s.
A maior diferenca relativa entre as velocidades coincidiu nova-
mente com o pico de velocidade das particulas leves, e ocorreu
para Aty = 0,25 s apresentando o valor de 7,79 pym/s. A maior
velocidade alcangada pelas particulas pesadas foi de 0,01 pum/s.
Considerando apenas o intervalo para o qual as particulas le-
ves possuem velocidade negativa, temos que o maximo de ve-
locidade relativa foi de 0,279 pm/s, ocorrendo para o tempo
Aty = 36,5 s. O tempo de decaimento escolhido para esta
memoéria foi de 7 = 5 s. Escolhemos este tempo para anali-
sarmos o comportamento desta memoria na regiao em que ela

difere da memoria delta de Dirac.
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e Velocidade média fig. 5.10 (Memdria cosseno hiperbélico)- Esta
memoéria sé é apropriada para tempos pequenos e, por isso, sO
levamos em consideragao estes tempos. Esta memoria repre-
senta o comportamento de todas as memorias para tempos pe-
quenos. A arbitrariedade desta memoria reside no parametro
I'(0). Escolhemos este parametro de modo a manter, du-
rante um certo intervalo de tempo, os valores desta memoria
préximos aos valores da meméria exponencial T'(0) =y x 1076
s72. A maior diferenca entre as velocidades das particulas
leves em relacao as pesadas foi de 172,17 um/s ocorrendo
para Aty = 0,01 s. A méaxima velocidade apresentada pelas
particulas leves foi de 172,91 pm/s. Esta foi a maior velocidade
apresentada pelas particulas entre todas memorias considera-

das e ocorreu para Aty = 0,01 s.

e Velocidade média fig. 5.11 (Memoria senoidal) - As particulas
leves apresentaram um valor que, embora nao seja o maior mos-
trado, € significativamente maior do que no caso da memdria
delta de Dirac. O valor maximo para as particulas leves e pe-
sadas s@o respectivamente 4,2 um/s e 2,02 pm/s. A maior
velocidade relativa ocorreu para o tempo igual a Aty =0,3 s e
seu valor foi de 2,93 pm/s. O tempo que fornece a maior velo-
cidade relativa Aty = 0,3 s nao coincidiu com o tempo para o

qual as particulas leves atingiram um maximo Aty = 0,4 s.
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Velocidade media em fungdo do tempo Ats
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Fig. 5.10: Gréfico das velocidades médias quando a funcdo meméria é a cosseno hi-
perbélico. O pardmetro utilizado para esta meméria foi T'(0) = % 1076572
onde gama depende do tipo de particula: pesada ou leve.
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Fig. 5.11: Grafico das velocidades médias quando a fungdo memdria é a senoidal. O
parametro utilizado para a memdria senoidal foi w = 7 x 10** Hz, visando
aproxima-la, até certo ponto, da memoria delta de Dirac.

Vemos a partir da exposicao anterior, que a memoria que se mos-
trou melhor para a separagao de particulas foi a memoria cosse-
noidal. Como a memodria cossenoidal possui o comportamento ar-
quetipico das memorias, para tempos pequenos, fica a sugestao de
se utilizar tempos pequenos desde que o liquido possua um I'(0)
adequado. Escolhendo liquidos com viscosidades adequadas, tal-

vez seja possivel aproximar I'(0) do valor utilizado por nés I'(0) =



5. Motor liga-desliga com memdria 110

~v % 1075572 onde v é o valor usado para a memoria delta de Dirac.

Outro fato interessante a ser notado é que no caso da memoria se-
noidal o maximo da velocidade relativa nao coincidiu com o méaximo
da velocidade das particulas leves. Isso mostra que, para otimi-
zar o separador, devemos considerar a velocidade dos dois tipos de
particulas e nao apenas tomar o tempo para o qual a velocidade das

mais leves ou menores seja maxima.

5.5 Aplicacao da teoria: Cinesinas

5.5.1 Introducao

Cinesinas sao motores moleculares que se locomovem nos mi-
crotubulos. Veja a figura 5.12. Elas atuam como transportadoras
de cargas, tais como: mitocondrias, microtibulos e vesiculas que
contem neurotransmissores. A atividade catalitica das cinesinas sé
existe quando elas estao atreladas aos microtibulos e a catalise de
ATP esta diretamente relacionada a uma atividade mecanica pro-
cessiva. Pesquisadores descobriram que a cinesina d4 um passo de 8
nm para cada molécula de ATP hidrolisada pelo seu dominio motor
(cabega) - ver [32].

A cinesina possui o seguinte ciclo mecanico:

1. A cabeca ligada ao microtubulo libera ADP e recebe uma
molécula de ATP;

2. A alga de ligagao da cabega com a alfa hélice (pescogo) puxa a

cabeca de trds, que nao estava ligada ao microtibulo;
3. A cabeca de tras passa na frente e se liga ao microtibulo;

4. A cabega, que agora é a ultima, hidrolisa o ATP e se libera do
microtibulo enquanto a cabeca lider executa o primeiro passo

fechando o ciclo.
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A cinesina é uma molécula processiva, ou seja, ela “anda” vérios
passos antes de se soltar do microtibulo. Isso ocorre porque uma
cabeca sO se solta quando a outra ja se uniu ao trilho. Tal coor-

denacao nao é vista, por exemplo, na miosina II.

Fig. 5.12: Molécula de cinesina ligada ao microtibulo.

5.5.2 As cinesinas vistas como motores brownianos

Podemos considerar que as cinesinas funcionam parcialmente como
um motor browniano do tipo liga-desliga. Quando uma de suas
cabecas se solta do microtibulo e d4 um passo de 16 nm, ela faz um
movimento browniano. No entanto, como veremos, os resultados
do modelo de motor browniano sugerem que, se a particula sofresse
apenas um processo difusivo, ela nao atingiria as velocidades que
uma cinesina real consegue atingir. Ou seja, o modelo sugere que a
cabeca da cinesina é impulsionada para o préximo ponto de ligacao
que dista 16 nm. O centro de massa da molécula se desloca 8 nm
em cada passo e por isso, na literatura, diz-se que o passo é de 8 nm.

A energia liberada para a cinesina por uma molécula de ATP ¢é a
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Fig. 5.13: Estrutura da molécula de cinesina.

energia da hidrélise do ATP que libera um de seus fosfatos tornando-
se ADP + P. Essa energia em unidades do SI vale 8.302694 x 10~2°
J.

Podemos adaptar o modelo de motor browniano para a cinesina se
admitirmos que o potencial peridédico gerado pela interacao entre a
cabeca da cinesina com o microtubulo é um potencial dente de serra.
Como uma das cabecas estd presa ao microtubulo, a outra cabeca
fica confinada em uma regiao que possui trés sites de ligacao - os
pocos de potencial. O primeiro poco de potencial nés identificaremos
com o 0 e os outros com o L e com o 2L. Quando a cabeca da cinesina
se libera do poco zero, ela deve difundir até o poco de potencial 2L,
que dista 16 nm do pogo zero. O poco L estda ocupado pela outra
cabeca do dimero. Para resolver um problema deste tipo, o método
usual seria encontrar uma equacao de Fokker-Planck com funcao
memoria e impor sobre a solucao as condigoes de contorno. No
entanto, trabalhamos com a equagao de Langevin e estamos supondo

que o ruido é gaussiano. Portanto, a distribuicao de probabilidades

Cadeia
leve
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durante a difusao é dada por:

1 (z — (2(ta)))’

1) = exp | =X UED) |5 495
Pl ta) = e e Xp[ ID(At) AL, (5.125)

Temos duas condigoes de contorno para este problema. A cabeca da
molécula de cinesina nao pode andar para o pogo —L pois esta presa
na primeira cabeca. Isso implica que o fluxo de probabilidade para
tras é nulo no poco zero. A outra condicao é que, uma vez que a
cabeca encontra o poco de potencial 2L, ela se liga “imediatamente”.
A segunda condicao faz com que a probabilidade se anule neste
ponto. A primeira condigao é satisfeita pela funcao gaussiana. Ja a
segunda condicao ¢ satisfeita apenas aproximadamente, uma vez que
a probabilidade nao se anula. No entanto, como a cabeca tem uma
certa probabilidade pequena de nao se ligar ao pogo de potencial,
pois ele nao é infinitamente profundo, essa violacao da condicao de
contorno pode ser desprezada em uma primeira aproximacgao. De
posse da distribuicao anterior, podemos calcular o niimero médio de

passos dados pela cabega da cinesina (R) :

i=2
(R) = N iPi(Aty) (5.126)

i=0
no qual P;;(At,) denota a probabilidade de a particula se encontrar
no pogo de potencial [(a« — 1+ 1)L, (o + i) L] apds o tempo Aty , i
¢ o indice que localiza os pogos e N é uma constante que normaliza

as probabilidades. N é dada por:
1

N — i:2—-
> Pi(Aty)
i=0

(5.127)
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Ou seja, seguindo os procedimentos da se¢ao 5.2, encontramos a
velocidade média e a eficiéncia termodinamica, sendo que, no de-
nominador desta, substituimos o valor da energia fornecida pela
molécula de ATP na hidrélise: 8,302694 x 1072° J. Fizemos um pro-
grama em fortran que calcula essas duas grandezas para cada tipo de
memoéria. Os programas se encontram no apéndice D. A seguir mos-
tramos e analisamos os graficos obtidos para a velocidade média do
motor browniano. Os graficos foram feitos para as quatro memorias
estudadas.

Alguns parametros utilizados no modelo sao provenientes da re-

feréncia [32]. Os parametros valem:
e Viscosidade em torno da cabega da cinesina - v = 0,01 g/cm s;
e Coeficiente de atrito viscoso de Stokes ¢ = 5,54 x 107! Kg /s;
e Massa da cabeca da cinesina - M = 6 x 10723 Kg;
e Temperatura do meio aquoso - T = 288,90 K;
e Energia liberada na hidrélise da ATP - 8,302694 x 10720 J;
e Periodicidade do microttibulo - L = 8 x 10™%m;

e Tempo durante o qual o potencial permaneceu ligado At; =
0.0153 s.
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Fig. 5.14: Grafico das velocidades médias quando a fungdo memodria é uma delta de
Dirac.
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Fig. 5.15: Grafico das velocidades médias quando a fungdo memdria é a exponencial.
O parametro de decaimento utilizado foi 7 = 9 x 10~% segundos.
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e Velocidade média fig. 5.14 (Memoria delta de Dirac) - A ve-
locidade maxima alcancada pela cabeca da cinesina, no nosso
modelo, quando submetida a uma forca contraria de 5 pN, foi
de 40,97 nm/s para um tempo At, = 0,0089 us. Quando nao
havia forca contraria ao movimento da cinesina, obtivemos uma
velocidade méxima de 379,79 nm/s para Aty = 0,49 us. A di-
ferenga maxima entre os dois casos ocorreu para Aty = 0,49997
ps e foi de 379,39 nm/s.

e Velocidade média fig. 5.15 (Memoria exponencial) - A veloci-
dade méaxima alcangada pela cabeca da cinesina, sem a presenca
de forga, foi de 271,96 nm / s no tempo Aty = 0,000975 us.
Para o caso em que a forca foi de 5 pN a velocidade maxima
apresentada foi de 40,7 nm/s no tempo Aty = 0,00015 ps. No
tempo Aty = 0,000975 ps ocorreu a maior diferenga entre as
velocidades dos dois casos, que foi de 271,73 nm/s. Este caso
apresentou instabilidades numéricas. Conseguimos encontrar,
utilizando um parametro 7 = 9 x 10~8s, uma regiao tal que nos
afastamos dos dois casos para os quais este caso tendeu: o caso

da memoria delta de Dirac e o caso da memoria cossenoidal.
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Fig. 5.16: Gréafico das velocidades médias quando a fun¢do meméria é a cosseno hi-

perbélico. O parametro utilizado para esta memdria foi I'(0) = X5 =

9,23 x 1052 ~
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Fig. 5.17: Gréfico das velocidades médias quando a fung¢do memdria é a senoidal. O
parametro utilizado para a memdria senoidal foi w =7 x 102 H z.

e Velocidade média fig. 5.16 (Memdria cosseno hiperbdlico) -
Esta memoria é importante porque representa o comporta-
mento limite de uma funcao meméria real quando considera-
mos tempos pequenos. Quando a nossa cinesina modelo estava
submetida a uma for¢a de 5 pN, obtivemos uma velocidade
méxima de 40,6 nm/s para um tempo Aty = 0,00015 ps. No
caso em que a cabeca da cinesina modelo nao estava subme-

tida a nenhuma forga encontramos, para Aty = 0.001675 us, a
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velocidade méxima de 456.20 nm/s.

e Velocidade média fig. 5.17 (Memodria senoidal) - Quando a
cinesina modelo foi submetida a uma forca de 5 pN apresentou
um decaimento linear. O valor maximo apresentado para este
caso foi de 522,87 nm/s ocorrendo para Aty = 0,10 us. No caso
com a forca nula, o valor maximo foi o mesmo mas o decaimento
foi menor. Para Aty; = 2 us a velocidade apresentada foi de
522,81 pm/s. Utilizamos uma frequéncia relativamente alta
w =T x 102 Hz. A frequéncia controla a proximidade desta

memoria em relagao a memoria delta de Dirac.

A velocidade maxima apresentada pelo nosso modelo de cinesina
foi de 522,87 nm/s. A cinesina real apresenta velocidades no in-
tervalo [800 nm/s, 3000 nm/s| indicando assim que as velocidades
apresentadas pelo modelo foram baixas. No entanto, devemos levar
em consideracao que podemos escolher outros parametros para as
funcoes memoria.

Destacamos em especial a memoéria cosseno hiperbdlico que deve
se aproximar do comportamento real quando a cabeca da cinesina
estda difundindo rapidamente, ou seja, quando podemos considerar
que Aty é pequeno.

A seguir mostraremos e analisaremos os graficos das eficiéncias.
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Eficiéncia Termodinamica em fungio do tempo Ats
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Fig. 5.18: Gréfico da eficiéncia quando a fungdo meméria é uma delta de Dirac.
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Eficiéncia Termodinamica em fungio do tempo Ats
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Fig. 5.19: Grafico da eficiéncia quando a fungdo meméria é a exponencial. O
parametro de decaimento utilizado foi 7 = 9 x 10™® segundos.
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e Eficiéncia fig. 5.18 (Memdria delta de Dirac) - A eficiéncia
maxima alcancada neste caso foi de 3,7% para Aty =
0,0087750 ps. Para este tempo a cinesina possui uma veloci-
dade de 40,97 nm/s. A eficiéncia méxima neste caso concordou

com o ponto no qual a cinesina possui sua velocidade maxima.

e Eficiéncia fig. 5.19 (Memodria exponencial) - Este gréfico é se-
melhante ao caso da memoria delta de Dirac. A diferenca esta
na escala de tempo. A eficiéncia maxima neste caso é alcancada
mais cedo do que no caso anterior At; = 0,00015 us e seu valor
¢ 3,7% também. Para este mesmo tempo Aty = 0,00015 us, a
cinesina possui uma velocidade de 40,7 nm/s, que coincide com
o maximo da velocidade média da cinesina para esta memoria.
O aumento da eficiéncia apos o tempo Aty = 0,001 ps deve ser

considerado erro numeérico.
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Eficiéncia Termodinamica em fungdo do tempo Ats

Eficiéncia em porcentagem
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Fig. 5.20: Gréfico da eficiéncia quando a fungdo meméria é a cosseno hiperbdlico. O

parametro utilizado para esta meméria foi I'(0) = 23 = 9,23 x 1011s72.
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Fig. 5.21: Grafico da eficiéncia quando a fungdo memoria é a senoidal. O parametro
utilizado para a meméria senoidal foi w = 7 x 102 H 2.

e Eficiéncia fig. 5.20 (Memdria cosseno hiperbdlico)- A memdria
cosseno hiperbdlico apresentou um comportamento préximo
ao das outras memorias. O pico da eficiéncia ocorreu em
Aty = 0,00015 s e seu valor foi de 3,7%. O decaimento desta
memoria foi um pouco mais rapido que a do caso da memoria
exponencial, e.g. para Aty = 0,0005 us a eficiéncia para o
caso exponencial era de 0,29% enquanto que, para este caso, a
eficiéncia foi de 0, 14%.
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e Eficiéncia fig. 5.21 (Meméria senoidal) - Esta foi a meméria que
apresentou a maior eficiéncia entre as memorias consideradas.
O seu méaximo foi de 48,17% para Aty = 0,1 ps. Dentro do
intervalo considerado apresentou um decaimento linear. O seu
valor para Aty = 2 us foi de 47,56%. A velocidade méxima da

cinesina modelo coincidiu com o pico da eficiéncia.

As eficiéncias para os casos estudados em geral foram baixas &~
4% concordando com a referéncia [25]. As eficiéncias das cinesinas
reais podem chegar até 60%. A memdria que apresentou o resultado
mais proximo do real foi a memoéria senoidal, que permitiu uma

eficiéncia méaxima de 58, 16%.



6. CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos, brevemente, a teoria do movimento
browniano do ponto de vista historico desde a teoria de Einstein
até a equacgao de Langevin generalizada - ELG. Definimos o que é
um motor browniano e estudamos um de seus tipos, o motor liga-
desliga. Aplicamos a teoria deste motor browniano no estudo de um
tipo de separador de particulas e também no estudo de uma classe
de motores brownianos: as cinesinas.

Para o separador de particulas, descobrimos que é importante,
em seu processo de otimizacao, considerar a velocidade relativa entre
as particulas e nao apenas a velocidade méaxima alcancada por um
tipo de particula, uma vez que o méaximo da velocidade nem sempre
coincide com o méaximo da velocidade relativa. Determinamos que a
memoria cosseno hiperbélico foi a melhor, para os parametros esco-
lhidos, na tarefa de separar particulas. Um fato positivo sobre esta
memoéria é que ela representa o caso limite das memorias reais para
tempos pequenos. Dada a dificuldade de encontrarmos a memoria
real de um sistema, por exemplo da agua, esta aproximacao merece
ser considerada.

No caso do modelo das cinesinas obtivemos velocidades que se
aproximam das velocidades médias desenvolvidas por cinesinas reais.
A maior velocidade foi obtida com a memoria senoidal v = 522, 81
nm/s sendo menor que a velocidade das cinesinas reais que se si-
tuam no intervalo [800 nm/s, 3000 nm/s] segundo Schliwa [33]. As
eficiencias ficaram bem abaixo das eficiéncias das cinesinas reais

que, segundo a mesma referéncia variam entre 40% a 60%. Este
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fato sugere que nas cinesinas reais as cabecgas sao impulsionadas
pelo “pescoco” da molécula de cinesina em vez de apenas ocorrer
difusao.

Mostramos, mediante o formalismo da fun¢cao memoria, que di-
ferentes memorias podem aumentar a velocidade e a eficiéncia da
cinesina modelo e muito provavelmente da cinesina real. A maior
aplicacao desta teoria, porém, estd na criacao de motores artificiais
para os quais podemos controlar o seu ambiente de funcionamento,

determinando, desta forma, a funcao memoria.



APENDICE



A. TRANSFORMACAO DIMENSIONAL DA EQUACAO DE
LANGEVIN

Para calcularmos numericamente as grandezas transformamos a
equagao de Langevin Generalizada em uma equacao adimensional
mediante as seguintes relagoes:

AU L2

Tempo — ¢ = ct com ¢ = EAD ; escolhemos # = 10°¢; (A.1)

Posicio — #(t) = 7 x(t/c); escolhemos #(f) = 10%z(t); (A.2)

- A XL .
Energia — U(2) = UU ( 7 ) ; escolhemos U(X) = 10U (X);

AU
(A.3)
~ AU L2(?
Massa — M = C M escolhemos M = 107 M (A.4)
C2L2 A
Constante de Boltzmann — escolhemos Kp = 1; (A.5)
. Ky AU . 10%KgT

Temperatura — 17" = B2 T escolhemos 1" = A—B; (A.6)

AU K Kp

onde os circunflexos indicam as grandezas adimensionais.



B. RELACAO ENTRE A FUNCAO I'(T) E A FUNCAO R(T)

Nem sempre é possivel, conhecendo-se a fungao meméria, encontrar
R(t) mediante transformadas de Laplace. Nesses casos existe uma
relagdo entre os coeficientes das séries de Taylor das fungoes R(t)
e ['(t), que permite a utilizagdo de métodos numéricos. A deducao
desta relacao é simples. Argumentaremos de maneira semelhante a

de Vainstein [14]. Comecamos escrevendo as fungdes em séries de

poténcias:
R —fja”” r —io O B.1
(t) = Oat (t) = oﬁt' (B.1)

As transformadas de Laplace das equacoes anteriores sao:

o0 o0

R5)=Y 2 Tis) =3 % (B.2)

n=0 m=0

e substituindo esses resultados em (4.50) encontramos

(o) . (o] oo nbm
Zz_n_lz_ZZSZerH‘ (B.3)

n=0 m=0 n=0

Seja k = n + m entao

= n fmbm
Z z_n =1- Z Z ak3k+2 (B.4)
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ou

An4-2 Zm Oak m m
> Z e (B.5)

n=0

onde usamos o fato de que R(0) = ap = 1 e R(0) = a; = 0. Portanto,

a relacao buscada é:
(pyo = — Z D - (B.6)
m=0

Como a fun¢ao meméria I'(t) é par, os coeficientes impares b,, serao
nulos, implicando que os coeficientes impares a,, se anulam também

e que portanto R(t) é uma fungao par.



C. DEDUCAO DA ELG VIA RELACOES DE RECORRENCIA

No ano de 1964, Hazime Mori, fisico japoneés, generalizou a equacao
de Langevin (2.23). Sua equagdo, que tanto pode ser formulada
na mecanica quantica quanto na mecanica classica, foi rigorosa-
mente deduzida a partir de primeiros principios e permite descrever
fenomenos que nao sejam markovianos, ou seja, fenomenos que de-
pendem da estéria do sistema e nao apenas do tempo imediatamente
anterior.

Embora Hazime Mori juntamente com Robert Zwanzig tenham
fundado a teoria, seguiremos na presente dedugao uma linha de ra-
ciocinio desenvolvida por M. Howard Lee [13] devido a sua simpli-

cidade e conveniéncia para nossos propésitos.

C.1 Equacao de Liouville

Nesta secao nés vamos deduzir a equacao de Liouville. Comecamos
considerando um sistema de N particulas com 3N coordenadas de
posicao, 3N coordenadas de momento e cuja hamiltoniana nao de-
pende explicitamente do tempo. O nimero de pontos representati-
vos ( pontosimagens ) no espago de fase ® em um dado instante t

dentro do hipervolume
dd = d&*Ngd®Np = dqy...dgsndp,...dpsn, (C.1)

é p(q,p, t)d*N qd*Np
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As equagoes de Hamilton, como ja foi visto, sao

. OH . 0OH
pi = — 94 eq = p (C.2)

com i= 1, ..., 3N.
As solugoes das equacoes anteriores sao tnicas e consequente-

mente os pontos sao conservados no espacgo de fase, ou seja:

d

G| eannaey = Jds (C.3)
S

sendo J = ot = p(d1..., 43N, D1---, D3n ). Usando o teorema do diver-

gente em muitas dimensoes encontramos:
= 73N 13N Ip 3N 3N
V. Jd> qd’p = _Ed qd”p (C.4)
®(E) ®(E)

ou em sua forma diferencial equivalente

dp

VTS =0. (C.5)

Desenvolvendo o divergente de J temos:

VI Z [8% dpi  Op 0q; | o, H} (C.6)

onde utilizamos as equagoes de Hamilton para simplificar a ex-
pressao anterior e {p, H} é o parénteses de Poisson. Do exposto

acima chegamos em:

dp

61& - _{IO7H} (C7)

que ¢é a conhecida equacao de Liouville para a funcao de distribuicao.
Para uma funcgao de fase que nao seja a funcao de distribuicao po-

demos escrever também, caso o sistema seja Hamiltoniano, uma
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equagao de Liouville que é a equagao (4.74). Consideraremos que as
funcoes de fase de interesse nao dependem explicitamente do tempo

e portanto a relacao (4.74) torna-se:
B={B,H}. (C.8)

E 1til na deducao da equacao generalizada de Langevin escrever
(C.8) na forma:

B = iLB(q,p) (C.9)

onde o operador L é o Liouvilliano e tem a seguinte definicao

0 0H 0 0H
L=—i — 1
' i—1 {3%‘ Op; Op; Og; <C O)
A solugao formal da equagao (C.9) é
B(t) = exp(iLt)B(4(0),p(0)) = exp(iLt) B(0). (C.11)

Para compreendermos melhor a equacao acima utilizamos a ex-

pansao em série de Taylor da exponencial complexa

o0 tn
exp(iLt) = E —' (C.12)
n!

n=0

e o fato de que a repetida aplicagao do operador il. em B(t) fornece

as derivadas superiores

o B(t)
otn

(L)"B(t) = (C.13)

Sendo assim a expressao (C.11) ¢ a expansao em série de Taylor da
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fungao de fase B(t)

o0

tTL
)= (L) (C.14)
n=0
ou
= t" 0" B(0)
B :E _— 1
®) o nl Ot (C.15)

C.2 Relacoes de recorréncia

Nesta secao iniciaremos o formalismo de Lee de relagoes de re-
corréncia que em ultima instancia nos fornecera a equacgao de Lange-
vin generalizada. Em seu artigo [15], Lee parte da expressao (C.14)

reescrita da seguinte forma

n

~+

B(q(t), p(t) =Y B¢ (C.16)

n=0

S

sendo B™ = (iL)"B(§(0),p(0)) = (iL)"B(0). Esta expressdo re-
presenta a expansao da fungao B(t) na base completa B™ . Para
analisarmos as propriedades das fungoes de base e definirmos um
espaco de Hilbert devemos escolher uma forma para o produto in-

terno. Seguindo Lee [13] definimos

1

5 ’ dA(A(N)BT) — (AY(B") (C.17)

(4,B) =
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onde

5= KgT;
AN) = M Ae M
1 denota o conjugado;

Tr(e P AB)

Tr(e 1) ¢ a média de ensemble.

(AB) =
Tomando-se o produto interno (B™, B(™)) temos:

(8, 500 = L[ (B0 B - (B (B (019

ou
1

B
() gmy — 1 MG LY BOYeM (L) B(ON)H—
(B™, B"™) ﬁ/o dX(e (iL)™ B(0)e™ " ((iL)"™ B(0))")

1 5
3 /0 (i)™ B(0))(((iL) ™ B(0))"). (C.19)

O limite classico das expressoes anteriores é:

(B, B = / pe(®)(iL)" B(0)(iL)™ B(0)dg*™ dp*™
®(p)

[ @ GLr B [ @)L B0
() ()

(C.20)
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ou

- 0"B(0)0™B(0) , .
B® pm) __/ o 3N 7 3N

- 0"B(0 - 0mB(0
_/ pc(®>JdQ3Ndp3N/ pc(q))at—m()dq3Ndp3N

(C.21)

onde p. é a funcao de distribuigdo canonica. Em geral as funcoes
B™ nio sdo ortogonais em relacdo ao produto interno (C.17).
Dada a conveniéncia em termos funcoes de base ortogonais, po-
demos utilizar o processo de Gram-Schmidt no conjunto B™ para
gerarmos um novo conjunto f, que é ortogonal e onde B(t) pode ser

expandida na forma

Bit) =S " ba(t)f. (C.22)

com by, (t) = w?—ﬂ;ﬂ”), (frs Jn) = GmOmn € | fin| = gén ¢ o comprimento
de f,,. d é a dimensao do espaco de funcoes. No decorrer deste
processo encontraremos as relacoes de recorréncia necessarias para
provar a ELG. Podemos construir a base f, indutivamente usando
explicitamente o produto interno de Kubo definido em (C.17). Con-
siderando fo = B(0) = B e aplicando o processo de ortogonalizac¢ao
de Gram-Schmidt encontramos f; = ¢LB - ver Lee [13]. Em seguida
construimos fy fazendo fo = iLf; + x, onde x deve ser determi-
nado pelas condigoes (fa, fo) = (f2, f1) = 0. Como vale a seguinte
propriedade do Liouvilliano (iLf,, fm) = —(fn, fms1) a primeira
condigao fornece —(f1, f1) + (z, fo) = 0. A segunda condigao for-
nece (z, fi) = 0 portanto z = cfy, onde ¢ é uma constante. Ela
pode ser determinada a partir da primeira condi¢cao de ortogonali-

dade, i.e, ¢ = 8%—;;; = Z—; = A;. Portanto, fo =iLf; + Ay fy. Com
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fo, f1 e fo dados, fazemos f3 = iLfs + y, onde y deve ser deter-
minado pelas novas condigoes de ortogonalidade, i.e., (y, fo) = 0,
—(fa, f2) + (y, f1) =0, e (y, f2) = 0. Consequentemente y = A, f1,
onde Ay = % = g—f e assim f3 = iLfs + Aofy.

Obteremos agora a primeira relagdo de recorréncia (RR-I) para
fne1 assumindo que conhecemos fy, fi1, ..., fn. Tendo como base os
trés primeiros exemplos assume-se que f,11 = iLf, + Anfno1,n >
0 e que as condigoes de ortogonalidade (f,11,fx) = 0 devem ser

satisfeitas para todos os k < n:

(fn+17 fO) = (ZLfm fO) + An(fnfb fo) =0 (C23)

(fn+17f1) = (Z‘Lfn,fl)‘i_An(fnfl;fl) =0 (C24)

(fn—l—lu fn—l) = (ZLfm fn—l) + An(fn_l, fn_1) =0 (025)

(fat1s fu) = GLfus fo) + Ap(facts fn) = 0. (C.26)

Usando a propriedade (iLf,, fm) = —(fn, fm+1) nas equagoes acima

juntamente com a ortogonalidade verificamos que a unica iden-

tidade cujos termos individuais nao se anulam ¢ a peniltima

(fn+1>fn—l) = (ZLfmfn—l) + An(fn—lyfn—l) =0 que nos informa
(fn,fn)
(fnflvfnfl).

recorréncia (RR-I) para as fungoes de base:

que A, = Sendo assim, temos a seguinte relacao de

fn+1 = ZLfn + Anfn—l,n > O, (027)

com f1=0eAg=1.
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Para desenvolvermos a segunda relagdo de recorréncia (RR-II)
aplicamos a equagcao de Liouville (C.9) na equagao (C.22) e usamos
(RR-I). Ficamos com:

B =iLB(q,p) (C.28)
d—1

B=> bu(t)iLfn (C.29)

N

B=> bu(t)fos1 — D _ Aubu(t)fur (C.30)

d d—2
B = an—l(t)fn - Z An—i-lbn—l-l(t)fn (C-Sl)

n=-—1

e utilizando-se f_1 =0e Ag =1

d—2
B= ba—1(t) fa + ba—2(t) fa—1 + anfl(t)fn —Abi(t) fo  (C.32)
d—2 "~
- Z AnJrlanrl(t)fn-
n=1
Derivando (C.22) com respeito ao tempo:
d—2
bo(t) fo + baci(t) fam1 D bu(t) fr = ba—1(t) fa + ba—a(t) far+
n=1
(C.33)
d—2 d—2
> buoa () fu = Arbi(t) fo = > Ansibuga(t) f.
n=1 n=1

[gualando os coeficientes das funcoes de base encontramos as
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identidades

bo( ) =-A bl(t)

ba—1(t) = ba—a(t)

0= bai(1)

bn(t) = bnfl(t) n+1bn+1(t>

sendo que a tultima é a segunda relacao de recorréncia - RR-II.

C.3 Demonstracao da equacao de Langevin generalizada

No intuito de desenvolvermos a ELG derivamos a equagao (C.22)

B() = oo+ 3 ba(0)1, (©.39)

e usamos a relacao (C.34)

B(t) = ~Abi () fy + S balt) o (C.39)

Introduzimos um outro conjunto de coeficientes ¢,(t) sendo que n
deve satisfazer a condigdo n > 1. Os ¢,(t) sao definidos mediante a

convolucao:

ba(t) = jgtcn(tqbo(t--ﬂ)dtk (C.40)

Derivando a relacao anterior com respeito ao tempo obtemos

ba(t) = cn(t) + /Ot n(t)bo(t — t))dt'. (C.41)
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Substituindo a equagao anterior em (C.39)

d—1 d—1 .t
Bt = -Abi 0o+ Y e+ Y / ea(t)ho(t — t)dt' f,

(C.42)
e usando novamente (C.34)
d—1
B(t) = —Abi(t) fo+ Y enlt)fo — Ay Z/ by (t — t)dt f,.
- (C.43)

Como [y c,()bi(t — t)dt' = [} ci(t')bu(t — t')dt', ver apéndice A,

vale

B(t) = —Ayb (t fo—l—ch AlZ/Cl Wt —t)dt £,

(C.44)

e substituindo by (t) pela convolugao
) t d—1
B(t) = —A, / a)lt =)t fo+ Y eallfum  (C45)
0 n=1

Alz/ t)dt' ..

Agrupando-se o primeiro e o tultimo termos do lado direito da

equagcao anterior chegamos em

ch A, / t {(t)B(t —t)dt'. (C.46)
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E, finalmente, chamando

U

Y cn(t) fr de A(t) e Areq(t) de T'(¢)

1

S
I

(C.47)

ficamos com
t
B—-— / () B(t — )dt' + A(t) (C.48)
0

sendo I'(¢) a chamada fungao memdria.

Para compreendermos melhor a EL.G e demonstrarmos, a seguir,
o teorema de flutuagao-dissipacao encontraremos as condicoes de
contorno dos coeficientes b,(t) e ¢,(t) quando ¢ = 0. Escolhendo
durante a ortogonalizacdo da base B™ que f, = B(®) = B(0) temos

as condicoes de contorno para os coeficientes b, (t):

bn<0):{1 se n=>0

0 se n=1,2,3,....

Com a intencao de encontrarmos as condicoes de contorno dos coe-

ficientes ¢, (t) partimos da relacao (C.41) quando t = 0:
n(0) = by (0). (C.49)
Usando (C.37) com t =0
by (0) = by—1(0) — Apy1bngr (0) (C.50)

e as condigoes de contorno dos coeficientes b, (t) chegamos em

(0) 1 se n=1
c,(0) =
0 se n=2,3,....
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Das condicoes acima inferimos que

d—1

(B(0), A(t) = (fo, Y calt)fn) =0 (C.51)

n=1

ou seja essas variaveis sao linearmente descorrelacionadas.

C.4 Teorema de flutuacao-dissipacao

Nesta pequena segao provaremos uma identidade importante o cha-
mado teorema de flutuacao-dissipacao. Este teorema, como o
proprio nome ja diz, relaciona as flutuacoes da varidvel de fase com
a “dissipacao” que atua sobre ela. Para provarmos o teorema basta
tomarmos o produto escalar (A(t), A(0)). Usando a defini¢do do

produto escalar (C.17) temos

(A(t), A(0)) = (A@t), 1) = ea®) (S, fr) (C.52)

ou usando as defini¢oes de A; = %
(A(t), A(0)) = c1(t)Ar(fo, fo) (C.53)

e da fungao memoria I'(t) = Ajcy(t)

(A(t), A(0)) = T(t)(fo, fo)- (C.54)

(A1), A(0)) = T()(B(0), B(0)). (C.55)

que é o teorema de flutuacao-dissipacao.

Para entendermos melhor o nome do teorema consideraremos que
a variavel de fase B é a velocidade de uma particula - que é o caso no
qual estamos interessados no movimento browniano. Neste caso o

primeiro termo, do lado direito, da equagao (C.48) esta relacionado
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a perda de energia cinética da particula e portanto é um termo
dissipativo. J& o segundo termo da mesma equacao é a aceleragao
flutuante da particula. Portanto o teorema tem esse nome porque
relaciona a fungao meméria, que é relativa ao termo dissipativo, com
a forca flutuante. Fazendo-se B igual a velocidade v e considerando

que A(t) é a aceleragdo da particula temos a equagao de Langevin
t

o(t) = — / (Yot — £)dt + A(t) (C.56)
0

ou multiplicando-se pela massa dos dois lados e usando uma propri-

edade da convolugao
t
F(t) = —m/ Lt —t)o(t)dt' + F,(t) (C.57)
0

sendo F(t) a forga resultante sobre a particula. F,(t) é a forca

flutuante e satisfaz o teorema de flutuagao-dissipacao
(Fa(t), Fu(0)) = m®T(t)(v(0),v(0)). (C.58)

Considerando que o sistema ja esteja no equilibrio no tempo igual
a zero e o teorema da equiparti¢do da energia temos (v(0),v(0)) =

% logo
(Fu(t), Fa(0)) = mKpTT(t). (C.59)
A partir da rela¢ao (C.51) temos também que
(v(0),A(t)) =0 (C.60)

ou seja v(0) e A(t) sdo linearmente descorrelacionadas.

Podemos acrescentar, se necessario, uma forca externa na
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equacao de Langevin generalizada
t
Ft) = —m / Tt — #)o(t)dt + Fu(t) + Fou(t).  (C.61)
0

A forca F,(t) na relagdo acima continua a satisfazer o mesmo teo-

rema de flutuagao-dissipagao (C.59).
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D. PROGRAMAS UTILIZADOS

Neste apéndice listamos os programas em linguagem fortran utiliza-

dos neste trabalho.

! Descrigao: programa que calcula, para uma meméria delta de Dirac,

o numero médio de passos, a velocidade média e

! a eficiéncia termodindmica de um motor liga—desliga submetido a

uma forga externa.

Program Lgl

Implicit none ! Neutralizando os tipos implicitos das

! Declaragcao de varidveis.

Integer I1, I

Va, Vmed, Zeta
Td, PassoTd

Real (16) Aext, C, DU, ET

Real(16) Fe, Fext, Fd, Fparar

Real (16) Gama, Htd, Htl

Real(16) IHtl, IHtd, Intde

Real (16) KB, L, M

Real(16) Param, Pi, Pot, Prob, R, T

Real (16) Tdmax, Tdmin, Tl, Tlmin
(16)
(16)

! Atribuindo valores as varidveis nas unidades do SI.

! Para as particulas leves.

varidveis.

!Zeta = 3e—8 ! Coeficiente de atrito viscoso de Stokes.

IM = 3.518583e—14 ! Massa da particula.
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45

46

47

48

49

51

52

53

54

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74
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! Para as particulas pesadas.

Zeta = 7.5e—8 ! Coeficiente de atrito viscoso de Stokes.
M= 5.497787e—13 ! Massa da particula.

Gama = Zeta / M ! Razdo entre coeficiente de atrito de Stokes e a
massa .

KB = 1.3806e—23 ! Constante de Boltzmann.

T = 303.15 ! Temperatura da agua.

DU = 3e—16 ! Barreira de potencial.

L = le—5 ! Periodo do potencial.

Param = 0.1 ! Parametro do potencial.

Pi = 3.141592654 ! Constante Pi.

Tl = 2e—3 ! Tempo que o potencial permanece ligado.

Tdmin = 0 ! Tempo de desligamento inicial.

Tdmax = 100 ! Tempo méximo que o potencial permanece desligado.

PassoTd = 0.25 ! Passo do tempo desligado.

Fd=DU/ ( (1 — Param ) * L ) ! Forca que atua para a direita
devida ao potencial.
Fe =DU / ( Param x L ) ! Forga que atua para a esquerda devida ao

potencial.

Write (*,%) ”Fd:”, Fd
Write (*,%) ”Fe:”, Fe

!Fext = 1.245050e—15 ! Forca externa para as particulas leves.

Fext = 1.945392e—14 ! Forga externa para as particulas pesadas.

! Tornando as grandezas adimensionais.

Fd = Fd * 1lel6

Fe = Fe % 1lel6
Fext = Fext *x lel6
Gama = Gama * le—5
L =L % 1e9

M=M % lel7

Aext = Fext / M

T =T % 1le25 x KB
KB =1
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Tl = Tl % 1leb

Tdmin = Tdmin * 1leb
Tdmax = Tdmax * 1leb
PassoTd = PassoTd * 1leb

! Abrindo arquivos de dados que servirao de saida.

Open ( 1, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\LG2
— Eficiéncia Termodindmica”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = °

REPLACE’ )

Open ( 2, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\LG2
— Passos”,  ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = ’REPLACE’ )

Open ( 3, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\LG2
— Velocidade média”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE

")
Open ( 4, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\LG2

— Variancia”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE’ )

Open ( 5, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\LG2
— Htd”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE’ )

Open ( 6, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\LG2
— IHtd”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE’ )

Open ( 7, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\LG2
_ Energia potencial?”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’ , STATUS = °
REPLACE’ )

Open ( 8, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\LG2
— Forca para parar”, ACCESS — 'SEQUENTIAL’, STATUS = ’REPLACE’
)
Open ( 9, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\LG2
— Poténcia”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE’ )

! Tempo minimo que o potencial tem que permanecer ligado para que a

particula alcance o fundo do pogo de potencial.

Tlmin = ( dble( Fext x (0.00000733038242) ) + sqrt( dble( Fext =*x 2
x (0.00000733038242) *x 2 — 2 x L « M * Param x Fd + 2 * L « M
* Param * Fext + 2 * L « M %+ Fd — 2 « L « M « Fext ) ) ) /
dble( Fd — Fext )

Write (*,%) ”Tempo minimo que o potencial deve ficar ligado:”, Tlmin
* le—5

! Lago do tempo desligado.
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Do Td = Tdmin , Tdmax, PassoTd

R =0 ! Zerando o numero médio de passos.

! Integral da fung¢ao H para o tempo Td.

IHtd = ( —0.1D1 4+ Gama % Td + exp( —Gama * Td ) ) / Gama *x 2

I Calculando <Xdtd> = C.

C = — Aext x IHtd

! Funcao H para a meméria delta de Dirac.

Htd = — ( —0.1D1 + exp( —Gama * Td ) ) / Gama

! Variancia Va.

Va=( (2 +«KB=x+«T) /M) *x IHtd

I Calculando <R> o numero médio de passos.

Do I = —1000, 1000, 1

Prob = ( erf( ( (Param + I) « L — C ) / sqrt( 2 Va ) ) — erf( ( (
)

*
Param + I — 1) « L — C ) / sqrt( 2 % Va ) )
R=R+ 1 % Prob

End do

! Normalizagdo do nimero médio de passos.
R=R / ( erf( ( (Param 4 1000) * L — C ) / sqrt( 2 = Va ) ) — erf(

( (Param — 1001) = L — C ) / sqrt( 2 = Va ) ) )

! Velocidade média de uma particula.
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Vmed = (R * L) / (Tl + Td )

! Poténcia do motor Browniano.

Pot = Vmed % Fext

! Cé4lculos do denominador da eficiéncia .

Intde = 0.0 ! Zerando o denominador da eficiéncia.

! Calculando a energia potencial média.
Do I1 = —1000, 1000, 1

Intde = Intde —(—Fext + Fd) * sqrt(0.2D1) * (0.2D1 % Va % exp(—(—L
* Param+ L — I1 * L + C) %% 2 / Va / 0.2D1) + C * sqrt(Va) =*
sqrt (0.3141592654D1) * sqrt (0.2D1) % erf(sqrt(0.2D1) % (—L =
Param + L — I1 « L + C) * Va %+ (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1) — 0.2
D1 * Va * exp(—(—I1 = L + C) *x 2 / Va / 0.2D1) — C % sqrt(Va)
% sqrt(0.3141592654D1) * sqrt (0.2D1) * erf(sqrt(0.2D1) % (—I1 =
L + C) * Va #% (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1)) % 0.3141592654D1 *x
(—0.1D1 / 0.2D1) * Va % (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.4D1

Intde = Intde + (—Fext + Fd) % I1 % L x (erf(sqrt(0.2D1) % (=L =
Param + L — I1 * L + C) % Va %x (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1) — erf
(sqrt(0.2D1) % (—=I1 %= L + C) * Va xx (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1))
/ 0.2D1

Intde = Intde + (Fext + Fe) * sqrt(0.2D1) * (0.2D1 % Va % exp(—(—I1
* L+ C) xx 2 / Va / 0.2D1) + C % sqrt(Va) * sqrt(0.3141592654
D1) % sqrt(0.2D1) % erf(sqrt(0.2D1) * (—I1 % L + C) * Va *x
(—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1) — 0.2D1 * Va % exp(—(—L * Param — I1
* L +C) *x 2 / Va / 0.2D1) — C % sqrt(Va) * sqrt(0.3141592654
D1) % sqrt(0.2D1) * erf(sqrt(0.2D1) % (=L % Param — I1 % L 4+ C)
% Va #x (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1)) % 0.3141592654D1 #% (—0.1D1
/ 0.2D1) * Va #x (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.4D1

Intde = Intde —(Fext + Fe) % I1 % L % (erf(sqrt(0.2D1) * (—I1 = L +
C) * Va xx (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1) — erf(sqrt(0.2D1) = (=L =
Param — I1 * L + C) * Va **x (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1)) / 0.2D1
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End do
! Normalizagdo da energia potencial média.
Intde = 2 % Intde / ( erf( ( (Param + 1000) * L — C ) / sqrt( 2 =
Va ) ) — erf( ( (Param — 1001) *« L — C ) / sqrt( 2 = Va ) ) )

! Eficiéncia termodinamica.

ET = ( Fext * R = L ) / Intde

! Calculando a forga necessédria para parar o motor.

Fparar = ( M« ( 0.5 — Param ) * L ) / IHtd

! Escrevendo nos arquivos.

! Td em segundos.

Write (1,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td * le—5, ET % 100 ! Eficiéncia
em porcentagem.
Write (2,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td * le—5, R

Write (3,”( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, Vmed * le2 ! Velocidade

em micréometros por segundo.

Write (4,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, Va % 1le—18

Write (5,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, Htd * le—5

Write (6,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td * le—5, IHtd * le—10

Write (7,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, Intde % le—25

Write (8,”( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, Fparar % le—4 ! Forca
em picoNewtons

Write (9,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td x le—5, Pot * le—20

End do ! Fim do lago Td.

Close (1)
Close (2)
Close (3)
Close (4)
Close (5)
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Close (6)
Close (7)
Close (8)
Close (9)

End program Lgl

! Descrigao: programa que calcula ,

delta de Dirac,

! a eficiéncia termodindmica de um motor liga—desliga submetido a

o numero médio de passos,

uma forga externa.

Program Expl

Implicit none ! Neutralizando os tipos

! Declaragdo de varidveis.

Integer I1, I

Real (16) Aext, Beta
Real (16) ET, E1, E2
Real(16) Fd, Fparar
Real (16) Htl, IHtl,
Real (16) Intde, KB,
Real (16)

Real(16) R, T, T1,
Real (16) T1, Tlmin,

! Atribuindo valore

! Para as particula

Zeta = 3e—8 ! Coeficiente de atrito viscoso de Stokes.

M= 3.518583e—14 !

! Para as particula

|Zeta = 7.5e—8 ! Coeficiente de atrito viscoso de Stokes.

M = 5.497787e—13 !

, C, DU

, Fe, Fext
, Gama, Htd
IHtd

L, M

Param, PassoTd, Pi, Pot, Prob
Td, Tdmax, Tdmin

Va, Vmed, Zeta

s as varidveis nas unidades do SI.

s leves.

Massa da particula.

s pesadas.

Massa da particula.

para uma memoéria exponencial /

implicitos das

a velocidade média e
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Gama = Zeta / M ! Razdo entre coeficiente de atrito de Stokes e a
massa .

KB = 1.3806503e—23 ! Constante de Boltzmann.

T = 303.15 ! Temperatura da agua.

DU = 3e—16 ! Barreira de potencial.

L = le—5 ! Periodo do potencial.

Param = 0.1 ! Parametro do potencial.

Pi = 3.141592654 ! Constante Pi.

Tl = 5 ! Tempo de decaimento da memoria.

Tl = 2e—3 ! Tempo que o potencial permanece ligado.

Tdmin = 0 ! Tempo de desligamento inicial.

Tdmax = 30 ! Tempo mdximo que o potencial permanece desligado.

PassoTd = 0.25 ! Passo do tempo desligado.

Fd =DU/ ( (1 — Param ) = L ) ! Forga que atua para a direita

devida ao potencial.

Fe =DU / ( Param x L ) ! Forga que atua para a esquerda devida ao

potencial.

Write (,%) ”Fd:”, Fd , "Fe:”, Fe

Fext = 1.245050e—15 ! Forga externa para as particulas leves.

!Fext = 1.945392e¢—14 ! Forga externa para as particulas pesadas.

! Tornando as grandezas adimensionais.

Fd = Fd * 1lel6

Fe = Fe x 1lel6

Fext = Fext *x 1lel6
Gama = Gama * le—5
L =L % 1e9

M=M % lel7

Aext = Fext / M

T =T % 1le25 x KB
KB =1

Tl = T1 % leb

Tl = T1 * 1eb
Tdmin = Tdmin * 1leb
Tdmax = Tdmax * leb
PassoTd = PassoTd * 1leb

Beta = sqrt( 4.0D0 * Gama * T1 — 1 )
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Write (*,%) ”Beta:”, Beta

! Abrindo arquivos de dados que servirao de saida.

Open ( 1, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\Expl
— Eficiéncia Termodinadmica” , ACCESS = ’SEQUENTIAL’ , STATUS = ’

REPLACE’ )

Open ( 2, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\Expl
— Passos”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE’ )

Open ( 3, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\Expl
— Velocidade média”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’ , STATUS =’
REPLACE’ )

Open ( 4, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\Expl
— Variancia”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE’ )

Open ( 5, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\Expl
— Htd”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE’ )

Open ( 6, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\Expl
— IHtd”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’ , STATUS = 'REPLACE’ )

Open ( 7, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\Expl
— Energia potencial”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’ , STATUS = ~’
REPLACE’ )

Open ( 8, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\Expl
— Forca para parar”, ACCESS = ’'SEQUENTIAL’, STATUS = ’'REPLACE
")

Open ( 9, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\Expl
— Poténcia”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE’ )

! Tempo minimo que o potencial tem que permanecer ligado para que a

particula alcance o fundo do pogo de potencial.
Tlmin = ( dble( Fext % (0.00000733038242) ) + sqrt( dble( Fext %x 2
* (0.00000733038242) %% 2 — 2 x L « M % Param * Fd + 2 « L « M

x Param * Fext + 2 * L « M« Fd — 2 « L « M « Fext ) ) ) /
dble( Fd — Fext )

Write (*,%) ”Tempo minimo que o potencial deve ficar ligado:”, Tlmin
* le—bH

! Lago do tempo desligado.

Do Td = Tdmin , Tdmax, PassoTd
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109

110 R = 0 ! Zerando o nimero médio de passos.

111

112

113 ! Integral da funcdo H para o tempo Td.

114

115 IHtd = —0.4D1 % (—Td % Beta %% 3 + Beta xx 3 % T1 % exp(—Td / T1 /

0.2D1) % cos(Td * Beta / T1 / 0.2D1) — Beta *%* 3 % T1 + 0.3D1 =
Beta #x 2 % Tl % exp(—Td / T1 / 0.2D1) % sin(Td % Beta / T1 /
0.2D1) — Td * Beta + 0.3D1 % Beta x Tl — 0.3D1 % Beta % T1 =
exp(—Td / T1 / 0.2D1) * cos(Td % Beta / T1 / 0.2D1) — T1 % exp
(=Td / T1 / 0.2D1) % sin(Td * Beta / T1 / 0.2D1)) % T1 / Beta /
(0.1D1 + Beta *% 2) *xx 2

117
118 ! Calculando <Xdtd> = C.

119

120 C = — Aext % IHtd

121

122

123 | Fungdo H para a memdria exponencial / Dirac.

124

125 Htd = —0.2D1 * T1 * ( —dble( 2 x Beta ) + 0.2D1 % exp( —Td / T1 /

0.2D1 ) = dble( Beta ) * cos( Td % dble( Beta ) / T1 / 0.2D1 )
— exp( —=Td / T1 / 0.2D1 ) % dble( Beta ** 2 ) % sin( Td * dble(
Beta ) / T1 / 0.2D1 ) + exp( =Td / T1 / 0.2D1 ) % sin( Td =*
dble( Beta ) / T1 / 0.2D1 ) ) / dble( Beta ) / dble( 1 + Beta
*k 2 )

126

127

128 ! Variancia Va.

129

10 Va=( (2 «xKBxT) /M) x IHtd

131
133 | Calculando <R> o nimero médio de passos.

135 Do I

136

137 Prob = ( erf( ( (Param + I) * L — C ) / sqrt( 2
Param + I — 1) « L — C ) / sqrt( 2 = Va ) )

—1000, 1000, 1

x* Va ) ) — erf( ( (
)

139 R=R+ I % Prob

140

141 End do

142
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143

144 | Normalizagdo do nimero médio de passos.

146 R=R / ( erf( ( (Param 4+ 1000) * L — C ) / sqrt( 2 % Va ) ) — erf(
( (Param — 1001) « L — C ) / sqrt( 2 = Va ) ) )

149 ! Velocidade média de uma particula.

151 Vmed:(R*L)/(Tl+Td)

154 ! Poténcia do motor Browniano.

156 Pot = Vmed x Fext

159 | Cédlculos do denominador da eficiéncia.

160

161

162 Intde = 0.0 ! Zerando o denominador da eficiéncia.
163

164

165 | Calculando a energia potencial média.

166

167 Do I1 = —1000, 1000, 1

168

169 Intde = Intde —(—Fext + Fd) * sqrt(0.2D1) % (0.2D1 % Va % exp(—(—L
# Param+ L — I1 * L + C) *x 2 / Va / 0.2D1) + C % sqrt(Va) =*
sqrt(0.3141592654D1) * sqrt (0.2D1) % erf(sqrt(0.2D1) % (=L =
Param + L — I1 « L + C) % Va %% (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1) — 0.2
D1 % Va % exp(—(—I1 « L + C) xx 2 / Va / 0.2D1) — C % sqrt(Va)
* sqrt (0.3141592654D1) * sqrt (0.2D1) * erf(sqrt(0.2D1) % (—I1 =
L+ C) = Va *x (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1)) * 0.3141592654D1 x*=x
(—0.1D1 / 0.2D1) % Va %+ (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.4D1

170

171 Intde = Intde 4+ (—Fext + Fd) * Il % L % (erf(sqrt(0.2D1) * (=L =x
Param + L — I1 « L + C) * Va %% (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1) — erf
(sqrt (0.2D1) % (=11 = L + C) * Va % (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1))
/ 0.2D1

172

173 Intde = Intde + (Fext + Fe) % sqrt(0.2D1) % (0.2D1 % Va % exp(—(—I1
* L +C) *x 2 / Va / 0.2D1) + C * sqrt(Va) = sqrt(0.3141592654
D1) * sqrt(0.2D1) % erf(sqrt(0.2D1) * (—I1 % L 4+ C) = Va %=
(-0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1) — 0.2D1 % Va % exp(—(—L % Param — I1
* L +C) = 2 / Va / 0.2D1) — C % sqrt(Va) % sqrt(0.3141592654
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D1) % sqrt(0.2D1) % erf(sqrt(0.2D1) % (=L % Param — I1 = L 4 C)
% Va #x (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1)) % 0.3141592654D1 #% (—0.1D1
/ 0.2D1) % Va xx (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.4D1

Intde = Intde —(Fext + Fe) % I1 % L % (erf(sqrt(0.2D1) * (—I1 % L +
C) % Va xx (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1) — erf(sqrt(0.2D1) = (-L =
Param — I1 % L + C) * Va % (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1)) / 0.2D1

End do

! Normalizagdo da energia potencial média.

Intde = 2 % Intde / ( erf( ( (Param + 1000) * L — C ) / sqrt( 2 =
Va ) ) — erf( ( (Param — 1001) « L — C ) / sqrt( 2 = Va ) ) )
! Eficiéncia termodinamica.

ET = ( Fext * R « L ) / Intde

! Calculando a forga necessdria para parar o motor.

Fparar = ( M % ( 0.5 — Param ) = L ) / IHtd
! Escrevendo nos arquivos.

! Td em segundos.

Write (1,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td * le—5, ET * 100 ! Eficiéncia
em porcentagem .

Write (2,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, R

Write (3,”( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, Vmed * le2 ! Velocidade
em micréometros por segundo.

Write (4,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, Va % 1le—18

Write (5,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, Htd * le—5

Write (6,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td * le—5, IHtd * le—10

Write (7,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, Intde % le—25

Write (8,”( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, Fparar % le—4 ! Forca
em picoNewtons

Write (9,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td * le—5, Pot x le—20
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End do ! Fim do lago Td.

Close (1)
Close (2)
Close (3)
Close (4)
Close (5)
Close (6)
Close (7)
Close (8)
Close (9)

End program Expl

! Descrigao: programa que calcula, para uma memdria cosseno

hiperbélico, o nimero médio de passos, a velocidade média e

! a eficiéncia termodindmica de um motor liga—desliga submetido a

uma forga externa.

Program Coshl
Implicit none ! Neutralizando os tipos implicitos das

! Declaragdo de varidveis.
Integer I1, I

(16) Aext, C, DU, ET
(16) Fe, Fext, Fd, Fparar
(16) Gama, Htd, Htl
(16) 1Htl, IHtd, Intde
Real (16) KB, L, M
(16) Param, Pi, Pot, Prob, R, T
(16) Tdmax, Tdmin, TI1, Tlmin
(16) Va, Vmed, Zeta
(16) Td, PassoTd

! Atribuindo valores as variaveis nas unidades do SI.

! Para as particulas leves.

varidveis.

!Zeta = 3e—8 ! Coeficiente de atrito viscoso de Stokes.
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M = 3.518583e—14 ! Massa da particula.

! Para as particulas pesadas.

Zeta = 7.5e—8 ! Coeficiente de atrito viscoso de Stokes.
M= 5.497787e—13 ! Massa da particula.

Gama = (Zeta / M)xle—6 | Razdo entre coeficiente de atrito de
Stokes e a massa.

KB = 1.3806503e¢—23 ! Constante de Boltzmann.

T = 303.15 ! Temperatura da &dgua.

DU = 3e—16 ! Barreira de potencial.

L = le—5 ! Periodo do potencial.

Param = 0.1 ! Parametro do potencial.

Pi = 3.141592654 ! Constante Pi.

Tl = 2e—3 ! Tempo que o potencial permanece ligado.

Tdmin = 1000e—5 ! Tempo de desligamento inicial.

Tdmax = 1500e—5 ! Tempo maximo que o potencial permanece desligado

PassoTd = 0.25e—5 ! Passo do tempo desligado.

Fd=DU/ ( (1 — Param ) * L ) ! Forca que atua para a direita
devida ao potencial.
Fe =DU / ( Param * L ) ! Forga que atua para a esquerda devida ao

potencial.

Write (x,%) ”Fd:”, Fd
Write (% ,%) ”Fe:”, Fe

!Fext = 1.245050e—15 ! Forca externa para as particulas leves.

Fext = 1.945392e¢—14 ! Forga externa para as particulas pesadas.

I Tornando as grandezas adimensionais.

Fd = Fd * 1lel6

Fe = Fe % lel6
Fext = Fext x 1el6
Gama = Gama * le—5
L =L % 1e9

M=M % lel7

Aext = Fext / M



73

74

75

76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

D. Programas utilizados 161

T =T % 1e25 x KB

Tl = Tl * 1eb

Tdmin = Tdmin * leb
Tdmax = Tdmax * leb
PassoTd = PassoTd * 1leb

! Abrindo arquivos de dados que servirao de saida.

Open ( 1, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\
Cosh2 — Eficiéncia Termodinamica”, ACCESS = ’'SEQUENTIAL’ ,
STATUS = 'REPLACE’ )

Open ( 2, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados)\

Cosh2 — Passos”, ACCESS = 'SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE’ )

Open ( 3, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\
Cosh2 — Velocidade média”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = ’
REPLACE’ )

Open ( 4, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\
Cosh2 — Variancia”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = ’
REPLACE’ )

Open ( 5, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\
Cosh2 — Htd”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE’ )

Open ( 6, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\
Cosh2 — IHtd”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE’ )

Open ( 7, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\
Cosh2 — Energia potencial”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’ , STATUS

"REPLACE’ )

Open ( 8, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\
Cosh2 — Forga para parar”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = ~’
REPLACE’ )

Open ( 9, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\
Cosh2 — Poténcia”, ACCESS = 'SEQUENTIAL’, STATUS = ’REPLACE’ )

! Tempo minimo que o potencial tem que permanecer ligado para que a

particula alcance o fundo do pogo de potencial.

Tlmin = ( dble( Fext % Tdmax ) + sqrt( dble( Fext #x 2 % Tdmax ** 2
— 2 x L « M % Param * Fd + 2 * L « M % Param * Fext 4+ 2 *x L =
Mx* Fd — 2 « L « M * Fext ) ) ) / dble( Fd — Fext )

Write (*,%) ”Tempo minimo que o potencial deve ficar ligado:”, Tlmin

* le—5H

! Lago do tempo desligado.
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Do Td = Tdmin , Tdmax, PassoTd

R

0 ! Zerando o numero médio de passos.

! Integral da fung¢do H para o tempo Td.

IHtd = Td ** 2 / 0.2D1 — Gama * Td *x 4 / 0.24D2

I Calculando <Xdtd> = C.

C = — Aext x IHtd

! Funcdo H para a meméria delta de Dirac.

Htd = Td — Gama * Td *x* 3 / 0.6D1

! Variancia Va.

Va=( (2*«KBx*T) /M) % IHtd

! Calculando <R> o numero médio de passos.
Do I = —1000, 1000, 1

Prob = ( erf( ( (Param + I) « L — C ) / sqrt( 2
Param + I — 1) « L — C ) / sqrt( 2 = Va ) )

R=R+ I % Prob
End do

! Normalizagdo do nimero médio de passos.

)

Va )

) — erf( ( (

R=R / ( erf( ( (Param 4 1000) * L — C ) / sqrt( 2 = Va ) ) — erf(

( (Param — 1001) = L — C ) / sqrt( 2 *x Va )

! Velocidade média de uma particula.

)

)
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Vmed = (R * L) / (Tl + Td )

! Poténcia do motor Browniano.

Pot = Vmed % Fext

! Cé4lculos do denominador da eficiéncia .

Intde = 0.0 ! Zerando o denominador da eficiéncia.

! Calculando a energia potencial média.

Do I1 = -—1000, 1000, 1

Intde = Intde —(—Fext + Fd) * sqrt(0.2D1) * (0.2D1 % Va % exp(—(—L
x Param+ L — I1 * L + C) *x 2 / Va / 0.2D1) + C x sqrt(Va) =
sqrt (0.3141592654D1) % sqrt (0.2D1) % erf(sqrt(0.2D1) % (L =
Param + L — I1 % L + C) % Va %+ (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1) — 0.2
D1 % Va * exp(—(—I1 = L + C) *x 2 / Va / 0.2D1) — C x sqrt(Va)
* sqrt (0.3141592654D1) * sqrt (0.2D1) * erf(sqrt(0.2D1) * (—I1 =x
L + C) * Va #% (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1)) % 0.3141592654D1 #x
(—0.1D1 / 0.2D1) % Va %+ (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.4D1

Intde = Intde + (—Fext + Fd) % I1 % L % (erf(sqrt(0.2D1) % (=L =
Param + L — I1 « L + C) * Va %« (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1) — erf
(sqrt (0.2D1) % (—I1 = L + C) * Va xx (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1))
/ 0.2D1

Intde = Intde + (Fext + Fe) * sqrt(0.2D1) * (0.2D1 % Va % exp(—(—I1
x* L+ C) xx 2 / Va / 0.2D1) + C * sqrt(Va) = sqrt(0.3141592654
D1) % sqrt(0.2D1) % erf(sqrt(0.2D1) * (—I1 % L + C) * Va *x
(—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1) — 0.2D1 * Va % exp(—(—L * Param — Il
x*x L+ C) xx 2 / Va / 0.2D1) — C x sqrt(Va) * sqrt(0.3141592654
D1) % sqrt(0.2D1) % erf(sqrt(0.2D1) % (=L % Param — I1 = L 4+ C)
£ Va #% (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1)) * 0.3141592654D1 % (—0.1D1
/ 0.2D1) % Va xx (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.4D1

Intde = Intde —(Fext + Fe) % I1 % L % (erf(sqrt(0.2D1) * (—I1 % L +
C) * Va xx (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1) — erf(sqrt(0.2D1) = (-L =
Param — I1 % L + C) * Va % (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1)) / 0.2D1

End do
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! Normalizagdo da energia potencial média.
Intde = 2 % Intde / ( erf( ( (Param + 1000) * L — C ) / sqrt( 2 =
Va ) ) — erf( ( (Param — 1001) « L — C ) / sqrt( 2 = Va ) ) )

! Eficiéncia termodinamica.

ET = ( Fext * R « L ) / Intde

! Calculando a forga necessdaria para parar o motor.

Fparar = ( M % ( 0.5 — Param ) = L ) / IHtd

! Escrevendo nos arquivos.

! Td em segundos.

Write (1,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, ET % 100 ! Eficiéncia
em porcentagem.
Write (2,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, R

Write (3,7 ( F17.14, 3X, F18.14)”) Td % le—5, Vmed * le2 ! Velocidade

em micréometros por segundo.

Write (4,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td = le—5, Va * le—18
Write (5,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td * le—5, Htd % le—5
Write (6,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td * le—5, IHtd % le—10
Write (7,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td * le—5, Intde * le—25

Write (8,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, Fparar * le—4 ! Forca
em picoNewtons
Write (9,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, Pot % 1e—20

End do ! Fim do lago Td.

Close (1)
Close (2)
Close (3)
Close (4)
Close (5)
Close (6)
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Close (7)
Close (8)
Close (9)

End program Coshl

! Descri¢gao: programa que calcula, para uma memoéria senoidal , o
nimero médio de passos, a velocidade média e
! a eficiéncia de um motor liga—desliga submetido a uma forga

externa.

Program Senl

Implicit none ! Neutralizando os tipos implicitos das varidveis.

! Declaracao de varidveis.

Integer C1, C2, C3, I1, I

Real (16) A, Aext, C, DU

Real(16) ET, El1, E2, Fe, Fext

Real(16) Fd, Fparar, Gama, H(0:1600000)

Real (16) TH(0:1600000), Intde, Kapa

Real (16) KB, L, M, Max, Memo(0:1600000)

Real(16) Param, PassoTd, PassoTd2, Pi, Pot, Omega

Real (16) Prob, R, R1, R2, R3, Re(0:1600000), SIH, SH, SR, T, TI,
T
(

! Abrindo arquivos de dados que servirao de saida.

Open ( 1, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\Sen2
— Eficiéncia termodindmica”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’ , STATUS = ’

REPLACE’ )

Open ( 2, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\Sen2
— Passos”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE’ )

Open ( 3, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\Sen2
— Velocidade média” , ACCESS = ’SEQUENTIAL’ , STATUS =
REPLACE’ )

Open ( 4, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\Sen2
— Variancia”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE’ )

Open ( 5, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\R—
NumSdsdireta” , ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE’ )



31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

58

59

60

61

62

63

64

66

67

D. Programas utilizados 166

Open ( 6, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\H-

NumSdsdireta” , ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE’ )
Open ( 7, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\IH—
NumSdsdireta” , ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE’ )
Open ( 8, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\Sen2

— Potencial”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE’ )

Open ( 9, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\Sen2
— Poténcia”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = 'REPLACE’ )

Open ( 10, FILE = ”C:\ Users\Guilherme\Documents\Doutorado\Dados\
sen2— — Forga para parar”, ACCESS = ’SEQUENTIAL’, STATUS = ~’
REPLACE’ )

I Atribuindo valores as varidveis nas unidades do SI.
! Para as particulas leves.

!Zeta = 3e—8 | Coeficiente de atrito viscoso de Stokes.
M = 3.518583e—14 ! Massa da particula.

! Para as particulas pesadas.

Zeta = 7.5e—8 ! Coeficiente de atrito viscoso de Stokes.
M= 5.497787e—13 ! Massa da particula.

Gama = Zeta / M | Razado entre coeficiente de atrito de Stokes e a
massa .

KB = 1.3806503e¢—23 ! Constante de Boltzmann.

L = le—5 ! Periodo do potencial.

Omega = 7e23

Param = 0.1 ! Parametro do potencial.

Pi = 3.141592654

T = 303.15 ! Temperatura da &dgua.

DU = 3e—16 ! Barreira de potencial.

Tl = 2e—-3 ! Tempo que o potencial permanece ligado.
Tdmin = 0.1
Tdmax = 100

PassoTd = 0.25e—1 ! Discretizagao do tempo.

Fd=DU/ ( (1 — Param ) * L ) ! Forca que atua para a direita
devida ao potencial.
Fe =DU / ( Param * L ) ! Forga que atua para a esquerda devida ao

potencial.
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Write (*,%) "Fd:”, Fd , ?Fe:” , Fe

IFext = 1.245050e—15 ! Forga externa para as particulas leves.

Fext = 1.945392e—14 ! Forgca externa para as particulas pesadas.

! Tornando as grandezas adimensionais.

Fd = Fd * lel6

Fe = Fe % 1lel6

Fext = Fext *x 1lel6
Gama = Gama * le—5

KB =1

L=L % 1e9

M=M % lel7

Aext = Fext / M

Omega = Omega * le—5H
PassoTd = PassoTd * 1leb
PassoTd2 = PassoTd *x 2
T =T x 1e25 x KB

Tl = T1 * 1leb

Tdmin = Tdmin * leb
Tdmax = Tdmax * leb

! Tempo minimo que o potencial tem que permanecer ligado para que a

particula alcance o fundo do pogo de potencial.

Tlmin = ( dble( Fext % Tdmax ) + sqrt( dble( Fext #x 2 % Tdmax **x 2
— 2 % L * M Param * Fd + 2 * L * M x Param * Fext + 2 % L %

Mx* Fd — 2 « L « M Fext ) ) ) / dble( Fd — Fext )
Write (*,%) ”Tempo minimo que o potencial deve ficar ligado:”,
* le—5H

! Inicio da integragdo numérica.

! Zerando os vetores referentes as fungdes resposta.

Re =0
H=0
IH =0

! Valor inicial da fungdo resposta R.

Tlmin
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Re(0) =1

H(0) =0

IH(0) =0

! Escrevendo nos arquivos os valores iniciais.
Write (5,%) Re(0)

Write (6 ,%x) H(0)

Write (7 ,%) IH(0)

! Fornecendo valores para a fungdo memoria.
Memo(0) = 2 % Gama * Omega / Pi

Cl=0
C2=0
C3 =0

Do R1 = Tdmin, Tdmax, PassoTd
Cl=0Cl+1

Memo( C1 ) = ( 0.2D1 % Gama / Pi ) * sin( Omega * Rl ) / Rl

End do
! Calculando as integrais numéricas e as funcbes resposta.
Do R2 = Tdmin, Tdmax, PassoTd

C2=0C2+1

SR = 0 ! Zerando a soma SR.
SH = 0 ! Zerando a soma SH.
SIH = 0 ! Zerando a soma SIH.

! Calculando os termos intermedidrios das integrais.

Do C3 =1, C2 — 1
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SR = SR + Memo( C2 — C3 ) % Re( C3 )
SH = SH + Memo( C2 — C3 ) % H( C3 )
SIH = SIH + Memo( C2 — C3 ) x IH( C3 )

End do

SR = SR % 2.0d0 ! Multiplicando os termos intermediarios de SR
por dois.

SH = SH % 2.0d0 ! Multiplicando os termos intermediarios de SH
por dois.

SIH = SIH % 2.0d0 ! Multiplicando os termos intermedidrios de
SIH por dois.

SR = SR + Memo( C2 ) ! Acrescentando o primeiro valor da
integral: Memo( N3 ) = R( 0 ); R( 0 ) = 1.

SH = SH + Memo( C2) ! Acrescentando o primeiro valor da integral
: Memo( N3 ) = H( 0 ); H( 0 ) = 0.

SIH = SIH 4+ Memo( C2 ) ! Acrescentando o primeiro valor da
integral: Memo( N3 ) = IH( 0 ); IH( 0 ) = 0.

Re( C2 ) = ( Re( C2 -1 ) — ( PassoTd2 / 2.0d0 ) = SR ) / (1 +
( PassoTd2 / 2) % Memo(0) ) ! Funcgdo resposta R(t).

H(C2 )= (H(C2-1)+ — ( PassoTd2 / 2.0d0 ) = SH ) / (1
+ ( PassoTd2 / 2) % Memo(0) ) ! Funcdo resposta H(t).

IH( C2 ) = (IH(C2—-1 )4+ ( C2—-1) % PassoTd2 — ( PassoTd2
/ 2.0d0 ) = SIH ) / ( 1 + ( PassoTd2 / 2) x Memo(0) ) !
Fungdo resposta ITH(t)

! Escrevendo nos arquivos.
Write (5,%) Re(C2)

Write (6 ,%) H(C2)
Write (7,%) IH(C2)

End do
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192 ! Fim da integracdo numérica.
193
194

195 ! Inicio dos célculos das grandezas de interesse.

197 Cl =1

199
200 ! Lago do tempo desligado.
201

202 Do Td = Tdmin 4+ PassoTd , Tdmax, PassoTd
200 Cl =C1 + 1
206

207 R

208

0 ! Zerando o nimero médio de passos.

209
210 ! Calculando <Xdtd> = C.

212 C = — Aext x IH(CI1)

215 ! Variancia Va.

217 Va= ( (2« KB« T ) /M) % IH(C1)

220 ! Calculando <R> o nimero médio de passos.

221

222 Do 1

223

224 Prob = ( erf( ( (Param + I) « L — C ) / sqrt( 2
Param + I — 1) « L — C ) / sqrt( 2 = Va ) )

—1000, 1000, 1

x* Va ) ) — erf( ( (
)

226 R =R 4+ I * Prob

227

228 End do

229

230

231 | Normalizagdo do nuimero médio de passos.

233 R=R / ( erf( ( (Param 4+ 1000) * L — C ) / sqrt( 2 = Va ) ) — erf(
( (Param — 1001) * L —C ) / sqrt( 2 = Va ) ) )

235
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! Velocidade média de uma particula.

Vmed = (R« L ) / ( Tl + Td )

I Poténcia do motor Browniano.

Pot = Vmed % Fext

! Cédlculos do denominador da eficiéncia .

Intde = 0.0 ! Zerando o denominador da eficiéncia.

! Calculando a energia potencial média.

Do I1 —-1000, 1000, 1

Intde = Intde —(—Fext + Fd) = sqrt(0.2D1) % (0.2D1 * Va % exp(—(-L
# Param+ L — I1 * L + C) *x 2 / Va / 0.2D1) + C % sqrt(Va) =*
sqrt(0.3141592654D1) * sqrt (0.2D1) % erf(sqrt(0.2D1) % (=L =
Param + L — I1 * L + C) * Va %+ (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1) — 0.2
D1 % Va % exp(—(—I1 « L + C) xx 2 / Va / 0.2D1) — C % sqrt(Va)
* sqrt (0.3141592654D1) % sqrt (0.2D1) % erf(sqrt(0.2D1) * (—I1 =
L+ C) x= Va *x (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1)) * 0.3141592654D1 x*=x
(—0.1D1 / 0.2D1) % Va %+ (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.4D1

Intde = Intde + (—Fext + Fd) x I1 % L % (erf(sqrt(0.2D1) % (=L =
Param + L — I1 « L + C) * Va *x (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1) — erf
(sqrt (0.2D1) % (—I1 * L + C) * Va % (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1))
/ 0.2D1

Intde = Intde + (Fext + Fe) % sqrt(0.2D1) % (0.2D1 % Va % exp(—(—I1
* L +C) xx 2 / Va / 0.2D1) + C * sqrt(Va) = sqrt(0.3141592654
D1) % sqrt(0.2D1) % erf(sqrt(0.2D1) * (—I1 % L + C) * Va xx
(-0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1) — 0.2D1 % Va % exp(—(—L % Param — I1
* L +C) = 2 / Va / 0.2D1) — C % sqrt(Va) % sqrt(0.3141592654
D1) % sqrt(0.2D1) % erf(sqrt(0.2D1) * (=L % Param — I1 % L + C)
# Va #% (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1)) * 0.3141592654D1 #+ (—0.1D1
/ 0.2D1) * Va #% (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.4D1

Intde = Intde —(Fext + Fe) % I1 % L % (erf(sqrt(0.2D1) = (—I1 = L +
C) * Va %% (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1) — erf(sqrt(0.2D1) = (-L =
Param — I1 * L + C) * Va **x (—0.1D1 / 0.2D1) / 0.2D1)) / 0.2D1
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End do

! Normalizagdo da energia potencial média.

Intde = 2 % Intde / ( erf( ( (Param + 1000) * L — C ) / sqrt( 2 =
Va ) ) — erf( ( (Param — 1001) * L — C ) / sqrt( 2 % Va ) ) )

! Eficiéncia termodinamica.

ET = ( Fext * R « L ) / Intde

! Calculando a forga necessédria para parar o motor.

Fparar = ( M % ( 0.5 — Param ) = L ) / IH(C1)

! Td em segundos.

Write (1,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, ET % 100 ! Eficiéncia
em porcentagem

Write (2,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, R

Write (3,7 ( F18.14, 3X, F19.14)”) Td % le—5, Vmed * le2 ! Velocidade
em micréometros por segundo.

Write (4,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, Va % le—18

Write (8,”( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, Intde % le—25

Write (9,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, Pot % 1e—20

Write (10,7 ( F17.14, 3X, F17.14)”) Td % le—5, Fparar * le—4 ! Forga

em picoNewtons

End do ! Fim do lago Td.

Close (1)
Close (2)
Close (3)
Close (4)
Close (5)
Close (6)
Close (7)
Close (8)
Close (9)
Close (10)
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305 End program Senl
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