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Resumo

Neste trabalho estudamos existéncia de solucao nao trivial para uma classe de

problemas quasilineares multivalentes do tipo
L(u) € 0,F (x,u) em €,

onde Q ¢ RY & um dominio, N > 2 e 0,F(x,u) é o gradiente generalizado de F(x,t)
com relacao a variavel t. As principais ferramentas utilizadas sao Métodos Variacionais
para funcionais localmente Lipschitizianos e um Teorema de Concentracao e Compaci-

dade para Espagos de Orlicz.

Palavras Chaves: equacoes quasilineares, expoentes criticos, funcionais nao dife-

renciaveis, concentracao de compacidade, Orlicz-Sobolev



Abstract

In this work we study the existence of nontrivial solution for the following class

of multivalued quasilinear problems
L(u) € 0,F (z,u) in £,

where Q € RY is an domain, N > 2 and 9, F(z,u) is a generalized gradient of F(x,t)
with respect to t. The main tools utilized are Variational Methods for Locally Lipschitz

Functional and a Concentration Compactness Theorem for Orlicz space.

Key Words: quasilinear equations, critical exponents, non-smooth functionals, concentration-

compactness, Orlicz-Sobolev.
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Notacao

Definicoes e Notagoes Gerais

R* =R\ {0} e Ry = [0, +00);
° ]RN — {(le'l, ...,ZL‘N);ZL‘i € R,Z = 1, ,N},

| . | denota o modulo na reta e a norma euclidiana no RY;

e |.|s ¢ anorma da soma em RY;

o Bz ={z cRY;|z—azy|<r}, r>0;

Q c RY aberto;

0 fronteira de €2;

| A | é amedida de Lebesgue de um subconjunto A C R mensuravel a Lebesgue;

I - ~ P
A" é o fecho do conjunto A com relagdo a uma norma arbitraria || . ||4;

A CC Q, o aberto A esta compactamente contido em €, isto é A C  é compacto;

s L. .
e Aot B, A esta imerso continuamente em B;

—

e A comp B, A esta imerso compactamente em B;

o [w=0]={z;w(x) =0}

| . |oo ¢ a norma usual do espago L>(£2);

| . |, € a norma usual do espago LP(€2);
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o dj.(z,A) =inf{|| x —y ||+;y € A}, onde || . ||, ¢ uma norma qualquer;
o (u) = {A\u; A € R} ¢ o espago gerado pelo elemento u;
e supp(u) = {z € Qu(z) # 0}, onde u : Q2 — R é uma fungao continua qualquer;

e ut(z) = max{0,u(z)} e u (z) = max{0, —u(z)}, onde u : Q — R é uma fungao

mensuravel;

e f: QxR — R é dita N-mensuravel, quando para qualquer funcao mensuravel

u:Q — R, a fun¢ao composta f(.,u(.)) é mensuravel,

e Y4 é a funcao caracteristica com relacao ao conjunto A;

1, ¢t >0
o sgn(t) =4 0, t=0
-1, t<0;
—> awz — B N.
o div(w( Z 5 ,onde w(z) = (wi(x),...,wx(x)),x € RY,
xz

7 é o expoente conjugado de p > 1.

fL(t) & a derivada lateral & direita de f, com relagao a variavel ¢,

Espacos de Funcoes
o C(Q) ={u:Q— R;u é continua}
e Coh(Q) ={u:Q — R;u é continua com supp(u) C €2 compacto};

o [P(Q) = {u Q—R mensurével;/

[ ul” dz < +oo}, p € [1,+o00);
Q

o L°(0) = {u: Q — R mensuravel; existe ¢ > 0 tal que |u(z) |< cq.t.p. x € Q};
o C*(Q) = {u:Q — R;u é continuamente derivavel k vezes};
L4 COO(Q) = ﬂkzock(Q);

o L, (RY) = {u :Q - R mensurével;/A | w | dr < +oo, para qualquer

AcCc RN};



e X™ ¢é o0 espaco dual de um espago X;

vil



Introducao

Em muitos problemas de equagoes quasilineares do tipo
L(u) = f(z,u) em Q, (1)

onde IL é um operador nao necessariamente linear e f(z,.) é continua em R para cada

z € Q (sendo Q2 C RY um dominio), somos levados a resolver uma equagao do tipo
I'(u) =0, (2)

para algum funcional I de classe C* definido sobre um espaco de Banach X. Esta
equacao se reduz a possibilidade de obter pontos criticos para o funcional I. Na teoria
de pontos criticos temos resultados bem conhecidos, tais como aqueles encontrados em
Schwartz 52|, Palais e Smale 48], Ambrosetti e Rabinowitz [11] e Benci e Rabinowitz
[17]. Todos estes resultados tém por objetivo obter pontos criticos para um funcional

de classe C'.

Motivados por alguns problemas fisicos, Chang [25], Cerami [24], Ambrosetti e
Turner [12|, Ambrosetti e Badiale 7], Costa e Gongalves [27], Carl e Dietrich [22], Carl e
Heikkila [23], Hu, Kourogenis e Papageorgiou [42], Bertone e Gongalves [18], Radulescu
e Gazzola [50], Alves, Bertone e Gongalves [4], Halidias [41] , Alves, Gongalves e Santos
[6] além de outros, estudaram problemas do tipo (1), considerando f(x,.) descontinua

em R. Mais precisamente estudaram um problema multivalente do tipo
L(u) € 0,F(x,u) em €, (3)

t
onde F'(z,t) = / f(z,s)ds e 0y F(x,t) é o gradiente generalizado de F(x,t) com relagao
0

a variavel t.
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Analogamente, como se faz na teoria classica, para se obter solucao para a equacao
(3) procura-se encontrar ponto critico no contexto de anélise convexa, para um deter-

minado funcional I apenas localmente Lipschitz.

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solugao para uma classe de problemas

do tipo (3) considerando o operador L da forma
L(u) = aA*u + BAu.

Estudamos no Capitulo 1 multiplicidade de solugao para o problema

al’u + BAu € 8,F(z,u) em
Bu = 0 em 01,

onde Q ¢ RY & um dominio limitado com fronteira regular,

*u
2, _
Alu= Z (92.%'1'82.%‘]"

4,j=1

u, se a =10
Bu =
(u, Au), se a > 0.
coma > 0e—oco < < a\, sendo \; o primeiro autovalor de (—A, Hj(2)). Além
disso,
t
F(x,t) :/ f(z,s)ds, (z,t) € QxR
0
¢ uma fungao de Carathéodory, onde f(z,t) é mensurdvel em (2, para cada t € R

e localmente limitada sobre R. Estamos interessados em estudar multiplicidade do

problema (4), no caso em que

EAG)

=1 q.b.p. z € €,
[t|]——+o0 t

onde pq é o primeiro autovalor de

aA*u 4 fAu = pu em
Bu = 0 sobre 0f2.

Counsiderando

f(z,t) = lim (inf ess|s_y<cf (7, s)) e f(z,t) = lim (sup ess|,_y<.f(2,5)),

e—0t e—0t

(fungoes definidas em Chang [25]), assuma sobre o problema (4) as seguintes condigoes:



(f1) f(z,0)=0¢qtp.z€Qe i,? : Q0 x R — R fungdes N-mensuraveis,

() () max{| f(w,t) = mt |,| Flx,t) = it [} 50 q.bp. v € 0

(ii) | f(z,t) — uat |< h(z) q.t.p. x € Q, com h € L*(Q),
onde

f(z,t) = lim (inf ess|s_y<cf (T, s)) e f(z,t) = lim (sup ess|s_yj<ef (7, s)).

- e—0t e—0Tt

Garantindo assim que f(x,t) se comporte assintoticamente como a fungao p;t no in-
finito, com um certo controle dado por fy(7).
Além disso, considerando ¢; a primeira auto funcao e iy, ps o primeiro e o segundo

auto valores de (aA®+ A, H*(Q2) N H(2)), suponha sobre a fungdo de Carathéodory

t
F(x,t) = / f(z,s)ds, (z,t) € Q xR,
0
as seguintes condigoes:
(fs) (i) (F(z,t)— %t?) T B o(x) qtp. o € Q, onde Fy € LY(Q) e

Fo(z) >0 q.t.p. x €

(i) | F(x,t) — %tQ 1< h(z) q.t.p. z € Qe h e Lo(Q).

Estas condigoes garantem que a diferenga entre f(z,t) e pit ndo some area,
ou melhor no infinito esta diferenga convirga para uma fun¢ao F,(x), com um

controle dado por f3(i).

(fa) (i) Fla,t) < %tQ gtp. z€Qet €R;

(77) para algum 6 > 0

onde

0<m(x) <p qtp x e

A condigao (f4), controla o crescimento global e local da primitiva de f(z,1).

2
(f5) /Q <F(£L",ti¢l) — Foo(x)>d3: > ul(;i) /qu%da:, para algum t_ < 0 < t,.
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Com esta condicao, conseguimos aplicar o Teorema de Minimizac¢ao devido a Mizoguchi
[47].

O funcional energia associado ao problema (4), ¢ dado por

/|Au|2dx—ﬁ/|Vu|2dx —/ F(z,u)dz, ue H,

onde H = H*(Q) N Hy ().

Quando Q = Bgr(0) C R* e f(x,t) = H(t — a)g(z,t), g(z,t) sendo uma fungio
continua com relagao a variavel ¢, com g(z,a) > 0 e H a fungao de Heavside, o problema
(4) se aplica na area de fisica de plasma. Neste caso, a solugdo deste problema pode
representar a distribuicao de temperatura de um gas, confinado em um cilindro de base
circular com raio R e temperatura constante, sujeito a uma corrente elétrica que passa
no interior deste cilindro. O parametro a > 0 representa a temperatura de descarga do

gas (propriedade intrinsica do gés). Para maiores detalhes ver [9, 12].

Em [16] Bartolo, Benci e Fortunato provaram que o problema

—Au — Mu+ g(u) =0 em
u = 0 sobre 0€,

onde Az, k > 1 ¢ um autovalor de (—A, Hy(Q2)), tém pelo menos uma solucio se g é

suave e satisfaz

|t|—o0

g(t) — 0,

G(t) < Gy, t € R,

onde G(t) = /Otg(s)ds e

g'(0) = sup g'(t).
teR

Em [35], Gongalves e Miyagaki melhoraram o resultado acima considerando g continua

e satisfazendo as condicoes
) [t]—o0

g<t - Oa

[t|—o0
)

G(t) — G« €R,

e supondo que existe m € R, satisfazendo

m <0, 2G(t) <mt?, t €R, Goo <0
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ou

m >0, 2G(t) <mt?, t €R, G > 0.

Em Gongalves e Miyagaki [36] e Costa e Silva [28], os autores provaram resultados sobre
multiplicidades de solugao, mais exatamente a existéncia de duas solugoes nao-triviais.
Em [37], Gongalves e Miyagaki provaram a existéncia de trés solugoes nao-triviais
supondo

g(t) = 0,

[t|—o0
)

Gt

2G(t) > mt®, | t]< 6,

onde d >0 e m € (0, \],
2G(t) > (M — Ao)t?, t€R

/ (G(ts¢r) — Goo)dx < 0, para algum t_ < 0 < t.
0

Em [43], Kourogenis e Papageorgiou utilizaram teoria do pontos criticos para funcionais
nao diferenciaveis, com o objetivo de obter trés solu¢oes para uma classe de problema

resonante do tipo

—div (| Vu P2 Vu) = M\ | u [P u = f(z,u) g.t.p. em
u =0 em 0Of.

Motivados pelos trabalhos [16], [35], [36], [28], [37] e [43] estudamos o problema
(4). Neste problema generalizamos as hipotéses com relagao a funcao f(t) = A\t —
g(t) tratada nos trabalhos anteriores e percebemos que o operador do problema (4)
generaliza os operadores ja estudados por [16], [35], [36], [28] e [37]. Além disso, assim
como em [43|, trabalhamos com funcionais nao diferenciaveis, mostrando o seguinte
resultado:
Teorema 0.1 Sejam Q C RY wum dominio limitado com fronteira reqular. Supondo

as condigoes (f1) — (fs), o problema (4) tém pelo menos trés solugdes nao triviais
u_,uy,ug € HY(Q) N H(Q) satisfazendo

](u+):min{l(v);v:t¢1+w, t>0, /gblwdx:()} <0,
Q
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I(u_) —min{l(v);v—tq§1+w, t <0, /gzﬁlwdx—O} <0
Q

I(uo) = inf max I(~(t)) > 0,

onde

I = {y € C([0,1]; H):7(0) = 0 e y(1) = ;6.

Para provar a existéncia de pelo menos trés solugoes para o problema (4), mostramos
que o funcional [ : H — R é localmente Lipschitz. Através de uma versao generalizada
do Teorema do Passo da Montanha estabelecemos a existéncia de um ponto critico
ug € H para o funcional I. Para a obtengao dos outros dois pontos criticos, u, e u_,
utilizamos um resultado de minimizacao sobre convexos, desenvolvido por Mizoguchi

[47].

Considerando agora L. como sendo um operador nao-linear da forma
L(u) = —div(¢(] Vu [)Vu) — b(u)u,

onde ¢,b : Rt — R sdo funcoes continuas. Estabelecemos nos Capitulos 3 e 4 a

existéncia de uma solugao nao-trivial para uma classe de problema do tipo
—div(¢(| Vu |)Vu) — b(u)u € N9, F(x,u) em Q, (5)

em que A\ é um parametro positivo.

Esta equacao aparece em varios ramos da fisica, por exemplo fisica de plasma,
fluidos nao-Newtonianos, elasticidade nao-linear (ver [9, 12], [31] e [33]). No Capitulo
3, Q ¢é considerado um dominio limitado, ja no Capitulo 4 consideramos Q = RY.
Sendo ¢(t) uma fungdo bem geral, para estudar esta classe de problemas, fazemos
uma revisao no Capitulo 2 de alguns resultados envolvendo espagos de Orlicz (Lg(£2)),
Orlicz-Sobolev (W'Lg(2), W) Le(Q) e D*(Q2)) e imersdes entre estes espacos, a fim
de facilitar o leitor no entendimento dos estudos feitos nos Capitulos 3 e 4. Durante
o estudo feito nos Capitulos 3 e 4, tivemos a necessidade de um resultado tipo Brézis
e Lieb para os espagos de Orlicz, por isso fomos motivados a demonstrar o seguinte

resultado:
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Teorema 0.2 (Brézis Lieb para N-funcées) Sejam Q C RY aberto, ® : R — [0, 00)
continua, convera, par e d:R — R dada por

O(t) = sup{st — ®(s)}.

seR
Suponha
(i) ®(t) =0 se, e somente se, t =0;
() o O(t) .
() Jim == =0 e lim —= = oo,

(ii1) existem o ety >0 (t, =0, caso | Q |= +00), tais que

e, (1)
o(1)

<a, t 2>t

(v) Existem 3 >0 ety >0 (ta =0, caso | Q |= +00), tais que

%(i? < B, t>ty.

Se (fn) € uma sequéncia limitada em Lo (), tal que

folz) — f(x) q.t.p. x €€,

entao

fo— f em Lg(Q).

Considerando no problema (5) ¢(t) = 1, b(t) = t* "% e f(x,t) = t*H(t — a), onde
H ¢é a func¢ao de Heaviside e 0 < ¢ < 2" — 1, Badiale e Tarantelo em [13| provaram

existéncia e unicidade de uma solugao positiva, para a equacgao

—Au=u""" 4+ MH(u— a) em Q,

*__
:t2 26

onde () é limitado com fronteira regular. No caso em que ¢(t) = 1, b(t)
f(z,t) = h(z)t?H(t — a), com 0 < g < 2" — 1, Alves, Bertone e Gongalves em |[4]

provaram resultados de existéncia e multiplicidade de solugao para a equagao
—Au=v* """+ M(z)u?H(u — a) em RY.

Esses resultados foram obtidos via métodos variacionais usando espagos de Sobolev. O
problema (5) tem a sua origem no estudo de nao existéncia de solugdo para o seguinte

problema de Dirichlet
—Au=u*"1em Q. (6)
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Por exemplo, quando © ¢ um dominio estrelado, Pohozaev em [49] mostrou que a
equagao (6) nao possui solu¢ao. Brézis e Niremberg [21] pertubaram o problema (6) e

encontraram solugao para a seguinte classe de problemas

—Au = ! +u¥ " "em Q
(7)

u>0em 2 ewu=0em 0.

com q € [1,2* —1) e A > 0. Para ¢ € (0,1), Ambrosetti, Brézis e Cerami [8] utilizando
técnicas de sub e super solugao e métodos variacionais, apresentaram resultados de
multiplicidade e bifurcagao com relagao ao parametro \. Além destes trabalhos citamos
como referéncias, Guedda e Véron [39], Garcia Azorero e Peral Alonso [34], Ben-Naoum,
Troesther e Willem [15], Silva e Xavier [54], Alves e Gongalves [5], Ambrosetti, Garcia
Azorero e Peral [10], Silva e Soares [53], Alves 2] além de outros. Mais recentemente,
Fukagai, Ito e Narukawa [32| estabeleceram a existéncia de uma solugao nao trivial

para uma classe de problemas quasilinear do tipo
—div(¢(] Vu |)Vu) = b(w)u + A f(z,u) em RY, (8)

onde ¢(t), b(t) e f(z,t) sdo fungdes continuas e A > Ay > 0.

Motivados pelos trabalhos [13], [4] e [32], estudamos no Capitulo 3 o problema (5)
pedindo agora que f(x,t) seja mensuréavel para cada t € [0, +00) e localmente limitada
para cada x € Q). Sendo ¢(t) uma fungao bem geral, utilizaremos métodos variacionais
para funcionais localmente Lipschitz em espacos de Orlicz-Sobolev, adaptando alguns

argumentos desenvolvidos em Fukagai, Ito e Narukawa [32].

Sejam ¢(s) = ¢(s)s e & : R — [0, +00) definida por
It
(1) :/ o(s)ds, t € R.
0
Com o objetivo de formular nosso resultado, introduziremos algumas hipdteses.
S1) ¢ € C'((0,400)) e satisfaz
o(t) > 0, (a(t)t) >0, t > 0.

Sy) Existem [, m € (1, N), satisfazendo

Nl
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(i) 1<

<m, t>0.

Estas duas condigbes garantem que ®(¢) define uma N-fungao. Além disso, garante

que ®(t) esta compreendida entre os polinomios ®(1)t" e ®(1)t™.
Suponha que b € C’((O, —|—oo)) satisfaz

S3) (1) lim b(t)t =0,

b(t)t? Nm
<m* = —

BD) <m", onde m N

(i) I* <

onde

Sy) Existem by, by > 0 tais que

B(t)
"= 3.0

<b, t>0,

onde &, é a funcao inversa da funcao

Golt) = /Ot () g >0

1
sl

As condigbes (S3) e (54) garantem que B(t) tém crescimento critico.
Agora introduziremos a seguir condigoes para o termo semilinear f(x,t):

Ss) f:Qx[0,4+00) — R é mensuravel para cada t € [0, 4+00) e localmente limitada
em [0, +00), satisfazendo

f(z,0) =0, z €.

Definindo a funcao de Carathéodory

t
F(x,t) :/ f(z,s)ds, (z,t) € QxR
0
e as fungoes

f(z,t) = lim (inf ess|s_y<cf (7, s)) e f(z,t) = lim (sup ess|s_g<cf (7, s)),t>0ex €,

- e—0t e—0t

com

f(z,0) = f(z,0) =0 q.t.p. z € Q,

Supomos que i(a;,t)j(:c,t) sejam N-mensuraveis e que F(z,t) verifica as seguintes

condicoes:
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g(z)t™, t €0,1]
gx)t", t>1lex e,

*

Se) | F(x,1) [<

onde g € L*(Q), ro € (mlT

Com esta condi¢ao conseguimos comparar F'(z,t) com a N-fungao ®,(t), garantindo

,m*)er; € (m,l").

assim que o funcional energia esteja bem definido.

S7) Existe um conjunto aberto Qy C €2, tal que
F(z,t) > Ky >0x €, t>0.

Com esta condigao conseguimos controlar o nivel minimax.

Sg) Existe C' > 0 tal que
| flz, )t |<C | F(z,t)| x€Qet>D0.
Sy) Existe 7 € (m, 1), satisfazendo
1
F(z,t) — =f(z,t)t >0, 2 € Qet>0.
L

A partir desta condicdo garantimos que a sequéncia de Palais Smale no nivel

minimax converge forte em Lg, (€2).

Teorema 0.3 Seja 2 um dominio limitado e suponha (S1) — (Sy). Entao para cada

A >N >0, com Ag = N(N,Sy,l,m,by,7) (Sy € a melhor constante da desigualdade
(2.24)), existem

p(x) = pr(x) € O, F(x,u(x)) q.t.p. x €,

comp € Lz (Q) e
u=uy € WyLe(Q), comu>0eu0,

satisfazendo

/¢(\ Vu |)VuVodr = / b(u)uvdx + )\/ pvdx, v € Wy Ls(Q),
0 0 0

ou ainda
—div(¢(| Vu |)Vu) — b(u)u € N9, F(x,u) em €.
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A demonstracao do Teorema 3.1 consiste em mostrar que o funcional energia

associado a equagao (5), dado por

I (u) :/QCI)(| Vu |)dx—/QB(u)dx—)\/QF(x,u)dx, u € Wy Lg(S2),

¢ localmente Lipschitziano, que u = u) é um ponto critico de I, no sentido de que
0 € 0I,(u), onde OI é o gradiente generalizado de I. Para este fim, foi preciso mostrar

o seguinte resultado:

Teorema 0.4 Sejam €2 um dominio aberto com fronteira reqular, ® uma N-fungao ve-
rificando (S1) e (Sq), f(x,t) e F(z,t) verificando as condigoes (Ss), (Se) € (Ss). Entdo
o funcional J : Le,(2) — R dado por

J(u) = /QF(:E,u)dx, u € Lo, ()
e F(x,.) sao localmente Lipschitz e
0J(u) C O F(z,u) q.t.p. x € Q.
Além disso, J = J|x € Lipe(X,R), onde X = D"®(Q) ou X = W'Ls(Q), e

8J(u) = 0J(u),u € X.

No Capitulo 4, estabelecemos a existéncia de uma solucao nao-trivial para a

equagao multivalente
—div(¢(] Vu [)Vu) — b(u)u € A9, F(z,u) em RY, (9)
através do seguinte resultado:

Teorema 0.5 Suponha (S;) — (Sy), com Q@ =RY, g € L®(RY)N LY (RY). Entio para
cada X > Ng > 0, com Ao = A\o(N, Sn,l,m, by, T), existem

p=pr€ 0 F(x,u) g.t.p. v € RV,
com p € Ly (RY) e
u=uy € D"*(RY), comu>0euz0,

satisfazendo
/ o(] Vu |)VuVudz —/ b(u)uvdzr — /\/ pvdz =0, v € DM (RY),
RN RN RN
ou ainda

—div(¢(] Vu |)Vu) — b(u)u € N, F(z,u) em RY.
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A demonstracao do Teorema 0.5 consiste em provar que o funcional

Iy(u) = /RN O(| Vau |)dz — /RN B(u)dz — )\/RN F(z,u)dz, u € DY (RY),

¢ localmente Lipschitziano e que u = uy, ¢ um ponto critico de ./T\,\, isto é 0 € 8.?,\(u),
onde é?f,\ é o gradiente generalizado de f)\ . Para este fim, considerando ¢y > 0 o nivel
minimax dado pelo Teorema generalizado do Passo da Montanha e (u,) ¢ DY®(RY)

a correspondente sequéncia (PS),, associado a I, provamos, utilizando Concentragao

CX

de Compacidade, que existe u = uy € D"*(RY), tal que
Uy — U em L.:p*’loc(RN).

Em dominio limitado (ver Capitulo 3), provamos que o funcional energia I, satisfaz a
condigao (PS),,. No entanto, para 2 = RY, ndo conseguimos garantir que o funcional
]AA satisfaz a condi¢ao (PS).,. Desta forma, para justificar que u ¢ ponto critico do
funcional f,\, contornamos a falta de compacidade demonstrando o seguinte teorema:

Teorema 0.6 Sejam (X, | . ||x) e (Y, . |ly) dois espagos de Banach, tais que <My _
Y eX com Y. Seja J: Y — R um funcional localmente Lipschitziano. Se

(Z) J|X € Liploc(Xa R)7
(11) u, = u em X,
(iii) pn — p em X*, onde (p,) C 0J|x(uy),

devemos ter p € 0J|x(u).

Sendo u um ponto critico concluimos através do Teorema 0.4, que u é solugao do
problema (9).

A grande contribuigao deste trabalho, é pedi que f(z,t) seja apenas localmente
limitada em R, para cada z € . Podendo assim f(x,.) ser descontinua por exemplo
em uma quantidade enumeravel de pontos. Com esta condigao, foi necessario trabalhar
com problemas multivalentes, como foi apresentado anteriormente. Consequentemente
tivemos que desenvolver alguns resultados no contexto de analise convexa, para con-

torna as dificuldades encontradas.



Capitulo 1

Mnultiplas solucoes para uma classe de

equacoes elipticas multivalentes

Neste capitulo estudamos multiplicidade de solucao para o problema

alA*u+ BAu € 0, F(z,u) em
Bu = 0 em 012,

onde © C RY & um dominio limitado com fronteira regular e

u, se . =0
Bu =
(u, Au), se a > 0.
com a > 0e —oco < 3 < alp, sendo \; o primeiro autovalor de (—A, Hy(£2)). No que
segue suponha que g, é o primeiro e py o segundo autovalores de (aA%u + BAu, H).

Considerando f : 2 Xx R — R uma funcao mensuravel, localmente limitada sobre R,

com

f(z,0) =0, z € Q,

defina

flz,t) = lim (inf ess|s_y<cf (7, s)) e f(z,t) = lim (sup ess|s_y<ef (7, s)).

- e—0 e—0t

Para estas fungoes supomos que

(1) f,f: QxR — R sao N-mensuréveis,



19
e
() (i) max] f(z,8) = put |,| F(w,t) =t [} =50 atp. v €
(ii) | f(z,t) — uat |< h(z) q.t.p. x € Q onde h € L*(Q).
Definindo F(z,t) = /Ot f(z,s)ds, tem-se que F'(x,t) é uma fun¢do de Carathéodory.

Para esta fungao, assumiremos as seguintes condigoes:

[t|—o0

(fs) (i) (F(x,t) - %t?) =% (@) qtp. 2 € Q, onde Fo € LX) ¢

Fo(x) >0 qt.p. z €
(i) | F(z,t) — %# 1< h(z) qt.p. 2 € Qeh e L¥(Q),
(fa) (6) F(z,t) < %ﬁ gtp. z€QeteR;

(77) para algum § > 0

onde

0<m(x) <p qtp. xe€

e

2
(f5) /ﬂ (F(%tiﬁbl) — Foo(fv)>dx > #/ﬁ(ﬁdm, para algum t_ < 0 < t,.

1.1 Estudo Espectral

Nessa secao vamos caracterizar todos os autovalores do problema

alA?u 4 BAU = pu em
Bu = 0 em 0f).

Para isto, mostramos primeiro que o espago
H = Hy(Q) N H*(Q)
munido da norma

numz(a/|Auﬁw-@/ﬁvupm),
Q Q

define um espaco de Hilbert.
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Lema 1.1 A aplicacio (.,.) : H x H — R, dada por
(u,v) = a/ AuAvdr — ﬁ/ VuVoudz, u,v € H,
Q Q
define um produto interno em H.
Demonstragao. Considere os seguintes casos:
1° caso: a > 0,
2° caso: a = 0.

No que segue, consideraremos sempre o 1° caso, pois o 2° caso pode ser feito de forma

analoga. Observe que

(1) (u,v) = (v,u), u,v € H;

(73) (.,.) é bilinear;

(1i1) (u,u) >0, (u,u) =0 se, e s6seu=0.

Verificagao de (iii): Primeiro note que para u,v € H, temos
/ VuVudr = — / uAvdz.
Q Q
Dai pela desigualdade de Holder
/|Vu 2 dx——/uAudx <lulo| Auly, uc H. (13)
Q Q
Gupta e Kwong [40], mostraram que
Jo | Au |? dx

\2 = inf e 1.4
! ueHQ(g;ﬂHé(Q) Jo lul|? dx (14)

1
/[Vu\zd:cg—/]Aude,
0 At Ja

/\Au|2dx2)\1/|Vu|2dx,u€H, (1.5)
Q Q

Assim, segue de (1.3)
consequentemente

e portanto

(u,u) > (a) —ﬁ)/Q | Vu |* dz >0,
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isto justifica a condi¢do —oo < f < aA;. Supondo (u,u) = 0, tem-se
0= (u,u) > (aXi = B) | u[lfn )= 0,

donde u = 0. Se u = 0, temos claramente (u,u) =0. H
Conclui-se do Lema 1.1 que H é um espaco pré-Hilbertiano. Sera justificado

agora que H é Hilbert.

Lema 1.2 H ¢ completo.

Demonstragao. Seja (u,) C H uma sequéncia de Cauchy, isto é

n,m—-+oo
—

0.

|| Up — Um ”H

Definindo-se
Wnm = Up — Um,
temos
—AWpm = fom € LQ(Q)
Wy € Hy(Q).

Usando Agnom, Douglas e Niremberg (ver [46]), existe ¢ > 0 tal que

| Won |20 < €| fam |2, n,m € N. (1.6)
De (1.5)
i (= 47 ) 1 A Bl Fon -
Logo
| fum 12570,
e por (1.6)

| W |2 =7 0,

Assim para algum u € H*(Q)
Uy, "= w em H?(9).

Da teoria do traco existe um operador T : H*(Q2) — L?*(92) linear e continuo. Desde
que (u,) C H, tem-se que
T(u,) =0, ne€N.
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Segue da continuidade e linearidade de T

n—-+00

| T(un) = T(u) [0S ¢ || un —u [|g2 — 0,
implicando que
‘ T(u) ’[Q(@Q): O,
ou seja, o trago de u é zero em 0f). Logo, u € H. Consequentemente,

n—-—+00
u, — wem H,

como querfamos provar. W
Veremos a seguir que o espa¢o H munido da norma || . ||z esté imerso compacta-

mente em L*(€2).
Lema 1.3 H c‘;;t H&(Q) C;Tnp L2<Q)
Demonstracao. De fato, foi visto durante a demonstragao do Lema 1.1 que para cada

ueH

Fu 7= (u,u) = (ad = B) || w0 -

Além disso, tem-se do Teorema de Rellich-Kondrachov (ver [46]) que
HAQ) o LA(9),

provando o lema. W
No que segue considere o > 0. Mostraremos a existéncia de uma tnica solucao

para o problema variacional

aA*u 4 fAu = £(x) em
u = Au = 0 sobre 01,

onde & € L*(1Q).

Lema 1.4 Sewu € H, satisfaz

a/AuAvda:—ﬁ/Vqudx:/fvdx, v e H,
0 Q Q
para algum & € L*(Q), entdo u € HY(Q) e

u=Au=0 em Of.
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Demonstracao. De fato, desde que £ € Lz(Q), existe um tunico w € H tal que

Aw = ¢ em (2
w = 0 sobre 0f).

Desde que

a/AuAvdx—ﬁ/Vqudx:/fvd:c:/vadx, veH,
Q Q Q Q

segue das identidades de Green (ver [46])

a/AuAvdx—ﬁ/uAvda::/wAvdm, v e H,
Q Q Q

ou seja

04/ <Au — lw — éu)Avdz =0,veH. (1.8)
Q

« «

Para cada ¢ € L*(f), existe um tnico v € H tal que

Av = ¢ em ()
v = 0 sobre 0.

Deste fato, tem-se de (1.8)

a/ <Au - lwdx + éu)gpdm =0, ¢ € L*(Q),
Q

« (0%

implicando

1
Au=—w + éu q.t.p. em €.
! !

Uma vez que w,u € H} (), podemos concluir que

Au =0 em 0f2.
Sabendo que
1 s
Au=—w— —u em {2
a a
u € H,

1
com —w — éu € H?*(Q), conclui-se da teria de regularidade que v € H*(Q). ®
a o
Do Lema 1.4, observamos que uma solugao fraca de (1.7) é um elemento u € H

verificando

oz/AuAvdx—ﬁ/Vqudx:/&)dx, veH.
Q Q Q
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Lema 1.5 O problema (1.7) tém wma tnica solugio u € H para cada & € L*(12).

Demonstragao. Segue imediatemnte do Teorema de Lax-Milgram (ver [19]). |
Conclui-se do Lema 1.5, que o operador solu¢ao
S:L*(Q) — H
§ = S5(8) = ug,
estd bem definido, onde wu¢ é solugao de (1.7).
Lema 1.6 O operador solugio S € linear e satisfaz

(i) para algum ¢ > 0,
I SE) a<clEls €€ L),

(ii) S : L*(Q) — L*(Q) é compacto,
(iii) S € simétrico em L*(Q), isto é
| Stemdz = [ sz, e e 1.

Demonstragao. Verifica-se de forma imediata que S ¢é linear.

Verificagdo do item (i): Para cada ¢ € L*(Q2), com £ # 0, observe que

S 2 — 2 — d
1 S(E) =1l ue I3 / ueéd,

segue da desigualdade de Holder e do Lema 1.3

ISE) < cll ue lul & o= c || S(E) llul € |2,

para algum ¢ > 0, donde

IS < el €z

Verificagao do item (ii): Desde que S : L*(Q2) — H ¢é linear, conclui-se do item
(i) que S também é continuo. Compondo S com o operador imersdo i : H — L*(1),
temos que S = S o7 é compacto.
Verificagao do item (iii): Segue imediatamente pela defini¢ao de solugao. M

Do Lema 1.6 e da teoria espectral, existem uma sequéncia ortonormal

(¢,) C L*(Q) e uma sequéncia real (jz,) C R* tais que

S(¢n) - ﬁn¢n € ﬁn N—’_+>OO 0.
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Note que 1, > 0, para qualquer n € N, pois desde que

S(¢n) = ﬁn¢n7 n €N,

temos

ﬁn<a/ | Ad, |2dx—ﬁ/ | Vo, |2dx> _/qsidx, neN
Q Q Q
sendo ¢, Z 0, tem-se que

, >0, neN.
Sabendo disto, conclui-se que
1
aA2¢n + ﬁAgbn = T¢n em ()
o,

B¢, =0 em 0f2.

1
No que segue considere p, = —, n € N.

Lema 1.7 Os autovalores do problema (1.2), satisfazem:

(i) pn = M(a), — B) n € N, onde (\,) sio os autovalores de (—A, Hy(Q)). As
correspondentes auto-fungoes ¢, do problema (1.2), sao as mesmas auto-fungoes
de (_Aa Hé<Q))7

a/\Av[de—ﬁ/]Vv\Qda:
(ii) i = inf o :

;
vAOwEH / v |2 Jr
Q

(111) ,ul/]v|2dx§oz/|Avl2dx—ﬁ/]Vv|2dx, v e H,;
Q Q Q

(z'v),uz/|w|2d:1:§a/\Aw[2dx—ﬁ/|Vw|2dx,w€H, com
0 Q Q

/ wordx = 0.
Q

Demonstracao. Verificagao do item (i): Suponha que p seja um autovalor do
problema
al’¢ + BAG = g em Q
B¢ =0 em 092,
ou equivalentemente
al*¢ + AP — up =0 em
B¢ =0 em 012
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Desde que 8% + 4ua > 0, temos

(A__g+éT12ﬂ)O<A_—ﬂ—éf71ﬁ>¢20ang

B¢ =0 em 012,

ﬁ+\/m

é um autovalor para o problema de Dirichlet

implicando que A =

A¢p = \¢ em )

¢ =0 em 0S2.
Deste fato,

1=l = A\B,

onde A ¢ um autovalor de (—A, Hy(Q)). Os itens (ii) — (iv) deixamos a cargo do leitor.

1.2 Condicao Palais Smale

O objetivo desta secao é justificar que o funcional energia associado ao problema
(1.1), dado por
1
Iw) =5 luly = [ Ploude, e,
Q
satisfaz a condicao Palais Smale. Para isto, vamos mostrar primeiramente que I €

Lipioe(H,R). No que segue, consideraremos

mwzéwwzeww=[fmmmmueﬁ

Lema 1.8 Suponha a condigao (f2)(ii). Entao V € Lip,.(H,R).

Demonstragao. Fixe wy € H e r > 0. Dados u,v € Br(wy) C H, temos

[ U(w) — ()| < /«ﬂaw—me|w

max{u(z),v
< / / f(z,t) | dtdx
in{u(z),v

max{u(z),v(z)}
// (u1 | t | +h(x))dtdz
Q Jmin{u(z),v(x)}

ul/(|u\+|vl)\u—v|dx+/h(x)|u—v|dx.
Q Q

logo por (f2)(it),

| W(u) = ¥(v) |

IN

IA
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Usando a desigualdade de Holder e o Lema 1.3, obtemos

| U(w) =¥(v) | < euml(lulle +I[lvla)llv-vla+c]hllv—vln
< ol llu—wollm +2 [ wollu +[[v—wollu+[hl)[[u—vu
= clrlwo l|la) [ w—2|la,

onde

c(r [ wo [lm) = ¢ (pa +2r +2 [ wo la + | 2)

Mostrando assim que ¥ € Lip,,.(H,R). W
Desde que a derivada a Fréchet de () é dada por

Q' (u)v = (u,v), u,v € H,

temos que Q € C'(H,R), e portanto Q € Lip,,.(H,R). Sabendo disto, conclui-se do

Lema 1.8, que o funcional energia I € Lip,,.(H,R).

Lema 1.9 Suponha (f1) e (f2)(ii). Seja U L*(Q) — R dada por

U(u) = /QF(x,u)da:, u € L*(Q).

Entio U e F(z,.) sao localmente Lipschitz, e
OV (u) C 0,F (z,u(x)) = [f(z,u(x)), f(z,u(2))] ¢.tp. © € Q.

Além disso,

0T (u) = 0T (u), u € H.
Demonstragao. Confira Chang [25]. ®
Lema 1.10 Suponha (f2) e sejam u € H e v € 0¥ (u). Entao
| v(x) — pu(x) |< h(x) gt.p. x € Q.
Além disso, se (u,) C H € uma sequéncia verificando
| up () ["=55°0 g.tp. z € €,
e (v,) C 0V(uy,), temos que

n—-+o00

| vp(x) — prun(x) |'— 0 g.t.p. x € Q.
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Demonstragao. Do Lemma 1.9

v(z) € [f(z,u(x)), f(z,u(x))] q.t.p. z € Q

assim

(@ u(@)) — pu(e) < v(z) — mu(z) < flz,u(2)) - mu(r) atp. v €Q

o que implica
| v(@) = mule) |< max{] f(z,u(@)) = mu(@) || flo,u(2) = pu) [} (1.9)
em quase todo ponto z € €. Segue de (fy) (i)
| v(z) = mu(z) |< h(z) q.t.p. z € Q.

De (1.9) e (f2)(2)

| V() — patin () ’ni)m 0,

como queriamos mostrar. W

Lema 1.11 Suponha (f2), (f3) e seja c € R tal que

c# —/QFoo(x)dx.

Entao
I satisfaz (PS)..

Demonstracao. Seja (u,) C H uma sequéncia (PS)., isto é,

I(u,) "= ¢

n—-—+00
H* 07

m(un) = wy |
para alguma sequéncia (wy) C 01 (uy,).

Afirmagao 1.1 (u,) € limitado em H.
Assumindo a Afirmacao 1.1, temos a menos de subsequéncia que

U, — uem H,

u, "5 wem L(Q), (1.10)

n—-+o00
—

() u(z) q.t.p. x € Q
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| un(2) |< n(x) q.t.p. z € €,

para algum 7 € L*(Q2). Desde que w,, € 0I(u,), existe
Un € OW(uy,) = 0V (u,) C L2(Q)*,
(ver Lema 1.9) tal que

(W, v) = (Q'(un),v) — (v, v), n€Newv e H,

ou seja
(W, v) = (Up, V) — / vpvdr, n € Newv e H. (1.11)
0
Neste caso
(Wpy Uy, — U) = (Up, Uy — U) — / Un (U, — w)dz, n € N. (1.12)
Q

Dado € > 0, tem-se pelo fato de (u,,) ser limitada em H que

| (wny tn =) [ <[ wn =] wn —w fla<e, (1.13)

para n suficientemente grande. Por outro lado, do Lema 1.10 temos a desigualdade

/Q o (i — u)dz

Sendo (uy,) limitada em H, tem-se que (u,,) ¢ limitada em L*(£2). Deste fato, conclui-se

de (1.10) e (1.14) que
‘/Qvn(un —u)dz

<y | ug ol un —wle+ | o] up —ula. (1.14)

sy} (1.15)

De (1.12), (1.13) e (1.15)
a/ Au, Auy, — u)dr — ﬁ/ Vu,V(u, —u)dx i 0,
Q Q

donde
+
I wn 3 = 1w |17 -

Sendo H Hilbert, tal limite implica que

n—-400
u, — wem H,
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mostrando que o funcional [ satisfaz a condic¢ao (PS)..

Verificacao da Afirmacao 1.1: Para cada n € N, considere

Up = tn(rbl + P,

onde (t,) C R e (¢,) C H verifica

/ Ynprdr =0, n € N.
Q

De (1.11)

(Wn, o) =|| ¥n ||§I —/Qvngpndx, n € N.

Assim, dado € > 0,

eu%mfzuwm@—/%%m,
QO

:nwu@—L@mewwam—ngwma

=n¢m@—éwwwwm%m—m[yma

para n suficientemente grande. Segue do Lema 1.10
Nl lnzll ol = [ B lonl do =i [ ghd,
Q Q

e portanto pelo Lema 1.7,

K1
W¢MMZQ—;QHwM%—MthMm

para n suficientemente grande. Logo, (¢,) é limitado em H. Suponha agora por

contradicao que

| || "= +o0.

Desde que
Unp, _ tn¢1 + Pn
Fun g Nun g un e

temos

(Bl < llenlinys
I T

Passando ao limite de n — +o00, obtemos pelo fato de (¢,) ser limitada em H que

H tn¢1 HH n——+0o00 1
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Consequentemente, existe u € H de maneira que

L S —~ueH,

a menos de subsequéncia. Como a dimensao do espaco gerado por ¢ é finita, conclui-se

que
tn¢1

com u = tog¢r, para algum tg € R. Deste fato

n—-+00 ~
— uem H,

Unp

lun ||

jmarey topr em H.
Desde que top; > 0 em Q, pois || to¢y |[g= 1,

| un(z) "5 400 q.t.p. € Q. (1.16)
Dado € > 0, temos para n suficientemente grande

M1
Monll = (1=22) ol = [ (o0 = prua)puda
Q

0
H1 2 2 %
> (1= ol ([ Vow = P o) Lula
H2 Q
donde
1
2 H
(e e( [ Von— P do)) o Iz (1- ) lenli )
Q

De (1.16) e Lema 1.10
o |va(z) = pun(z) P< R (2) € LHQ) q.top. € Q,
2 N—

o [va(z) = pun(z) P =570 qutp. w € 9,

o que implica pelo Teorema de Lebesgue
/ | vy = i, 2 da "=, (1.18)
Q

De (1.17) e (1.18)

M1
2 || @ > (1= 22) I ou I3
M2

para n suficientemente grande. Portanto,

on "=5°0 em H. (1.19)

Por (f3)
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o F(a,un(r)) — 22 [ u(x) 2 "=5° Fulz) q.top. 2 € 9,

Fla, un(x)) — ﬂun(x)f < (@) e LNQ) qtp. z €O,

implicando pelo Teorema de Lebesgue que

F(z,u,) — i |y |2 )da "= | Fo(z)da. (1.20)
Jo (=5 :

Veja que

1 1
T = 5 Nen 458 o = [

(o) = T P Yo = B2 [
Q
= —/ (F(m,un)—&|un ]2>dx, n € N. (1.21)
Q 2

passando ao limite de n — +o00, obtemos de (1.19) e (1.20) que

c:—/QFoo(x)da:,

contradizendo a hipotése. Mostrando assim a Afirmacao 1.1. H
A seguir provaremos uma série de resultados, que serao tuteis para a prova do

teorema principal deste capitulo.

Lema 1.12 Suponha (f1) e (f2)(ii). Seug € H € ponto critico do funcional I, entdo
uy € HY(Q) € solucdo de (1.1), isto ¢ emiste u € L*(Q), tal que

w(x) € 0, F(x,u) q.t.p. © € Q,

a/Aquvdx—ﬁ/VuOVde:/,uvd:c, v e H,
Q Q Q

ou seja (ver Lema 1.4)

alA*ug + BAug € O, F (z,u) em
Bug =0 em 01,

Demonstragao. Lembrando que

Q) = 3 Il u 3, W) = / F(z,u)dz, ue H

F(u) = /QF(x,u)dx, we L2(Q).



33

Desde que ug é ponto critico de I, segue das propriedades (P3) e (Py) (ver Apéndice

A) que
0 € I (up) = IQ(uo) — O (uo) = {Q (ug)} — O (uy).
Logo
(0,v) = (Q'(uo),v) — (p,v), v € H C L*(9),
para algum

1 € OW(ug) = U (ug) C (L*(2))" (ver Lema 1.9).

Usando o Teorema da Representacao de Riesz para espagos de Lebesgue temos
0= a/ AugAvdx —ﬁ/ VuyVodr — / pvdz, v € H, (1.22)
Q Q Q
para algum p € L*(2). Daf ug é solugdo fraca da equacio
al*ug + fAuy = p em ).
Desde que uy € H satisfaz (1.22) e u € L*(9), temos do Lema 1.4 que up € H*(Q2) e
Bug = 0 em 0f).

Deste fato
al*ug + BAug € 0, F(x, 1) em

Bug = 0 em 012,

como queriamos mostrar. W

Lema 1.13 Suponha (f3) e (f1). Entdo existem a,b > 0, tais que

I(u) > a | ulf =bllullf weH,

2N
para todo o € (2,2"), com 2" = N5 5 N>3eo€(2,4+x), se N=1,2.

Demonstracgao. Primeiramente, mostraremos a seguinte afirmacao.

Afirmacao 1.2 Para algum c, > 0,

m(z)

F(a:,t)STt2+ca|t|“ gtp. xeete R,

2N
onde 0 € (2,+0), se N=1,2 e € (2,2%), em que 2* = ~

2,56]\723.
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De fato, de (f4)(i7)

ﬂﬁul

F(z,t) - =
RAN

F(x,t 12
| ($7)|+ a qt.p.re€eteR,

ol 2t

segue de (f3)(i7)

F(:Ij‘,t) T @ﬁﬂl

[t

pit 1B
STl el

qtp.x€Qete R.

Sabendo disto, dado € > 0, existe 5 > 0 tal que

m(z)

‘F(m,t)—th <e|t|7qtp. zee |t]|>1,

donde

F(x,t)ﬁ@ﬂ%—dﬂ" qt.p. z€Qe | t]>t. (1.23)

Do item (f3)(i7), para algum ko > 0
F(z,t) <kyqtp. x€Qed <|t|<to. (1.24)

Sendo assim, fixe ¢y > 0 satisfazendo

kO _ m(xz)t? ]{50 + lmloct?
|t\“2 < (502 <coqtp. ze€Qed <|t[<t.

Segue de (1.24)

F(x,t)ﬁ@ﬂ%—cou\” qtp. z€Qed <|t][< 1. (1.25)

De (f4)(ii), (1.23) e (1.25)

F(x,t)ﬁ@ﬁ—i—cﬂﬂ" qtp. x€QeteR,

onde ¢, = ¢y + ¢ > 0, mostrando a Afirmacao 1.2. Para cada u € H, tem-se da

Afirmagao 1.2

M) = g lul— | Pl

1 o 1 2 /
- - dz — ¢, v d
2||uHH 2/Qmuyc 1 Q|u\ T
1 1
— ||u||2 —= || m oo wldr — ¢y, | u|” dx
2 )

Q Q

v

v
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donde segue-se do Lema 1.7

Lyl e .
Iw) = 5(1- )l —co lulz. (1.26)
M1

Das imersoes de Sobolev sabemos que Hg (Q) cone L7(2) € H cone Hj(£2), portanto
1 | [oo 2~
I(u 2—(1——) U —C || u||% .
(u) 2 3 o) el =2l iz

Considerando

1 I ~
az—(l—M>eb:cm
2 H1

finalizamos a demonstracao do lema. W

1.3 Existéncia de trés solucoes

Agora estabeleceremos a existéncia de trés solugoes nao triviais para o problema
(1.1), através da demonstra¢ao do Teorema 0.1.

Demonstragao do Teorema 0.1: Considere

C*z{tqbl—i-wEH;tzOe/w(bldx:O}
Q
e
C_:{tgb1+w€H;tﬁOe/quldx:O}.
Q

1. Existéncia de u, e u_.

Aplicaremos o Teorema de Mizoguchi (ver Apéndice A). Observe que

C* C H ¢ fechado, convexo com int (CT) # ()

oCt = {u € H;/ugbldx = 0}.
Q
Utilizando (f;) e o Lema 1.7 (iv), temos para cada w € 9C*

Iw) = lwl - [ Fawd

1
> —||w||§{—&/w2da:20,w€(7c+.
2 2

Definindo

vy =t ¢ €CT,
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onde t, > 0 é dado por (f5), temos

1
I(v) = §\rv+uz—uz;fxx,v+>dx

1 1
3 1os Iy = [ Fda =5 o 1

= —/Food:v<0.
Q

I(v )<0<5161£[()

A\

Logo,

Agora se u € C*, tem-se por (f3)(ii)

1 1
Ttor+u) = 5800 [+ vl - [ Ploto+u)da
1 1 Mlt
> g ol iy =2 [ oo =5 [ wide= T e

1 H1 2
=—nwW——/wm—me,
o I ) @

@——)H =17 o -

Neste caso, o funcional I é limitado inferiormente em C*. Sabendo disto, defina

segue do Lema 1.7 (iv),

DO | —

I(tgy +w) >

= inf I.
c+
Desde que
I(vy) < —/Foo(x)da:,
Q
temos

ct < —/Foo(x)dx.
Q

Segue do Lema 1.11,
I satisfaz (PS).+

Sendo C™ fechado, tem-se que I satisfaz (PS).+ c+. Pelo Teorema de Mizagouchi (ver

Apéndice A), I tém um minimo local u, € int(C") e

[('U/+) = Ct < 0.
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Deste fato u, é um ponto critico ndo trivial para o funcional I (ver Apéndice A),
implicando do Lema 1.12 que uy € H*(Q) e é uma solucdo néo trivial do problema
(1.1).
De modo analogo, mostra-se a existéncia de uma outra solu¢ao nao trivial
u_ € int(C™), tal que
I{u_) =c_ <0.

2. Existéncia de wy.

Do Lema 1.13, temos para cada u € H
I(u) > ap® = bp?, com p = u||u .
Para p > 0 suficientemente pequeno, pode-se fixar um valor o > 0 tal que
I(u) > ap® —bp” > a > 0.
Vimos anteriormente que
I(uy) < —/ Fodr <0.
Q
Neste caso

max{/(0),I(us)} <0< a< inf I(u),

lullz=p
para algum p > 0 suficientemente pequeno. Mostrando assim que o funcional [ satisfaz

a geometria do passo da montanha. Desde que
~ver 0<t<1

co = inf max I(y(t)) >a > 0> — / Fdz,
0

tem-se pelo Lema 1.11 que [ satisfaz (PS),,. Portanto, conclui-se do Teorema do Passo
da Montanha (ver Apéndice A) que ¢y > 0 é um valor critico para I, consequentemente

existe um ponto critico nao nulo uy € H com
](Uo) =cy > 0.

Donde segue-se do Lema 1.12, que uy € H*(2) e ¢ uma solucdo nao trivial do problema

(1.1).m



Capitulo 2

Espacos de Orlicz e Orlicz-Sobolev

Neste capitulo faremos um breve estudo sobre espacos de Orlicz e Orlicz Sobolev.
Apresentaremos algumas propriedades envolvendo estes espagos, imersoes e resultados
necessarios para as aplicagoes posteriores. Veremos a seguir que os espagos de Orlicz
sao generalizagoes dos espagos de Lebesgue, assim como os espagos de Orlicz-Sobolev
sao generalizagoes dos espacos de Sobolev. Para mais detalhes, sugerimos ao leitor as

seguintes referéncias [38], [44] e [45].

2.1 N-funcao
Defini¢ao 2.1 Diz-se que ® : R — [0,400) € uma N-fungao se:
(i) ® € uma fungao convexa e continua;

(ii) @(t) =0 se, e so se, t =0;

(iii) @ Zoe @ T oo,

(iv) @ € par (isto € (t) = O(—1)).

Exemplos: As fungoes a seguir sao exemplos de N-fungoes
1. 4(t) =|t ", pe (1,400) et € R;

2. Oy(t) =’ — 1, t € R;

3. &3(t) =elll— |t ]| -1, t e R;
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4. Out) = (14|t ) In(1+ | t])— | ], t € R;

5. O5(t) =t +|t|", teRepyp € (1,+00),
6. P(t) =(1+t)" -1, teRey>1;

7. O7(t) = [t|PIn(1+ | t]), t e Rep e (1,400).

Lema 2.1 & : R — [0, 4+00) € uma N-funcao se pudermos representar ® da sequinte

forma
o(t) = /|t p(s)ds, t € R,
0
com ¢ : Ry, — Ry satisfazendo:
(I) ¢ € continua a direita e nao-decrescente em Ry ;
(IT) ¢(t) =0 se, e sd set =0;
(II1) () = +o0;

(IV) o(t) >0, t > 0.

2.2 O espaco de Orlicz

No que segue considere 2 C R" um subconjunto aberto e ® : R — [0, +00) uma

N-fungao. O espago de Orlicz Lg(f2) é definido por

u

Ly(2) = {u Q0 —R mensurével;/ q)()\
Q

)dm < 400, para algum A\ > O} :

Definigao 2.2 Definimos como morma de Luxemburg em Le¢(S) a aplicagio
|- lo: La(2) — R dada por

lu o= mf{bo;/@(ﬁ)d;@g 1}, u € Lo ().
o \\

Lema 2.2 Seja ® uma N-func¢ao. Entao,
a. ®(at) < ad(t), a€[0,1] et € R;

b. (L) > BD(t), B € (1,+00) e t €R.
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Verificagao do item a.: Desde que ® é convexa,
P(at) = P(at + (1 — @)0) < ad(t), a € [0,1];

Verificagao do item b.: Sem perda de generalidade suponha que t > 0 (ja que ¢ é

par), logo

Bt
B(5t) = / o(s)ds

t Bt
= /Ogo(s)ds+/t ©(s)ds
D(t) + o (t)(Bt — 1)
P t

)+
> )+ ()6 —-1)

BO(t), B (1,+00) et > 0.

Observacao 2.2.1 Segue do Lema 2.2(a), que
u A—-+o0
/(I)(—)da: =20, u € Lo(9).
a \A
Lema 2.3 || . |l¢ define uma norma sobre Lg(S).

Demonstragao. Primeiramente, mostraremos que a aplicacao || . ||¢ estda bem definida.

Dado u € Lg(2) o conjunto

A= {)\ > o;/ﬂ@(%)d:p < 1},

¢ diferente do vazio. De fato, dado u € L(€2)

/ <I><E>dx < 400, para algum A > 0.
a \A

Para A > 0 suficientemente grande tem-se do Lema 2.2 (a)

/Q@(%)dxg 1/X/Qc1>(§)dx§ 1.

Assim, A € A, para X suficientemente grande, e portanto A # (). Desde que A é
limitado inferiormente, é imediato concluir que || . ||¢ estd bem definida. Mostraremos
agora que || . ||¢ satisfaz as propriedades de norma:

(i) || v |la= 0 se, e 80 se, u = 0.

Se u = 0, ¢ imediato que || u ||= 0.



Seja u : {2 — R mensuravel verificando

u
0= u|e 1nf{)\>0,/9<1>(>\>dx_1}

Assim, existe (\,) C (0,400) verificando

An " o= 0

/Q)(ﬂ)dx <1, neN.
Q )‘n
Fixe A\, > 0 de tal forma que
/ P (£> dr < +o00.
Q )‘u
Segue do Lema 2.2 (b)

b Lo(2)es [o(2)ss

para n suficientemente grande, implicando que

/Q(ID(u)dx = 0.

Desde que ®(t) > 0, para qualquer ¢ € R, obtemos

@(u(m)) =0 q.t.p. x € Q,

mostrando que

u(z) =0 q.t.p. z € Q.

(i) || ku llo=| k||| v ||e, k € R eu € Le(2).

Fixando k > 0, temos

|| ku ||(q>) = inf{)\>0,/<1>< d$<1}
Y
- inf{)\>0/<I> 4 dw<1}
_ mf{Xk>o;/<I>( d:cg1}
Q

= Fkllulle.

>
v

O caso k < 0, é feito de forma analoga, pois ® é uma funcao par.
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(2.1)



(ii)) [|u+vllo<[[ulle + ] vle, uv,ve Le(Q).

Considere os seguintes conjuntos

A—{A>@lﬁ{“i”ymg1}
B::{A>oié¢(§)¢xg1}

CL:{A>OiLQ%§)¢ES1}

Dados € B e n € C, temos pelo fato de ® ser convexa

/ﬁ%“+”ym _ /@( pow, N Eym
o \u+n 0 \p+np p+nn

< M @GQ¢V+—1— @(ﬁ
wE+nJo \p pE+nJo \n
< KT
p+n p+n
= 1,

donde 4+ n € A. Logo B+ C C A. Portanto
inf A <inf(B + C) = inf B +inf C,

e assim

lutvlle<]ulle+I[vle, uveLe(62). W

Lema 2.4 Se u € Le(Q2) € uma fungdo nao trivial, entao

| u |le= min{)\ > O;/{)@(;)dx < 1}.

Demonstragao. De fato, seja (\,) C (0,400) uma sequéncia satisfazendo

A" e

Desde que

42
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An

segue do Lema de Fatou

/f(u uuH@)dx < liffig/(z@(%)dx =L
| ulo€ {)\ > O;/Qq)(g)d:c < 1},
| ullo= min{)\ > O;[)@(;)dm‘ < 1},

como queriamos mostrar. W

®(£> e @(L) pontualmente em 2,
[l

donde

e portanto

Lema 2.5 Sejam u : Q0 — R uma funcao mensurdvel e kg > 0. Entao

u
(I)(—)dx — 1,
/Q ko
se, e somente se, || u|lo= ko-

Demonstragao. Fixe ¢ > 0 suficientemente pequeno. Desde que ® é uma fungao par

e nao decrescente em R

/Q<1><k0“_€>dx_/ﬂc1>(k|ou_|€)dx>/g)@('k—li]')dx_l,
min{)\ > o;/ﬂ@(@)@ < 1} — ko,

| v |lo= ko.

donde
ou seja

k
Reciprocamente, dado € € (0, 50), temos

Desde que



temos pelo Teorema de Lebesgue, (2.2) e do Lema 2.4 que

< tim [ o100 dx:/CD Ll e <1,
e—0t Jo k’o—E Q kO
\U\)
b — |dz=1.
/Q (kfo

Observagao 2.2.2 Considerando ® : R — R, a N-funcao dada por

donde

como queriamos demonstrar. W

[t

O(t) =

, p € (1,400),

temos

L@(Q) = LP(Q)

_1
- lle=p"7 | - Ip,

44

onde | . |, € a norma usual do espagco LP(SY). Conclui-se dai que os espagos de Orlicz

sao generalizacoes dos espagos de Lebesque.
Proposigao 2.1 Se | Q |< 400, 0 operador identidade
i:Le(Q) — LYQ)
u — i(u) =u,

¢é linear e continuo.

Demonstragao. Dividiremos esta prova em dois casos:

1° caso: Lg(Q) C L'(Q).

Dado u € Lg(f2), temos pelo fato de @ ser par que

/{fb(%)dm < +00,

para algum A > 0.

Desde que
B) tmve |
t
dado k =1, existe R > 0 tal que
o(t)

TZL parat > R,
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donde
O th) =l t] [t]> R (2.4)

De (2.3) e (2.4)

IN

| u | / | u |
L o g
/[Iu>AR] A ([ul>AR] < A )
| u |
/g)@(T)dx<+oo,

IN

mostrando que

/ | u | de < +o0,
[[ul=AR]

consequentemente

/]u|dx:/ \u!dm—O—/ | u | de
Q [[ul<AR] [lul>AR]

§)\R\Hul<)\RH+/ | u | dx

[lul=AR]

< )\R|Q|+/ | u | de < +o0,
[lul>AR]

implicando que u € L*(Q). Logo, Ls(Q) C L*(Q).

20 caso: i é um operador linear limitado.

Primeiramente, afirmamos que
/ O(|ul|)de <||u||le, para || u |[e6< 1 e u € Lg(). (2.5)
Q

De fato, seja u € Lg(2) tal que || u ||[¢< 1. Segue do Lema 2.2 (a)

[atupde = [ (1l %)d:ﬁ
luls [ o0 )as

IA

e portanto pelo Lema 2.5
/ (| ul)dz <[ ullo, | ulle<1eue Le(2).
Q

como queriamos mostrar.
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De (2.4)

/]u|dx:/ ]u\dx—l—/ | u | dx
Q [lul<R] (lul>R]

gzﬂm+/ &(| u |)d,
[lu|>R]
< RHH+/¢GMM%
Q
implicando de (2.5

)
/mwszHHHmm
Q
< R|IQ[+1=0C, |ulle< 1.

Provando assim que
li(u) (< C) ||ulle<1eu€ Le(R).

Do 1° e 2° caso, conclui-se a demontracao desta proposicio. W

Observacao 2.2.3 Da Proposi¢ao 2.1 podemos concluir que o espago L ()) estd imerso

continuamente no espago L' (), para qualquer dominio limitado €.

Lema 2.6 Seja u € Lo(Q) tal que || u [|o< k. Entdo
u
/Q(b(k)dx <1, u€ Lo(Q)

Demonstracgao. Supondo u # 0, basta observar que

1ZA®QHJMZA¢WAD“ZéW%5“

para qualquer u € Lg(Q2) tal que || u [[o< k. W

Proposicao 2.2 Lg(2) munido da norma de Luzemburg || . ||o, define um espaco de

Banach.

2.3 Condigao A,

O principal objetivo desta segao é justificar que o espago de Orlicz sera separavel
se, e somente se, a N-fungao associada a este espago satisfizer uma condi¢cao denotada

por A,.
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Definicao 2.3 Uma funcio ® satisfaz a condigao A,, e escreve-se ® € Ay, se exis-

tirem k > 0 ety > 0, tais que
®(2t) < kD(t), t > t. (2.6)

Observagao 2.3.1 Em relagio ao espago de Orlicz Lg(Q2) para | 2 |= +oo, diremos
que ® € Ay quando ® satisfizer a desigualdade (2.6) com to = 0.

Lema 2.7 A fung¢ao ® satisfaz a condicao Ay se, e sd se, para cada s > 1, existem
ks > 0 e tg > 0 satisfazendo

O(st) < ks®(t), t > tp.
Demonstragao. De fato, suponha que ® € A,. Se s € (1,2], temos
D(st) < O(2t) < kD(t), t > to.
Caso s > 2, fixe n € N, satisfazendo s < 2". Assim,
P(st) < ®(2"t) < k®(2"'t) < K"®(t), t > to.
Reciprocamente, observe os seguintes casos:

1° caso: s > 2.

D(2t) < B(st) < k,D(t), t > to.
2" caso: s € (1,2).

Seja n € N, tal que

logo
O(2t) < P(s"t) < kID(t), t > to,

provando assim o lema. W

Lema 2.8 Seja ® uma N-func¢ao, dada por

It
d(t) = / p(s)ds.
0
As afirmacgoes abaizo sao equivalentes

(Z) P e Ag,’
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(11) Existem a > 0 ety > 0 verificando

to(t)
AT t> ¢,
D(t) <@ bzl

Demonstracao. Observe primeiramente que
d(2t
In ((—)> = n®(2t) — nd(t)

(1)
= /t (In @(S));ds

- [

Supondo que (i) ocorre, temos
D(2t) * p(s)
1 =
n(@@) [ B(s) "

2t
1

< a/ —ds
t S

= a(ln2t —Int)

= IHQQ, t 2 t(),

implicando que

o(2t)
W<27

ou seja,

D(2t) < 2°B(1), t > to,

mostrando que @ satisfaz A,. Reciprocamente, suponha que ® € A,. Assim, existem
k>0 ety > 0 verificando

B(2t) < kD(E) t > to.

Para t > tg,
2t
kP(t) > <I>(2t):/ o(s)ds
2 ’
> [ elods =t
t
donde
to(t)
—= < kt>t
q)(t) < K,T = 1o,

como queriamos demonstrar. W
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Observacgao 2.3.2 Dada uma N-funcao ® que verifica As, existem a,b > 0, tais que
o(t) < at’,

para t suficientemente grande. Ou seja, ® vai para infinito abaixo de uma fun¢ao
polinomial. No entanto, o fato de ® ser wuma N-funcao que vai para o infinito abaixo

de uma funcao polinémial, nao garante que ® satisfaz a condigcdao A,.

A seguir apresentaremos algumas fungoes que satisfazem e outras que nao satis-
fazem a condicao As:

‘ P

t
1o = LE e 140,
®(2t) = kPy(t), com k = 2P.

2. Oy(t) = (14 | t|)In(1+ | t |)— | £ |, satisfaz a condi¢ao Ay;

3. 0u(t) = (1+¢7) =1, y € (1, m), satisfaz a condigao As;
-1+ +V1+4N
4. O5(t) = tPIn(l+1t), 1 <py <p < N —1, onde py = i 5 i , satisfaz a
condicao As;
5. Og(t) = ¢ — 1 e P7(t) = €ll— | ¢ | —1, nao satisfazem a condicio A,, pois as

fungoes @, e ¥, vao mais rapido para o infinito que qualquer funcao polindémial.
Os resultados a seguir, mostram a importancia de uma N-funcao ® cumprir a
condicao A,.

Proposicao 2.3 Sejam Q C RY wum aberto qualquer e ® wma N-funcdo satisfazendo
a condicao Ay. Entao

U, "=E°0 em Lo(Q)

se, e somente se,

/ ®(uy)dz "= 0.
Q
Demonstragao. Suponha que
n—+o0o
u, — 0em Lg(9),

ou seja

I [la"=7 0.



20

Neste caso, > 1, para n suficientemente grande. Deste fato, temos do Lema

| un |l
2.2 (b) e do Lema 2.5

1
—/cp(un)dxg/cb(L)dx:L
| un llo Jo o \llule

/ O (un)da <[ uy [lo" = 0.
Q

donde

Reciprocamente, suponha que

/ & (uy)dz "= 0. (2.7)

Fixe € € (0,1). Do Lema 2.7 existe to > 0, verificando

/Q<1> (“-:) dr < /“ungt()] ® (%) dz + K. o (| up |) dr. (2.8)

[[un|>to]

E importante lembrar que no caso |  |= +oo, tem-se ¢, = 0. Deste fato, considere

|  |< +o0. Afirmamos que

[ a()ar=o
[lun|<to] €

yn:/ @(%>d9§,n€N.
[lun|<to] €

Dada uma subsequéncia (yy, ) de (y,), mostraremos agora que existe uma subsequéncia

Com efeito, seja

(?Jnkj) tal que yn, — 0. Desde que

/ D (uy, )dx gmasay))
Q
existe (up,) tal que
(| tn, (2) )=S0 q.tp. z € Q

donde

j—so

| Un,, () |"— 0 q.t.p. z € Q.

Sabendo disto, temos

unkv (‘/I") j— 00
o ( ]e ) Xluny |to] () 7= 0 q.t.p. = € Q.
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Observando agora que

0} (unk;<x)> X[|u"kj|§t0}(x) S b (%) € LI(Q),

temos pelo Teorema de Lebesgue

Uy, Up, e
) Y )de = | ® & Xl |<t dr ' =55° 0.
[luny, . [<to]
[|“nkj|§t0} € Q € !

Deste fato, conclui-se que

De (2.7)-(2.9)

para n suficientemente grande. Logo,
| un [lo< e,

para n suficientemente grande. W

=75 lHle

Proposicao 2.4 (i) Quando | 2 |< 400, tem-se que Le(S2) = L>®(Q) " se, e so

se, ® satisfaz a condi¢io As.

(1) Quando | Q |= +oo, tem-se que Lo(S2) = BO(Q)H'”¢ se, € so se, ® satisfaz a

condi¢ao Ag, onde
By(Q2) = {u : Q@ — R mensurdvel;u € limitado com supp(u) limitado}.
Proposicao 2.5 Se & € A,, entdo Lg(S2) é separdvel. Além disso

=@M = La(q).

2.4 Dualidade

Nesta secao veremos que o dual de um espago de Orlicz pode ser associado a um
outro espago de Orlicz.

Considerando f : R — (—o00, +00) um funcional semicontinuo a direita e convexa,
tem-se que

epi(f) = {(s,0) € R x R; f(s) < b}

é um conjunto diferente do vazio e convexo sobre R x R.
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Definicao 2.4 Definimos como fung¢ao conjugada de f, a funcao ]7: R — R dada
por

f(t) = sup{st — f(s); s € R}.
Lema 2.9 Seja

A={(t,a) eR*%a > f(t)}
e para cada (t,a) € A defina
Arg = {(5,b) € R*b > st —a}.

Entao
Gpl(f) = m(t,a)EAAt,w

Lema 2.10 Dado t € R, considerando

Ay ={(s,0);0 = st — f(1)},

temos
epz(f) = thRAt = m(15,0L)EA141$,0,-

Demonstragao. De fato, basta observar que MierA; = Niayerdia M
Lema 2.11 A funcao conjugada de ]7 (isto € ]7) € a funcao f, ou seja f = f

Demonstragao. De fato, para demonstrar isto mostraremos primeiro que

epi(f) = epi(f).

Para cada (s,b) € epi(f) = NierA; (onde A; é o conjunto definido no Lema 2.10),

tem-se que

b>st— f(t), t eR,

ou equivalentemente
b > sup{st — f(t);t € R} = f(s).

Deste fato, conclui-se que

epi(f) = epi(f)-

Sabendo disto, desde que (s, f(s)) € epi(f), temos (s, f(s)) € epi(f) implicando que

f(s) > f(s). (2.10)

Além disso, se (s, f(s)) € epi(f), segue que (s, f(s)) € epi(f), consequentemente

f(s) < f(s). (2.11)

De (2.10) e (2.10), f=f. m
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Lema 2.12 Se ® ¢ uma N-funcao, entao ® também serd uma N-fungao.

Lema 2.13 Considere ® uma N-func¢ao dada por

It
o) = [ pls)ds,
0
onde v : Ry — Ry satisfaz as condigoes de (I) a (IV) do Lema 2.1. Definindo

Y(s) = sup{t € Ry;p(t) < s}

seque que ¥ € uma N-fung¢ao e ¥ = P,
Observagao 2.4.1 Das defini¢oes de @, W, p e 1, conclui-se que

up(u) = ®(u) + ¥(p(u)), ue Ry

vi(v) = D)) + U(v), v € R..

Teorema 2.5 (Desigualdade de Young) Sejam ® uma N-fungao e ® a funcdo con-
jugada. Entao
ts < ®(t) + B(s), t,s € R.

Exemplo 1
a). Seja
1
<I>1(t):]—9 | t]P, pe(l,400) et €R.
Entao
~ 1
Qi(t)=—|t]|% teR,
q
1 1

onde — + - = 1.
p g
b). Considerando
Dy(t) =ell— |t ]| —1, t e R,

tem-se que

Oo(t) = (14 |t N In(1+ |t )= | ], t € R.

Proposicao 2.6 Sejam ® uma N-funcao e d a sua fungao conjugada. Se u € Le(S2)
ev € Lz(Q), entao
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(i) wv € L'(Q);
(i) [ wvde <2 ol 0 5
Q
Demonstracao. Da desigualdade de Young (ver Teorema 2.5),

<o() )
Tulelols ="t P2

donde segue-se do Lema 2.5

1 ~
—/ |uv|dx§/@<L)dx+/®<L>dx:2,
lullell vz Jo o Moulle o Mol

A|uv|dw§2||u||¢||v||5,

mostrando que uv € L'(2). ®

logo

Observagao 2.4.2 Segue da Proposicio 2.6, que Lz(€2) C Lo(Q)*, ou equivalente-
mente para cada v € Lz(N2), definindo

F(u) = / wvdz, u € Le(2),
0
temos F' € Lo ()"

O proximo teorema mostra que o dual do espago Le(€2) (equivalentemente, o dual
de Lz(2)) pode ser identificado com o espago de Orlicz Lz (Q2) (equivalentemente, o
espago Le(€)).

Teorema 2.6 Lg(Q2) € reflexivo se, e so se, D, b € Ay. Além disso, se ® € Ao,
Lo ()" = Lg(Q).

Agora mostraremos um teorema, que generaliza um resultado devido a Brézis e

Lieb.

Teorema 2.7 (Brézis Lieb para N-funcgoes) Sejam Q C RN aberto, ® : R — [0, 00)
continua, convexa, par e ®:R — R dada por

&(t) = sup{st — ®(s)}.

seR

Suponha

(i) ®(t) =0 se, e somente se, t =0,



5}

O(t O(t
(ii) th):o e lim ﬁz—l—oo,
t—0 ¢ t——+o00

(i1i1) existem o ety >0 (t, =0, caso |  |= +00), tais que

¢, (1)
o(1)

<a, t>t,

() existem B >0 ety >0 (t2 =0, caso | Q |= +00), tais que

&)/
c{(g) < B, t>ty.

Se (fn) € uma sequéncia limitada em Lg(S2), verificando
folz) — f(x) q.t.p. €,

temos que
fo — [ em Lg(Q).

Demonstragao. Devemos mostrar que
[ e "= [ podn, v e Ly,
Q Q

Primeiramente, dos itens (i) e (ii) tem-se que ® é uma N-funcao. Deste fato, segue do

Lema 2.12 que ® ¢ uma N-fungao. Dado n € N, considere

Q= {ze| fi—f|(@) <1, k>n}

Qo =A{z € Q; fi(x) # f(2)} (| Q0o [=0).

No que segue, iremos demonstrar alguns fatos que serao usados nesta demonstracao.

(I) fi € LY(Q), para qualquer ¢ € Lg ().
Desde que

o | fU|= liminf | fa® | q.t.p. em Q

e sup [ | futh [ dx <sup || fullol| ¥ [[5< ¢ || ¥ [lg< +oo,
neN JQ neN



temos pelo Lema de Fatou
/ |f¢\da:§liminf/ | futd | dx < +o0,
Q n—+too Jo
implicando que | fv |€ L*(€).

(I1) xq, — xa, q.t.p. x € Q.
Note que 2 = U Q,.

n=0

Desde que

fr(x) koto f(z) q.t.p. x € Q,

temos

fr(w) hotge f(x), z € Q\ Q.

Dado = € Q\ Qo, existe ng € N tal que
| falz) = f(z) |[€ 1, n = ne.

Deste fato, para cada k,n € N com k£ > n > ngy temos

| fr(z) — fl2) <1,
implicando z € €2, para todo n > ng, e portanto
| X, (%) = xa(z) [= 0, n.=no.

Consequentemente,

Yo, (@) "= xalz) q.t.p. € Q.

(III) Fixando k € N, temos
/an@/)Xdex mate /Qf@bXdew, Y € Co(92).

De fato, dado ¢ € Cy(Q2), tem-se que

| (fo = Hoxe () |9 ], n > k.
Segue de (ii7), que

(fo — Fvxa, fmasey 0, q.t.p. = € Q.

26

(2.12)

(2.13)
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De (2.12) e (2.13), temos pelo Teorema de Lebesgue que
[t = ona,de "=,
Q
implicando de (I)

/fn¢Xdeﬂf— / fxa,de = o,(1). (2.14)
Q Q

Dos itens (iii) e (iv), conclui-se do Lema 2.8 que @ e ® satisfazem a condigio As.
Consequentemente, tem-se pelo Teorema 2.6 que Lg(€2) é reflexivo. Neste caso, sendo

(fn) limitada em L (€2), existe uma subsequéncia (f,;) C (fn) € g € La(£2) tais que
fn, = g em Lg(Q2),

ou equivalentemente

/ fotde =5 | gydz, o € Ly(Q). (2.15)
Q Q
Em particular
/ Jutbxayda / gixayde, 1 € Co(Q). (2.16)
Q Q

Passando ao limite de n; — 400 em (2.14), obtemos de (2.16)

/Q gdr = g fiodz, ¥ € Cy(Q). (2.17)

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue é imediato observar que os limites

/ e / gudz
Qp Q

[ v /Q fide,

abalxo ocorrem

para quaisquer ¢ € Cy(Q2). Sabendo disto, passando ao limite de k — 400 em (2.17)

/Q gidx = /Q Fbdx, 1 € Co(Q).

Segue do Teorema de Du Bois Raymond (ver [46]) que f = g € L (2). Deste fato,
tem-se de (2.15) que

/ f o = / fode, ¢ € Ly(Q).
Q Q
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Dado ¢ € Lg(?), considere y,, = / fatbdx. Para cada subsequéncia (y,,) C (yn), pelo
Q

que foi feito anteriormente, existe (y,; ) C (yn,), tal que

[ e
Q

/ futbda " / fodz, § € Ly (),
Q Q

como queriamos mostrar. W

Logo,

2.5 Orlicz-Sobolev

Foi visto que o espago de Orlicz é uma generalizagao natural do espago LP(€2).
Deste fato nada mais natural que definir a partir deste espago, o espaco de Orlicz-
Sobolev. O espago de Orlicz Sobolev é uma generalizacao do espaco de Sobolev. Os
resultados que apresentaremos nesta e nas proximas segoes podem ser encontrados nas
seguintes referéncias |1, [38] e [45].

No que segue considere Q@ C RY um conjunto aberto qualquer.

Definicao 2.8 Dada ® uma N-fungdo, definimos o espaco de Orlicz-Sobolev W' Lg(Q)

como sendo o espaco vetorial

W'Le(Q) = {u € Lo(Q) ; existem fi,..., fn € Lo(Q2) tais que

0
/Qua:idx: —/ﬂfﬂﬂdaz, Y eCFQ) ei e {1,...,n}},

de maneira geral

W™ Le(Q2) = { € Lo(QY) ; existem {ga} € Lo(QY), a = (aq,...,an), tais que

0%y —(— |as/
/ 8;;1 801Nade —( 1) anz/}de

para quaisquer P € C3°(Q) e | a|s< m}.

Se u € W'Lg(Q), as fungdes f;’s sdo tnicas. Desta forma, consideremos

au:fieVu:<a—u au).
3xi

8x1 Y 8xN

Sobre o espaco W'Lg(Q), temos a seguinte norma,

ou
Gxi

J

o=l w o= s {1l
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Lema 2.14 A norma || . |10 € equivalente, a sequinte norma
I llw o=l w llo + Il Vu e, u € W'Le(Q).
Observacao 2.5.1 A titulo de simplificagcao consideraremos aqui ||| Vu |||le=|] Vu [|¢-
Teorema 2.9 W'L4(Q) ¢ um espaco de Banach.
Teorema 2.10 Supondo ® uma N-funcao satisfazendo a condi¢dao Ag, temos
1. W'Lg(Q) € separdvel;

2. Para cada T € W'Lg(Q)* ezistem {v;}}Ly C Lz(Q), tais que

N
ou
T(u :/uv dx + /—vz-dx;
(1) Q ’ 121 o 0z;

3. W'Ly() € reflexivo.

2.6 Imersoes de Orlicz e Orlicz-Sobolev

Estabeleceremos agora algumas imersoes entre os espagos de Orlicz e Orlicz-

Sobolev.

Definicao 2.11 Sejam &1 e &5 duas N-funcoes. Diz-se que o cresce estritamente
mazis lento que @, e escreve-se Py << Py, quando para todo k > 0

Oy (kt)

= 0.
e B, (1)

Teorema 2.12 Se | Q |< 00 e Py << Py, entdo
L, (Q) cont L, ().

Lema 2.15 Seja ® uma N-funcao satisfazendo

1 (I)—l
D g7 < 4o (2.18)
o TiW
€ 00 (I)_l
/ ) 4r = o0, (2.19)
1 TN

Entao a funcio ®.' : R, — R, dada por

O (f) = /0 T, (2.20)

,7_1+

I
n
€ bijetiva e sua inversa P, extendida em toda reta de forma que ®, seja uma fungao

par, € uma N-fungao.
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Observacgao 2.6.1 Suponha ®(t) =| t [P . Se ® satisfaz as hipotéses do Lema 2.15,
entio p € [1, N). Neste caso,

1 .
O.(t)=—|t|P,t eR,

p*

para p € [1,N).
Primeiramente, note que a inversa de ® em R, é dada por
OL(t) = tr.
Deste fato, temos
1
o1(¢) te N-p(N+1)
T = 1 :t pN .

N —p(N +1)
pN

Considerando o = , note que

1
/ t*dt < +o0 se, e somente se, o > —1,
0
ou seja
1
/ t“dt < 400 se, e somente se, p < N. (2.21)
0

Além disso,

/ t*dt = +oo se, e somente se, p < N. (2.22)
1

De (2.21) e (2.22), podemos concluir que ® satisfaz as hipotéses do Lema 2.15 se, e

somente se, p < N. Observe agora que, para p < N

e portanto

Desde que p* = ——

1 .
o.(t)= |t R

No que segue considere €2 um dominio adimissivel, isto é um dominio onde

ocorram as imersoes de Sobolev

N
LHQ) cone LI(0 1, ——|.
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Teorema 2.13 Seja 2 um dominio aberto e admissivel. Suponha que a N-funcao ®

satisfaz as hipotéses do Lema 2.15. Se ®_' ¢ dada por

t —1
cp—l(t):/ () s 10,
0

* 1
st

entao

W' Lo () cont Lo, (2).

Além disso, se | Q |< +o0 e ¥ é uma N-fungao crescendo estritamente mais lento que
®,, entao
W' La () comp Ly ().

Observagao 2.6.2 Devido a N-funcao ®, ser a fungao limite para uma tmersao com-

pacta, diz-se que ®, € uma funcao de crescimento critico de P.

2.7 Sobre o Espago W, Ls(1)

No que segue, seja ® uma N-funcio satisfazendo a condicio Ay. Defina Wy Lg(Q)

como sendo o completamento do espago C5°(€2) com relagdo a norma
I llwga@=l Ve lle + 1w lle .

Com relacdo ao espaco Wy Lg(£2), temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.7 (Desigualdade de Poincaré) Suponha Q2 um dominio limitado.
Existe Ko > 0, tal que

| ulle< Ko || Vu ||lo, u € WyLe(S).

Tem-se da Desigualdade de Poincaré, que a norma || Vu |l¢ é equivalente a
norma || u [y, (o) Deste fato assumiremos || Vu |[¢, como sendo a norma do espago
W5 Ls(€2). Sendo W, Lg(€2) um subespago fechado de W' Lg () e W' Ly (€2) um espago
de Banach reflexivo (ja que ® € A,, ver Teorema 2.10 e Lema 3.8), tem-se da teoria
analise funcional que W Lg(€2) é um espaco de Banach reflexivo. Devido a Donaldson

e Trudinger [30] existe uma constante v = y(N), tal que

Sl Vu |le, u € WyLa(Q), (2.23)

[

ou melhor, o espago Wy Ly () esta imerso continuamente em Lg, (€2).
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2.8 Estudo do espago D'*(R")

Considerando ® uma N-fungdo verificando (Aj), o espago D*®(RY) é definido

como sendo o completamento do Cg°(R™) com relacdo a norma

| ul|pre@vy=[ v |lo, + || Vu ||o .

E imediato verificar que
DY ®(RY) come Lo, (RY).
Lema 2.16 Fuxiste Sy > 0, tal que
| ulle.< Sy || Vu|lo, u€ DM*(RY). (2.24)

Demonstracao. Por Donaldson e Trudinger [30], existe Sy > 0 tal que

< Sy || Vu ||g, u€ WiLe(RY).

Iy
Em particular
' llo. < S | Vu s, u € CR(RY). (2.25)
Segue da definicio de D"*(RY), que para cada u € D“®(R") existe uma sequéncia
(on) C C°(RY) tal que

o + 1| V(o =) o=l 0n = u || pro@s)" =" 0.

| on —u|

Deste fato,

n—-+o00

on == u em Lo, (RY)

| Vo ["=2°] Vu | em Lo (RY).
Dai, passando ao limite de n — 400 obtemos que

0.< Sy || Vu [lo, u€ DM (RY),

X

como queriamos demonstrar. M

Segue do Lema 2.16, que a norma || u |[pr.eg~) ¢ equivalente a norma || Vu ||¢.
Por este fato, assumiremos aqui como a norma de D"*(RY), a norma || Vu ||¢. Sendo
Lo(RY) e Lg, (RY) espacos de Banach, conclui-se que D"®(€2) ¢ Banach. E importante

observar que para qualquer dominio limitado Q ¢ RY, tem-se

DY (Q) = Wi L ().



Capitulo 3

Equacao Quasilinear Multivalente em

Dominio Limitado

Nosso objetivo central consiste em estabelecer uma solucao nao trivial para o

problema quasilinear

—div(¢(] Vu |)Vu) — b(u)u € N9, F(z,u) em Q

(3.1)
u € Wy Lo (92),

onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira regular, N > 2, ¢,b : [0, 4-00) —
t
[0, +00) s@o fungbes continuas, A é um parametro positivo, F'(z,t) = / f(z,t)dz, com

0
f:Qx[0,400) — R mensuravel para cada t € [0,400) e f(z,.) € L3S.(R).

loc

No que segue considere

flz,t) = el_i)réq+ (inf ess|s_y<cf (T, s)) e flz,t) = 61_1)1[% (sup ess|s_y<cf (T, s)),t>0ex e
f(z,0) = f(2,0) =0, q.t.p. z €Q,

suponha que f . f sejam funcoes N-mensuraveis. Com o objetivo de estabelecer uma

solucdo nao trivial para o problema (3.1), provaremos neste capitulo o seguinte teorema:
Teorema 3.1 Seja ) um dominio limitado com fronteira reqular e suponha:
S1) ¢ € C'((0,400)) satisfaz

¢(t) > 0, (o(t)t) >0, t >0,
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S) existem I,m € (1, N), satisfazendo

Nl
g o(t)t?
[ < < t
Il
O(t) = (s)sds, t € R,
0
S3) b e C((0,400)) e satisfaz
1) lim b(t)t =
(i) i b{1)t =
b(t)t? N
(11) 1" < é()t) <m*, onde m* = N——mm’
onde

Sy) existem by, by > 0 tais que

B()
W=

Sbla t>07

onde ®, ¢ a funcao inversa da fungao

t —1
G¢(t):/ O () g5 1 >0,
0

st

Ss) f:Qx[0,400) — R € mensurdvel para cada t € [0,+00) e localmente limitada
em [0,400), satisfazendo

f(xz,0)=0, z €.

Sobre F(z,t) considere as sequintes condigoes:

2)t", t € [0,1]
o)t t>1ex e,

So) | Fla.t) < { ol
g(

*

onde g € L=(Q), ro € (%

S7) existe um conjunto aberto Qo C €2, tal que

,m*) er; € (m,1"),

F(z,t) > Ky >0z € Q, t >0,

Sg) existe C' > 0 tal que
| flz, )t |[<C| F(x,t) | =€,
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Sg) eziste T € (m,1") satisfazendo
1
F(x,t) — =f(z,t)t <0, z€Q et >0.
L

Entao para X > 0 suficientemente grande, existem
p=pr€0F(x,u) qtp. v €Q,

comp € Lz () e
u=uy € WyLe(Q), comu>0eu0,

satisfazendo

/ o(] Vu |)VuVodr = / b(u)uvdx + )\/ pvdx, v € Wy La(Q),
Q0 Q Q

ou ainda
—div(¢(| Vu |)Vu) — b(u)u € N9, F(z,u) em €.

3.1 Preliminares

Veremos a seguir que as funcoes &, o (a funcao conjugada de @), ¢, (a funcado

de crescimento critico de ®) e D, (a fungao conjugada de ®,) sdo N-fungoes.

Lema 3.1 Assumindo (S)) e (S3), conclui-se que ®, ®, ®, e &, sio N-fungies.

Demonstragao. Lembrando que ®(¢) é dado por
It

O(t) = (s)sds, t € R,
0

defina p(s) = ¢(s)s. Segue de (S1) que ¢ satisfaz os itens (I),(II) e (IV) do Lema 2.1.
Sendo assim para mostrarmos que ¢ ¢ uma N-funcao, basta mostrarmos que ¢ satisfaz

o item (/1I) do Lema 2.1. De (S3), tem-se que

2
1< PO s,
®(t)
donde
P Cmamy<™ 150
F =0 ’

implicando que

*1 *1
l/ Zdtglnq)(s)—lnq)(l) Sm/ Zdt’ s> 1,
1 1
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ou seja

Neste caso, temos de (S5)

o que implica

[t|—o0

90<3) — +09,

ou seja, ¢ satisfaz o item (/11) do Lema 2.1.

De modo analogo, mostra-se que ®, é uma N-fungao. Deste fato, segue do Lema
2.13 que d e O, sio N-fungoes. B

A seguir serd mostrado alguns exemplos de fungoes que satisfazem as hipotéses

(S1) e (Sa):

(i) () =[[° + |t ", 1 <po<p1 <N epi€ (po,15)
Verificagao de (S7): Note que ®; € C*°(R), com

B1(8) = 71D (1) = pot™ 2+ it 2 > 0, 1> 0

(¢1(t)t)/ = (po — )pot™ % + (p1 — )pst" > > 0, t > 0.

Verificagao de (S2): Primeiramente observe que

) (t)t2 PotP0 + pitP? tPo 4 P2
(1) tpo 4 ¢p1 P tpo 4 ¢p1 P1, (3.2)
Além disso, é imediato observar que
o1 ()82
> po, t > 0. 3.3
o) 2P (3.3)
De (3.2) e (3.3)
2
I < P1(t)t <m,
D4 (t)

onde

el,me (1,N).



(ii) @o(t) = (1+¢*)" -1, v € (1, m).

Observe que
Po(t)t = PY(t) = (1 + ) 12t =29t (1 + 2) 1, t > 0.

Verificagao de (S5)): Note que ¢ € C*°(R,), além disso

Go(t) =t 1 DL (t) = 29(1+ 31 >0, t >0

(do()t) = 29(1 + 272 (1 + (2y — 1)?) > 0, ¢ > 0,

para v > 1.

Verificagao de (S5;): Observe agora que

a()E? 291+ 12!

- t > 0.
Dy (t) (1+t2)r—1"
Considerando z =1+ t% e
 2y(z 1)
f(Z) - 27— 1 y R > 17

segue da regra de L’Hospital

29(y = 1)27 2 (z — 1) + 292771 5

lim f(z) = lim

z—1t z—1t ’}/Z’yfl
e
, , 2vzY 2y
Z—1>I~|¥loo f(Z) zl?oo 27 —1 27 —1 v
Note que

F(z) = 2727 ((Z;—_vlz);r v—1)

, 2> 1.
Afirmamos que f'(z) > 0. De fato, considerando
h(z) =2" —yz+~v—1,
tem-se que h(l) =0e
R(z) =721 —4>0, 2>1,
implicando que h é crescente, e portanto

h(z) >0, z > 1,
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mostrando assim que f'(z) > 0. Segue daf que f é crescente para z > 1. Deste

fato, segue de (3.4) e (3.5) que

N
2< f(z) <27, 76(17m)62>17
isto é
Po(t)t?
2 < <2 1 t>0.
-1+ 144N
(iii) ®3(t) =tPIn(1+1t), 1 <py<p< N —1, onde py = i 5 Lk

Observe que
p

tos(t) = ®4(t) = ptPHn(1 +t) + ; t

+1’
logo
2 Pin(l+t o
t*p3(t) = pt
O3(t) = pPIn(1 +1) + .,
e portanto
Cos(t) ptpln(1+t)+ Pl
d3(t)  teln(1+t)  te(t+ D)in(1+t)
t
= p+ t > 0. (3.6)

(1+t)n(l+1t)
Verificagao de (S7): Note que ¢3 € C*°(R,), com

1
t) = pt®=Dn(1 + ¢t >0, t>0
¢3(t) =p n(+)+t+]L ,
(§]
P!
(@) = plp— IO Hin(1+ 1)+ T
ptP it +1) — P
(t+1)2
_ ptP~t
= —DtP2In(1 4+t
p(p — D" =In(1 + )+1+t

pt®—1) P

TTEE T e

2ptP(t 4+ 1) — 1

= p(p— DtP2In(1 +t) + CES

donde

2 (2pt + (2p — 1))
(t+41)2

(s(t)t) = plp— D" %In(1+1t) +

> 0, p>1.
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Verificagao de (S3): Considerando z = In(1 +t), temos e* = 1 4 ¢t. Sabendo

disto, defina
et —1

n(z) = -

Utilizando a regra de L’Hospital tem-se que

. et —1
lim n(z) = lim
z—+400 z—+4o0  ZE€7
. e’
= lim =0
z—+o0 €% + ze*
e
) .oef—1
lim n(z) = lim
z—07t z—0t  ze?
. e’
= lim =1,

além disso
1+2z—¢€*
n'(z) = ——F57—

Definindo agora ¢(z) = 1+ z — €7, temos ¥(0) =0 e

JpE— z > 0.

P(z)=1—-¢e*<0, z>0.

Logo, 1(z) < 0 para z > 0, consequentemente

n'(z) <0, z>0.

Segue de (3.7) e (3.8)
0<n(z)<1, 2>0,

isto é
t
0< <1, t>0.
(1+t)In(1+1t)

De (3.6) e (3.9)

t2¢5(t)
p< <p+1,t>0
D3(1)
Para finalizarmos, basta mostrar que
. pN
l<p' = ——ro,
PHi<P=w%_,

para p > pg = , além disso pp < N — 1.

—1++1+4N
2

(3.8)



Para isto, observe que

p’+p—N>0, p>py,

e portanto
Np—p2+N—p<Np,
donde
Np
N—p

Note que py < N — 1. De fato, pois equivalentemente temos

p+1<

1+4N < 4N? —4N +1

ou seja N > 2.
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Assumindo as hipotéses (S;) e (S2), mostraremos agora uma série de resultados

envolvendo as N-fungoes , 5, ®, e d,. Os lemas que serao apresentados a seguir

podem ser encontrados em [32]. Com o intuito de ajudar o leitor apresentamos as suas

demonstragoes, uma vez que em [32] ndo encontramos os detalhes da demonstragao.

Lema 3.2 Sejam
Co(t) = min{t', t™} e ¢ (t) = max{t', ™}, ¢t > 0.

Entao
Co(r)@(t) < ®(rt) < ¢ (r)®(t), 7t >0

ol wlle) < /Q@(I ude < Gl ulle), u€ La(S2).

Demonstragao. Dado r > 0, considere os seguintes casos:

1° caso: s > 1.

Desde que
temos de (S2)

donde

(3.10)

(3.11)



implicando
In(t") < ind(rt) — In®(r) < In(t™),
ou seja
O (rt)
In(t) <1 < In(t™).
Assim, segue da monotocidade da funcao logaritmica

o(r)
mostrando que
O(r)tt < @(rt) < P(r)t™, t>1er > 0.
2" caso: s € (0,1].

Neste caso
"1 'd "1
l/ —dsg/ —(ln@(rs))dsgm/ —ds,
;S . ds . S

In(t) > ln(i&t?) > In(t™).

Usando novamente a monotocidade da funcao logaritmica

implicando

O(r)t™ < d(rt) < d(r)t', t € (0,1] er > 0.

De (3.12) e (3.13)
O(r)Co(t) < P(rt) < O(r)(i(t), t,r > 0.

Dado u € Lg(f2), considere

Segue de (3.14)

K2

I fle

BT Yol o) < (1w ) < @

I lle

logo pelo Lema 2.5

Gl wlle) < /QCI’(I u)de < Gl ulle), vwe La(R),

como queriamos mostrar. W

Jaillu )
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(3.12)

(3.13)

(3.14)
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Lema 3.3 Sejam
Go(t) = min{t" 1™} e G3(t) = max{t",t™}, t > 0.

Entao
GPD.(1) < D.(pt) < Go(P)D(1), pt =0 (3.15)

Gl wle.) S/Q@*ﬂ ul)dz < G([| ule.), u€ Lo, (€). (3.16)

Demonstragao. Dados k,0 > 0, considere ¢, 19, r; > 0 satisfazendo

k=®(t) e o = (oro) = (i ().

De (3.10)
Co(ro)@(t) < ®(rot)
D(rt) < (i (r)P(t)
ou equivalentemente
ok < ®(( ()@ (k)
(¢ (o) (R)) < o,
o que implica
(oK) < G (o) (k)
G ()27 (k) < @7 (ko).
Portanto
G H0)2 7 (k) < @7 (ko) < G ()@ (K), 0,k > 0.
Sendo assim

G ()2 (k) < ¢ (ko) _ G ()27 (k)

N+1 N+l — N+1 , O, K > 0.
N N

(ok)™~ oK) (oK)

Integrando de 0 & t com relagao a variavel x, temos

GHo) MO k) "o (ko) Glo) [f M (k)
N41 /0 N1 dmg/ov ( N+1 dr < N+l /0 N1 dk.

g N K N

ou seja

C_l o B to (D—l r C—l o .
1N+(1_)1<I>*1(t)§ Lfl)drg N+(1_)1(I>*1(t). (3.17)
g N 0 r N g N
Veja agora que
~1
C1N+(10_)1 = maX{o'(lN)70'(N)}
O N

a%,a#}. (3.18)



De modo anélogo mostra-se que

¢l

o) . 11
———— =min{o¥,gm* ;.

g

2|~

De (3.17), (3.18) e (3.19)
G5 (0)®, (1) < @, (to) < ¢ (o) @, (1),

* *

para t,o > 0 quaisquer. Fixe, s,r1,75 > 0 e t,0 > 0 verificando

t=®.(s) e 0 = G(r1) = Gs(r2).

Segue de (3.20)

logo

Logo

Em particular, para

er=|lule,, ue Ls (),

temos
K3

@, ()Gl u

| e,

o) <o ( )G

[l

como queriamos mostrar. W

q>*)7 u G LCI’*(Q)’
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(3.19)

(3.20)

Lema 3.4 A func¢do ®.(t) cresce mais rapidamente que ®(t) no infinito, isto €, para

cada k > 0
(I)(kt) t—-4o00

B.(1) — 0.

Demonstragao. De (3.10) e (3.15), temos para cada k > 0

D(kt) _ D(k)Ci(t)
"=5.0 S e 7
donde
P(kt) max{t', "} "



para t suficientemente grande, com

_ )
Co = Cy(k) = 3.01)
Logo
O (kt) 1 oo
< <
0 =~ CID*(t) = OO( )tl*_ 07

mostrando que

O (kt) totoo

D, () ’

para qualquer £ > 0. ®

Observacao 3.1.1 Desde que | 2 |< 400, temos do Teorema 2.12 ¢ Lema 3.4
Lg,(Q) cont Lg(Q).

Lema 3.5 (i) (3.10) € equivalente a

2
l§¢(t)t <m, t>0
(1)
(it) (3.15) € equivalente a
/!
* < LAl <m*, t>0.
D, (t)

Demonstracao. Verificagao de (i): De (3.10)

Go(r)@(t) < O(tr) < Gi(r)@(t), r,t =0

C(1)@(t) = 2(t) = G(L)2(¢), t > 0.
Deste fato

Co(r) —Co(l)q)

t(®(tr) — D(1)) < G(r) = Cl(l)q)
r—1

tr —t - r—1

(t) <

(1),

para r > 1 e t > 0. Passando ao limite de » — 17, tem-se que

Co4 (1) () < 10'(1) < ¢1, (1) (1),

logo




5

ou seja

[ < <m, t>0.

Reciprocamente, temos do Lema 3.2 a desigualdade (3.10).
Verificagao de (ii): De modo anélogo ao feito anteriormente mostra-se esta equi-

valéncia. H

Lema 3.6 Sejam d o complementar de P,

Cu(s) = min{sﬁ,s%} e (5(s) = max{sﬁ, sm1}, 5> 0,

Entao B N ;o
mfb(s) < sP'(s) < l_—lq)(s), s>0, (3.21)
C(r)D(s) < (rs) < G(r)®(s), 7,8 >0 (3.22)
Ca(ll w [le) < /9513(| u|)dr < G(|| ullz), u € Lg(€2). (3.23)

Demonstragio. Foi visto no Capitulo 2 que ® = & e &(t) = sup{st — ®(t);s € R}.
Sabendo disto afirmamos que

O (P'(s5)) = ¥'(s)s — D(s), s> 0. (3.24)

Com efeito, desde que ® é convexa, para cada t > 0

2 =W & gy, 5>t
s—t = ’ ’
donde
P(s) > D'(t)(s —t) + D(t), s >t,
ou seja
p(t)t* — ®(t) > ¢(t)ts — ®(s), s >t > 0. (3.25)
Além disso
Mg@’(t), 0<s<t,
t—s
mostrando que
P(t)t? — d(t) > ¢(t)ts — D(s), 0 < s < t. (3.26)

De (3.25) e (3.26)
(1)t — B(t) > ¢(t)st — ®(s), t,s > 0.
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Portanto

O(P'(1)) = p(t)t* — ®(2). (3.27)

Segue dai que

B(D(s)) = B(P'(s)) = max{g(s)ts — (1)}

t>0

= )5 = B(s) = ¥(s)s — B(s), 5 >0,

mostrando (3.24). Derivando (3.24) com relagao a s, obtemos

@’((I)’(s))&)"(s) = d"(s)s,

sendo ®” > 0 (pois @ é convexa), tem-se

P'(D'(s)) = s. (3.28)
Desde que
o(t)t°
1< 0 <m, t>0,

para ¢t = ®'(s), ficamos com

ou seja

[D(P'(s)) < sP'(s) <m®P(P(s)), s> 0. (3.29)

De (3.24) e (3.29)

Assim _ _
/ /
sib(s)S l e<I>N(s)s_ m Cs>0,
implicando
m o~ ~, [ ~
—P(s) < sP'(s) < l_—1<I>(s), s>0

m—1

De modo analogo, mostra-se (3.22) e (3.23).

Lema 3.7 Sejam ®, o complementar de ®,,

Go(s) = min{sl*li—l,smrf—l} e (r(s) = max{sl*li—l, sm=1}, 5> 0.
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Entao . B I
— 1<I>*(s) <P (s)s < T 1<I>*(3), s >0, (3.30)
Co(r) D, (s) < Do (rs) < G (r)®u(s), 7,5 >0 (3.31)
Golll ullz,) < / &.(|u Nz < Gl w ll3.), v € Ly (). (3.32)

Demonstragao. Basta repetir os mesmos argumentos utilizados na demonstragao do

Lema 3.6. W

Lema 3.8 ¢, 9,, D e D, satisfazem a condicao Agy e as sequintes desigualdades

d,(t) > Ppt™, t €[0,1], (3.33)
d,(1) > Ppt", t € [1,+00), (3.34)
B, (t) < Pitw=r, t e [0,1] (3.35)
€
O.(t) < Pite=1, t € [1,+00), (3.36)

onde Py = ®,(1) e P, = D,(1).

Demonstragao. A condicao A, para estas fungoes segue imediatamente dos itens

(3.10), (3.15), (3.22) e (3.31). m

Lema 3.9 Seja ® uma N-funcgao satisfazendo as condigoes (S1) e (S2). Entao

(i) (p(5)s) = ¢(s)s* — B(s) < B(2s), s> 0;
d(s)

S

(i) 6( ) < ®(s), s> 0;

(iii) EIS*(@*S(S>> < ®,(s), s> 0.

Demonstracao. Durante a demonstragdo do Lema 3.6, foi mostrado em (3.24) a

seguinte igualdade

(P'(s)) = ¥'(s)s — D(s), s >0,

logo

Assim

D(p(s)s) < ¢(s)s* < /28 to(t)dt < /028 to(t)dt = ®(2s), s >0,

S
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mostrando (7). Note que

d (o(t)y  o(t)t* —o(t) ()
%< t ) - E = 0(t) = =52 1> 0. (3.37)
De (Sl)
2
Pt >1>1,1t>0,
o(t)
donde
p(t)t? > ®(t), t >0,
implicando
D(t
o)~ 28 >0
logo de (3.37)
d P(t)
—(—=) > t .
dt( / )20, t>0
o(t) . . - :
Mostrando que 5 ¢ uma funcao monotona nao-decrescente. Sabendo disto, temos
)
ﬂzf —P(t) <0, t>s>0. (3.38)

Observe agora que

Deste fato

mostrando (ii).

A prova do item (zii) é analogo ao feito no item (iz). W

3.2 A geometria do Passo da Montanha e a condicao

(PS)

Associado ao problema (3.1) temos o funcional energia Iy : Wy Ly(Q2) — R dado

por

L(u) :/Qq>(| Vu |)dx—/QB(u)dx—)\/QF(x,u)dx, w e W La(Q).
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Sejam Jy, Jo, J3 : Wy Le(2) — R, dados por

L@:lﬁqwmm“um:AB@meﬂm:/F@mm

Q
Segue do Lema B.1 (ver Apéndice B) que Jy, J, € C* (Wochp(Q), R), consequentemente
Ji,Jy € Liploc(WOqu>(Q),R) (ver definigao em Apéndice A). Sabendo disto, para
justificar que I : Wy Ly (€2) — R é um funcional Localmente Lipschitz, basta mostrar
que J3 € Lipj. (Woqu,(Q), R). Faremos isto no préximo lema.

No que segue, assuma que
b(t) = f(x,t) =0, parat < 0.
Lema 3.10 O funcional
Js(u) = /QF(x,u)d:B, u € Wy La (),
¢ localmente Lipschitz. Além disso, F(z,.) € Lipje.(R,R), para cada x € Q.

Demonstragiao. Dado wy € W, Lg(Q) e k > 0, observe que para cada u, v € By (wy) C
Wy Le(£2) tem-se

|h@—@@|_]AF@m—F@w@

_ LL(K?f@JMﬁ—Aaﬂ%ﬂﬁ}m‘

max{u,v}
gt//’ | fa, ) | dda,
Q Jmin{u,v}

segue de (S6) e (Ss)

)= aw)] < [ [ m{{}} (o) xio1(6) + cg(@)t™ X o (1) s
< ¢ [g)(lul+101)" Noulul+] v )] u=v] do
+0 [ @)l ul+ 1o ) aam( w4 [0]) a0 do
= o[ g@(ult o) v da
[Jul+]v|<1]

z)( | u v ) u—v]|de 3.39
e e ) )3

Afirmacao 3.1
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(i) 9(37)( lu |+ v DTO_1X[|u|+|v\§1](x) € Lz ()
i) g@)(lul+ v )" Xuirplen (@) € Ly ()

o kg >0

<1>*< ko H

D) | (Jul+ v D)™ gXuops |

r1—1
~ ) 1
D

5.< ColG (Go(l |

. ri—1
@) I (Tul+1v])" gXquspz |
_|_<’3( >, )z* 1)] CO > 0.

Assumindo a Afirmacao 3.1, segue de (3.39)

| Js(u) = J3(v) | < Cllg(lul+|v])™ " Xupw<y |

+C gl ul+ v )" Xtz 5.

2.

< Cho 7 HACCG (Gl w o) P
Gl v 67T |

< ot 2 1+C6_1(C3( <1>*)§*17:11
vl e )] hw=v e,

o que implica de (2.23)

[ Js() = (@) | < My (| Fulg™ + 1 Vo 57 46 (G0 Vu llo) P
+G( Vo 1)) ) 1| V=) llo
< Cn(R,wp) || V(u—0) |le, u,v € Br(wy),

r1—1
onde On (R, wo) = My (Rm_l"‘ | Vo fle +G5* (Ga(R+ || Vo ||<I>)ﬁ)>
Provaremos agora a Afirmacao 3.1.

Verificacao de (i) e (iii): Seja k € R qualquer. Da desigualdade (3.31)

~ rg@)(u |+ | vy _ g@)(u |+ o))t
/ﬂq’<k|||u|+| mlx'u‘ﬂvlﬂl)dﬂf - /[,UHM]@( m)da:
( |>T‘071
< AMKH@@@»@( - 1)da:,

donde segue de (3.35), para k suficientemente grande, que

*

= (9@)(ul+ v / (lul+ o)™ o=
o, = XJul+ v dx < P Cr(g(x)) = dx
/ﬂ ( Bl + ol |<1]) " Jiatstol< ( 1>
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implicando da desigualdade de Holder

~ ul|+|vl|)o! wl+|wv m* o
/cb ( g@)(ul+| |20 1 X[|u\+|v|S1]>dx§P1M / ( #| |+ [v] ) " |
Q [lul+[v|<1] *Ero- D,

para k suficientemente grande, onde

To—m*

M= </[|ul+v§1} C7(g($))£(:i* dm) A

Segue agora de (3.33)
~ wl+|vl)ot w|+|v
[ B [ (L,
= o

FAllwl+Tollle

para k suficientemente grande, o que implica de (3.15)

@) u]+ ] v ! ) lul+ o]
D, (o de < C _— D, dr <1,
l; GeiataTs mmlx”*”qﬁa’ () J o —)ds

para k suficientemente grande. Mostrando assim que

7‘01

<I>*< ko

1wl + o) gxgupi<) |

para algum kg suficientemente grande.
Verificacao de (ii) e (iv): Primeiramente, mostraremos (ii). Da desigualdade (3.31),

tem-se que

/ EI;* (Q(ZE)(| u | + | v |)r1—1XHu|+|v|21])dq} < / Q(g)&)*(ﬂ U | + | 2 |)T1_1)dx
Q

(lu]+v[=1]

donde segue de (3.36)

~ r— *(r1—=1)
/QCI)*(Q(@(l wl+ o )" X a1y de < /QC7(9)(| wl+ ) T Xuft o =142

Utilizando a desigualdade de Holder

[+ 10 D e < 6ol [

(lul+[v|>1]

r1—1
1

(lul+ o) de)™

onde

logo por (3.34)

~ C =
[ Blo@ T+ 1o b esn)de < ([ @lul+ v par)
Q 0 Q



82

Segue da convexidade de P,

[ &G+ 1o ) xpsnde < Cao(( [ @ulan) ™ + ([ @ pie)

mostrando assim (i1).

Observe agora que de (3.32), temos

Fg(lul+ 1o D™ KXoz g, < C61</Q‘1>*(9(|U|+!U|)”1X[|u|+vzu)dfl?>a

< Ce?l(/nuuuzu Gl ®u(( |+ |)r1_1)d‘”>’

implicando de (3.35)

—1)

Glo)(ul+]v]) 5 dr).

o+ 1o D xgursiion e, < 66 ([

[lul+lv[>1]

Usando a desigualdade de Holder e (3.33), obtemos a desigualdade

r1—1

r{— _ * 1*—1
Fotul+ 1o )" e s, < GH@[ [ (ul+lvpra] ),
[Jul+[v]>1]

r1—1

*_
Y

< (@[ [odul+ ol

a qual juntamente com a convexidade de ®,, implica em

Fgul+ 1o D™ X s, < 46_1<03[/Q‘D*(| u |>de}“+ [/Q<I>*(| v|)de] ;;i)

G (ool llo) 5 + CaGalll v o) P=5)

VAN

mostrando (iv).
Mostraremos agora que F'(x,.) € Lip,.(R,R), para cada € Q. Com efeito, para
cadaty € Rer >0, sejam s1, 89 € (tg—1,tg+7). De forma analoga ao feito em (3.39),

temos para cada x € )

| F(x,s1) — F(x,s9) |

IN

g(@) ((Fsu |+ 1s2 )+ (Iso |+ 1s21)) [ 81— 52

< g(z) ((2r 4+ 2tg)"™ + (2r + 2to)™) | 51— 52 |

K(x,to,r) | s1— s2 |,

onde K (z,to,7) = g(x) ((2r 4+ 2ty)™ + (2r +2t5)™). W
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Lema 3.11 FExistem My, My > 0, verificando

/mewsmuwmmﬂ+muwmmﬁ (3.40)
Q

para qualquer u € Lg, ().

Demonstragao. Observe primeiramente que

/ F(z,u)dx = / F(z,u)dx + / F(z,u)dz
0 [u>1] 0<u<1]
< C g(x) |u|"de+C g(z) | u|™ do.

[u>1] [0<u<1]

Usando a desigualdade de Holder

1

/QF(:L*,u)da: < C(/Q]g(x) \(z)/dx>(£§)/</[uzu | u

1

+C</Q o) (%) da:>(%*)/</m<u<l] L dx>’20*

%
l*d)
X

o que implica de (3.33) e (3.34)

Cl / [ CQ / %
Fle,u)de < — d, (u)dx + = d, (u)dx
/Q (@, w) Po< [w>1] (w) ) Po< 0<u<1] (u) )

< MoGs(]| u flen) ™ + MiGs(|| u [|la) ™,

para qualquer u € Lg,(2). W
Mostraremos nos proximos lemas, que o funcional I, satisfaz as hipotéses do

Teorema do Passo da Montanha Generalizado (ver Apéndice A).

Lema 3.12 Para A > 0, existem «, sg > 0 tais que
L(u) >a>0, ue WiLe(Q), com || Vu |o=s,
para s € (0, Sp).
Demonstragao. Seja u € W Ly (Q) Observe que
L) = /Qq>(| Vau )z — B(u) — AF(z, u)dz

> Gl Vu o) = brGs(]] w |

v.) —)\/QF(x,u)d:v.
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Segue do Lema 3.11 (ver Apéndice B),

IA(U)

v

Gl Va [lo) = biGs(ll e fla.) = AMoGs (|| w [le,) = = AMGa(]|  [la,) ™
> Gl Vu lle) = biG(Ko | Y [le) = AMoGs(Ko [| Ve [la) = = AMiGs (Ko || Vu [le) ™,

donde
[)\(U) > ™ — bl(K()S) — )\MO(K{)S) — )\Ml(K()S)

1
para | Vu ||¢= s < min {1, —} Assim
Ko

rol® ral*
L) > 8™ — (b o) 8" — AMoKy™™ s5e — AMKI's™, (3.41)

1
para || Vu ||¢= s < min {1, ?} . Lembrando que
0

*

To
o em <y,
m

m <l m<
segue de (3.41) que existem a, s9 > 0, verificando
I\(u) > a >0, para || Vu |le=s € (0, so),

como queriamos mostrar. W

Lema 3.13 Sejam Qg C Q um conjunto aberto satisfazendo (S7) e uy € C3°(Q2), tal

que
(i) up >0, uy Z 0;
(1) supp(ug) C .
Entao, existe tg = to(ug) > 0 tal que

I\(toup) < 0.
Demonstragao. Para cada t > 0, observe que
L(tuy) = /Q ((ID(t | Vo |) — Bltug) — )\F(x,tuo))dx
< a /Q B(| Vo |)da — bo/ (tuo)dz — /QF(x,tuo)dx

< Cl(t)/ﬂ<1>(| Vug |)dx — bola(t) | Pu(ug)dr — )\/ F(x,tug)dz,

Q Q
donde segue de (S7)

Li(tug) < Cit™ — Cot”™ | t > 1,



85

onde
c, :/cp(\ Vo |)dxe02:b0/¢>*(\ o ).
Q Q

Desde que m < [*, concluimos que
f,\(touo) < 0,

para ty suficientemente grande. W
Segue dos Lemas 3.12 a 3.13 que existe uma sequéncia (u,) C W, Lg(S) verifi-
cando

I(uy,) noEge cx e m(uy) jimase 0,

isto é, (u,) é uma sequéncia (PS). (ver definicdo em Apéndice A). Verificaremos,

através dos proximos resultados, que esta sequéncia (PS), é limitada em W, Lg ().

Lema 3.14 9,F(z,t) = [f(z,1), f(z,1)], z€Q et eR.

Demonstragao. Ver Chang [25]. B

Devido a descontinuidade apresentada no termo semi-linear do problema (3.1),
foi preciso desenvolver o resultado a seguir, o qual acreditamos ser novo no contexto
de espagos de Orlicz.
Teorema 3.2 Sejam Q2 um dominio aberto com fronteira suave, ® uma N-funcao ve-

rificando (S1) e (S2). Suponha ainda que f(x,t) e F(z,t) verificam as condigoes (Ss),
(Se) e (Ss). Entao o funcional J : Le,(2) — R dado por

J(u) = /QF(x,u)d:E, u € Lo, (92),
€ localmente Lipschitz e
0J(u) C O F(z,u) q.t.p. x € Q.
Além disso, J = J|x € Lipioe(X,R) , onde X = D"®(Q) ou X = W'Le(R), e

-~

0J(u) =90J(u),u € X.

Demonstragao. Mostra-se de forma analoga ao feito na demonstragao do Lema 3.10
que J € Lipoe(La. (), R). Dados u,v € La. (%), sejam () C La.(2) e (5,) C Ry,
com

fin "0 em Lo, () e 6, =570,
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verificando
n—-4oo 6n
1
= hrf = / (F(z,u+ py + 6,0) — Flz,u+ py)). (3.42)
n—-—r+:oo n Q

Mostraremos agora que
J(u;v) < / FO((x,u);v) dx.
Q

Com efeito, definindo

F(z,u+ p, + 0,0) — F(x,u+ )

Fo.(v) = 5.

, €, neN,

01 () = min{u(x) + pn(z), u(x) + po(x) + opv(z)} 2 € Q, n € N

Oy () = max{u(x) + pn(x), u(x) + p,(x) + 0pv(z)} € Q, n € N,

temos
02(x)

F,(v(z)) = —/9 flz,t)dt, x € Q, neN.

Para cada n € N, tem-se de (Sg) e (Ss)

02(x)
B < 5| [ fed
n 91(.’2)

< Cg@) 2wl 42 g |+ 10 )7 v | X2l +pi<)

1

+Cg(@) 2 [ [ +2 ] pn |+ [0 )7 [0 | Xouls 2l tof>1 7 € N,
donde segue da desigualdade de Young (ver Teorema 2.5) que

| Fo(0) | < @.(Cyl2|w| 42 pn |+ v [ X2u2hm +101<1]) +224( v ])

+0, (Cg(@)[2 ] w | +2 | i |+ 10 1™ 7) X2ful2fan 4ol
o que implica de (3.30), (3.34) e (3.35)

| Fa(v) |

IN

C?(CQ(JT))‘T’*((Q Jw | 42| o |4 10 1) X2l 2lm +ol<11)

20,(| v |) + G (Cyg(x)Pu (2 | u | +2 | g | + 1 v D™ X2lul+20pm|+101>1])
m*(rg—1)
Piér(Cg(@))2 [ | +2 | o |+ 10 1) T Xiaful2lun - ol21]

U(r1—-1)

+PG(Cg(@)) 2 | u | 42 [ i | 4+ 10 1) 7T Xi2jut2lpn|+oj>1) + 2P4( v ]).

IN

IN
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Utilizando agora a desigualdade de Young para os espagos de Lebesgue, temos

m*—1 m*
| Fo(v) | < CiGr(Cg)™ =0 + (2 [ w [ +2 [ v [+ | fin )™ X2l 20|+ lo]<1]

*—

FC2G ()0 + (2 [ [ 421 0 [+ |t ) Xttt + 2241 0 ),
donde segue de (3.32), (3.33) e da convexidade de ®,, que
| Fa(v) | €(2) + CL®u(| u |) + C2@u(] ptn |) + C3@u(J v ]), n €N, (3.43)
onde £ € L*(Q2). Desde que
ftn "% 0 em Lo, (),

temos

@.(| o 1) "= 0 em L'(Q),

e portanto da teoria de medida e integragao
O, (| i |) () < p(z) qtp. z € Qen €N, (3.44)
para algum g € L'(Q). De (3.43) e (3.44)
| Fu(v) | €(2) + C1@u(] w |) + C2@u(] v [) + Cspe q.tp. em €,

com £(x) + C1®P.(| u |) + Co®u(| v |) + Csu € L*(Q). Deste fato, temos pelo Lema de

Fatou

limsup/Fn(v)d:BS/limsupFn(v)d:U,
Q

n—-+00 Q n——+4oo

donde segue-se, da defini¢ao de F°((z,u);v), que

1imsup/QFn(v)da: g/FO((:c,u);v)d:c. (3.45)

n—-+4o0o 0
De (3.42) e (3.45)
J(u;v) < / FO((z,u);v) du,
Q
como queriamos mostrar. Sabendo disto, usando a Observacao A.0.2 (ver Apéndice

A), ficamos com

Fuv) < / max{ (€, 0(2)): € € OuF((x, u); v)}da,
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implicando do Lema 3.14

J(u;v) < f(z,u)vdx + fx,u)vds. (3.46)

- Jp<o) T [v>0]

Verificaremos agora que
0J(u) C Oy F(x,u) q.t.p. z € Q.

Sabe-se que 8J(u) C (Lg,(2))". Além disso, pelo Teorema 2.6 tem-se que (Lg, (Q2))" =
L (€2). Assim, dado um funcional Ve dJ(u), existe uma fungao ¥ € Lg (£2), satis-
fazendo

<$, v) = /Qwvdx, v € Leg, ().

Afim de simplificarmos a notacao, indentificaremos o funcional 12 com a fungao .

Visto isto dado ¢ € 0.J(u) afirmamos que
Y(r) > f(r,u) gt.p. v € Q.
Com efeito, suponhamos que exista A C 2, | A |> 0, com
Y(z) < f(z,u) q.t.p. x € A

Neste caso
/ W(z)ds < / f(x, u)d. (3.47)
A A

Considerando T = —x 4, temos U € Lo, (£2), além disso de (3.46)

_/Awdg; = /Qz/@dxg JO(u,v) < /Qi(x,u)ﬁdx:—/fli(z,u)d%

/Awd:vz/Ai(x,u)d:c,

contradizendo (3.47). Provando assim que

donde

flz,u) <(x) qt.p. z € Q. (3.48)

De modo analogo, mostra-se que

U(z) < f(z,u) qt.p. z € Q. (3.49)
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De (3.48) e (3.49), conclui-se que

flz,u) <o(x) < fz,u) qtp. z€Q

implicando pelo Lema 3.14
W(z) € O, F(x,u) q.t.p. x € Q.

Portanto

0J(u) C 0, F(x,u) q.t.p. z €

Suponha que X seja igual a D"*(Q) ou igual a WH®(Q). De forma analoga ao
feito na demonstracao do Lema 3.10, mostra-se que J=J |x € Lipie(X,R). Neste
caso, observe que

X c(c;;t L(D* (Q)

Ce(Q) C X C Lg, ()

ver Capitulo 2). Desde que Cg° (€2 e _ Lg, (€2) (ver Proposicao 2.5), tem-se
0 *
YH-HCP* — th (Q)

Visto isto, segue do Teorema A.3 (ver Apéndice A)

-~

0J(u) =90J(u), u e X,

como querfamos demonstrar. W
Lema 3.15 Para cada u € Wy Ly(9),
0Js(u) C OF,(x,u) q.t.p. © € Q.

Consequentemente dado p € 0J3(u), tem-se que p € Lg (£2),

| p(x) |< max{] f(z,u) |,| f(z,u) |} ¢t.p. 2 €Q

p(x) =0, z € [u<0].
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Demonstragao. Desde que 2 ¢ um dominio limitado, temos
DY (Q) = Wi Lg ().
Deste fato, segue do Teorema 3.2 que para cada u € Wy Ly ()
0J3(u) C O, F(z,u) q.t.p. z € Q.

Sabendo disto, para cada p € d.J3(u) temos pelo Lema 3.14

donde segue-se que

| pl) 1< max{] f(z,u) |,| T, u) [} a.tp. @€ Q.

Além disso, conclui-se pelo fato de (Lg, ()" = Lz _(Q2), que p € Lg (). Recordando
que

flr,u) =0, z €u<0],
temos

flz,u) = flz,u) =0, x € [u<0],

implicando pelo Lema 3.14 que
p(x) =0, x € [u <0,

como queriamos demonstrar. W

Lema 3.16 Dado qualquer 7 > 0 e u € Wy Lg(2), temos

0 T
l

o Yo on f o) on( f o)

para cada p € 0J3(u).
Demonstragao. Sejam 7 > 0 e u € W, Ls(£). Dado p € 8.J3(u), observe que

‘/QF(x,U)d:L’ - %(P, u>‘ = ‘/QF(x,u)dx - %/ﬂp(a:)udx : (3.50)

pois
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Assim

}/ T, u) :I;——p, /]Fa;u]dx+ /]p | w| de,

o que implica de (Ss) e Lema 3.15
C
[P de+ S [ P | ds
Q T Ja

)/QF(:);,u)dx— %(p, )]
(1 + g) /Q | Fla,u) | d,
dai por (Sg)

1
| [ Pede = 2| <o [ Tgllul xuends+ [ 1911 el xpusnds)
Q T Q )

Usando a desigualdade de Holder

[ Paair=Loa| < o [([1055) [
+</Q!9\“‘l‘*“) : </[u|211|u

‘/QF(x,u)dx—%@’u)’ S]\41</Q<I)>.<(U)dx>;LO +M2</Q(I) (u )dm);l7

como queriamos mostrar. W

IN

IA

T0
m* > m*

obtendo

Lema 3.17 Se (u,) C Wy Ly () € uma sequéncia (PS), para Iy, entio (uy) € limitada
em Wy Lo(9).
Demonstragao. Desde que (u,,) ¢ uma sequéncia (PS)., tem-se

n—-+oo n—-+oo

I(u,) — ¢y em(u,) — 0,
com
m(u,) = min|| € [[wiL,@)-; € € Ol (un)}-
Considere w,, € 01,(u,) verificando
| wn HW(}L@(Q)*: m ().

Recordando que I = J; —Jo—\J3, e sendo J1, J, € C'(X,R), temos (ver propriedades
(Ps) e (P;) em Apéndice A)

oI\ (u,) = 0Ji(uy) — dJo(uyn) — 0 (AJ3) (uy)

= {Ji(un)} — {Sa(un)} — A0 J3(un).
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Sabendo disto, tem-se pelo Lema B.1 (ver Apéndice B)
(W, Up ) = / o(| Vuy, |) | Vu, |* dz — / b(un ) uidz — M pn, Un),
Q Q
para algum p,, € 0J3(u,). Deste fato, para cada 7 € (m,["), temos de (S2) e (S3)
1 1 ,
D) = Hu) = [ (@ Fun )= 26 T )| Ve [ )
1 , 1
_/Q (B(un) — ;b(un)un)dx - A(/QF(x,un)d:c — ;(pn,un>)

> (1—?)/9@(]Vun iz — (1—2)/93(%)(13;

—)\‘ /QF(:v,un)dx— %(pn,um . (3.51)

Usando o Lema 3.16, (S3), (S4) e (3.11), obtemos

IA(un)—%(wn,u@ > (1_T)/Qq><\ Va, [)dz — (1—l—*> /QB(un)d:c

T T

0 1
ES

i /Q @. ()" M /Q . (1))
(1 - ?) G|l Vi o) + (l? - 1) bo/Q@*(un)dx

1
3

i /Q <1>*(un)dx>’3 A /Q @, (u)dr)" . (3.52)

v

Desde que

0<% c1e0<tan,
m* [*

temos que a funcao

I* " "
h(t) = (— - 1> bot — AMytms — AMyt?™ | ¢ >0

T

¢ limitada inferiormente em R, ja que h(t) & continua e h(t) =25 +o00. Sendo assim,

podemos definir

ho = glg h(t) > —o0. (3.53)
De (3.52) e (3.53)
1) = ) = (1) ol T o) + o (3.54)

Por outro lado, desde que (u,) é uma sequéncia (PS),

L) — ~{wnw) < Cy + Cs || Vi [l (3.55)
T



93

para n suficientemente grande. Tem-se de (3.54) e (3.55)
m
(1= 2) Golll Vum llo) + o < C1 4 Co | o,

para n suficientemente grande. Mostrando assim que a sequéncia (u,) é limitada. W

Corolario 3.1 As sequéncias

o), {/Qq>(| Vu, )z} e {/Qcp*(mn )z}

I un |

sao limitadas.

Demonstracao. Sendo (u,) limitada, este corolario segue imediatamente das de-
sigualdades (2.23), (3.11) e (3.16). ®

Foi visto através dos Lemas 3.12 e 3.13 que o funcional I, possui geometria do
passo da montanha. Agora verificaremos que a familia de funcionais (7)), possui a

seguinte propriedade:

Lema 3.18 Seja up € C5°(Q2) considerada no Lema 3.13. Entao

A——+00
max I\(tug) "— 0.

Consequentemente,

onde

ey = '1yI€11£ max L(y(1)),

T = {y € C((0,1]; W3 La(€2));7(0) = 0 e (1) = touo} ,

ety > 0 € a constante obtida no Lema 3.135.

Demonstragao. Para cada A > 0, temos de (.S7)

L(tuy) = /Q Bt | Vg [)dz — /Q Bltug)dz — A /Q Fla, tu)da
/QCI)(t | Vug |)d:1:—/QB(tu0)dx
< Gl0) [ @1 Tuo [z = uGa(t) [ (o)

Q

IA

Assim

In(tug) < kiGi(t) — kaCa(t), (3.56)
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onde
o :/cb(y Vo )z e ks :bo/cb*(uo)dq:.
(9] 0

Mostrando que

L(tug) =5 —cc.

Considerando
max I\ (tug) = Ix(trug), (3.57)
obtemos do Lema 3.12 que I)(t\up) > 0. Seja (\,) uma sequéncia, verificando

n—-4oo
Ap —— +00.

Afirmamos que (t,,) ¢ uma sequéncia limitada. Com efeito, suponha que (¢,,) ndo seja

limitada, isto é, que a menos de subsequéncia

t)\n nioo “+00.
Por (3.56),
0< Igl;&OX fAn(tuo) = [,\n,a(t/\nuo) < ClCl(tAn) - C2C2(t>\n)

m m* n—-+00
= «aty —cty — —0Q,

o que ¢ um absurdo. Logo, (¢,,) ¢ limitado. Suponha agora que t,, > ky > 0. Logo
0< I?Zaoxf,\n(tw) = 1), .q(tr,uo)
= [ (20 Ver,00 ) = Bltr,u0) = NoPlaty,uo) ) o
Q
< Gty [ @ Vuo o - tcalts,) [
Q

Q

< Kl/qp(y Vo \)dx—KQ/CI)*(uo)dx—)\n/ Fla, tr, ) da
Q Q

Qo

D, (up)dx — )\n/ F(z,ty,up)dz
Q

implicando de (S7) que
0< r?g]XIAn(tuo) < K, / O(| Vug |)dx — Kg/ P, (ug)dr — N\ Ko | Qo |,
= 0 Q
logo

0< max I (tug) "= — o0,
24

o que é uma contradicao. Portanto,

n—-+o0o
t)\ — 0

n Y
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donde seque-se de (3.57)

A—400
max [, (tug) "— 0,
>0

ou ainda

A——+00
Cx Q

como queriamos mostrar. W

3.3 Convergéncia da sequéncia Palais-Smale

Seja (u,,) a sequéncia (PS). obtida nas segbes anteriores. Vimos através do Lema
3.17, que (u,) é limitada em Wy Lg(92). Segue do fato de Wy Lg(S2) ser um espago

reflexivo os seguintes limites

u, — u em Wy Lg (), (3.58)
U, — u em Lg, (), (3.59)

e
Zij - SZ em Ly(Q), i € {1,.., N}, (3.60)

a menos de subsequéncia.

Considerando
K(RY) = {u € C(RY); supp(u) é compacto em R"}

BC(RY) ={uc C(RY);| u |o= sup | u(z) |< +oo},

zeRN

definamos Cy(RY) como sendo o fecho do espago K (RY) com relagio a norma uniforme

do espaco BC(RY). Seja

M(RY) = o0 espago das medidas finitas sobre R”,
munido da norma

| p llm= sup{/RNudu;u € Co(RM), | u o= 1}.

Tem-se de uma versao do Teorema da Representacao de Riesz, que o dual do espaco

Co(RY) pode ser indentificado de maneira tinica com o espaco M(R™).
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Defini¢ao 3.3 Diz-se que uma sequéncia de medidas (u,) converge fraco para p em
M(RY), isto é
pin = puem M(RY),

quando

/RN udpy, =50 /RN udp, u € Co(RN).

Teorema 3.4 Uma sequéncia de medidas finitas em RY | possui subsequéncia conver-

gente.

Demonstracao. Confira Willem [55]. H

Para n € N, considere fi,, D, : Co(R"Y) — R funcionais dados por

(ﬁn,v>:/ (| Vu, |Jodz ¢ (ﬁn,v>:/ B, (w,)vdz, v € Co(RY).
RN RN

Perceba que estamos estendendo a funcéo u, para RY, da seguinte forma:

up(x), v €Q
un(z) =
0, cc.

Note que [i,,, V, s@o funcionais lineares continuos. Segue do Corolario 3.1, que existem

ki, ks > 0 tais que

IN

|V |oo / O(| Vuy, |)dz
]RN

< k1|v|oo>n€N

| (Fin, 0) |

| Gat) | < 0] / &, (u,)da
RN

< ko | v |0, nEN.

Sendo assim as sequéncias (fi,) e (7,) sdo limitadas sobre o espaco dual de Cy(R™).

Segue do Teorema 3.4, que existem p, v € M(RY) verificando
O(| Vuy, |) = pe ®,(u,) — v em M(RY), (3.61)
a menos de subsequéncia. Além destas convergéncias, temos ainda

U, "5 w em Lo (), (3.62)
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n—-+o00

up(r) — u(x) q.t.p. x € Q. (3.63)

Visto estas convergéncias, caminharemos agora com o objetivo de justificar que
u € Wy Le(Q) é uma solugao nao-trivial do problema (3.1). Para isto, mostraremos a

seguir alguns lemas, com a finalidade de mostrar que o funcional I satisfaz a condicao

(PS)e.
Lema 3.19 (i) Existem

e um conjunto enumerdvel J;
e uma familia {z;};c; de pontos distintos em R";

o uma familia de constantes {v;};es, v; > 0, tais que

v=0.(ul)+ 3 v,

jeJ
onde 0, € a medida de Dirac concentrada no ponto x;.

(11) Além disso
p= (| Vu )+ 6,
jed
para algum {p;}jes, pj > 0, satisfazendo
L U m* m* L U e m*
Vj < maX{SﬁV/Jle 7SN :U’jl 7S§VMJm7SN Mjm }7

para todo j € J.

Demonstracao. Confira Fukagai et al [32]. B

Lema 3.20 Fizado A > 0, a sequéncia (b(un,)u, + Apn) € limitada em Lg (92), onde
(pn) C OJ5(un).

Demonstragao. Segue de (S3) e (Sy)
b(t)t? < m*B(t) < bym*®,(t),t > 0.
Deste fato do Lema 3.9 (i), temos

| B0 < o) / @ (un)der < co,
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para algum ¢y > 0, pois (u,) ¢ limitada em Lg, (£2). Sendo assim, conclui-se do Lema
3.3 que a sequéncia (b(un)uy,) é limitada em Lg (€2). Mostraremos agora que (p,) é

limitada em Lg (€2). Usando o Lema 3.15, (Sg) e (Sg)

[pn] < Cg(x) | unl(@) 7" Xjual<n) (@)
+Cg(x) | wn() | X(unz11(2), € Q, neN. (3.64)

Foi visto na demonstragao do Lema 3.10, que

ro—1

/&D* (g(x) | v ’1”071 X[Ivléll) de < C} </ . (| v |)dx) ) , U E Lg, (),
Q Q

~ o
/ D, (g(x) | v " Xjzy) do < Cy (/ D.(lv Ddfr) , v E Lo, (),
Q Q

para algum Cj, Cy > 0. Consequentemente por (3.64)

- . o= N =
/(ID*(| pn dz < Cy </ ¢>*(un)dm> + Oy (/ (P*(un)dx) <Cy, neN,
Q Q Q

para algum Cp > 0. Mostrando assim que (p,) é limitada em Lg (€2).

Portanto, para cada A > 0 fixo, conclui-se que a sequéncia (b(uy,)u, + A\p,) €
limitada em Lz (€2). ®
Lema 3.21 Seja J o conjunto enumerdvel obtido no Lema 3.19. Entao o subconjunto
J={jeJ;v; >0},
€ finito.
Demonstragio. Seja 1) € C5°(RY) satisfazendo
e 0 <o <1,

L |z|<1
o Y(z) =

0, |z |>2.

Fixando x;, para algum j € J. , defina para cada ¢ > 0

ZL'—JI]'

velw) = o ( ), #eRY.

€
Note que a sequéncia (1t )nen € limitado em Wy Ly (), para cada e > 0 fixo. Desde

que

m(u,) "=5° 0

Y
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temos de (S3) e (Ss)
/ O] Vi V¥ (then)d = / ()2 + A i) + 0n(1)
RN RN

< bm* D, (up)dr + )\/ Prtnedx + 0,(1)

RN RN
= bm" D, (up)dr + )\/ | pruntbe | dz,
RN RN
consequentemente pelo Lema 3.15 e (Sg),
(| Vuy, |)Vu,V(Yeu,)de < bym” D, (up)bedr + NC | F(x,uy,) | Yedx
RN RN RN
+ou(1). (3.65)
Afirmamos que
VG a5 [P
RN RN

Desde que

o (| F(z,uy) | )neN ¢ limitado em Lg_(R") (mostra-se de forma anéloga ao feito

na demonstragao do Lema 3.20),
o | Flz,uy) |"==°| F(z,u) | qt.p. € RV,
temos por Brézis e Lieb para N-fungoes, desenvolvido no Capitulo 2
| F(a,up) |=] F(z,u) | em Lg (RY),

e portanto

/N | Py un) | theds "= /N | F(z,u) | eds,

ja que ¢, € L%(RN)H% Sendo assim, de (3.65) )
/RN o(] Vuy, )Vu, Vu,V(eu,)de < bym” . D, (uy)dr

+AC /]RN | F(z,u) | ¥edx + 0,(1). (3.66)
Observe agora que
[ o9 Ve ands = [ 6 9w, )| Vu, s
/ (| Vuy, Nu,Vu, Vihdr

> / (| Vuy, |)edx

/ o(| Vuy |)Vu,Vibedz.  (3.67)
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Do Lema 3.9(i), conclui-se que a sequéncia (¢(| Vu, |) | Vu, | )neN ¢ limitada em

Ouy, o
Lz(RY), e assim a sequéncia (¢(] Vu, |)aiggi)n€]R ¢ limitada em Lg(R"), para cada
ie€{l,..,N}. Logo
Ou,
6 (| Yy |) 5 = wy em Ly(RY), (3.68)
i

a menos de subsequéncia, para algum w; € LEI;(RN ). Sejam f! f": L5(]RN ) — R dois

funcionais lineares continuos dados por
e

) 0 .
<f2,<ﬂ>=/RNsoa¢ dxe(fl,@:/RNsoam

ondei € {1,...., N} en € N. Para cada i € {1,..., N}, temos

udz, ¢ € Lz(RY),

(G- fa ] = | g
Y.
< 5] 1wl
donde
% 1 < 1/}6 _
| (fa— f0) IS ||90Hq>||un—UHq>,

o que implica de (3.62)

I fy = F gy = sup{l (fi = fL0) [l e llg=1, ¢ € Lg(RY)}

a € n—-roo
mostrando que
fEUZE0 fem Ly (RY)* (3.69)

De (3.68) e (3.69)

i aUn n—>+oo
(i 01 T )52) "5 (1 i),
ou seja
aun awe n—-+0oo we
/RN o(| Vuy, [) Dz, Oz, updz "— / O, udx, 1€ {1,...,N}. (3.70)

Considerando w = (wy, ..., wy), tem-se

‘/RN (un¢(| Vu, )Vu,Vip. — uwvwe)dx‘ ’/RN (un¢(] Vu, )\Vu, — uw)Vzpedx‘

e
)¢

IN

al ou
S| [ (wnol] VD = wiad 5t
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donde segue de (3.70) que

’ / (und(| Vi )V, Vibe — uw Vi) dz| "=5° 0. (3.71)
RN
Logo
o(] Vuy, |)unVu,Vipdx —/ uwwVipedr = o0,(1). (3.72)
RN RN

De (3.67) e (3.72)

/ o(] Vuy, ) Vu,V(¢eu,)dr > l/ O(| Vu, \)wgdx—l—/ uwViedr +0,(1). (3.73)
RN RN RN

Agora de (3.66) e (3.73)

! / (| Vuy bz + / WV, < b [ G.(] up de
RN RN RN

+>\C’/ | F(z,u) | Yedx 4 0,(1),(3.74)
RN

ou equivalentemente,

l/ (I)(‘ Vuy, Dwedx +/ vwVipedr < bym” (I)*(’ Unp Dwedl’ + On(l)
RN RN RN

+/\C/ | F(z,u) | Ydz. (3.75)
RN

Passando ao limite de n — 400, obtemos de (3.61)

l wgd/ﬁ—/ (wVY)udr < bym* ¢5d1/—|—/\0/ | F(x,u) | Yedx+o0,(1) (3.76)
RN RN RN RN
Do Lema 3.20, existe n € Lg_(R") tal que
b(un)un + App — 1 em Ly (RY). (3.77)
Assim, passando ao limite de n — 400 na seguinte igualdade
on(l) = &(| Vuy, |)Vu,Vodz —/ (b(tn )t + App)vdz, v € Wy Le(RY),
RN RN

temos de (3.68) e (3.77)

/RN wVuvdx — /RN nudr =0, v € Wy Ly(RY).

Em particular para v = ui),., tem-se

/RN wV (uhe)dr — /RN nue = 0,
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donde

/ w(wVie)de = / nup.dr — YewVudr
RN RN RN
= / (nu — wVu)de. (3.78)
RN
Desde que
o | (nu—wVup [<| 0|l ul+|w] Vule L'(RY)
o (nu — wVu)i, kit 0, q.t.p. z € RY,
temos pelo Teorema de Lebesgue
/ (nu — wVu)dx =90,
RN
de onde concluimos por (3.78)
/ w(wVip)de =3 0. (3.79)
RN
Sabendo que
o | F(z,u)t |<| Fa,u) |€ LY(RY)
o | F(z,u)| ¢e(x) =50 qtp. z € RY,

temos do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

/ | Pz, u) | o (2)dz =2 0. (3.80)
RN
Considerando
1, x =z
o) = :
0, z € R™ \ {z;},
temos

() =9 ¥ (z) pontualmente em RY.

Além disso
¢€($) < XBl(33j)<I>7

para € > 0 suficientemente pequeno. Sabendo disto, pelo Teorema de Lebesgue

= /R du = pl{s}) = (3.81)

RN
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Vedyv kit Ydv = v;.
RN RN

Passando ao limite de e — 0 em (3.76), obtemos de (3.78) a (3.81)
l,uj < blm*l/j, jE j, (382)

donde segue do Lema 3.19 que

l,uj < Clﬂ?a

* m* I m*
l<aeq—, , —,
"1l " m m

O<l§clujo."1, jedJ.

para algum « verificando

e ¢; > 0. Deste fato,

Mostrando assim que

pi>co, jEJ, (3.83)

para algum ¢y > 0. De (3.82) e (3.83)
v, >, jEJ, (3.84)

para algum ¢, > 0.
Podemos concluir agora que J é finito, pois do contrario, teriamos
E vj > E cop = +00,
jeJ jeJ
contradizendo o fato de v ser uma medida finita. H

Verificaremos a seguir que na verdade o conjunto .J é vazio, para A > 0 suficien-

temente grande, fato este nao percebido em [32].

Lema 3.22 J ¢ vazio, para A > 0 suficientemente grande.

Demonstragao. Seja (u,) C WyLs(Q) a sequéncia (PS),., obtida nas segoes an-

teriores e (w,) C 0l\(uy) tal que || wy [lwiLy @)= m(u,). Para cada 7 € (m,l"),
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temos
1 1 ,
L(uy) — —(wp, uy) = O(| Vuy, |)de — = | ¢(] Vuy, |) | Vu, |* dz
T Q T Ja

1 1
+—/b(un)uid:ﬂ—/B(un)da;+—/pnundx—/F(x,un)d:v
T Ja 0 T Ja Q
1
_ /cp<| Vu, |)dx——/¢(| Vu, ) | Vu, 2 do
Q T Ja

1 1
+—/b(un)uid:)§—/3(un)daz+—/ Prlndr
T Jo I9) T Jun>0]

1
—/ F(x,un)dx—i-—/ pnundx—/ F(z,uy,)dz
[un>0] T Jlun<0] [un<0]

onde p,, € 0J3(u,), implicando do Lema 3.15

1 1
I(tn) = ) > /Qq>(| Va, |)dm—;/ﬂ¢(| Vun |) | Vi 2 de

1 1
- b n 2d - B n d - y Un nd
+ /Q (un)u;dx /Q (up)dzx + / [z, uy)updz

T T Jlun>0]

—/ F(z,u,)dz.
[un>0]
Segue de (S2), (S3) e (S9) que

I (uy,) — %(wn,urﬁ 2 <1 - ?) /

Q

O(| Vuy, |)dz + <l—* - 1) /QB(un)dx,

-
donde

m

e+ on(l) > (1_?)/9@“ Va, )z + by <§—1) /Q@*(un)dx

> (1_2)/9@(1 Y, [)dz, A> 0.

Seja p € C°(RY) tal que ¢(z) = 1, x € Q. Neste caso, tem-se que

ey +on(1) > <1 — m) /N O(| Vu, |)pdz, X > 0.
R

T

Passando ao limite de n — +o00, obtemos de (3.61)

C)\Z(l—@>/RNQOd/LZ(1—g)M(ﬁ), A> 0.

T

Com efeito, suponha agora que o conjunto J seja diferente do vazio. Assim, para algum
jeJ
m
Cy > <1——)/JJ]', A>0.
T
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Vimos no Lema 3.21 que
pi > co, 1 € J,
podemos concluir que

cAZ<1—§>co>0,

contradizendo o Lema 3.18. Logo J = (), como queriamos mostrar. M
De um certo modo, concluiremos através do préoximo lema que existe uma com-

pacidade entre os espagos W, Lg(Q) e Lo, (£2).

Lema 3.23 A sequéncia (u,) converge fortemente para u em Lg, (€2).

Demonstragdo. Seja ¢ € C5°(RY) tal que &(z) = 1, para x € Q. Neste caso, de
(3.61) temos

lim D, (u,)dr = lim D, (u,)Edr = Edv.

n—-+oo Q n—-+4oo RN RN

Segue do Lema 3.19(7) e Lema 3.22

n—-+o0o

lim Qé*(un)d:p = /RN D, (u)édr = /QCI)*(u)da:. (3.85)

Lembrando que ®, é uma funcao convexa, segue de um resultado devido a Brezis e

Lieb [20] que
/Q (Pu| un |) = Pul| up —u]) = Du( w|))d masay) (3.86)

De (3.85) e (3.86)
/ @, (| up — u |)dz "=5° 0,
0

a menos de subsequéncia. Deste fato, podemos concluir do Lema 3.3 que (u,) converge

fortemente para u em Lg,(£2). W

Lema 3.24 Seja (u,) C Wy La(Q) a sequéncia (PS). obtida anteriormente. Entdo
/Q (6(] Vit )Vt — (| Vo [) Vi) (Vi — Vi) de "55° 0,
Demonstracao. Defina 7 : RY — R, dada por
T(x)=®(x|), v €RY.

As seguintes propriedades envolvendo a fungao 7" ocorrem:



(i) T € CHRY;R).
(ii) T é convexa.
Sabendo disto, tem-se
(VT(z) = VI(y)) (x —y) >0, z,y € RY,

donde
(0| =z =o(ly [)y) (z —y) >0, =,y € RY,

em particular
(o(| Vuy, |)Vu, — o(| Vu |)Vu) (Vu, — Vu) >0, n € N.
Sendo assim

0 < /Q(qﬁ(]Vun )V, — (] Vu V) (Vay — Vu)de

- / 8| Vi

—i—/ﬂ¢(\ Vu |)Vu(Vu, — Vu)dz

)Vun(Vu, — Vu)dz

106

(3.87)

(3.88)

Seja (wy,) C 0l\(uy) tal que || wy (WL, @)= m(un). Desde que (u, —u) & limitado

em Wy Ly(£2), temos

(Wp, Uy, — w) "R,

Assim

on(1) = /Q (| Vit VitV (1 — u)der — /Q (btn)tn + Ap) (n — ). (3.89)

Dos Lemas 3.20 e 3.23, tem-se que

| /Q ((un)itn + Apn) (= w)dz| < | blun )t + Ay

3.1l Un

B = o, =57 0.

IN

De (3.89) e (3.90)
Q
Desde que

ou,, R ou

em Lg(€2),

—Uu

D

(3.90)

(3.91)
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a menos de subsequéncia (ver convergéncia (3.60)) e ¢(| Vu \)g—u € Lz(Q) para cada
i

i€ {l,..., N}, temos

ou (Ou, Ou

donde segue-se que

) dz "=5°0, i e {1,..,N},

/ o(| Vu ) Vu(Vu, — Vu)dz "2 0. (3.92)
9)
Agora de (3.88), (3.91) e (3.92)

Q

como querfamos mostrar. W

Lema 3.25 Sejam 3 : RY — RY um operador estritamente monotonico e (v,) C RY

uma sequéncia verificando
(B(vn) — B(v)) (v, — v) "0 em R,

para algum v € RY. Entdo

n—-+o00
v, /5w em RV,

Demonstracao. Este resultado é devido a Dal Maso e Murat [29]. ®

Lema 3.26
Vug(z) "=5° Vu(z) ¢.t.p. = €.

Demonstracao. Seja 3 : RY — RY a aplicacdo dada por
B(z) = ¢(] Vo |)Vz, v € RY.
Na demonstra¢ao do Lema 3.24 em (3.87), vimos que
(6w Dy —=e(zy)@—y) =0, 2,y € R,

Deste fato § é um operador monotonico. Mostraremos agora que 3 é um operador

estritamente monotonico, isto é

(61w Dy —o(l @ )@ —y) >0, 2 £ .

Utilizando a desigualdade de Cauchy, temos

(sl ahy=olahy)@-1) = o(allal(e]=]yl)
oy Dyl (yl=lzD. (399

Considere agora os seguintes casos
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1° caso: |z |<|y|.
De (S1), tem-se que ¢(t)t é estritamente crescente, deste fato segue de (3.93)

(6 hy= oo ) —9) > ol lal(a]~]y])
tollal) e [yl —lal)=0

2" caso: |z |>|y|.
Basta utilizar a mesma ideia do 1° caso.
3" caso: |z |=|y].
Sendo x # y, tem-se da desigualdade de Cauchy
s>l elly =l o P
donde segue-se que

(el @y — ol = y) (@ = 9) = 20( = ) | & > ~26( @ Jay > 0,

Através do 1°, 2° e 3° caso, conclui-se que o operador (3 é estritamente monotonico.

Utilizando o Lema 3.24
(6(] Vun [)Vuy — 6] Vau |) V) (Vu, — Vu) "=570, q.t.p. = € Q,
ou seja
(B(Vug) — B(Vu), Vuy, — Vu) "2E00, qutp. € Q.

Logo pelo Lema 3.25

Vug(x) ey Vu(zr) q.t.p. = € Q,

como queriamos demonstrar. W

Lema 3.27 O funcional I satisfaz a condi¢ao (PS)., para A > 0 suficientemente

grande.

Demonstracao. Comecamos a demonstracao destacando os seguintes fatos:

(i) ®(] Vu, — Vu |) < Cro(| Vg, |) | Vuy, > +C20(| Vu |) | Vu |2, n € N.

De fato, basta utilizar (5;), a convexidade e a monotocidade de .
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(i) ®(] Vun(z) — Vu(z) |) "=5°0 q.t.p. = € Q.

Segue de imediato do Lema 3.26.

(iii) C1o(] Vuy, |) | Vu, | +Ce9(] Vu |) | Vu |*€ L'(Q), n € N.
Ja que ¢(| Vu, |) | Vu, |, 6(| Vu |) | Vu |€ Lz(2) e | Vu, |,| Vu |€ Lao(£2).

(1) (6 Vun )| T ) "= (] Vu |) | Vu P atp. em 0

Segue imediatamente do Lema 3.26.

(v) /Qﬁb(’ YV, |) | Vu, |? de "0 /Qﬁbﬂ Vu ) | Vu |? dz.
Note que
/¢(| Vu, |) | Va, [2 de = /¢(\ Y, )V (Vi — Vau)dz
Q 0
+/ o(] Vuy, |)Vu,Vudz. (3.94)
Q

De fato, ja foi visto que a sequéncia (¢(| Vu, |) n

i€{l,..,N}. Do Lema 3.26 tem-se

-) ¢ limitada em Lg(2), para cada

o Fun@) D G2(0) "= 6(] Tule) Do) atp. @ €
Sabendo disto, temos de uma versao do Brézis e Lieb para N-fun¢oes, apresentada no
Capitulo 2
61V, D22 — 6 Vu ) 2% em Ly ()
Up oz, u oz, em Lz(€2).
Dai, mostra-se que
/ o(| Vuy, |)Vu, Vudz "=25° / o(] Vu |)VuVudz. (3.95)
Q Q

Durante a demonstra¢do do Lema 3.24 em (3.91), mostrou-se a seguinte convergéncia
/ O(| Vg |)Vtn(Vu, — Vu)dz "=5° 0. (3.96)
Q

De (3.94)-(3.96) tem-se (7ii). Utilizando o Teorema Generalizado de Lebesgue, temos

de () — (v)
/ (| Vu, — Vau |[)dz "= 0,
Q
donde segue-se do Lema 3.11
n—-+0oo

U, — U € W()qu)(Q)a

e consequentemente que o funcional I, satisfaz a condigao (PS).. ®
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Lema 3.28 Dado ¢ € W Ly(Q), temos

/ o] Vi )Vt Vipda "=55° / o] Vu ) VuViode
(9] 0

/ b(uy ) unpds "= [ b(u)updz.
Q Q

Demonstragao. Para cadan € N
| (] Vun NV Ve [< 6(] Vuy |) | Vu, || Ve [€ LH(Q). (3.97)

Jé foi visto anteriormente que (¢(| Vu, |) | Vu, |) € uma sequéncia limitada em Lg(€2),
além disso

O Vi ) | Vg |"=5° (] Vu |) | Vu | q.t.p. z € Q. (3.98)

Deste fato, temos por Brézis Lieb para N-fungoes (resultado desenvolvido neste trabalho

no Capitulo 2) que
o] Vun |) | Vug [= o(] Vu [) [ Vu | em Lg(9),

ou seja

/¢(\ Yy |) | Vuy, | de "= / O Vuy [) | Vu | ddz, b € Lo(S2).
Q Q

Em particular

[ o0V ) Va1V de "= [ o Va ) | Vu || Ve ldo (399
Q Q
Do Lema 3.26

O(| Vg |)Vua Vi "=25° ¢(| Vu |)VuVe q.t.p. z € Q. (3.100)

De (3.97)-(3.100), temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/ o] Vi )Vt Vipda "5 / o] Vu [\ VuVipdz,
Q Q

para qualquer ¢ € Wy L (€2).
Observe agora que, para cada ¢ € W, Ly ()

| b(tn)un |< b(un) [ un || @ |€ LY(Q), n €N,
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ja que b(uyp) | u, [€ Lz (2) e | ¢ |€ L, (). Vimos através do Lema 3.20 que

(b(un) | u, | ) € limitado em Lg (€2), além disso da convergéncia (3.63)

n—-+o00

b(up) | uy | — b(u) | u| q.t.p. x€Q.
Neste caso, temos pelo Teorema 2.7 (versao do Brézis e Lieb para N-fungoes)

/ () | e | Yz "5 / b(w) | u | ddz, & € Lo, (),
Q Q

em particular

/b(un) | un | pda "= / b(u) | u | pdz, o € Wy Le(9).
Q Q

Utilizando novamente o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue tem-se

[ bununds "= [ bujugds, o € W3 L(@),
Q Q

finalizando assim a demonstracao deste lema. W

Demonstraremos a seguir o teorema principal deste capitulo, enunciado no inicio
deste capitulo.
Demonstragao do Teorema 3.1: Dos Lemas 3.12 e 3.13, temos do Teorema do
Passo da Montanha Generalizado (ver Apéndice A), que existe uma sequéncia (PS).,

(u,) C Wy Lg(2), satisfazendo
m(u,) — 0 e Iy(u,) — cy. (3.101)

Desde que I satisfaz a condigao (PS)., para A > 0 suficientemente grande (ver Lema

3.27)

n—+00
U, —= uy em Wy La(S),

para algum uy € Wy Lg(Q2). Considerando
| w HWOlL@(Q)*: m(uy), wn € O\(uy),
temos para cada v € W, Lg(Q)

(wp,v) = /qu5(| Vu, |)Vu,Vodr — /Q b(un)unvdz — X{pn,v), (3.102)
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onde p,, € 0J3(u,). Neste caso

1 1
(pn,v) = on(1)+—/¢(| Vu, |)Vuandx+—/b(un)unvd:U
A Ja AJa

1 1
< on(D)+ 5 1ol Vun ) | Van [llg ]| Vo lle + 1] b(un)un |

3, 'Y || @,

< k+E | Vulle +55 || Vo |le, v € WyLa(S),

para n suficientemente grande, donde segue-se que a sequéncia (p,) C Wy Lg(Q)* é
limitada. Portanto

Pn — px em Wi Lg(Q), (3.103)

a menos de subsequéncia. Segue do fato de
U "5 uy em WY Lo (9),

que py € 0J3(uy) (ver propriedade (Ps) do Apéndice A). Temos do Lema 3.15 que
P € L;I')* (Q) e
pa(z) € 0,F (z,uy) q.t.p. z € Q. (3.104)

Passando ao limite de n — +o00 em (3.102), obtemos do Lema 3.28, (3.101) e (3.103)

que

0:/9¢(|Vux ’)Vu,\Vvdx—/

b(uy)uyvdx — )\/ pavdz, v € Wi La(€2).
Q Q

Sendo assim, basta mostrarmos que uy > 0 e uy # 0. Primeiramente, note que u, é

nao-nula, pois I(uy) = ¢, > 0. Agora mostraremos que uy > 0. Seja
uy () = max{—uy(x),0}, = € Q.
Observando que u; € Wy Lg (), temos

0= / (| Vuy |)VurVu, dz —/ (b(ur)ur + Ap)uj de,
Q

Q

donde

0 = [ o Vu D Vurvas = [ o iz )| Vs [ do
> 1 [ (1 Vuy Do 2 10| Va [o).
Q

mostrando que || Vuy [|¢= 0, donde u, = 0.1



Capitulo 4

Equacao Quasilinear Multivalente em
RN

O objetivo central deste capitulo é estabelecer uma existéncia de solugao nao-

trivial para a equacao quasilinear multivalente
—div(¢(] Vu [)Vu) — b(u)u € A9, F(z,u) em RY, (4.1)

para isto provaremos o seguinte teorema:

Teorema 4.1 Suponha (S;)—(Sy), com Q =RY, g € L®RV)NLY(RY) e Qqy limitado.

Entao para cada X\ > 0 suficientemente grande, existem

plx) = pr(x) € O, F(z,u)q.t.p. x € RY,
com p € Ly (RY) e

u=uy € D"*(RY), comu>0eu#0,

satisfazendo

/ (| Vu |)VuVudz —/ b(u)uvdr — )\/ pvdr =0, v € DV®(RY),
RN RN

RN
ou ainda

—div(¢(] Vu [)Vu) — b(u)u € A0, Fy(z,u) em RY.

Associado a equagao (4.1), temos o funcional energia

() = / {2( Vu )~ Blu) ~ AF(r,u)} do.
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onde ®(t), B(t) e F(x,t) sdo primitivas das funcoes ¢(t)t, b(t)t e f(x,t) respectiva-
mente. Sendo ¢ uma func¢ao definida de uma forma bem geral, difinimos o funcional
energia T, sobre o espaco de Orlicz-Sobolev D*®(RY).

De (S1) e (S2), segue do Lema 3.1, que P, P, @, e b, sio N-funcdes. Todos os
lemas obtidos na Secdo 3.1 (ver Capitulo 3), podem ser refeitos para o caso Q = R”.
Por isto quando mencionados, estamos considerando 2 = RY. Assim como feito no

Capitulo 3, consideraremos aqui

b(t) = f(z,t) =0, parat <0, v € RY.

4.1 Sequéncia Palais-Smale

A finalidade desta secdo, é estabelecer a existéncia de uma sequéncia (PS).,, com

5%
relacao ao funcional

~ ~

Li(u) = Jy(u) — Jo(u) — AJs(u), u € DY®(RY),
onde

ﬁ(u>:/RN &(| Vu |)dz, fz(u):/

RN

B(u)dz e J5(u) = / F(z,u)dz.

RN

Com relagao a estes funcionais temos os seguintes resultados:

Lema 4.1 Os funcionais jl, Ty - DY ®(RY) — R dados por

:fl(u):/RN(I)ﬂVu dz e:fg(u):/ B(u)dz.

RN

sdo continuamente diferencidveis a Fréchet sobre DV®(RY). Além disso, suas derivadas
Ji(u), Jy(u) : DM*(RY) — R, sdo dadas por:

(Ji(u),v) = (| Vu |)VuVudz e (Jy(u),v) :/ b(u)uvdz,
RN RN
para quaisquer u,v € DY®(RY).

Demonstragao. A prova deste lema, é feita de forma analoga ao que foi feito na

demonstracao no Lema B.1. R

Lema 4.2 O funcional
J3(u) :/ F(x,u)dz, u€ D"*(RY),
RN

¢ localmente Lipschitz. Além disso, F(x,.) € Lipjo.(R,R).
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Demonstragao. A prova deste lema, é feita de forma analoga ao que foi feito na
demonstracao do Lema 3.10. W
Os lemas enunciados a seguir, sao demonstrados de forma analoga ao feito no

Capitulo 3, por isso omitimos suas demonstracoes.

Lema 4.3 Para cada u € DY*(RY),
dJs(u) C OF,(z,u) q.t.p. x € RY.
Consequentemente dado p € 0J5(u), tem-se que p € Ly (RY),

| p(z) |< max{| f(z,u) .| f(z.u) [} ¢.tp. x €RY

p(x) =0, z € u<0.

Lema 4.4 Seja ug € C°(RY) considerada no Lema 3.13. Entio

- A——+o0
max [, (tug) "— 0.
t>0
Consequentemente,
A—400
Cx 07
onde

e\ = ilel% max L(v(1)),

I'={ye C([O, 1; DI’Q(RN))W(O) =0 ey(1) = touo},

ety > 0 € a constante obtida no Lema 3.13.

Dos Lemas 4.1 e 4.2, conclui-se que o funcional f,\@ € Lipioe (DMD(RN); R). De
forma analoga ao feito na Secao 3.2 do Capitulo 3, mostra-se que o funcional TA possui
geometria do passo da montanha. Deste fato, segue do Teorema do Passo da Montanha

Generalizado (ver Apéndice A) que existe uma sequéncia (u,,) € D"*(RY) satisfazendo

~

I\(u,) — cx e m(u,) — 0. (4.2)

Novamente seguindo as mesmas ideias feitas anteriormente, mostra-se que esta sequén-

cia (PS)., ¢ limitada em D"®(R"). Tendo em vista que a sequéncia (u,) ¢ limitada,

segue que as sequéncias

o b { [ 20V s} e { [ @l i) (4.3

{llun |

sao limitadas.
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4.2 Convergéncia da sequéncia Palais-Smale
Seja (u,) € DY®(RY) a sequéncia (PS).,, obtida na secdo anterior. Foi visto
que a sequéncia (u,) ¢ limitada em D"®(R"). Dai, segue do fato de D»®(R") ser um

espaco reflexivo que

U, — u em DVP(RY), (4.4)
a menos de subsequéncia. O principal objetivo desta secao, é mostrar que

n—-+o0o

Vu,(r) "=5° Vu(z) q.t.p. z € RY,

a menos de subsequéncia. Apartir da convergéncia fraca (4.4), temos as seguintes

convergeéncias
u, — u em Lg, (RY), (4.5)
ou ou
5 Lg(RY 4.6
oo = o om L(RY), (4.6
para cada i € {1,..., N} e
U (2) "= w(z) qt.p. © € RV (4.7)

Visto que as sequéncias em (4.3) sio limitadas em D“®(RY), segue que
O(| Vu, |) = pe ®.(u,) = v em M(RY), (4.8)

a menos de subsequéncia.

Lema 4.5 Seja J o conjunto enumerdvel obtido no Lema 3.19. Entao o subconjunto
j\:{jGJ;V]‘>0},

€ vazio.

Demonstragao. Fukagai, [to e Narukawa [32], provaram que o conjunto enumeravel

J & finito. De forma anéaloga ao feito no Lema 3.22, mostra-se que J & vazio. W

Lema 4.6 A sequéncia (u,) converge fortemente a menos de subsequéncia para u em
Lo, (Br(0)) para qualquer R > 0.

Demonstragiao. Dados R, e > 0, considere ¢, € Cg°(R") satisfazendo

1, z € BR<0)

Pe(x) =
0, z € B, (0),
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com 0 < . < 1. Veja que

/ CI>*(un)d:L‘:/ q)*(un)gpedxg/ D, (un)pede,
Br(0) Br(0) RN

donde segue-se de (4.8) que

limsup/ (D*(un)dxg/ pedu.
n—+o0o BR(O) RN

Sendo j vazio tem-se do Lema 3.19

lim sup/ D, (up)dx < / 0Py (u)dx. (4.9)
n—+oo JBR(0) RN
Desde que
. (u)pe < Ou(u) € L'(RY), €>0
e

D (u)pe o P.(u)XBg(o) d-t-p. em RY,

temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

/ D, (u)pedx = P, (U)X Br(0)dx :/ O, (u)dx. (4.10)
RN RN Br(0)
De (4.9) e (4.10)
limsup/ D, (uy,)dz §/ O, (u)dx. (4.11)
n—+o0 J Bg(0) Br(0)

Segue de (4.7) que
B, (up) "=° @, (u) q.t.p. z € RV,

Deste fato, temos pelo Lema de Fatou que
/ O, (u)dr < liminf D, (uy,)dz. (4.12)
Br(0) "0 JBR(0)
De (4.11) e (4.12)
/ . (u)dr < lim inf/ D, (u,)dr < lim sup/ D, (u,)dr < / O, (u)dx.
Br(0) "m0 BR(0) n—+o0 J Br(0) Br(0)
Portanto

lim D, (u,)dr = / O, (u)dz, (4.13)
Br(0)

"=F0 ) Br(0)

para R > 0 qualquer. Por Brézis e Lieb [20],

/B o (@, (un) — D, (tp — u) — D, (u)) dz "=5° 0. (4.14)
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De (4.13) e (4.14)

/ @, (u, — u) "= 0.
Br(0)

Logo para qualquer R > 0,
wy, "= u em Lg,(Br(0)),

a menos de subsequéncia. W

Lema 4.7 Fizado A\ > 0, a sequéncia (b(u,)u, + Ap,) € limitada em Lg (RY), onde
(pn) - 8J?)(un)

Demonstracgao. Prova-se de forma analoga ao feito no Lema 3.20.

Lema 4.8 Para cada R > 0,
[ (601 P 2~ 0 T ) (Tt~ Tl "5,
BRr(0)

a menos de subsequéncia.

Demonstragdo. Dado R > 0, considere ¢ = &g € C5°(RY), satisfazendo

(iif) supp(§)C Bar(0).
Foi visto durante a demonstracao do Lema 3.24 que
(gzﬁ(] Vu, |)Vu, — ¢(| Vu |)Vu) (Vu, — Vu) > 0, sobre RV,
para todo n € N. Deste fato,
0 < / (¢(| Vu, |)Vu, — ¢(| u |)Vu> (Vu — Vu)dz
Br(0)
< / (6(1 Y )Vt = 6(] T )V ) (Vu, — Vu)éda
Bar(0)
= / (] Vu, |)\Vu,(Vu, — Vu)édz
B2r(0)

—/ (] Vu |)Vu(Vu, — Vu)ldz. (4.15)
Bar(0)
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Desde que {(u, —u)¢} é uma sequéncia limitada em D"®(RY), temos
on(1) = / o(] Vuy, )Vu,V[(un — u)élde
Bar(0)
—/ (b(un)un(un — w)& + Apn(uy — u)§> dx
B3r(0)
= / (] Vuy, |)Vu,V(u, — u)de +/ (un, — w)o(| Vuy, |)Vu, Védr
Bar(0)

B3r(0)

—/B o <b(un)un(un —u)€ + Apn (U, — u)§> dz. (4.16)

Segue da desigualdade de Hoélder para Orlicz e do Lema 3.20 que

< (21 bun) + Ao

5. ) =]

/ (b(wn)wn + Apy) (u, — w)éda
Bar(0)

Q*,BQR(O)
< k|l up —u le,,Byg0)
donde segue-se do Lema 4.6 que
/ (b(wn)wn + Apy) (un, — w)éda jmas ) (4.17)
Bar(0)
Observe agora que
[ (= (] Vo )V Vda| <21 6 Tt )Vt 5] 0 = 0 o
Bar(0)
Sendo (¢(| Vuy, |) | Vu, |) limitado em Lg(RY), tem-se do Lema 4.6
/ (1 — )| V|V Vedz| "= 0. (4.18)
Bar(0)
De (4.16)-(4.18)
/ O Vi )V, V (uy — u)édz "=25° 0. (4.19)
Bsr(0)
Lembrando que
ouy, ou Ny
9. o, em Lo(RY), i€ {1,...,N},
a menos de subequéncia, temos
/ o] Vu |)VuV (u, — u)édz =52 0. (4.20)
Bagr(0)

De (4.15), (4.19) e (4.20)

/ (601 Vo NVt = 6(] w V) (Tt = V) "=,
Br(0)

a menos de subsequéncia. W
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Corolario 4.1 Seja (u,) a sequéncia de Palais-Smale obtida em (4.2). Entao
Vu,(z) "=5° Vu(z) ¢t.p. zeRY
a menos de subsequéncia.

Demonstragao. Repetindo os mesmos argumentos usados na demonstragao do Lema

3.26, mostra-se que existe uma subsequéncia (u,,) C (u,) tal que
Vul (2) "=5° Vu(z) q.t.p 2 € By(0).
Utilizando o mesmo procedimento, existe (u2) C (ul) tal que
Vil (z) "=5° Vu(z) q.t.p 2 € Bs(0).
Seguindo esta ideia, vai existir (u“') C (u) tal que

Vuit (z) "=5° Vu(z) q.t.p = € B;(0).

Counsiderando

ug(v) = ug(z),  €RY,

temos

Vug(z) "=5° Vu(z) q.t.p = € RV,

como queriamos demonstrar. W

4.3 Existéncia de solucao

Nosso objetivo agora é justificar que u é uma solugao nao-trivial da equagao (4.1).
Para isto mostraremos que 0 € af,\(u), isto é, que u é um ponto critico nao trivial para

o funcional energia I.

Lema 4.9 Dado ¢ € D**(RY), temos

o] Vi )V Veda "5 / o] Vu ) VuVeds
RN RN

/ b(un)ungdxnioo/ b(u)uédz.
RN

RN
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Demonstragao. A demonstragao deste lema, é feita de forma anéloga ao feito no
Lema 3.28. W
O resultado que provaremos a seguir foi de fundamental importancia para con-

tornar a falta de compacidade.

Teorema 4.2 Sejam (X, | . ||x) e (Y, . |ly) dois espagos de Banach, tais que <M _
YeXwmwY eJ:Y —R um funcional Lip;,.(Y,R). Supondo

(Z) J|X € Liploc(Xu R);
(11) u, —u em X,
(iii) pn — p em X*, onde (p,) C 0J|x(uy),

temos p € 0J|x(u).

Demonstragao. Do Teorema A.3 (ver Apéndice A)
dJ|x(v) =0J(v), veX.

Em particular,

0J|x(u,) = 0J(uy,), n €N,

donde segue-se da propriedade (Ps) (ver Apéndice A) que
J|% (un;v) = J2(up;v) n €N, v € X. (4.21)

Sabendo que

Uy, — u em X,

segue da imersao compacta entre X e Y, que
U, — U em Y.

Desde fato, passando ao limite superior de n — +oo em (4.21), temos pela propriedade

(Pr) (ver Apéndice A)

limsup J° (un;v) < J(u;v), v € X. (4.22)

n—-+o00

Lembrando que

{pn, ) < J|%(up;v) nE€ENewv e X,
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temos

{pn,v) < J°(up;v)n€ENewve X,

Passando ao limite superior de n — 400, obtemos pelo fato de p, = p em X que

{p,v) <limsup J%(up;v), v € X,

n—-+4o0o

implicando de (4.22)
(p,v) < J(uzv) = J|x(ws0), v € X,

mostrando assim que p € 9.J|x(u), como queriamos demonstrar. W

Defina a seguinte medida
w(B) = / gdr, B C RY mensuravel,
B
onde g(z) € L=(RY) N LY(RY) foi dado em (S5). No lema a seguir considere

L%l (RY) = {v :RY — R mensuravel; /

vdp < +oo} .
RN

Sabe-se da teoria de medida e integragao que L%l (R™), munido da norma

1

o~ Tl
[0 o= (/ o] du) |
RN

é um espaco de Banach. Além disso,
CE®Y) " = 1 (RY),
ver [51].
Lema 4.10 D"®(R") ., L (RM).
Demonstragio. Seja (v,) C D¥®(RY), tal que
v, — 0 em DM*(RY).

Mostraremos agora que

v, — 0 em LEI(RN).

Feito isto, desde que Dl’q’(]RN ) é reflexivo, conclui-se através da teoria de analise fun-

cional que o operador
i: DY?(RY) — L7Y(RY)

w — i(w) =w,
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é compacto, isto ¢ DY®(RY) comp Ly (RY). Primeiramente, note que (v,) C Ly (RM).

De fato, utilizando a desigualdade de Holder

/ | Un |7'1 dl’z = / | Un, |7’1 gdl' :/ | Up |7‘1 gdx +/ | Un, |7‘1 gdm
RN RN [lon|<1] [[on|>1]
B .
< / gdx+(/ o, (/ gadx) |
(lon|<1] [[vn]>1] RN
r

. l
: da:)
l: = 1. Implicando de (3.34) que

1
onde — +
o

‘ 3
=

*|

l
/ | v | dit < g+ ¢ (/ <I>*(vn)da:> < o0, (4.23)
RN RN

para cada n € N. Logo, (v,) C L7 (RM).

Para cada R > 0, observe que

RN RN\BRr(0) BRr(0)
B / | vn [ 9d$+/ | v |t gd
[[vn| <UN(RN\BR(0)) [lon>1{]N(RN\BR(0))
—l—/ | v, | gdz,
Br(0)

donde segue da desigualdade de Holder que

/ | v, M dp < / gda:+/ | v, |t gdx
RN RN\BRr(0) Br(0)

rL
l*
+ (/ | vy |* dx>
(lon |Z1NRN\Bg(0))

implicando novamente de (3.34)

/ v, M dp < / gdm—l—/ | v, | gdz
RN RN\BR(0) BRr(0)

+ </ @*(vn)dx) (/ gadx> :
RN RN\ B 0)

Sendo (v,,) limitada em D*®(R"), tem-se que (v,) ¢ limitada em Lg, (R"). Deste fato

1
(L ?07)
RN\Bg(0)

/ | v, | dp < / gdx —1—/ | v [ gdx + ¢ </ gadm) i ., (4.24)
RN RN\Br(0) Br(0) RN\ Bg(0)

para qualquer n € Ne R > 0, com ¢g > 0.

Afirmacgao 4.1 Valem as sequintes convergéncias
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(i) gdx fmaro (W / g“dx mare 0,
RN\Br(0) RN\Bg(0)

(ii) | v, |7t gda "=50 0.
Br(0)

Assumindo a Afirmacao 4.1, segue de (4.24) e do item (i) que dado € > 0, existe um

Ry > 0 suficientemente grande tal que

/ ]vn\”dﬁ<§+/ | v, | gdz,
RN Br(0)

donde segue de (7i) que existe ny € N suficientemente grande tal que

/ | v, ™ dpt < €, n > nyg,
RN
mostrando que
N
v, — 0 em L7 (RY).

Sendo assim, resta mostrar a Afirmagao 4.1.
Verificagao de (i): Mostra-se utilizando resultados bésicos de medida e integragao.

Verificagao de (ii): Seja (v,,) uma subsequéncia de (v,), entao

Uy, — 0 em DH*(RY),
donde
Uy, 50 em Lo (Bgr(0)),
consequentemente

ng——+00

Up, — 0em L'(Bg(0)).

k

Segue da teoria de medida e integragao que existe uma subsequéncia (v,, ) C (v, ) tal
J
que

Uny, () — 0 q.t.p. x € Bg(0).

Desde que (v,) ¢ limitada em Lg, (R"), conclui-se que (v,) ¢ limitada em LiT(BR(O)).

De fato,

* *
/ |vn|r1dx§|BR(0)|+/ o |55 da,
Br(0)

[lvn|=1]NBR(0)
implicando da desigualdade de Hélder e item (3.34) do Lema 3.8

>~ =1 * Tl
[ ulfde < 1) |+ Ba0) (/ o | dx)
Br(0) [lvn|>1]NBR(0)

1

< | BR<O) ‘ + ’ BR(O) |% (/ CID*(vn)dx) h <c¢,neN.
Br(0)
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Dali, tem-se por Brézis e Lieb que

*

*
[ 00y, [ 0 cm L7 (Bg(0)),

isto é

k; —+00

/ | Up, | pdx A 0, ¢ € LY(Bg(0)),
Br(0) !

em particular

/ | Ony, [ gdz 0.
Br(0) !

/ | v, |t gdx ntgo 0,
Br(0)

Logo

como queriamos mostrar. W

Lema 4.11 DL2(RV) " = [ (RY).
Demonstracgao. De fato, ja que

C(RY) ¢ DM(RY) ¢ Ly (RM)

C®M)"7 = [ (RY),

temos

PLE RN MR _ i N
Dl,@(RN) — Lﬁl (R )7
como queriamos demonstrar. W

Lema 4.12 Seja J : L (RY) — R, o funcional dado por

J(v) = /R Flao)ds, ve L (RY),

~ . T N
Entao J € Lipi(L7 (R),R).
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Demonstragao. De (Ss), conclui-se que J estd bem definido. Dado w € L7 (RM),

R>0ev,v9 € Bg(w) C L%l(RN), temos

[ J(v1) = J(v2)] < Co/ gl o [+ w2 )7 [vr — vy | da

[Jv1]+]v2]<1]
+CO/ g(lor |+ v )7 og — vy | da
[lo1]+lv2|>1]
SCO/ gl —wvy|de
RN
+Co/ g(lor |+ v )7 | vg — g | do
RN
1 r1—1
— Co/ grl (g 1 | ’Ul — UQ |) dx
RN

1/ L ri—1
L N AR T RS
R

Segue da desigualdade de Holder que

r1—1

1
~ 1 T
17 @y (V1) = J3|L11(RN>(02)‘ < ¢ (/ gdﬂ?) (/ glor—v " dw)
Iz M RN RN

r1—1 1

+co (/ g(|vr | + | ve |)”d:n) (/ glvy—uy |t dx)
RN RN

(cr+ca(lvr i+ vz )™ ) Tor =2 |y

r— ri—1
<01+02(2R1 2w p)” ) | v1 =02 |ry

Ts

IN

IN

= K | U1 — V2 |r1,/77
onde
K= KB |wlg) = (a+e @R 2 wlg)").

Portanto, J € Lipiee (Lg (RN),R> =

Lema 4.13 Sejam (u,) C DV®(RY) uma sequéncia (PS). associado ao funcional ji;,a,
tal que
w, — u em D®(RY)

(pn) C OJ3(un) com p, = p em DV*(RY)".
Entiio, p € 0J3(u).

Demonstragao. Observando que J|piegyy = jg, este lema segue imediatamente do

Teorema 4.2 e dos Lemas 4.10, 4.11 ¢ 4.12, &
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Demonstraremos agora o principal teorema deste capitulo, enunciado no inicio
deste capitulo.

Demonstragao do Teorema 0.5: Considerando
| wn ||pre@yy-= m(u,), w, € 01x\(un),

temos para cada v € D"®(R™),

(W, v) = /RN o(|] Vuy, |)Vu,Vodz —/]R b(up)upvdr — Xpp, v), (4.25)

N

onde p, € Js(u,). Veja que

Mpn,v) = —(wy,v) + (] Vuy, |)Vu,Vodz —/ b(uy, ) uyvdz
RN RN
[ wn [[pre@yyll Vo llo + 1| (] Vun NVun [[5] Vo [le

IA

+lv]

o, || b(un)un, ||<I>*>

donde segue pelo fato de (w,) ser limitado em D“®(R™), (¢(| Vu, |) | Vu, |) ser
limitado em Lo(RY) e (b(un)u,) em Lz (RY), que (p,) é limitada em D“®(RY)*.

Desde que DV®(R") é separavel, temos
pn = p em DT (RY)",

a menos de subsequéncia. Segue do Teorema 4.13, que p € &fg,(u) Consequentemente,

do Lema 4.3 p € Ly (RY) e
p(x) € 0,F(x,u) gt.p. v € RY, (4.26)
Passando ao limite de n — +o00 em (4.25), obtemos do Lema 4.9
0= /RN o(] Vu |)\VuVudz — /]RN b(u)uvdx — )\/]RN pvdz, v € DV*(RY),

mostrando que u é solugdo do problema (4.1). Deste fato, resta mostrar que u > 0 e
uZ 0. Parav=u"
0 = é(| Vu |)VuVu ™ dx —/ b(u)uu—dz — Xp,u~)
RN RN
= / o(| Vu™ |) | Vu~ |? dz — )\/ pu”dx,
RN RN

onde p € Ly (RY). Do Lema 4.3 e (4.26)

p=0em [u<0.
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Portanto,

0= [ SVu DIV Pz [ a(Vu ez Gl Vu o),
RN RN

donde || Vu™ ||l¢= 0, ou seja u~ = 0. Neste caso, u > 0.
Mostraremos agora que u Z 0, para A suficientemente grande. Com efeito, con-
sidere

af
e

M = min {Z&SN (bym*) 5 asa € {I,m}, B € {l*,m*}} :

onde Sy é a melhor constante da desigualdade

< Sy |l Vu ||, v € DVP(RY).

X3

Do Lema 4.4

A—400
C\ — 0.

Sendo assim, para A > 0 suficientemente grande

1 1
O<q<(———)M. (4.27)
m1*

{0090 01, P ).

/ o(] Vuy, |) | Vuy, ]2 der <m O(| Vuy, |)dz < mi (]| Vuy, ||lo) < ¢, neN.
RN

RN

Note que a sequéncia

¢ limitada, pois

Sabendo disto, defina
K, = limsup/ o(] Vuy |) | Vu, | dz.
n—-4oo RN
Afirmamos agora que u = uy, #Z 0, para A > 0 suficientemente grande. Com efeito,
suponha por contradi¢ao que uy = 0 para A > 0 suficientemente grande. Neste caso,

segue a seguinte afirmacao.
Afirmagao 4.2 (i) F(z, uy)dz "=5° 0.
RN

(i3) (P> Un) "0

9
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Verificagao de (i): Observando que
/ F(z,u,)dz < C/ Uy g X [o<un <1142 + C/ | uy, | gd,
RN RN RN
segue do Lema 4.10 que
/ F(z,u,)dz <C U GX[0<un<1]dT + 0n (1), (4.28)
RN RN S

a menos de subsequéncia. Desde que

U gXp<un<) < g € L'(RY)

n—-+40o

Un (2)"°g(2) Xo<un(@)<1)(¥) "— 0 q.t.p. x € RV,

temos pelo Teorema de Lebesgue que

/ U gX o<un <njdz "= 0, (4.29)
RN

Passando ao limite de n — +o00 em (4.28), obtemos de (4.29)

/ F(z, u,)dz "=5° 0,
RN

a menos de subsequéncia.
Verificacao de (ii): Segue do Lema 4.3 e do item (Ss)
| {pn, un) |< C’/ | F(z,u,)dzx | dz.
RN
Assim, do item (7)

n—-+00
| (pn, un) | —"0.

Concluindo assim a Afirmagao 4.2.
Passando agora ao limite de n — +o00 em (4.25), obtemos da Afirmagcao 4.2 que

0= K, —lim sup/ b(u, )uldz,
RN

n—-+o0o
ou seja

lim sup/ b(uy)uidr = Ky, A > 0.
RN

n——4oo
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Note que K # 0, para qualquer A > 0. Com efeito, suponha que K, = 0, para algum
A > 0. Assim

Dalun) = / (| Vu, |)dz — / Blu,)dz — A / Fla,u,)dx
RN RN RN
1
< —/ (| Vuy, |) | Vuy, |? do — /\/ F(z,u,)dz,

l RN RN

passando ao limite superior de n — +oo, obtemos da Afirmacao 4.2
1
O<ey < YKA =0,

o que é uma contradi¢ao. Logo, K # 0 para qualquer A > 0. Note também que

Ky>M>0, \>0.

De fato, observando que

1
| Vu, [[6< ¢! (7 /RN (| Vuy, |) | Vu, |? dx)

_ 1
0,> (G <b1m* /RN b(un)uidx) , n €N,

| un |

temos

1 1
G ( / b(un)uidx> <l tn 6. < Sy || Vg [lo< Sy (7/ (| un |) | Ve |2 d:c) .
RN o

blm*

Passando ao limite superior de n — +00, obtemos

ou seja
K = K T K\ (K, o
< - -4
o (i) ) =5 (7) (7))
donde )
B K o
( A ) < Sy (—’\> , Be{m* "} e a e {m,l},
1m* l
logo
—aB g a
Ky > Sy 15a(bym™) 5=,
ou seja

Ky> M >0, (4.30)
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af
o

onde M =Sy lﬁ%(blm*)*ﬂ%, com € {m*,I"} e @ € {m,[}. Desde que

1 1
I(uy,) > —/ o(| Vuy, |) | Vuy, ]2 dr — —/ b(un)uid:ﬁ — /\/ F(x,u,)dr,
m RN l* RN RN

passando ao limite superior de n — +00, obtemos da Afirmacao 4.2 e (4.30) que

e\ 2 L1 Ky > L1 M,
m ¥ m ¥

contradizendo a desigualdade (4.27). Deste fato, conclui-se finalmente que u = u, # 0,
para A > 0 suficientemente grande.ll

O leitor atento percebeu que no Capitulo 3, onde trabalhamos com dominio limi-
tado, conseguimos mostrar que o funcional energia satisfaz a condi¢ao de Palais Smale.
Agora que o dominio é o RY, nio conseguimos mais mostrar que o funcional energia
satisfaz a condicao de Palais Smale. Para contornar isto mostramos uma imersao com-

pacta entre os espacos de Orlicz-Sobolev D*®(RY ) e os espagos de Lebesgue com peso

rq N
L1 (RY).



Apéndice A
Funcionais Localmente Lipschitz

Relembremos alguns conceitos e resultados da teoria de pontos criticos para fun-
cionais localmente Lipschitz, desenvolvido por Chang [25], e baseada em anélise convexa
e no calculo subdiferencial de Clarke [26].

Seja X um espaco de Banach real e I : X — R um funcional localmente
Lipschitz (I € Lip;,.(X;R)) isto é: dado u € X existe uma vizinhanca V =V, C X

e uma constante K = Ky > 0 tal que
’ I(UQ) —I(Ul) ‘S K || Vo — U1 HX, v; € V, 1= 1,2

A derivada direcional de I em u na direcao de v € X é definida por:

1 -1
19 v) = Tim sup (u+h+Av)—I(u+h) '
h—0A—0+ A

Segue que 1°(u;.) é subaditivo e positivamente homogéneo, isto é

I°(u; 01+ va) < I°(us01) + 1% (u; v,)

I°(u; M) = MO (u; v),

para u,v,vy,v3 € X e A > (0. Usando estas notagoes, temos

| I%(u;v1) — IP(wy00) | < 19(u; v — vy)

< K| v —vs|x,
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para algum K = K, > 0. Dai Io(u; .) é continua e como também convexa sua subdi-

ferencial em z € X é dada por
OI(u;z) = {p € X I%(w;v) > I°(us 2) + (u,v — 2), v € X},

onde (.,.) ¢ a dualidade entre X* ¢ X. O gradiente generalizado de I em u ¢ o
conjunto

Ol (u) = {p e X*5(u,v) < I°(u;v), ve X}

Desde que I°(u;0) = 0, dI(u) é o subdiferencial de I°(u;0).

As seguintes propriedades valem:
Py). 0I(u) C X™ é convexo, nao vazio e compacto na topologia fraca-*,

Po). m(u) = min{ | |

x+i i € OI(u) };
P3). 0I(u) = {I'(w)}, se I € C*(X;R).
Py). Se I € C*(X,R) e J € Lip.(X,R), entdao

oI+ J)(u) =0I(u) +0J(u), ue X.

Ps). A fungao 0I ¢ fechado fraco-*, isto &, se (x;,§;) C (X, X™) é uma sequéncia tal
que & € 0I(z;), aléem disso
Jj—+0oo * *
zj— wem X e§ —§em X7,
entdo & € 0I(x).

Ps). Sejam I, J € Lip,.(X,R), para cada v € X tem-se que

OI(u) C 0J(u) se e s6 se I°(u;v) < J(ujv), v € X.

P;). I°(u;v) é uma funcdo semicontinua superiormente, isto ¢

limsup 1°(u; v,) < 1°(u, 0),

n—-+o0o

onde (uy,v,) converge forte para (u,v) em X x X.
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Um vetor uy € X é ponto critico de I se
0e 8](u0)
Um nitimero ¢ € R é valor critico de [ se existe um ponto critico ug tal que

I(ug) = c.

Observacao A.0.1 Se I € Lip,.(X;R) e ug € X € um minimo local de I, entdo ug

€ ponto critico de I.

Observagao A.0.2 Para cada u,v € X,
I°(u;v) = max{(u, v); u € OI(u)}.

Definigao A.1 Diz-se que uma sequéncia (u,) C X € uma sequéncia de Palais-

Smale no nivel ¢ para o funcional I, e escreve-se (PS)., quando
I(u,) — ¢ e m(uy,) — 0.

Definicao A.2 Diz-se que um funcional I : X — R satisfaz a condi¢cao de Palais-
Smale no nivel ¢, e escreve-se (PS)., quando para toda sequéncia (u,) (PS)., existir

uma subsequéncia de (u,) que convirga forte em X.

Teorema A.3 (Regra da Cadeia) Seja g : Y — R um funcional Lipschitz definido
sobre o espago de Banach Y. Se X € um espaco de Banach imerso continuamente em

Y e X € um subespaco denso em Y, temos
Jg|x(u) = dg(u) u € X.

Definicao A.4 Sejam C CX convexo e I € Lip;,.(X;R). Diz-se que I satisfaz (PS).c

se: dada uma sequéncia (u,) C C tal que
I(u,) "= ¢ e m(u,) "= 0,
entdo (uy) tém subsequéncia convergente em C.

Teorema A.5 (Mizoguchi) Seja I € Lip,.(X;R) limitado inferiormente em um

convezxo fechado com interior nao-vazio (int(C) # () e faga

c = inf I(u).

ueC

Suponha que
I(u) < iglcff(u), para algum u € nt(C).

Entao I admite minimo local u € int(C), desde que

I satisfaz (PS).c.
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Demonstracao. Confira Mizoguchi [47]. B

Teorema A.6 (Teorema do Passo da Montanha) Sejam X um espago de Banach
real e I € Lipoe(X;R) tal que 1(0) = 0. Suponha que ezistam p,r >0 e e € X, com
| e|lx>r tais que

I(e) <0e inf I(u)>p.

llull x=r
Sejam
¢ = Inf max I(y(t)),
onde
I'= {7 € C([0,1]; X);v(0) =0 e y(1) = e}.
Entao

czp,

e existe uma sequéncia (u,) C X tal que
I(un) "= ¢ e m(uy) "= 0.
Além disso, se I satisfaz a condi¢ao (PS)., entao ¢ é um valor critico para I.

Demonstracao. Confira Chang [25]. ®



Apéndice B
Regularidade de Funcionais Energia

Reservamos este espaco para justificar que os funcionais J; e Jy definidos no

Capitulo 3 sao de classe C' em W, Ly ().

Lema B.1 Os funcionais Jy, Jo : Wy Ls(Q) — R dados por

i (u) :/Qcp(y Vau |)dz e Jo(u) :/QB(u)dx.

sdo continuamente diferencidveis a Fréchet sobre Wy Ly (S2). Além disso, suas derivadas

Ji(u), Jo(u) : Wy (Q) — R, sdo dadas por:
(Ji(u),v) = /Qgé(\ Vu |)\VuVudr e (Jy(u),v) = /QZ_)(u)uvda:,
para quaisquer u,v € Wy Lg(S).
Demonstracao. Para provarmos este lema, mostraremos a seguir os seguintes fatos.
e J, e J, sdo funcionais continuos.
Seja (u,) C Wy Le(£2), tal que
up, "= u em Wy La(Q), (B.1)

1sto é

/ (| Vi — Vi |)dz "5 0.
Q

Deste fato segue da teoria de medida e integracio, que existe n € L'(Q) tal que

O(| Vu, —Vu |) <nqt.p. em QeneN. (B.2)



Observe que

) =D | = | [ (®0Vu, )= 8 Vu D)z

Tem-se de (B.2)

| ©(] Vg |) = @(| Vu[) |

IN

AN

Além disso, pelo Lema 3.26
| ®(| Vu, |) — ®(| Vu|) ["=2°0, q.t.p. em Q.
Dai temos pelo Teorema de Lebesgue
1900, =2 Tul) |de =0,
)

donde segue-se de (B.3
| Ji(un) = Ji(w) =570,

mostrando a continuidade de J;. De (B.1), temos
n—-+00
U, — uem Lg, (),

consequentemente
/ @, (u, — u)dz "= 0.
Q

Assim existe . € L'(Q) tal que
D, (u, —u) <n. qt.p. em QeneN,

Neste caso

%
S
z
|
=
S
AN

1P, (up) + 1P (u)

N

1P (up — u) + c2®i(u)

IN

c1ne + @, (u) € LY(9).
Além disso, conclui-se de (3.63) que

| B(u,) — B(u) "=2°0 q.t.p. Q.

< /\®(|Vun|)—®(\Vu|)|dx, nen.
Q

a1 ®(| Vaun — Vu |) + e2®(] Vu |)

can+c®(| Vu |) € L1(Q).
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(B.3)

(B.4)
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Sabendo disto, temos pelo Teorema de Lebesgue que
[ ) = o) <[ | Blan) = Bl | dn "=
mostrando a continuidade de Js.
e J; possui derivada a Gateux.

Primeiramente afirmamos:

Afirmagao B.1 Para cada w = (wy, ..., wy) € RN temos

0
013

(@(lw ) = (| w ws,
onde w = (wy, ..., wy).

Esta afirmacao segue do Teorema da Regra da Cadeia para o espaco euclidiano. Da
Afirmacao B.1, temos

0
—(@(w)) = vo(uwlp

= (| w |)wv, w,v € RY, (B.5)

em particular

0

o= (@ Vu D)) = 6(] Vu DVuvVe, u,v € Wi La(®),

e portanto segue da definicao de derivada direcional que

lim O(| Vu+tVo |) — (| Vu |)

t—0 t

= ¢(| Vu |)VuVo, (B.6)

para quaisquer u,v € Wy Lg(Q). Fixado z € Q e | t |€ (0,1), existe pelo Teorema do
Valor Médio #(x) € (0, 1) verificando

O(| Vu+tVo |) — ®(| Vu |) _ 1 02(] . )
t | t|0(tVv)
= | ¢(] Vu+0(z)tVou |)(Vu + 0(x)tVv)Vo |

(Vu+0(x)tVo)

< o] Vu+0(x)tVou |) | Vu+ 0(z)tVo || Vo |

segue da monotonicidade de ¢(t)t que

O(| Vu+tVo |) — &(Vu)

t < (| V| +| Vo )(| Vu|+|Vo])| Vo
< o(| Vu |+ [ Vo )(| Vu| + | Vo |)?
< m®(|Vu |+ | Vo) e LY(Q). (B.7)
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De (B.6) e (B.7), conclui-se pelo Teorema de Lebesgue

[ R Vut itV ) (| Vu )

t—0 Q t

T = /Q¢(] Vu [)VuVudz,

ou seja

2
ov

L Su ) = Ji(u)
() = P—{% t

_ / (| Vu |)VuVuds,
Q

para qualquer u,v € Wy Lg(2), mostrando assim que o funcional .J; : Wy Lg(Q2) — R

possui derivada a Gateux.
e J, possui derivada a Gateux.

Lembre que
B(s) :/ b(t)tdt, s € R.
0

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, tem-se que
B'(s) = b(s)s, s € R.
Pelo Teorema do Valor Médio, para cada u,v € WOILCD(Q) temos

(u+tv—u)

B(u+tv) = B(u) _ b(0u())0:(x)
t t
= b(0y(x))0(z)v, t eRex eRY, (B.8)

onde

0i(z) € [min{u + tv, u}, max{u + tv, u}].

Seja (t,) C R uma sequéncia, tal que t,, — 0. De (S3) e (Sy)

IA

(D

006*(—@*|(’92t"| )

O, (b(0;, ()0, (x))

IN

segue do Lema 3.9 que

B (600, ()00, (@) < co®u(] 01,(@) ) < c0@ullu| + | v ])

IN

IN

®u(] u ) + 2| v [),
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para n suficientemente grande. Justificando assim que a sequéncia (b(6;,(z))0;,(z))
¢ limitado em Lz (€2). De (B.8), conclui-se que para cada n € N a funcio =

b(0:, ()0, () é mensuravel. Sabendo disto, desde que
b0y, (x))0,, (x) "7 b(u(z))u(z) pontualmente em ,
segue pelo Teorema 2.7 (Brézis e Lieb para N-fungoes)
b(0y,)0:, — b(u)u em Lz (9),

e assim
/ b(0, )8, vdx "=5° / b(u)uvdz, v e Wi Ly(Q).
Q Q

Donde segue que

/ Bluttv) = B(w) dz =8 b(u)uvdz,
Q t Q

para qualquer u,v € Wy Lg(£2). Mostrando assim, que a derivada a derivada a Gateux

existe e é dado por:

0J.
2 (u) = / b(u)uvdz, u,v € Wy Le(£2).
ov Q

o As derivadas a Gateux %() e %() sdo continuas.

0J
Primeiramente mostraremos a continuidade de ——(.). Seja (u,) € W{ Lo ()

ov

uma sequéncia convergente em Wy Ly (), isto é

up "= em Wy Ly (52),

para algum u € Wy Ly (). Veja que, para cada v € Wy Lg(€2)

05 05
Bo ) " 5y )

/ o] Vi, |) Vi Vodz — / o] Vu | VuVods
Q Q

IN

/Q | (¢(] Vuy, [)Vu, — ¢(] Vu |)Vu) Vo | do
< [ &(] Vu, )Vu, = &(] Vu [)Vu [[5]] Vo s (B.9)

Afirmagio B.2 || ¢(| Vi, [)Vu, — é(] Vu [V [|3"=57 0.

Para mostrarmos esta afirmacao, basta mostrarmos que

/Q?IS( | 6(] Vatn |)Veum — 6(] Vet )Vt | )d =552 0.
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Temos de (B.2)

(| o] Vo [)Vun — o(| Vu )Vu | ) < e1®(¢(] Vg |) | Van | )
+e®(o(| Vu ) | Vul )

< a®(| Vu, |) + c2®(] Vu )
< a®(] Vu, — Vu |) + c®(| Vu |)
< ante®(| Vul) € LY(Q),
(B.10)
para n suficientemente grande. Segue do Lema 3.26
CI)( | ¢(] Vuy, [)Vu, — ¢(] Vu [)Vu |) "Z1°0 q.t.p. em Q. (B.11)

De (B.10) e (B.11), tem-se pelo Teorema de Lebesgue que
[ 8160 Y )V, — 6 FuVu | o "=
Q

mostrando a Afirmagao B.2. Conclui-se de (B.10) e da Afirmagao B.2, que a aplicagao
0.J
v
de J,. Observe que, para cada v € Wy Ly ()

(.) é continua, para cada v € W Lg(f2) fixado. Mostraremos agora a continuidade

0Js 0Js
’%(%) - %(U)‘

/Q(b(un)v — b(u)uv)dz
< [l blun)up — b(u)u

D

v ‘ Dy <B12)

onde (u,) é uma sequéncia de W, Lg(Q) tal que
"= em WY Lo (9Q).
Afirmacao B.3 || b(uy,)u, — b(u)u HE)*niQO 0.

Para mostrarmos esta afirmacao, basta mostrarmos que

/Q @, (b(up)un — b(u)u)de ez}

Observe que

@, (b(un)un — b(u)u)

IN

1, (b(un)un) + ey, (b(u u)
~ ¢ B(u, ~ U
Clcb*( ( )>+C2CI)*< ( )>7

Up, U

VAN
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donde segue do item (7i7) do Lema 3.9 e da desigualdade (B.4)

A

b (b, —bw) < b, (PU0)) 4o, (T

n u

< Pu(uy) + 2Py (u)
< aPu(up —u) + 2P (u)
< q®u(up —u) + c2®.(u)
< e+ ee®.(u) € LYQ), n €N, (B.13)
Note que
B, (b(un )ty — b(u)) "0 q.t.p. z € Q. (B.14)

De (B.13) e (B.14)

/ O (b )ty — b(w)u)dz =57 0,
Q
mostrando assim a Afirmacao B.3. Conclui-se de (B.12) e da Afirmagao B.3 que o

funcional 8_2(> é continua, para cada v € Wy Lg(€2) fixado.
v

aJy
()

e As aplicagbes %(u) e

()

(u) sdo lineares e continuas.

0.1

Primeiramente mostraremos a linearidade e continuidade de m(u) Fixe u €

Wy La(S2). Seja (v,) C Wy Lg(Q) uma sequéncia tal que
v "= 0 em WyLe(9). (B.15)

De (B.15)

g_i(u) - %(U)’ = ‘/QCZS(| Vu |\Vu(Vo, — Vo)de

< |l 6(] Vu )V |j3]| Vo, — Vo ||la" =57 0.

aJ 0.J,

Mostrando a continuidade de —— (). E imediato observar que —— (u) é uma aplica¢io

a(.) ) ()
linear. Mostraremos agora a linearidade e continuidade de —2(u) Fixe u € WyLe(2).

a(.)

B 0J.
E imediato observar que ﬁ(u) ¢é uma aplicacio linear. Suponha que (v,) C Wy Lg(2)

seja uma sequéncia convergente, isto é

v "5 0 em WoLe(9),
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segue dai que

v "% v em L, ().

Deste fato

S =] < [ bwute, o) do

< o(wu |z, va —v

n—-+o0o
s, — 0,

mostrando assim a continuidade de W?(U)

De todos estes fatos, conclui-se que Ji, J, € C* (W3 Ly(£2)). M
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