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PUBLICAÇÃO: ENM.DM - 160 A/11
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Dissertação de Mestrado em Ciências Mecânicas, Publicação ENM.DM - 160 A/11,
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sertação de mestrado e para emprestar ou vender tais cópias somente para propósitos

acadêmicos e cient́ıficos. O autor reserva outros direitos de publicação e nenhuma parte

desta dissertação de mestrado pode ser reproduzida sem a autorização por escrito do

autor.

Daniel Lima Albernaz

SQN 105 Bloco C Apartamento 201, Asa Norte
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“A tarefa não é contemplar o que ninguém

contemplou, mas meditar como ninguém ainda

meditou, sobre o que todo mundo tem diante

dos olhos”.

Arthur Schopenhauer (1788-1860)

“Ninguém comete erro maior do que não

fazer nada porque só pode fazer um pouco”.

Edmund Burke (1729-1797)
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RESUMO

DINÂMICA DE BOLHAS EM LÍQUIDOS ELÁSTICOS E ANISOTRÓPI-

COS

Autor: Daniel Lima Albernaz

Orientador: Francisco Ricardo da Cunha

Programa de Pós-graduação em Ciências Mecânicas

Braśılia, 23 de Março de 2011

O presente trabalho tem como objetivo investigar o movimento oscilatório não-linear de

uma bolha imersa em um fluido não-Newtoniano, que está sujeito a um campo acústico

de pressão. O fluido é caracterizado como sendo uma suspensão de aditivos (fibras

longas ŕıgidas ou macromoléculas de alto peso molecular), que combina a viscosidade

extensional com efeitos elásticos. Enquanto a viscosidade extensional é associada a forte

anisotropia produzida pelo escoamento devido ao estiramento das macromoléculas, a

contribuição elástica do modelo representa a relaxação dos aditivos, resultando em

uma versão modificada da equação de Rayleigh-Plesset para dinâmica de bolhas, que

deve ser integrada computacionalmente utilizando o método Runge-Kutta de quinta

ordem, com passos de tempo apropriados. Equações constitutivas para um modelo

anisotrópico, modelo viscoelástico linear e não-linear Maxwell-Oldroyd são exploradas

e diferentes soluções são apresentadas. Realiza-se uma análise de escala dos parâmetros

relevantes com o objetivo de se investigar a importância relativa das contribuições

elásticas e anisotrópicas sobre a atenuação do movimento da bolha. A influência de

vários parâmetros f́ısicos na resposta da bolha são examinados, e.g. o número de

Reynolds, Re, o número de Deborah, De, a fração volumétrica de aditivos, φ, entre

outros. Desenvolve-se uma função orientação de aditivos que descreve o acoplamento

do movimento radial da bolha com a orientação de aditivos a partir de uma função

densidade de probabilidade para representar uma média de orientação das fibras no

fluido ambiente. A interação bolha-aditivos é considerada para um raio de influência

ou espessura da camada limite de probabilidade δ, que varia de acordo com a oscilação

da bolha e a condição randômica inicial de orientação. Soluções assintóticas para o

raio mı́nimo de colapso, Rmin, para a integral de convolução do modelo viscoelástico

linear e para a espessura δ são apresentadas, assim como uma análise da dinâmica da

bolha no domı́nio da frequência.
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ABSTRACT

BUBBLE DYNAMICS IN ELASTIC AND ANISOTROPIC LIQUIDS

Author: Daniel Lima Albernaz

Supervisor: Francisco Ricardo da Cunha

Graduate Program in Mechanical Sciences

Brasilia, March 23rd, 2011

The main purpose of the present work is to investigate the nonlinear motion of a single

oscillating bubble immersed in a non-Newtonian fluid, subjected to an acoustic pres-

sure field. The fluid is characterized as a suspension of additives (long fibers or few

ppm of macromolecules), combining an extensional viscosity and elastic effects. While

the extensional viscosity is related to the strong anisotropy produced in the flow by the

stretched macromolecule, the elastic part of the model represents the relaxation of the

additives, resulting in a modified version of the classical Rayleigh-Plesset equation of

bubble dynamics that might be integrated by using a fifth order Runge-Kutta scheme

with appropriated time steps. Constitutive equations for an anisotropic model, linear

viscoelastic and nonlinear Maxwell-Oldroyd models are developed and different solu-

tions are presented. A scale analysis of the relevant parameters in the bubble dynamics

is made, with the purpose to investigate the importance of anisotropic and elastic con-

tributions on the bubble movement stabilization. The influence of several physical

parameters in the bubble response are investigated, e.g., the Reynolds number, Re,

Deborah number, De, the particle volume fraction, φ, and many others. An additive

orientation function is developed, which describes the radial bubble motion coupling

with the additives orientation using a probability density function to represent the

mean orientation of the additives in the host fluid. The interaction bubble-additives

is considered for an influence radius or a boundary layer thickness of probability, δ,

which varies accordingly with the bubble oscillation and an initial random orientation

condition. Analytical solutions for the bubble minimum radius of collapse, for the con-

volution integral in the linear viscoelastic model and for the thickness δ are presented.

The bubble dynamics in the frequence spectrum is also analyzed.
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LINEAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
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1.3 Exemplo de erosão causada pela cavitação em pás de um propulsor. . . 6
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diagrama de fase Ṙ×R; (c) pb × t; (d) Ṙ× t. . . . . . . . . . . . . . . 114

4.5 Colapso de uma bolha, para Re = 30, We = 30, ε = 1, na ausência de

aditivos. (a) R× t (linha cheia) e p∞× t (linha tracejada); (b) diagrama
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(b) diagrama de fase Ṙ×R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
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f́ısicos da Fig. 5.4. (a) I vs t; (b) İ vs I (diagrama de fase). . . . . . . 141
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We = 5 e ε = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

5.9 (a) Raio da bolha em função do tempo; (b) Diagrama de fase Ṙ versus

R, em que De = 0.05. Linha cheia denota solução numérica; linha
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5.11 (a) Raio máximo atingido pela bolha em função do número de Deborah;

(b) Raio mı́nimo da bolha em função do número de Deborah. Linha cheia

denota O(De); linha pontilhada solução numérica e tracejada O(De2). . 152
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6.12 Dinâmica da bolha com φ = 0.1% para o modelo anisotrópico (traço-
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g(R) Função relacionada ao módulo de relaxação do modelo
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anisotrópico superior
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Ṙm(1) Valor mı́nimo do raio para limite anisotrópico inferior
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1 INTRODUÇÃO

A curiosidade acerca de bolhas data do século XVIII, e tem como referência

ninguém menos que Newton, 1704, que consiste no primeiro trabalho documentado a

realizar observações que concernem ao fenômeno hoje descrito como cavitação. Cavita-

ção é o termo utilizado para representar a formação, o comportamento e o colapso de

bolhas (ou cavidades) em um ĺıquido.

As bolhas iniciam sua formação quando se encontram suspensas em um ĺıquido

ou, simplesmente, quando presas em pontos de nucleação, os quais podem estar pre-

sentes na fronteira da superf́ıcie do ĺıquido ou em part́ıculas sólidas que se encontram

suspensas neste ĺıquido. As bolhas podem ser compostas predominantemente por gás,

por vapor, ou por ambos. No caso de uma bolha composta por gás, as formas de in-

duzir seu crescimento são basicamente pela difusão de gases dissolvidos no ĺıquido

(desgaseificação), ou pela redução da pressão ou, ainda, pelo aumento da tempe-

ratura (cavitação gasosa). Já para uma bolha contendo predominantemente vapor,

tal processo se dá pela redução suficiente da pressão ambiente à temperatura constante

(cavitação vaporosa) ou pela elevação da temperatura à pressão constante (ebulição).

Contudo, assumir que a formação de bolhas ocorre somente nestes casos pode

ser equivocado, uma vez que as bolhas geralmente se encontram preenchidas por uma

mistura de vapor e gás. Uma alternativa mais interessante seria distinguir os tipos de

cavitação, de acordo com a forma em que esta é produzida (Young, 1989):

• Cavitação hidrodinâmica: caracterizada pela variação de pressão em um ĺıquido

que escoa. Tal variação é devido à geometria do sistema. A velocidade do ĺıquido

varia localmente e, em pontos em que se encontram picos de velocidades, acon-

tecem baixas pressões, que possibilitam a formação de cavidades.
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• Cavitação acústica: para um sistema sem escoamento, a pressão ambiente pode

ser alterada utilizando ondas sonoras, percorrendo o ĺıquido. Caso a amplitude

destas ondas ε seja significativa, a ponto de alterar a pressão local para valores

abaixo da pressão de vapor, ocorre a geração de bolhas. A partir do campo sonoro

presente, a bolha entra em movimento oscilatório, alternando entre momentos de

contração ou expansão. Dependendo da excitação aplicada, i.e., da amplitude

e freqüência do campo sonoro, a bolha pode apresentar comportamento estável

durante vários ciclos ou comportamento caótico, que pode resultar no colapso

da bolha, antes mesmo de completar o primeiro ciclo de oscilação (Lauterborn

& Parlitz, 1988). A resposta do raio da bolha não é, portanto, proporcional à

pressão sonora. Este tipo de cavitação tem relação direta com a utilização de

ultra-som.

• Cavitação em part́ıculas : baseia-se no crescimento de bolhas num ĺıquido super-

saturado. Se uma part́ıcula carregada é enviada pelo ĺıquido, deixa uma trilha

ionizada por fração de segundo. Um pouco desta energia dos ı́ons é transferida

para elétrons, que podem produzir um rápido aquecimento local. Se o ĺıquido

tiver sido superaquecido pela expansão, a ebulição ocorrerá ao longo da trilha,

que resultará numa linha composta por pequenas bolhas.

• Cavitação ótica: este tipo de cavitação é produzida por fótons que possuem uma

luminosidade de alta intensidade, rompendo o ĺıquido e ocasionando a formação

de bolhas.

O gás contaminante se faz presente em bolhas, sendo inevitável a sua ocorrência

em qualquer fluido que se encontre sujeito a experimentações (Brennen, 1995). A

caracteŕıstica principal de uma bolha de gás é observada quando a bolha se encontra

em momento de contração, instante em que o gás pode atuar como amortecedor, por

absorver a energia do ĺıquido que contrai a bolha. Caso não ocorra o colapso da bolha

e sua pressão interna seja maior que a pressão externa, registra-se paralisação completa

do movimento no sentido de contração, podendo este movimento ser revertido, gerando

a expansão da bolha. A pressão do gás apresenta-se, portanto, uma proporção inversa

com relação à variação do raio da bolha.

2



A alta compressibilidade da bolha proporciona uma absorção significativa de e-

nergia, podendo esta ser obtida de várias formas. Por exemplo, para o caso de cavitação

acústica, no momento de expansão da bolha, ocorre a absorção da energia potencial

obtida das ondas sonoras, o que ocasiona um acúmulo de energia cinética no momento

de sua contração. Importante ressaltar que, mesmo para uma fonte de baixa energia

como a onda sonora, uma maior densidade de energia no momento de contração pode

redundar no colapso da bolha. Tal fato caracteriza uma cavitação transiente e ocorre

devido ao movimento não-linear que a bolha apresenta, devido a diversos fatores, como

o movimento mecânico de propulsores ou bombas, ou pela ação de um campo ultra-

sônico, ou por aumento da velocidade local em um escoamento, entre outros (Leighton,

1994). A ocorrência do colapso proporciona uma concentração de energia em pequenos

volumes, produzindo maiores ńıveis de pressão e temperatura. Apesar do colapso de

uma cavidade ser um acontecimento de baixa energia, este é altamente localizado. Um

exemplo ilustrativo da transferência de energia no instante de colapso das bolhas pode

ser observado na Figura 1.11.

Figura 1.1: Cavitação hidrodinâmica de bolhas.

A dinâmica de bolhas é um tema abrangente e constante em nosso cotidiano. Na

verdade, o próprio corpo humano realiza o uso de cavitação diariamente, como no caso

do coração, que devido a mudanças bruscas de pressão entre as câmaras de admissão e

descarga do fluxo sangǘıneo, favorece o aparecimento de micro-bolhas nestas câmaras.

1Ilustração obtida no site www.fluidlab.naoe.t.u-tokyo.ac.jp/Research/CavPictures
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Bolhas são responsáveis por transportes microflúıdicos em células e no sangue, po-

dendo realizar uma função de bombeamento em micro-canais (Marmottant & Hilgen-

feldt, 2004). Ao mesmo tempo, a cavitação pode apresentar situações indesejáveis,

como a doença de descompressão ou barotrauma pulmonar, sofrida por mergulhadores

que atingem a superf́ıcie rapidamente. Na natureza, a presença da cavitação também

pode ser observada de várias maneiras. O animal camarão-pistola, por exemplo, mais

conhecido como “snapping shrimp”, gera estalidos com a finalidade de se comunicar,

defender o território ou matar suas presas. O estalido neste caso é resultado do colapso

de uma bolha de cavitação formada por um rápido jato de água devido ao fechamento

abrupto de sua garra (Versluis et al., 2000). A cavitação pode causar efeitos f́ısicos,

qúımicos ou biológicos. Na seção seguinte, são apresentadas aplicações derivadas do

uso de bolhas.

1.1 DINÂMICA DE BOLHAS - APLICAÇÕES

Cumpre-se observar preliminarmente que bolhas desempenham uma importante

função em diversos campos da ciência e da tecnologia contemporânea. Sistemas de

escoamentos de ĺıquidos constituem uma ocorrência comum de cavitação, nos quais

efeitos hidrodinâmicos resultam em regiões do escoamento em que a pressão assume

valores inferiores ao da pressão de vapor. Foi neste contexto que o estudo da dinâmica

de bolhas começou a se desenvolver, tendo iniciado especificamente a partir de pro-

blemas apresentados pelo funcionamento de turbinas em navios, em que a propulsão

era prejudicada pela formação de uma nuvem de bolhas no momento em que a água

se encontrava em regiões de baixa pressão nos propulsores da turbina.

Reynolds, 1873, realizou investigações por meio de teorias e experimentações com

a finalidade de tentar encontrar uma solução para o problema apresentado. Diversos

outros trabalhos foram publicados, destacando-se a investigação realizada por Parsons,

1906 (inventor da turbina a vapor), o qual observou que maior parte da energia pro-

porcionada pela máquina era consumida na formação e manutenção das cavidades,
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ao invés da propulsão do navio. Posteriormente, ficou evidenciado que os propulsores

originavam vácuos ou várias bolhas quando a menor pressão ao redor das lâminas de-

crescia para um determinado valor. O mesmo autor foi responsável pela construção do

primeiro túnel de cavitação em 1895 (um túnel de cavitação maior foi constrúıdo por

Parsons em 1910), bombeando para fora o ar que se encontrava na superf́ıcie da água

sobre o propulsor, visando produzir cavitação com maior facilidade (maiores detalhes

em Burrill, 1951 e Young, 1989).

Oportuno registrar que a curiosidade acerca da dinâmica de bolhas foi impulsio-

nada com observações relacionadas aos efeitos da cavitação, como a erosão, que é

resultado do colapso de bolhas próximo a fronteiras sólidas. Um dos primeiros trabalhos

cient́ıficos a respeito do colapso foi realizado por Rayleigh, 1917, para uma cavidade

esférica imersa em um meio infinito. Porém, quando a bolha se encontra próxima a

uma superf́ıcie sólida ou fronteira, o colapso não ocorre esfericamente (Naude & Ellis,

1961, Benjamin & Ellis, 1966). Caso uma bolha oscilatória esteja localizada adjacente

a uma fronteira, a bolha é levemente repelida para longe desta fronteira durante sua

fase de expansão. Entretanto, no momento de colapso, a bolha é atráıda pela fronteira.

O que ocorre é que a bolha se deforma e produz um jato ĺıquido de alta velocidade no

seu interior. O jato é formado na face da bolha que se encontra distante da estrutura.

Este jato penetra a bolha, atravessando sua face oposta, ocasionando um impacto com

a superf́ıcie próxima (Figura 1.22). Este colapso também é caracterizado pela produção

de uma intensa onda de choque.

Figura 1.2: Seqüência do colapso de uma bolha próxima a uma superf́ıcie, onde um rápido
jato no interior da bolha é formado, com direção à superf́ıcie.

2Ilustração obtida no site www.lockstockuae.com/storz shockwave.
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Tanto a onda de choque quanto o jato ĺıquido podem ter efeitos devastadores em

uma superf́ıcie, podendo causar erosão em metais, como o aço, diminuindo a vida útil

do material, como constatado na Figura 1.33.

Figura 1.3: Exemplo de erosão causada pela cavitação em pás de um propulsor.

A engenharia oceânica utiliza-se do estudo da dinâmica de bolhas para auxiliar

na construção de equipamentos, principalmente no que concerne aos submarinos (e.g.

Zhang et al., 2009). O colapso de bolhas também pode ser um fator determinante na

detecção de submarinos, uma vez que o fenômeno é precedido por uma onda sonora.

Máquinas diesel sofrem desgastes causados pela cavitação, devido às altas taxas de

compressão e paredes de grandes dimensões do cilindro. Neste caso, a vibração induz

a uma alternação entre baixa e alta pressão do ĺıquido refrigerante contra a parede do

cilindro. Uma forma de amenizar esse desgaste baseia-se na utilização de aditivos no

ĺıquido refrigerante, que atuam como uma camada protetora sobre a camisa do cilindro.

Esses aditivos reduzem a tensão superficial do ĺıquido e causam uma diminuição do pico

de pressão alcançado pela bolha, amenizando o colapso (Beal, 1986).

Existem trabalhos relacionados ao estudo de bolhas com relação a diferentes fron-

teiras, como a superf́ıcie livre, fronteiras flex́ıveis ou interface entre dois ĺıquidos (Blake

& Gibson, 1987). A dinâmica de bolhas também se encontra presente na área de vul-

canologia, uma vez que vários aspectos de atividades vulcânicas são atribúıdas à pre-

sença de bolhas no magma terrestre. O magma é composto por uma mistura de ĺıquido,

3Ilustração obtida no site http://alumnus.caltech.edu/ mark/research/prop/prop.html.
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bolhas e part́ıculas sólidas. As bolhas podem reduzir significativamente a velocidade do

som do magma (dependendo de sua rigidez e viscosidade) e influenciar em terremotos,

tremores e ondas acústicas na atmosfera (Ichihara et al., 2004).

A dinâmica de bolhas tem sido tema de pesquisa devido aos seus efeitos adversos

com relação à performance, ao ńıvel de rúıdo que é criado, às vibrações e, principal-

mente, aos danos que podem ser gerados próximos a superf́ıcies sólidas. Porém, apesar

da cavitação estar presente em vários fenômenos indesejados, muitas são as aplicações

em que ela pode ser utilizada de uma maneira benéfica.

Bolhas podem desempenhar um papel importante quando o assunto é redução de

arrasto. O interesse pela lubrificação de escoamentos externos a partir de uma mistura

de bolhas ou de uma camada de gás apresenta registros que datam do ano 1880. A

injeção de gás leva à criação de uma mistura de bolhas perto da superf́ıcie que pode

alterar significativamente o fluxo no interior da camada limite turbulenta, podendo

gerar uma redução considerável do arrasto. As aplicações são voltadas para véıculos

submarinos e navios. O transporte naval representa o meio de transporte de carga

mais utilizado no mundo e, uma vez que a diminuição de arrasto resulta no consumo

de combust́ıvel, esse processo reflete favoravelmente na economia, além de apresentar

grande importância para questões ambientais. A redução de arrasto em navios por meio

de bolhas encontra-se tipicamente na faixa entre 10% a 20%. Para submarinos, estas

reduções podem alcançar 80%. O arrasto é maior em velocidades baixas, momento em

que a redução de arrasto se faz mais atraente. Importante observar que a potência

necessária para bombear o ar sob o casco não deve ser maior do que a potência de

propulsão que é salva, uma vez que a injeção de bolhas só é utilizada quando uma

economia de energia for viável.

Muitos são as investigações acerca dos mecanismos que geram a redução de arrasto

através da injeção de bolhas. A presença de bolhas altera o escoamento, introduzindo

efeitos de compressibilidade, modificando o transporte turbulento e a viscosidade do

fluido. A deformabilidade e o tamanho das bolhas, assim como as propriedades do

escoamento, consistem em relevantes aspectos para descrever a redução de arrasto,

como constatado por van den Berg et al., 2005.
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Outro trabalho, realizado por van den Berg et al., 2007, demonstra que a redução

de arrasto através de bolhas é caracterizado como um efeito de camada limite, em que a

eficiência da redução de arrasto é maior quando a superf́ıcie do casco apresenta-se mais

lisa. Estes resultados ajudam a compreender porque a corrosão do casco ou materiais

orgânicos encontrados no mesmo reduzem drasticamente o efeito das bolhas, uma vez

que a rugosidade destrói a camada limite e, por conseguinte, o mecanismo que leva à

redução de arrasto. Portanto, é importante que a superf́ıcie do casco não apresente

rugosidade, assim como devem existir cuidados para que não haja cavitação ao redor do

casco, pois sua ocorrência pode proporcionar desgastes na superf́ıcie. Existem outros

avanços significativos na compreensão dos processos f́ısicos que estão envolvidos na

redução de arrasto. Para uma revisão detalhada, o trabalho de Ceccio, 2010, é indicado.

É importante salientar que um clássico exemplo da aplicação de bolhas é en-

contrado na elevação artificial de um fluido que se encontra contido em um poço de

produção, através do bombeamento por cavidades progressivas, ou seja, o bombeio

cont́ınuo de fluido contendo bolhas. A bomba realiza um deslocamento positivo e é

constitúıda de rotor e estator, onde a geometria do conjunto é responsável por formar

uma série de cavidades identicamente herméticas. Tal procedimento é largamente uti-

lizado na indústria petroĺıfera (Thomas, 2004). O petróleo geralmente flui à superf́ıcie

espontaneamente, devido à pressão interna dos gases, porém, quando esta pressão é

reduzida, faz-se necessária a atuação de processos mecânicos, os quais suprem a pressão

dos gases no reservatório (i.e., elevam artificialmente a pressão interna dos gases). A

bomba realiza trabalho imersa em poços de petróleo, em que a taxa de fluxo de fluido

é diretamente proporcional à velocidade de rotação da bomba. O bombeamento pode

ser utilizado mesmo quando existe a elevação natural, com a finalidade de aumentar

o fluxo de petróleo que se encontra em um poço de produção. O uso de bombeio por

cavidades progressivas consiste no método mais eficiente e de menor custo para auxiliar

a extração de petróleo (Saveth et al., 1989).

Registre-se ainda que a cavitação é amplamente utilizada também para homo-

geneizar, misturar ou quebrar part́ıculas suspensas em um ĺıquido composto, como o

leite. Existem várias máquinas comerciais com este intuito, onde bolhas são inseri-

das em determinados pontos para causar implosões. É importante observar que na

8



construção destas máquinas, faz-se necessário que suas paredes possuam materiais que

resistam ao colapso de bolhas, como o aço inoxidável, dentre outros. Bolhas também

podem exercer a função de aumentar a área de contato entre as fases gás-ĺıquido.

1.1.1 Cavitação acústica: o Ultra-som

As ondas geradas pelo ultra-som podem ser utilizadas para estabelecer um campo

acústico em um fluido, possibilitando a existência de cavitação. Aparelhos ultra-sônicos

são basicamente compostos por transdutores (conversores de energia), constrúıdos a

partir de materiais pizoelétricos, como os cristais, que apresentam variação de suas di-

mensões f́ısicas quando sujeitos a uma corrente elétrica alternada. Esta variação resulta

em um movimento nas faces do material, originando energia de vibração mecânica, ou

ondas sonoras. Caso a corrente seja suficientemente alta, ondas de alta freqüência,

i.e. ultra-sons, são geradas. O mesmo transdutor que emite o sinal ultra-sônico pode

funcionar como detector, pois os ecos que a ele voltam produzem vibração no material

pizoelétrico, fazendo variar suas dimensões f́ısicas que, por sua vez, acarretam o apare-

cimento de um campo elétrico. Esse campo gera sinais que podem ser amplificados e

registrados.

A utilização de ultra-som aplicado em bolhas pode favorecer o aumento de reações

qúımicas, correspondendo a uma importante área de investigação, denominada sono-

qúımica (Mason, 1999). Os efeitos qúımicos apresentados pela utilização do ultra-som

são divididos em três áreas: (i) sonoqúımica homogênea de ĺıquidos; (ii) sonoqúımica

heterogênea entre sistemas ĺıquido-ĺıquido ou ĺıquido-sólido; (iii) sonocatálise, que con-

siste na combinação entre os anteriores. Estes efeitos qúımicos não ocorrem devido a

uma interação direta com espécies moleculares ou da interação entre ondas, mas provêm

da presença de cavitação acústica, utilizada como um meio para concentrar a energia

gerada pelo ultra-som em uma forma quimicamente útil. Entre os benef́ıcios gerados,

pode-se citar: menor utilização de catalisadores, menor temperatura para ocorrer a

reação, redução do peŕıodo de indução, geração de espécies reativas úteis, entre outros.
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A implosão de bolhas consiste em um fenômeno que pode ser considerado uma

“micro-reação”, uma vez que gera um alto campo de temperatura (da ordem da tempe-

ratura encontrada na superf́ıcie do sol), onde simples reações qúımicas podem acontecer.

Para ĺıquidos contendo sólidos, a cavitação próxima de superf́ıcies gera intensos jatos

que implicam no aumento da temperatura da superf́ıcie e ondas de choque que são ca-

pazes de danificar esta superf́ıcie. A cavitação pode resultar em transferência de massa,

limpeza de superf́ıcies, redução do tamanho de part́ıculas, ativação de metais ou até

mesmo no craqueamento ou quebra de moléculas, como o desdobramento de protéınas

(Singh et al., 2006). Outras aplicações incluem a modificação das propriedades do

sólido, como a fabricação de nanomateriais (Gedanken, 2004) ou a modificação de su-

perf́ıcies de poĺımeros (uma revisão acerca da aplicação de ultra-som em diferentes

materiais pode ser encontrada no trabalho de Suslick & Price, 1999).

Suspensões de pó-ĺıquido produzem colisões de altas velocidades entre part́ıculas,

alterando a morfologia, reatividade e composição da superf́ıcie (Suslick, 1990). Um

exemplo é observado na Figura 1.44, em que o uso cavitação propicia colisões entre

part́ıculas de óxido ńıquel, resulta no polimento destas part́ıculas. Importante observar

que a cavitação produz um número maior de part́ıculas individuais, uma vez que ocorre

a fragmentação de part́ıculas maiores.

Figura 1.4: O efeito da radiação ultra-sônica na superf́ıcie de part́ıculas de óxido ńıquel
(a) Antes da utilização do ultra-som; (b) Após seu uso, gerando cavitação, que resulta na
fragmentação das part́ıculas maiores e no polimento de part́ıculas por meio de colisões de
altas velocidades.

4Ilustração obtida no livro “The Yearbook of Science & the Future 1994”, 1994, Encyclopaedia

Britannica, pp. 150.
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Doktycz & Suslick, 1990, descobriram que o escoamento turbulento e as ondas de

choque produzidas por ultra-som, quando em alta intensidade, podem desencadear o

encontro de part́ıculas metálicas com velocidade suficiente para que ocorra fusão no

ponto de colisão. A utilização de intenso ultra-som também auxilia na purificação da

água, quebrando poluentes e moléculas orgânicas (Dahi, 1982). É importante registrar

que a intensa utilização do ultra-som pode repercutir em resultados indesejáveis através

do processo de cavitação.

Cumpre examinar neste passo que o uso mais comum de cavitação na indústria é

encontrado em dispositivos ultra-sônicos de limpeza, em que o jato causado pela imp-

losão de bolhas remove “sujeiras” indesejadas, como graxas e reśıduos de componentes

de aeronaves ou automotivos. O colapso também pode ser induzido pela utilização

de laser. Na Figura 1.55, uma superf́ıcie é coberta por uma fina camada de vaselina,

misturada com part́ıculas coloridas, que realizam o papel de referencial. A imagem à es-

querda apresenta a superf́ıcie antes de ser exposta à cavitação. O colapso de uma única

bolha é representada pela imagem ao centro, onde uma limpeza parcial de uma região

pode ser observada. O colapso de uma segunda bolha, no mesmo local, é ilustrado pela

imagem à direita, apresentando uma área de limpeza ainda maior, em que os reśıduos

deixados pela primeira bolha são removidos.

Figura 1.5: Camada de vaselina misturada com part́ıculas coloridas: (esquerda) antes da
cavitação; (centro) após cavitação de uma bolha; (direita) após o colapso de uma segunda
bolha no mesmo local, apresentando um aumento da área limpa e ausência de reśıduos resul-
tantes do colapso da primeira bolha.

5Ilustração obtida em publicação de Ohl, C.-D., Arora, M., Dijkink, R., Janve, V., Lohse, D., 2006,

Surface cleaning from laser-induced cavitation bubbles, Appl. Phys. Lett., Vol. 89, 074102.
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As aplicações para a limpeza são extensas: tais dispositivos são utilizados para

limpeza de jóias, lentes, instrumentos cirúrgicos, peças industriais, entre outros. Geral-

mente, a remoção é função da quantidade de bolhas, da intensidade do ultra-som e do

fluxo e temperatura do fluido. Importante ressaltar que um controle da freqüência

do ultra-som é essencial nos casos de utilização de cavitação com a finalidade de re-

mover sujeiras de superf́ıcies, uma vez que altas frequências podem resultar em intensos

colapsos e, consequentemente, gerar desgastes na superf́ıcie.

Como se pode verificar, a limpeza ultra-sônica também é aplicada em equipa-

mentos eletrônicos, como a remoção de part́ıculas finas em superf́ıcies de siĺıcio para

fabricação de semicondutores (Gale & Busnaina, 1995). Existem diversas aplicações

na área da odontologia, onde a remoção de placas bacterianas (biofilme) de superf́ıcies

sólidas como dentes é posśıvel por meio da limpeza ultra-sônica (Parini & Pitt, 2006).

Procedimento semelhante pode auxiliar na irrigação do canal radicular, que corre-

sponde a um importante procedimento no tratamento de canais radiculares e consiste

na remoção de microorganismos e detritos de dentina resultantes deste tratamento (van

der Sluis et al., 2007).

A utilização do ultra-som na presença de micro-bolhas constitui tema frequente

na área de biomedicina, que conduz estudos no campo de interface entre biologia e

medicina, voltada para a pesquisa das doenças humanas. As primeiras aplicações

de micro-bolhas estão relacionadas na sua utilização para acentuar a ultra-sonografia

com contraste, ou seja, o diagnóstico a partir do ultra-som. Um exemplo consiste

na melhor visualização das câmaras card́ıacas durante a ecocardiografia (ou ultra-

som do coração). As micro-bolhas, que são injetadas no corpo, assumem o papel de

agentes de contraste em sistemas de imagem. Os pulsos do ultra-som são tipicamente

aplicados com uma freqüência próxima da freqüência de ressonância das micro-bolhas.

Uma micro-bolha responde aos pulsos ultra-sônicos com o aumento e diminuição no

seu diâmetro, produzindo intensos ecos na região em que se encontra. Estes ecos

correspondem a freqüências que são múltiplos da freqüência de ressonância de micro-

bolhas. De acordo com os ecos apresentados pelos tecidos, a diferença entre estes ecos

e os ecos das micro-bolhas gera um contraste que resulta em uma imagem. O controle

da freqüência, fase e amplitude da sucessão de pulsos ultra-sônicos é otimizada para
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discriminação entre estes ecos, aperfeiçoando a imagem obtida. A evolução da ultra-

sonografia com contraste como uma ferramenta clinicamente útil tem sido posśıvel pela

capacidade de controlar o tamanho e a estabilidade de micro-bolhas, a partir do seu

encapsulamento, realizado por uma “casca”, com diâmetro t́ıpico da ordem de microns

(Lindner, 2004 e referências neste trabalho). Como resultado, as micro-bolhas, ou

agentes de contraste, podem ser administrados através de injeção por via intravenosa.

A estabilidade intravascular de micro-bolhas evoluiu com o desenvolvimento de cascas

contendo diferentes propriedades ou com a utilização de diferentes gases.

Nos últimos dez anos, uma proposta inovadora tem ocupado espaço cada vez mais

significativo em pesquisas cient́ıficas: o uso de cavitação para auxiliar no acompa-

nhamento, descobrimento e tratamento de doenças (Stride & Coussios, 2010).

O diagnóstico pela ultra-sonografia pode fornecer informações acerca do volume e

velocidade do sangue contido em regiões capilares. Esta técnica tem sido usada recen-

temente para examinar como respostas capilares anormais contribuem para doenças

como a doença arterial coronariana (estreitamento dos vasos que suprem o coração),

hiperlipidemia (concentrações elevadas de gorduras no sangue) e diabetes, e se estas al-

terações podem ser reguladas por meio de terapia envolvendo medicamentos (Lindner,

2004). A imagem a ser adquirida necessita de um “alvo” (região) onde a estimativa

da taxa de fluxo microvascular é realizada, de forma similar à ressonância magnética

com contraste dinâmico (Dayton & Ferrara, 2002). O método para a formação de i-

magem é desenvolvido com a utilização de micro-bolhas. Quantificar o escoamento do

sangue tem como prinćıpio básico duas propriedades destas micro-bolhas: (i) apresen-

tam comportamento na micro-circulação aproximadamente idêntico ao comportamento

das células do sangue (Lindner et al., 2002); (ii) colapsam sob excitação de intenso

ultra-som. A Figura 1.6, retirada do artigo realizado por Ferrara et al., 2007, ilustra

a seqüência necessária para estimar esta taxa de fluxo sangúıneo: a taxa é avaliada a

partir do uso de pulsos de transmissão de altas amplitudes, designados para destruir

as micro-bolhas (ou agentes de contraste) localizadas no alvo desejado, combinados

posteriormente com pulsos de baixa pressão que realizam a função de estimar o re-

abastecimento de micro-bolhas no alvo analisado, a partir da taxa de aumento do sinal

acústico. Portanto, a investigação da intensidade acústica das micro-bolhas reflete a

velocidade de deslocamento do sangue e seu volume contido no micro-vaso.
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Figura 1.6: Micro-bolhas circulam livremente em microvasos. Intensos pulsos ultra-sônicos
aplicados na região-alvo geram o colapso destes agentes de contraste. Pulsos de baixa pressão
são utilizados para analisar o tempo necessário para que outras micro-bolhas ocupem o espaço
alvo.

É importante observar que este procedimento é efetuado em regime permanente,

onde a concentração de micro-bolhas na corrente sangúınea é constante. Assim, o

número de micro-bolhas que entra ou sai de uma micro-circulação em um região/alvo

fixo é igual.

Além de aplicações em cardiologia, as imagens por meio de micro-bolhas podem ser

importantes ferramentas para a avaliação de anormalidades do movimento da parede

do vaso, defeitos de perfusão e na descoberta de tumores. No interior de tumores

canceŕıgenos, o escoamento de micro-bolhas não ocorre de forma cont́ınua. Assim,

estimar as variações que a taxa de fluxo apresentam consiste em um forte indicativo

da presença de tumores (e.g. Chomas et al., 2003).

Da mesma forma, a análise do escoamento também pode ser útil para examinar

a resposta à terapia de medicamentos, uma vez que indica se ainda existem tumores

na região examinada e se os medicamentos estão atingindo a região correta. O tra-

balho realizado por Ferrara et al., 2007 (e referências ali encontradas) esclarece como

funcionam várias destas aplicações, e.g. o tratamento do câncer utilizando agentes

antiangiogênicos.

14



É importante salientar que micro-bolhas são utilizadas na condução e na entrega

de medicamentos e genes, como proposto por Shohet et al., 2000. Esta “entrega a

domićılio” ao alvo ou tecido intencionado está relacionada a micro-bolhas especialmente

desenvolvidas como véıculos que podem ser carregados com o agente terapêutico re-

querido, como o DNA plasmidial ou medicamentos no aux́ılio do tratamento de câncer.

A liberação destes agentes acontece no momento de ruptura destas micro-bolhas por

meio do uso de intenso ultra-som. Como o ultra-som é aplicado somente na região

de interesse, os medicamentos são liberados localmente. Esta seqüência é ilustrada

pela Figura 1.7 (a), também retirada do artigo realizado por Ferrara et al., 2007. As

part́ıculas terapêuticas são apresentadas pela cor azul. Porém, a intensidade do ultra-

som deve ser definida de maneira delimitada, uma vez que pode gerar uma ruptura no

revestimento das paredes do vaso sangúıneo, ocasionando o extravasamento do medica-

mento e ineficácia do tratamento, como apresentado pela Figura 1.7 (b).

Figura 1.7: Seqüência que representa o funcionamento da entrega de medicamentos utilizando
como véıculo micro-bolhas. (a) Micro-bolhas circulam em pequenos vasos sangúıneos con-
tendo part́ıculas terapêuticas (apresentadas pela cor azul). Quando intensos ultra-sons são
utilizados no local, a ruptura das micro-bolhas ocorre, gerando a distribuição do medica-
mento; (b) ruptura das paredes do vaso sangúıneo, devido ao uso indevido do ultra-som,
resultando no extravasamento do medicamento.
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Um medicamento deve superar várias barreiras naturais do corpo para ser efe-

tivo. A utilização de micro-bolhas apresenta-se como ótima solução para entrega de

medicamentos devido ao fato de atuarem tanto em regiões da ordem de microns quanto

regiões da ordem de cent́ımetros. Além disso, tem sido demonstrado que o movimento

das micro-bolhas aumenta a permeabilidade das membranas celulares individuais e do

endotélio (camada celular interna dos vasos sangúıneos), conseqüentemente aumen-

tando a absorção e atividade dos medicamentos, tornando posśıvel o transporte destes

agentes em locais biologicamente inacesśıveis, como os coágulos de sangue ou tumores

sólidos (Stride & Coussios, 2010). Assim, o cérebro, coração, pâncreas e vários coágulos

e tumores canceŕıgenos têm sido alvos de estratégias para entrega de medicamentos por

meio da ultra-sonografia (Choi et al., 2007).

Apesar do uso de micro-bolhas para a entrega de medicamentos ter sido aplicada

somente em animais, vários são os estudos pré-cĺınicos bem sucedidos e que ajudam a

demonstrar o potencial desta metodologia em um futuro próximo, como se pode ve-

rificar em Ferrara et al., 2007. A otimização de micro-bolhas consiste em um grande

desafio, uma vez que apresenta vários parâmetros envolvidos, que abrangem desde

condições ideais relativas aos materiais para encapsular bolhas a limitações no esta-

belecimento de parâmetros do ultra-som. A investigação do uso de diferentes cascas

(geradas pelo encapsulamento), bem como seu comportamento e dinâmica, pode ser

encontrado no resumo realizado por Ferrara et al., 2009.

É sobremodo importante assinalar que na medicina, a cavitação também encon-

tra aplicações em outros processos que necessitam de alguma forma de fragmentação,

uma vez que o colapso de bolhas resulta na produção de jatos ĺıquidos e tensões de

cisalhamento locais que podem gerar a ruptura ou limpeza de estruturas biológicas.

Cavidades podem ser acumuladas em torno da membrana de célula canceŕıgena, que-

brando a parede celular, possibilitando a atuação de micro-part́ıculas terapêuticas,

como mostrado na Figura 1.86. A célula apresenta-se colorida para facilitar a visua-

lização do seu rompimento.

6Ilustração obtida no site www.chemlin.net/news/2006/sep2006/therapeutic-molecules.htm.
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Figura 1.8: Célula canceŕıgena logo após ser exposta ao ultra-som, resultando em rompimento
de parede devido ao colapso de uma micro-bolha localizada na sua superf́ıcie.

O colapso de bolhas realiza um papel essencial na destruição da lit́ıase urinária,

mais conhecida como pedras nos rins, cujo processo de destruição é denominado Litotri-

psia Extracorpórea por Ondas de Choque (LECO)7, que revolucionou o tratamento

da doença. As ondas de choque aplicadas aos cálculos renais (devido justamente à

cavitação), resultam em fragmentos menores que podem ser eliminados na urina (Ko-

dama & Takayama, 1998). O uso deste procedimento inicialmente estava associado a

danos vasculares, como hemorragias e hematomas. Porém, atualmente, tal procedi-

mento apresenta-se pouco evasivo, devido ao exame minucioso das ondas de choque,

a partir das propriedades e do número de pedras existentes (e.g. Lokhandwalla &

Sturtevant, 2000). O tema ainda gera investigações relevantes, uma vez que, quanto

maior o controle da cavitação, maior pode ser a velocidade e a eficácia do tratamento

(Stride & Coussios, 2010). A cavitação demonstra-se igualmente útil para eliminação

de gorduras localizadas, processo este denominado hidrolipoclasia.

A presença de micro-bolhas também pode estar associada à obstrução de micro-

vasos (micro-embolia) em diferentes regiões do corpo, como por exemplo a micro-

embolia cerebral . Neste caso, o tratamento tem como prinćıpio a retirada de micro-

bolhas, a partir de procedimentos que efetuam uma redução do número de micro-

embolia gasosa (e.g. Schoenburg et al., 2003).

7Citado em publicação de Cheidde, L., Shor, N., Heilberg, I. P., 1998, Alterações renais causadas

por litotripsia extracorpórea por ondas de choque (LECO), J. Bras. Nefrol., Vol. 20, 34–39.

17



Em todas as aplicações aqui apresentadas, é importante ressaltar que a utilização

de ultra-som deve ser realizada de maneira controlada, pois pode apresentar efeitos

desagradáveis, uma vez que o “benef́ıcio” gerado pelo colapso ou implosão de bolhas

pode corresponder a um “malef́ıcio” para superf́ıcies/regiões próximas, como tecidos

(e.g. ter Haar, 2010). Em todos os casos, é importante uma melhor exploração de

diversos fatores, como interações bolha-bolha e bolha-parede. O trabalho de Qin et

al., 2009, descreve o que já foi realizado sobre a resposta de micro-bolhas a um pulso

ultra-sônico e o impacto da oscilação que estas micro-bolhas apresentam em pequenos

vasos sangúıneos.

Apesar da necessidade do amadurecimento acerca da combinação ultra-som/bo-

lhas, o potencial de uso é enorme e não há dúvidas quanto ao papel fundamental que

bolhas exercem e irão exercer no futuro, ainda mais quando comparadas a outras formas

de tratamento, como a radioterapia, em que ocorre contaminação por radiação. A idéia

é aprender mais a respeito da dinâmica de bolhas, e consequentemente a controlá-las.

Motivações não faltam, principalmente com o surgimento da nanomedicina, que concilia

a nanotecnologia com a medicina. Por exemplo, trabalhos já estão sendo realizados para

investigar a utilização de nano-bolhas como nano-agentes, para auxiliar em diagnósticos

ou na entrega de part́ıculas terapêuticas (Wang et al., 2010).

Uma revisão a respeito das aplicações envolvendo ultra-som, sonoqúımica e assun-

tos relacionados pode ser encontrada em livros, como Mason & Lorimer, 2002. A seção

seguinte baseia-se em uma abordagem acerca dos modelos matemáticos desenvolvidos

na área de dinâmica de bolhas.

1.2 MODELOS MATEMÁTICOS

A investigação do movimento da bolha fornece informações essenciais para as mais

diversas aplicações, conforme visto anteriormente. Portanto, modelamentos matemáti-

cos constituem importantes ferramentas para auxiliar nestas aplicações, uma vez que

o estudo da dinâmica de bolhas prediz o comportamento que estas podem apresentar.
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Rayleigh, 1917, foi responsável pelo primeiro trabalho teórico na área de dinâmica

de bolhas, realizando uma formulação matemática para o fechamento de uma cavidade,

onde efeitos de pressão e viscosidade são negligenciados (uma descrição mais detalhada

é fornecida no caṕıtulo 4). A partir deste trabalho, outros estudos teóricos surgiram,

explorando diferentes fatores que envolvem a dinâmica de bolhas. A solução geral para

descrever a dinâmica de bolhas é baseada na equação obtida por Rayleigh-Plesset (de-

vidamente explorada no caṕıtulo 2), constituindo o escopo deste trabalho desenvolver

uma extensão da mesma. Vários são as investigações acerca das modificações desta

equação que rege o movimento da bolha.

Quando a magnitude da velocidade da parede da bolha é da ordem da velocidade

do som, o modelo requer que a compressibilidade do ĺıquido seja considerada (e.g.

Gilmore, 1952 e Prosperetti, 1987). Transferência de calor entre a bolha e o ĺıquido pode

ser considerado, acoplando a equação da difusão de calor à equação de Rayleigh-Plesset

modificada, desconsiderando casos adiabáticos ou isotérmicos (Kamath & Prosperetti,

1991). Pode-se remover a consideração de uma morfologia esférica na interface bolha-

ĺıquido, em que a forma da interface é determinada pela interação gás-ĺıquido ou por

uma forma predeterminada (e.g. Crum, 1979). A análise de uma “nuvem de bolhas”

também tem sido explorado, descrito a partir de uma média das equações governantes,

levando-se em conta a dinâmica da interação entre bolha-bolha (e.g. Commander &

Prosperetti, 1989).

Outros fatores como a difusão de gás, a distribuição espacial da pressão, oscilações

não-lineares próximas à superf́ıcie ou em tubos também tem sido explorados, a par-

tir de soluções anaĺıticas ou simulações numéricas. Uma revisão acerca dos modelos

aplicados pode ser encontrada em Qin et al., 2009. Diversos livros também abordam

desenvolvimentos matemáticos apresentados pela dinâmica de bolhas, em que os mais

indicados são Leighton, 1994 e Brennen, 1995.

Cumpre salientar que fatos curiosos acerca da dinâmica de bolhas também se

encontram presentes em tópicos relevantes na área acadêmica. A implosão de uma

bolha é caracterizada por proporcionar temperaturas e pressões extremamente altas e,

em condições espećıficas, pode gerar um fenômeno conhecido pela emissão de pequenas
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explosões de luz, que foi primeiramente observado por Frenzel & Schultes, 1934. A

emissão de luz a partir de um colapso da bolha consiste em uma área amplamente

desenvolvida na cavitação, denominada luminescência.

Quando ocorre a emissão no contexto de cavitação acústica, a luminescência é

intitulada sonoluminescência, apesar de ser a cavitação - e não o som - a causa da

emissão de luz, viśıvel a olho nu. No entanto, somente a partir da década de 80

que a pesquisa acerca da sonoluminescência foi impulsionada. O fenômeno ocorre

quando uma bolha confinada e excitada periodicamente em um fluido ambiente colapsa

violentamente, de forma que a energia local do colapso gera uma emissão de luz, seguida

por uma curta emissão sonora. Após um determinado tempo, a bolha pode retornar

ao tamanho de equiĺıbrio caracteŕıstico e o processo pode ser repetido, em que a bolha

pode permanecer estável por milhares de ciclos acústicos (Brenner et al., 2002).

Experimentos demonstram as propriedades únicas nesse sistema: o espectro de

luz emitida tende ao ultravioleta e depende fortemente do tipo de gás dissolvido no

ĺıquido: gases nobres como Hélio e Argônio aumentam a intensidade de emissão de

luz dramaticamente (Brenner et al., 2002). A observação da luminescência apresenta

complexidade devido às durações das emissões, que se encontram na ordem de 50 a

300 picosegundos (Lugli & Zerbetto, 2007). Várias são as teorias que tentam ex-

plicar os mecanismos f́ısicos que causam essa emissão de luz e ainda há controvérsias

quanto a uma formulação definitiva. Considera-se até a possibilidade da presença de

fusão termo-nuclear no processo (Taleyarkhan et al., 2002). Basicamente, a sonolu-

minescência é explorada a partir da análise de estabilidade e da equação de Rayleigh-

Plesset, considerando a dissociação e difusão de gases. O efeito de suspensões contendo

surfactantes e poĺımeros nos fenômenos de sonoluminescência são temas investigados e

atuais na corrente literatura (e.g. Wu et al., 2009).

Considerações e modelamentos matemáticos são realizados acerca de formação de

bolhas e a respectiva velocidade de subida que estas podem apresentar, responsável pela

definição do tempo de contato caracteŕıstico entre as fases que governam o fenômeno

de transporte interfacial. Uma revisão sobre o tema pode ser encontrada em Kulkarni

& Joshi, 2005, que também inclui trabalhos relacionados a fluidos não-Newtonianos.
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O movimento ascendente de uma bolha exibe um comportamento complexo e

muitas vezes curioso, como é o caso do “paradoxo de Leonardo”, em que bolhas apre-

sentam trajetórias espirais ou ziguezague, de acordo com um raio caracteŕıstico (Lugli

& Zerbetto, 2007).

Existem trabalhos relacionados ao estudo de bolhas imersas em fluidos não-Newto-

nianos, que pode englobar desde modelos para fluidos magnéticos (Cunha et al., 2002)

a fluidos poliméricos. Cumpre registrar que este trabalho se insere neste contexto. A

adição de poĺımeros no fluido ambiente tem sido usada como uma maneira eficiente no

propósito de se reduzir o arrasto turbulento em escoamentos (e.g. Toms, 1948, Bark

et al., 1975 e Andreotti & Cunha, 2007). Conforme descrito anteriormente, a partir

de um campo de pressão constitúıdo por ondas acústicas, a bolha entra em regime

oscilatório, onde altos valores de pressão podem proporcionar movimentos não-lineares

da mesma, podendo esta entrar em colapso. Ellis & Hoyt, 1968 descobriram que,

quando aditivos são utilizados, observa-se oscilações mais estáveis, se comparados à

sua ausência. Experimentações contendo soluções de poĺımeros solúveis (redutores de

arrasto) confirmam a inibição da cavitação (Chahine & Fruman, 1979). Porém, existem

dúvidas sobre os mecanismos f́ısicos responsáveis pela linearização do movimento da

bolha, como o papel da elasticidade, constituindo-se em tema ainda em discussão.

A presença da elasticidade consiste em uma importante propriedade para carac-

terizar os aditivos, e sua consideração pode alterar drasticamente a resposta da bolha.

Modelos que apresentam os efeitos elásticos dos aditivos, denominados fluidos vis-

coelásticos, começaram a ser explorados por Fogler & Goddard, 1970, que propuseram

um tratamento teórico considerando o colapso de uma bolha esférica em um modelo

viscoelástico linear, incluindo soluções anaĺıticas. Cumpre ressaltar o trabalho de Tana-

sawa & Yang, 1970, desenvolvido para um modelo para fluido Oldroyd de 3 constantes

e o trabalho de Kim, 1994 para um fluido UCM (Upper Convected Maxwell). Diver-

sos outros modelos foram explorados, entre eles o modelo de Jeffrey e o modelo que

considera um ĺıquido de segunda ordem.

Os efeitos da transferência de calor e massa na parede da bolha tem sido ana-

lisados para um fluido viscoelástico (e.g. Shulman & Levitsky, 1992), assim como
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investigações acerca do comportamento de bolhas com formas não-esféricas, demons-

trando que efeitos da reologia do fluido são maiores caso a bolha não mantenha sua

esfericidade (Hara & Schowalter, 1984). Registre-se que efeitos de compressibilidade

de um ĺıquido viscoelásticos também tem sido explorados (Brujan, 1999), assim como

efeitos do ĺıquido na formação e crescimento de bolhas (e.g. Ting, 1978).

Como pode ser observado, o estudo relativo à dinâmica de bolhas é muito frequente

e aborda várias temáticas. Sua exploração resulta numa área cada vez mais importante

e aplicada, demonstrando-se essencial a busca por uma compreensão mais abrangente

dos fenômenos que envolvem bolhas ou cavidades. Nesta seção foi posśıvel constatar o

desenvolvimento e variedade dos modelos matemáticos propostos, onde muitos destes

já se encontram consolidados e possuem vasta referência na literatura. Outros temas,

todavia, são pasśıveis de serem melhor explorados.

A dinâmica de bolhas na presença de um fluido não-Newtoniano, particularmente

fluidos viscoelásticos, consiste em um assunto que apresenta escassas investigações ex-

perimentais e ainda gera muitas discussões no meio acadêmico. A seção a seguir encerra

este caṕıtulo, de forma a relacionar as aplicações e os modelos matemáticos descritos

com o trabalho proposto.

1.3 PROPOSTA DE TRABALHO

No presente trabalho investiga-se o movimento oscilatório não-linear de uma bolha

imersa em um fluido complexo, em que propriedades viscoelásticas são consideradas. A

bolha está sujeita a um campo externo acústico de pressão, que assume a prinćıpio um

comportamento senoidal. O fluido ambiente considerado é caracterizado a partir de

uma suspensão de aditivos, podendo estes serem definidos como fibras longas ŕıgidas ou

macromoléculas de poĺımeros de alto peso molecular. Para uma análise mais rigorosa

do problema, pode-se utilizar de diferentes modelos de fluidos não-Newtonianos quando

aditivos são aplicados.
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A descrição destes aditivos pode ser realizada de acordo com um modelo de

Maxwell, i.e., um modelo de viscoelasticidade linear, para pequenas taxas de de-

formação. O modelo de Maxwell combina um efeito de viscosidade extensional com um

efeito elástico (de relaxação). Porém, este modelo linear não permite a realização de in-

vestigações com altos efeitos elásticos ou altas amplitudes de excitação (e.g. ultra-som).

Para uma análise mais apurada, um modelo de viscoelasticidade não-linear também é

desenvolvido, baseado em uma formulação Oldroyd-Maxwell. A influência de alguns

parâmetros vinculados ao presente trabalho de dinâmica de bolhas também se faz pre-

sente, como o parâmetro elástico número de Deborah De, auxiliando na compreensão

do comportamento da bolha nas condições propostas.

Um trabalho anterior relacionado a bolhas foi desenvolvido dentro do grupo Vortex-

UnB por Santos, 2005, explorando o comportamento de uma bolha em um fluido New-

toniano contendo aditivos que apresentavam somente anisotropia. Portanto, este tra-

balho teve como foco a investigação do efeito da anisotropia de part́ıculas poliméricas

na dinâmica de bolhas, relacionando os parâmetros f́ısicos que possibilitam atenuar as

não-linearidades do movimento da bolha, mesmo para condições severas de escoamento.

O presente trabalho dá prosseguimento aos avanços do trabalho realizado por

Santos, 2005, realizando uma análise mais criteriosa e considerando que os aditivos

podem apresentar caracteŕısticas elásticas e anisotrópicas.

Muitas das aplicações exploradas em seção anterior demandam uma melhor inves-

tigação do comportamento de bolhas em fluidos viscoelásticos. O magma, por exemplo,

apresenta caracteŕısticas viscoelásticas, onde os efeitos da viscosidade e da elasticidade

para diferentes viscosidades apresentadas ainda são incompreendidos (Ichihara et al.,

2004).

Da mesma forma, a dinâmica de bolhas na presença da viscoelasticidade é funda-

mental para a investigação do ultra-som em biomedicina. Os meios biológicos podem

exibir comportamento viscoelástico, como vários tecidos do corpo ou o próprio sangue

(Chmiel & Walitza, 1980).
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Um trabalho teórico realizado por Allen & Roy, 2000a, demonstrou que as dife-

rentes caracteŕısticas viscoelásticas que os tecidos apresentam constitui um fator que

tem relação direta com a intensidade de ultra-som permitido, refletindo em potenciais

riscos biológicos que o uso de bolhas pode causar, tema que necessita ser melhor explo-

rado, inclusive experimentalmente. Chahine et al., 2009, elaboraram uma investigação

experimental utilizando a técnica de medição de distribuição do tamanho de bolhas

(ABS - Acoustic Bubble Spectrometer) para obter medições experimentais em meios

biológicos.

Registre-se ainda que as cascas de micro-bolhas, geradas pelo encapsulamento,

possuem caracteŕısticas viscosas e elásticas, e podem ser descritas a partir de modelos

viscoelásticos. Nota-se que uma descrição teórica da dinâmica de bolhas encapsuladas

em um escoamento sangúıneo deve considerar propriedades viscoelásticas do ĺıquido

e das cascas. Tal estudo requer a presença de mais de um modelo viscoelástico (e.g.

Khismatullin & Nadim, 2002). Métodos experimentais modernos estão sendo utilizados

para melhor compreender a resposta de bolhas encapsuladas, como o trabalho feito por

van der Meer et al., 2007, em que câmeras de alta velocidade possibilitam obter filmes

com até 25 milhões de frames por segundo, auxiliando na análise da oscilação destas

bolhas.

Vale ressaltar que o comportamento de bolhas em fluidos viscoelásticos também

desempenha importante função na limpeza ultra-sônica, assim como em outras aplica-

ções industriais não mencionadas, por exemplo, no processamento de compósitos, na

desvolatilização de poĺımeros (extração de monômeros), em colunas de bolhas ou na

fermentação (Lugli & Zerbetto, 2007).

As propriedades reológicas determinam com que freqüência ocorre a formação e

o colapso de bolhas, bem como a forma e o tamanho que estas apresentam. Fica

evidente, portanto, a importância acerca da proposta deste trabalho, uma vez que se

faz necessário obter um melhor entendimento das forças hidrodinâmicas e acústicas que

atuam nas bolhas.
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1.3.1 Objetivos Espećıficos

Os objetivos espećıficos do trabalho consistem em:

• Desenvolvimento de uma análise paramétrica e dimensional da equação gover-

nante de dinâmica de bolhas. Descrição das equações de balanço, das condições

de contorno e dos parâmetros f́ısicos mais relevantes, que controlam a dinâmica

do movimento.

• Estudo de modelos constitutivos de fluidos não-Newtonianos aplicados na for-

mulação do problema. Formulação para viscoelasticidade linear baseado em um

Modelo de Maxwell. Desenvolvimento de solução assintótica.

• Formulação de modelamento f́ısico para viscoelasticidade não-linear utilizando

formulação Oldroyd-Maxwell.

• Elaboração um código computacional, baseado no método de Runge-Kutta de

quinta ordem, utilizando passo de tempo adaptativo. Validação do código.

• Análise para uma bolha imersa em fluido puramente viscoso, levando em consi-

deração a sensibilidade do movimento às condições iniciais. Obtenção de resul-

tados relativos ao movimento da bolha para o modelo puramente anisotrópico.

• Realização de teoria assintótica para o raio mı́nimo e uma análise do intervalo

de tempo. Implementação de nas rotinas computacionais utilizando critério de

colapso para a simulação.

• Interpretação da dinâmica da bolha em modelo viscoelástico linear, focando uma

investigação do efeito elástico. Análise de uma solução assintótica para este

modelo.

• Comparativo entre os modelos viscoelásticos. Análise do modelo viscoelástico

não-linear Maxwell-Oldroyd a partir do espectro de potência utilizando FFT

(Fast Fourier Transform).
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• Determinação de uma função de orientação de aditivos, partindo de uma ori-

entação randômica. Investigação da influência da orientação média de aditivos

no comportamento da bolha.

• Estabelecimento e análise de formulação para o acoplamento da distribuição de

probabilidade da orientação de aditivos com o movimento da bolha. Investigação

do comportamento da densidade de probabilidade e da influência da orientação

de acordo com os efeitos elásticos presentes.

Em termos gerais, este trabalho visa um melhor entendimento acerca dos meca-

nismos f́ısicos responsáveis pela estabilização ou desestabilização do movimento de uma

bolha imersa em uma suspensão de aditivos que apresentam propriedades elásticas e

anisotrópicas, a partir de uma excitação acústica.

O trabalho se encontra dividido da seguinte maneira: o caṕıtulo 2 trata da funda-

mentação teórica, explorando as equações de balanço e as condições de contorno que

são utilizadas no modelamento f́ısico-matemático do problema. O caṕıtulo aborda os

modelos constitutivos de fluidos e a formulação generalizada da equação governante

que rege a dinâmica de uma bolha esférica, bem como os parâmetros adimensionais

presentes no problema.

No caṕıtulo 3 os modelos constitutivos de fluidos são desenvolvidos. A primeira

parte trata do modelo de anisotropia dos aditivos, seguido por um modelo de viscoelas-

ticidade linear, em que uma solução para a equação ı́ntegro-diferencial governante do

problema é sugerida. A última parte trata do modelo de viscoelasticidade não-linear

Maxwell-Oldroyd e a respectiva formulação matemática adimensional. O caṕıtulo 4

descreve a metodologia numérica utilizada para gerar os resultados computacionais e

testes de validação. Neste caṕıtulo também são apresentados resultados preliminares

obtidos pelo código computacional desenvolvido, envolvendo a dinâmica de bolha em

um meio viscoso assim como em um meio puramente anisotrópico. Ao final do caṕıtulo,

descreve-se a teoria assintótica para o raio de colapso e a análise no momento do co-

lapso.
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O caṕıtulo 5 apresenta resultados relativos ao modelo viscoelástico linear. O

caṕıtulo encerra com uma proposta assintótica para o modelo de viscoelasticidade

linear, baseada em uma expansão da integral de convolução por meio de sucessivas

integrações por partes, e a respectiva análise de resultados para esta solução.

No caṕıtulo 6 são apresentados e discutidos resultados numéricos para uma bolha

imersa em um fluido viscoelástico não-linear Maxwell-Oldroyd. Primeiramente, realiza-

se uma comparação entre os efeitos elásticos e anisotrópicos, seguido por uma análise

da dinâmica de bolhas por meio do espectro de potência. O caṕıtulo se encerra com a

análise do comportamento entre os modelos de viscoelasticidade linear e não-linear.

Já o caṕıtulo 7 explora a função orientação de aditivos. Uma investigação desta

função de orientação a partir de uma função de probabilidade caracterizada por uma

distribuição normal é apresentada e, logo em seguida, uma formulação para a função

de probabilidade considerando um acoplamento com o movimento da bolha é desen-

volvida. Neste caṕıtulo também estão presentes os resultados e discussões. Finalmente,

o caṕıtulo 8 trata das considerações finais do presente trabalho e apresenta algumas

sugestões para trabalhos futuros acerca do tema.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Após a descrição da formação de bolhas vista no caṕıtulo anterior, procede-se

objetivando definir a dinâmica de crescimento e colapso de uma bolha que se encontra

imersa em um fluido. O presente caṕıtulo descreve a formulação matemática utilizada

no desenvolvimento das equações constitutivas que são exploradas neste trabalho.

Primeiramente, considerações acerca de modelos constitutivos de fluidos são rea-

lizadas, incluindo uma abordagem vinculada ao tensor de tensões. O modelo f́ısico

é apresentado, seguido pelas equações de balanço do problema e das condições de

contorno associadas. As últimas seções tratam da descrição da equação governante da

dinâmica de bolhas, comumente denominada equação de Rayleigh-Plesset, e sua res-

pectiva adimensionalização. Esta equação, modificada para a proposta deste trabalho,

é apresentada na sua forma generalizada, que consiste em importante ferramenta para

a realização dos modelos matemáticos baseados nas diferentes equações constitutivas

propostas.

2.1 MODELOS CONSTITUTIVOS DE FLUIDOS

A Mecânica dos Meios Cont́ınuos apresenta os prinćıpios gerais que são comuns

a mecânica dos sólidos e dos fluidos, a partir de uma análise realizada sobre um

meio cont́ınuo, que é definido como um meio cuja menor escala macroscópica es-

pećıfica posśıvel possua propriedades que se encontram distribúıdas uniformemente.

As equações de balanço vistas na seção anterior representam leis de conservação de

massa e quantidade de movimento válidas em qualquer ponto de um meio cont́ınuo,

para qualquer instante de tempo. Porém, tornam-se insuficientes quando objetiva-se

determinar a resposta de um cont́ınuo caracterizado por um material em particular.
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Equações adicionais são necessárias, que consideram e refletem as propriedades

caracteŕısticas do cont́ınuo em observação. Tais equações são chamadas equações cons-

titutivas (equações reológicas de estado) e definem uma resposta intŕınseca, que de-

pende da constituição interna do material considerado. Portanto, não é posśıvel re-

alizar uma generalização das equações constitutivas, uma vez que cada material possui

caracteŕısticas individuais.

As equações constitutivas baseiam-se em suposições, onde é realizado uma apro-

ximação na escala do cont́ınuo, quando na verdade o fenômeno observado ocorre em

ńıvel molecular (como na difusão molecular ou na transferência de momentum). Apesar

das equações fornecerem uma definição, nada mais são que uma descrição média dos

efeitos moleculares, baseadas em uma experiência f́ısica, ou em dados experimentais,

devido à inabilidade de descrever o fenômeno a ńıvel molecular. Mas também podem

ser desenvolvidas criteriosamente por meio de generalizações matemáticas dos dados

experimentais.

2.1.1 Prinćıpios para formulação de Equações Constitutivas

Truesdell & Toupin, 1960, propuseram vários prinćıpios a serem satisfeitos quando

se deseja formular uma equação constitutiva, dentre os quais se destacam:

(i) Prinćıpio da Consistência. Qualquer equação constitutiva deve ser compat́ıvel

com as equações de balanço de massa, momentum e energia.

(ii) Prinćıpio da Causalidade. Consiste na relação entre causa e efeito, onde o

tensor de tensões depende da história recente do movimento.

(iii) Invariância de Coordenadas. Quando uma equação constitutiva é proposta,

deve-se assegurar que sua forma se conserva para qualquer sistema de coordenadas

inercial, para um fixo instante de tempo, uma vez que o fenômeno f́ısico não pode ser

afetado por um sistema de coordenadas espećıfico que seja escolhido para sua descrição,

mantendo sua forma funcional.
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(iv) Indiferença Material a um Referencial. Consiste no prinćıpio mais impor-

tante para a construção de uma equação constitutiva, e é também conhecido como

Prinćıpio da Objetividade. Postula que a resposta intŕınseca de um material deve ser

independente do observador, ou seja, deve apresentar a mesma resposta para todos os

observadores, caso contrário não consistiria em uma propriedade intŕınseca do material.

Este prinćıpio restringe a forma matemática que a equação constitutiva pode assumir.

Para um vetor qualquer u, este é dito uma quantidade vetorial objetiva quando obedece

a seguinte lei de transformação

u′ = Q · u , (2.1)

onde Q representa o tensor ortogonal e u′ é o valor que u assume em outro referen-

cial. Significa, portanto, que o vetor u é invariante a uma transformação ortogonal ou

rotação de corpo ŕıgido. Da mesma maneira, um tensor de segunda ordem qualquer Σ

é dito objetivo quando obedece a transformação

Σ′ = Q ·Σ ·QT , (2.2)

onde QT remete ao tensor transposto do tensor ortogonal. Neste trabalho considera-se

que T sempre implica na transposição do tensor em que este se encontra aplicado.

A equação constitutiva que descreve o comportamento de um material deve ser

independente de sua representação, i.e., do sistema de coordenadas, da base vetorial ou

do sistema de referência. De uma maneira geral, a equação constitutiva deve possuir

propriedades invariantes. Este trabalho se insere na investigação de equações cons-

titutivas para a Mecânica dos Fluidos. O fluido é uma substância que se deforma

continuamente quando submetido a uma tensão de cisalhamento qualquer. Essencial-

mente, a equação constitutiva relaciona o tensor de tensões em um elemento de fluido

ao campo de pressão, à viscosidade e ao gradiente de velocidade que o fluido apresenta.
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2.1.2 O Tensor de Tensões

Da Mecânica dos Meios Cont́ınuos, o tensor de tensões é definido como o tensor

que trata da distribuição de tensões e esforços internos em um meio cont́ınuo. O tensor

de tensões precisa ser especificado por meio de equações constitutivas que descrevam o

comportamento do fluido em movimento. O caso mais simples para descrever um tensor

de tensões na mecânica dos fluidos consiste na ausência de movimento (ou movimento

uniforme) ou então para um fluido inv́ıscido. Neste caso, o fluido encontra-se sujeito

somente a tensões normais, que são independentes da direção normal à superf́ıcie do

elemento fluido na qual a mesma age. Partindo da lei de Cauchy, um tensor de tensões

Σ é definido como

Σ = −p(ρ, Te)I , (2.3)

em que p(ρ, Te) denota a pressão estática ou hidrostática do fluido, que pode estar

em função da temperatura Te ou da massa espećıfica ρ (vale notar, porém, que efeitos

térmicos e variação da massa espećıfica são desconsiderados neste trabalho). Nota-

se que I é definido como o tensor identidade, que consiste em um tensor unitário e

isotrópico.

Como um tensor isotrópico é invariante a uma mudança de coordenadas e a pressão

é um escalar, portanto conclu-se que o tensor de tensões da Eq. 2.3 é objetivo. Tomando

o traço da Eq. (2.3), obtém-se a pressão mecânica pm, em que pm = −(1/3)(trΣ) e que

neste caso é equivalente à pressão hidrostática. A equação constitutiva generalizada

para o tensor de tensões de um fluido é dada por

Σ(x, t) = −p(x, t)I + Σ̃(x, t) , (2.4)

em que Σ̃(x, t) remete ao tensor associado com movimentos não-uniformes presentes,

devido à presença da viscosidade.
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Quando torques induzidos por forças magnéticas (fluidos magnéticos) são negli-

genciados, o tensor Σ̃ pode ser escrito como função do gradiente de velocidade

Σ̃(x, t) = F
(
∇u,∇u2, ...

)
τ≤t

. (2.5)

Neste caso, F representa um funcional. O tensor Σ̃ pode depender da história

da deformação que o fluido sofreu, em um instante τ anterior, até o momento atual,

t. Importante notar que a história de deformação remete ao prinćıpio da Causalidade

(ii). O gradiente de velocidade ∇u pode ser decomposto em uma parte simétrica e

outra anti-simétrica, sendo reescrito como

∇u =
1

2

(
∇u + (∇u)T

)

︸ ︷︷ ︸
Simetrico

+
1

2

(
∇u− (∇u)T

)

︸ ︷︷ ︸
Anti−simetrico

, (2.6)

D =
1

2

(
∇u + (∇u)T

)
W =

1

2

(
∇u− (∇u)T

)
. (2.7)

Define-se a parte simétrica como tensor taxa de deformação D, associado com

estiramento no fluido e a parte anti-simétrica como tensor taxa de rotação, que está

associado com a vorticidade. Nota-se que quando aplica-se a lei de transformação para

os tensores ∇u e ∇uT , estes fornecem (Cunha, 2009)

∇u′ = Q · ∇u ·QT + Q · Q̇T , (2.8)

(∇u′)T = Q · (∇u)T ·QT + Q̇ ·QT . (2.9)

Apesar dos tensores ∇u e ∇uT não constitúırem quantidades objetivas, o tensor

simétrico D satisfaz a lei de transformação, correspondendo a um tensor objetivo, uma

vez que

D′ =
1

2
Q ·

(
Q · ∇u ·QT + Q · (∇u)T ·QT + Q̇ ·QT + Q · Q̇T

)
·QT , (2.10)
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e, a partir das propriedades do tensor ortogonal Q ·QT = I e Q · Q̇T = −Q̇ ·QT, tem-

se que

D′ = Q ·D ·QT , (2.11)

enquanto o tensor anti-simétrico W é uma quantidade não-objetiva, sendo

W′ = Q ·W ·QT +
1

2

(
Q · Q̇T − Q̇ ·QT

)
. (2.12)

O tensor Σ encontra-se, portanto, somente em função do tensor taxa de de-

formação D

Σ̃ = F (D)τ≤t . (2.13)

Quando a história de deformação do material é desconsiderada, i.e., o material

responde de maneira instantânea e independe de tempos anteriores, o fluido é definido

como linear. Para o caso em que Σ̃ seja função homogênea de D, tem-se que Σ̃ =

F (D). Pode-se escrever o tensor Σ̃ como

Σ̃ = η:D , ou Σ̃ij = ηijkmDkm . (2.14)

A Eq. (2.14) representa a Lei da Viscosidade de Newton Generalizada. Aqui η é

o tensor viscosidade ou tensor material, que consiste em um tensor de quarta ordem.

O tensor ηijkm depende das propriedades f́ısicas do material e possui 81 componentes,

denominados coeficientes de viscosidade, com unidade quilograma por metro segundo

[M/LT]. Um material que segue esta relação linear proposta na Eq. (2.14) deforma-se

na presença da tensão e recupera a configuração original quando a tensão é removida

(sem histerese, que caracteriza não-linearidade).
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Um fluido linear viscoso isotrópico é definido como o material no qual o tensor

viscosidade é isotrópico, não apresentando direção preferencial. Da mecânica dos meios

cont́ınuos, tem-se que o tensor isotrópico mais geral de quarta ordem é dado por (Weyl,

1939)

ηijkm = λ1δijδkm + λ2δikδjm + λ3δimδjk , (2.15)

em que λ1, λ2 e λ3 são escalares que podem depender da posição e dos invariantes

principais do tensor D. Caso o material seja homogêneo, os coeficientes λ1, λ2 e λ3

independem das coordenadas espaciais x explicitamente (pode depender do tempo e

da temperatura, que não é o caso). Sendo η tensor isotrópico (invariante e objetivo), o

tensor de tensões Σ satisfaz o prinćıpio da Objetividade, uma vez que este é escrito em

termos dos tensores I, η e D. Utilizando das Eqs. (2.14) e (2.15), o tensor de tensões

assume a forma

Σij = −pδij + λ1δijDkk + λ2Dij + λ3Dji

Σij = (−p + λ1Dkk)δij + 2µDij , (2.16)

relembrando que D consiste em um tensor simétrico (Dij = Dji). A constante λ1

é denominada como segundo coeficiente de viscosidade ou coeficiente de viscosidade

dinâmica. A constante µ é conhecida como viscosidade cisalhamento ou simplesmente

viscosidade, e é definida em termos de λ2 e λ3, em que µ = (λ2 + λ3)/2.

A viscosidade consiste em uma propriedade intŕınseca ao fluido, que descreve

sua resistência a fluir, sendo a medida do atrito entre as camadas internas dentro do

fluido. Apesar da viscosidade corresponder ao transporte microscópico de quantidade

de movimento por difusão molecular, realiza-se uma aproximação a partir da análise

de um cont́ınuo do fluido que fornece um valor médio desta difusão. Reescrevendo a

Eq. (2.16) em notação de Gibbs, tem-se que
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Σ = −pI + [λ1tr(D)I + 2µD] . (2.17)

Esta relação é conhecida como Lei de Stokes (Chandrasekharaiah & Debnath,

1994) para um fluido viscoso, isotrópico, instantâneo e linear, onde o termo que se

encontra entre colchetes consiste na parte de movimento ou não-equiĺıbrio.

O tensor de tensões também pode ser representado em termos de um tensor

isotrópico e um tensor deviatórico (que possui traço nulo), em que a parte isotrópica é

definida em função da pressão mecânica. Tomando o traço da Eq. (2.17) obtém-se

trΣ = −3p + 3λ1(trD) + 2µ(trD) . (2.18)

relembrando a definição de pressão mecânica e para trD = ∇ · u, tem-se

pm = − trΣ

3
= p−

(
λ1 +

2

3
µ

)
∇ · u . (2.19)

O coeficiente de viscosidade volumétrica, κ, é definido como κ = λ1 + 2/3µ,

assumindo valor positivo para escoamentos em alta freqüência e pode apresentar valor

nulo (λ1 = −2/3µ) para um escoamento em baixa freqüência. O coeficiente λ1 pode

ser calculado, assim, a partir da viscosidade volumétrica κ subtráıda de dois terços da

viscosidade µ.

Utilizando da Eq. (2.19) e substituindo na Eq. (2.17), o tensor de tensões é

reescrito em termos de um tensor isotrópico (pmI) e um tensor deviatórico, associado

à viscosidade de cisalhamento, em que

Σ = −pmI + 2µ
(
D− 1

3
(∇ · u)I

)
. (2.20)
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Quando o fluido é incompresśıvel, tem-se que ∇ · u = 0 e a Eq. (2.20) assume,

portanto,

Σ = −pmI + 2µD . (2.21)

Nota-se que pm = p para este caso. Quando a equação constitutiva assume a

forma dada pela Eq. (2.21) e a Lei da viscosidade de Newton é respeitada, define-se o

fluido como um Fluido Newtoniano. A Lei de viscosidade de Newton prediz que

τ = µγ̇ , (2.22)

em que τ corresponde à tensão cisalhante e γ̇ representa a taxa de deformação. Aqui,

a viscosidade mantém-se constante, e a tensão cisalhante relaciona-se linearmente com

a taxa de deformação do escoamento. Quando há variação da viscosidade de acordo

com a taxa de cisalhamento aplicada, a relação apresentada pela Lei da viscosidade de

Newton assume a forma

τ = µ(γ̇)γ̇ . (2.23)

Nota-se que o termo µ(γ̇) remete à viscosidade aparente do fluido. A viscosidade,

portanto, é descrita como função da taxa de cisalhamento, e a Eq. (2.21) é reescrita

como

Σ = −pI + 2µ(γ̇)D . (2.24)

Caso o tensor de tensões seja dado pela equação (2.24), o fluido é dito Newtoniano

Generalizado ou fluido não-Newtoniano puramente viscoso. Um exemplo de fluido

Newtoniano Generalizado é o fluido power law, em que a viscosidade é definida como:

µ = Cγb−1 → τ = Cγn , (2.25)
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em que C e b consistem em constantes que podem ser calibradas experimentalmente e

representam propriedades do fluido. Nota-se que fazendo C = µ e b = 1 recupera-se a

equação (2.22) da solução para a tensão cisalhante de um fluido newtoniano. Qualquer

fluido que não satisfaz a Eq. (2.22) é definido como um fluido não-Newtoniano.

É sobremodo importante assinalar que fluidos Newtonianos Generalizados corres-

pondem a fluidos instantâneos, que independem do tempo e que não estão relaciona-

dos a efeitos de elasticidade e, portanto, não englobam a totalidade de fluidos não-

Newtonianos. Existem vários fluidos que não podem ser preditos a partir da equação

constitutiva para fluidos Newtonianos Generalizados. Entre esses fluidos, pode-se citar

emulsões, soluções poliméricas ou meios biológicos como o sangue.

Fluidos que dependem do tempo que a taxa de cisalhamento é aplicada e fluidos

que possuem propriedades viscosas e elásticas também compõem a categoria de fluidos

não-Newtonianos. A tabela (2.1) mostra uma visualização geral das classificações de

vários fluidos não-Newtonianos existentes.

A generalização de um fluido incompresśıvel e instantâneo pode ser obtido a partir

da definição de um fluido Reiner-Rivlin. Como visto anteriormente, quando o fluido é

isotrópico e instantâneo, o tensor associado com movimentos não-uniformes é descrito

em termos da parte simétrica do gradiente de velocidade, i.e. Σ̃ = F (D). Assim, o

tensor Σ̃ pode ser reescrito a partir de uma combinação linear ou polinômio tensorial

em D na forma

Σ̃ = α0(I1, I2, I3)I + α1(I1, I2, I3)D + α2(I1, I2, I3)D
2 + ... + αn(I1, I2, I3)D

n , (2.26)

em que αn são funções escalares (constantes materiais) dos 3 invariantes fundamentais

de D, dados por I1, I2 e I3, definidos por Rivlin como (Liu, 2002)

I1 = trD
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Tabela 2.1: Alguns fluidos não-Newtonianos e suas principais caracteŕısticas.

Categoria fluido Comportamento Caracteŕısticas

Maxwell Combinação linear em série de efeitos

viscosos e elásticos

Oldroyd-B Modelo não-linear de fluido

Viscoelástico de Maxwell

Kelvin Combinação linear em paralelo de efeitos

viscosos e elásticos

Anelástico Material retorna à sua forma de repouso

Dependentes Reopéticos µ(γ̇) aumenta com duração da tensão

do tempo Tixotrópicos µ(γ̇) reduz com duração da tensão

Dilatantes µ(γ̇) aumenta com taxa de

Fluidos cisalhamento

Power Law Pseudoplásticos µ(γ̇) reduz com taxa de

cisalhamento

Herschell-Bulkley Requer tensão mı́nima para iniciar o

escoamento

Sólido-plástico Bingham Relação linear entre tensão cisalhamento e

taxa de força, para certo valor de tensão que

é excedido

I2 = 1/2
[
(trD)2 − tr(D2)

]

I3 = 1/6
[
(trD)3 − 3tr(D)tr(D2) + 2tr(D3)

]
. (2.27)

Nota-se que os invariantes I1, I2 e I3 representam os coeficientes do polinômio carac-

teŕıstico de D. Pelo teorema de Cayley-Hamilton, qualquer tensor de segunda ordem

(neste caso o tensor taxa de deformação) satisfaz a equação caracteŕıstica dada por

(Cunha, 2008)
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A3 − I1A
2 + I2A− I3I = 0 . (2.28)

Deste teorema, fica claro que qualquer tensor Dn para n ≥ 3 pode ser expresso

como uma combinação linear dos tensores I, D e D2. Desta maneira, a Eq. (2.26)

assume

Σ̃ = α0(I1, I2, I3)I + α1(I1, I2, I3)D + α2(I1, I2, I3)D
2 . (2.29)

Substituindo a Eq. (2.29) na Eq. (2.4), obtém-se o seguinte tensor de tensões

Σ = (−p + α0(I1, I2, I3)) I + α1(I1, I2, I3)D + α2(I1, I2, I3)D
2 . (2.30)

Fluidos que obedecem a equação constitutiva apresenta na Eq. (2.30) são deno-

minados fluidos Reiner-Rivlin. Para o caso de um fluido que corresponda à Lei de

Stokes (Eq. (2.17)), as constantes materiais assumem os valores

α0(I1, I2, I3) = λ1trD , α1(I1, I2, I3) = 2µ , α2(I1, I2, I3) = 0 . (2.31)

Nota-se que a constante α0 depende somente do primeiro invariante fundamental,

I1 = trD, enquanto as constantes α1 e α2 são independentes de todos os invariantes

fundamentais. Pela ausência da não-linearidade que os termos D2, I2 e I3 apresentam,

conclui-se que a forma mais geral para um fluido linear é a forma dada pela Eq. (2.17).

Para um fluido Reiner-Rivlin incompresśıvel, obtém-se que

I1 = trD = ∇ · u = 0 . (2.32)
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E, assim, a representação do tensor de tensões é a mesma dada pela Eq. (2.21),

para um Fluido Newtoniano, ou para um Fluido Newtoniano Generalizado da Eq.

(2.24), quando µ = µ(γ̇).

2.1.3 A presença de aditivos

A combinação de aditivos (macromoléculas que possuem alto peso molecular ou

fibras) adicionados ao fluido ambiente causa uma mudança estrutural no fluido. Esta

combinação consiste em uma suspensão, sendo caracterizado como um fluido com-

plexo, mesmo quando o fluido ambiente é Newtoniano. Um fluido complexo é definido

como uma mistura composta por duas fases, que englobam as combinações: sólido-

ĺıquido (suspensões), sólido-gás (granulares), ĺıquido-gás (espumas) e ĺıquido-ĺıquido

(emulsões).

A maioria dos fluidos complexos são fluidos não-Newtonianos. Pode-se, portanto,

descrever o fluido complexo através de um fluido equivalente, cont́ınuo. É proposto

por Cunha, 1995, um tensor de tensões para um escoamento constitúıdo por uma

suspensão:

Σ = −p I + 2µD + σ , (2.33)

O tensor σ é definido como o tensor de tensões devido à presença de aditivos,

em um fluido Newtoniano. É importante conceber que σ está associado à deformação

dos aditivos do fluido complexo de acordo com o escoamento em que estes se encon-

tram. O objetivo de se construir este tensor extra está no fato de incorporar o efeito

ou contribuição principal das fibras na dinâmica do escoamento, sem recorrer ao uso

de cálculos caros ou muito complicados.
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Convém notar que o tensor de tensões apresentado na equação (2.33) pode ser

reescrito em termos do tensor isotrópico e tensores deviatóricos, em que

Σ = −pmI + 2µ
(
D− 1

3
(∇ · u)I

)
+

(
σN − 1

3
tr(σ)I

)
, (2.34)

em que σN = 2µD representa o tensor associado ao fluido Newtoniano. Assumindo

um fluido incompresśıvel e conservando a definição de pressão mecânica, em que pm =

−tr(Σ)/3, o tensor σ deve necessariamente apresentar traço nulo. Portanto:

tr(σ) = 0 . (2.35)

Como se pode verificar, movimentos não-uniformes que se encontram presentes na

descrição de um fluido contendo aditivos são representados pelo tensor Σ̃ = σN +σ. O

tensor de tensões definido pela equação (2.33) também pode ser escrito em termos da

parte uniforme e não-uniforme, conforme a equação (2.4), assumindo a forma (Cunha,

2008)

Σ = −p I + Σ̃ , ou Σ = −p I + σN + σ . (2.36)

Considera-se diferentes equações constitutivas para descrever o tensor extra de

tensões. O caṕıtulo 3 aborda as equações constitutivas propostas neste trabalho, en-

quanto os caṕıtulos posteriores exploram os resultados e a respectiva análise, fornecendo

uma comparação entre os modelos.
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2.2 O MODELO FÍSICO

Torna-se necessário a descrição do modelo f́ısico aqui tratado, definindo claramente

quais condições são assumidas e as consequências acerca destas considerações.

Este trabalho tem como objetivo examinar o comportamento de uma única bolha,

imersa num domı́nio considerado infinito (sem fronteiras), caracterizado por uma sus-

pensão de aditivos ou fluido complexo e sujeita a um campo de pressão acústico variável.

O fluido em questão é tido como uma associação de part́ıculas semelhantes a longas

fibras ciĺındricas ou macromoléculas de poĺımeros constitúıdos de alto peso molecular,

que atuam imersas em um ĺıquido Newtoniano. De uma forma geral, pode-se dizer que

o fluido proposto desenvolve um comportamento t́ıpico de um fluido complexo, ou seja,

não-Newtoniano.

Considera-se que a bolha mantém sempre uma forma esférica ao longo de seu

movimento. Assim, a dinâmica apresentada pela bolha é caracterizada como uni-

dimensional, uma vez que só existe oscilação da superf́ıcie da bolha na direção ra-

dial e, consequentemente, um movimento unidimensional radial também é induzido

no ĺıquido. Em resumo, caso se deseje explorar o problema a partir de uma análise

realizada em coordenadas esféricas, o campo de velocidade pode ser representado por

u = u(r, ϑ, ϕ) = u(r, 0, 0), resultando em u = ur(r, t).

Em virtude dessas considerações, variações espaciais de pressão no interior da

bolha, assim como efeitos de não-equiĺıbrio no instante de colapso são desconsiderados.

Por conseguinte, negligencia-se também os gradientes de pressão no ĺıquido, o campo

gravitacional e a presença de surfactantes.

É importante conceber que perturbações não-esféricas demonstram-se mais expres-

sivas quando a bolha encontra-se situada próxima a uma superf́ıcie sólida, que induz

distorções na configuração da bolha, inclusive no colapso, conforme visto anteriormente

(e.g. Figura 1.2). Convém ponderar ainda que a situação de simetria proporcionada

pela esfericidade provoca uma simplificação evidente do problema.
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Como o presente trabalho encontra-se voltado a análise da influência que a pre-

sença de aditivos e suas caracteŕısticas exercem na dinâmica do movimento da bolha, a

condição de esfericidade do movimento não afeta de maneira significativa os fenômenos

investigados.

Assume-se que o ĺıquido é incompresśıvel. Deve-se atentar para tal consideração

com cuidado, uma vez que a compressibilidade do ĺıquido não pode ser ignorada quando

o interesse reside em fases posteriores do colapso, onde a velocidade da interface da

bolha pode ser comparada à velocidade do som no ĺıquido (Brujan, 1999). Este trabalho

não possui o intento de investigar minuciosamente o colapso de uma bolha, no entanto,

algumas considerações acerca do momento do colapso devem ser realizadas. Uma

análise deste tema é apresentada posteriormente no caṕıtulo 4.

É negligenciado qualquer fluxo de massa na interface ĺıquido-gás, pois esse fenôme-

no demonstra-se relevante em dois casos: (i) para a análise de dinâmica de bolhas na

presença de uma pressão ambiente muito baixa; (ii) para uma alta concentração de

vapor no interior da bolha (Brennen, 1995). Assume-se que a bolha é composta pela

mistura de vapor com gás, em que a concentração de gás é sempre maior que a de

vapor. Salienta-se que o gás apresenta um efeito de amortecimento e auxilia a evitar o

colapso.

Considera-se a ausência de efeitos térmicos. Desta forma, a utilização da equação

do balanço de energia não é necessária, uma vez que são negligenciados os gradientes

de temperatura, bem como o aquecimento no ĺıquido devido a fontes internas de calor

ou radiação.

Cumpre examinar neste passo que a pressão do gás no interior da bolha depende

da difusão de calor através da superf́ıcie da bolha e da mudança volumétrica com res-

peito ao seu estado de equiĺıbrio (Prosperetti et al., 1988). O gás no interior da bolha

assume, portanto, um processo politrópico (comportamento t́ıpico de um gás ideal),

pelo fato de negligenciar a difusão térmica, relacionando a pressão do gás com o volume

da bolha.
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Na Figura 2.1, um esquema da bolha é apresentado. Define-se R(t) como o raio da

bolha, sendo pb(t) referente à sua pressão interna, e ρb à sua massa espećıfica. O termo

p∞(t) é definido como a pressão ambiente que excita todo o sistema (i.e. a pressão

de excitação acústica). Os termos µ e ρ denotam a viscosidade dinâmica do fluido e

a massa espećıfica da suspensão, respectivamente. O coeficiente de tensão superficial

é representado por σ̃ e r corresponde à distância do centro da bolha até um ponto

qualquer localizado no ĺıquido.

Campo distante

Aditivo

Líquido

Superfície da Bolha

Gás - Vapor

Figura 2.1: Esquema de uma bolha esférica imersa em um fluido que contém aditivos (macro-
moléculas ou fibras), sujeita a um campo acústico de excitação.

Introduzido o modelo f́ısico e sua conseqüente representação esquemática, a seguir

é definido o equacionamento do problema da dinâmica de bolhas, utilizando as equações

de balanço.
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2.3 EQUAÇÕES DE BALANÇO

Inicia-se o modelamento f́ısico-matemático partindo das equações de balanço, que,

para o caso proposto, definem-se como a equação da continuidade e a equação da

quantidade de movimento.

2.3.1 Equação da continuidade

A equação da continuidade (ou equação da conservação da massa) em sua forma

diferencial é dada por:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 , (2.37)

em que u é o campo de velocidades Euleriano do movimento. Para um fluido incom-

presśıvel, a equação 2.37 obtém a forma:

∇ · u = 0 , (2.38)

lembrando que assume-se o escoamento como sendo puramente radial, conseqüente-

mente há uma simplificação do modelamento matemático do problema, já que uϑ =

uϕ = 0. Portanto, expandindo a equação da continuidade para coordenadas esféricas,

obtém-se:

1

r2

[
∂

∂r
(r2ur)

]
= 0 , (2.39)

em que ur é a componente de velocidade na direção radial. Após realizar a integração

da equação (2.39), a equação da continuidade é obtida da forma:
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r2ur(r, t) = F (t) , (2.40)

resultando em:

ur(r, t) =
F (t)

r2
, (2.41)

em que F (t) é relacionada ao raio da bolha R(t) por uma condição de contorno

cinemática na superf́ıcie da bolha (r = R(t)). No caso idealizado de não haver trans-

porte de massa pela interface, encontra-se:

u(R, t) =
dR

dt
. (2.42)

Substituindo a equação (2.42) em (2.40), para r = R(t):

F (t) = R2dR

dt
. (2.43)

Esta é uma boa aproximação, válida mesmo quando evaporação e, ou condensação

estão ocorrendo na interface. Caso seja considerada uma bolha de vapor, em que a taxa

volumétrica de produção de vapor equivale à taxa de crescimento do tamanho da bolha

(4πR2dR/dt), a taxa de evaporação mássica deve ser dada por

ṁ = ρv(Tb)4πR2dR/dt , (2.44)

em que ρv(Tb) consiste na densidade de vapor saturado e pode encontrar-se em função

da temperatura da bolha, Tb, mas que é desconsiderado pois este trabalho trata de um

caso isotérmico. Essa taxa deve ser igual ao escoamento de massa do ĺıquido para o

interior, relativo à interface.
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Define-se a velocidade interna do ĺıquido relativo à interface por ρv(dR/dt)/ρ, em

que ρ representa a massa espećıfica do ĺıquido. Então, pela equação da continuidade,

4πR2dR

dt
− 4πR2ρv

ρ

dR

dt
= 4πr2u . (2.45)

Isolando u(r, t) obtém-se:

r2u = R2dR

dt

(
1− ρv

ρ

)
, (2.46)

fazendo r = R:

u(R, t) =

(
1− ρv

ρ

)
dR

dt
, (2.47)

finalmente, substituindo em (2.40):

F (t) =

(
1− ρv

ρ

)
R2dR

dt
. (2.48)

Em muitos casos práticos tem-se ρv ¿ ρ, portanto a aproximação encontrada

na equação (2.43) demonstra-se apropriada, tanto para bolhas de gás como bolhas de

vapor. Igualando a equação (2.40) com a (2.43), obtém-se:

u(r, t) =
R2

r2

dR

dt
=

R2

r2
Ṙ , (2.49)

Ṙ representa a velocidade do raio da bolha. Nota-se que a velocidade u(r, t) diminui

com o aumento da distância r em relação ao centro da bolha.
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2.3.2 Equação da quantidade de movimento

A equação da quantidade de movimento, ou equação de Navier-Stokes pode ser

apresentada em sua forma generalizada, em que

ρ

(
∂u

∂t
+ u · ∇u

)
= ∇ ·Σ + ρg , (2.50)

em que g corresponde ao vetor aceleração da gravidade. Utilizando a definição de um

tensor de tensões na presença de aditivos dada pela equação (2.33) e desprezando-se o

campo gravitacional, a equação (2.50) assume a forma

ρ

(
∂u

∂t
+ u · ∇u

)
= −∇p +∇ · σN +∇ · σ . (2.51)

Para o movimento unidimensional proposto, a velocidade consiste na componente

u = urêr. Portanto, a equação da quantidade de movimento em coordenadas esféricas,

na direção r, é dada por

ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂r

)
= −∂p

∂r
+

1

r2

∂

∂r

(
r2σN

rr

)
−

(
σN

ϑϑ + σN
ϕϕ

)

r

+
1

r2

∂

∂r

(
r2σrr

)
− (σϑϑ + σϕϕ)

r
. (2.52)

Sabendo que σ tem traço nulo, conforme definido na seção 2.1.3, ou seja, σrr +

σϑϑ + σϕϕ = 0, obtém-se a igualdade σrr = −(σϑϑ + σϕϕ). Procedendo de maneira

análoga para σN , a equação (2.52) é reescrita como

ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂r

)
= −∂p

∂r
+

[
∂σN

rr

∂r
+

3σN
rr

r

]
+

∂σrr

∂r
+

3σrr

r
. (2.53)
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Ressalte-se que σN = 2µD representa o tensor associado a movimentos não-

uniformes presentes em um fluido Newtoniano. Como a única componente do problema

aqui tratado encontra-se na direção radial, êr, o tensor taxa de deformação assume a

forma:

D =

(
∂ur

∂r

)
êrêr . (2.54)

Desta maneira, os termos associados ao tensor σN na direção radial são dados por

∂σN
rr

∂r
+

3σN
rr

r
= 2µ

(
∂2ur

∂r2
+

3

r

∂ur

∂r

)
= 0 . (2.55)

É posśıvel observar que os termos da equação (2.55) são cancelados quando utiliza-

se da definição da velocidade dada pela equação (2.49), encontrando

∂2u

∂r2
=

∂

∂r

(
−2ṘR2

r3

)
=

6ṘR2

r4
, (2.56)

3

r

∂u

∂r
=

3

r

(
−2ṘR2

r3

)
= −6ṘR2

r4
. (2.57)

A partir da substituição da equação (2.55) em (2.53) tem-se que

ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂r

)
= −∂p

∂r
+

∂σrr

∂r
+

3σrr

r
. (2.58)

Os termos à esquerda da igualdade fornecida pela equação (2.58) são apresentados

em termos da velocidade, em que

∂u

∂t
=

∂

∂t

(
ṘR2

r2

)
=

2RṘ2 + R2R̈

r2
, (2.59)

u
∂u

∂r
=

ṘR2

r2

(
−2ṘR2

r3

)
= −2Ṙ2R4

r5
, (2.60)

49



Com a substituição das equações (2.59), (2.60) na equação (2.58) finalmente

obtém-se:

2Ṙ2R + R2R̈

r2
− 2Ṙ2R4

r5
= −1

ρ

∂p

∂r
+

1

ρ

(
∂σrr

∂r
+

3σrr

r

)
. (2.61)

Integra-se a equação (2.61) no intervalo entre o raio da bolha R e o infinito, em

que

∫ ∞

R

2Ṙ2R + R2R̈

r2
dr −

∫ ∞

R

2Ṙ2R4

r5
dr = −1

ρ

∫ ∞

R

∂p

∂r
dr +

1

ρ

∫ ∞

R

∂σrr

∂r
dr

+
3

ρ

∫ ∞

R

σrr

r
dr , (2.62)

obtendo:

2Ṙ2R + R2R̈

R
− 2Ṙ2R4

4R4
=

p` − p∞
ρ

+
1

ρ
σrr|∞R +

3

ρ

∫ ∞

R

σrr

r
dr , (2.63)

em que p∞ denota a pressão ambiente e p` consiste na pressão do ĺıquido, a ser definida

pelas condições de contorno na interface da bolha. Convém notar que σrr → 0 quando

r → ∞, uma vez que somente a pressão estática encontra-se presente no fluido. A

equação (2.63) pode ser resumida em

R̈R +
3

2
Ṙ2 =

p` − p∞
ρ

− 1

ρ
σrr|r=R +

3

ρ

∫ ∞

R

σrr

r
dr . (2.64)

Quando modelos anisotrópicos são utilizados, sem a presença de elasticidade, os

termos associados a σrr são cancelados (maiores detalhes podem ser encontrados na

descrição de um modelo anisotrópico, presente no caṕıtulo 3), de maneira análoga aos

termos σN
rr apresentados na equação (2.55), e a equação (2.64) é dada por

R̈R +
3

2
Ṙ2 =

p` − p∞
ρ

. (2.65)
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Nota-se que a forma dada pela Eq. (2.65) também é obtida na ausência de aditivos,

ou seja, σrr = 0. A equação (2.65) corresponde à famosa equação de Rayleigh-Plesset,

que consiste na equação fundamental da dinâmica de bolhas, cuja revisão histórica de

seu desenvolvimento foi realizada por Plesset & Prosperetti, 1977. A primeira menção

a esta equação foi proposta em um trabalho por Besant, 1859.

A equação de Rayleigh-Plesset foi usada por Rayleigh, 1917 (na ausência de

tensão superficial e termos viscosos), explorada detalhadamente no caṕıtulo 4. Plesset,

1949, foi quem primeiro aplicou esta equação ao problema de cavitação de bolhas em

movimento, especificamente para uma bolha de vapor sujeita a um campo de pressão

variável. A forma obtida na equação (2.64) corresponde à equação de Rayleigh-Plesset

generalizada, em que o fluido não-Newtoniano pode ser considerado.

2.4 CONDIÇÕES DE CONTORNO NA INTERFACE DA BOLHA

Para determinar uma análise do comportamento de uma bolha, faz-se necessário

definir as condições de contorno existentes na interface da bolha. Com esse propósito,

considere um volume de controle que consista numa lâmina infinitesimal contendo um

segmento da interface, de acordo com a Figura 2.2.

Interface
da bolha

Gás - Vapor

Líquido

Figura 2.2: Representação bidimensional do volume de controle de um segmento da superf́ıcie
da bolha.
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Aplicando a condição de salto de tensões na interface da bolha, considerando que

a mesma se encontra livre de impurezas e, ou surfactantes, resultando na ausência

de gradientes de tensão superficial (ou ausência do efeito de Marangoni), obtém-se

continuidade de tensões tangenciais e também da velocidade, expressas por, respecti-

vamente:

(Σnt)` = (Σnt)b = (Σnξ)` = (Σnξ)b = 0 , (2.66)

u` = ub , (2.67)

em que t̂ e ξ̂ representam os vetores unitários tangentes à superf́ıcie da bolha, enquanto

n̂ é o vetor normal à parede da bolha. Os termos Σnt e Σnξ denotam as componentes da

tensão tangencial presentes na superf́ıcie da bolha, referentes ao lado da bolha (́ındice

b) e ao lado do ĺıquido (́ındice `). O termo u` remete à velocidade na parte ĺıquida e

ub à velocidade no interior da bolha e possuem mesmo valor na interface.

É sobremodo importante assinalar que ocorre neste caso uma descontinuidade

nas tensões normais (causada pela tensão superficial), que assume a forma (Pozrikidis,

1992)

τnn = (n̂ ·Σ · n̂)` − (n̂ ·Σ · n̂)b = σ̃∇s · n̂ . (2.68)

A descontinuidade da força de superf́ıcie interfacial é representada por τnn, o termo

(n̂ ·Σ · n̂)b denota a componente de tensão na interface para o lado da mistura gás e

vapor e (n̂ ·Σ · n̂)` é relativo à componente de tensão na interface do lado do fluido.

Não se pode olvidar que σ̃ consiste no coeficiente de tensão superficial. Já ∇s é definido

como o operador nabla superficial, em que ∇s = ∇ · (I− n̂n̂). Pode-se igualar

∇s · n̂ = 2κ̄ ⇒ κ̄ =
1

2

(
1

R1

+
1

R2

)
, (2.69)
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sendo κ̄ a curvatura média da superf́ıcie. Importante observar que a direção radial

equivale à direção normal, ou seja, os vetores unitários são equivalentes, n̂ = êr. Desta

forma, quando se deseja obter a condição de contorno a partir do salto de tensões,

conforme a Eq. (2.68), o tensor de tensões é calculado na direção normal Σ: (n̂n̂), ou

seja, calcula-se a componente do tensor de tensões na direção radial do escoamento,

Σ: (êrêr) = Σrr. De acordo com as considerações citadas, a equação (2.68) assume a

seguinte forma:

Σrr,` − Σrr,b =
2σ̃

R
, (2.70)

em que Σrr,` denota a tensão no lado do ĺıquido e Σrr,b a tensão no lado da bolha. A

curvatura média assume o valor κ̄ = 1/R, uma vez que uma bolha esférica é considerada

(R = R1 = R2). A componente de tensão na interface do lado da bolha é definida como:

Σrr,b = −pb(t) , (2.71)

em que pb(t) representa a pressão interna da bolha, dada por:

pb(t) = pv(Tb) + pg(t) , (2.72)

em que pv(Tb) é referente à pressão do vapor do ĺıquido contido na bolha, à temperatura

Tb (que apresenta valor fixo neste trabalho), e pg(t) é a pressão do gás contaminante,

que é assumido como gás perfeito (sujeito ao processo politrópico, pgV
n = constante).

Sabendo que o volume é dado por V = (4/3)πR3 e definindo uma pressão de equiĺıbrio

p̃g, para um raio de equiĺıbrio RE, tem-se:

pg(t)
(

4

3
πR3

)n

= p̃g

(
4

3
πR3

E

)n

. (2.73)
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Logo, a pressão do gás pode ser simplificada por:

pg(t) = p̃g

(
RE

R

)3n

, (2.74)

substituindo na equação (2.72), obtém-se para a pressão interna da bolha:

pb(t) = pv + p̃g

(
RE

R

)3n

. (2.75)

Analisando a condição inicial de uma bolha, dada para o instante de tempo t = 0,

em que o raio inicial apresenta-se em condição de equiĺıbrio RE, a descontinuidade de

tensões normais dada pela Eq. (2.68) assume a forma

p̃b = p̃∞ +
2σ̃

RE

, (2.76)

em que p̃∞ denota a pressão estática de equiĺıbrio do ĺıquido no instante p∞(0) e p̃b

representa a pressão interna de equiĺıbrio. Nota-se que, independente do modelo de

aditivos proposto, o tensor de tensões para o instante t = 0 assume a forma Σ = −p̃∞I

(conforme visto posteriormente na seção 2.1). A pressão interna de equiĺıbrio da bolha

também pode ser obtida a partir da equação (2.72), obtendo

p̃b = p̃g + pv , (2.77)

substituindo a expressão dada para a pressão interna de equiĺıbrio na equação (2.76)

na equação (2.77), tem-se

p̃g = (p̃∞ − pv) +
2σ̃

RE

. (2.78)
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Agora que o termo p̃g foi colocado em função de outros termos, substitui-se a

equação (2.78) na equação (2.75) e assim obtém-se a pressão no interior da bolha:

pb = pv +
(
(p̃∞ − pv) +

2σ̃

RE

) (
RE

R

)3n

. (2.79)

Define-se p̃∞ − pv como: (p̃∞ − pv) = ∆p̃. Assim, a contribuição de tensão na

interface do lado da bolha dada pela Eq. (2.71) é redefinida como

Σrr,b = −pv −
(
∆p̃ +

2σ̃

RE

) (
RE

R

)3n

. (2.80)

Substituindo a equação (2.80) na equação (2.70), obtém-se

Σrr,` + pv +
(
∆p̃ +

2σ̃

RE

) (
RE

R

)3n

=
2σ̃

R
. (2.81)

Cumpre examinar neste passo que, no intuito de finalizar a análise da descon-

tinuidade de tensões na interface, resta definir a componente de tensão do lado do

ĺıquido, Σrr,`. De acordo com o tensor de tensões utilizado, obtém-se diferentes condições

de tensão para o lado do ĺıquido. Admitindo o tensor de tensões proposto pela equação

(2.36), a análise da descontinuidade de tensões referente ao lado do ĺıquido assume a

seguinte forma

Σrr,` = −êr · p` I · êr + êr · σN · êr + êr · σ · êr . (2.82)

Nota-se que p` corresponde à pressão estática no lado do ĺıquido em que a bolha

encontra-se imersa. Como o tensor σN é conhecido, a equação (2.82) pode ser reescrita

como

Σrr,` = −p` + 2µ Drr|r=R + σrr|r=R . (2.83)
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É importante ressaltar que a Eq. (2.83) é avaliada na superf́ıcie da bolha, r = R.

Lembrando que ur = R2Ṙ/r2, o tensor D, na direção radial, é dado por

Drr|r=R =
∂ur

∂r

∣∣∣∣∣
r=R

= −2
Ṙ

R
. (2.84)

Substituindo a Eq. (2.84) em (2.83)

Σrr,` = −p` − 4µ
Ṙ

R
+ σrr|r=R , (2.85)

e, finalmente, utilizando da equação (2.83), obtém-se a condição de contorno na equação

(2.81), em que

−p` − 4µ
Ṙ

R
+ σrr|r=R + pv +

(
∆p̃ +

2σ̃

RE

) (
RE

R

)3n

=
2σ̃

R
. (2.86)

Reescrevendo em termos da pressão no ĺıquido, p`, para uma pressão interna da

bolha pb, a equação (2.86) assume a forma simplificada:

p` = −4µ
Ṙ

R
− 2σ̃

R
+ pb + σrr|r=R . (2.87)

Como se pode verificar, a pressão exterior à bolha encontra-se em função dos

efeitos viscosos aliados ao movimento da bolha, da tensão superficial, da pressão interna

da bolha e da tensão extra devido à presença de aditivos no fluido Newtoniano.
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2.5 EQUAÇÃO DA DINÂMICA DE BOLHAS GENERALIZADA

Para encontrar a equação governante da dinâmica de bolhas na presença de adi-

tivos, recorre-se novamente à equação (2.64), que corresponde à Rayleigh-Plesset gener-

alizada, obtida a partir do desenvolvimento da equação da quantidade de movimento

(Equação de Navier-Stokes). O termo que remete à diferença de pressão p` − p∞(t)

constitui a chave para a solução do problema. Utilizando a pressão no ĺıquido definida

pela equação (2.87), a equação (2.64)) é reescrita como

R̈R +
3

2
Ṙ2 = −4

µ

ρ

Ṙ

R
− 2σ̃

ρR
+

pb − p∞
ρ

+
3

ρ

∫ ∞

R

σrr

r
dr . (2.88)

A equação (2.88) representa a equação da dinâmica de bolhas generalizada para

um escoamento unidimensional radial, podendo ser aplicada para qualquer tensão extra

considerada (Fogler & Goddard, 1970). É sobremodo importante assinalar que na

ausência de aditivos suspensos no fluido, a equação (2.88) fornece a expressão para a

equação de Rayleigh-Plesset para um fluido Newtoniano, comumente encontrada na

literatura (e.g. Brennen, 1995), assumindo a forma

pb − p∞
ρ

= RR̈ +
3

2
Ṙ2 + 4

µ

ρ

Ṙ

R
+

2

ρ

σ̃

R
. (2.89)

Retornando à equação (2.88), pode-se definir uma pressão de excitação, que neste

trabalho trata de um campo de pressão acústico variável aplicado ao exterior da bolha,

em que:

p∞(t) = p̃∞(1 + εsen(ωt)) , (2.90)

em que ε representa a amplitude de pressão e ω denota a freqüência de excitação da

pressão. Reescrevendo a equação (2.88) a partir das definições de p∞(t) e pb, lembrando
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que (p̃∞−pv) = ∆p̃, obtém-se a equação da dinâmica de bolhas generalizada expandida,

dada por

R̈R +
3

2
Ṙ2 = −∆p̃

ρ
+

1

ρ

(
∆p̃ +

2σ̃

RE

) (
RE

R

)3n

− 4µ

ρ

Ṙ

R

− p̃∞
ρ

εsen(ωt)− 2σ̃

Rρ
+

3

ρ

∫ ∞

R

σrr

r
dr . (2.91)

A equação (2.91) consiste na equação governante proposta neste trabalho. Cumpre

realizar neste passo uma adimensionalização desta equação, possibilitando a identi-

ficação dos parâmetros f́ısicos que atuam no movimento da bolha, proporcionando

uma teoria mais geral independente do sistema de unidades. Acresce salientar que,

apesar deste trabalho não incluir investigações experimentais, caso se deseje uma com-

paração entre resultados teóricos e experimentais, sempre é prefeŕıvel quando utiliza-se

da adimensionalização.

2.5.1 Adimensionalização da Equação Governante

É realizada uma análise de escalas, em que se utilizam variáveis adimensionais,

indicadas pelos asteriscos, definidas como

R∗ =
R

RE

, t∗ =
t

tc
, (2.92)

em que as t́ıpicas escalas de velocidade e tempo são representadas por Uc = (|∆p̃| /ρ)1/2

e tc = RE/Uc, respectivamente. Assim, a velocidade e a aceleração da parede da bolha

Ṙ e R̈ assumem a forma adimensional:

Ṙ∗ =
Ṙ

Uc

, R̈∗ = R̈
RE

U2
c

. (2.93)
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Salienta-se que é necessário também definir o parâmetro ε em termos adimensio-

nais, uma vez que a equação governante adimensional não deve se encontrar em função

de p̃∞ ou ∆p̃. Portanto, define-se uma nova amplitude de excitação, em que:

ε∗ = ε

(
p̃∞
∆p̃

)
. (2.94)

Nota-se que a adimensionalização da tensão σrr é dada por

σ∗rr =
σrr

ρU2
c

. (2.95)

Utilizando a nova notação para as variáveis adimensionais e utilizando as escalas

t́ıpicas definidas, a equação diferencial governante (2.91) assume a forma:

U2
c R∗R̈∗ +

3

2
U2

c (Ṙ∗)2 = −U2
c +

1

ρ

2σ̃

RE

[(
RE

RER∗

)3n

− 1

R∗

]
U2

c

U2
c

+
(

RE

RER∗

)3n

U2
c

− U2
c ε∗sen(ω∗t∗)− 4µ

ρ

Uc

RE

Uc

Uc

Ṙ∗

R∗ + 3U2
c

∫ ∞

R

σ∗rr

r
dr , (2.96)

em que a frequência de excitação é adimensionalizada por ω∗ = ωtc. Dividindo a

equação (2.96) por U2
c e realizando algumas manipulações algébricas, obtém-se

R∗R̈∗ +
3

2
(Ṙ∗)2 = −1 +

2σ̃

ρREU2
c

[(
1

R∗

)3n

− 1

R∗

]
+

(
1

R∗

)3n

− ε∗sen(ω∗t∗)− 4µ

ρREUc

Ṙ∗

R∗ + 3
∫ ∞

R

σ∗rr

r
dr . (2.97)

Uma das finalidades da adimensionalização da equação governante constitui em

identificar os parâmetros f́ısicos do problema. Na equação (2.97) são identificados os

seguintes parâmetros: o número de Reynolds (Re) e o número de Weber (We), definidos

respectivamente por
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Re =
ρUcRE

µ
, (2.98)

We =
ρU2

c RE

σ̃
, (2.99)

o número de Reynolds Re consiste na razão entre as forças de inércia (Fi ∼ ρU2
c R2

E)

e as forças viscosas (Fµ ∼ µUcRE). O número de Reynolds relaciona as intensidades

dos efeitos de inércia do fluido em relação a intensidade de efeitos viscosos que este

apresenta. O número de Weber We denota a razão entre as forças de inércia e as

forças associadas à tensão superficial da bolha (Fσ̃ = σ̃RE). Quanto maior o número

de Weber, maior a intensidade dos efeitos de inércia perante a resistência das forças de

tensão superficial da bolha.

Identificando os parâmetros definidos anteriormente que aparecem naturalmente

na adimensionalização da equação, obtém-se

R∗R̈∗ +
3

2
(Ṙ∗)2 =

2

We

(
1

(R∗)3n
− 1

R∗

)
− 1− ε∗sen(ω∗t∗)

+
1

(R∗)3n
− 4

Re

Ṙ∗

R∗ + 3
∫ ∞

R

σ∗rr

r
dr . (2.100)

A Eq. (2.100) é denominada equação governante adimensional generalizada. No

caṕıtulo seguinte, determina-se as equações constitutivas utilizadas ao longo deste tra-

balho, em que cada equação constitutiva resulta em uma equação governante particular.

Salienta-se que a pressão no interior da bolha (pb) é analisada posteriormente na

parte relacionada aos resultados da dinâmica da bolha. A partir da equação (2.79),

dividida pelo termo ∆p̃, a pressão adimensionalizada assume a forma

p∗b = p∗v +
(
1 +

2

We

) (
1

R∗

)3n
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p∗g =
(
1 +

2

We

)
(R∗)−3n . (2.101)

Convém notar que a pressão da bolha varia de acordo com a pressão adimensional

do gás p∗g, uma vez que a pressão de vapor p∗v é considerada constante ao longo do

tempo. Portanto, assume-se uma análise da pressão do gás, ou seja, a pressão interna

da bolha a menos de uma constante.
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3 EQUAÇÕES CONSTITUTIVAS

Desenvolve-se o tensor extra de tensão σ para todos os modelos constitutivos uti-

lizados neste trabalho: o modelo puramente anisotrópico, i.e., considerando somente

a atuação da viscosidade extensional no tensor de tensões; o modelo de viscoelasti-

cidade linear (incluindo efeitos elásticos para pequenas deformações) e o modelo de

viscoelasticidade não-linear (considerando um modelo Maxwell-Oldroyd).

Para cada modelo é proposto, portanto, um tensor de tensões, peça fundamental

para o fechamento do problema, necessário para o desenvolvimento da equação gover-

nante da dinâmica da bolha, que é descrita em termos da tensão extra analisada na

direção radial, σrr. Cumpre-se observar, preliminarmente, que considerações a respeito

da viscosidade extensional e da orientação dos aditivos independem do modelo uti-

lizado, uma vez que são caracteŕısticas intŕınsecas do problema proposto. A primeira

seção deste caṕıtulo trata deste assunto.

A seção posterior aborda um modelo puramente anisotrópico, em que a pre-

sença da elasticidade é negligenciada. É interessante notar que qualquer modelo vis-

coelástico recupera o modelo puramente anisotrópico quando a elasticidade apresenta

contribuições despreźıveis.

Examinar o tensor de tensões para modelos viscoelásticos tem como objetivo a

obtenção de dados que descrevam a influência da relaxação dos aditivos perante a

dinâmica do movimento da bolha. A resposta do fluido quando sujeito a uma pressão

de excitação acústica externa, na presença de fibras/macromoléculas no meio em que

se encontra imersa, está diretamente relacionada à escala de tempo de observação em

relação ao tempo caracteŕıstico do material.
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O fluido é considerado viscoelástico devido à existência simultânea de propriedades

elásticas e viscosas. Sólidos são caracterizados por possúırem uma memória perfeita.

Se eles sofrem deformação pela ação de uma força, eles retornam à sua forma original

quando esta é removida. Em contraste, tem-se os fluidos Newtonianos que não possuem

memória; assim mesmo que uma força é removida eles retém sua condição (ou podem

continuar se movendo como resultado da inércia). Já no caso de um fluido viscoelástico,

se a força é removida rapidamente após ser aplicada, o fluido lembra a sua forma antes

da deformação e retorna a ela. Porém, se a força for aplicada por um longo peŕıodo de

tempo, o fluido pode eventualmente “esquecer” sua forma inicial.

O estiramento do fluido é função de duas variáveis: tensão e tempo, e é somente

através de uma influência de uma oscilação variável que pode-se obter suas propriedades

simultaneamente. Um material viscoelástico responde como um sólido a intervalos

curtos de tempo (alta freqüência), apresentando caracteŕısticas elásticas, e como ĺıquido

em intervalos longos de tempo (baixa freqüência), apresentando caracteŕısticas viscosas.

São explorados dois modelos de viscoelasticidade. Primeiramente, na seção 2.3,

um modelo para viscoelasticidade linear é tratado, baseado no modelo de Maxwell,

cuja utilização restringe-se somente para casos de pequenas deformações. Os modelos

lineares constituem ponto de partida para a formulação de modelos não-lineares, ou

modelo Maxwell-Oldroyd, descrito na seção 2.4.

3.1 CARACTERIZAÇÃO DOS ADITIVOS

Quando ocorre movimento não-uniforme no fluido, existe a presença de uma

anisotropia, que é decorrente da diferença de tensões normais que pode ser observada,

uma vez que os aditivos são estirados, i.e., ocorre “stretching” dos aditivos devido ao

escoamento, produzindo tensões extras no escoamento.

Esse processo está representado na Figura 3.1, ilustrado também por Salas, 2006,

onde a Fig. 3.1 (a) mostra a configuração de uma macromolécula caracterizada por

um alto peso molecular, enquanto a Fig. 3.1 (b) ilustra a mesma macromolécula após
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sofrer o estiramento, gerado pelo escoamento. Nota-se que quando a macromolécula

permanece estendida e sem sofrer degradações, esta apresenta uma configuração seme-

lhante a uma fibra longa com alta razão de aspecto.

Figura 3.1: Configuração de uma macromolécula. (a) Antes do escoamento; (b) após sofrer
estiramento gerado pelo escoamento, em que a macromolécula apresenta configuração seme-
lhante a uma fibra longa. A região circular tracejada denota a área ocupada pela macro-
molécula em repouso.

A fração volumétrica (ou concentração dos aditivos no fluido ambiente) é repre-

sentada por φ. Quanto menor a concentração de aditivos, maior a tendência do fluido

assumir um modelo Newtoniano, dado pela Eq.(2.21), uma vez que o tensor extra

apresenta uma pequena ordem de magnitude. A caracterização de fibras na maioria

dos casos pode ser realizada através da razão de aspecto (Gyr & Bewersdorff, 1995),

definida por `/a, em que ` denota o comprimento do aditivo e a corresponde ao seu

diâmetro. Fibras de asbestos, por exemplo, assumem valores de razão de aspecto na

faixa 102 ≤ `/a ≤ 103.

Considera-se que a deformação axial dos aditivos é bem menor que sua espessura,

de forma que os aditivos encontram-se livres de movimentos brownianos (colisões entre

as part́ıculas suspensas e as moléculas de fluido ao seu redor), i.e. não estão associados

a movimentos randômicos.

3.1.1 Constante Material da suspensão de aditivos

A viscosidade extensional representa um parâmetro chave na descrição dos adi-

tivos. A fibra longa tende a resistir ao estiramento ao longo de seu próprio eixo e a

viscosidade extensional caracteriza a importância dessa resistência.
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Aborda-se nessa seção o desenvolvimento da constante material da suspensão de

aditivos, que consiste em um termo adimensional definido como a razão entre a vis-

cosidade extensional e a viscosidade do ĺıquido, µe/µ.

Batchelor, 1970, sugeriu um modelo para a viscosidade extensional µe/µ, assu-

mindo uma suspensão dilúıda de aditivos ŕıgidos caracterizados por uma grande razão

de aspecto (`/a). Da teoria de corpos delgados, ou “slender body theory”, em uma

condição hidrodinâmica para baixos números de Reynolds (número adimensional des-

crito em seção posterior), Batchelor determinou que:

µe

µ
=

4π

3

(nd`
3)

ln(`/a)
, (3.1)

em que nd representa o número de densidade (i. e. número de part́ıculas por unidade

de volume). Nota-se que a constante material é descrita em termos da razão de aspecto

e da concentração dos aditivos. A Eq. (3.1) só é satisfeita para a condição (nd`
3 ¿ 1),

em que é obtido um regime dilúıdo. Para part́ıculas ciĺındricas obtém-se:

nd`
3 = (φ/π)(`/a)2 . (3.2)

Substituindo a equação (3.2) na equação (3.1) obtém-se a viscosidade extensional

adimensionalizada em termos da fração volumétrica de part́ıculas (φ):

µe

µ
=

4

3

(
`

a

)2
φ

ln(`/a)
. (3.3)

Uma correção realizada por Batchelor, 1971, leva em consideração efeitos de fini-

tude das part́ıculas, por meio do fator de forma F (ε). Neste caso tem-se:

µe

µ
=

4

3

(
`

a

)2
φ

ln(`/a)
F (ε) , (3.4)

em que
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F (ε) =
1 + 0, 64ε

1− 3/2ε
+ 1, 659ε2 + O(ε2) . (3.5)

Aqui, considera-se que ε = [ln(`/a)]−1. É importante notar que a relação na

equação (3.5) tende à unidade para part́ıculas infinitamente longas. A situação em que

são considerados regimes semi-dilúıdos (φ ¿ 1 < nd`
3) foi explorada por Shaqfeh &

Frederickson, 1990, que propuseram uma expressão assintótica para a função material

obtida na equação (3.3), corrigindo o efeito de interações hidrodinâmicas entre pares

de aditivos. A expressão final para a viscosidade extensional adimensional é dada por:

µe

µ
=

4

3

(
`

a

)2
φ

ln(1/φ)

[
1− ln(ln(1/φ))

ln(1/φ)
+

E(φ)

ln(1/φ)

]
, (3.6)

em que E(φ) representa uma constante que caracteriza a part́ıcula da suspensão. Para

part́ıculas ciĺındricas alinhadas com as linhas de corrente do escoamento, E(φ) =

0, 1585. A equação (3.6) recupera o modelo de Batchelor quando φ → 0. Os mo-

delos de viscosidade extensional para a função material são dados por:

µe

µ
=





4

3

(
`

a

)2
φF (ε)

ln(`/a)
, se nd`

3 ¿ 1

4

3

(
`

a

)2
φ

ln(1/φ)

[
1− ln(ln(1/φ))

ln(1/φ)
+

E(φ)

ln(1/φ)

]
, se φ ¿ 1 < nd`

3

Considera-se no presente trabalho um regime semi-dilúıdo, que utiliza da correção

de interações entre pares de aditivos.

3.1.2 Orientação dos aditivos

O aditivo suspenso no fluido pode apresentar uma orientação local diferente da

direção do escoamento. É necessário um esquema que indique a orientação das part́ıcu-

las, em relação à direção radial, conforme ilustrado na Figura 3.2. Tem-se que ŝ é um

vetor unitário de orientação dos aditivos e êr consiste no vetor unitário que se encontra

na direção radial.
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Figura 3.2: Orientação dos aditivos no sistema, com relação à bolha.

O ângulo θ denota o ângulo entre a direção radial e a direção da orientação do

aditivo, ou seja, a inclinação local da fibra com relação à direção do escoamento. Nota-

se que o ângulo θ não está vinculado aos ângulos presentes nas coordenadas esféricas

(ϑ, ϕ), uma vez que a orientação das fibras é investigada no sistema de referência das

mesmas, em que coordenadas polares ciĺındricas (r, θ, z) são consideradas (ver caṕıtulo

7). O vetor de orientação de aditivos ŝ pode ser decomposto em vetores unitários na

direção êr e êθ, definidos a partir das relações

ŝr = cos θ = ŝ · êr (3.7)

ŝθ = senθ = ŝ · êθ . (3.8)

Como se pode verificar, quando os aditivos assumem uma orientação radial, i.e.

aditivos alinhados com a direção do escoamento, θ = 0 e, portanto, ŝr = 1. Ressalte-se

que a direção radial equivale à direção normal, onde o produto dos vetores unitários

resulta em n̂ · êr = 1. Convém observar que a contribuição resultante do tensor extra de

tensões também é avaliado somente na direção radial. Dito isso, a influência das fibras

também se encontra, portanto, diretamente relacionada à orientação média global que

as mesmas apresentam, que resulta em uma distribuição de probabilidade de orientação.

Orientações que diferem da direção radial são exploradas somente no caṕıtulo 7.
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3.2 O MODELO ANISOTRÓPICO

Na ausência de efeitos elásticos e assumindo que os aditivos possuem forma de

hastes ŕıgidas, o tensor de tensões extra assume a forma de um tensor anisotrópico

viscoso, existente devido ao estiramento dos aditivos. Ericksen, 1960, propôs uma

teoria para fluidos transversalmente isotrópicos, em que a tensão adicional devido à

presença de uma única macromolécula assume a forma

σ = µ0D + [µ1 + 2µ2(ŝ ·D · ŝ)]ŝŝ + 2µ3[ŝ(ŝ ·D) + (D · ŝ)ŝ] , (3.9)

em que µ0, µ1, µ2 e µ3 são constantes materiais, que dependem das propriedades do

aditivo. A constante µ1, que representa uma tensão que persiste mesmo quando não

ocorre escoamento, pode ser desprezada quando a suspensão não possui movimento

browniano significativo. Quando tem-se uma suspensão contendo mais de um aditivo,

cada elemento de fluido do cont́ınuo possui vários aditivos com diferentes orientações.

O tensor macroscópico devido a presença de vários aditivos é dado pela média

σ = µ0D + 2µ2D : 〈ŝŝŝŝ〉+ 2µ3(D · 〈ŝŝ〉+ 〈ŝŝ〉 ·D) , (3.10)

em que 〈ŝŝ〉 e 〈ŝŝŝŝ〉 correspondem aos tensores de segunda e quarta ordem da função

de distribuição do vetor unitário de orientação ŝ, respectivamente.

Nota-se que as constantes materiais encontram-se em função também da fração

volumétrica φ dos aditivos. Quando se considera que os aditivos possuem razão de

aspecto `/a À 1, tem-se que µ3 ¿ µ2. Para uma suspensão dilúıda, µ0 = 0 e a Eq.

(3.10) assume a forma:

σ = 2µe(φ, `/a)D : 〈ŝŝŝŝ〉 . (3.11)
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O termo µ2 = µe(φ, `/a) representa a viscosidade extensional, associada com a

extensibilidade dos aditivos, que encontra-se em função da concentração de part́ıculas

e de sua razão de aspecto, conforme visto anteriormente. Hinch & Leal, 1976, sugerem

uma aproximação para o tensor de quarta ordem, reescrito em termos do tensor de

segunda ordem, sendo

〈ŝŝŝŝ〉 = 〈ŝŝ〉 〈ŝŝ〉 . (3.12)

Nota-se que a simetria e o traço do tensor de quarta ordem são preservados. A

Eq. (3.12) pode assumir então

σ = 2µe {〈ŝ〉 ·D · 〈ŝ〉} 〈ŝŝ〉 . (3.13)

Uma vez que o tensor extra foi proposto, resta verificar se este satisfaz o Prinćıpio

da Objetividade. Deve-se mostrar que

σ′ = 2 Q · σ ·QT . (3.14)

Utilizando da Eq. (3.13), obtém-se que

σ′ = 2 Q · µe {〈ŝ〉 ·D · 〈ŝ〉} 〈ŝŝ〉 ·QT . (3.15)

Considerando QT ·Q = I, tem-se

σ′ = 2 Q · µe

{
〈ŝ〉 ·QT ·Q ·D ·QT ·Q · 〈ŝ〉

}
〈ŝŝ〉 ·QT . (3.16)
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Rearranjando o lado direito da Eq. (3.16), observando que o termo entre chaves

consiste em um escalar:

σ′ = 2µe

{
〈ŝ〉 ·QT ·Q ·D ·QT ·Q · 〈ŝ〉

}
Q · 〈ŝŝ〉 ·QT . (3.17)

Nota-se que as seguintes relações podem ser consideradas, quando D é uma quan-

tidade objetiva

D
′
= Q ·D ·QT , 〈ŝ〉′ = Q · 〈ŝ〉 = 〈ŝ〉 ·QT , 〈ŝŝ〉′ = Q · 〈ŝŝ〉 ·QT , (3.18)

substituindo a Eq. (3.18) na Eq. (3.17) resulta em

σ′ = 2µe

{
〈ŝ〉′ ·D′ · 〈ŝ〉′

}
〈ŝŝ〉′ , (3.19)

onde fica claro que o tensor proposto satisfaz a indiferença material a um referencial,

preservando sua forma independente do observador em questão. Uma explicação f́ısica

para o tensor extra σ remete à sua proporcionalidade com relação à componente do

tensor taxa de deformação na direção de orientação dos aditivos 〈ŝ〉 ·D · 〈ŝ〉. O aditivo,

caracterizado como uma fibra longa, tende a resistir ao estiramento ao longo do seu

eixo de elongação.

Nota-se que o tensor extra se encontra na direção 〈ŝŝ〉 e que a contribuição

das macromoléculas/fibras é função da orientação que estas apresentam com relação

à direção radial. Tem-se uma formulação para a equação constitutiva do modelo

anisotrópico na forma:

Σ = −p`I + 2µD + 2µe {〈ŝ〉 ·D · 〈ŝ〉} 〈ŝŝ〉 . (3.20)
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O modelo constitutivo encontrado pela Eq. (3.20) considera um caso de suspensão

de part́ıculas com grande razão de aspecto que se encontram livres dos efeitos de inércia,

bem como do movimento browniano e da sedimentação.

A Figura 3.3 caracteriza o modelo que leva em conta somente o efeito da anisotropia,

para um fluido puramente viscoso, onde o efeito da viscosidade extensional tem como

analogia um amortecedor. O termo γ̇v = γ̇ consiste na taxa de deformação. Cumpre-se

observar que σ representa a função para força de tensão, que neste caso anisotrópico é

definida como

σ = µeγ̇ = 2µe 〈ŝ〉 ·D · 〈ŝ〉 . (3.21)

Figura 3.3: Modelo de viscosidade extensional.

Ressalta-se que o modelo proposto foi utilizado anteriormente por Cunha & An-

dreotti, 2007, com aplicações para a investigação da redução de arrasto em escoamen-

tos turbulentos. A seção seguinte apresenta a equação governante adimensional para o

modelo puramente anisotrópico.

Nota-se também que, para um fluido viscoelástico, o fluido equivalente pode exibir

caracteŕısticas de sólido elástico e/ou de ĺıquido viscoso. No entanto, quando o fluido

viscoelástico apresenta comportamento puramente viscoso, o tensor de tensões deve

assumir a mesma forma encontrada na Eq. (3.20), ou seja, deve recuperar o modelo

anisotrópico proposto.
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3.2.1 Equação Governante do Modelo Anisotrópico

Utiliza-se da equação governante adimensionalizada (2.100) para obter uma equa-

ção da dinâmica da bolha considerando um modelo puramente anisotrópico. Primeira-

mente, faz-se necessário determinar a tensão extra na direção radial, σrr. Da definição

do tensor σ, dada pela equação (3.13), tem-se que

êr · σ · êr = σrr = 2µe {〈ŝ〉 ·D · 〈ŝ〉} êr · 〈ŝŝ〉 · êr . (3.22)

Lembrando que D = (∂ur/∂r)êrêr, que a velocidade é dada por ur = R2Ṙ/r2 e

que cos θ = êr · ŝ, a equação (3.22) é reescrita como

σrr = −2µe

{
〈ŝ〉 · êr

2R2Ṙ

r3
êr · 〈ŝ〉

}
êr · 〈ŝŝ〉 · êr

σrr = −2µe

{
2R2Ṙ

r3

〈
cos2 θ

〉} 〈
cos2 θ

〉

σrr = −4µe
R2Ṙ

r3

〈
cos4 θ

〉
. (3.23)

A média global da orientação dos aditivos associada com 〈cos4 θ〉, é representada

por uma função orientação de aditivos, a ser tratada no caṕıtulo 7. A função de ori-

entação é relacionada a uma média de probabilidade, primeiramente desenvolvida para

uma distribuição normal de orientação de aditivos, descrita a partir de uma constante

S0.

Posteriormente, para um caso mais geral, a função de orientação de aditivos se

encontra acoplada ao movimento da bolha, i.e. está em função do raio R da bolha,

da posição calculada e, conseqüentemente, do tempo, em que a probabilidade média é

definida como P (r,R, θ) e a função orientação corresponde a S(R).
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Substituindo a equação (3.23) no último termo da equação governante generalizada

(2.100), que consiste na integral em dr da tensão extra na direção radial, obtém-se

3
∫ ∞

R

σ∗rr

r
dr = 3

(−4µeR
2Ṙ

ρU2
c

S(R)

) ∫ ∞

R

1

r4
dr . (3.24)

Nota-se que σ∗rr = σrr/ρU2
c . Resolvendo a integral em dr, a equação (3.24) resulta

em

−12
µeR

2Ṙ

ρU2
c

S(R)
∫ ∞

R

1

r4
dr = −4

µeR
2Ṙ

ρU2
c R3

S(R) = −4
µeṘ

ρU2
c R

S(R) . (3.25)

Utilizando das escalas t́ıpicas definidas, sendo Reµ = ρUcRE, o termo relacionado

a σrr na equação (3.24) é reescrito em termos adimensionais, obtendo

3
∫ ∞

R

σ∗rr

r
dr = − 4

Re

µe

µ

Ṙ∗

R∗ S(R) . (3.26)

Finalmente, substituindo a equação (3.26) na equação generalizada (2.100), tem-se

que

R∗R̈∗ +
3

2
(Ṙ∗)2 =

2

We

(
1

(R∗)3n
− 1

R∗

)
− 1− ε∗sen(ω∗t∗)

+
1

(R∗)3n
− 4

Re

Ṙ∗

R∗

(
1 +

µe

µ
S(R)

)
. (3.27)

A Eq. (3.27) é denominada a equação governante adimensional para o modelo

anisotrópico puramente viscoso. Nota-se que a Eq. (3.27) constitui uma equação

diferencial ordinária (EDO), não-linear, de segunda ordem e não-homogênea.
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A razão entre a viscosidade extensional e a viscosidade do fluido ambiente µe/µ é

caracterizada conforme uma constante material, explorada anteriormente (seção 3.1.1).

É fácil observar que, na ausência de aditivos (i.e. µe = 0), o modelo anisotrópico

recupera um modelo Newtoniano. Ressalta-se também que, modelos viscoelásticos

devem recuperar a mesma forma da equação governante adimensional (3.27), quando

estes assumem efeitos puramente viscosos (ausência de efeitos elásticos).

Outro ponto importante reside no fato da caracterização de um tensor extra de

tensão em termos de um modelo anisotrópico resultar na equação de Rayleigh-Plesset

apresentada pela Eq. (2.65), em que

R̈R +
3

2
Ṙ2 =

p` − p∞
ρ

, (3.28)

obtida a partir da integração em dr da equação da quantidade de movimento. Tal

afirmativa pode ser demonstrada partindo da equação (2.58), em que

ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂r

)
= −∂p

∂r
+

[
∂σrr

∂r
+

3σrr

r

]
. (3.29)

Desenvolvendo os termos em colchetes no lado direito da equação, utilizando a

definição de σrr na Eq. (3.23), obtém-se

∂σrr

∂r
+

3σrr

r
= 2µe

〈
cos4 θ

〉 (
∂2ur

∂r2
+

3

r

∂ur

∂r

)

= 2µe

〈
cos4 θ

〉 (
6ṘR2

r4
− 6ṘR2

r4

)
= 0 . (3.30)

A equação (3.30) se anula de maneira análoga à equação (2.55), referente ao tensor

devido a movimentos não-uniformes de um fluido Newtoniano. A diferença é que a

tensão σN
rr é descrita em termos da viscosidade µ, enquanto a tensão σrr em termos
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da viscosidade extensional µe e da orientação média 〈cos4 θ〉. No entanto, a orientação

(que varia somente de acordo com o tempo) e a viscosidade não interferem no resultado

da equação (3.30). Convém notar que o resultado da equação (3.30) ocorre somente

na ausência de efeitos elásticos.

Em suma, a equação governante adimensional do modelo anisotrópico (3.27)

também pode ser obtida partindo da equação (2.65), substituindo a pressão no ĺıquido,

dada pela equação (2.87), que resulta em

p` = −4µ
Ṙ

R
− 2σ̃

R
+ pb + σrr|r=R = −4µ

Ṙ

R
− 2σ̃

R
+ pb +−4µe

Ṙ

R
S(R) . (3.31)

3.3 VISCOELASTICIDADE LINEAR

3.3.1 O Modelo de Maxwell

Maxwell, 1867, propôs uma equação simples para a descrição de um fluido vis-

coelástico linear a partir do prinćıpio da combinação entre as leis da viscosidade de

Newton e do sólido elástico de Hooke. O sólido de Hooke lembra sua posição em um

tempo inicial, em contraste com um fluido Newtoniano. No entanto, como a lei de

Hooke é válida somente para pequenas deformações, o modelo de Maxwell encontra-se

sujeito a mesma restrição.

Pode-se caracterizar um modelo de Maxwell a partir da combinação de um sis-

tema massa-mola, ilustrado pela Figura 3.4. A mola representa a contribuição elástica

(Hooke), com a tensão proporcional à deformação, enquanto o amortecedor corresponde

ao efeito viscoso do material (Newton), em que a tensão é proporcional à taxa de de-

formação.
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Figura 3.4: Modelo de Maxwell, com efeito da viscosidade extensional e efeito elástico.

No esquema do modelo, µ representa a viscosidade, γ̇v é a taxa de deformação,

G é a constante de rigidez elástica, γe é a deformação plástica e σ consiste na tensão

aplicada pelo escoamento e caracteriza uma função da tensão elástica, que se encontra

em função do espaço x e do tempo, σ = σ(x, t). A soma das contribuições define a

descrição geral do Modelo de Maxwell, obtendo a equação

γ̇ = γ̇e + γ̇v , (3.32)

em que o termo de elasticidade é definido por

σ = γeG ⇒ γ̇e =
σ̇

G
. (3.33)

O termo viscoso assume a seguinte forma:

σ = γ̇vµ ⇒ γ̇v =
σ

µ
. (3.34)

Substituindo as equações (3.33) e (3.34) na (3.32) obtém-se que

γ̇ =
σ̇

G
+

σ

µ
. (3.35)
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Utiliza-se representar α = µ/G como uma constante que corresponde ao tempo

de relaxação do fluido elástico (o tempo intŕınseco do material). Uma vez definido o

tempo de relaxação, substitui-se então na equação (3.35), que fornece

ασ̇ + σ = γ̇µ . (3.36)

A equação diferencial ordinária em (3.36) retrata exatamente o modelo proposto

por Maxwell. É importante observar que o modelo linear de Maxwell é restrito para

deformações infinitesimais, ou seja, pequenos deslocamentos, ponto chave da Teoria da

Elasticidade Linear. Portanto, a derivada material da tensão corresponde à derivada

temporal, σ̇ = Dσ/Dt ≈ ∂σ/∂t.

A partir do método do fator integrante, apresentado no Apêndice A e considerando

a integração para um tempo em um instante qualquer τ , anterior ao momento atual,

t, tem-se

σ(t) =
∫ t

−∞

{
µ

α
e
−(t−τ)

α

}
γ̇(τ)dτ . (3.37)

O termo que se encontra entre chaves é denominado o módulo de relaxação para

um modelo de Maxwell. Nota-se que a tensão no tempo atual t depende da taxa de

deformação do tempo atual, bem como da taxa de deformação de todos os tempos

anteriores τ , com um fator de peso, i.e. o módulo de relaxação. Pode-se dizer que

a tensão σ no instante atual t depende da “história” do fluido em todos os tempos

−∞ < τ < t.

Registre-se que o módulo de relaxação decai exponencialmente quando calculado

na direção contrária ao tempo, ou seja, de maneira cronologicamente inversa. Portanto,

a memória se esvai, interpretação comumente conhecida como fading memory : o fluido

tem “consciência” de um passado recente, mas guarda somente “imagens” de um pas-

sado lonǵınquo, que se apresenta cada vez mais rudimentar quanto mais se aprofunda

neste passado.
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Em suma, o modelo de Maxwell propõe uma relação linear entre a tensão σ e a

taxa de deformação γ̇. Outras relações lineares podem ser realizadas, resultando em

diferentes modelos lineares (Bird et al., 1987). Um exemplo é o modelo de Jeffrey, onde

considera-se duas constantes temporais do material e a derivada temporal da taxa de

deformação.

Não quer isto dizer, entretanto, que os modelos lineares diferem quanto à sua

forma: todos apresentam uma integral que considera os tempos anteriores de um

módulo de relaxação multiplicado por uma taxa de deformação. Apesar de apre-

sentarem complexidades diferentes, a única idéia f́ısica incorporada está relacionada

à viscosidade e à elasticidade. Os modelos para um fluido viscoelástico linear podem

ser generalizados pela seguinte equação

σ(t) =
∫ t

−∞
M ′(t− τ)γ̇(τ)dτ , (3.38)

em que M ′ denota um módulo de relaxação generalizado. O integrando consiste no

produto de duas funções: a primeira que depende da natureza do fluido e a segunda

que depende da natureza do escoamento.

É importante ressaltar que o modelo linear não “suporta” altas taxas de de-

formação, uma vez que violaria o prinćıpio de indiferença material, fundamental na

construção de uma equação constitutiva.

Faz-se necessário adaptar a equação do modelo de Maxwell (equação (3.36)) para

o presente trabalho. Relembrando a definição da taxa de deformação fornecida pela

equação (3.21), obtém-se

σ̇ +
1

α
σ = 2

µe

α
ŝ ·D · ŝ . (3.39)

78



Nota-se que a viscosidade é representada pela viscosidade extensional, µe, que

difere dos modelos convencionais encontrados em diversos trabalhos, e.g. Lind &

Phillips, 2010. Assim, a constante que denota o tempo de relaxação dos aditivos

é dada por α = µe/G. Como a tensão σ apresenta a mesma solução mostrada na

equação (3.37), esta é reescrita como

σ(t) =
∫ t

−∞
2µe

α
e
−(t−τ)

α [〈ŝ〉 ·D · 〈ŝ〉] dτ . (3.40)

Sendo o tensor D representado na forma D = −2ṘR2/r3 (êrêr), a equação (3.40)

assume a forma:

σ = −
∫ t

−∞
4µe

α
e
−(t−τ)

α

[
〈ŝ〉 · êr

Ṙ(τ)R2(τ)

r3
êr · 〈ŝ〉

]
dτ , (3.41)

como 〈cos θ〉 = 〈ŝ〉 · êr, a equação (3.41) é apresentada como

σ = −4
µe

r3α

〈
cos2 θ

〉 ∫ t

−∞
e
−(t−τ)

α Ṙ(τ)R2(τ) dτ . (3.42)

Convém notar que caso o fluido não apresente relaxação (i.e. efeito elástico), a

equação (3.42) é reduzida ao modelo anisotrópico expresso anteriormente na equação

(3.13), conforme visto na seção 3.2.

A solução obtida para σ é dada em função de uma integral de convolução, que leva

em conta o efeito de memória (ou o efeito elástico de relaxação dos aditivos). Define-se

a integral de convolução a partir do termo I, definido como

I =
∫ t

−∞
e
−(t−τ)

α Ṙ(τ)R2(τ) dτ . (3.43)

Cumpre examinar na próxima seção a equação governante correspondente a um

modelo de viscoelasticidade linear, dado um tensor de tensões para o fluido na presença

de uma tensão extra a partir do modelo de Maxwell desenvolvido.
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3.3.2 Equação Governante do Modelo Viscoelástico Linear

O tensor extra de tensões σ para um modelo de viscoelasticidade linear, cuja

contribuição elástica dos aditivos é levada em consideração, é dado por

σ = σ 〈ŝŝ〉 = −4 〈ŝŝ〉 µe

r3α

〈
cos2 θ

〉 ∫ t

−∞
e
−(t−τ)

α Ṙ(τ)R2(τ) dτ . (3.44)

A componente da tensão extra na direção radial é representada como

σrr = −4 {êr · 〈ŝŝ〉 · êr} µe

r3α

〈
cos2 θ

〉 ∫ t

−∞
e
−(t−τ)

α Ṙ(τ)R2(τ) dτ

σrr = −4
µe

r3α

〈
cos4 θ

〉 ∫ t

−∞
e
−(t−τ)

α Ṙ(τ)R2(τ) dτ . (3.45)

Nota-se que 〈cos4 θ〉 corresponde à função de orientação de aditivos, S(R). Substi-

tuindo a equação (3.45) no último termo da equação governante generalizada (2.100),

que consiste na integral em dr da tensão extra na direção radial, obtém-se

3
∫ ∞

R

σ∗rr

r
dr = −12

µe

ρU2
c α

S(R)
∫ t

−∞
e
−(t−τ)

α Ṙ(τ)R2(τ) dτ
{∫ ∞

R

1

r4
dr

}

= −4
µe

R3ρU2
c α

S(R)
∫ t

−∞
e
−(t−τ)

α Ṙ(τ)R2(τ) dτ . (3.46)

Apresentando a equação (3.46) termos adimensionais, utiliza-se as escalas t́ıpicas

anteriormente definidas, obtendo assim

−4µe S(R)
1

(R∗)3

R2
E

ρR3
E

Uc

U2
c

tc
α

∫ t∗

−∞
e
−tc(t∗−τ∗)

α Ṙ∗(τ ∗)R∗2(τ ∗)dτ ∗ . (3.47)

80



Nota-se que a descrição adimensional do tempo τ é descrito como τ ∗ = τ/tc. Neste

contexto pode ser identificado outro parâmetro adimensional, o número de Deborah

(De), definido como

De =
α

tc
. (3.48)

O parâmetro De corresponde à razão entre o tempo de relaxação, caracterizando a

elasticidade do fluido (α), pela escala de tempo de observação do fenômeno, ou tempo

de escoamento, definido pela escala t́ıpica do tempo tc. Importante observar que o

tempo de relaxação é uma caracteŕıstica intŕınseca do fluido.

Quanto menor o número de Deborah, De → 0, mais viscoso é o comportamento

do fluido (i. e., regime Newtoniano), por outro lado, no limite em que De →∞ resulta

em um comportamento tipicamente elástico (sólido de Hooke).

Utilizando da igualdade ρREUc = Reµ, a equação (3.47) é reescrita como

−4
µe

µ

De−1

Re(R∗)3
S(R)

∫ t∗

−∞
e
−(t∗−τ∗)

De Ṙ∗(τ ∗)R∗2(τ ∗)dτ ∗ = −4
µe

µ

De−1

Re(R∗)3
S(R) I∗ .(3.49)

em que I∗ denota a forma adimensional da integral de convolução apresentada na

equação (3.43). Retornando à equação governante generalizada (2.100), utilizando a

equação (3.49), obtém-se

R∗R̈∗ +
3

2
(Ṙ∗)2 =

2

We

(
1

(R∗)3n
− 1

R∗

)
− 1− ε∗sen(ω∗t∗)

+
1

(R∗)3n
− 4

Re

Ṙ∗

R∗ − 4
µe

µ

De−1

Re(R∗)3
S(R) I∗ . (3.50)
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A equação (3.50) é definida como uma equação ı́ntegro-diferencial não-linear que

rege a dinâmica de bolhas em um fluido viscoelástico linear de Maxwell, apresentada

na sua forma adimensional.

No entanto, para a resolver a equação apresentada, faz-se necessário um sistema

de equações diferenciais ordinárias. A transformação da integral de convolução em uma

equação diferencial é utilizada.

3.3.3 Representação Diferencial da Integral de Convolução

Transformar uma integral de convolução em uma equação diferencial ordinária

consiste em um procedimento comumente utilizado no contexto de escoamentos que

envolvem fluidos não-Newtonianos com memória (e.g. Jiménez-Fernández & Crespo,

2006). De acordo com a Fórmula de Leibniz (ver maiores detalhes no Apêndice B),

determina-se que:

d

dt

∫ b(t)

a(t)
G(x, t)dx =

∫ b(t)

a(t)

∂

∂t
G(x, t)dx + G(b, t)

db

dt
−G(a, t)

da

dt
, (3.51)

em que G(x, t) representa uma função qualquer, para um caso unidimensional. Define-

se a função G(x, t) como

G(x, t) = e−
(t∗−τ∗)

De Ṙ∗(τ ∗)R∗2(τ ∗) . (3.52)

A equação (3.52) é obtida a partir da integral de convolução adimensional obtida

pela equação (3.49). Substituindo a equação (3.52) em (3.51), obtém-se:

d

dt∗
I∗ =

∫ t∗

−∞
∂

∂t∗
e−

(t∗−τ∗)
De Ṙ∗(τ ∗)R∗2(τ ∗)dτ ∗ + e−

(t∗−τ∗)
De Ṙ∗(τ ∗)R∗2(τ ∗)

∣∣∣∣
t∗

dt∗

dt∗

− lim
k→−∞

(
e−

(k−τ∗)
De Ṙ∗(τ ∗)R∗2(τ ∗)

∣∣∣∣−∞
dk

dt∗

)
, (3.53)
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simplificando a equação (3.53), tem-se:

d

dt∗
I∗ = Ṙ∗(t∗)R∗2(t∗)− 1

De

∫ t∗

−∞
e−

(t∗−τ∗)
De Ṙ∗(τ ∗)R∗2(τ ∗)dτ ∗

İ∗ = Ṙ∗R∗2 − 1

De
I∗ , (3.54)

em que İ∗ consiste na derivada temporal da integral representada por I∗. Nota-se que

a Eq. (3.54) define a integral I∗ a partir de uma equação diferencial ordinária.

Cumpre examinar neste passo que, quando os efeitos elásticos não estão pre-

sentes, a equação governante do modelo de viscoelasticidade linear proposto pela Eq.

(3.50) deve apresentar a mesma forma da equação governante para o modelo puramente

anisotrópico. Isso é facilmente observado substituindo a equação (3.54) em (3.50), em

que

R∗R̈∗ +
3

2
Ṙ∗2 =

2

We

(
1

(R∗)3n
− 1

R∗

)
− 1− ε∗sen(ω∗t∗) +

1

R∗3n −
4Ṙ∗

ReR∗

(
1 +

µe

µ
S(R)

)

+ 4
µe

µ

S(R)

Re(R∗)3

d

dt∗

{∫ t∗

−∞
e
−(t∗−τ∗)

De Ṙ∗(τ ∗)R∗2(τ ∗)dτ ∗
}

. (3.55)

Nota-se que o único termo que se encontra em função do número de Deborah

(ou da relaxação do material) consiste na integral de convolução, que se apresenta

entre chaves. Desprezando qualquer contribuição elástica, ou seja, fazendo De → 0,

observa-se que a integral de convolução tende a zero, devido à função exponencial, que

representa o kernel da integral.

Assim, o modelo viscoelástico proposto recupera a forma dada para um fluido

equivalente instantâneo, na presença de uma viscosidade extensional associada a um

efeito de anisotropia, que corresponde ao modelo puramente anisotrópico proposto,

apresentado pela equação (3.27).
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3.4 VISCOELASTICIDADE NÃO-LINEAR

A limitação de um modelo viscoelástico linear decorre do fato de estarem restritos a

pequenas deformações, cuja derivada material pode ser aproximada na forma Dσ/Dt ≈
∂σ/∂t, ficando restrita a análise para pequenos tempos de relaxação ou número de

Deborah De < 1. Nesta seção, objetiva-se explorar um modelo para viscoelasticidade

não-linear.

3.4.1 Derivadas Temporais Convectivas

Para construir equações constitutivas para modelos viscoelásticos não-lineares,

faz-se necessário a utilização de derivadas materiais que são objetivas, obedecendo

ao prinćıpio da invariância da equação constitutiva com relação a uma mudança de

referencial ou transformação homogênea. Oldroyd, 1950, propôs que esta invariância

de coordenadas pode ser obtida a partir da descrição da equação constitutiva em um

referencial que convecta e deforma junto dos elementos materiais. A derivada temporal

em um sistema de coordenadas convectivo pode ser representado como (Bird et al.,

1987)

δ+σ

δt
=

∆
σ ≡ σ̇ +∇u · σ + σ · (∇u)T . (3.56)

Que corresponde à derivada convectiva Oldroyd baixa. A derivada Oldroyd baixa

de um tensor é obtida a partir de um sistema de referência baseado nos autovetores do

tensor deformação D, em que as bases vetoriais são normais aos planos materiais. A

derivada Oldroyd também pode ser obtida na base dual de autovetores do tensor D−1

(Cunha, 2008), dada por

δ−σ

δt
=

∇
σ ≡ σ̇ − (∇u)T · σ − σ · ∇u . (3.57)
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A derivada expressa pela equação (3.57) é denominada derivada convectiva Ol-

droyd alta, em que as bases vetoriais são paralelas às linhas materiais. Ambas derivadas

Oldroyd podem ser interpretadas como uma taxa de variação de σ vista por um ob-

servador que translada, gira e deforma com as part́ıculas materiais. O termo σ̇ denota

a derivada material translacional do tensor de tensões σ, dada por

σ̇ =
Dσ

Dt
=

∂σ

∂t
+ u · ∇σ (3.58)

O prinćıpio da Invariância Material ou Objetividade das derivadas materiais con-

vectivas Oldroyd é apresentado no Apêndice C.

3.4.2 Modelo Maxwell-Oldroyd

A proposta original feita por Oldroyd consistia de um modelo mais geral do que o

modelo linear de Maxwell, a partir de uma equação constitutiva invariante, cuja forma

mais geral pode ser escrita na forma

σ + α
δσ

δt
= 2µ

(
D + α2

δD

δt

)
. (3.59)

A equação acima é denominada Equação de Jeffrey (Cunha, 2008), em que o termo

α2 é definido como o tempo de retardação do material. Na ausência de α2, a equação

(3.59) reduz-se a

σ + α
δσ

δt
= 2µD , (3.60)

que consiste do Modelo Maxwell-Oldroyd viscoelástico não-linear. Ressalte-se que, a

derivada temporal Oldroyd pode assumir tanto a forma alta quanto baixa, não havendo
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distinção entre ambas, uma vez que a utilização destas depende do problema de escoa-

mento examinado. Neste trabalho utiliza-se a derivada convectiva Oldroyd baixa, em

que garante-se a convergência do modelo proposto.

No presente contexto dessa dissertação, o Modelo Maxwell-Oldroyd é modificado,

expressando o mesmo em termos de uma viscosidade extensional associada à anisotropia

de tensões produzida pela orientação de aditivos anisotrópicos, assumindo a seguinte

forma:

α
δ+σ

δt
+ σ = 2µe {〈ŝ〉 ·D · 〈ŝ〉} 〈ŝŝ〉 . (3.61)

Convém notar que a equação (3.60) recupera o modelo viscoelástico linear aniso-

trópico, quando a derivada Oldroyd é simplesmente substitúıda pela derivada ∂/∂t

(local), uma vez que esse corresponde ao limite de pequenas deformações e termos

obtidos em σ · ∇u são de segunda ordem. Substituindo a definição dada pela equação

(3.56) em (3.61), obtém-se que

α
Dσ

Dt
+ σ = −α

(
∇u · σ + σ · (∇u)T

)
+ 2µe {〈ŝ〉 ·D · 〈ŝ〉} 〈ŝŝ〉 . (3.62)

Aplicando a equação (3.62) ao problema de dinâmica de bolhas em ĺıquido vis-

coelástico, obtém-se

α
Dσrr

Dt
+ σrr = −2α

∂ur

∂r
σrr + 2µe

(
−2ṘR2

r3

〈
cos2 θ

〉)
êr · 〈ŝŝ〉 · êr , (3.63)

aqui (∇u)rr = −(2R2Ṙ/r3)êrêr, analisado na direção radial do escoamento e, neste

caso, ∇ur = (∇ur)
T . Desenvolvendo o produto escalar êr · 〈ŝŝ〉 · êr na equação (3.63),

tem-se

α
Dσrr

Dt
+ σrr = 4α

ṘR2

r3
σrr − 4µe

ṘR2

r3

〈
cos4 θ

〉
. (3.64)
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É conveniente escrever a equação anterior na forma:

α
Dσrr

Dt
= −σrr

(
1− 4α

ṘR2

r3

)
− 4µe

ṘR2

r3
S(R) . (3.65)

Cumpre examinar neste passo que o tensor de tensões para um modelo anisotrópico

é recuperado quando o tempo de relaxação é nulo (i.e., α = 0), em que a equação

(3.65) assume a mesma forma da equação (3.23). Nota-se que considerações acerca da

função orientação de aditivos S(R) são realizadas somente no caṕıtulo 7. Utilizando

das escalas t́ıpicas determinadas anteriormente, pode-se adimensionalizar a equação

(3.63), determinando que

α
ρU2

c

tc

Dσ∗rr

Dt∗
= −ρU2

c σ∗rr

(
1− 4

α

tc

Ṙ∗R∗2

r3

)
− 4

µe

tc

Ṙ∗R∗2

r3
S(R) . (3.66)

É importante ressaltar que σrr
∗ = σrr/ρU2

c . Multiplicando a equação (3.66) por

1/(ρU2
c ) e considerando que Reµ = ρREUc, a equação (3.66) pode ser finalmente escrita

na forma

De
Dσ∗rr

Dt∗
= −σ∗rr

(
1− 4De

Ṙ∗R∗2

r3

)
− 4

µe

µ

1

Re

Ṙ∗R∗2

r3
S(R) . (3.67)

A equação (3.67) corresponde à forma adimensional da equação constitutiva para

um modelo viscoelástico não-linear, modelo este que consiste em uma equação diferen-

cial de primeira ordem, descrita em termos da derivada material da tensão extra devido

aos efeitos elásticos não-lineares.

3.4.3 Coordenadas Lagrangeanas

A equação constitutiva (3.67) pode ser escrita numa forma mais apropriada para

o presente contexto, dada por
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Dσ∗rr

Dt∗
= −σ∗rr(r, t)

(
1

De
− 4

Ṙ∗R∗2

r3

)
− 4

µe

µ

S(R)

ReDe

Ṙ∗R∗2

r3
. (3.68)

Por conveniência, a partir deste ponto, os “asteriscos” são suprimidos, objetivando

uma nomenclatura mais simples na apresentação das equações. É importante notar

que a função elástica σrr(r, t) é função do tempo t e da coordenada espacial r. Uma

mudança de coordenadas espacial para material é utilizada com o objetivo de imobilizar

a fronteira, ou seja, a superf́ıcie da bolha. Isso proporciona o estudo do problema

em termos de coordenadas lagrangeanas, em que a derivada material segundo um

observador que translada com as part́ıculas do ĺıquido é representada por

D

Dt
=

(
∂

∂t

)

r0

, (3.69)

em que r0 corresponde à coordenada material. Por conveniência, a derivada material

será representada simplesmente por

(
∂

∂t

)

r0

=
d

dt
(3.70)

Para um fluido incompresśıvel, o Jacobiano J da transformação de coordenadas

eulerianas para lagrangeanas, que representa a relação entre o volume em um estado

de referência da part́ıcula fluindo em um tempo t e o volume em estado de referência

inicial, t = 0, é dado pela primeira fórmula de Euler é igual a unidade. Portanto

J =
∆V(t)

∆V0

= 1 (3.71)

Neste caso, tem-se que ∆V(t) = ∆V0 (movimento sem dilatação, ∇·u = 0). Para o

caso de uma bolha esférica de raio R(t) descrevendo um movimento puramente radial,

é válido escrever
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4

3
π(r3 −R3(t)) =

4

3
π(r3

0 −R3
0) (3.72)

Definindo y = r3
0 −R3

0, a relação fornecida pela equação (3.72) reduz-se a:

y = r3 −R3 . (3.73)

Agora, reescrevendo a equação constitutiva (3.68) em coordenadas lagrangeanas,

obtém-se

dσyy(y, t)

dt
= −σyy(y, t)

(
1

De
− 4

ṘR2

y + R3

)
− 4

µe

µ

S(R)

ReDe

ṘR2

(y + R3)
. (3.74)

A integral em σrr, contida na equação governante que rege a dinâmica da bolha,

dada pela equação (2.100), representa a contribuição não-Newtoniana do ĺıquido ambi-

ente e por consequência deve ser apresentada em termos de coordenadas lagrangeanas.

Primeiramente, a integral é denotada por uma quantidade escalar B = B(R(t)), em

que

B(R(t)) =
∫ ∞

R

σrr(r, t)

r
dr . (3.75)

Considerando novamente a mudança de coordenadas y = r3 − R3, como dy/dr =

3r2, a equação (3.75) assume a forma

B(R) =
1

3

∫ ∞

0

σyy(y, t)

y + R3
dy . (3.76)

Substituindo a função ou integral B na equação (2.100), obtém-se a equação go-

vernante para um modelo viscoelástico não-linear, dada por

RR̈ +
3

2
Ṙ2 =

2

We

(
1

R3n
− 1

R

)
− 1− εsen(ωt) +

1

R3n
− 4

Re

Ṙ

R
+ 3B(R(t)) . (3.77)
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Para resolver a equação governante apresentada em (3.77), o foco consiste em

encontrar uma metodologia de solução sem que haja a necessidade de integrar espa-

cialmente a tensão extra σrr para cada intervalo de tempo desejado (i.e. evitar resolver

a equação ı́ntegro-diferencial da dinâmica de bolhas diretamente), o que pode elevar

de forma exorbitante o custo computacional em uma simulação numérica (e.g. Allen

& Roy, 2000b e Kim, 1994).

3.4.4 Sistema de Equações Diferenciais

No sentido de evitar a solução de uma equação ı́ntegro-diferencial para R(t),

determina-se uma equação diferencial a ser resolvida para B(R) (eq. (3.76)), uma

vez que esta quantidade representa também uma incógnita para o problema.

Derivando a integral (3.76) com relação ao tempo e aplicando a relação de Leibniz

(Apêndice B), obtém-se

d

dt

∫ ∞

0

σyy(y, t)

y + R3
dy =

∫ ∞

0

d

dt

[
σyy

y + R3

]
dy +

σyy

y + R3

∣∣∣∣∣∞
d(∞)

dt
− σyy

y + R3

∣∣∣∣∣
0

d(0)

dt
(3.78)

Portanto,

3Ḃ =
∫ ∞

0

σ̇yy(y, t)

y + R3
dy . (3.79)

Aqui, Ḃ = dB/dt e σ̇yy = dσyy/dt. Agora, multiplicando a equação (3.74) por

dy/(y + R3) e integrando em dy, obtém-se

∫ ∞

0

σ̇yy(y, t)

y + R3
dy = − 1

De

∫ ∞

0

σyy(y, t)

y + R3
dy + 4ṘR2

∫ ∞

0

σyy(y, t)

(y + R3)2
dy

− 4
µe

µ

ṘR2

ReDe
S(R)

∫ ∞

0

1

(y + R3)2
dy . (3.80)
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Define-se a quantidade A0 para representar a seguinte integral:

A0 =
∫ ∞

0

σyy(y, t)

(y + R3)2
dy . (3.81)

Com algumas manipulações algébricas em (3.80), determina-se que

3Ḃ = −3
B

De
+ 4ṘR2A0 − 4

µe

µ

S(R)

ReDe

Ṙ

R
, (3.82)

para o fechamento da formulação, resta determinar uma equação para a integral

(3.81) em função de R(t). Primeiramente, utiliza-se o método de integração por partes,

dado por

∫
adb = ab−

∫
bda , (3.83)

na integral definida por

∫ ∞

0

σ̇yy

y + R3
dy , (3.84)

com a = 1
y+R3 e db = dσyy

dt
dy, determina-se da e b como segue:

da =
d

dy

(
1

y + R3

)
dy = − 1

(y + R3)2
dy (3.85)

e

b =
∫ dσyy

dt
dy =

∫ dy

dt
dσyy = −3ṘR2

∫
dσyy = −3ṘR2σyy , (3.86)

substituindo na equação (3.84), e utilizando (3.81), obtém-se

∫ ∞

0

σ̇yy

y + R3
dy = − 3ṘR2σyy

y + R3

∣∣∣∣∣

∞

0

− 3ṘR2
∫ ∞

0

σyy

(y + R3)2
dy , (3.87)
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e, portanto
∫ ∞

0

σ̇yy

y + R3
dy = 3σyy(0, t)

Ṙ

R
− 3ṘR2A0 . (3.88)

É importante registrar que, quando y = 0, tem-se r = R e, portanto, σyy(0, t) =

σrr(R, t). Utilizando a equação (3.79), (3.88) pode ser reescrita na forma

3Ḃ = 3σrr(R, t)
Ṙ

R
− 3ṘR2A0 (3.89)

com

A0 =
σrr(R, t)

R3
− Ḃ

ṘR2
. (3.90)

Com o resultado dado pela equação (3.90), é posśıvel reescrever a equação (3.82)

em termos de Ḃ. Substituindo (3.90) em (3.82) determina-se que:

3Ḃ = −3
B

De
+ 4ṘR2

(
σrr(R, t)

R3
− Ḃ

ṘR2

)
− 4

µe

µ

S(R)

ReDe

Ṙ

R
(3.91)

ou ainda,

Ḃ = −3

7

B

De
+

4

7
σrr(R, t)

Ṙ

R
− 4

7

µe

µ

S(R)

ReDe

Ṙ

R
. (3.92)

Cumpre examinar neste passo que, para um completo fechamento do modelo

acoplado de dinâmica de bolhas em fluido viscoelástico não-linear, é necessário deter-

minar a tensão elástica avaliada no raio da bolha R(t), i.e. σrr(R). Para tal, avalia-se

a equação constitutiva (3.74) na superf́ıcie da bolha, que corresponde a fazer y = 0.

Desta maneira, obtém-se:

dσyy(y, t)

dt

∣∣∣∣∣
y=0

= − σyy(y, t)

(
1

De
− 4

ṘR2

y + R3

)∣∣∣∣∣
y=0

− 4
µe

µ

S(R)

ReDe

ṘR2

(y + R3)

∣∣∣∣∣
y=0

,(3.93)
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considerando σ̇yy(0, t) = σ̇rr(R), determina-se que:

σ̇rr(R) = −σrr(R)

(
1

De
− 4

Ṙ

R

)
− 4

µe

µ

S(R)

ReDe

Ṙ

R
. (3.94)

Portanto, a partir do sistema de equações diferenciais não-lineares acopladas (eqs.

3.77, 3.92 e 3.94), pode-se examinar a evolução temporal do movimento oscilatório

radial de uma bolha esférica em um fluido viscoelástico não-linear Maxwell-Oldroyd.

3.4.5 Considerações entre os Modelos Viscoelásticos

Primeiramente, considera-se a mesma metodologia utilizada na seção 3.4.4 visando

obter um sistema de equações diferenciais ordinárias para o modelo de Maxwell (i.e.

viscoelástico linear). A equação governante é representada, novamente, pela equação

(3.77), em que a função B = B(R) é definida pela equação (3.75). A equação diferencial

adimensionalizada que representa o modelo de Maxwell em regime viscoelástico linear

é dada por

De σ̇rr + σrr = − 4

Re

µe

µ

ṘR2

r3
S(R) , (3.95)

multiplicando a eq. (3.95) por r/dr e integrando o resultado no intervalo de R a ∞,

obtém-se

De
∫ ∞

R

∂

∂t

σrr

r
dr +

∫ ∞

R

σrr

r
dr = − 4

Re

µe

µ
ṘR2 S(R)

∫ ∞

R

1

r4
dr . (3.96)

A primeira integral da eq. (3.96) pode ser reescrita usando a fórmula de Leibniz.

Portanto,

∫ ∞

R

∂

∂t

σrr

r
dr =

d

dt

∫ ∞

R

σrr

r
dr + σrr(R, t)

Ṙ

R
. (3.97)
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Desta maneira, a eq. (3.96) é reduzida para a forma

Ḃ = − B

De
− σrr(R, t)

Ṙ

R
− 4

3

µe

µ

S(R)

ReDe

Ṙ

R
, (3.98)

avaliando-se a eq. (3.95) em r = R, obtém-se uma EDO de primeira ordem em termos

de σrr(R, t), dada por

σ̇rr(R, t) = −σrr(R, t)

De
− 4

Re

µe

µ

S(R)

De

Ṙ

R
. (3.99)

Resolvendo-se as equações (3.77), (3.98) e (3.99) obtém-se a resposta do movi-

mento da bolha para um modelo viscoelástico linear. Nota-se que, apesar da com-

binação entre estas equações resultar na solução para a dinâmica de uma bolha a

partir do modelo viscoelástico linear, é prefeŕıvel a utilização da metodologia obtida na

seção 3.3, uma vez que o custo computacional para resolver um sistema de três equações

diferenciais ordinárias é menor do que o custo que envolve um sistema composto por 4

EDOs de primeira ordem.

É importante atentar para o fato das equações (3.92) e (3.98), que representam

EDOs para a função B(R) relativas aos modelos viscoelástico não-linear e linear, re-

spectivamente, apresentarem coeficientes distintos, justamente devido à presença da

derivada material convectiva Oldroyd no modelo não-linear. Derivada esta associada

com uma mudança de coordenadas lagrangeana, seguindo um referencial que deforma,

gira e convecta com o material. Da mesma forma, a EDO para a tensão localizada na

superf́ıcie da bolha, representada pela equação (3.94) em um modelo não-linear difere

da equação (3.99) pela adição de um termo extra, relativo à deformação oriunda da

deriva convectiva Oldroyd baixa.

Para um modelo viscoelástico do tipo Maxwell-Oldroyd, é posśıvel também obter

a tensão em termos de uma integral de convolução. A partir da equação constitu-

tiva (3.74), apresentada em coordenadas lagrangeanas, pode-se rearranjar os termos,

obtendo-se
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σ̇yy(y, t) + σyy(y, t)

(
1

De
− 4

ṘR2

y + R3

)
= −4

µe

µ

S(R)

ReDe

ṘR2

(y + R3)
. (3.100)

Cumpre observar neste passo que a equação diferencial (3.100) é semelhante à

forma da EDO padrão y′(t) + p(t)y(t) = q(t). Conforme visto anteriormente na seção

3.3.1, é posśıvel encontrar uma solução em termos de σrr(y, t), utilizando o método de

integração por fator integrante. A solução é bem conhecida e é dada por:

σyy(y, t) = exp[−P (t)]
∫ t

−∞
q(τ)exp[P (τ)] dτ , (3.101)

em que a função P (t) é calculada na forma

P (t) =
∫ (

1

De
− 4ṘR2

y + R3

)
dt =

t

De
− 4

3

R3

(y + R3)
, (3.102)

com as funções exponenciais exp[−P (t)] e exp[P (τ)] dadas, respectivamente, por

exp[−P (t)] = e

[
4
3

R3

(y+R3)
− t

De

]

exp[P (τ)] = e

[
−4

3
R3

(y+R3)
+ τ

De

]

. (3.103)

Sabendo que q(τ) consiste no termo à direita da igualdade fornecida pela equação

(3.100), a equação (3.101) é reescrita como:

σyy(y, t) = −e

[
4
3

R3

(y+R3)
− t

De

]
∫ t

−∞
e

[
−4

3
R3(τ)

y+R3(τ)
+ τ

De

]

4
µe

µ

S(R)

ReDe

Ṙ(τ)R2(τ)

(y + R3(τ))
dτ ,

(3.104)
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ou, ainda:

σyy(y, t) = −4
µe

µ

S(R)

ReDe

∫ t

−∞
e−

(t−τ)
De


e

4
3

[
R3(t)

y+R3(t)
− R3(τ)

y+R3(τ)

]


Ṙ(τ)R2(τ)

y + R3(τ)
dτ . (3.105)

visando apresentar uma menor densidade na nomenclatura da equação (3.105), considera-

se que

g(t) =
R3(t)

y + R3(t)
, g(τ) =

R3(τ)

y + R3(τ)
, (3.106)

e, substituindo em (3.105), obtém-se uma forma mais apropriada:

σyy(y, t) = −4
µe

µ

S(R)

ReDe

∫ t

−∞
e−(t−τ)/De

(
e

4
3
(g(t)−g(τ))

) Ṙ(τ)R2(τ)

y + R3(τ)
dτ . (3.107)

Cumpre registrar que a integral apresentada na equação (3.107) denota a integral

de convolução para um modelo viscoelástico não-linear Maxwell-Oldroyd. Uma com-

paração direta com a integral de convolução do modelo viscoelástico linear pode ser

realizada. A partir da equação (3.45), observa-se que a tensão σrr(r, t) adimensional

para o modelo viscoelástico linear é dada por

σrr(r, t) = −4
µe

µ

S(R)

ReDe

∫ t

−∞
e−(t−τ)/De Ṙ(τ)R2(τ)

r3
dτ , (3.108)

relembrando que a forma generalizada de um modelo viscoelástico é dada por

σ(t) =
∫ t

−∞
M ′(t− τ)γ̇(τ)dτ , (3.109)

é posśıvel identificar que a função de relaxação do modelo viscoelástico linear e a taxa

de cisalhamento correspondem, respectivamente, a:
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M ′(t− τ) = −2
µe

µ

S(R)

ReDe
e−(t−τ)/De , γ̇(τ) = −2R(τ)2Ṙ(τ)

r3
. (3.110)

A partir da equação (3.107), nota-se que a função de relaxação da tensão para um

modelo viscoelástico não-linear apresenta uma forma diferenciada, dada por

G∗(y, t, τ, R) = −2
µe

µ

S(R)

ReDe
e−(t−τ)/De

(
e

4
3
(g(t)−g(τ))

)
, (3.111)

como se pode identificar, o módulo de relaxação de tensão para um modelo viscoelástico

não-linear G∗(y, t, τ, R) também pode ser escrito em termos do módulo de relaxação

da equação (3.110), em que:

G∗(y, t, τ, R) = M ′(t− τ)
(
e

4
3
(g(t)−g(τ))

)
= M ′(t− τ)M ′′(y, R(t), R(τ)) . (3.112)

Observa-se que G∗(y, t, τ, R) é calculada pelo produto da função de relaxação de

tensão de Maxwell, em regime viscoelástico linear (M ′(t − τ)) e da função dada por

M ′′(y, R(t), R(τ)), que representa a parte não-linear de G∗ devido ao acoplamento

do movimento da bolha com a relaxação de aditivos. Portanto, G(y, t, τ) representa

fisicamente uma memória mais complexa do fluido, devido ao efeito não-linear da elas-

ticidade, descrita agora em função do raio da bolha nos instantes R(t) e R(τ).

É importante destacar que, quando M ′′ = 1, a equação (3.112) reduz-se ao módulo

de relaxação linear, dado pela equação (3.110), recuperando a integral de convolução

do modelo linear de Maxwell. Para M ′′ = 1, nota-se que g(t) ∼= g(τ), ou seja, o

raio da bolha atual R(t) é praticamente equivalente ao raio da bolha em um tempo

anterior, R(τ). Isso demonstra a limitação da memória da relaxação dos aditivos para

um modelo viscoelástico linear, em que R(t) ∼= R(τ). Portanto, o modelo viscoelástico

linear deve ser explorado somente para um efeito elástico moderado, i.e. número de

Deborah moderado. Desta forma, tem-se que
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M ′′(y, R(t), R(τ)) =





1, para modelo viscoelástico linear

e
4
3
(g(t)−g(τ)), para modelo viscoelástico não-linear

Não se pode olvidar que o modelo viscoelástico não-linear é descrito em coor-

denadas lagrangeanas e, portanto, apresenta um maior acoplamento com o escoa-

mento. O módulo de relaxação G∗ apresenta uma dependência com a variável y, as-

sim como a taxa de cisalhamento, que é agora descrita em coordenadas lagrangeanas,

r3 = R3(τ) + y.

Uma vez que a tensão para um modelo viscoelástico não-linear examinada aqui

é expressa na equação (3.101), pode-se substituir diretamente na equação (3.76), que

remete à quantidade B(R), definida em coordenadas lagrangeanas e que se encontra

presente na equação governante da dinâmica de bolhas. Desta maneira, obtém-se:

B = −4

3

µe

µ

S(R)

ReDe

∫ t

−∞
e−(t−τ)/De

{∫ ∞

0

M ′′(y, R(t), R(τ))

y + R3(t)
dy

}
Ṙ(τ)R2(τ)

y + R3(τ)
dτ .

(3.113)

A função B(R) equivalente ao modelo viscoelástico linear, denominada B0(R), é

dada por

B0(R) =
∫ ∞

R

σrr(r, t)

r
dr = −4

3

µe

µ

S(R)

ReDe

∫ t

−∞
e−(t−τ)/De Ṙ(τ)R2(τ)

R3(t)
dτ , (3.114)

Nota-se que a diferença entre B(R) e B0(R) remete ao termo M ′′(y, R(t), R(τ)) e

à consideração de coordenadas lagrangeanas. A equação (3.114) pode ser reescrita em

termos da integral de convolução do modelo viscoelástico linear, I, obtendo-se:

B0(R) = −4

3

µe

µ

S(R)

ReDe

1

R3
I , (3.115)
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Na seção 6.4 realiza-se uma comparação entre as soluções para a dinâmica de

bolhas em um modelo viscoelástico linear e não-linear, em que maiores considerações

acerca da descrição da relaxação dos aditivos podem ser encontradas. É importante

conceber que o modelo viscoelástico não-linear remete à descrição de um regime não-

linear que pode ser assumido pelo fluido. Os caṕıtulos a seguir exploram a metodologia

do código numérico desenvolvido e resultados obtidos neste trabalho.

Ressalta-se que a função orientação de aditivos é explorada somente no caṕıtulo 7,

em que considerações acerca do comportamento da bolha de acordo com a orientação

média global dos aditivos são realizadas. Portanto, qualquer resultado anterior ao

caṕıtulo supracitado, considera-se a condição de aditivos completamente alinhados na

direção radial (i.e. a condição da solução permanente de orientação). Desta forma,

θ = 0, que corresponde a S(R) = 〈cos4 θ〉 = 1. A aproximação de part́ıculas alinhadas

é baseada na constatação de que fibras caracterizadas por uma grande razão de aspecto

tendem a se alinhar rapidamente com a direção do escoamento. Nesta aproximação,

resolve-se somente o campo de velocidades, que tem a função tanto de predizer o

escoamento do fluido quanto a orientação dos aditivos.
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4 METODOLOGIA DA SOLUÇÃO NUMÉRICA

A simulação computacional constitui a base para a análise do comportamento

não-linear da dinâmica da bolha, por meio da qual serão resolvidas as equações difer-

enciais ordinárias não-lineares desenvolvidas nos caṕıtulos anteriores. A rotina de

cálculo foi desenvolvida em compilador Compaq Visual Fortran versão 6.6, executado

na plataforma Microsoft Windows XP Professional. O computador utilizado possúıa

um processador Intel Core 2 Quad, de 2.4 Ghz, com 2 GB de memória RAM. Para

desenvolvimento da rotina utilizou-se do livro Numerical Recipes (Press et al., 1992).

O código computacional contém contém três subrotinas (ou subprogramas). Pri-

meiramente é criado um arquivo principal, que carrega as subrotinas existentes. Um

arquivo global é inserido, definindo todos os parâmetros que serão utilizados para

evoluir a simulação, diferenciando a definição de cada um entre números inteiros, reais

e vetores. A seguir, é criado um arquivo em que as funções são inseridas. As formas das

equações serão descritas na seção (4.1). Uma vez que a parte principal do programa

se encontra elaborada, são incorporadas as subrotinas. Primeiramente, uma subrotina

para carregar os dados iniciais é adicionada à rotina, em que se faz necessária a criação

de um arquivo no formato “DAT”, o qual servirá de pré-processamento para os valores

dos parâmetros requisitados, tais como o tempo máximo, número de integrações, raio

e velocidade iniciais, entre outros, sendo estes interpretados pela subrotina existente.

O próximo passo é definir a forma de cálculo da equação diferencial não-linear

governante do movimento da bolha, que consiste numa subrotina referente ao algo-

ritmo para solucionar a mesma. A subrotina é definida como o método de solução do

problema. O caso investigado, definido como um problema de valor inicial (equação

diferencial contendo a condição dx/dt = f(x, t) → x(t = 0) = x0), é resolvido por meio

da utilização do método de Runge-Kutta de quarta ordem (Press et al., 1992).
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A descrição do funcionamento, desenvolvimento e utilização do método encontra-

se na seção (4.1). Uma vez que o programa já contém sua base, sua entrada de dados

e processamento, resta somente, o pós-processamento dos dados com a impressão dos

resultados. Para tal fim é elaborada uma subrotina de pós-processamento, em que

são requisitados as variáveis que caracterizam a solução do problema. Nota-se que o

formato da sáıda dos dados é controlado, sendo posśıvel a criação de um arquivo em um

formato que pode ser carregado, diretamente, em aplicativos que realizam a conversão

de dados em resultados gráficos.

A seguir, descreve-se o método de integração numérica a partir da utilização de

um Runge-Kutta de quarta ordem. A definição do passo de tempo utilizado nas si-

mulações para a análise da dinâmica de bolhas também é explorada. A análise inicial

para validação do código baseia-se na solução anaĺıtica desenvolvida por Rayleigh,

1917, considerando o tempo de colapso de uma bolha/vácuo que se encontra imersa

em um meio infinito. Uma solução mais robusta para o controle do passo de tempo,

por meio do uso de um passo de tempo adaptativo para o Runge-Kutta é apresen-

tado, utilizado principalmente nas simulações envolvendo os modelos anisotrópicos e

elásticos. O caṕıtulo encerra com a análise preliminar de resultados, onde se considera

uma bolha imersa em um fluido viscoso e em um fluido puramente anisotrópico, assim

como a sensibilidade da mesma à condições iniciais e para alguns parâmetros f́ısicos

que envolvem o problema proposto.

4.1 O MÉTODO RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM

O método de Runge-Kutta corresponde ao algoritmo corretor-preditor avançado,

que utiliza de médias ponderadas de uma função f calculada nos extremos e em pontos

intermediários de um intervalo [tj, tj+1]. Avalia-se cada passo de tempo em quatro

sub-passos, realizando, portanto, não apenas uma, mas quatro integrações por passo

de tempo. A expressão padrão que caracteriza o Runge-Kutta clássico de ordem 4, a

ser utilizado, é da forma (Press et al., 1992):
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yn+1 = yn +
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

6
, (4.1)

em que:

k1 = ∆tf(xn, yn), (4.2)

k2 = ∆tf
(
xn +

∆t

2
k1, yn +

∆t

2

)
(4.3)

k3 = ∆tf
(
xn +

∆t

2
k2, yn +

∆t

2

)
(4.4)

k4 = ∆tf (xn + ∆tk3, yn + ∆t) . (4.5)

Logo, para a integração numérica por intermédio de um problema de valor inicial,

utilizando n passos, faz-se necessário 4n avaliações da função em um passo de tempo

∆t. Nota-se que a utilização do método Runge-Kutta estabelece que a EDO que se

deseja calcular seja transformada num sistema de EDOs de primeira ordem. Portanto,

seja uma EDO que contenha K derivadas, sua função será definido em termos de um

sistema de K equações diferenciais ordinárias de primeira ordem acopladas.

4.2 ANÁLISE DO PASSO DE TEMPO COMPUTACIONAL

O valor de ∆t deve ser explorado de maneira meticulosa, uma vez que a função

R(t) que descreve a evolução temporal do raio da bolha pode variar significativamente

para pequenos valores de ∆t, uma ocorrência muito comum em trabalhos envolvendo

situações altamente não-lineares, gerando erros nas simulações. A otimização do passo

∆t é a maior desvantagem do método, mas que não justifica sua exclusão, pois basta

ser executado com a devida resolução para que a resposta seja suficientemente precisa.
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Para se ter noção de sua precisão, o erro numérico para o método de solução

numérica é da ordem O(∆t5). Para tornar posśıvel a visualização dos peŕıodos que

são obtidos nas simulações, define-se o intervalo de tempo em termos da freqüência de

excitação. Caso seja fornecida uma freqüência muito alta, o peŕıodo resulta em valores

reduzidos, em que o passo de tempo de integração deve ser menor que este peŕıodo

para capturar a dinâmica de oscilação da bolha. De outra maneira, o programa fica

sujeito a erros e problemas de convergência.

Um passo de tempo numérico proposto em função da freqüência assume a forma:

∆t = O(1/w). A formulação de um passo de tempo que seja compat́ıvel com o tempo

de relaxação do fluido externo também é necessária. Este intervalo precisa ser, obri-

gatoriamente, menor que o tempo de relaxação dos aditivos, para que seja posśıvel

a captura dos efeitos elásticos na resposta dinâmica da bolha. Portanto, o passo de

tempo adimensional controlado pelo tempo de relaxação do fluido ambiente equivale a

∆t = O(De).

Por fim, com base na análise da simulação para a aplicação na cavidade de Rayleigh

(a ser desenvolvida na seção seguinte), um passo mı́nimo de tempo ∆tRay = 10−3 é

calibrado visando a obtenção de um tempo de colapso semelhante ao determinado por

Rayleigh, com um erro de valor despreźıvel.

Portanto, o passo de tempo adimensional a ser utilizado baseia-se no valor mı́nimo

entre os vários intervalos de tempo propostos, em que:

∆t = min
(
10−2De, 10−2ω−1, 10−3

)
. (4.6)

A condição (4.6) foi utilizada em várias simulações, mostrando-se eficiente quanto

à estabilidade e convergência numérica. A descrição de um intervalo de tempo adapta-

tivo é apresentada na seção 4.3, utilizado para obter uma solução numérica com menor

tempo computacional, essencial na condição em que a bolha desenvolve oscilações ex-

tremas de não-linearidade.
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4.2.1 Solução anaĺıtica para a cavidade de Rayleigh

A investigação do colapso de cavidade teve como pioneiro o trabalho de Besant,

1859. Naquele trabalho foi proposto uma massa infinita de fluido incompresśıvel ho-

mogêneo atuando sem forças e em repouso, em que uma porção esférica de fluido é

subitamente preenchida. Com a pressão a uma distância infinita considerada constante

(condição de excitação), Besant determinou – utilizando-se da equação do movimento

do fluido – a alteração instantânea de pressão para qualquer ponto da massa, bem

como o tempo em que a cavidade é preenchida.

Rayleigh, 1917 propôs uma análise mais rigorosa do colapso de uma cavidade de

vácuo, desenvolvendo um modelo teórico que resultou em uma solução anaĺıtica em

termos da função Beta para a velocidade da interface da bolha de vácuo e o cálculo do

tempo τc de colapso total da cavidade, que assume a forma (detalhes da solução são

mostrados no Apêndice D):

τc = 0, 915R0

√
ρ

P0

, (4.7)

que em termos adimensionais resulta em:

τc

R0

√
ρ/P0

= 0, 915 . (4.8)

Para aplicar o resultado do problema da cavidade de Rayleigh na simulação de-

senvolvida, faz-se necessário recordar a solução de Rayleigh-Plesset descrita na equação

(2.64), que no caso de uma cavidade, a equação adimensionalizada reduz-se à forma

simples

RR̈ +
3

2
Ṙ2 = −1 . (4.9)
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A solução numérica da equação (4.9) é reescrita na seguinte forma:





y = Ṙ

ẏ = 1
R

[
−1− 3

2
y2

] (4.10)

A Figura 4.1 apresenta a solução numérica do colapso da cavidade de Rayleigh

obtida por meio da integração numérica desenvolvida aqui. O valor do passo de tempo

necessário para a solução numérica do problema de Rayleigh foi ∆tray = 10−3. O

erro na estimativa do tempo de colapso numérico relativo ao tempo de colapso da

solução anaĺıtica (Apêndice D) foi de aproximadamente 0,1%. Valor este que valida

o código computacional e fornece também suporte para a definição de um passo de

tempo computacional preliminar ∆tray = 10−3.

t

R
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t

R
(t
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0.14

Figura 4.1: Integração do problema da cavidade de Rayleigh obtida por meio do código
computacional elaborado no presente trabalho.
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4.3 PASSO DE TEMPO ADAPTATIVO

Uma ferramenta relevante para obter a resposta de um sistema de equações difer-

enciais ordinárias consiste no controle adaptativo sobre o seu progresso. Geralmente

usa-se o passo de tempo adaptativo visando alcançar e permanecer dentro de uma

tolerância na solução, com a menor exigência computacional posśıvel. Enquanto al-

guns passos muito pequenos são necessários para as regiões de maior instabilidade, da

mesma forma ocorrerão regiões em que um passo de tempo maior pode ser utilizado,

diminuindo o tempo necessário para realizar uma simulação. Muitas vezes o controle do

passo de tempo pode ganhar mais eficiência computacional do que se imagina. O mais

interessante é que além do passo de tempo se adaptar à acurácia desejada, a mesma

pode ser monitorada, sendo vantajoso e até necessário o controle desta tolerância.

A implementação que define o controle do passo de tempo adaptativo requer que o

algoritmo que fornece o passo de tempo retorne informações a respeito da performance

do programa, tornando posśıvel a visualização da estimativa de erro que está sendo

realizada.

Aplicando o controle de passo de tempo adaptativo ao Runge-Kutta de quarta

ordem, faz-se utilização de uma técnica que captura cada passo duas vezes, uma vez

como um passo de tempo completo (fornece um valor para a função y1) e outra, de forma

independente, como dois passos de tempo (resulta no valor y2). Avaliando a solução

para cada passo, o erro associado entre essas duas estimativas numéricas assume a

forma:

∆err = y2 − y1 , (4.11)

essa diferença deve ser a base para manter uma tolerância desejada, ajustando, por-

tanto, o passo de tempo h. O problema requer agora um algoritmo para ajustar o

passo de tempo. O primeiro e mais conhecido foi realizado por Fehlberg (Press et al.,

1992).
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Um fato curioso acerca das fórmulas de Runge-Kutta é que para ordens M maiores

que quatro, faz-se necessário o uso de M ou mais funções (porém não mais que M +

2). Fehlberg determinou um método de Runge-Kutta de quinta ordem utilizando seis

funções em que a combinação destas também resulta no método de quarta ordem.

A diferença entre estas duas soluções fornece uma estimativa de erro para ajustar

o passo de tempo. A forma geral das funções do Runge-Kutta de Fehlberg é dado por

(Press et al., 1992)

k1 = hf (xn, yn)

k2 = hf
(
xn +

1

5
h, yn +

1

5
k1

)

k3 = hf
(
xn +

3

10
h, yn +

3

40
k1 +

9

40
k2

)

k4 = hf
(
xn +

3

5
h, yn +

3

10
k1 − 9

10
k2 +

6

5
k3

)
(4.12)

k5 = hf
(
xn + h, yn − 11

54
k1 +

5

2
k2 − 70

27
k3 +

35

27
k4

)

k6 = hf
(
xn +

7

8
h, yn +

1631

55296
k1 +

175

512
k2 +

575

13824
k3 +

44275

110592
k4 +

253

4096
k5

)

Onde a aproximação da solução y(x) para o Runge-Kutta de quinta ordem é obtido

pela equação:

y∗n+1 = yn +
2825

27648
k1 +

18575

48384
k3 +

13525

55296
k4 +

277

14336
k5 +

1

4
k6 . (4.13)

Já a aproximação da solução y(x) para o Runge-Kutta de quarta ordem assume

a forma:

yn+1 = yn +
37

378
k1 +

250

621
k3 +

125

594
k4 +

512

1771
k6 , (4.14)

portanto, a estimativa de erro é:

∆err = y∗n+1 − yn+1 (4.15)
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Os valores obtidos para as constantes das funções kn foram determinadas por Cash

& Karp, 1990. Estas constantes fornecem menores erros que os obtidos por Fehlberg.

O método de Runge-Kutta Fehlberg pode ser implementado a partir de um algoritmo

que assume uma lógica semelhante ao esquema ilustrado pela Figura 4.2. O passo de

tempo mı́nimo é definido como hmin.

Entrada
dados / funções

Condições
Iniciais

Calcular
funções

Determinar
Erro

erro > 1

Diminuir
passo tempo ‘h’

erro < 1
Análise

próximo h

h < h min

FIM

Incremento
tempo

tempo
=

tempo final

FIM

Figura 4.2: Esquematização do algoritmo que caracteriza o método de Fehlberg.

Uma maneira mais detalhada de descrever a Figura 4.2 auxilia na compreensão

da implementação numérica do método de Runge-Kutta Fehlberg, de acordo com o

seguinte algoritmo:
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———————————————
Algoritmo numérico

-Determinação de funções, tipo e nome de variáveis

-Entrada de dados (intervalo da simulação [a,b], parâmetros do problema e do algo-

ritmo, passo de tempo mı́nimo hmin, etc.)

-Condições iniciais e zerar vetores

do while(xn < b)

calcular k1, k2, k3, k4, k5 e k6

fornecer yn, y∗n, ∆err

estimar o erro: erro=∆err/tolerância

if(erro > 1.0) then

do while(erro > 1.0)

htemp=Segurança*h

calcular k1, k2, k3, k4, k5, k6, yn, y∗n e ∆err

estimar novamente o erro

end do

end if

if(h < hmin)exit (sair da simulação)

if (erro > Parâmetro) then

hnext=Segurança*h*Parâmetro2 (diminuir h para próxima corrida)

else

hnext=Parâmetro3*h (aumentar h)

end if

hdid=h

h=hnext
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fornecer yn+1, y∗n+1, xn+1, ∆err

rodar novamente (enquanto a simulação não alcançar o tempo final)

end do

-Imprimir valores de y∗n+1 e xn+1

———————————————

O algoritmo acima foi utilizado para realizar as corridas numéricas neste trabalho.

Nota-se que “Segurança”, “Parâmetro”, “Parâmetro2” e “Parâmetro3” consistem em

parâmetros do algoritmo que devem ser calibrados de acordo com a função que se deseja

calcular.

Caso o parâmetro “erro” satisfaça a tolerância pré-estabelecida (erro < 1), a apro-

ximação é aceita. Caso não satisfaça a tolerância, o tamanho do passo h de integração é

reduzido até o momento em que o erro desejado ocorra. Depois que um passo de tempo

satisfatório é estabelecido (h=“hdid”), este é avaliado e definido para uma próxima i-

teração do programa, aumentando (diminuindo) “hnext” caso o erro final apresente-se

muito menor (próximo) da tolerância determinada. Uma nova iteração não é realizada

somente caso o passo de tempo “hdid” seja menor que um passo de tempo mı́nimo ou

caso o incremento de tempo corresponda ao tempo final da simulação.

Cumpre-se observar que a utilização de uma tolerância pequena não resulta ne-

cessariamente em um bom código numérico. O código deve ser rápido, ao mesmo tempo

em que não pode apresentar perda de precisão, causada, por exemplo, com um aumento

significativo do passo de tempo “hnext”. É importante compreender e explorar o papel

e as limitações de cada parâmetro dentro do algoritmo, assim como as relações destes

perante a tolerância e o passo de tempo mı́nimo escolhidos.

Para complementar a validação do código numérico, realizou-se uma comparação

entre o método envolvendo o passo de tempo adaptativo e a solução com passo de tempo

fixo, para diferentes condições de parâmetros f́ısicos. O erro na integração numérica

foi menor que 0.1%. Outro teste do esquema de integração numérica consistiu em

reproduzir soluções periódicas (para diferentes condições) cujas mudanças na amplitude

do raio da bolha fossem impercept́ıveis por mais de cinco ciclos de oscilação.
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4.4 RESULTADOS PRELIMINARES

4.4.1 Bolha em um fluido Newtoniano

Nas simulações numéricas deste trabalho, o coeficiente politrópico sempre apre-

senta o valor da unidade (n = 1), permitindo assumir que o movimento da bolha

acontece através de um processo isotérmico. Para todas as corridas numéricas re-

alizadas neste caṕıtulo, o valor da freqüência utilizado foi w = 1. Inicialmente são

realizadas simulações considerando a bolha imersa em um fluido caracterizado pelo seu

comportamento puramente viscoso, ou seja, um fluido Newtoniano.

Para a simulação numérica foi necessária a definição da equação governante da

bolha em um meio viscoso. Para uma bolha oscilante imersa em um fluido viscoso não

existem aditivos, logo µe/µ = 0. Assim, partindo da equação (2.89) tem-se:

RR̈ +
3

2
Ṙ2 =

2

We

(
1

R3
− 1

R

)
− 1− εsen(ωt) +

1

R3
− 4

Re

Ṙ

R
, (4.16)

que é definida como a equação governante da dinâmica de bolhas apresentada neste

trabalho, em um fluido puramente viscoso. Aplicando esta equação nas simulações

numéricas deve-se primeiramente transformá-la em equações de primeira ordem, como

definido na seção (4.1), pois utiliza-se o método de Runge-Kutta. Assim, assumindo

v = dR/dt, a representação da equação (4.16) fica:





v = Ṙ

v̇ =
1

R

[
2

We

(
1

R3
− 1

R

)
− 1− εsen(ωt) +

1

R3
− 3

2
v2 − 4

Re

v

R

]

Os dados referentes à resposta da bolha foram analisados com o aux́ılio do pro-

grama TecPlot 2009. Considerações acerca do momento de colapso da bolha podem

ser encontrados a seção 4.5.
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A Figura 4.3 representa um movimento quase linear referente à oscilação da bolha.

Tal comportamento é obtido com a utilização de uma baixa amplitude de excitação ε =

0, 5, assim como baixos valores do número de Reynolds e do número de Weber (Re =

1, We = 1), resultando numa atuação das forças de inércia que não seja significativa

(da ordem da força devido a tensão superficial e da força viscosa).
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Figura 4.3: Caso de oscilação quase harmônica da bolha, em que Re = 1, We = 1, ε = 0.5,
na ausência de aditivos. (a) R × t (linha cheia) e p∞ × t (linha tracejada); (b) diagrama de
fase Ṙ×R; (c) pb × t; (d) Ṙ× t.

A linha cheia da Figura 4.3(a) apresenta a relação entre o raio da bolha (R) e

o tempo, enquanto a linha tracejada ilustra a pressão de excitação (p∞) pelo tempo.

Observe-se que os picos de pressão resultam nos mı́nimos valores encontrados para o

raio da bolha, pois a atuação exterior da pressão resulta na contração da bolha. Da

mesma forma, os valores máximos do raio são obtidos a partir das menores pressões de

excitação, momento de expansão da bolha.
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A Figura 4.3(b) representa a relação entre a velocidade da parede da bolha Ṙ e o

raio da bolha R. Nota-se que dR/dt corresponde à Ṙ. Esta relação Ṙ × R é definida

como o diagrama de fase, que constitui um gráfico relevante para realizar uma análise do

comportamento da bolha. Quanto mais esférico o resultado apresentado neste gráfico,

mais linear apresenta-se o movimento da bolha, e, na Figura apresentada, destoa-se

pouco de uma forma circular.

Na Figura 4.3(c) relaciona-se a pressão no interior da bolha, ou pressão do gás

– obtida na equação (2.101) – ao tempo. Se analisada a pressão no interior da bolha

com relação ao raio da mesma, nota-se uma dependência inversamente proporcional.

Esse fato pode ser explicado pela avaliação dos momentos de expansão e contração

da bolha, em que no primeiro obtém-se um maior raio e a bolha tende a sofrer uma

pressão maior em seu exterior (que vence a tensão superficial e a pressão interior).

Na contração da bolha acontece justamente o contrário, pois sua pressão interior é a

maior posśıvel, que, com o decaimento da pressão externa (de excitação), realiza um

movimento de expansão. A relação entre a velocidade da parede da bolha (Ṙ) e o

tempo é apresentada na Fig. 4.3(d).

Cumpre examinar neste passo que, geralmente, a dinâmica de bolhas é caracteri-

zada pelo seu comportamento não-linear. Realizando algumas mudanças nos parâme-

tros que coordenam seu movimento, como na Figura 4.4, em que We = 15, Re = 15

e ε = 1 já é posśıvel a observação de uma resposta instável do movimento da bolha.

No diagrama de fase ilustrado em 4.4(b), o gráfico obtido sofre um desvio quanto à

trajetória circular, que caracteriza um movimento linear. Sua análise indica que o

comportamento é dado por mais de um grau de liberdade, com diferentes peŕıodos de

oscilação. Pode-se obter uma amplitude máxima do raio e da velocidade por meio do

ciclo mais externo deste diagrama.

É importante ressaltar que os valores da pressão interna da bolha apresentados

na Figura 4.4(c) já alcançam uma faixa em torno de pb = 270, valor que, uma vez

comparado ao valor de pb = 3, 7, obtido na Figura 4.3, representa um crescimento

significativo da pressão interna.
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Figura 4.4: Comportamento não-linear da bolha, sem aditivos (φ = 0), com Re = 15, W = 15
e ε = 1. (a) R × t (linha cheia) e p∞ × t (linha tracejada); (b) diagrama de fase Ṙ × R; (c)
pb × t; (d) Ṙ× t.

Caso seja exigida da bolha uma condição mais cŕıtica, como ilustrado na Figura

4.5, em que os parâmetros f́ısicos assumem os valores Re = 30, We = 30 e ε = 1,

a resposta desta resulta em colapso. A oscilação se dá somente até o tempo t ' 21,

momento que ocorre uma diminuição abrupta do raio da bolha, caracterizado como o

colapso, melhor observado na Fig. 4.5(a).

O pico de pressão no interior da bolha, ilustrado na Figura 4.5(c), é da ordem

O(103) (pb ' 45000), significando uma enorme quantidade de energia liberada no meio

em que a mesma se encontra imersa.
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Figura 4.5: Colapso de uma bolha, para Re = 30, We = 30, ε = 1, na ausência de aditivos.
(a) R× t (linha cheia) e p∞ × t (linha tracejada); (b) diagrama de fase Ṙ×R; (c) pb × t; (d)
Ṙ× t.

Mesmo uma pequena variação nos parâmetros f́ısicos que governam a dinâmica

da bolha para o caso de um movimento harmônico simples pode resultar em uma

situação complexa de movimento oscilatório não-linear ou vários modos vibracionais,

ocasionando muitas vezes o colapso (e.g. Santos, 2005).
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4.4.2 Sensibilidade da Bolha

Nesta parte do trabalho é analisada a sensibilidade da bolha com relação às

condições iniciais. Para tal, supõe-se uma bolha num sistema sem excitação (ε = 0).

Diferentes valores para o raio inicial R0 e velocidade inicial Ṙ0 serão testados. Primeira-

mente é introduzido uma Figura 4.6, contendo a relação R×t (Fig. 4.6(a)) e o diagrama

de fase Ṙ×R (Fig. 4.6(b)). Os parâmetros f́ısicos correspondem a: Re = 5 e We = 5.
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Figura 4.6: Influência das condições iniciais para um sistema sem excitação (ε = 0), em que
Re = 5, We = 5 e φ = 0. (a) R× t; (b) diagrama de fase Ṙ×R.

Outro exemplo é apresentado na Figura 4.7, para diferentes parâmetros (Re = 15

e We = 15). Pode-se observar que todos os gráficos apresentam uma tendência do

movimento oscilatório em torno de R = 1, valor que é alcançado quando aplica-se um

tempo suficientemente longo. Para esta condição, a bolha se encontra em situação de

equiĺıbrio. Portanto, é correto afirmar que o movimento da bolha tende à estabilização,

para um sistema ausente de pressões de excitação.

Na Figura 4.8, obtém-se o movimento da bolha para uma pressão de excitação

ε = 1, e os parâmetros Re = 20 e We = 20. Os gráficos contêm diferentes condições

iniciais: na Fig. 4.8(a) as condições são R0 = 0, 5 e Ṙ0 = 0, enquanto em 4.8(b) tem-se

R0 = 1, 5 e Ṙ0 = 0, 5. Nota-se que o gráfico em (b) representa uma situação de colapso,

para um tempo t ' 27.
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Figura 4.7: Influência das condições iniciais para um sistema sem excitação (ε = 0), em que
Re = 15, We = 15 e φ = 0. (a) R× t; (b) diagrama de fase Ṙ×R.
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Figura 4.8: Comparativo entre diferentes condições iniciais para um sistema com excitação,
em que Re = We = 20, e φ = 0. (a)R× t, com R0 = 0, 5 e Ṙ0 = 0; (b)R× t, com R0 = 1.5 e
Ṙ0 = 0.5, resultando em colapso da bolha.

Logo, para uma mesma configuração de parâmetros f́ısicos, diferentes condições

iniciais podem causar o colapso da bolha. Tal caracteŕıstica se faz presente em sistemas

caóticos, que apresentam grande sensibilidade a condições iniciais impostas.

Na Figura 4.9 observa-se a relação que existente entre Re e We. As curvas a-

presentadas delimitam a região de colapso (acima da curva) e não-colapso (abaixo da

curva). O caso analisado representa a situação em que ε = 1 e um raio inicial R0 = 1.
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Figura 4.9: Diagrama de colapso para um modelo puramente viscoso, que ilustra a variação
do número de Weber com o número de Reynolds, para uma amplitude de excitação ε = 1.

A partir desta curva, que delimita a região do colapso, percebe-se que o número de

Reynolds consiste em um parâmetro mais determinante na determinação do colapso de

uma bolha. Nota-se que pode ocorrer colapso quando We ∼ 5, no entanto, não ocorre

colapso quando Re ≤ 25, independente do número de Weber assumido, pois trata-se

de um limite assintótico. Assim, a não-linearidade do movimento da bolha pode ser

obtida para pequenos valores de We aumentando-se Re, mas o contrário não ocorre.

Pode-se também explorar o diagrama de colapso para diferentes valores da ampli-

tude de excitação. Na Figura 4.10, a a linha cheia denota ε = 1.2; a linha tracejada

representa ε = 1.5 e a linha pontilhada ε = 2. Com o aumento da amplitude de ex-

citação, a região de não colapso diminui, logo o colapso acontece para menores valores

de Re e We, assim como o limite assintótico de We.

Assim como na Fig. anterior, é posśıvel verificar que, mesmo para baixos valores

de We, caso Re assuma valores mais significativos, o colapso da bolha pode ocorrer.

Tal análise leva a concluir que uma força de inércia maior que a força relativa à tensão

superficial resulta em uma instabilidade maior do movimento da bolha.
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Estes resultados indicam, portanto, que a bolha apresenta uma maior sensibilidade

ao número de Reynolds quando comparado ao número de Weber, fato constatado

também por Santos, 2005.

We

R
e

0 5 10 15
0

10

20

30

40

ε = 2.0

ε = 1.2
ε = 1.5

Figura 4.10: Diagrama de colapso entre os números de Reynolds e Weber, em que a linha
cheia denota ε = 1.2; linha tracejada representa ε = 1.5 e linha pontilhada ε = 2.

4.4.3 Bolha em um meio anisotrópico

Nesta seção são examinados os resultados obtidos para o comportamento da bolha

na presença de um modelo anisotrópico, caracterizado pela viscosidade extensional.

Alguns parâmetros f́ısicos são analisados, assim como comparações entre soluções con-

tendo os aditivos e na ausência destes.

Para atribuir a equação governante da bolha em um fluido contendo fibras ou

macromoléculas à simulação numérica, é necessário transformar a equação (3.27) em

um sistema de equações diferenciais de primeira ordem, em que:
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

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(
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µe

µ
S(R)

)]

em que v = dR/dt. Para todas simulações realizadas, o valor da freqüência utilizado

foi w = 1. As condições iniciais assumem os valores Ṙ0 = 0 e R0 = 1. A orientação

de alinhamento das part́ıculas com relação ao escoamento foi considerada. A razão de

aspecto dos aditivos é `/a = 100.

Uma primeira análise é realizada utilizando os mesmos parâmetros que caracte-

rizam a Figura 4.4, em que a suspensão de aditivos não se faz presente. A Fig. 4.11

assume as mesmas condições, com uma fração volumétrica de aditivos φ = 0.1%. A

Fig. 4.12 também trata dos mesmos parâmetros, aumentando a concentração para

φ = 0.3%.
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Figura 4.11: Caso de oscilação não linear da bolha com aditivos com fração volumétrica
φ = 0.1%, razão de aspecto `/a = 100, Re = We = 15 e ε = 1. (a) R × t (linha cheia) e
p∞ × t (linha tracejada); (b) diagrama de fase Ṙ×R

O diagrama de fase da Fig. 4.11 apresenta menos modos vibracionais se com-

parada ao diagrama de um fluido Newtoniano (ver Fig. 4.4(b)). Nota-se que o

comportamento da bolha a partir do uso de fibras/macromoléculas no fluido ambi-

ente demonstra menores oscilações, mais facilmente observado na Figura 4.12(a), em

que uma maior concentração proporciona uma estabilidade significativa na resposta da

bolha. Destaque também para uma atenuação do movimento da bolha para uma maior

concentração de aditivos (Fig. 4.12(b)).
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Figura 4.12: Caso de oscilação não linear da bolha, com aditivos, para φ = 0.3%, Re = We =
15 e ε = 1. (a) R× t (linha cheia) e p∞ × t (linha tracejada); (b) diagrama de fase Ṙ×R

A Figura 4.13 ilustra a solução permanente da resposta do raio da bolha em função

do tempo para um fluido Newtoniano (linha pontilhada) e diferentes concentrações de

aditivos, com parâmetros Re = We = 5 e ε = 1. Com o aumento da anisotropia, i.e.
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Figura 4.13: Um peŕıodo da solução permanente do raio da bolha em função do tempo, com
parâmetros Re = We = 5 e ε = 1.
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da fração volumétrica de fibras/macromoléculas, ocorre a linearização do movimento

da bolha, obtendo uma solução harmônica simples quando φ ∼= 0.5%. Enquanto o raio

da bolha em um fluido Newtoniano apresenta um máximo quando R ∼ 1.6 e mı́nimo

R ∼ 0.4, os raios máximo e mı́nimo na presença de aditivos com concentração φ ∼= 0.5%

são R ∼= 1.2 e R ∼= 0.9, respectivamente.

A importância da adição de aditivos também pode ser ressaltada quando se real-

iza uma análise do raio máximo que a bolha apresenta em uma simulação. A Figura

4.14 ilustra o raio máximo da bolha Rmax, em função do número de Reynolds Re, para

diferentes frações volumétricas de aditivos. Pode-se observar que, apesar do aumento

dos efeitos de inércia proporcionarem um aumento do raio máximo da bolha (compor-

tamento já esperado), a anisotropia presente no fluido resulta na diminuição do raio

máximo quando uma maior concentração de aditivos se faz presente.
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Figura 4.14: Raio máximo em função de Re, para os parâmetros ε = 1 e We = 5. Linha
tracejada denota um fluido Newtoniano; linha sólida φ = 0.1%; pontilhada φ = 0.3% e
traço-ponto φ = 0.5%.

A influência da anisotropia, devido à viscosidade extensional, também é observada

na Figura 4.15, em que os mesmos parâmetros contidos na Fig. 4.5, que apresenta uma

situação de colapso para um fluido Newtoniano, são utilizados.
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Observa-se que uma solução permanente do movimento da bolha é obtido somente

para t ∼ 50. A estabilização do movimento da bolha, causada pela presença de aditivos,

diminui o transporte da quantidade de movimento e impede o colapso da bolha.
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Figura 4.15: Inibição de um caso de colapso da bolha, para Re = We = 30, ε = 1 e φ = 0.1%.
(a) R× t (linha cheia) e p∞ × t (linha tracejada); (b) diagrama de fase Ṙ×R; (c) pb × t; (d)
Ṙ× t.

A Figura 4.15(c) apresenta valores bastante inferiores da pressão interna da bolha

(pb ' 230) se comparados ao caso de colapso (pb ' 45000), da mesma forma que a Fig.

4.15(d) ilustra a atenuação da velocidade da parede da bolha, que encontra-se agora

numa faixa Ṙ = ±7. É percept́ıvel o efeito de estabilização do movimento de uma

bolha proporcionado pelo uso de aditivos inseridos no fluido em que a bolha encontra-

se imersa. A utilização de pequenas frações volumétricas de aditivos adicionados ao

fluido ambiente resulta no aumento do tempo de colapso ou pode até evitar a sua

ocorrência, atenuando a resposta não-linear da bolha.
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Convém notar que, a partir da presença de part́ıculas anisotrópicas no fluido

ambiente, é posśıvel observar o movimento de uma bolha para maiores amplitudes de

excitação, sem que ocorra o colapso. Na Figura 4.16 é ilustrado a relação entre o raio

máximo da bolha Rmax em função da amplitude da pressão de excitação ε, para Re =

We = 15, onde a linha cheia apresenta o comportamento de um fluido Newtoniano e as

demais linhas denotam um fluido contendo aditivos. Com o aumento da concentração

de aditivos, as curvas apresentam uma diminuição do raio máximo, para uma mesma

amplitude de excitação, claro indicativo de uma linearização do movimento da bolha

na presença de fibras/macromoléculas.
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Figura 4.16: Relação entre a amplitude (ε) e o raio máximo, para Re = 15 e We = 15. Linha
cheia corresponde ao caso sem aditivos; tracejada denota um fluido contendo aditivos com
concentração φ = 0.1%, linha pontilhada φ = 0.3% e linha traço-ponto φ = 0.5%. O śımbolo
X representa o ponto a partir do qual o colapso ocorre.

O śımbolo X apresenta o ponto da curva em que ocorre o colapso da bolha. A

parte superior ao śımbolo também apresenta uma situação de colapso. Nota-se que a

presença de aditivos afeta diretamente a amplitude de excitação que causa o colapso.

Enquanto a linha sem aditivos colapsa a partir de ε ≥ 1.1, a linha φ = 0.5% tem a

presença de colapso somente a partir de ε ≥ 2.7.
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Quando os parâmetros apresentam os valores Re = 7 We = 7, o colapso ocorre

para maiores amplitudes de excitação, conforme ilustrado pela Figura 4.17, em que a

linha sem aditivos passa a colapsar quando ε ≥ 1.5, enquanto a linha φ = 0.5% colapsa

para ε ≥ 5.5.
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Figura 4.17: Caso semelhante à Figura 4.16, agora para os parâmetros Re = 7 e We = 7.

Fica evidente, portanto, a atenuação do raio máximo quando aditivos se encontram

imersos no fluido ambiente, consolidando a eficiência da aplicação destes no caso da

dinâmica de bolhas. Com o aumento da concentração de fibras/macromoléculas, a

quantidade de movimento transportada pela bolha torna-se menos eficaz, podendo

alterar uma dinâmica que se apresenta não-linear para uma condição de estabilidade,

como um simples oscilador harmônico.

Os resultados indicam que o efeito da anisotropia, devido à viscosidade exten-

sional (controlada pela razão de aspecto e fração volumétrica de aditivos) pode reduzir

drasticamente as oscilações do movimento da bolha e consequentemente aumentar o

tempo de colapso ou simplesmente evitar sua ocorrência.
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Não foi explorada a variação da razão de aspecto, pois Santos, 2005 demonstra

que, apesar do aumento do efeito anisotrópico quando a razão de aspecto e a con-

centração aumentam, a bolha apresenta uma sensibilidade consideravelmente maior à

concentração dos aditivos.

É importante ressaltar que o modelo puramente anisotrópico consiste na repre-

sentação do modelo elástico quando o número de Deborah tende a zero, ou seja, quando

o fluido não possui memória ou relaxação. Desta forma, fica claro que a consideração

de part́ıculas alinhadas com o escoamento que não apresentam relaxação, auxiliam na

atenuação do movimento não-linear da bolha, diminuindo inclusive os modos vibra-

cionais que a bolha pode apresentar.

Tal conclusão ocorre somente para poĺımeros de alto peso molecular, na ausência

de degradações das macromoléculas. Registre-se que o mecanismo produzido pelo es-

tiramento da macromolécula é similar ao efeito produzido por longas fibras.

Os resultados para um fluido viscoelástico são explorados no caṕıtulo 5. A seção a

seguir aborda a solução assintótica para o raio de colapso desenvolvida neste trabalho.

4.5 RAIO DE COLAPSO

De acordo com as condições impostas ao movimento da bolha, a mesma pode

entrar em colapso. A definição da duração do colapso apresenta complicações, já que

este se dá na ordem de picosegundos. Esta escala está fora da formulação dos meios

cont́ınuos, entrando no campo da termodinâmica do não-equiĺıbrio. Fatores como

a compressibilidade devem ser levados em conta quando a investigação encontra-se

voltada para momentos posteriores ao colapso (conforme descrito na seção 2.2).

O tempo computacional nas proximidades do colapso deve ser reduzido e deve ser

evitado, uma vez que pode apresentar dificuldades na convergência, conforme reportado

por Ting, 1978, Kim, 1994 ou Brujan, 1999. Neste trabalho realiza-se um estudo da

condição de parada das corridas computacionais de maneira mais criteriosa, com o
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objetivo de definir o raio de colapso. Considera-se que, caso o raio da bolha atinja

um raio mı́nimo pré-estabelecido, em função dos parâmetros f́ısicos do movimento da

bolha, determina-se que a mesma atingiu uma condição extrema de colapso.

Esta seção trata primeiramente, da teoria desenvolvida neste trabalho para um

raio mı́nimo assintótico, denotado por Rmin, assumindo o momento em que ocorre o

colapso. A análise do raio mı́nimo e o método de cálculo são apresentados posterior-

mente.

4.5.1 Teoria assintótica para o raio de colapso

Para uma estimativa do raio mı́nimo de colapso, considera-se a condição mais

adversa posśıvel do escoamento, encontrada quando Re → ∞, em que o termo vis-

coso é desprezado (µ → 0), assim como a presença de aditivos no fluido (µe = 0).

Considerando que a pressão ambiente seja constante (p∞(t) = p̃∞), da equação (2.89)

obtém-se

R̈R +
3

2
Ṙ2 = −∆p̃

ρ
+

1

ρ

(
∆p̃ +

2σ̃

RE

) (
RE

R

)3n

− 2σ̃

Rρ
. (4.17)

A equação (4.17) remete à forma da equação (A.1), podendo ser resolvida por

meio do método do fator integrante, que é dado por 2R2Ṙ. Multiplicando a equação

(4.17) pelo fator integrante, tem-se:

2R̈ṘR3 + 3Ṙ3R2 = −2ṘR2 ∆p̃

ρ

+
1

ρ
2ṘR2

(
∆p̃ +

2σ̃

RE

) (
RE

R

)3n

− 4ṘRσ̃

ρ
, (4.18)

para facilitar a manipulação matemática será definido uma constante de equiĺıbrio G̃,

que estará presente em todo o desenvolvimento subseqüente:
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G̃ =
(
∆p̃ +

2σ̃

RE

)
R3

E . (4.19)

Tendo em vista gerar uma estimativa do movimento da bolha na vizinhança do

colapso, é suficiente assumir que o coeficiente politrópico n = 1 (processo isotérmico).

Voltando à equação (4.18), pode-se descrever os termos em função de suas respectivas

derivadas, em que:

d

dt

(
R3Ṙ2

)
= −2

3

(
∆p̃

ρ

)
d

dt

(
R3

)
+

2

ρ
G̃

d

dt
(ln R)− 2σ̃

ρ

d

dt

(
R2

)
, (4.20)

logo existe a possibilidade de integrar a equação (4.20) analiticamente, para as condições

iniciais:

condições iniciais =





R(0) = R0

Ṙ(0) = 0

.

Portanto, integrando a equação (4.20), obtém-se:

R3Ṙ2 = −2

3

(
∆p̃

ρ

) (
R3 −R3

0

)
+

2

ρ
G̃ ln

(
R

R0

)
− 2σ̃

ρ

(
R2 −R2

0

)
. (4.21)

Quando o termo (R3
0/R3) encontra-se em evidência, a equação (4.21) pode ser

reescrita na forma:

Ṙ2 =

(
R3

0

R3

) [
2

3

(
∆p̃

ρ

) (
1− R3

R3
0

)
+

2

ρ
G̃

1

R3
0

ln
(

R

R0

)
− 2σ̃

ρ

1

R0

(
R2

R2
0

− 1

)]
. (4.22)
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Na eminência do colapso considera-se que o raio da bolha R ¿ 1, ou seja, R → 0.

Logo após a simplificação de (4.22) nas condições do limite considerando R/R0 ¿ 1

tem-se que

Ṙ2 =

(
R3

0

R3

) [
2

3

∆p̃

ρ
+

2

ρ
G̃

1

R3
0

ln
(

R

R0

)
+

2σ̃

ρ

1

R0

]
. (4.23)

É importante conceber que caso a condição Ṙ → −∞ seja utilizada, a equação

(4.23) resulta em um raio mı́nimo nulo, i.e. R = Rmin = 0, uma vez que

lim
Ṙ→−∞

(
1

Ṙ2

)
=

(
Rmin

R0

)3 1[
2
3

∆p̃
ρ

+ 2
ρ

G̃ 1
R3

0
ln

(
R
R0

)
+ 2σ̃

ρ
1

R0

] = 0 . (4.24)

Nota-se que tal condição só seria posśıvel caso a cavidade fosse vácuo e não uma

bolha que apresenta um número de moles finito. Retornando à equação (4.23) e,

considerando que na condição de colapso o raio da bolha atinge um mı́nimo, em que a

condição Ṙ = 0 deve ser satisfeita, a equação (4.23) com R = Rmin reduz-se para

0 =
2

3

∆p̃

ρ
+

2

ρ
G̃

1

R3
0

ln
(

Rmin

R0

)
+

2σ̃

ρ

1

R0

. (4.25)

Isolando Rmin obtém-se

ln
(

Rmin

R0

)
= −R3

0

3G̃

(
∆p̃ +

3σ̃

R0

)
. (4.26)

E conseqüentemente:

Rmin = R0e
−R3

0
3G̃

(
∆p̃+ 3σ̃

R0

)
. (4.27)
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Resta agora adimensionalizar o raio mı́nimo para que seja posśıvel sua aplicação

como condição de parada, em caso de colapso, na simulação utilizada, em que todo o

cálculo numérico é baseado em equações adimensionalizadas. Realizando uma análise

de escala, tem-se

R∗
min = Rmin RE

R∗
0 = R0 RE , (4.28)

em que R∗
min e R∗

0 representam o raio mı́nimo e o raio inicial adimensionalizados,

respectivamente. Assim, substituindo em (4.27):

R∗
min = R∗

0e
− (R∗0)3R3

E
3G̃

(
(∆p̃)+ 3σ̃

R∗
0

RE

)
= R∗

0e
X . (4.29)

Explorando a adimensionalização do termo definido por X, obtém-se:

X = − (R∗
0RE)3∆p̃

3∆p̃R3
E

[
2σ̃

RE∆p̃
+ 1

]
[
1 +

3σ̃

R∗
0RE∆p̃

]
. (4.30)

A partir do número adimensional We, a equação (4.30) é reescrita como

X = − (R∗
0)

3

3
[

2
We

+ 1
]

[
1 +

3

R∗
0We

]
. (4.31)

Logo, simplificando obtém-se:

X = −
(R∗

0)
3

(
R∗0We+3

R∗0We

)

3
(

2+We
We

) = −(R∗
0)

2

(
1 +

R∗0We

3

)

(We + 2)
. (4.32)
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Assim, o raio mı́nimo encontrado pela solução assintótica, adimensionalizado, é

dado por

R∗
min = R∗

0e
−(R∗0)2

[
1+R∗0We/3

We+2

]
. (4.33)

Nota-se que o critério para o colapso, determinado a partir da equação (4.33), de-

pende diretamente do raio inicial da bolha, para um número de Weber finito, conforme

indicado por Fogler & Goddard, 1970.

4.5.2 Análise do Raio de Colapso

Realizando uma análise mais aprofundada acerca do comportamento deste raio

mı́nimo Rmin, de acordo com os valores que podem ser assumidos para diferentes raios

iniciais R0, pode-se definir uma função em que:

Rmin(R0) = R0e
−R2

0

[
1+R0We/3

We+2

]
. (4.34)

A variação de Rmin(R0), para vários valores fixo do número de Weber, é apresen-

tado na Figura 4.18. É posśıvel perceber que, para um valor do raio inicial R0 ≤ 1.5,

tem-se o aumento do raio mı́nimo com o aumento do número de Weber. Já para valores

R0 ≥ 1.5, o raio mı́nimo diminui quando aumenta-se o número de Weber. Tal compor-

tamento é t́ıpico desta função definida através de uma exponencial R0e
−R2

0 . Nota-se

que ocorre uma convergência de todas as curvas quando aumenta-se R0, independente

do número de Weber assumido.

A partir da Figura 4.18 fica claro que, para R0 → 0, as curvas encontram-se fora

dos limites da teoria proposta, pois a mesma estabelece que R0 = Rmin e Rmin ¿ R0.

Isto mostra que a teoria desenvolvida deve ser aplicada somente para R0 ≥ 2.
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Figura 4.18: Raio mı́nimo Rmin em função do raio R0 para diferentes números de Weber, em
que linha cheia denota We = 0.1, linha tracejada We = 1 e linha pontilhada We = 10.

Por exemplo, quando We = 1 e R0 = 2, o raio mı́nimo correspondente é dado por

Rmin ' 0.2 e a condição Rmin ¿ R0 é satisfeita. Portanto, o limite inferior é definido

de acordo com a condição assumida pela teoria desenvolvida. Pode-se avaliar também

os limites assintóticos We 7→ 0 e We 7→ ∞. Da equação (4.34), tem-se

We → 0, Rmin (R0) = R0e
−R2

0
2

We →∞, Rmin (R0) = R0e
−R3

0 . (4.35)

A Figura 4.19 representa estes limites, em que We → 0 e We → ∞ são repre-

sentados pelas linhas cheia e traço-pontos, respectivamente. Cumpre observar que o

intervalo utilizado para o raio inicial foi 2 ≤ R0 ≤ 4. O encarte da Figura 4.19 fornece

uma ilustração mais detalhada dos valores que o raio mı́nimo assume, quando R0
∼= 3,

que se encontram Rmin ∼ 10−2.

132



Ro

R
m

in

2 2.5 3 3.5 4
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

Ro

R
m

in

3 3.2 3.4 3.60

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

Figura 4.19: Raio mı́nimo Rmin em função do raio R0. Os limites assintóticos We → 0
e We → ∞ são representados pelas linhas cheia e traço-pontos, respectivamente. A linha
pontilhada denota We = 0.1; a linha tracejada consiste em We = 1 e linha traço-ponto para
We = 5.

Analisando a Fig. (4.19), para R0 ≥ 2, nota-se que a solução do raio mı́nimo

assintótico reproduz resultados esperados pela f́ısica do problema: quando We → ∞
significa que a tensão superficial é menor perante as forças de inércia. Logo, quando a

bolha contrai, a tensão superficial não consegue “resistir” às forças externas que atuam

na bolha, obtendo Rmin pequeno. O raio mı́nimo é menor se comparado ao mesmo raio

inicial quando We → 0, em que a tensão superficial se sobrepõe às forças de inércia,

reagindo melhor às forças externas e obtendo, assim, maiores raios mı́nimos de colapso.

Cumpre examinar neste passo que a utilização de um raio inicial alto pode gerar

uma situação de colapso, para um caso contendo os mesmos parâmetros mas um raio

inicial moderado. Assim como visto na seção 4.4.2, a bolha apresenta uma sensibilidade

a condições iniciais. Pela Figura 4.19 é posśıvel observar que o raio mı́nimo assume o

valor Rmin
∼= 0.025 quando We = 5 e R0 = 2.5, enquanto Rmin

∼= 0.002 para We = 5 e

R0 = 3.

133



Apesar do aumento do raio inicial resultar em um menor raio mı́nimo de colapso, o

movimento da bolha apresenta uma não-linearidade maior para R0 = 3, que pode gerar

uma situação de colapso quando Re = 15 e ε = 1, por exemplo, conforme ilustrado na

Figura 4.20. Nota-se que a curva que corresponde a R0 = 2.5 não apresenta um caso

de colapso.

t

R

0 5 10 15 20 25
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

Ro = 3.0
Ro = 2.5
Ro = 1.0

Figura 4.20: Evolução temporal do raio da bolha, para ε = 1, We = 5, Re = 15 e φ = 0.1%.
A linha cheia denota o caso R0 = 1; a linha tracejada corresponde a R0 = 2.5 e a linha
pontilhada R0 = 3.

Uma forma de compensar a utilização de um valor alto para a condição inicial

reside no fato de utilizar um menor número de Reynolds, uma vez que efeitos de inércia

são conhecidos por proporcionar um maior grau de não-linearidade no movimento da

bolha. Outro parâmetro que pode auxiliar na utilização de um alto R0 sem que ocorra

o colapso é a concentração de aditivos, pois um maior efeito da anisotropia das fibras

resulta na linearização do movimento da bolha, conforme visto no caṕıtulo anterior.

Pode-se também realizar uma análise da variação do raio mı́nimo a partir de um

raio inicial fixo, em que Rmin = Rmin(We). A Figura 4.21 representa Rmin(We) para

diferentes R0, resultando em uma forma mais simples de analisar a relação existente

entre We e Rmin.
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Pela análise da Fig. 4.21 percebe-se mais claramente que o raio mı́nimo diminui

com o aumento do número de Weber, de forma que para um limite We →∞, ocorre a

saturação do valor do raio mı́nimo.
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Figura 4.21: Raio mı́nimo Rmin em função do número de Weber, We, para diferentes valores
de R0 (R0 = 2 linha cheia; R0 = 2.2 linha tracejada; R0 = 2.5 linha pontilhada e R0 = 3
linha traço-ponto).

Pelo gráfico nota-se que a maior variação do raio mı́nimo sentida pelo parâmetro

We se dá para valores 0 < We < 6, em que We ∼ 5 consiste em um valor alto para a

solução, correspondendo praticamente à condição de saturação quando (We →∞).
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5 RESULTADOS DO MODELO VISCOELÁSTICO

LINEAR

Neste caṕıtulo explora-se os resultados da dinâmica de uma bolha na presença

de uma suspensão descrita a partir de um modelo viscoelástico linear de Maxwell.

Considera-se a aproximação de part́ıculas alinhadas com o escoamento, baseado em

observações que relatam um alinhamento rápido de fibras com alta razão de aspecto na

direção do escoamento. Nesta aproximação, resolve-se somente o campo de velocidade,

que exerce a função de predizer o movimento do fluido e a orientação das part́ıculas.

Portanto, assume-se que os aditivos possuem uma condição de orientação permanente

na direção radial do escoamento, i.e., θ = 0, obtendo S(R) = 1.

Considerações acerca do comportamento da bolha de acordo com a orientação

média global dos aditivos são realizadas somente no caṕıtulo 7. Desta forma, a viscosi-

dade extensional, que remete aos efeitos anisotrópicos e, consequentemente, aos aditivos

completamente estirados, é relacionada aos efeitos elásticos (a partir da relaxação dos

aditivos).

Trabalhos recentes, como Kafiabad & Sadeghy, 2010, resolveram a equação ı́ntegro-

diferencial de fluidos viscoelásticos de maneira direta a partir da utilização de outros

modelos e da discretização espacial da suspensão por malhas, apesar do custo computa-

cional elevado. As manipulações matemáticas da equação ı́ntegro-diferencial obtida

neste trabalho (conforme descritas na seção 3.3.1) reduzem o custo computacional, au-

xiliando na análise do presente modelo. Para gerar simulações do modelo viscoelástico

Maxwell linear, é necessário resolver a equação apresentada em (3.50) pelo método de

Runge-Kutta, a partir de um sistema contendo três equações de primeira ordem, em

que:
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



v = Ṙ

İ = vR2 − I/De

v̇ =
1

R

(
2

We

(
1

R3n
− 1

R

)
− 1− εsen(ωt) +

1

R3n
− 3

2
v2 − 4

Re

v

R
− 4

Re

µe

µ

S(R)

De
I

)

Devido à presença de uma viscosidade extensional, o modelo linear de Maxwell

aqui apresentado difere de modelos t́ıpicos, como encontrado por Lind & Phillips, 2010.

O número de Reynolds é explorado para valores moderados, i.e. Re < 15, uma vez

que, para regimes contendo alto Re, os efeitos reológicos das part́ıculas na dinâmica da

bolha são desprezados (Brujan, 1999), direção contrária ao foco deste trabalho.

A Figura 5.1 mostra o comportamento da solução permanente de uma bolha na

presença de efeitos elásticos. Os parâmetros usados são Re = We = 5, φ = 0.5% e

ε = 1. Cada curva apresenta um valor diferente de De, em que linha cheia denota

De = 0 (modelo anisotrópico); linha tracejada De = 0.1 e pontilhada De = 0.5.

Nota-se que a evolução temporal do raio da bolha (Fig. 5.1 (a)) apresenta um suave

deslocamento com o aumento do efeito elástico, o que reflete em um comportamento

diferenciado do diagrama de fase e da pressão interna da bolha, Figs. 5.1 (b) e (c),

respectivamente.

Para uma contribuição menos significativa do efeito elástico, De = 0.1, é posśıvel

observar uma solução semelhante ao modelo puramente anisotrópico. É importante

registrar que a evolução temporal da velocidade Ṙ para De = 0.5 já demonstra uma

dinâmica mais instável da bolha, conforme observado no diagrama de fase, que apre-

senta desvio da solução harmônica (i.e., da trajetória circular).

Cumpre examinar neste passo que, com o propósito de comparar os efeitos elásticos

e anisotrópicos, a parte f́ısica relevante do problema é capturada para De pequenos e

moderados, até valores em que De ∼ 1 (Absi et al., 2006), em que o tempo de relaxação

do aditivo é da mesma ordem que o tempo caracteŕıstico do escoamento 1/(| du/dr |).
No entanto, o modelo de Maxwell linear restringe-se ao regime elástico linear e, no

presente contexto, utiliza-se do intervalo 0 < De < 1.
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Figura 5.1: Comportamento do estado permanente de uma bolha para o modelo linear vis-
coelástico, com parâmetros: Re = We = 5, φ = 0.5% e ε = 1. (a) R vs t; (b) Ṙ vs R; (c) pb

vs t; (d) Ṙ vs t.

Em virtude dessas considerações, a influência dos efeitos elásticos pode ser mais

acentuada com o uso de uma menor fração volumétrica de aditivos. A Figura 5.2

apresenta os mesmos parâmetros da Fig. 5.1, agora com φ = 0.1%. Apesar da solução

De = 0.1 assemelhar-se à resposta da bolha para um modelo anisotrópico, a curva

De = 0.5 apresenta uma maior não-linearidade do movimento da bolha, em que duas

amplitudes para o raio da bolha em uma solução permanente são observadas (Fig. 5.2

(a)). Tal fato incide diretamente no diagrama de fase (Fig. 5.2 (b)) e na pressão interna

da bolha (Fig. 5.2 (c)), em que nota-se a presença de mais modos vibracionais.

Realizando uma comparação entre as Figuras 5.1 e 5.2, observa-se que os efeitos

elásticos exercem maior influência na dinâmica da bolha com a diminuição da fração

volumétrica dos aditivos.
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Figura 5.2: Caso semelhante à Fig. 5.1, agora com uma fração volumétrica de aditivos
φ = 0.1%. (a) R vs t; (b) Ṙ vs R; (c) pb vs t; (d) Ṙ vs t.

Assim, o efeito de atenuação do movimento, produzido pela anisotropia (devido à

viscosidade extensional) apresenta-se mais fraco, e favorece a influência da relaxação de

aditivos na produção de uma não-linearidade na dinâmica da bolha. A Figura 5.3 (a)

fortalece a afirmativa acima, mostrando a evolução temporal da integral de convolução,

I, para diferentes concentrações de aditivos, mantendo-se a elasticidade constante,

De = 0.5. Nota-se que uma menor fração volumétrica de aditivos é traduzida em

um aumento da influência da integral de convolução, que caracteriza a elasticidade

existente em um modelo viscoelástico.

Desta forma, o comportamento não-linear da integral I reflete os efeitos de re-

laxação dos aditivos, apresentando maior número de graus de liberdade com a diminuição

da fração volumétrica dos aditivos, conforme visto na Fig. 5.3 (b), que mostra o dia-

grama de fase da integral, I vs İ.
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Figura 5.3: (a) Evolução temporal da integral de convolução I para diferentes concentrações;
(b) Diagrama de fase da integral de convolução İ vs I. Parâmetros utilizados: Re = We = 5,
De = 0.5 e ε = 1.

A Figura 5.4 (a) mostra a evolução temporal do raio da bolha na presença de

maiores efeitos de inércia no escoamento, Re = 15, com a amplitude de excitação ε =

1.5 e concentração φ = 0.15%. As curvas (para diferentes De) certificam a influência

da elasticidade dos aditivos na resposta não-linear da bolha. Novamente, uma pequena

diferença pode ser observada entre as curvas De = 0 e De = 0.1. No entanto, o fraco

efeito elástico em De = 0.1 já parece acentuar a presença de um segundo harmônico.

Observa-se que, enquanto as curvas De = 0 e De = 0.1 apresentam duas oscilações

do regime permanente no intervalo de tempo ilustrado em 5.4 (a), a curva que denota

De = 0.4 apresenta somente uma oscilação permanente da bolha, que reflete maior

quantidade de modos vibracionais.

É importante notar também que uma maior presença de elasticidade resulta em

um aumento do raio máximo atingido pela bolha, indicando que o aumento de De

resulta na produção de não-linearidade no movimento oscilatório da bolha. Os picos

da pressão interna pb ' 340 (Fig. 5.4 (b)) para a curva De = 0.4, apresentam valor

superior ao modelo puramente anisotrópico pb ' 280 e confirmam que, durante o

movimento de contração da bolha, 144 < t < 148, a relaxação dos aditivos (fibras ou

macromoléculas) no ĺıquido ambiente redunda em um raio menor atingido pela bolha,

quando comparado ao raio mı́nimo atingido pela bolha na ausência de efeitos elásticos

(De = 0).
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Figura 5.4: Oscilações não-lineares de uma bolha em estado permanente. (a) R vs t; (b) pb

vs t. Os parâmetros são: φ = 0.15%, Re = 15, We = 5, e ε = 1.5.

A respectiva evolução temporal da integral de convolução da Fig. 5.4 é ilustrada

na Fig. 5.5 (a). O comportamento instável de I é aumentado pela elasticidade do

fluido, apresentando maiores graus de liberdade para efeitos elásticos mais significativos

(ver Fig. 5.5 (b)). A maior interação da integral I no movimento da bolha reflete

no aumento da não-linearidade da solução deste movimento. Isso indica que, para o

intervalo de valores do número de Deborah explorados, existe um acoplamento entre o

efeito elástico dos aditivos e a oscilação periódica da bolha.
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Figura 5.5: Comportamento da integral de convolução I utilizando os parâmetros f́ısicos da
Fig. 5.4. (a) I vs t; (b) İ vs I (diagrama de fase).

A afirmativa que a elasticidade pode produzir um movimento não-linear também

é confirmada para alto número de Deborah, em que um comportamento caótico pode

ser encontrado (e.g. Jiménez-Fernández & Crespo, 2005, Foteinopoulou & Laso, 2010).
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A Figura 5.6 mostra R vs t para as mesmas condições da Fig. 5.4 com De = 1.0.

O resultado apresenta um t́ıpico comportamento caótico do movimento de uma bolha,

caracterizado por um crescimento “explosivo” que pode eventualmente levar ao colapso

da bolha, conforme obtido por Allen & Roy, 2000b. Tal comportamento varia de acordo

com os parâmetros f́ısicos envolvidos, cuja ocorrência é mais suscet́ıvel quando Re > 5

e fração volumétrica de aditivos φ < 0.3%. Neste regime, a anisotropia apresenta uma

contribuição menor na dinâmica da bolha, considerando-se amplitudes de excitação

moderadas ou altas (ε > 1). Portanto, o aumento da relaxação de aditivos acelera a

rota para o colapso da bolha quando comparado com um modelo que considera somente

efeitos anisotrópicos, que se encontra representado somente a partir da viscosidade

extensional no fluido ambiente.
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Figura 5.6: Comportamento caótico do raio de uma bolha em função do tempo, para os
parâmetros da Fig. 5.4, aumentando-se o efeito elástico para De = 1.

Pode-se observar que, para De < 1, a relaxação dos aditivos contribui para o

aumento da instabilidade da bolha em contraste com o efeito de anisotropia, que sempre

apresenta um caminho oposto ao da instabilidade, ou seja, atenua as oscilações da bolha

e, consequentemente, aumenta o tempo de colapso. Quando o tempo de relaxação dos

aditivos é da ordem do tempo de oscilação do peŕıodo da bolha, a elasticidade dos

aditivos pode alterar de maneira significativa o movimento da bolha. Esta proposição

fornece uma indicação clara de que deve existir um número de Deborah cŕıtico, Dec,

tal que, quando De > Dec a elasticidade passa a apresentar um efeito anisotrópico

142



decorrente da saturação da extensão dos aditivos pelo escoamento, em que o tempo de

relaxação é maior que o tempo de oscilação da bolha.

Desta forma, pode-se considerar dois limites assintóticos para o modelo viscoelásti-

co, relacionados a De ¿ 1 e De ∼ 1, que correspondem a duas configurações diferentes

de anisotropia. É importante observar que, a anisotropia superior (2), que corresponde

a De ∼ 1, apresenta uma viscosidade extensional “equivalente” maior que a anisotropia

inferior (1), dada por De ¿ 1 e, portanto, µe(1) < µe(2). Assim, deve existir um valor

Dec em que a presença de uma anisotropia extra resulte na atenuação do movimento da

bolha. Por outro lado, caso a fração volumétrica de aditivos apresente valor nulo, φ →
0, os limites inferior (1) e superior (2) se reduziriam a um clássico fluido Newtoniano

para baixa e alta taxa de cisalhamento, respectivamente.

A Figura 5.7 (a) ilustra a evolução temporal de R para diferentes De e compara

diretamente à solução Newtoniana (linha traço-ponto). Registra-se que o aumento

da elasticidade resulta em um comportamento da bolha cada vez mais próximo do

comportamento apresentado na presença de um fluido Newtoniano. É importante

notar ainda que a diminuição da fração volumétrica de aditivos favorece uma solução

do modelo viscoelástico que se encontre cada vez mais próxima à solução Newtoniana,

conforme observado pelo raio máximo Rmax da bolha em função da elasticidade De

(ilustrado pela Figura 5.7 (b)).

Desta forma, infere-se e demonstra-se a existência de uma limitação quanto ao

uso do modelo viscoelástico linear, uma vez que este não consegue predizer o ponto em

que o limite assintótico Dec fornece uma solução que retorna uma anisotropia superior,

proveniente da extensão dos aditivos. Assim, a contribuição elástica para um regime

linear não deve se estender até a ordem De ∼ 1, uma vez que o aumento da relaxação

de aditivos para este modelo sempre caminha na direção contrária da estabilização da

bolha e uma respectiva solução anisotrópica.

A mesma conclusão pode ser extendida para a investigação de diferentes frequências

de excitação. A Figura 5.8 mostra Rmax vs De, em que as curvas apresentam ω dife-

rentes.
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Figura 5.7: (a) Evolução temporal do raio da bolha para diferentes concentrações e para um
fluido Newtoniano (φ = 0%), para os parâmetros Re = 8, We = 5, φ = 0.1% e ε = 1. (b)
Rmax vs t.

Observa-se que o aumento do efeito elástico sempre resulta no aumento da am-

plitude de oscilação da bolha, ou seja, do raio máximo atingido. Cumpre salientar

que o número de Deborah De pode ser redefinido a partir da frequência de excitação

utilizada, denominado DeN . Relembrando que a forma adimensional da frequência é

dada por ω∗ = ωtc, DeN assume DeN = αω∗/tc ou, ainda, escrevendo DeN em termos

de De, obtém-se DeN = Deω∗.

O caṕıtulo 6 explora um modelo viscoelástico não-Linear. Discute-se as questões

relativas ao limite assintótico para De ∼ 1 e diferentes frequências de excitação, es-

tabelecendo uma relação com a solução anisotrópica inferior, ou seja, De → 0, que

corresponde ao modelo puramente anisotrópico. Antecipa-se que o limite Dec, que se

encontra na ordem De ∼ 1, representa uma extrema situação em que a anisotropia

domina a elasticidade. Na seção seguinte, uma solução assintótica da integral de con-

volução para um modelo viscoelástico linear é apresentada e analisada.
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entes frequências de excitação. Parâmetros: φ = 0.3%, Re = 10, We = 5 e ε = 1.
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5.1 SOLUÇÃO ASSINTÓTICA PARA O MODELO VISCOELÁSTICO

LINEAR

Nesta seção propõe-se uma aproximação assintótica para o modelo viscoelástico

linear desenvolvido no caṕıtulo 3. Relembra-se, primeiramente, a definição da integral

de convolução para o modelo de Maxwell utilizado, dado por

I∗ =
∫ t∗

−∞
e
−(t∗−τ∗)

De Ṙ∗(τ ∗)R∗2(τ ∗)dτ ∗ . (5.1)

Para o caso em questão, é importante notar que uma solução anaĺıtica exata não

seria posśıvel. Porém pode-se realizar uma solução aproximada, denominada apro-

ximação assintótica. Tal aproximação é válida somente caso a solução assintótica

proposta apresente valores semelhantes à solução do problema quando o parâmetro

observado é desprezado, i.e. tender a zero (Hinch, 1991).

O parâmetro, neste caso analisado, consiste no número de Deborah, De. Propõe-

se o uso do método de integração por partes sucessivas para gerar esta aproximação

assintótica. O método da integração por partes apresenta-se como:

∫
xdy = xy −

∫
ydx , (5.2)

aplicando à integral definida na equação (5.1), obtém-se

x = Ṙ(τ)R2(τ) , (5.3)

dx =
d

dt

(
Ṙ(τ)R2(τ)

)
dτ , (5.4)

dy = e−
(t−τ)

De dτ . (5.5)
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É importante observar que os asteriscos são suprimidos, visando uma menor den-

sificação da nomenclatura utilizada. Para obter o termo y, é necessário realizar a

integração da equação (5.5), em que

y =
∫

e−
(t−τ)

De dτ ⇒ y = −De
∫

e−sds . (5.6)

Salienta-se que uma substituição de variáveis foi utilizada com o objetivo de fa-

cilitar o cálculo matemático, em que s = (t − τ)/De e a derivada ds = 1/De(−dτ).

Encontra-se, assim, para y:

y = De · e−s ⇒ y = De · e− (t−τ)
De . (5.7)

Substituindo todos os termos na equação (5.2), tem-se:

I = Ṙ(τ)R2(τ)De · e− (t−τ)
De |t−∞ −

∫ t

−∞
De · e− (t−τ)

De
d

dt

(
Ṙ(τ)R2(τ)

)
dτ , (5.8)

sendo:

e−
(t−τ)

De |t−∞ = 1 . (5.9)

Portanto, após uma primeira integração por partes, obtém-se:

I = ṘR2De−De
∫ t

−∞
e−

(t−τ)
De

d

dt

(
Ṙ(τ)R2(τ)

)
dτ . (5.10)

Realizando uma segunda integração por partes, tem-se:

x =
d

dt

(
Ṙ(τ)R2(τ)

)
, (5.11)

dx =
d2

dt2

(
Ṙ(τ)R2(τ)

)
dτ . (5.12)
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Os termos de dy e y serão iguais aos encontrados nas equações (5.5) e (5.7),

respectivamente. Substituindo os termos na integral, uma segunda expansão é obtida,

na forma

I = ṘR2De− d

dt

(
ṘR2

)
De2 + De2

∫ t

−∞
e−

(t−τ)
De

d2

dt2

(
Ṙ(τ)R2(τ)

)
dτ . (5.13)

uma terceira integração por partes apresenta os seguintes termos:

x =
d2

dt2

(
Ṙ(τ)R2(τ)

)
⇒ dx =

d3

dt3

(
Ṙ(τ)R2(τ)

)
dτ , (5.14)

dy = e−
(t−τ)

De ⇒ y = De · e− (t−τ)
De , (5.15)

obtendo, portanto, a seguinte tensão, para a terceira expansão:

I = ṘR2De− d

dt

(
ṘR2

)
De2 +

d2

dt2

(
ṘR2

)
De3

− De3
∫ t

−∞
e−

(t−τ)
De

d3

dt3

(
Ṙ(τ)R2(τ)

)
dτ . (5.16)

Observe-se que a série obtida segue um padrão, podendo ser representada na

forma:

I =
∞∑

k=1

(−1)k−1Dek dk−1

dtk−1

(
Ṙ(t)R2(t)

)
. (5.17)

O próximo passo é apresentar as derivadas necessárias para os primeiros termos

da série. Derivando primeiramente (Ṙ(t)R2(t)) em relação ao tempo t, determina-se:
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d

dt

(
ṘR2

)
= R̈R2 + 2Ṙ2R , (5.18)

para a segunda derivada:

d2

dt2

(
ṘR2

)
= R(3)R2 + 6R̈ṘR + 2Ṙ2 . (5.19)

Importante observar que a equação (5.19) envolve uma terceira derivada do raio

com relação ao tempo, dado por R(3), fato este que não apresenta nenhum sentido

f́ısico. Além disso, note-se que é necessário somente uma segunda derivada no tempo

para a obtenção da solução numérica do modelo, conforme visto na seção 3.3.3.

De acordo com Hinch, 1991, é posśıvel analisar uma expansão negligenciando-se

algum termo indesejável. Neste caso, portanto, considera-se para a segunda derivada,

somente os termos que não incluem R(3), sendo esta redefinida como

d2

dt2

(
ṘR2

)
= 6R̈ṘR + 2Ṙ2 . (5.20)

Realizando uma substituição das derivadas obtidas nas equações (5.18) e (5.20)

na equação geral descrita em (5.16), obtém-se

I = ṘR2De−
(
R̈R2 + 2Ṙ2R

)
De2 +

(
6R̈ṘR + 2Ṙ2

)
De3 . (5.21)

Tendo em vista o alto grau de não-linearidade do problema e a complexidade que a

expansão apresenta para termos de alta ordem, a expansão encontra-se restrita aos três

primeiros termos da série. Objetivando obter uma equação governante adimensional

para a solução assintótica proposta, substitui-se a integral de convolução expandida,

dada pela equação (5.21), na equação governante do modelo viscoelástico linear (3.50),

novamente suprimindo asteriscos, obtendo
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RR̈ +
3

2
Ṙ2 =

2

We

(
1

R3n
− 1

R

)
− 1− εsen(ωt) +

1

R3n
− 4Ṙ

ReR

(
1 +

µe

µ

)

+ 4
µe

µ

De

Re

[
R̈

R
+

2Ṙ2

R2

]
− 4

µe

µ

De2

Re

[
6R̈Ṙ

R2
+

2Ṙ2

R3

]
+ O(De3) . (5.22)

Cumpre observar que a série é truncada, portanto, para O(De3). Aditivos ali-

nhados radialmente com o escoamento (S(R) = 1) são considerados, uma vez que o

foco do desenvolvimento da solução assintótica reside no fato de examinar seu compor-

tamento com a solução numérica.

Nota-se que a expansão em série possui uma propriedade importante, que consiste

na obtenção da solução geral a partir do primeiro termo da série, o termo principal. Ou

seja, caso não exista influência do relaxamento (De → 0), a série dada pela equação

governante (5.24) retorna a resposta esperada, assumindo a forma da equação gover-

nante para o modelo anisotrópico.

Um acréscimo no valor do parâmetro De requer a presença destas correções, ou

seja, um número maior de termos para que a expansão apresente valores próximos à

solução do problema.

5.1.1 Análise da Solução Assintótica

Para a expansão por meio de integrações sucessivas proposta neste trabalho, de-

terminada pela equação governante (5.24), faz-se necessário realizar uma análise desta

série, afim de estabelecer se a série proposta para a função elástica pode ser considerada

uma boa aproximação da solução do problema. A análise se baseia na confirmação da

expansão proposta apresentar uma combinação de termos da expansão que satisfaça

um erro aceitável se comparada à solução do problema, para um dado valor fixo do

parâmetro analisado (número de Deborah).
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É importante observar que, para realizar uma análise mais criteriosa da série, faz-

se necessário que a equação (5.24) adimensional constitua termos na ordem da unidade.

Portanto, assume-se pequenos valores para os parâmetros de entrada da simulação, em

que Re = 10, We = 1, φ = 0, 1%, `/a = 100, ε = 1 e ω = 1.

Relembrando que a expansão é truncada para O(De3), em que o termo associ-

ado a R(3) é negligenciado. A análise da solução assintótica consiste em examinar

a resposta do movimento da bolha para as ordens O(De) e O(De2) e compará-las à

solução numérica do problema.

A Figura 5.9 (a) ilustra a evolução temporal do raio da bolha para a solução

numérica (linha cheia), O(De) (pontilhada) e O(De2) (tracejada), enquanto 5.9 (b)

representa o diagrama de fase. O número de Deborah utilizado foi De = 0.05 e ne-

nhuma diferença entre as curvas pode ser notada, um resultado esperado, uma vez

que Deborah assume um valor próximo de zero, e as curvas convergem para a mesma

solução.
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Figura 5.9: (a) Raio da bolha em função do tempo; (b) Diagrama de fase Ṙ versus R, em
que De = 0.05. Linha cheia denota solução numérica; linha pontilhada O(De) e tracejada
O(De2).

A Figura 5.10 ilustra o mesmo caso, agora utilizando De = 0.2. A partir de uma

presença maior do efeito de elasticidade no fluido nota-se que a solução numérica já

diverge da aproximação assintótica, afirmativa que se torna mais percept́ıvel quando

se visualiza o diagrama de fases.
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Figura 5.10: (a) Raio da bolha em função do tempo; (b) Diagrama de fase Ṙ versus R, em
que De = 0.2. Linha cheia denota solução numérica; linha pontilhada O(De) e tracejada
O(De2).

No entanto, cumpre observar que não existe uma diferença significativa na resposta

entre as séries O(De) e O(De2). Uma análise baseada no raio mı́nimo e máximo

atingidos pela bolha auxilia na comparação entre as aproximações assintóticas. Na

Figura 5.11 (a) apresenta as curvas para o raio máximo em função do número de

Deborah, enquanto Fig. 5.11 (b) ilustra o raio mı́nimo da bolha em função do número

de Deborah.
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Figura 5.11: (a) Raio máximo atingido pela bolha em função do número de Deborah; (b)
Raio mı́nimo da bolha em função do número de Deborah. Linha cheia denota O(De); linha
pontilhada solução numérica e tracejada O(De2).
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Nota-se que as aproximações assintóticas divergem para maiores De, sendo que a

expansão O(De) apresenta valores mais próximos da solução numérica que a expansão

O(De2). Portanto, a expansão é truncada em O(De2).

Para uma análise mais refinada da solução assintótica O(De), pode-se representar

a aproximação assintótica em termos da integral de convolução, I, determinada pela

equação (5.21), agora representada por

I = ṘR2De−
(
R̈R2 + 2Ṙ2R

)
De2 . (5.23)

A Figura 5.12 ilustra o comportamento da integral I em função do tempo, para

De distintos. A linha cheia corresponde à solução numérica de I e a linha tracejada

denota a curva para O(De). Quando De = 0.05, como mostrado na Fig. 5.12 (a), a

curva O(De) e a curva para a solução numérica apresentam resultados semelhantes. O

mesmo não pode ser dito quando De assume valores maiores, como mostra a Fig. 5.12

(b), em que De = 0.1.
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Figura 5.12: Comportamento da integral de convolução em função do tempo, para φ = 0.1%,
razão de aspecto `/a = 100, Re = 10, We = 1 e ε = 0.5. (a) De = 0.05 e (b) De = 0.2. Linha
cheia denota a solução numérica; linha tracejada corresponde à solução assintótica, O(De).

Um forte indicativo para a discrepância entre a solução numérica e a aproximação

de primeira ordem pode ser obtido a partir do erro ∆ apresentado entre as mesmas.
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O erro é calculado a partir da integração no espaço da função I. O erro associado

entre a solução assintótica e O(De) é menor que 2% para o caso mostrado na Fig. 5.12

(a). Para De = 0.2, conforme a Fig. 5.12 (b), este erro entre as soluções aumenta para

∆ = 30%.

A Figura 5.13 mostra o erro entre O(De) e I em função do número de Deborah.

Os resultados indicam que, para De → 0, a solução assintótica converge para o mesmo

comportamento que I. No entanto, observa-se que para De = 0.2, a expansão O(De)

apresenta divergência clara do comportamento de I, com um erro da ordem de 30%.

Assim, a solução assintótica apresenta valores coerentes quando De < 0.1, i.e. ∆ < 5%.
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Figura 5.13: Erro ∆(%) entre a solução assintótica e a integral de convolução em função do
número de Deborah.

A equação governante adimensional da solução assintótica considerando o termo

O(De) assume, portanto, a forma:

RR̈ +
3

2
Ṙ2 =

2

We

(
1

R3n
− 1

R

)
− 1− εsen(ωt) +

1

R3n
− 4Ṙ

ReR

(
1 +

µe

µ

)

+ 4
µe

µ

De

Re

[
R̈

R
+

2Ṙ2

R2

]
. (5.24)
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6 RESULTADOS DO MODELO VISCOELÁSTICO

NÃO-LINEAR

O presente caṕıtulo apresenta a análise dos resultados do modelo viscoelástico não-

linear Maxwell-Oldroyd, desenvolvido na seção 3.4. Conforme visto anteriormente para

o referido modelo, faz-se necessário resolver um sistema de quatro equações ordinárias

de primeira ordem, dadas por





v = Ṙ

v̇ =
1

R

(
2

We

(
1

R3n
− 1

R

)
− 1− εsen(ωt) +

1

R3n
− 3

2
v2 − 4

Re

v

R
+ 3B

)

Ḃ = −3

7

B

De
+

4

7
σ

Ṙ

R
− 4

7

µe

µ

S(R)

ReDe

Ṙ

R

σ̇ = −σ

(
1

De
− 4

Ṙ

R

)
− 4

µe

µ

S(R)

ReDe

Ṙ

R

(6.1)

em que σ representa a componente radial do tensor de tensões extra analisado no raio

da bolha, σrr(R, t). Kim, 1994, explorou a dinâmica de bolhas em oscilações livres

para um meio viscoelástico a partir de um método de elementos finitos. Allen & Roy,

2000b, utilizaram de métodos semelhantes, para oscilações forçadas de uma bolha em

um fluido viscoelástico. Foteinopoulou & Laso, 2010, expandiram a discretização do

espaço da suspensão para uma metodologia de elementos finitos visando analisar o

comportamento de bolhas não-esféricas. Mais recentemente, Lind & Phillips, 2010

utilizam o método de elementos de contorno para examinar os efeitos viscoelásticos na

dinâmica de bolhas em colapso.

No entanto, vale ressaltar que esses tipos de soluções representam um custo com-

putacional muito elevado. No presente trabalho, a solução do sistema de equações pro-

posto em (6.1) desconsidera a necessidade de discretizar o espaço e calcular as equações

para cada ponto ou volume deste espaço. Desta forma, a metodologia numérica pro-
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posta apresenta um menor custo computacional consiste em uma solução inédita para

um modelo de viscoelasticidade não-linear. Outros autores utilizam de metodologia

similar somente para um regime viscoelástico linear (e.g. Allen & Roy, 2000a).

Primeiramente, realiza-se considerações acerca do limite assintótico para alto

número de Deborah, i.e. De ∼ 1. Em seguida, a resposta do movimento da bolha

é analisada em função dos efeitos elásticos e anisotrópicos provenientes dos aditivos (fi-

bras ou macromoléculas) presentes no fluido ambiente. A dinâmica da bolha no domı́nio

da frequência também é explorada, a partir do uso da transformada de Fourier, uti-

lizando um sinal discreto no domı́nio temporal e transformando este sinal em uma

representação discreta no domı́nio da frequência. O caṕıtulo se encerra com uma com-

paração entre as soluções apresentadas para um modelo viscoelástico linear e não-linear,

identificando a diferença fundamental de comportamento entre os mesmos.

6.1 O LIMITE ASSINTÓTICO: De ∼ 1

Conforme descrito no caṕıtulo 5, espera-se que o aumento do número de Deborah a

partir de determinado valor gere uma solução de aditivos estirados, que se assemelha à

condição inicial, De = 0, i.e., ao modelo anisotrópico inicial de viscosidade extensional,

que, a partir deste ponto, é denotado como a solução de anisotropia inferior. Portanto,

as duas contribuições de anisotropia se somam para promover uma estabilização ainda

mais efetiva no movimento oscilatório da bolha.

No modelo viscoelástico linear, realizou-se uma primeira análise dos efeitos elásti-

cos, para De ∼ O(10−1). Com a extensão do modelo de viscoelasticidade para uma

formulação não-linear contendo uma derivada material Oldroyd, é posśıvel examinar

o comportamento da bolha na presença de efeitos elásticos mais significativos. Isto

significa buscar configurações em que o tempo de relaxação dos aditivos é da ordem de

um peŕıodo de oscilação da bolha. Consequentemente, o movimento da bolha apresen-

tará mais graus de liberdade vibracionais devido ao seu acoplamento com o efeito de

relaxação dos aditivos.
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Com a presente análise pretende-se encontrar o limite cŕıtico superior para Dec

que caracteriza uma situação assintótica, em que o aumento do tempo de relaxação dos

aditivos (aumento de De) resulta exatamente neste regime de anisotropia superior. A

linha sólida da Figura 6.1 ilustra a amplitude máxima do raio da bolha, Rmax, de uma

solução permanente em função de De (apresentado em escala logaŕıtmica), utilizando-

se os parâmetros Re = We = 5, φ = 0.3% e ε = 2. A linha pontilhada refere-se ao

valor Rmax para o modelo puramente anisotrópico. Observa-se que, para De → 0, o

modelo viscoelástico não-linear recupera a resposta do modelo puramente anisotrópico,

representado pela viscosidade extensional µe/µ.

O comportamento da curva é caracterizado por dois intervalos distintos: (i)

quando De ≤ 1, o valor de Rmax decresce com o aumento de De, enquanto (ii)

De > 1 resulta em um aumento de Rmax com De, alcançando valores superiores ao

valor de Rmax apresentado pelo modelo puramente anisotrópico de viscosidade exten-

sional. Cumpre-se observar que, na condição De > 1 o peŕıodo de oscilação da bolha

é muito menor do que qualquer escala de tempo relacionada aos aditivos. Assim, o

movimento da bolha não “percebe” a presença dos aditivos, devido a grande diferença

nas escalas de tempo. Portanto, para De À 1, Rmax da bolha tenderia ao raio máximo

de uma bolha imersa em um ĺıquido Newtoniano, negligenciando a presença de aditivos

no fluido ambiente.

Alguns trabalhos encontrados na literatura tratam de poĺımeros em regime randô-

mico “random coil regime” com baixa razão de aspecto. São destacados a investigação

de um Deborah cŕıtico (Naude & Méndez, 2008, por exemplo) relacionados ao limite

que define um comportamento caótico da bolha. No entanto, esses trabalhos não con-

sideram uma viscosidade extensional representando os aditivos com razão de aspecto

`/a À 1. Portanto, o Deborah cŕıtico difere do caso proposto neste trabalho, uma vez

que ambos limites assintóticos aqui estabelecidos retornam uma configuração de fibras

estiradas no fluido ambiente (devido à anisotropia) ao invés de poĺımeros em regime

randômico, cuja contribuição não é significativa na dinâmica da bolha.
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Figura 6.1: Amplitude máxima do raio da bolha Rmax em função do número de Deborah,
De, para Re = We = 5, φ = 0.3% e ε = 2.

Espera-se que o limite Dec apresente um raio máximo menor que Rmax(1) do

modelo anisotrópico. Em virtude dessas considerações, de acordo com o resultado do

modelo viscoelástico não-linear (Fig. 6.1), conclui-se que o intervalo mais representativo

para examinar o efeito de elasticidade dos aditivos sobre o movimento da bolha é 0 <

De ≤ 1. Absi et al., 2006, também descreve o limite assintótico superior anisotrópico

dos efeitos elásticos para De ∼ 1. Os autores representam a anisotropia por meio de

uma viscosidade extensional que, no presente contexto, contribui para a diminuição

da amplitude do movimento oscilatório da bolha, apresentando Rmax(1) > Rmax(2),

conforme pode ser observado na Figura 6.2, que consiste na ampliação da Fig. 6.1,

agora no intervalo 0 < De ≤ 1.

O modelo viscoelástico não-linear utilizado não apresenta Rmax constante para

De > Dec por não considerar o tamanho finito dos aditivos. Em trabalhos futuros

será examinado o uso de um modelo FENE-Dumbbell, que considera a finitude dos

aditivos. Absi et al., 2006 demonstram um limite assintótico superior constante para

altos números de Deborah a partir deste modelo.
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Figura 6.2: Rmax vs De no intervalo explorado para o modelo não-linear Maxwell-Oldroyd.
Parâmetros: Re = We = 5, φ = 0.3% e ε = 2.

Nota-se que o modelo viscoelástico não-linear Maxwell-Oldroyd remete a resulta-

dos que possuem uma explicação f́ısica coerente, conforme descrito a seguir. Portanto,

os modelos constitutivos aqui explorados atendem ao propósito desse trabalho.

6.2 EFEITOS ELÁSTICOS E ANISOTRÓPICOS

A Figura 6.3 mostra o movimento oscilatório permanente de uma bolha de acordo

com os parâmetros f́ısicos utilizados na Fig. 6.2, para o modelo puramente anisotrópico

(traço-ponto) e para Dec = 0.8. Cumpre-se assinalar, preliminarmente, que a dinâmica

da bolha apresenta-se distinta, apesar de ambas curvas apresentarem limites assintóticos

superior (sólida) e inferior (traço-ponto) de anisotropia.
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Figura 6.3: Evolução temporal da dinâmica da bolha para o modelo puramente anisotrópico
(traço-ponto) e Maxwell-Oldroyd com Dec = 0.8 (sólida). Parâmetros da Fig. 6.2. (a) R vs
t; (b) Ṙ vs R; (c) pb vs t e (d) Ṙ vs t.

Observa-se pela evolução temporal da bolha e da velocidade da mesma (Fig. 6.3

(a) e (d)) que, apesar do raio máximo atingido no limite assintótico De ∼ 1 apresentar

menor valor que o modelo anisotrópico, a resposta da bolha é caracterizada por uma

não-linearidade mais acentuada para um fluido ambiente viscoelástico não-linear (limite

assintótico Dec).

O efeito elástico para um regime não-linear De ∼ 1 atenua a amplitude do

movimento oscilatório da bolha, no entanto produz oscilações com configurações mais

instáveis. Na condição De ∼ 1, nota-se uma resposta de oscilação com dois peŕıodos

caracteŕısticos em contraste com um peŕıodo encontrado na resposta de um modelo

puramente anisotrópico, De = 0.
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A instabilidade da bolha também é observada avaliando-se o diagrama de fase

do raio da bolha, dado por Ṙ em função de R (Fig. 6.3 (b)). Observa-se que a

solução puramente anisotrópica apresenta um comportamento periódico que remete a

um harmônico simples de oscilação, enquanto diferentes modos vibracionais são obti-

dos para De ∼ 1, caracterizando uma não-linearidade devido a presença dos efeitos

elásticos.

Tais afirmativas podem ser confirmadas a partir da análise da tensão extra radial

avaliada no raio da bolha, σrr(R). A Figura 6.4 (a) mostra a evolução temporal da

tensão σrr(R). É importante notar que a tensão σrr(R) apresenta comportamento

não-linear quando De ∼ 1, enquanto o modelo puramente anisotrópico apresenta uma

resposta da tensão com apenas um modo de vibração, também observado por meio de

um diagrama de fases da tensão, ˙σrr(R) em função de σrr(R) na Fig. 6.4 (b).
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Figura 6.4: (a) Evolução temporal da tensão radial extra avaliada na superf́ıcie da bolha,
σrr(R); (b) Diagrama de fase de ˙σrr(R) em função de σrr(R) Parâmetros f́ısicos semelhantes
aos utilizados na Fig. 6.3.

Registra-se que a pressão interna da bolha, apresentada pela Fig. 6.3(c), é menor

no modelo puramente anisotrópico, devido a um raio mı́nimo atingido pela bolha maior

que o raio mı́nimo atingido com o modelo viscoelástico Maxwell-Oldroyd. Nota-se que o

raio mı́nimo atingido pela bolha reflete diretamente na pressão pb, uma vez que um raio

mı́nimo menor caracteriza um movimento de compressão da bolha mais significativo,

resultando em um maior valor da pressão interna.
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Desta forma, a análise do raio mı́nimo é relevante na descrição do movimento

de uma bolha e indica a tendência ao colapso. Em virtude dessas considerações, a

Figura 6.5 apresenta o raio mı́nimo atingido pela bolha Rm em função do número de

Deborah. Não se pode olvidar que Rm difere do raio mı́nimo Rmin considerado como

solução assintótica para descrever o colapso. Somente quando ocorre esse colapso, o

raio mı́nimo da bolha corresponde ao raio mı́nimo proposto, Rm = Rmin.
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Figura 6.5: Raio mı́nimo atingido pela bolha Rm em função de De, para Re = We = 5,
φ = 0.3% e ε = 2.

Como pode-se verificar, a partir de De ∼ 0.1, Rm decresce com o aumento de De,

apresentando Rm(2) ' 0.75Rm(1). Este decaimento ocorre em De ∼ O(10−1) devido

a interação existente entre os efeitos elásticos e a oscilação da bolha, uma vez que o

tempo de relaxação de aditivos apresenta-se na mesma escala de tempo da oscilação da

bolha. Portanto, apesar do efeito elástico na condição De ∼ 1 atenuar a expansão da

bolha, i.e. Rmax(2) ' 0.85Rmax(1), a bolha apresenta uma contração maior, ou seja, o

raio mı́nimo atingido pela bolha diminui Rm(2) < Rm(1). Consequentemente, caso seja

mantido os parâmetros e aumentado os efeitos de inércia e, ou a amplitude de excitação

da bolha, o colapso tende a ocorrer primeiramente para a condição viscoelástica não-

linear De ∼ 1, (limite Dec), quando comparado ao modelo puramente anisotrópico,

De = 0.
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Cumpre examinar neste passo que conclusões acerca da vulnerabilidade do colapso

de uma bolha em um modelo viscoelástico não-linear podem ser precipitadas. Por

exemplo, caso a viscosidade extensional de aditivos (caracterizada pelos parâmetros φ

e `/a) seja alterada, outra dinâmica de bolha pode ser observada. A Figura 6.6 mostra

a evolução temporal de uma bolha com fração volumétrica φ = 0.08% para o modelo

anisotrópico (traço-ponto) e viscoelástico não-linear Maxwell-Oldroyd, com Dec = 1.1

(sólida).

É sobremodo importante assinalar que, para o modelo viscoelástico não-linear,

Rm ' 0.25, enquanto a solução puramente anisotrópica fornece Rm ' 0.22. Portanto,

o raio mı́nimo atingido para o caso viscoelástico De ∼ 1 é ligeiramente maior que Rm

de um modelo puramente anisotrópico, situação esta que difere da apresentada na Fig.

6.5.
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Figura 6.6: Dinâmica da bolha com φ = 0.08% para o modelo anisotrópico (traço-ponto) e
Maxwell-Oldroyd com Dec = 1.1 (sólida), parâmetros da Fig. 6.7. (a) R vs t; (b) σrr(R) vs
t; (c) pb vs t e (d) Ṙ vs R.
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Esse aumento Rm(2) > Rm(1) é refletido nos picos de amplitude de pressão interna

da bolha apresentados, conforme ilustrado na Fig. 6.6 (c), em que pb ' 95 (De ∼ 1), e

pb ' 105 (De = 0). A amplitude do movimento para o modelo viscoelástico apresenta-

se∼ 25% menor que a amplitude do modelo puramente anisotrópico, Rmax(2) < Rmax(1).

Novamente, a tensão radial σrr(R), dado pela Fig. 6.6 (b), apresenta maior grau de

não-linearidade para De ∼ 1, no entanto maiores picos são observados para De = 0,

devido à condição Rm(2) > Rm(1).

Ressalte-se que, a partir de uma comparação direta entre os diagramas de fase das

Figs. 6.3 (d) e 6.6 (d), esta última apresenta em ambas as curvas (De = 0 e De = Dec)

um comportamento com mais modos vibracionais, uma vez que o efeito anisotrópico

se torna menos significativo com uma fração volumétrica reduzida de aditivos. Por-

tanto, o desenvolvimento dos efeitos elásticos resultou em um limite assintótico Dec

que aumentou a não-linearidade do movimento oscilatório da bolha e também oca-

sionou uma diminuição do raio máximo, Rmax(2) < Rmax(1) e aumento do raio mı́nimo

Rm(2) > Rm(1), atenuando seu movimento.

A Figura 6.7 apresenta o raio máximo máximo (a) e mı́nimo (b) em função do

número de Deborah para uma bolha imersa em uma suspensão de aditivos, mantendo-

se os mesmos parâmetros f́ısicos da Fig. 6.5, com uma fração volumétrica de adi-

tivos diminúıda para φ = 0.08%. Conforme visto na Figura 6.6, a combinação desses

parâmetros apresenta um limite Dec caracterizado pela atenuação do movimento de

contração e expansão da bolha com relação ao modelo puramente anisotrópico, ocasio-

nando a atenuação do movimento da bolha e uma consequente diminuição do tempo

de colapso.

É importante registrar, entretanto, que o raio mı́nimo atingido pela bolha apre-

senta uma variação na faixa 10−2 < De < 1, cujo valor mı́nimo para Rm é alcançado

para De ∼ 0.1. Nessa faixa de observação, a elasticidade dos aditivos encontra-se

acoplada com o movimento da bolha, que pode ser interpretado como uma interação

entre a oscilação da bolha e a relaxação dos aditivos, favorecendo a condição de raio

mı́nimo Rm menor que Rm(1) e Rm(2) e pode ocasionar a ocorrência de colapsos violen-

tos, de acordo com os parâmetros f́ısicos envolvidos (Allen & Roy, 2000b).
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Figura 6.7: Raio máximo (a) e mı́nimo (b) atingido pela bolha em função de De, para
Re = We = 5, φ = 0.08% e ε = 2.

Cumpre ressaltar que, devido a diminuição dos efeitos anisotrópicos (i.e. da fração

volumétrica de aditivos), a interação bolha-elasticidade na Fig. 6.7 é mais acentuada

que a interação obtida na Fig. 6.5, inclusive observada também para o intervalo 10−2 <

De < 10−1.

A Figura 6.8 apresenta o diagrama de colapso para De em função da amplitude de

excitação ε. A região que se encontra abaixo da curva denota a combinação de valores

entre De e ε que correspondem a uma condição de não-colapso, enquanto a região

acima desta curva representa uma condição de colapso. Observa-se que o colapso do

modelo puramente anisotrópico (De = 0) ocorre para uma amplitude maior que ε1 ' 3.

Nota-se que, para ε ' 2.7, o colapso ocorre somente quando a relaxação de aditivos

assume um valor próximo a De ' 0.1, que corresponde ao ponto mı́nimo do diagrama.

Esse resultado fortalece, novamente, o fato que um efeito elástico De ∼ O(10−1)

apresenta uma interação bolha-elasticidade mais acentuada em que há a diminuição do

tempo de colapso. É importante notar que, para De ≥ 0.5, a amplitude de excitação

necessária para obter uma situação de colapso é maior que a amplitude limite ε1 para

De = 0. A amplitude máxima de excitação que fornece uma condição de não-colapso

é apresentada para De ∼ 1 e é da ordem ε2 ' 3.4, que corresponde a uma amplitude

∼ 15% maior que ε1.
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Figura 6.8: Diagrama de colapso para De em função de ε, para Re = We = 5 e φ = 0.08%.

O grau de não-linearidade do movimento da bolha na presença de um modelo

viscoelástico não-linear também ocasiona uma solução transiente significativa do movi-

mento oscilatório da bolha (e.g. Naude & Méndez, 2008 e Jiménez-Fernández & Crespo,

2005). A Figura 6.9 ilustra a evolução temporal da bolha para diferentes De, a partir

dos parâmetros f́ısicos da Fig. 6.7. Considerando o tempo inicial t0 = 0, a Fig. 6.9

(a) remete ao modelo puramente anisotrópico, De = 0, (b) à condição De = 0.3 e (c)

ao limite Dec do modelo viscoelástico não-linear Maxwell-Oldroyd. Salienta-se que a

solução permanente em (a) é observado após o primeiro ciclo de oscilação, t ' 15. Em

(b), o regime transiente se estende até um tempo t ' 40, enquanto em (c), o regime

permanente é obtido somente quando t ' 80 (em torno de 12 ciclos de oscilação da

bolha). Este resultado indica a influência do movimento transiente de relaxação dos

aditivos (efeito elástico) sobre o movimento da bolha.

Pode-se também realizar a análise do movimento da bolha utilizando parâmetros

f́ısicos moderados, em que um melhor efeito elástico pode ser observado, favorecendo

o modelo não-linear de viscoelasticidade proposto. A Figura 6.10 mostra o diagrama

de colapso De em função de ε para uma menor força de inércia, em que Re = We = 2
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Figura 6.9: Evolução temporal do regime transiente do raio da bolha para (a) modelo pu-
ramente anisotrópico, De = 0; (b) De = 0.3; (c) De=1.1 (limite Dec). Parâmetros f́ısicos
Re = We = 5, φ = 0.08% e ε = 2, partindo de t0 = 0.

e φ = 0.05%. Observa-se que ε1 ' 5 (condição De = 0), enquanto ε2 ' 7.5 (condição

De = 0). Desta forma, a amplitude necessária para a condição de colapso em De ∼ 1

é 50% maior que a amplitude que fornece uma condição de colapso para o modelo

puramente anisotrópico, ε2 = 1.5ε1. Observa-se, portanto, uma maior contribuição da

da anisotropia adicional para a condição de saturação do efeito elástico dos aditivos,

De ∼ 1.

A Figura 6.11 apresenta o raio máximo (a) e mı́nimo (b) em função de De, para

Re = We = 1, ε = 12 e diferentes frações volumétricas de aditivos. O raio máximo

sempre decresce com o aumento do efeito elástico. Nota-se que essa redução no raio

da bolha ocorre de maneira mais significativa quando a fração volumétrica de aditivos

é menor.
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Figura 6.10: Diagrama de colapso para De em função de ε, para Re = We = 2 e φ = 0.05%.

Em virtude dessas considerações, observa-se que a interação entre os efeitos elásti-

cos e o comportamento da bolha são evidenciados com uma fração vométrica menor

de aditivos, i.e. com menor grau de anisotropia inicial no ĺıquido. Reafirma-se tal

observação a partir da Fig. 6.11 (b), em que uma considerável variação do raio mı́nimo

em função de De ocorre para φ = 0.1%.

Em compensação, a bolha encontra-se mais vulnerável ao colapso, uma vez que

essa interação corresponde a um raio mı́nimo cada vez mais próximo do raio mı́nimo

assintótico de colapso. Desta forma, aumenta-se a região que pode se encontrar

suscet́ıvel ao colapso, conforme indicado na Fig. 6.11 (b).

Registra-se que, independente da fração volumétrica de aditivos, no limite Dec,

as curvas para Rm apresentam valores próximos, Rm(2) ' 0.6. Assim, pode-se dizer

que, quando parâmetros f́ısicos moderados são considerados, o limite Dec resulta em

uma atenuação significativa do colapso, comparado ao modelo anisotrópico, uma vez

que Rmax(2) < Rmax(1) e Rm(2) ≤ Rm(1).
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Figura 6.11: Raio máximo (a) e mı́nimo (b) atingido pela bolha em função de De, para
Re = We = 1, ε = 12 e diferentes frações volumétricas de aditivos.

A Figura 6.12 ilustra a evolução temporal da bolha para a concentração φ = 0.1%

da Fig. 6.11. A curva sólida denota De = 1, curva pontilhada De = 0.4 e curva traço-

ponto o modelo anisotrópico. Observa-se na Fig. 6.12 que o raio máximo do modelo

anisotrópico é praticamente duas vezes o raio máximo apresentado em De = 0.4 e três

vezes o raio máximo para Dec = 1, o que afeta diretamente na tensão extra radial da

Fig. 6.12 (b) e na pressão interna da bolha, representada em 6.12 (c).

No entanto, nota-se que a pressão interna da bolha para De = 0.4 e modelo

anisotrópico são semelhantes, uma vez que possuem raios mı́nimos próximos. Quando

10−2 < De < 10−1, a bolha encontra-se próxima do colapso para o modelo Maxwell-

Oldroyd, conforme a Fig. 6.11 (b) anterior e a pressão interna é da ordem pb ∼ 105.

Apesar da atenuação da amplitude do movimento da bolha entre as curvas do

modelo anisotrópico e do limite assintótico Dec apresentada na Fig. 6.12, observa-se

que para a condição Dec o movimento da bolha possui um maior grau de não-linearidade

ou modos vibracionais, conforme observado no diagrama de fase da Fig. 6.12 (d).

Conclui-se, portanto, que o aumento do efeito elástico no fluido ambiente na faixa

0 < De ≤ 1 sempre resulta em um grau de não-linearidade maior no comportamento

oscilatório da bolha e na diminuição do raio máximo apresentado.
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Foi verificado também uma tendência ao colapso para De ∼ O(10−1), em que

ocorre uma maior interação entre os efeitos elásticos e o movimento oscilatório da bolha.

Considerações acerca raio mı́nimo dependem da faixa de parâmetros explorados.

É preciso insistir no fato que, uma menor fração volumétrica de aditivos pode re-

sultar em uma não-linearidade mais acentuada devido aos efeitos elásticos, uma vez que

atenua-se a estabilização causada pelo efeito anisotrópico. No entanto, a anisotropia

adicional no limite superior De ∼ 1, i.e. Dec (devido ao comportamento ŕıgido dos

aditivos com o limite do efeito elástico) em parâmetros f́ısicos moderados, principal-

mente na ausência de forças de inércia significativas, resulta em uma atenuação do

movimento da bolha e, consequentemente, no aumento do tempo de colapso, podendo

inclusive evitar a ocorrência do mesmo.
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6.3 ANÁLISE DE FREQUÊNCIA

Geralmente observa-se um processo f́ısico em um domı́nio de tempo, ou seja, a

partir da evolução temporal de uma quantidade qualquer. No entanto, esta mesma

quantidade ou sinal pode ser observado em outra perspectiva: no domı́nio da frequência.

Esta mudança de domı́nio pode auxiliar na interpretação de resultados, uma vez que

o domı́nio da frequência apresenta os modos vibracionais de um sinal. A quantidade e

amplitude destes modos se encontram diretamente relacionados ao comportamento que

o sinal apresenta. Um sinal não-linear é caracterizado por vários modos de vibração.

Pela transformada de Fourier, é posśıvel representar qualquer função a partir de

uma combinação linear de senos e cossenos. A função é apresentada no espaço de

onda, em que os autovetores são determinados pelas amplitudes das autofunções e os

autovalores pela frequência correspondente às respectivas amplitudes. A Figura 6.13

mostra um sinal que pode ser representado por duas ondas sinusoidais, em que cada

uma possui sua respectiva frequência e amplitude. Convém notar que existe somente

uma combinação de ondas senoidais para representar o sinal desejado.

= +

Figura 6.13: Um sinal qualquer, que consiste na combinação de duas ondas sinusoidais que
possuem frequências e amplitudes distintas.

A Figura 6.14 (a) é uma representação tridimensional do sinal apresentado na

figura anterior. Os eixos de amplitude e tempo são comuns ao domı́nio do tempo. O

terceiro eixo consiste na frequência, que possibilita a visualização separada das ondas

senoidais. A soma destas ondas senoidais ao longo do tempo redunda no sinal ana-

lisado, fornecendo a visão no campo do domı́nio temporal, conforme a Fig. 6.14 (b).
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Porém, quando analisado ao longo do eixo do tempo, a Fig. 6.14 (a) apresenta o

gráfico da Fig. 6.14 (c), agora no domı́nio da frequência. Cada onda senoidal é repre-

sentada por uma reta vertical, cujo pico fornece o valor da amplitude correspondente

à mesma. A posição da onda representa o valor de sua frequência. A representação no

domı́nio da frequência de um sinal é comumente denominado como o espectro deste

sinal.
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Figura 6.14: (a) Representação do sinal formado pela combinação de duas ondas senoidais
nos eixos da amplitude, tempo e frequência; (b) Sinal no domı́nio do tempo; (c) Sinal no
domı́nio da frequência.

É importante ressaltar que a troca entre o domı́nio do tempo e da frequência

corresponde a diferentes representações de uma mesma função, ou seja, resulta em

uma mudança de perspectiva, sem que ocorra a perda de informação quando o domı́nio

muda de um para o outro. Algumas considerações acerca de conceitos e metodologias

que envolvem a análise de um sinal no domı́nio da frequência são realizados na seção

a seguir.
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6.3.1 Considerações Iniciais

Considera-se uma quantidade h qualquer que varia de acordo com o tempo t,

dada por h(t). Admite-se que h(t) = hT (t) para o intervalo −T ≤ t ≤ T e que hT (t)

assume valor nulo quando não se encontra no intervalo proposto. Para analisar este

mesmo sinal a partir de um domı́nio de frequência, considerando a amplitude H desta

quantidade representada em função da frequência angular ω, dado por H(ω), utiliza-se

a transformada de Fourier, obtendo

H(ω) =
∫ ∞

−∞
hT (t)eiωtdt =

∫ T

−T
h(t)eiωtdt , (6.2)

sendo a transformada inversa de Fourier dada por

hT (t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
H(ω)e−iωtdω . (6.3)

Novamente, cumpre salientar que ambos domı́nios representam a mesma função,

logo, a transformada de Fourier oferece somente outro ponto de vista acerca da série

analisada. Nota-se que a amplitude pode se apresentar como um número complexo.

Sendo o conjugado da amplitude H(ω) denotado por H∗(ω), a partir da equação (6.2),

a seguinte relação pode ser obtida (Press et al., 1992):

∫ ∞

−∞
|H(ω)|2 dω =

∫ ∞

−∞
H∗(ω)H(ω)dω =

∫ ∞

−∞
H∗(ω)

∫ ∞

−∞
hT (t)eiωtdtdω

=
∫ ∞

−∞
hT (t)dt

∫ ∞

−∞
H∗(ω)eiωtdω . (6.4)

A transformada de Fourier para o conjugado da amplitude H(ω) é dada por
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hT (t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
H∗(ω)eiωtdω . (6.5)

Assim, utilizando da equação (6.5), a equação (6.4) assume a forma

∫ ∞

−∞
h2

T (t)dt =
1

2π

∫ ∞

−∞
|H(ω)|2 dω . (6.6)

A equação (6.6) é conhecida como o Teorema de Parceval (McQuarrie, 2000) e

demonstra que a energia total de um sinal é a mesma tanto no domı́nio do tempo

quanto no domı́nio da frequência. Dividindo a equação (6.6) pelo intervalo total 2T e

tomando o limite, obtém-se

lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
h2

T (t)dt = lim
T→∞

1

2π

∫ ∞

−∞
|H(ω)|2

2T
dω = h̄2 , (6.7)

em que h̄2 corresponde à média global da energia dada pela quantidade h(t), ou potência

média. Nota-se que |H|2 denota a magnitude da potência da amplitude H. Definindo

a densidade espectral de h(t) como S ′(ω)

S ′(ω) = lim
T→∞

1

2T
|H(ω)|2 . (6.8)

Pode-se escrever h̄2 em termos da densidade espectral, ou espectro de potência,

obtendo

h̄2 =
1

2π

∫ ∞

−∞
S ′(ω)dω . (6.9)

A partir deste resultado, fica claro que a intensidade média de uma quantidade

h(t) é dada pela integração da densidade espectral apresentada ao longo das respectivas

frequências correspondentes.
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A função h(t) em simulações numéricas é descrita a partir de amostras espaçadas

em intervalos iguais de tempo, ∆t. Cumpre-se observar, preliminarmente, que o passo

de tempo utilizado consiste em um fator determinante para a análise no domı́nio da

frequência.

De acordo com o Teorema de Nyquist, a quantidade de amostras por unidade de

tempo de um sinal, chamada taxa ou freqüência de amostragem, deve ser maior que o

dobro da maior freqüência contida no sinal a ser amostrado A metade da freqüência de

amostragem é chamada freqüência cŕıtica de Nyquist, representada por fc e corresponde

ao limite máximo de freqüência do sinal que pode ser reproduzido, dada por

fc =
1

2∆t
. (6.10)

A frequência cŕıtica é essencial para que o sinal possa ser reproduzido integral-

mente com o mı́nimo de perda de informação, perda considerada erro de “aliasing”.

Este erro consiste em densidades espectrais que se encontram fora do intervalo definido

pela frequência de Nyquist, que são erroneamente traduzidas para o intervalo de

frequência que não pertencem.

Normalmente, não se distingue entre frequências positivas e negativas quando

se analisa a potência contida em um intervalo de frequência entre ω e ω + dω, mas

considera-se a frequência variando no intervalo 0 e +∞, ou seja, entre 0 e 1/∆t, ou a

frequência de amostragem. Desta forma, define-se uma densidade espectral de potência

unilateral.

A Figura 6.15 (a) mostra o gráfico de uma função εsen(ωt) pelo tempo, cuja

amplitude assume o valor ε = 3 e a frequência angular é igual a ω = 5. O domı́nio

da frequência é ilustrado na Fig. 6.15 (b), a partir de um espectro de potência, onde

se observa a frequência de resposta (dada por ω̃) em função da potência, representada

por H2 = |ε|2. Não se pode olvidar que a frequência angular é definida como ω = 2πf .

Desta forma, a frequência angular de amostragem assume o valor 2π/∆t, em que

∆t = 10−1.
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Figura 6.15: (a) Função εsen(ωt) em função do tempo t; (b) Espectro de potência, em que ω̃
representa a frequência de resposta ou modos de vibração do sinal.

Quando o intervalo unilateral da Fig. 6.15 (b) é analisado, fica claro identificar

que existe simetria justamente na metade da frequência angular de amostragem, ou

seja, na frequência definida por Nyquist. Assim, esta simetria fornece uma informação

redundante do espectro de potência, sendo necessário analisar o domı́nio da frequência

somente no intervalo 0 até a frequência (angular) cŕıtica de Nyquist. Nota-se que, neste

intervalo, ocorre um pico caracteŕıstico de amplitude no momento em que a frequência

de resposta equivale à frequência de excitação, ω̃ = ω = 5, conforme esperado.

Convém ressaltar que, caso a série analisada seja uma quantidade real, a amplitude

da mesma assume a condição H∗(ω) = H(−ω) e a densidade espectral S ′(ω) consiste

em uma função par da frequência ω. No caso, a função seno explorada anteriormente

é real, assim como todas as simulações realizadas para o raio adimensional de uma

bolha. A Figura 6.16 demonstra esta simetria com o eixo y, relativa ao sinal , em que

o intervalo da frequência agora se encontra entre a −fc < f < fc. Todos os gráficos

gerados neste trabalho no domı́nio da frequência são analisados, portanto, no intervalo

0 < f < fc.
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Figura 6.16: Domı́nio de frequência da função apresentada na Fig. 6.15, agora no intervalo
positivo e negativo de frequência, demonstrando simetria devido ao fato da função ser real.

Outro ponto que cumpre salientar é o fato da precisão do espectro de frequência

estar diretamente relacionado ao número de peŕıodos presentes no sinal temporal a ser

transformado, uma vez que a presença de poucos peŕıodos pode alterar significativa-

mente a resposta no domı́nio de frequência.

A Figura 6.17 ilustra curvas no espectro de potência contendo diferentes quan-

tidades de peŕıodos da função 3sen(5t), em que a linha cheia denota um sinal com

500 peŕıodos, linha tracejada com 50 peŕıodos e linha pontilhada contendo 5 peŕıodos.

Assim como uma maior quantidade de peŕıodos resulta em uma resposta singular no

domı́nio da frequência, o valor para a potência e a frequência de resposta do sinal

apresenta um erro despreźıvel.
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Figura 6.17: Domı́nio de frequência da função apresentada na Figura 6.15, para diferentes
quantidades de peŕıodos. Linha cheia denota um sinal com 500 peŕıodos; linha tracejada com
50 peŕıodos e linha pontilhada contem 5 peŕıodos.

Portanto, a utilização de um número maior de peŕıodos de um sinal resulta em

uma maior precisão no espectro de potência. Da mesma forma, o resultado no domı́nio

de frequência pode ser melhorado aumentando-se a frequência de amostragem, com a

diminuição do passo de tempo, que resulta em uma mudança no número de pontos para

realizar a transformada de Fourier, ou seja, discretizar mais o domı́nio de frequência.

6.3.2 Espectro de Amplitude da Bolha

Dado uma série temporal relativa à evolução do movimento unidirecional apresen-

tado pela bolha, pode-se analisar a mesma em um domı́nio de frequência, a partir do

uso de uma transformada de fourier, utilizando um sinal discreto no domı́nio temporal

e transformando este sinal em uma representação discreta no domı́nio de frequências,

conforme visto anteriormente.
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Aqui, tal transformação decorre da utilização de um código baseado na trans-

formada rápida de fourier (FFT), que consiste em uma versão de convergência mais

rápida da transformada de fourier, a partir da utilização de algoritmos mais eficientes.

A rotina é realizada por meio do programa Matlab 2009, ferramenta responsável por

gerar o espectro deste sinal.

Neste trabalho considera-se a análise de um espectro de amplitude do raio adi-

mensional da bolha, em que a amplitude é dada pelo módulo do raio, |R−R0|, uma

vez que não existe preocupação de discernir entre componentes reais e imaginários. A

frequência é apresentada no intervalo unilateral 0 a +∞, utilizando uma frequência

cŕıtica de Nyquist fc ≥ 500 (i.e., ∆t ≤ 10−3), visando anular qualquer erro de aliasing

para a representação no domı́nio da frequência.

A evolução temporal do raio de uma bolha é apresentada na Figura 6.18 (a), cujos

parâmetros f́ısicos utilizados são ε = 0.1, We = Re = 10, φ = 0.2%, ω = 1 e De = 0,

i.e. modelo puramente anisotrópico. O respectivo sinal no domı́nio da frequência é

apresentado na Fig. 6.18 (b). Observa-se que uma baixa amplitude de excitação ε re-

flete em uma oscilação harmônica simples da bolha, apresentando somente um peŕıodo

de oscilação.
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Figura 6.18: (a) Raio da bolha em função do tempo, para as condições ε = 0.1, We = Re = 10,
φ = 0.2%, ω = 1 e De = 0; (b) Domı́nio da frequência, em que a amplitude |R − R0| é
representada em termos da frequência de resposta, ω̄.
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Portanto, a frequência de resposta da oscilação da bolha equivale à frequência da

pressão externa acústica, ω̄ = ω = 1, representando um regime linear de oscilação.

A Figura 6.19 remete às mesmas condições consideradas na Fig. 6.18, mas agora a

amplitude de excitação apresenta valor ε = 1. Uma interação da dinâmica do raio

da bolha com o escoamento é obtida (a), e uma mudança no espectro de frequência

também pode ser observado.

Cumpre registrar que, para o espectro de frequência observado, utiliza-se de um

filtro passa baixa, que atenua a amplitude das frequências de resposta que apresentam

maiores que uma frequência limite, que consiste em um “cuttof” da frequência, que

varia de acordo com a maior amplitude |R−R0| apresentada pela bolha. Desta maneira,

a Fig. 6.19 (b) apresenta 6 modos vibracionais, em que a maior frequência de resposta

é dada por ω̄ = 6. A mudança no espectro de potência e a consequente mudança da

distribuição de energia das flutuações da bolha é refletida nos modos observados.
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Figura 6.19: (a) R em função de t; (b) Domı́nio da frequência com amplitude |R − R0| em
função de ω̄. Parâmetros equivalentes à Fig. 6.18, com ε = 1.

Na presença de mais modos vibracionais, o movimento da bolha apresenta uma

maior instabilidade, conforme pode ser observado na Figura 6.20, agora para uma

condição ε = 2. Identifica-se a presença de mais graus de liberdade do movimento, em

que a frequência de resposta é considerada até ω̄ = 15. Essa condição equivale a uma

presença mais acentuada de autovalores referentes à oscilação da bolha, representados

a partir das frequências de resposta.
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Figura 6.20: (a) R em função de t; (b) Domı́nio da frequência com amplitude |R − R0| em
função de ω̄. Parâmetros equivalentes à Fig. 6.18, com ε = 2.

Na seção seguinte apresenta-se a resposta não-linear de uma bolha no domı́nio

da frequência em função dos efeitos elásticos, i.e. do número de Deborah. Diferentes

frequências de excitação serão exploradas.

6.3.3 Frequência de Resposta e Efeitos Elásticos

A Figura 6.21 mostra |R−R0| em função de ω̄ para o limite anisotrópico inferior

De = 0 (a) e superior De = 1 (b). Os parâmetros f́ısicos utilizados são ε = 12,

We = Re = 1, φ = 0.15% e ω = 1 e corresponde aos valores utilizados na Fig. 6.11.

Comparando as Figuras 6.21 (a) e (b), observa-se a presença de 3 e 5 frequências de

respostas, respectivamente. A presença de efeitos elásticos também indica uma redução

da amplitude da bolha para os autovalores apresentados.

A resposta de diferentes frequências de resposta para representação do sinal da

dinâmica da bolha requer uma análise do número de modos de vibração observados, de

acordo com a amplitude de excitação considerada. A Figura 6.22 ilustra o número de

modos de vibração Nω, em função da amplitude de excitação ε, para diferentes valores

de De, mantendo-se os parâmetros da Fig. 6.21.
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Figura 6.21: (a) |R − R0| em função de ω̄ para De = 0; (b) |R − R0| em função de ω̄ para
De = 1, i.e. Dec. Parâmetros f́ısicos semelhantes aos utilizados na Fig. 6.11, para uma
fração volumétrica de aditivos φ = 0.15%.
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Figura 6.22: Número de modos de vibração Nω em função da amplitude da excitação ε.

É importante notar que, para uma amplitude de excitação moderada, ε < 6, a

condição de saturação dos efeitos elásticos De ∼ 1 apresenta maior quantidade de

modos Nω e não ocorre interação da relaxação dos aditivos com o movimento da bolha

para De ∼ (10−1).
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No entanto, com o aumento da amplitude ε, essa interação fica cada vez mais

significativa, uma vez que o tempo de relaxação dos aditivos é da ordem do tempo

de oscilação da bolha e, para altas amplitudes de excitação, De = 0.1 apresenta mo-

dos vibracionais ∼ 45. Assim, obtém-se mais graus de liberdade com o aumento do

número de Deborah, conforme visto em diagramas de fase explorados na seção 6.2.

Para a condição ε = 12, De = 1 assume Nω próximo ao Nω apresentado para o mo-

delo puramente anisotrópico, De = 0. Tal fato ocorre porque a anisotropia adicional

(devido a saturação dos aditivos para De ∼ 1) é mais significativa com o aumento da

instabilidade do escoamento, causada, neste caso, com o aumento de ε.

A Figura 6.23 apresenta novamente Nω em termos de ε, agora para (a) De = 0 e

(b) De = 1 com diferentes frações volumétricas de aditivos. Registra-se que, a presença

de efeitos anisotrópicos causa uma atenuação no movimento da bolha, que é refletida

em menores valores de Nω apresentados. Na Fig. 6.23 (a), φ = 0.3% apresenta Nω ' 5

e para φ = 0.15%, Nω ' 20, i.e. uma redução significativa de modos de vibração. A

condição inferior de anisotropia encontra-se mais dependente da fração volumétrica de

aditivos, enquanto a condição superior de anisotropia apresenta um estiramento dos

aditivos que não demonstra forte dependência com a fração volumétrica φ no fluido

ambiente.
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Figura 6.23: Número de modos de vibração Nω em função da amplitude da excitação ε para
(a) De = 0 e (b) De = 1.
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Pode-se também relacionar a frequência de resposta com a frequência de excitação

externa. A Figura 6.24 mostra Rmax em termos de De, para diferentes frequências da

pressão externa de excitação. Observa-se que uma frequência maior de excitação gera

uma variação menor na redução de Rmax com o aumento de De. Quando aumenta-se

a frequência, a bolha não “enxerga” o escoamento, uma vez que a escala de tempo da

oscilação da bolha é menor que a escala de tempo do escoamento e, consequentemente,

a interação bolha-aditivos é menos significativa. No entanto, para uma frequência

menor, da ordem ω ∼ 10−1, uma forte interação ocorre entre os efeitos elásticos e o

movimento da bolha, conforme ilustrado pela curva ω = 0.1 (pontilhada), em que uma

variação drástica na redução do raio máximo é observada, em que Rmax(2) = 0.4Rmax(1).

Apesar das curvas para ω ≥ 0.5 apresentarem a prinćıpio um comportamento cons-

tante, nota-se que existe uma redução da amplitude do raio da bolha com a saturação

da relaxação dos aditivos, Rmax(2) < Rmax(1) que, entretanto, não é significativa.
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Figura 6.24: Rmax vs De, para diferentes frequências da pressão externa de excitação.
Parâmetros utilizados: Re = We = 3, φ = 0.3% e ε = 2.

Atenta-se para um caso de frequência de excitação ω = 0.1 na Figura 6.25, com

os mesmos parâmetros da Fig. 6.24 e diferentes números de Deborah. Primeiramente,

observa-se que para uma contribuição pequena da relaxação de aditivos De = 0.05 (a),

o movimento da bolha apresenta uma quantidade de modos de vibração Nω ' 8, cujos

autovalores apresentam amplitudes máximas |R−R0| ' 2.
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Com o aumento da relaxação de aditivos, ocorre uma diminuição da amplitude

|R − R0|, em que De = 1 apresenta |R − R0| ≤ 1. Esse comportamento é esperado,

uma vez que o Rmax sempre diminui com o aumento de De.

É importante registrar nesse passo que o aumento de De proporciona uma melhor

distribuição dos modos vibracionais ou autovalores no espectro de frequência, em que

frequências de resposta ω̄ > 0.5 apresentam uma maior amplitude |R − R0|. Desta

maneira, as frequências maiores de respostas são consideradas e não são negligenciadas

a partir do uso do filtro passa baixa e, a condição superior de anisotropia ∼ 1 apresenta

mais modos vibracionais.
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Figura 6.25: |R−R0| em função de ω̄, para Re = We = 3, ε = 2 e φ = 0.3%. (a) De = 0.05;
(b) De = 0.1; (c) De = 0.4; (d) De = 1.
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A frequência de resposta também pode ser relacionada à frequência de excitação,

conforme apresentado na Figura , em que Re = We = 3, φ = 0.3%, ε = 2 e De = 1.

A curva traço-ponto delimita os valores ω̄ apresentados, de acordo com a frequência

de excitação utilizada. Observa-se que, para menores frequências de excitação, mais

modos vibracionais são obtidos, em que ω = 1 fornece ω̄ ≤ 40. Com o aumento da

frequência de excitação ω, nota-se que a frequência de resposta diminui. Isso ocorre

porque a interação bolha-aditivos se torna cada vez menor, resultado da diminuição do

tempo do escoamento.

Para altas frequências, i.e. ω > 15, a bolha não interage mais com o escoamento,

e o espectro de frequência apresenta o maior autovalor ω̄ = ω, que consiste em um

regime linear. Assim, da mesma forma que na condição De ∼ 1, os efeitos elásticos

não escalam com o tempo de oscilação da bolha, na condição ω À 1, o tempo de

oscilação da bolha é muito maior que o tempo do escoamento e a bolha não “enxerga”

o escoamento.
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Figura 6.26: Frequência de resposta ω̄ em função da frequência de excitação ω, para a condição
De = 1 da Fig. 6.24, i.e. Re = We = 3, φ = 0.3% e ε = 2.

Registra-se que a reta sólida denota o regime linear da frequência de resposta. Este

regime é obtido em duas situações: (i) quando a amplitude de excitação é moderada, a

frequência de resposta apresenta-se cada vez mais próxima da frequência de excitação

ω̄ ∼ ω e consiste em um regime linear que retorna a uma solução harmônica simples,
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caracterizada por um peŕıodo, em que o escoamento não interage com o movimento da

bolha, conforme observado na Fig. 6.18; (ii) no caso de um regime de altas frequências

analisado anteriormente. O regime não linear ocorre, portanto, quando há interação

entre o escoamento e a dinâmica da bolha, i.e. ω ∼ 1.

A Figura 6.27 apresenta ω̄ em função de ω para uma força de inércia e anisotropia

menos significativa. Observa-se que a região não-linear que delimita os valores máximos

alcançados pela frequência de resposta ω̄ apresentam valores moderados (ω̄ ' 8 para

ω = 0.1) quando comparados a Fig. 6.26. É importante assinalar que o regime linear

para altas frequências também é obtido para uma menor frequência de excitação, ω ≥ 9,

quando comparada à Fig. 6.26, mesmo com a redução da concentração de aditivos em

6.27, o que resultaria em uma maior não-linearidade do movimento da bolha.

Conclui-se, portanto, que uma redução nas forças de inércia apresenta menores

graus de liberdade do movimento da bolha, apesar de acentuar a não-linearidade decor-

rente da relaxação de aditivos. Assim, atenta-se para o fato que a interação entre as

forças de inércia e a relaxação dos aditivos apresenta mais modos vibracionais ou au-

tovalores para o movimento da bolha, de acordo com os parâmetros f́ısicos utilizados.
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Figura 6.27: ω̄ em função de ω para De = 1 com redução das forças de inércia Re = We = 1
e redução da fração volumétrica φ = 0.15%.
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6.4 COMPARATIVO ENTRE OS MODELOS VISCOELÁSTICOS

Esta seção encerra o caṕıtulo com uma comparação direta entre o modelo vis-

coelástico linear de Maxwell (sempre apresentado por linhas traço-ponto) e o modelo

viscoelástico não-linear Maxwell-Oldroyd (linhas sólidas). Primeiramente, realiza-se

uma análise do raio máximo atingido pela bolha em função do número de Debo-

rah, conforme apresentado na Figura 6.28, cujos parâmetros utilizados consistem em

Re = We = 2, φ = 0.2% e ε = 3.

Nota-se que ambos modelos recuperam o raio máximo da solução anisotrópica

(pontilhada) para uma contribuição elástica praticamente despreźıvel, i.e. De →
0. Constata-se que o modelo viscoelástico linear apresenta resultados em total con-

cordância com o modelo não-linear na faixa 10−3 < De < 10−2. No entanto, na

condição De ∼ O(10−1), o modelo linear já destoa da solução não-linear, em que o

raio máximo apresentado aumenta na presença de maiores efeitos elásticos, ao invés de

diminuir. Para o limite assintótico De ∼ 1 a solução linear difere significativamente do

comportamento não-linear observado.
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Figura 6.28: Amplitude máxima da bolha Rmax em termos de De para todos modelos con-
stitutivos explorados neste trabalho, com os seguintes parâmetros: Re = We = 2, φ = 0.2%
e ε = 3.
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A Figura 6.29 ilustra a evolução temporal do raio da bolha (a) para o efeito elástico

De = 0.1. Observa-se que o modelo linear apresenta solução próxima à solução não-

linear, apesar da diferença entre os raios máximo e mı́nimo atingidos pela bolha.

A linha sólida da Fig. 6.29 (b) mostra B(R) em função do tempo e a linha traço-

ponto a evolução temporal da função B0(R). É importante relembrar que a função

B(R) representa a integral de convolução do modelo viscoelástico não-linear avaliada

em toda a suspensão, R < r < ∞, conforme descrito na seção 3.4. Nesta seção também

demonstrou-se que B0(R) denota a função equivalente ao modelo viscoelástico linear.

A diferença entre as funções está na função relaxação de aditivos, que caracteriza o

acoplamento da relaxação dos aditivos com o movimento da bolha. Nota-se que B0(R)

apresenta solução próxima de B(R) conforme esperado, uma vez que De = 0.1 os

aditivos não apresentam forte interação com o movimento da bolha e a função relaxação

de aditivos do modelo viscoelástico não linear reduz-se ao módulo de relaxação linear,
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Figura 6.29: Comparativo entre o modelo viscoelástico linear (traço-ponto) e não-linear
Maxwell-Oldroyd (cheia) para Re = We = 2, φ = 0.2%, ε = 3 e De = 0.1. (a) Evolução
temporal do raio da bolha; (b) B(R) (sólida) e B0(R) (traço-ponto) em função do tempo.

A Figura 6.30 ilustra o mesmo caso, agora para um número de Deborah De = 1,

que consiste no limite assintótico Dec. A evolução temporal do raio da bolha (a) mostra

de maneira mais clara a diferença de comportamento entre os modelos: o modelo li-
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near indica uma não-linearidade vinculada aos efeitos elásticos no ĺıquido ambiente

que não se encontra presente no modelo não-linear, além um raio máximo considera-

velmente maior. Tal fato é salientado pela Fig. 6.30 (b), em que o comportamento da

tensão extra radial mostra um grau de não-linearidade maior para o modelo linear e,

consequentemente, maiores picos podem ser observados.
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Figura 6.30: Comparativo realizado na Figura 6.29, agora para De = 1.
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Figura 6.31: (a) Pressão interna da bolha em função do tempo com relação à Fig. 6.30; (b)
diagrama de fase, Ṙ vs R.

Além das curvas apresentarem um regime de raio (a) e tensão (b) diferentes,

nota-se que o modelo linear não consegue prever o raio mı́nimo atingido pelo modelo

não-linear, que resulta em um aumento da pressão interna da bolha, conforme a Fig.

6.31 (a).
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O diagrama de fase Ṙ em função de R, mostra como o modelo linear acentua a

presença de um segundo harmônico no movimento da bolha. Desta forma, o uso de

um modelo linear para De ∼ 1 pode produzir uma dinâmica com grau de linearidade

maior que o esperado, além de apresentar parâmetros de colapso não definidos pelo

modelo não-linear.

Desta maneira, cumpre examinar neste passo que tais conclusões quanto às diferen-

ças entre os modelos podem ser precipitadas. A partir de uma mudança dos parâmetros

f́ısicos, outra dinâmica pode ser observada. A Figura 6.32 ilustra o raio máximo em

função de De utilizando os mesmos parâmetros da Fig. 6.28, aumentando-se agora a

amplitude da pressão de excitação para ε = 5.
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Figura 6.32: Rmax em termos de De, com os seguintes parâmetros: Re = We = 2, φ = 0.2%
e ε = 5.

A prinćıpio, as curvas mostram o mesmo comportamento obtido na Fig. 6.28, em

que o aumento dos efeitos elásticos resulta em um aumento da amplitude máxima do

raio da bolha no modelo viscoelástico linear e na diminuição de Rmax para o não-linear.

No entanto, convém notar que as caracteŕısticas da evolução temporal do raio da bolha

e da função B entre os modelos apresenta comportamento consideravelmente diferente

mesmo para valores moderados da relaxação dos aditivs De = 0.1, conforme observado

nas Figs 6.33 (a) e (b).
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Não se pode olvidar que, para uma menor amplitude de excitação ε = 3, os mo-

delos apresentam uma dinâmica da bolha similar (observado na Fig. 6.29). Agora,

no entanto, devido ao acoplamento bolha-aditivos, o modelo não-linear mostra con-

figuração distinta devido à contribuição elástica, enquanto a solução linear apresenta

comportamento mais estável. A partir da Fig. 6.33 (b), observa-se que o módulo de

relaxação dos aditivos, que representa fisicamente uma memória mais complexa do flu-

ido, apresenta uma dinâmica não-linear, consequência direta do efeito não-linear da

elasticidade.
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Figura 6.33: Comparativo entre modelo viscoelástico linear (traço-ponto) e não-linear
Maxwell-Oldroyd (cheia) para Re = We = 2, φ = 0.2%, ε = 5 e De = 0.1. (a) R vs t;
(b) B vs t.

Novamente, a pressão interna da bolha é maior para o modelo não-linear (Figura

6.34 (a)). Entretanto, o modelo linear possui menos modos vibracionais, conforme a

Fig. 6.34 (b), que difere do comportamento observado anteriormente quando a pressão

de excitação acústica foi definida com um valor menor.

Aumentando-se o efeito elástico para De = 1, uma mudança drástica da evolução

temporal do raio da bolha entre os modelos analisados é observada. A Figura 6.35

reflete essa análise: enquanto o modelo não-linear Maxwell-Oldroyd apresenta uma

oscilação do movimento da bolha em regime permanente, com raio máximo Rmax '
1.5, a solução viscoelástica linear indica altas amplitudes do movimento da bolha,

caracterizado por um raio máximo Rmax
∼= 7.
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Figura 6.34: (a) pb vs t, com relação à Fig. anterior; (b) diagrama de fase, Ṙ vs R.

Cumpre registrar que o movimento da bolha apresenta um grau de não-linearidade

elevado, em que o regime transiente do raio dura em média 20 ciclos de oscilação,

alcançando uma solução permanente somente em t ' 200.
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Figura 6.35: Evolução temporal do raio da bolha, seguindo os parâmetros da Figura 6.32,
com De = 1. Curva traço-ponto – modelo linear; sólida – modelo Maxwell-Oldroyd.

Uma forma de revelar as diferenças entre os modelos pode ser apresentada em

termos do erro que o raio máximo do modelo linear quando comparado ao raio máximo

do modelo viscoelástico não-linear. A Figura 6.36 ilustra os erros relativos aos casos

investigados nesta seção, cujas curvas denotam os erros correspondentes as Figs. 6.28

(traço-ponto) e 6.32 (sólida).
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Observa-se que uma maior amplitude de excitação corresponde a um erro da

ordem de 60% para De moderados (De ∼ 0.4), enquanto uma menor amplitude de

excitação apresenta erro da ordem ∼ 15%. Não se pode olvidar que uma análise do raio

máximo representa somente um indicativo das diferenças presentes entre os modelos.

Deve-se sempre analisar a evolução temporal da bolha para uma melhor análise do

comportamento oscilatório da mesma.
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Figura 6.36: Erro apresentado entre os modelos viscoelástico linear e não-linear em função
de De. Curva traço-ponto denota a Fig. 6.28 e curva sólida a Fig. 6.32.

Cumpre-se observar que uma redução da frequência de excitação também pode

resultar em uma situação ainda mais cŕıtica para o modelo linear. A Fig. 6.37 ilustra

um caso em que ω = 0.5. Uma diferença mais acentuada entre os modelos pode ser

observada para De = 0.1, de acordo com a evolução temporal do raio da bolha na Fig.

6.37 (a), enquanto De = 1 já apresenta uma solução caótica do movimento da bolha

para um modelo linear, que destoa consideravelmente do movimento oscilatório de uma

bolha para o modelo Maxwell-Oldroyd.

Destaca-se, portanto, que as diferenças presentes entre os modelos são caracteri-

zadas de acordo com os parâmetros f́ısicos envolvidos: uma maior amplitude da pressão

de excitação ou menor frequência de excitação, assim como uma redução da fração

volumétrica de aditivos podem limitar o uso do modelo linear, assim como a presença

de maiores efeitos de inércia e/ou efeitos elásticos.
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Em virtude dessas considerações, geralmente deve-se explorar o modelo linear

somente até De ∼ O(10−1), uma vez que este modelo consiste apenas em uma primeira

contribuição do efeito elástico.
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Figura 6.37: R vs t, para De = 0.1 (a) e De = 1 (b), com os parâmetros Re = We = 2,
φ = 0.2%, ω = 0.5 e ε = 5.
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7 ORIENTAÇÃO DE ADITIVOS ANISOTRÓPICOS

Este caṕıtulo apresenta uma investigação da influência que a orientação de adi-

tivos anisotrópicos pode exercer na dinâmica de uma bolha imersa em um ĺıquido no

qual essas part́ıculas encontram-se dispersas. Apesar do modelo proposto considerar

um escoamento unidimensional na direção radial e uma distribuição homogênea dos

aditivos presentes no ĺıquido Newtoniano, o alinhamento desses aditivos na direção do

escoamento resulta em uma solução permanente da orientação dos aditivos e consiste

em uma aproximação que tende a favorecer a eficiência dos efeitos anisotrópicos na

estabilização do movimento não-linear da bolha.

Em termos práticos, as fibras se distribuem inicialmente em direções aleatórias e

em todo o domı́nio do ĺıquido. A direção de cada fibra a cada instante depende de

sua posição em relação à bolha e da dinâmica do escoamento. A evolução temporal da

orientação dos aditivos é relevante para o presente problema e deve ser investigada, uma

vez que a orientação das fibras altera o movimento oscilatório da bolha e vice-versa.

Em virtude dessas considerações e objetivando um modelo matemático que des-

creva a dinâmica de uma bolha na presença de aditivos de forma mais coerente e

realista, faz-se necessário uma função orientação de aditivos anisotrópicos que relacione

o acoplamento existente entre bolha-aditivos. A função que descreve a orientação dos

aditivos é representada por S(R) = 〈cos4(θ)〉, conforme visto no caṕıtulo 3. A média

global de orientação 〈cos4(θ)〉 pode ser associada a uma média de probabilidade de

aditivos no domı́nio da suspensão, na forma

S(R) =
〈
cos4(θ)

〉
=

∫ ∞

R

∫ 2π

0
cos4(θ)P (r, R, θ)drdθ , (7.1)
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em que P (r, R, θ)drdθ é a probabilidade de um aditivo estar orientado entre θ e θ +dθ,

dado que ele se encontra posicionado entre r e r + dr, para um raio R. Nota-se que

o espaço em r é limitado entre (R,∞) e o ângulo θ é limitado entre (−π, π), uma vez

que o termo cos4(θ) apresenta valores máximos tanto para θ = 0 quanto θ = 2π. A

caracterização do alinhamento dos aditivos com o escoamento está condicionada ao

ângulo de orientação θ = 0, apresentando resultados incoerentes caso seja considerado

duas condições de alinhamento.

Em outras palavras, P (r, R, θ) representa a função densidade de probabilidade

condicional de todas as orientações de aditivos na suspensão, de acordo com o raio

da bolha naquele instante, R(t). É importante observar que a função densidade de

probabilidade é função impĺıcita do tempo quando depende do raio R(t). A função

P (r, R, θ) assume a seguinte propriedade:

∫ ∞

R

∫ 2π

0
P+(r, R, θ)drdθ = 1 ⇒ P+(r, R, θ) ≥ 0 , (7.2)

em que P+(r,R, θ) denota a função densidade de probabilidade normalizada. Em

seção subsequente, o cálculo de P+(r, R, θ) como parte da solução do problema será

explorado. Assim, a função orientação ĺıquida dos aditivos é dada pela pela média

de probabilidade da função orientação local cos4θ, calculada nos limites de integração

propostos e para uma densidade de probabilidade normalizada. Portanto, a equação

(7.1) assume a seguinte forma

S(R) =
∫ ∞

R

∫ 2π

0
cos4(θ)P+(r,R, θ)drdθ (7.3)

A orientação dos aditivos está diretamente relacionada à dinâmica do movimento

da bolha. Desta forma, a descrição do efeito anisotrópico na presença de aditivos inseri-

dos no fluido ambiente (fibras ou macromoléculas) depende, diretamente, da orientação

dos aditivos representada pela função cos4 θ com função densidade de probabilidade

P+(r, R, θ) a ser calculada em todo o domı́nio da suspensão, assim como da fração

volumétrica de aditivos e da razão de aspecto dos mesmos.
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7.1 DISTRIBUIÇÃO NORMAL DE ORIENTAÇÃO

Uma primeira abordagem da função orientação de aditivos remete ao caso em

que a função densidade de probabilidade encontra-se em função do ângulo θ. Desta

forma, a orientação de aditivos não é influenciada pelo movimento da bolha e vice-

versa, i.e. P (r, R, θ) = P (θ). Pode-se considerar uma distribuição normal gaussiana de

probabilidade, em que

P (θ) =
1

σθ

√
2π

e−(θ−θ̄)2/(2σ2
θ) , (7.4)

o termo σθ denota a variância da distribuição de probabilidade e θ̄ representa o ângulo

médio de orientação. Substituindo a equação (7.4) em (7.1), considerando a integral

em dr igual à unidade, obtém-se que

S0 =
∫ π

−π
cos4(θ)

1

σθ

√
2π

e−(θ−θ̄)2/(2σ2
θ)dθ , (7.5)

em que S0 denota a constante de orientação de aditivos a partir de uma função den-

sidade de probabilidade P (θ) = P0. Desta forma, a função orientação de aditivos é

constante para todo o domı́nio da suspensão de aditivos e não varia de acordo com

a evolução temporal do escoamento, ou seja, não encontra-se acoplada ao movimento

oscilatório do raio da bolha. A constante S0 possui dependência quanto à variância e

ângulo médio de orientação, P0(σθ, θ̄). Uma distribuição gaussiana de probabilidade

apresenta, por definição, a seguinte propriedade

∫ ∞

−∞
P+(θ)dθ =

∫ π

−π

1

σθ

√
2π

e−(θ−θ̄)2/(2σ2
θ)dθ = 1 . (7.6)

Portanto, a densidade de probabilidade normalizada consiste na própria distribui-

ção normal de probabilidade, P+ = P0(σθ, θ̄).
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A Figura 7.1 mostra a variação da função orientação de aditivos S0 em função

do desvio padrão (σθ). Esta função pode ser interpretada no presente contexto como

uma medida do grau de anisotropia no ĺıquido que se encontra ao redor da bolha, como

consequência da orientação média de aditivo suspensos no ĺıquido ambiente. O erro

associado com a integração numérica de S0 é menor que 1%. Cada curva apresentada

na Fig. 7.1 corresponde a um ângulo médio constante.

Nota-se que, para σθ = 0, S0 assume diferentes valores, que variam de acordo com

a média do ângulo θ̄, uma vez que a distribuição normal de probabilidade é calculada

junto ao termo cos4(θ). Nota-se que para o desvio padrão σθ = 0, S0 = 1 na condição

de um ângulo médio de orientação dado por θ̄ = 0, enquanto S0 = 0 para θ̄ = π/2.

Esta primeira condição de orientação representa o caso limite superior, i.e. efeito

anisotrópico total (part́ıculas totalmente orientadas na direção radial). A segunda

condição, S0 = 0, representa uma configuração dos aditivos em que a orientação média

é dada pelo ângulo π/2, ou seja, não ocorre a contribuição da anisotropia dos aditivos

na estabilização do movimento oscilatório da bolha.

Registra-se que, para uma orientação θ = π/2, o longo comprimento anisotrópico

dos aditivos ` encontra-se orientado perpendicularmente à direção radial e apenas o

comprimento da seção transversal dos aditivos, a, se apresenta alinhado com o escoa-

mento. Naturalmente, esta orientação é impercept́ıvel para o movimento da bolha

devido ao efeito de uma viscosidade extensional no fluxo ser nula no caso em que

o comprimento que fornece o efeito de anisotropia é dado pela seção transversal a.

Desta forma, quando S0 = 0, negligencia-se a presença de aditivos e a bolha apre-

senta comportamento semelhante ao caso em que esta encontra-se imersa em um fluido

Newtoniano.

Cumpre ressaltar, no entanto, que uma configuração dos aditivos para θ̄ = π/2

e σθ > 0 representa uma condição mais favorável para atenuar o movimento bolha

quando comparada à média de orientação π/2 e variância σθ = 0. Essa situação ocorre

porque com o aumento do desvio padrão, uma configuração de orientação cada vez mais

randômica é obtida, proporcionando uma maior probabilidade de encontrar orientações

diferentes da média π/2, que consiste na configuração mais desfavorável posśıvel para
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Figura 7.1: Variação da função de orientação S0 em função do desvio padrão (σθ). Linha
cheia: θ̄ = 0 (limite superior); linha tracejada: θ̄ = π/10; pontilhada: θ̄ = π/6; tracejada
com ponto: θ̄ = π/4 e tracejada com pontos: θ̄ = π/3.

descrever o efeito anisotrópico dos aditivos. Assim, adiciona-se ao fluido uma certa

quantidade de anisotropia.

Atenta-se também para o ponto de inflexão da função S0, que ocorre em θ̄ = π/6

(i.e. d2

dθ2 cos4(θ) = 0). Desta forma, de acordo com a representação de S0 em termos

do desvio padrão, dois comportamentos distintos são observados: para θ̄ < π/6 é

posśıvel observar uma diminuição de S0 com o aumento de σθ até um regime σθ ' 1.

O comportamento contrário é obtido quando θ̄ > π/6. É importante observar que

S0 converge para um mesmo valor com o aumento do desvio padrão, independente do

ângulo médio de orientação, uma vez que um desvio padrão significativo resulta em

uma distribuição cada vez mais homogênea dos ângulos de orientação no intervalo de

integração em θ, ou seja, π a −π.
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7.1.1 Resultados da Distribuição Normal S0

Analisa-se o comportamento oscilatório de uma bolha na presença de diferentes

configurações de orientação, S0, que, mesmo apesar de se manter constante ao longo

do escoamento e não interagir com o movimento da bolha, apresenta uma influência no

efeito anisotrópico dos aditivos. A Figura 7.2 apresenta uma simulação da dinâmica

de bolhas considerando um alinhamento radial dos aditivos, S0 = 1 (linha sólida) e

um caso em que S0
∼= 0.5, caracterizada por um ângulo médio θ̄ = π/10 com desvio

padrão σθ = 1, com os parâmetros f́ısicos We = Re = 15, ε = 1, φ = 0, 3%, `/a = 100,

De = 0 e ω = 0.1.. A Figura 7.2 (a) mostra o raio da bolha R em função do tempo

t. É posśıvel observar maiores amplitudes do raio da bolha em S0
∼= 0.5, consequência

direta de uma não-linearidade mais acentuada quando comparada ao caso S0 = 1.

A Figura 7.2 (b) apresenta o diagrama de fase, Ṙ em função de R. É posśıvel

observar que a constante S0 = 0.5, que apresenta uma configuração da orientação dos

aditivos que difere da configuração de alinhamento radial de aditivos, muda drasti-

camente o cenário da dinâmica da bolha. O resultado aponta que a estabilização da

movimento da bolha diminui quando se desvia o aditivo da direção radial. Importante

notar que a diminuição dos efeitos anisotrópicos resulta na presença de mais modos

vibracionais da oscilação da bolha, com diferentes peŕıodos de oscilação (ou escalas de

tempo).

É importante notar que o mesmo comportamento da curva S0 = 0.5 pode ser

obtido com aditivos anisotrópicos alinhados radialmente, porém com uma viscosidade

extensional menor. Na equação governante de uma bolha na presença de aditivos,

observa-se que a função S0 multiplica a viscosidade extensional µe/µ.

Portanto, a condição S0 = 0.5 resulta na diminuição do efeito anisotrópico e

tem efeito análogo a uma viscosidade extensional equivalente, com aditivos alinhados

radialmente em que µe/µ
′ = S0µe/µ. A constante S0 caracteriza o grau do efeito

anisotrópico que uma viscosidade extensional apresenta, em que o efeito anisotrópico

máximo é obtido para uma configuração de alinhamento radial dos aditivos, S0 = 1.
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Figura 7.2: (a) R X t, para φ = 0.3%, `/a = 100, Re = 15, We = 15, ω = 0.1, ε = 1 e De = 0.
Linha cheia: aditivos totalmente alinhados; tracejada σθ = 1 e θ̄ = π/10. (b) Diagrama de
fase, Ṙ X R.

Os aditivos anisotrópicos tendem a resistir o estiramento causado pelo escoamento

ao longo do seu eixo, i.e., da direção radial. Em virtude dessas considerações, constata-

se que, configurações de aditivos cuja orientação difere da direção radial (S0 = 1), resul-

tam em uma diminuição do efeito anisotrópico que auxilia na atenuação do movimento

não-linear da bolha.

A Figura 7.3 (a) mostra a amplitude do raio da bolha, Rmax em função do desvio

padrão σθ. Os parâmetros f́ısicos utilizados são os mesmos da Fig. 7.2. Na Fig. 7.3

(a) o limite superior corresponde ao ângulo médio θ̄ = 0 e o limite inferior θ̄ = π/2.

É posśıvel observar que, com o aumento do desvio padrão no intervalo 0 < σθ < 2, a

condição θ̄ = π/2 apresenta uma diminuição da amplitude da bolha, uma vez que os

efeitos elásticos são acentuados a partir de configurações que diferem do ângulo médio

θ̄ = π/2. Comportamento contrário é observado em σθ = 0, já que o aumento do desvio

padrão faz com que S0 < 1, conforme observado na Fig. 7.1.

Ambas as curvas convergem para a mesma solução quando σθ > 2, que representa

uma condição de orientação randômica e independe do ângulo médio θ̄. Os resultados

mostram que a condição de aditivos alinhados radialmente com o escoamento S0 = 1,

i.e. θ̄ = 0 e σθ = 0, superestima a tendência dos aditivos em estabilizar o movimento

oscilatório de uma bolha.
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Figura 7.3: (a) Rmax X σθ. Linha sólida: θ̄ = 0 (limite inferior); tracejada: θ̄ = π/6; ponti-
lhada θ̄ = π/2. (b) Rmax X θ̄, em que linha sólida σθ = 1; tracejada: σθ = 0.5 e pontilhada:
σθ = 0.1.

A inibição da amplitude do raio da bolha é apresentada em termos da forte vis-

cosidade extensional associada com a alta resistência para estirar o escoamento, con-

sequência direta da presença de aditivos anisotrópicos orientados na direção radial.

Para θ̄ = π/2 o efeito geométrico da anisotropia do aditivo (i.e. ` À a), é completa-

mente perdido, uma vez que o comprimento da seção transversal a não irá produzir

efeitos anisotrópicos percept́ıveis na direção radial do escoamento.

A Figura 7.3 (b) mostra Rmax em função do ângulo médio de orientação, θ̄. Na

condição σθ ∼ 0, Rmax apresenta maior valor para a condição θ̄ ∼ π/2, que consiste no

caso mais desfavorável do efeito anisotrópico de aditivos, i.e., as fibras encontram-se

orientadas perpendicularmente à direção radial. Registra-se que quando a orientação

média global está próxima de um ângulo θ = π/2, perpendicular à direção radial, o

efeito anisotrópico é praticamente nulo, uma vez que S0µe/µ → 0 e a bolha apresenta

uma amplitude do raio próxima da amplitude quando imersa em um fluido Newtoniano

na ausência de aditivos (reta pontilhada). A menor amplitude da oscilação da bolha é

obtida para um ângulo médio de θ̄ = 0, conforme esperado.

203



Cumpre salientar que S0 representa uma constante que fornece a intensidade da

anisotropia, descrita pela viscosidade extensional µe/µ. Portanto, uma mudança no

desvio padrão e, ou no ângulo médio da função normal de probabilidade representa,

de maneira análoga, uma mudança na fração volumétrica de aditivos e, ou razão de

aspecto dos mesmos.

Os resultados mostram que a resposta não-linear do movimento da bolha é forte-

mente afetado pela orientação de aditivos, uma vez que S0 multiplica a viscosidade

extensional, que descreve o grau de anisotropia presente na suspensão, conforme visto

anteriormente no caṕıtulo 4. No entanto, quando a função orientação de aditivos repre-

sentada pela constante S0, não existe acoplamento direto entre a orientação de aditivos

e o movimento da bolha, assim como não existe um acoplamento dos efeitos elásticos

com a orientação dos aditivos.
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7.2 FORMULAÇÃO DA FUNÇÃO ORIENTAÇÃO: ACOPLAMENTO

BOLHA-ADITIVOS

No intuito de se compreender melhor a influência da orientação dos aditivos no

comportamento dinâmico de uma bolha, define-se a densidade de probabilidade em

termos do raio da bolha e da posição dos aditivos na suspensão, i.e. P (r, R, θ), conforme

a equação (7.3). Desta forma, considera-se a interação entre o movimento oscilatório

do raio da bolha e a orientação das fibras e vice-versa, definindo, portanto, a função

orientação de acoplamento bolha-aditivo, S(R).

É importante notar que, quando a probabilidade de orientação das fibras é ana-

lisada no sistema de referência da bolha, i.e., em coordenadas esféricas (r, ϑ, ϕ), a função

probabilidade é definida como P (r, R, ϑ, ϕ). Assim, encontra-se a probabilidade de um

aditivo estar presente entre o ângulo azimutal ϑ e ϑ + dϑ e entre o ângulo polar ϕ e

ϕ + dϕ, dado o intervalo da posição observada r e r + dr. No sistema de referência das

fibras adotado (coordenadas polares ciĺındricas - r, θ, z), encontra-se a probabilidade de

um aditivo estar orientado entre θ e θ+dθ, dado que o mesmo se encontra posicionado

entre r e r + dr, para um raio R. Vale lembrar que θ denota o ângulo de orientação da

fibra com relação a direção radial do escoamento.

Como o escoamento da suspensão de aditivos ocorre somente na direção radial (de-

vido ao movimento unidimensional esférico da bolha), é viável considerar a orientação

dos aditivos em coordenadas polares ciĺındricas, uma vez que a coordenada radial é

invariante nos dois sistemas de referência: esférico e do aditivo. Desta forma, apesar

de ser puramente radial, a função orientação de aditivos pode ser investigada a partir

de um modelo bidimensional (r, θ), no sistema de coordenadas dos aditivos.

É posśıvel também analisar o sistema de referência de orientação das fibras em co-

ordenadas esféricas, o que resulta em um modelo tridimensional de orientação, gerando

uma densidade matemática elevada. No presente contexto, a simplificação para um

modelo bidimensional gera resultados consistentes, uma vez que o escoamento é unidi-
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mensional e a função orientação é avaliada globalmente a partir da média de probabi-

lidade de aditivos no domı́nio da suspensão (ĺıquido + aditivos).

Um modelo tridimensional para a função de orientação seria mais relevante na

presença de uma bolha não-esférica e, ou na descrição da dinâmica de uma fibra (Zhou

& Lin, 2008).

O teorema do transporte de Reynolds postula que a taxa de variação para uma

quantidade qualquer N em um sistema é equivalente à taxa temporal de N em um

volume de controle somado à taxa ĺıquida de fluxo da propriedade N ao longo da

superf́ıcie de controle (Cunha, 2009), que corresponde a

D

Dt

∫

V
N dV =

∫

V

(
∂N

∂t
+∇ · (vN)

)
dV , (7.7)

em que v consiste na velocidade do escoamento. A equação de balanço de um problema

difusivo-convectivo é dada por

D

Dt

∫

V
G dV = −

∮

S
χ · n̂ dS , (7.8)

em que χ denota o fluxo da quantidade considerada. Utilizando o teorema da di-

vergência e substituindo a equação (7.8) em (7.7), tem-se que

∫

V

(
∂N

∂t
+∇ · (vN)

)
dV = −

∫

V
∇ · χ dV . (7.9)

Considerando P uma distribuição de probabilidade de orientação de part́ıculas

não-brownianas em um volume V , tem-se:

P ∗ =
∫

V
P dV , (7.10)
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em que P ∗ denota a “massa” de probabilidade ou probabilidade total em um volume

V e assume valor constante. Desta forma, a taxa de variação de P ao longo do tempo

é nula, ou seja:

D

Dt

∫

V
P dV = 0 , (7.11)

substituindo a quantidade N por P na equação (7.9), tem-se que

∫

V (t)

(
∂P

∂t
+∇ · (vP ) +∇ · χ

)
dV = 0 . (7.12)

O teorema da localização define que, para uma quantidade qualquer N cont́ınua,

caso a integral desta quantidade analisada em um volume V seja nula, esta quantidade

N é nula também em qualquer volume δV ′ que esteja inserido em V , respeitando

a hipótese de um meio cont́ınuo utilizada na descrição matemática da Mecânica dos

Fluidos. Baseando-se neste teorema, como a densidade de probabilidade P consiste em

uma função escalar cont́ınua e definida para todo volume V (t), obtém-se da integral

(7.12) uma equação diferencial parcial local (na escala do cont́ınuo), dada por

∂P

∂t
+∇ · (vP ) +∇ · χ = 0 , (7.13)

para o escoamento examinado, além da part́ıcula transladar com o escoamento u, esta

também pode apresentar velocidade de rotação ṡ, em que:

v = u + ṡ . (7.14)

Dada a probabilidade P , tem-se que χ = Dr∇P , em que o termo Dr denota o

coeficiente de difusão browniano. Assim, reescreve-se a equação (7.13) como sendo

∂P

∂t
+∇ · (P (u + ṡ)) = −Dr∇P . (7.15)
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Utilizando a propriedade ∇ · (aA) = (∇a) ·A + a (∇ ·A), obtém-se que

∂P

∂t
+ P∇ · u + u · ∇P + P∇ · ṡ + ṡ · ∇P = −Dr∇P . (7.16)

Agora, para um fluido incompresśıvel, i.e. ∇ · u = 0, a equação (7.16) reduz-se a:

∂P

∂t
+ u · ∇P + P∇ · ṡ + ṡ · ∇P = −Dr∇P . (7.17)

A equação (7.17) pode ser escrita também em termos da derivada material D/Dt,

assumindo a forma

DP

Dt
= −∇s · (ṡP ) +∇s · (Dr∇sP ) , (7.18)

em que ∇s denota o operador ∇ no espaço de configuração da fibra. Cumpre registrar

que a equação (7.18) remete à forma linear mais simples da equação de Fokker-Planck

(e.g. Chinesta et al., 2003). A equação de Fokker-Planck é comumente utilizada para

simular a distribuição de probabilidade em processos estocásticos. O número de Peclet,

Pe, é utilizado para descrever esse fenômeno de transporte e é definido como a razão

da taxa de advecção pela taxa difusiva, Pe = uc`c/Dr.

Caso a força browniana seja significativa, i.e. Pe ¿ 1, o movimento browniano

apresenta papel fundamental na dinâmica dos aditivos, uma vez que os ângulos de

orientação permanecem randômicos com o tempo. Observa-se, no entanto, que aditivos

com alta razão de aspecto `/a À 1, apresentam efeitos convectivos que dominam o

escoamento, i.e. os efeitos difusivos são despreźıveis e Pe ≥ 1. Assim, no presente

contexto, a influência do movimento browniano não é relevante e a equação (7.18)

assume a seguinte forma:

DP

Dt
= −∇s · (ṡP ) . (7.19)
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Portanto, utiliza-se a função de evolução da densidade de probabilidade de uma

suspensão com muitas part́ıculas apresentada na equação (7.19), que também pode ser

encontrada em outros trabalhos, e.g. Evans, 1975.

7.2.1 Análise Dimensional da Equação de Evolução de P

É conveniente realizar uma análise dimensional, dada em termos de um tempo

caracteŕıstico t∗ = t/tc, comprimento caracteŕıstico `c e velocidade caracteŕıstica, uc =

`c/tc. O vetor s pode ser escrito em termos do seu módulo |s|, sendo

s = |s| ŝ = Lcŝ , (7.20)

em que ŝ é o vetor unitário na direção do aditivo Lc denota um comprimento ca-

racteŕıstico do aditivo, |s| = Lc, que resulta no comprimento de um aditivo, Lc = `.

Para fins de compatibilidade dimensional entre a equação da bolha e a equação da

probabilidade, considera-se Lc = `c = |s|. Sabendo que o comprimento |s| = Lc = ` é

mantido constante para todos os aditivos que se encontram imersos no fluido ambiente,

ṡ é apresentado como:

ṡ = |s| ˆ̇s , (7.21)

e, portanto, ṡ adimensional é dado por:

ṡ∗ =
ṡ

|s|tc = (ˆ̇s)∗ , (7.22)

sabendo que a função orientação S(R) é adimensional e é descrita a partir da integração

da função densidade de probabilidade P em drdθ, determina-se que P adimensional

assume a forma:

P ∗ = P |s| . (7.23)
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Utilizando a nova notação para as variáveis adimensionais e as escalas t́ıpicas

definidas, a equação relativa à dinâmica da evolução da densidade de probabilidade

(7.17), é reescrita como sendo

∂P ∗

∂t∗
1

|s|tc +
|s|
tc

u∗ · ∇∗
sP

∗ 1

|s||s| + P ∗∇∗
s

1

|s||s| · (
ˆ̇s)∗
|s|
tc

+
|s|
tc

(ˆ̇s)∗ · ∇∗
sP

∗ 1

|s||s| = 0 , (7.24)

multiplicando-se a equação (7.24) por tc|s|, esta assume a forma

∂P ∗

∂t∗
+ u∗ · ∇∗

sP
∗ + P ∗∇∗

s · (ˆ̇s)∗ + (ˆ̇s)∗ · ∇∗
sP

∗ = 0 . (7.25)

A utilização de asteriscos será suprimida deste ponto em diante, com o propósito de

apresentar uma menor densidade de nomenclatura na escrita do texto. O gradiente de

um escalar, no sistema de referência das fibras, i.e. em coordenadas polares ciĺındricas,

desconsiderando-se a direção z, é dado por

∇sP =
∂P

∂r
êr +

1

r

∂P

∂θ
êθ . (7.26)

Sabendo que a velocidade é unidirecional u = ur e utilizando a equação (7.26) em

(7.25) obtém-se

∂P

∂t
+ ur

∂P

∂r
+ P∇s · ˆ̇s +

∂P

∂r
(ˆ̇s · êr) +

1

r

∂P

∂θ
(ˆ̇s · êθ) = 0 . (7.27)

Considera-se θ o ângulo formado entre a direção de orientação da fibra e a direção

radial do escoamento, conforme ilustrado na Figura 3.2. A projeção do vetor unitário

êr na direção do vetor unitário ŝ resulta em

êr · ŝ = |êr| |ŝ| cos θ = cos θ , (7.28)

da mesma forma, projeta-se o vetor unitário êθ na direção ŝ, obtendo então
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êθ · ŝ = |êθ| |ŝ| cos(90− θ) = senθ . (7.29)

A descrição do movimento dos aditivos deve estar relacionada a uma equação

que descreva a evolução da orientação local dos mesmos no escoamento. Aris, 1962

propôs uma equação cinemática que representa a evolução da orientação de aditivos,

caracterizados por sua alta razão de aspecto. A equação é dada por

ˆ̇s = W · ŝ + k0(D · ŝ− ŝ(ŝ ·D · ŝ)) , (7.30)

em que W denota o tensor vorticidade (escoamento irrotacional, W = 0) e k0 é uma

grandeza adimensional que depende da razão de aspecto das fibras, dada por

k0 =
(`/a)2 − 1

(`/a)2 + 1
. (7.31)

Considerando fibras longas, i.e. `/a À 1, a grandeza k0 assume valor da unidade.

Relembrando que, no presente contexto, o tensor taxa de deformação é dado por D =

∂ur/∂r êrêr, a equação (7.30) é reescrita como sendo

ˆ̇s =
∂u

∂r
êr (êr · ŝ)− ∂u

∂r
ŝ (ŝ · êr) (êr · ŝ) =

∂u

∂r

[
cos θêr − cos2 θŝ

]
. (7.32)

Agora, sabendo que ∂ur/∂r = −2R2Ṙ/r3, obtém-se que

ˆ̇s = −2R2Ṙ

r3
cos2 θ [êr − (cos θ)ŝ] . (7.33)

Quando o vetor ˆ̇s é projetado na direção radial êr, obtém-se a componente ˆ̇sr,

dada por

ˆ̇sr = ˆ̇s · êr = −2R2Ṙ

r3
cos2 θsen2θ , (7.34)
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e, a projeção do vetor ṡ na direção angular êθ resulta na componente ˆ̇sθ, sendo

ˆ̇sθ = ˆ̇s · êθ =
2R2Ṙ

r3
cos3 θsenθ , (7.35)

reescrevendo a equação (7.27) em termos de ˆ̇sr e ˆ̇sθ, obtém-se

∂P

∂t
+ ur

∂P

∂r
+ P∇s · ˆ̇s +

∂P

∂r

(
−2R2Ṙ

r3
cos2 θsen2θ

)

+
1

r

∂P

∂θ

(
2R2Ṙ

r3
cos3 θsenθ

)
= 0 , (7.36)

negligenciando-se a direção z, o produto escalar ∇s · ˆ̇s em coordenadas ciĺındricas é

dado por

∇s · ˆ̇s =
1

r

∂

∂r
(rṡr) +

1

r

∂ṡθ

∂θ
=

∂ṡr

∂r
+

ṡr

r
+

1

r

∂ṡθ

∂θ
, (7.37)

substituindo ṡr e ṡθ, a equação (7.37) assume a forma

∇s · ˆ̇s =
4R2Ṙ

r4
cos2 θsen2θ − 2R2Ṙ

r4
cos2 θsen2θ +

2R2Ṙ

r4
(cos4 θ − 3 cos2 θsen2θ) ,

(7.38)

que resulta em:

∇s · ˆ̇s =
2R2Ṙ

r4
(cos4 θ − 2 cos2 θsen2θ) , (7.39)

substituindo a equação (7.39) em (7.36), tem-se finalmente que

∂P

∂t
+

∂P

∂r

(
R2Ṙ

r2
− 2R2Ṙ

r3
cos2 θsen2θ

)
+

∂P

∂θ

(
2R2Ṙ

r4
cos3 θsenθ

)

+ P

(
2R2Ṙ

r4
(cos4 θ − 2 cos2 θsen2θ)

)
= 0 . (7.40)

212



Novamente, utiliza-se do método do fator integrante para encontrar a solução da

equação (7.40), conforme descrito em detalhes no Apêndice E. Desta forma, obtém-se

que

P (r, R, θ) = P0 e
−{ 2

3r4
(cos2 θ(3 cos2 θ−2))(R3−R0

3)}
, (7.41)

em que P0 denota a função gaussiana, P0(σθ, θ̄), explorada na seção 7.1. Com o

propósito de apresentar uma forma menos densa da eq. (7.41), os termos que depen-

dem do ângulo θ podem ser representados por Z(θ) = cos2 θ(3 cos2 θ − 2) e, portanto,

a equação (7.41) assume a forma:

P (r, R, θ) = P0 e
−{ 2

3r4
Z(θ)(R3−R0

3)}
. (7.42)

Convém relembrar que a função orientação de aditivos, S(R), é escrita em termos

de uma média de probabilidade (média global) entre a função 〈cos4 θ〉, a partir de uma

densidade de probabilidade normalizada, P+(r, R, θ) (que depende implicitamente do

tempo, devido ao acoplamento com o movimento do raio da bolha R(t)), dada por

S(R) =
∫ π

−π

∫ ∞

R
cos4θP+(r,R, θ)drdθ . (7.43)

7.2.2 Normalização da Função de Orientação Bolha-Aditivo

Conforme já mencionado no ińıcio do caṕıtulo 7, a integral em todo o espaço da

solução (domı́nio do escoamento) da função densidade de probabilidade normalizada

de orientação de aditivos na suspensão, P+(r, R, θ), é igual à unidade, ou seja, tal que

∫ π

−π

∫ ∞

R
P+(r, R, θ)drdθ = 1 ⇒ P+(r,R, θ) ≥ 0 . (7.44)

213



Para normalizar a função densidade de probabilidade P (r, R, θ), primeiramente

realiza-se a integração da probabilidade no intervalo desejado, seguindo o mesmo pro-

cedimento de McQuarrie, 2000, em um contexto de mecânica estat́ıstica. Portanto,

∫ π

−π

∫ ∞

R
P (r, R, θ)drdθ = Co , (7.45)

em que Co é o valor numérico (constante) da integral de P (r,R, θ) em todo o domı́nio

do escoamento (ou suspensão). Agora, dividindo ambos os lados da equação (7.45) por

Co, obtém-se

1

Co

∫ π

−π

∫ ∞

R
P (r, R, θ)drdθ = 1 , (7.46)

sabendo que Co é constante, a mesma pode ser inserida na integral, reduzindo a equação

(7.46) para

∫ π

−π

∫ ∞

R

P (r, R, θ)

Co

drdθ = 1 . (7.47)

Comparando a equação (7.44) e (7.48), define-se a função densidade de probabi-

lidade normalizada na forma

P+(r, R, θ) =
P (r, R, θ)

Co

. (7.48)

Substituindo, portanto, a equação (7.48) em (7.43), tem-se

S(R) =
∫ π

−π

∫ ∞

R
cos4θ

P (r, R, θ)

Co

drdθ , (7.49)

ou, utilizando a eq. (7.45), escreve-se (7.49) na forma final

S(R) =

∫ π
−π

∫∞
R cos4θP (r, R, θ) drdθ∫ π
−π

∫∞
R P (r,R, θ) drdθ

. (7.50)
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Desta maneira, a partir da função densidade de probabilidade expressa na equação

(7.42), com a condição inicial de função densidade de probabilidade descrita por uma

distribuição normal gaussiana, i.e. P0(σθ, θ̄), a equação (7.50) é reescrita conforme

segue abaixo

S(R) =

∫ π
−π

∫∞
R cos4 θP0 e−{ 2

3r4 Z(θ)(R3−R0
3)}drdθ

∫ π
−π

∫∞
R P0e

−{ 2
3r4 Z(θ)(R3−R0

3)}drdθ
. (7.51)
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7.3 CAMADA LIMITE DE PROBABILIDADE

Cumpre ressaltar neste passo que os aditivos encontram-se inicialmente orienta-

dos de acordo com uma distribuição normal de probabilidade, conforme discutido na

seção 7.1. Com a evolução temporal do escoamento (ou do movimento oscilatório da

bolha), os aditivos tendem a se orientar regidos pela função densidade de probabilidade

S(R). Função esta que leva em consideração o acoplamento bolha-aditivos, dado pela

equação (7.51). Verifica-se, no entanto, que este acoplamento apresenta um decaimento

exponencial do tipo e−1/r4
.

Argumenta-se que, a partir de um volume Vr∗ na suspensão, definido em termos

de um raio r∗, o movimento oscilatório da bolha não afeta mais a orientação das fi-

bras, i.e. não ocorre mais o acoplamento bolha-aditivos. Desta forma, aditivos que se

encontram fora deste “raio de interação” bolha-aditivos (ou raio de influência) r > r∗

possuem orientação inicial regida pela função densidade de probabilidade P0, sendo a

mesma a solução permanente para a função densidade de probabilidade de orientação.

A densidade de probabilidade possui um comportamento dinâmico que decai expo-

nencialmente com o aumento de r até alcançar a função densidade saturada P0, em

r = r∗.

O intervalo de integração da equação (7.51) em dr é definido com R ≤ r < ∞,

que consiste basicamente a região da suspensão de aditivos. Caso a integral da equação

(7.51) seja calculada em pontos fora da região de influência do movimento da bolha sob

a orientação dos aditivos, esta passa a ser pouco significativa e a função S(R) tende

para valores próximos àqueles calculados com uma função densidade de probabilidade

gaussiana P0. Neste caso, portanto, a região de interação bolhas-aditivos R ≤ r ≤ r∗

passa a representar uma contribuição pequena quando todo o intervalo de integração

R ≤ r < ∞ é considerado.

Pode-se realizar uma analogia da presente situação com o estudo da camada limite

hidrodinâmica de um escoamento em torno de um corpo ŕıgido em altos números de

Reynolds.
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Quando o escoamento é calculado para distâncias da parede do corpo muito

maiores do que a espessura da camada limite, os efeitos viscosos no interior desta

camada limite podem ser desprezados, uma vez que os efeitos de inércia dominam

praticamente todo o domı́nio do escoamento para Re →∞.

Em virtude dessas considerações, convém explorar a função de orientação com

acoplamento aditivo-bolha somente na escala em que esta interação ocorre. A proposta

consiste em delimitar o intervalo de integração em dr entre o raio da bolha, R(t) e o

raio de interação, r∗. O comprimento deste raio de influência na suspensão, r∗ − R(t)

é considerado como a espessura da camada limite de orientação, δ. Os efeitos de

orientação são observados, portanto, entre P+(R, θ) e P+(r∗, R, θ), que resulta em

P+(δ, R, θ), região considerada como a “camada limite de probabilidade”, conforme

ilustrado na Figura 7.4 (remetendo novamente à semelhança com a camada limite

hidrodinâmica).

Figura 7.4: camada limite de probabilidade δ, região em que o acoplamento do movimento
da bolha com a orientação de aditivos é relevante.

É importante conceber que, enquanto os efeitos convectivos estão associados à

translação dos aditivos de acordo com ur, os efeitos difusivos estão relacionados ao

movimento de rotação dos aditivos, descrito em termos de ṡ. Ambos efeitos compõem

o mecanismo de balanço na camada limite.
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Assim como a espessura da camada limite hidrodinâmica é definida quando a ve-

locidade interna na camada limite atinge 99% da velocidade do escoamento da corrente

livre U0, a camada limite de probabilidade é considerada até P (r,R, θ) atingir 99% da

orientação gaussiana inicial da suspensão, P0, expresso como

Pδ
∼= 0.99 · P0 . (7.52)

em que Pδ representa a densidade de probabilidade P (δ, R, θ) na interface da camada

limite. Importante observar que Pδ representa a condição de parada da simulação

numérica quando a integral da equação (7.51) é calculada.

7.3.1 Análise da Função Densidade de Probabilidade

O cálculo da integral dupla representada pela equação (7.51) é realizado a partir

do método de integração do trapézio. O incremento de integração em r é da ordem

∆r = 10−3 e o incremento em θ é da ordem ∆θ = 3 × 10−3 radianos. O cálculo da

integral apresenta um erro menor que 0, 01%.

Primeiramente, é necessário encontrar a espessura da camada limite δ, quando

Pδ ' 0.99P0. Como ocorre o decaimento da probabilidade cos4(θ)P (r, R, θ), S(R)

retorna à constante S0, definida na eq. (7.5). Pode-se analisar o comportamento da

função densidade de probabilidade somente em termos do raio r. Considera-se que:

L(r,R) =

∫ π
−π cos4(θ)P (r,R, θ)dθ∫ π

−π P (r,R, θ)dθ
, (7.53)

em que L(r, R) representa a função densidade de probabilidade após realizar a inte-

gração na variável θ. A Figura 7.5 apresenta L(r) em função de r, para um raio da

bolha mantido constante R = 0.5 e raio inicial R0 = 1. A probabilidade inicial utilizada

é P0(σθ = 0.6, θ̄ = π/6), que resulta em S0
∼= 0.5. O raio de interação encontrado foi

r∗ = 2.64, resultando em um comprimento da camada limite δ = 2.14.
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Figura 7.5: Função L(r) em termos de r, para um raio inicial R = 0.5 e S0
∼= 0.5.

É importante registrar que, com a mudança do raio da bolha R, altera-se também o

raio de interação da função de orientação bolha-aditivos e consequentemente a espessura

da camada limite. Pela Figura 7.6 é posśıvel observar diferentes raios de interação para

os raios da bolha R1 = 0.1 (linha cheia), R2 = 0.5 (traço-ponto) e R3 = 0.8 (tracejada).

Os comprimentos da camada limite de orientação apresentados possuem os valores:

δ1 = 2.65, δ2 = 2.14 e δ3 = 1.3.

Nota-se que, quando R = R0, a solução S(R) retorna ao valor da orientação

gaussiana inicial, S0, uma vez que a exponencial da densidade de probabilidade da

equação (7.42) apresenta o valor da unidade, i.e. P = P0 (conforme ilustrado na reta

pontilhada da Fig. 7.6).

Para a condição R > R0, cumpre examinar novamente a função densidade de

probabilidade P (r,R, θ), equação (7.42). Analisando a exponencial em P (r, R, θ), e-

xiste uma troca de sinal no termo (R3−R3
0) quando R > R0 e a exponencial da função

densidade de probabilidade apresenta sinal positivo, melhor examinado a partir do

comportamento da função L(r), dado pela Figura 7.7.
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Figura 7.6: Função L(r) em termos de r, para diferentes raios da bolha e S0
∼= 0.5.

Desta forma, a função L(r) apresenta comportamento contrário ao da Figura 7.6,

que representa o caso em que R < R0. Um aumento do raio R gera um valor inicial da

função L(r) que se afasta do valor constante da probabilidade inicial P0, o que favorece

o aumento do raio de interação e, consequentemente, da espessura da camada limite

de orientação.

r
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L
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Figura 7.7: Função L(r) em termos de r, para diferentes raios da bolha (R > R0) e S0
∼= 0.5.
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Pode-se também avaliar a evolução da espessura da camada limite de orientação,

δ, em função do raio R, conforme observado na Figura 7.8. Nota-se que a curva

apresenta dois comportamentos distintos. Quando R < R0, o raio de interação decai

com o aumento do raio da bolha R, alcançando um mı́nimo para R = R0 = 1, i.e.,

δ = 0, uma vez que toda a suspensão de aditivos apresenta a mesma configuração dada

pela condição inicial, S(R) = S0. Quando R > R0, o raio de interação aumenta com o

raio da bolha, R, conforme observado na Fig. 7.7.

Na seção seguinte desenvolve-se uma solução assintótica para determinar a espes-

sura da camada limite de probabilidade, a partir da função densidade de probabilidade

P+
δ . Maiores considerações acerca do comportamento de δ serão realizados.

R

d

0.5 1 1.5 2
0

1

2

R < R0

Figura 7.8: δ em função do raio da bolha R, para R0 = 1.
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7.3.2 Solução Assintótica da Espessura da Camada Limite de Probabili-

dade δ

Cumpre-se ressaltar neste passo que a função densidade de probabilidade obtida

na equação (7.42) pode ser avaliada para o raio de interação, r = r∗, ou seja, para a

espessura da camada limite de orientação, r = R + δ, em que

Pδ = P0 e
−

{
2

3(R+δ)4
Z(θ)(R3−R0

3)
}

. (7.54)

Nota-se que P = Pδ. Para a condição Pδ ' 0.99P0, a equação (7.54) fornece então

Cδ = e
−

{
2

3(R+δ)4
Z(θ)(R3−R0

3)
}

, (7.55)

em que Cδ denota a constante de aproximação da solução da orientação inicial gaus-

siana, Cδ ' 0.99. Pode-se integrar a equação (7.55) com relação a θ, em que

2πCδ =
∫ π

−π
e
−

{
2

3(R+δ)4
Z(θ)(R3−R0

3)
}

dθ . (7.56)

Apresenta-se que uma simplificação da nomenclatura por meio do termo g(R, δ),

em que

g(R, δ) =
2(R3 −R0

3)

3(R + δ)4
, (7.57)

utilizando a equação (7.57), (7.56) reduz-se a:

2πCδ =
∫ π

−π
e−(Z(θ)g(R,δ))dθ . (7.58)
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A partir do cálculo da integral em (7.58), para um raio da bolha R constante,

determina-se o valor da espessura da camada limite de probabilidade referente ao

mesmo. É importante notar que, analisando o raio da bolha utilizado, uma solução

assintótica da equação (7.58) pode ser proposta.

Registra-se que uma função f(x) = ex pode ser escrita em termos de uma série de

Maclaurin, dada por

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
= 1 + x +

x2

2!
+ . . . (7.59)

Salienta-se que, quando o raio da bolha é da ordem do raio inicial, R ∼ R0, a

quantidade g(R, δ) assume valores pequenos, devido ao termo (R3−R0
3). Em virtude

dessas considerações e, representando a exponencial contida em (7.58) a partir de uma

série de Maclaurin, obtém-se que

e−(Z(θ)g(R,δ)) ∼ 1− Z(θ)g(R, δ) , (7.60)

em que somente os dois primeiros termos da série são considerados. Nesta condição,

substitui-se a equação (7.60) em (7.58), sendo que

2πCδ =
∫ π

−π
dθ −

∫ π

−π
Z(θ)g(R, δ)dθ , (7.61)

que resulta em:

2π(Cδ − 1) = −g(R, δ)
∫ π

−π
Z(θ)dθ , (7.62)

representa-se a integral em (7.62) pela constante Cθ. Portanto, tem-se que

g(R, δ)Cθ = 2π(1− Cδ) , (7.63)

substituindo a equação (7.57) em (7.63), após algumas manipulações algébricas, tem-se

que
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δ =

{
(R3 −R0

3)Cθ

3π(1− Cδ)

}1/4

−R , (7.64)

É importante observar que a constante Cδ consiste em uma constante de cali-

bração da solução assintótica para δ, fornecida pela eq. (7.64). Analisa-se a solução

assintótica para dois intervalos do raio da bolha. Primeiramente, a Figura 7.9 mostra

uma comparação entre a solução assintótica (traço-ponto) e a numérica (sólida) para a

condição R < R0. A constante de calibração utilizada foi Cδ(R < R0) = 0.9933. Nota-

se que ambas soluções apresentam a mesma resposta. No entanto, na região R ∼= R0, a

solução assintótica mostra uma pequena divergência, conforme observado pelo encarte

da Fig. 7.9.
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Figura 7.9: δ em função do raio da bolha R na condição R < R0, em que R0 = 1. Curva
sólida: solução numérica e curva traço-ponto: solução assintótica.

Para δ = 0, a diferença entre as soluções é ' 0.6% e não corresponde a um erro

significativo. Este erro acontece porque, quando R = R0, a equação (7.64) fornece um

valor da espessura da camada limite δ = −R. Nota-se que o valor da solução numérica

é δ = 0. A diferença apresentada tem origem na expansão da solução a partir da série

desenvolvida, em que somente o primeiro termo da série de Maclaurin foi considerado.
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A Figura 7.10 mostra a comparação entre a solução assintótica e numérica, agora

na condição R > R0. A constante de calibração é dada por Cδ(R > R0) = 0.9897. No-

vamente, nota-se que a solução assintótica apresenta resultados semelhantes à solução

numérica, divergindo somente para o regime R ∼= R0, i.e. no intervalo 1 < R < 1.04,

apresentando um erro da ordem ∼ 1%.
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Figura 7.10: δ em função de R na condição R > R0, em que R0 = 1.

Conclui-se que, para regiões em que a camada limite δ é praticamente despreźıvel,

i.e. R ' R0, a solução assintótica apresenta um pequeno erro quando comparada à

solução numérica. Pode-se diminuir ainda mais este erro, a partir da utilização de

outros termos da série de Maclaurin para a solução assintótica de δ, uma vez que a

aproximação realizada considera somente o primeiro termo da série, O(g(R, δ)). No

entanto, cumpre registrar que a solução assintótica apresentou resultados semelhantes

à solução numérica, principalmente para os demais valores do raio da bolha, fora da

região R ' R0.

A equação (7.58) que remete à espessura da camada limite de orientação, também

pode ser avaliada na condição R ¿ R0. Considerando uma função f(x) = (1 + x)n,
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em que x apresenta valor pequeno x ¿ 1, pode-se apresentar esta função em termos

de uma série binomial, dada por

(1 + x)n = 1 + nx + (n− 1)
x2

2!
+ . . . (7.65)

Observa-se que a equação (7.56), que denota a função g(R, δ), na condição R ¿
R0, pode ser reescrita como

g(R, δ) =
−2R0

3

3δ4(1 + R/δ)4
, (7.66)

e, para R/δ ¿ 1, a quantidade R/δ na equação (7.66) pode ser apresentada em termos

de uma série binomial, obtendo

(1 + R/δ)4 ∼ 1 + 4R/δ , (7.67)

Na aproximação realizada pela equação (7.67), foi considerado o primeiro termo

da série binomial. Substituindo a eq. (7.67) em (7.66), tem-se que

g(R, δ) =
−2R0

3

3δ4(1 + 4R/δ)
, (7.68)

Registra-se que, na condição R ¿ R0, tem-se que R ¿ δ, conforme pode ser

observado pela Fig. 7.9. Em virtude dessas considerações, a função g(R, δ) assume a

seguinte forma

g(δ) =
−2R0

3

3δ4
→ 2πCδ =

∫ π

−π
e

(
2R0

3

3δ4
Z(θ)

)

dθ . (7.69)

Portanto, substituindo a equação (7.69) em (7.58), nota-se que, para o caso R ¿
R0, a determinação de uma espessura da camada limite de orientação independe do

raio da bolha R e é função somente do raio inicial da bolha R0.
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7.3.3 Análise da Função Orientação de Aditivos S(R)

Considerando as condições iniciais da bolha e da distribuição de probabilidade

inicial, R0 e S0, respectivamente, pode-se representar a função orientação de aditivos

S(R) em função do raio da bolha R, de acordo com o intervalo de integração em r

situado entre R e o respectivo raio de interação bolha-aditivos, r∗, ou seja, em termos

da espessura da camada limite de orientação δ. A Figura 7.11 (a) ilustra S(R) em

função de R, para as condições iniciais S0
∼= 0.5 (curva pontilhada) e R0 = 1.

Primeiramente, pode-se observar que a função S(R) apresenta uma descontinuida-

de na região R ' R0, explicada mais adiante. Nota-se também que dois limites

assintóticos são observados. Um limite é obtido quando o raio da bolha possui um

valor pequeno, R < 0.4, em que S(R) ∼= 1. Esta condição indica um alinhamento

radial das part́ıculas, S(R) ∼= 1.
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Figura 7.11: Função de orientação bolha-aditivos S(R) em função do raio da bolha R, para
S0
∼= 0.5 e (a) Raio inicial R0 = 1; (b) Raio inicial R0 = 2.

Outro limite consiste em um raio R > 1.6, proveniente do comportamento da

função P (r,R, θ) quando R > R0, conforme analisado anteriormente. O limite assintó-

tico em R > 1.6 apresenta uma orientação S(R) < S0, i.e., part́ıculas que se encontram

em orientações mais randômicas que a condição gaussiana inicial de orientação.
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Cumpre registrar que a diferença entre a orientação inicial e a orientação neste

limite assintótico R > R0 é aproximadamente S(R > R0) ∼= 0.94S0. Tal comporta-

mento pode ser explicado utilizando novamente a Fig. 7.7, em que a faixa dos valores

apresentados pela função L(r) são similares à probabilidade inicial de orientação.

A Figura 7.11 (b) mostra novamente o comportamento da função orientação de

aditivos S(R) em função do raio da bolha R, para um raio inicial R0 = 2. Ressalta-se

que o aumento do raio inicial afeta de maneira significativa a faixa de valores dos limites

assintóticos apresentados: para R < R0, tem-se que uma condição de alinhamento dos

aditivos com a direção radial para um raio da bolha R < 0.7. Para o limite R > R0, a

saturação da função S(R) é obtida na condição R > 2.5.

A Figura 7.12 mostra S(R) em função do raio R para diferentes condições iniciais

S0. Como pode-se verificar, independente da condição inicial de orientação imposta,

o limite assintótico em R < R0 permanece o mesmo, i.e. part́ıculas alinhadas com o

escoamento. A determinação do limite R > R0 é função da distribuição de probabi-

lidade inicial, em que S0(σθ = 0.8, θ̄ = π/3) ∼= 0.3 possui limite assintótico com valor

S0(R > R0) ∼= 0.94S0) e S0(0.5, 0) ∼= 0.7 possui limite S(R > R0) ∼= 0.95S0.
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Figura 7.12: S(R) em função do raio da bolha R, para R0 = 1 e diferentes condições iniciais:
S0
∼= 0.7 (tracejada); S0

∼= 0.5 (cheia) e S0
∼= 0.3 (traço-ponto).
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É importante também relacionar o comportamento da função orientação de adi-

tivos S(R) com a espessura da camada limite de probabilidade, δ. A Figura 7.13

mostra, qualitativamente, a relação entre δ e S(R), de acordo com o raio da bolha R.

Na condição (a), em que R ¿ R0 S(R) ' 1, a definição da espessura da camada limite

de orientação independe do raio da bolha, conforme analisado na seção 7.3.2. Assim,

as fibras que estão próximas da superf́ıcie da bolha apresentam-se alinhadas com a

direção do escoamento e a região de influência de orientação é maior. Cumpre registrar

que a própria espessura δ apresenta-se consideravelmente maior que o raio da bolha.
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Figura 7.13: Camada limite de probabilidade δ associada à função orientação de aditivos
S(R), de acordo com o raio da bolha R.
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Com o aumento do raio da bolha R, a espessura da camada limite de probabilidade

diminui, assim como a função orientação S(R) aproxima-se da probabilidade inicial de

orientação, até atingir a condição R = R0, representado em (b). Aqui, S(R) = S0

e não existe camada limite, δ = 0, uma vez que esta configuração é equivalente à

assumida inicialmente, quando t = 0. A descontinuidade apresentada na espessura

da camada limite de probabilidade δ também é refletida em uma descontinuidade em

S(R), conforme observado nas Figs. 7.11 e 7.12.

Na condição R > R0, é posśıvel observar um aumento do comprimento δ, enquanto

a função orientação de aditivos apresenta valores menores que a orientação inicial,

S(R) < S0, representado por (c). A condição R > R0 gera um desalinhamento das

fibras, comparado com a orientação gaussiana inicial, o que não deixa de representar

uma região de influência de orientação, ou seja, uma camada limite de orientação. Esta

região cresce com o raio da bolha, uma vez que o desalinhamento também aumenta,

assumindo uma relação δ ∼ R.

Conclui-se, portanto, que a função S(R) apresenta dependência com a probabil-

idade inicial P0, com o raio inicial R0 e o raio da bolha R(t), que fornece diferentes

valores da espessura da camada limite de probabilidade δ (necessária para definir a es-

cala de influência bolha-aditivos). Todos estes parâmetros são relevantes para analisar

a função orientação de aditivos. É preciso insistir também no fato que a espessura da

camada limite de orientação, para R ∼ R0, é função do raio da bolha e, consequente-

mente, possui dependência impĺıcita do tempo, δ(R(t)).
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7.4 RESULTADOS DO ACOPLAMENTO BOLHA-ADITIVOS

Nesta última parte do trabalho, resultados da interação bolha-aditivos são obtidos

e analisados. Registre-se que para todas as simulações obtidas, os seguintes parâmetros

foram mantidos constantes: razão de aspecto `/a = 100, frequência de excitação ω = 1

e velocidade inicial Ṙ0 = 0.

Ao final da seção, explora-se a influência dos efeitos elásticos e da função orientação

de aditivos no acoplamento bolha-aditivos. Observa-se que uma interação elasticidade-

orientação irá refletir significativamente no comportamento oscilatório de uma bolha.

7.4.1 Evolução Temporal da função orientação S(R) e Raio da Bolha

A função orientação de aditivos S(R) depende explicitamente do raio da bolha e

mostra uma dependência impĺıcita do tempo. A cada intervalo de integração, deve-se

atualizar o valor da função S(R). No entanto, o custo computacional para o cálculo da

integral dupla em S(R) é consideravelmente maior que o custo computacional de um

passo de tempo da integração do sistema de equações diferenciais para obter a resposta

da dinâmica da bolha.

A maneira explorada para reduzir o custo computacional de uma simulação que

envolve a função S(R) consiste no cálculo de S(R) em função de R, independente do

tempo analisado, em que uma “tabela” de valores de S(R) para os respectivos raios da

bolha é realizada. Desta forma, a simulação carrega esta tabela e faz uma interpolação

de acordo com o raio da bolha R calculado a cada passo de tempo. Cumpre ressaltar

que, sabendo que a função S(R) depende da condição inicial de orientação S0 e raio

inicial da bolha, R0, para cada valor que esses termos assumem uma nova “tabela”

deve ser realizada.
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Primeiramente, relaciona-se a função orientação de aditivos com o modelo consti-

tutivo anisotrópico, explorando a influência que a função S(R) representa na reologia

do ĺıquido e no movimento oscilatório de uma bolha. A Figura 7.14 ilustra a evolução

temporal do raio da bolha R (a) e da função orientação S(R) (b) em uma solução

de regime permanente. As condições iniciais para a evolução de S(R) são R0 = 1 e

S0 = 0.3 (calculada a partir de uma distribuição normal gaussiana de probabilidade

P0). A curva pontilhada representa a condição inicial de orientação constante S0 = 0.3,

a curva traço-ponto uma condição de alinhamento radial de aditivos S0 = 1 e a curva

sólida a função orientação que depende do movimento da bolha e é calculada com

uma função densidade de probabilidade mais reaĺıstica do que a distribuição normal,

denotada por S0.
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Figura 7.14: (a) R em função de t e (b) S(R) em função de t, para: Re = We = 5, φ = 0.3%,
R0 = 1 e ε = 3.
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Observa-se que S(R) apresenta picos de amplitude que aproximam-se da unidade,

caracterizando um alinhamento radial quando a bolha encontra-se em condições em que

R ¿ R0. A curva da evolução temporal da bolha para S(R) apresenta raio mı́nimo

maior quando comparado à curva R(t) para S0 = 0.3, o que indica uma atenuação na

dinâmica do movimento da bolha. No entanto, essa atenuação é moderada, principal-

mente quando compara-se as curvas do raio da bolha em S(R) e S0 = 1 (alinhamento

total de aditivos), em que a condição de alinhamento radial das part́ıculas gera uma

resposta de movimento mais próximo de um comportamento periódico com apenas um

modo de vibração (harmônico simples).

Uma forma de examinar a dinâmica da bolha em termos da função orientação

S(R) consiste em analisar a amplitude máxima do raio o valor de raio mı́nimo atingido

pela bolha. A Figura 7.15 mostra Rmax (a) e Rm (b) em função da amplitude de ex-

citação, para os parâmetros f́ısicos Re = We = 10, R0 = 1 e φ = 0.1%. Novamente,

compara-se as curvas quanto a condição inicial de orientação, S0 = 0.3 (traço-ponto) e

S(R) (sólida). É importante notar que os raios máximo e mı́nimo associados a função

orientação S(R) apresentam valores semelhantes à orientação inicial quando a ampli-

tude de excitação ε ≤ 1. A justificativa pode ser encontrada nos valores apresentados

pelo raio mı́nimo Rm
∼= 0.4 para S(R), uma vez que a função orientação de aditivos

retorna a um alinhamento radial das part́ıculas somente quando R < 0.4, independen-

temente da condição inicial de orientação (conforme observado na Fig. 7.12). Portanto,

ε ≤ 1 representa um regime linear de anisotropia e fornece efeitos anisotrópicos para

S(R) próximos da condição inicial de orientação S0.

Convém registrar que o aumento da amplitude de excitação ε resulta em raios

Rmax e Rm próximos dos valores referentes ao alinhamento radial de aditivos. Neste

caso, o raio mı́nimo atingido com o acoplamento bolha-aditivos é Rm
∼= 0.1 e a função

orientação S(R) apresenta uma contribuição maior da anisotropia quando comparada

à orientação inicial, S0 = 0.3. Uma maior amplitude de excitação gera um regime mais

não-linear de oscilação da bolha e, da mesma forma que a bolha encontra-se sujeita

a uma maior expansão, uma contração mais significativa também ocorre. Portanto, a

condição de orientação mais próxima da direção radial é obtida, i.e. S(R) ' 1 para

R ¿ R0, auxiliando na atenuação dos raios mı́nimo e máximo.
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Figura 7.15: Comparação de Rmax em função da amplitude de excitação (a) e Rm vs ε (b)
entre a solução apresentada para S0 = 0.3 (traço-ponto) e S(R) (cheia) para Re = We = 10,
R0 = 1 e φ = 0.1%.

Essa contribuição pode ser melhor explorada observando a evolução temporal do

comportamento da bolha utilizando a solução com orientação gaussiana inicial S0 = 0.3

e a função orientação S(R). A Fig. 7.16 ilustra a dinâmica de uma bolha de acordo com

os parâmetros usados anteriormente, para uma amplitude de excitação ε = 1.5. Nota-

se que o raio da bolha apresenta comportamento não-linear significativo para S0 = 0.3,

de acordo com a Fig. 7.16 (a). Enquanto a orientação inicial S0 = 0.3 fornece dois

peŕıodos para o movimento da bolha, R(t) obtido pela função S(R) apresenta quatro

peŕıodos distintos da bolha, o que fortifica a presença de uma não-linearidade.

Salienta-se que a presença do acoplamento bolha-aditivos é traduzida em um raio

mı́nimo maior que o raio apresentado pela condição inicial de orientação, devido ao

alinhamento dos aditivos nas regiões em que R ¿ R0, de acordo com os picos de am-

plitude observados na evolução temporal da função S(R), Fig. 7.16 (b). Tal ocorrência

reflete-se diretamente na redução da pressão interna da bolha e na tensão radial da

mesma, Figs. 7.16 (c) e (d) respectivamente. Enquanto a pressão interna da bolha

para S0 = 0.3 é da ordem pb ∼ 104, a pressão interna da solução S(R) apresenta uma

ordem de magnitude menor, pb ∼ 103.
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Figura 7.16: Dinâmica da bolha para um regime permanente, com S0
∼= 0.3 e raio inicial

R0 = 1. Curvas S0 = 0.3 (traço-ponto) e S(R) (sólida), com parâmetros utilizados: Re =
We = 10, φ = 0.1%, e ε = 1.5. (a) R vs t; (b) S0 vs t; (c) pb vs t e (d) σrr(R) vs t.

A tensão radial extra da bolha é duas vezes menor quando S0 = S(R). Isto

mostra que os picos correspondem às configurações de uma bolha com R ¿ R0 em que

S(R) → 1. Esta orientação radial de aditivos anisotrópicos produz uma anisotropia de

tensões.

Devido ao acoplamento bolha-aditivos existente na função S(R), pode-se observar

que, ao longo da contração do movimento da bolha, quando o raio atinge valores

inferiores a R = 0.4 para um raio inicial R0 = 1, os aditivos se alinham com a direção

do escoamento, momento em que os efeitos anisotrópicos se fazem mais presentes e

auxiliam na linearização da dinâmica da bolha. No entanto, quando R0 = 2, a condição

de alinhamento acontece para R ≤ 0.7, conforme visto anteriormente na Fig. 7.11.
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A Figura 7.17 ilustra a diferença do comportamento de uma bolha entre um raio

inicial R0 = 1 (traço-ponto) e R0 = 2 (sólida), para uma condição inicial de orientação

S0 = 0.5 e demais parâmetros Re = We = 10, φ = 0.5% e ε = 3. Analisando a evolução

temporal da função orientação S(R) na Fig. 7.17 (b), observa-se que após o movimento

de contração da bolha, os aditivos permanecem um tempo maior orientados radialmente

para R0 = 2, ocasionando uma diminuição do intervalo de oscilação da bolha (Fig. 7.17

(a)) e, consequentemente, uma redução na pressão interna da bolha (Fig. 7.17 (c)) e

da tensão radial extra (Fig. 7.17 (d)).

Registre-se que, a partir da presença de fibras alinhadas com o escoamento por

um peŕıodo maior de tempo, a média temporal da função S(R) é maior. Para a Fig.

7.17, a média S̄ da condição R0 = 2 é de S̄ ∼= 0.63 , enquanto na condição R0 = 1,

a média é de S̄ ∼= 0.51. Nota-se que, no momento de expansão do raio da bolha,

o movimento gera um “desalinhamento” das part́ıculas, obtendo a mesma orientação

inicial quando R = R0 (S = S0) e condição ainda mais desalinhada para R > R0, da

ordem S(R > R0) ∼= 0.95S0.

A curva que denota S(R) na condição R0 = 2 encontra-se acima da orientação

inicial de aditivos, conforme mostra a Fig. 7.17 (b). O mesmo não pode ser dito quando

R0 = 1, em que grande parte do movimento de expansão encontra-se em R > R0 e

ocasiona uma diminuição da média temporal da função orientação, cancelando parte da

contribuição favorável de alinhamento na contração da bolha, fornecendo uma média

próxima do valor de orientação inicial de aditivos.

Não quer isto dizer, entretanto, que o movimento da bolha encontra-se desacoplado

da orientação de aditivos somente porque a média temporal se aproxima do valor inicial

de orientação, conforme constatado na Fig. 7.16, que também apresenta S̄ ∼= S0 = 0.3.

A média temporal não prediz explicitamente se ocorre uma atenuação do movi-

mento da bolha na condição S̄ ∼= S0, porém pode se tornar um bom indicativo dessa

linearização do movimento quando S̄ > S0. Em virtude dessas considerações, a Figura

7.18 ilustra as médias temporais de S(R) para diferentes condições iniciais de orientação

em função da amplitude de excitação, ε, utilizando raio inicial R0 = 2 (a) e R0 = 1 (b).
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Figura 7.17: (a) R vs t; (b) S0 vs t; (c) pb vs t e (d) σrr(R) vs t. S0
∼= 0.5 com raio inicial

R0 = 1 (traço-ponto) e R0 = 2 (sólida), parâmetros utilizados: Re = We = 10, φ = 0.5% e
ε = 3.

Cumpre-se observar, preliminarmente, que todas curvas em (b) apresentam S̄ ∼= S0,

enquanto, em (a), S̄ > S0, comportamento esperado quando há um maior alinhamento

das part́ıculas considerando-se R0 = 2.

Na Fig. 7.18 (a), a curva que denota a função orientação de aditivos com a

condição inicial de orientação mais randômica S0 = 0.3 representa uma sensibilidade

mais significativa quanto à amplitude de excitação. A Figura 7.19 (a) mostra R vs

t para as condições iniciais S0 = 0.3 e R0 = 2, com amplitude de excitação ε = 1.5

(sólida) e ε = 5 (traço-ponto). em que um máximo de média de orientação ocorre para

ε ∼= 1.5. Nota-se que a oscilação da bolha em ε = 1.5 permanece sempre na condição

R < R0, enquanto uma maior amplitude de excitação ε = 5 apresenta oscilações com

amplitudes ainda maiores, em que o raio da bolha atingido apresenta valores Rmax
∼= 4.
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Figura 7.18: Média da função de orientação S̄ em termos da amplitude de excitação ε para
diferentes condições iniciais de orientação, com parâmetros: Re = We = 5, R0 = 2 e φ = 0.3%.

Desta forma, uma amplitude de excitação ε = 5 origina uma contribuição desfa-

vorável na função orientação, i.e., S(R) apresenta valores inferiores à orientação inicial,

já que R > R0, conforme ilustrado na Fig. 7.19 (b). É preciso também insistir no fato

de uma situação em que R ¿ R0 e caracterizada por uma contração violenta e rápida

do raio da bolha, resulta em um menor intervalo de tempo de orientação radial dos adi-

tivos. Tais observações consistem em fatores determinantes na média temporal obtida,

uma vez que S̄ ∼= 0.41 para ε = 5 e S̄ ∼= 0.51 para ε = 1.5.

As ponderações anteriores também são relevantes e aplicáveis na análise da condi-

ção R0 = 1, Fig. 7.19 (b). O aumento da amplitude ε corresponde a uma contribuição

desfavorável R > R0 cada vez maior e, ao mesmo tempo, raios mı́nimos atingidos cada

vez menores, que levam a uma contribuição favorável do alinhamento das fibras em

curtos intervalos de tempo. Com o cancelamento de ambas contribuições, obtém-se

uma média temporal S̄ ∼= S0 para R0 = 1, resultado que, para frequência ω = 1, in-

depende das condições iniciais utilizadas. Esse resultado é consequência direta do fato

que, na condição R = 1 (i.e. R = R0) a espessura da camada limite de probabilidade

é nula, o que leva a uma probabilidade uniforme no domı́nio R < δ < ∞.
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Figura 7.19: Comparativo entre ε = 5 (traço-ponto) e ε = 1.5 (sólida) para S0 = 0.3, sendo
(a) R vs t; (b) S0 vs t, em que linha pontilhada denota a solução S0 = 0.3. Parâmetros da
Fig. 7.18.

Outro parâmetro f́ısico a ser examinado, a fração volumétrica de aditivos φ e-

xerce influência significativa na caracterização do efeito anisotrópico. A Figura 7.20

mostra a média temporal da função orientação S̄ em termos de φ, novamente para

uma condição de orientação praticamente randômica, S0 = 0.3 e raio inicial R0 = 2,

para diferentes amplitudes de excitação. O aumento da fração volumétrica de aditivos

leva a diminuição de Rmax e Rm e, consequentemente, a atenuação do movimento da

bolha quando a oscilação do raio da bolha encontra-se cada vez mais na região R < R0.

Assim, a média de orientação S̄ aumenta até um ponto ótimo em que o máximo de

S̄ = S̄max é atingido, com o raio da bolha encontrando predominantemente na condição

R < R0, com o maior intervalo de tempo posśıvel de fibras orientadas radialmente com

o escoamento.

Entretanto, o aumento da fração volumétrica a partir deste ponto resulta em uma

atenuação ainda maior de Rmax e Rm, e, apesar da bolha ainda apresentar-se no inter-

valo R < R0, os raios mı́nimos atingidos não se encontram na região de alinhamento

radial dos aditivos. Reduz-se, portanto, a contribuição positiva dos aditivos orienta-

dos radialmente e a média S̄ tende a um limite assintótico, uma vez que o aumento

da concentração resulta em um intervalo de oscilação cada vez mais restrito e que se

aproxima de um raio de equiĺıbrio da bolha.
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Figura 7.20: Média da função de orientação em termos da concentração φ para diferentes
amplitudes de excitação, com parâmetros: Re = We = 5, R0 = 2 e S0 = 0.3.

Observa-se que, de acordo com a amplitude de excitação considerada, as curvas

apresentam valores S̄max distintos e com diferentes frações volumétricas de aditivos.

Não se pode olvidar que, quanto maior a amplitude de excitação, maior é a fração

volumétrica de aditivos necessária para fornecer a anisotropia que permita a atenuação

do movimento da bolha e, consequentemente, maior é a concentração para se obter o

ponto em que S̄ = S̄max. Registre-se que uma maior amplitude de excitação também

é convertida em S̄max com valor superior quando comparado a uma amplitude de

excitação menor. Analisando-se a Fig. 7.20, nota-se que S̄max
∼= 0.5 em φ ∼= 0.2%, com

amplitude ε = 1 e S̄max
∼= 0.54 em φ ∼= 0.5%, com amplitude ε = 2.

Cumpre registrar que, após S̄max, a média S̄ decai e assume diferentes valores

quando φ = 0.7%. No entanto, antecipa-se que um aumento significativo da fração

volumétrica de aditivos resulta no encontro de todas as curvas em um mesmo limite

assintótico, que consiste no valor de S̄ = S0 para o raio de equiĺıbrio da bolha. Registre-

se que a análise de uma maior fração volumétrica de aditivos foge do escopo deste

trabalho, devido a limitações quanto a viscosidade extensional, que considera um regime

semi-dilúıdo de aditivos.
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7.4.2 Influência da Orientação e Efeitos Elásticos

O modelo viscoelástico não-linear Maxwell-Oldroyd é considerado para os resul-

tados numéricos a seguir. Ressalte-se que a frequência, a velocidade inicial e a razão

de aspecto dos aditivos são mantidas ω = 1, Ṙ = 0 e `/a = 100. O raio inicial R0 = 1

é preterido, uma vez que os resultados na seção anterior se mostraram mais atraentes

quando R0 = 2.

A Figura 7.21 ilustra Rmax (a) e Rm (b) em função do número de Deborah De, para

uma orientação inicial S0 = 0.7, utilizando os mesmos parâmetros da Fig. 6.11, que

remete à análise do modelo viscoelástico não-linear. As curvas apresentam a função ori-

entação S(R) (sólida), alinhamento total de aditivos S0 = 1 (pontilhada) e a condição

de orientação inicial, S0 = 0.7 (traço-ponto). É curioso assinalar que a curva para

S0 = 0.7, que corresponde a uma correção da constante material µe/µ definida a par-

tir de uma concentração φ = 0.15% (e assemelha-se à curva para uma concentração

φ = 0.1 da Fig. 6.11), resulta em efeitos não-lineares mais efetivos para a dinâmica da

bolha quando comparada à condição de alinhamento, S0 = 1.
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Figura 7.21: (a) Rmax vs De; (b) Rm vs De, em que linha pontilhada denota a solução
S0 = 0.7, traço-ponto S0 = 1 e sólida S(R). Parâmetros: Re = We = 1, ε = 12, R0 = 2 e
φ = 0.15% (semelhante à Fig. 6.11).
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Observa-se que, para o limite assintótico De → 0, a função orientação de aditivos

apresenta uma resposta semelhante à condição inicial de orientação e destoa da solução

contendo part́ıculas alinhadas. Com o aumento dos efeitos elásticos, atenta-se para a

diminuição progressiva de Rmax e Rm na faixa de interação entre os efeitos elásticos e

o movimento da bolha (∼ O(10−2) a ∼ O(10−1)). No limite assintótico Dec, a solução

S(R) apresenta praticamente a mesma resposta que a solução S0 = 1 (condição ideal

de anisotropia).

A Figura 7.22 (a) apresenta resultados da média temporal S̄ em função de De.

É posśıvel constatar o aumento da contribuição positiva da função de orientação até

atingir um limite assintótico para De ∼ 1. A Fig. 7.22 (b) ilustra a evolução temporal

de S(R) para De ∼ 1. A função S(R) oscila entre a orientação inicial de aditivos e a

condição de alinhamento radial, e é posśıvel visualizar porque a média S̄ ∼= 0.9 quando

De = Dec.
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Figura 7.22: (a) Média da função orientação de aditivos em função de De para S(R) da Fig.
anterior. (b) Regime permanente da evolução temporal de S(R).

É instrutivo comentar neste passo que o aumento da presença de efeitos elásticos,

independente de considerações realizadas acerca da orientação de aditivos, auxilia na

redução do raio máximo Rmax e raio mı́nimo Rm atingido pela bolha (quando há

interação entre esses efeitos e o movimento da bolha), conforme visto no caṕıtulo 6.

Relembra-se que o raio mı́nimo no limite assintótico De ∼ 1 depende diretamente dos

parâmetros f́ısicos utilizados.

242



Em virtude dessas considerações, sabendo que diante de um Rmax menor verifica-se

a diminuição da contribuição negativa (R > R0) da função orientação de aditivos e que

a partir de um Rm menor ocorre o favorecimento da contribuição positiva (R < R0)

de S(R) (em que os aditivos encontram-se cada vez mais próximos da condição de

alinhamento com o escoamento), infere-se que o aumento do efeito elástico origina um

aumento da média S̄ da função orientação de aditivos.

Na Fig. 7.21 foi posśıvel observar que uma condição inicial de orientação S0 =

0.7 resultou em uma solução próxima do alinhamento radial de part́ıculas, S̄ ∼= 0.9.

A Figura 7.23 mostra a média da função orientação em termos de De, agora para

diferentes condições iniciais de orientação e parâmetros que contém uma presença maior

de efeitos de inércia. Novamente, o aumento de S̄ com os efeitos elásticos é constatado.

Cumpre registrar que, mesmo para o limite assintótico De → 0, a média temporal

da função de aditivos para todas as curvas é superior à respectiva orientação inicial,

principalmente quando a condição inicial apresenta-se de maneira mais randômica.
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Figura 7.23: Média da função de orientação em termos de De para diferentes condições
iniciais de orientação. Parâmetros: Re = We = 2, R0 = 2, φ = 0.2% e ε = 3.
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A Figura 7.24 mostra o comportamento de Rmax (a) e Rm (b) em função de

De. A variação do raio máximo é mais significativa quando a função orientação apre-

senta uma orientação gaussiana inicial menor, S0 = 0.3. Da mesma forma, a variação

do raio mı́nimo é destacada na presença de aditivos randômicos, em que a interação

elasticidade-bolha é mais fortemente observada, consequência direta do acoplamento

bolha-aditivos, que exerce a função de diminuir a magnitude da constante material que

caracteriza o efeito anisotrópico de aditivos, correspondendo a uma fração volumétrica

equivalente, que varia de acordo com o raio da bolha. Como ambas interações são de-

pendentes, pode-se dizer que ocorre, portanto, um acoplamento elasticidade-orientação.

Convém notar ainda que, comparando as Figs. 7.24 e 7.21, observa-se que a pre-

sença de efeitos de inércia comprometem a aproximação da solução S(R) com orientação

inicial S0 = 0.7 da condição de alinhamento radial das part́ıculas S0 = 1 refletindo em

uma média S̄ que se distancia da solução alinhada S0 = 1, conforme mostra a Fig.

7.23.
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Figura 7.24: (a) Rmax vs De; (b) Rm vs De, Para diferentes condições iniciais de orientação.
Parâmetros da Fig. 7.23.

Voltando as atenções à orientação inicial de aditivos que se apresenta mais ran-

dômica, S0 = 0.3, a Fig. 7.25 explora a média temporal da função orientação S̄ em

função de De, para diferentes amplitudes de excitação. Atenta-se para o fato que

uma maior amplitude de excitação corresponde a uma maior interação elasticidade-

orientação.
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No limite assintótico De → 0, a amplitude do raio da bolha Rmax apresenta valor

elevado, o que é traduzido como uma contribuição negativa da função orientação de

aditivos, em que S̄ ∼= 0.49, ainda assim S̄ > S0. Com o aumento do efeito elástico,

Rmax e Rm diminuem, favorecendo a obtenção de uma média S̄ cada vez maior, com

valor S̄ ∼= 0.67 no limite assintótico De(c)2, que representa mais do que o dobro da

orientação inicial, S0 = 0.3.
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Figura 7.25: S̄ em função de De para diferentes amplitudes de excitação e orientação inicial
S0 = 0.3. Parâmetros: Re = We = 2, R0 = 2 e φ = 0.2%.

A Figura 7.26 ilustra a evolução da média S̄ em termos da amplitude de excitação,

com orientação inicial S0 = 0.3, para os dois limites elásticos, Rmax(1) (traço-ponto),

que corresponde à condição De → 0 e Rmax(2) (sólida), ou Dec, que denota o limite

De ∼ 1. Registra-se que o limite Rmax(2) apresenta sempre um aumento da média

temporal de S(R) com o aumento da amplitude ε, enquanto o limite Rmax(1) apresenta

um máximo em ε ∼= 3 e decai com o aumento da amplitude de excitação.

245



e

1 2 3 4 5 6
0.4

0.5

0.6

0.7

R
max(2)

R
max(1)

S

Figura 7.26: S̄ em função de ε para os limites assintóticos Rmax(2) (sólida) e Rmax(1) (traço-
ponto), com orientação inicial S0 = 0.3. Parâmetros: Re = We = 2, R0 = 2 e φ = 0.2%.

Tal comportamento pode ser melhor compreendido a partir da Figura 7.27 (a),

que mostra Rmax vs ε. O limite Dec apresenta um raio máximo que se mantém cons-

tante para ε > 3. Convém notar que o aumento da amplitude de excitação caracteriza

um comportamento que se aproxima cada vez mais de uma situação de colapso, o que

reflete na diminuição do raio mı́nimo atingido pela bolha, Rm. Em virtude dessas con-

siderações, o aumento da amplitude de excitação resulta em uma média S̄ maior, uma

vez que não ocorre a contribuição negativa na evolução temporal da função orientação

(R > R0). Já para o limite Rmax(1) (De → 0), a Fig. 7.27 (a) apresenta um raio

máximo que cresce quase linearmente com o aumento da amplitude de excitação.

Portanto, no caso do limite Rmax(1), a contribuição desfavorável na função S(R)

é considerável quando ocorre o aumento da amplitude ε, e, apesar do raio mı́nimo

atingido pela bolha consistir em valores cada vez menores, favorecendo o alinhamento

radial das part́ıculas, o intervalo de tempo que ocorre o alinhamento (contração da

bolha) é reduzido, redundando em uma contribuição ĺıquida que diminui a média S̄ a

partir de ε > 3.
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S0 = 0.3.

A Figura 7.27 (b) ilustra a evolução temporal da função S(R) para os limites

Rmax(2) (sólida) e Rmax(1) (traço-ponto), com uma amplitude de excitação ε = 3. Nota-

se que a presença de um efeito anisotrópico extra devido a elasticidade na condição

Dec apresenta um maior intervalo de tempo na influência de aditivos alinhados com o

escoamento, originando um aumento da média temporal S̄. É preciso insistir também

no fato que a curva S(R) para Rmax(2) apresenta um maior grau de não-linearidade,

caracteŕıstico do limite assintótico para De ∼ 1, conforme explorado no caṕıtulo 6.

A presença de um comportamento não-linear da bolha pode ser observado também

na Figura 7.28, que mostra a dinâmica de uma bolha, agora com ε = 6, para os mesmos

limites Rmax(2) (sólida) e Rmax(1) (traço-ponto). O acoplamento elasticidade-orientação

é intensamente destacado a partir da evolução temporal do raio da bolha (Fig. 7.28

(a)), uma vez que o limite Dec apresenta raio máximo consideravelmente menor, assim

como Rm, que reflete em uma redução da pressão interna e da tensão extra de aditivos.

A partir da evolução temporal de S(R) (Fig. 7.28 (b)) fica evidente a maior influência

do alinhamento radial das part́ıculas na função orientação para o limite Rmax(2).
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(sólida) e Rmax(1) (traço-ponto) para uma orientação inicial S0
∼= 0.3. Parâmetros utilizados:

Re = We = 2, φ = 0.2%, ε = 6 e raio inicial R0 = 2.
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8 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste trabalho investigou-se a dinâmica de uma bolha imersa em um fluido con-

tendo aditivos dilúıdos com uma alta razão de aspecto, ` À a. Oscilações não-lineares

de uma bolha esférica na direção radial do escoamento foram consideradas, a partir de

uma excitação acústica externa. Diferentes equações constitutivas foram investigadas

e desenvolvidas visando representar as diferentes caracteŕısticas que os aditivos podem

apresentar, resultando em uma versão modificada da equação de Rayleigh-Plesset para

dinâmica de bolhas. utilizou-se do método Runge-Kutta de quinta ordem, com passos

de tempo apropriados para a integração computacional e, de acordo com o sistema de

equações dado pela equação constitutiva analisada, obteve-se a evolução do movimento

da bolha.

Primeiramente, um modelo puramente anisotrópico foi proposto, caracterizado

por uma viscosidade extensional, determinado a partir da fração volumétrica e razão

de aspecto dos aditivos e que remete à contribuição viscosa da presença dos aditivos

no escoamento. Atentou-se para o fato que o efeito anisotrópico dos aditivos favorece

a atenuação do movimento da bolha, devido à forte anisotropia produzida pelo es-

coamento a partir do estiramento dos aditivos (macromoléculas ou fibras), conforme

apresentado anteriormente pelo grupo Vortex no trabalho de Santos, 2005.

Foi desenvolvido um modelo viscoelástico linear para considerar um efeito elástico,

i.e. da relaxação dos aditivos. Demonstrou-se a existência de uma limitação quanto

ao uso do modelo viscoelástico linear, conforme esperado, uma vez que somente pe-

quenas deformações podem ser investigadas criteriosamente a partir de um modelo

linear de Maxwell. Este modelo não consegue predizer um comportamento da função

relaxação de aditivos que auxilia a atenuação do movimento da bolha, equivalente a

uma anisotropia adicional ao fluido, denotado como o limite assintótico Dec que fornece

uma solução de anisotropia superior, proveniente da saturação dos aditivos.
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Assim, a contribuição elástica para um regime linear não deve se estender até a

ordem De ∼ 1, uma vez que o aumento da relaxação de aditivos para este modelo

sempre caminha na direção contrária à estabilização da bolha e à respectiva solução

anisotrópica adicional. A divergência entre os modelos viscoelásticos não-linear e linear

também foi explorada.

Uma solução assintótica para a integral de convolução do modelo linear de vis-

coelasticidade foi proposta a partir do método de integração por partes. Uma solução

assintótica para o raio mı́nimo de colapso também foi desenvolvido, apresentando uma

estimativa do raio mı́nimo que a simulação pode alcançar, considerando-se a condição

mais adversa posśıvel do escoamento. Tal solução foi realizada visando a diminuição do

custo computacional da simulação numérica, favorecendo a investigação de um maior

intervalo de parâmetros relevantes no comportamento dinâmico da bolha.

Um modelo viscoelástico não-linear Maxwell-Oldroyd foi desenvolvido, consideran-

do o uso de um referencial que gira, deforma e translada com o escoamento, i.e. uma

derivada material convectiva Oldroyd. Cumpre ressaltar a originalidade da formulação

deste modelo não-linear no contexto de dinâmica de bolhas na corrente literatura,

assim como a contribuição a partir da forma desenvolvida para a solução do mesmo,

uma vez que não se faz necessário o cálculo de todo o domı́nio do escoamento a cada

instante, conforme consta em diversos trabalhos publicados nesta área. A partir deste

modelo, foi posśıvel a análise do aumento do efeito elástico no fluido ambiente na faixa

0 < De ≤ 1, uma vez que a função relaxação de aditivos encontra-se acoplada com

o movimento da bolha. Representou-se, portanto, uma memória mais complexa do

fluido, devido ao efeito não-linear da elasticidade.

Os resultados demonstraram que um aumento dos efeitos elásticos sempre resulta

em um grau de não-linearidade maior no comportamento oscilatório da bolha. Foi

verificada também uma tendência ao colapso para De ∼ O(10−1), em que ocorre uma

maior interação entre os efeitos elásticos e o movimento do raio da bolha. Observou-se

uma anisotropia adicional no limite superior De ∼ 1, i.e. número de Deborah cŕıtico

Dec (devido ao comportamento ŕıgido dos aditivos com o limite do efeito elástico).
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Utilizando parâmetros f́ısicos moderados, principalmente na ausência de forças de

inércia significativas, o limite anisotrópico superior De ∼ 1 resulta em uma atenuação

do movimento da bolha e, consequentemente, no aumento do tempo de colapso, po-

dendo inclusive evitar a ocorrência do mesmo.

Constatou-se que uma menor fração volumétrica de aditivos pode resultar em uma

não-linearidade mais acentuada na presença dos efeitos elásticos dos aditivos, princi-

palmente para De ∼ O(10−1), uma vez que diminui-se a estabilização causada pelo

efeito anisotrópico. O sinal no domı́nio da frequência do movimento da bolha também

foi avaliado. Registra-se que o espectro da amplitude do raio adimensional da bolha,

dado pelo módulo (|R|), foi apresentado em termos dos autovalores ou modos vibra-

cionais da bolha. A relação entre a frequência de excitação e a frequência de resposta

também foi investigada, em que concluiu-se que uma redução nas forças de inércia

apresenta menores graus de liberdade do movimento da bolha, apesar de acentuar a

não-linearidade decorrente da relaxação de aditivos. Assim, atenta-se para o fato que,

de acordo com os parâmetros f́ısicos utilizados, a interação entre as forças de inércia

(Re = We ' 2) e os efeitos elásticos dos aditivos apresenta mais modos vibracionais

ou autovalores para o movimento da bolha.

Apesar do modelo proposto ter considerado um escoamento unidimensional na

direção radial devido à esfericidade da bolha e uma distribuição homogênea dos adi-

tivos presentes no ĺıquido Newtoniano, considerar um alinhamento desses aditivos na

direção do escoamento (a partir de uma solução permanente da orientação dos adi-

tivos) é uma aproximação que tende a favorecer a eficiência dos efeitos anisotrópicos

na estabilização do movimento não-linear da bolha. Os aditivos, em termos práticos,

são distribúıdos inicialmente em direções aleatórias e em todo o domı́nio do ĺıquido.

A direção de cada aditivo a cada instante depende de sua posição em relação à bolha

e da dinâmica do escoamento. A evolução temporal da orientação dos aditivos foi de

fundamental importância para o presente problema e foi minuciosamente investigado,

uma vez que a orientação das fibras apresenta forte influência no movimento oscilatório

da bolha e vice-versa.
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Um modelo matemático para a função orientação de aditivos S(R) foi desen-

volvido, descrevendo o acoplamento entre a dinâmica de uma bolha e a presença de

aditivos de forma mais coerente e realista, a partir de uma função densidade de prob-

abilidade que decai exponencialmente com o raio ∼ 1/r4. Visando investigar a região

de interação bolha-aditivos, delimitou-se um raio de influência entre o raio da bolha e

o raio de interação, cujo comprimento foi considerado como a espessura da camada li-

mite de orientação, δ, determinada de maneira análoga a camada limite hidrodinâmica.

Dessa maneira, os efeitos de orientação foram observados para uma função densidade

de probabilidade normalizada que depende da condição inicial de orientação, do raio

da bolha e da espessura da camada limite de probabilidade, P+(δ, R, θ).

Salienta-se que uma solução assintótica da espessura δ foi proposta, a partir da ex-

pansão em uma série de Maclaurin considerando somente a correção do primeiro termo,

apresentando resultados satisfatórios cuja utilização é limitada somente na condição

R0
∼= R. Para o limite inferior anisotrópico, os raios máximo e mı́nimo foram rela-

cionados à função orientação de aditivos e uma interação orientação-elasticidade foi

observada. Investigou-se S(R) em termos de uma contribuição desfavorável à condição

inicial S(R) < S0 (desalinhamento de aditivos) e da contribuição favorável S(R) > S0,

em que R ¿ R0 caracteriza um alinhamento radial dos aditivos com o movimento da

bolha.

O alinhamento radial das part́ıculas ocorre geralmente para maiores amplitudes

de excitação ε e, ou menor fração volumétrica de aditivos. A função S(R) favorece a

diminuição ainda mais significativa da amplitude da bolha na condição de anisotropia

superior De ∼ 1 quando comparada à solução anisotrópica inferior, De = 0. A média

temporal da função orientação S̄, demonstrou forte indicação quanto a ocorrência da

atenuação do movimento da bolha, uma vez que o aumento de S̄ reflete diretamente

na obtenção de um maior intervalo de tempo na influência de aditivos alinhados com

o escoamento, originando um aumento da condição de alinhamento radial de aditivos.

Para essa configuração cada vez mais próxima de fibras alinhadas com o escoamento,

maior é a contribuição da anisotropia inferior e, principalmente, da anisotropia superior

(saturação de aditivos elásticos).
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Não se pode olvidar que a curva S(R) para a condição Dec (De ∼ 1) apresenta

sempre um maior grau de não-linearidade, caracteŕıstico do limite superior anisotrópico

De ∼ 1, uma vez que a presença de efeitos elásticos resulta em uma maior quantidade

de modos vibracionais que caracterizam o movimento não-linear oscilatório de uma

bolha.

8.1 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho apresentou diversas maneiras de se explorar a dinâmica de uma

bolha a partir da caracterização de uma suspensão de aditivos no fluido ambiente.

Diversos parâmetros são relevantes para esse problema e investigou-se a maior faixa

posśıvel de combinações, examinando como cada parâmetro f́ısico pode influenciar na

dinâmica da bolha. No entanto, devido a vasta combinação que pode ser realizada,

algumas questões ainda podem ser exploradas e, ou expandidas.

Uma primeira proposta consiste em investigar a dinâmica de bolhas na presença

de um modelo constitutivo FENE-dumbbell, que delimita uma finitude da extensão dos

aditivos. Registra-se que este modelo já foi utilizado em outra dissertação pelo grupo

de Escoamentos Complexos Vortex-UnB, proporcionando a publicação de trabalhos

relacionados ao tema (e.g. Absi et al., 2006). Neste modelo, a relaxação de aditivos

encontra-se relacionada à razão de aspecto do aditivo e, portanto, ocorre um acopla-

mento mais direto entre o efeito elástico e o efeito anisotrópico. É importante assinalar

que o estudo do efeito elástico desse modelo pode ser comparado com a solução do

modelo viscoelástico não-linear Maxwell-Oldroyd desenvolvido nesse trabalho.

Outra possibilidade consiste na expansão da função orientação de aditivos con-

siderando um referencial em coordenadas esféricas para a configuração da fibra, ou

seja, uma dependência da função densidade de probabilidade em termos dos ângulos

ϕ e ϑ. Desta forma, objetiva-se uma descrição ainda mais reaĺıstica do problema, uma

vez que o acoplamento bolha-aditivos é mais acentuado.
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Diversas são as possibilidades de se analisar matematicamente o comportamento

de uma bolha em um fluido não-Newtoniano. Cunha et al., 2002 exploraram a dinâmica

de uma bolha na presença de um fluido magnético, a partir de uma equação constitutiva

que considera o campo magnético e a magnetização do escoamento. Os parâmetros

relevantes a serem investigados são o coeficiente de pressão magnético e a razão de

permeabilidade magnética. O efeito magnético é uma consequência direta da tensão

normal extra produzida no fluido polarizado sobre a ação do campo magnético, com

implicações diretas no estudo de fluidos criogênicos e na prevenção do colapso em

turbinas.

A presente análise da dinâmica de bolhas em fluidos não-Newtonianos também

pode ser utilizada como ponto de partida para simulaçõoes numericas diretas (DNS)

do movimento caótico de bolhas em fluidos complexos para escoamentos tridimensionais

nao-isotérmicos, em que as bolhas não necessariamente permaneçam esféricas durante o

movimento oscilatório. Da mesma forma, pode-se considerar a presença de surfactantes,

o que gera a presença de uma não-linearidade mais acentuada e quebra a simetria radial

do escoamento. Um método de integral de contorno pode ser viável para capturar a

evolução da interface da bolha a cada instante de tempo.

Salienta-se que outras combinações de parâmetros f́ısicos do presente modelo

também podem ser exploradas, e podem levar a respostas da dinâmica da bolha com

vários graus de liberdade vibracionais.

254
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A MÉTODO DO FATOR INTEGRANTE

O método do fator integrante é utilizado quando uma equação diferencial ordinária

apresenta uma forma semelhante à seguinte equação

y′(x) + p(x)y(x) = q(x) , (A.1)

em que multiplica-se todos os termos por um fator integrante caracterizado por i = i(x)

tal que:

i(x)y′(x) + i(x)p(x)y(x) = i(x)q(x) . (A.2)

Importante conceber que o termo à direita da equação (A.2) pode representar a

derivada da função i(x)y(x), ficando, portanto,

i(x)y′(x) + i(x)p(x)y(x) =
d

dx
[i(x)y(x)] , (A.3)

para que tal proposta seja válida, em que y = y(x) é considerado não-nulo, tem-se que:

i ′(x) = i(x)p(x) , (A.4)

obtendo primeiramente a solução para a equação diferencial na equação (A.4), encontra-

se:

ln [i(x)] =
∫ k

0
p(k)dk . (A.5)
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Uma mudança na variável de integração foi utilizada, visando evitar erros na

obtenção da função. Assumindo que a integral da Eq. (A.5) apresente a forma P (x),

tem-se

i(x) = exp [P (x)] . (A.6)

Substituindo a equação (A.6) em (A.2), obtém-se

exp [P (x)] y′(x) + p(x) exp [P (x)] y(x) = q(x) exp [P (x)] . (A.7)

Observe que os termos à esquerda das equações (A.3) e (A.7) são iguais, logo:

d

dx
(y(x) exp [P (x)]) = q(x) exp [P (x)] , (A.8)

integrando a equação (A.8), obtém-se, finalmente, uma expressão para y(x)

y(x) = exp [−P (x)]
∫

q(k) exp [P (k)] dk + C . (A.9)

Nota-se que a equação (3.36), obtida na seção 3.3.1, o termo p(x) é representado

por 1/α e, da mesma forma, y(x) = σ e q(x) = µγ̇/α. Em virtude dessas considerações,

sabendo que x = t, o fator integrante resultante da equação (A.5) assume a seguinte

forma

i(t) = et/α . (A.10)

É importante observar que a constante C referente à equação (A.9) é zero neste

caso, uma vez que no instante inicial t = 0, a tensão é nula.
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B FÓRMULA DE LEIBNIZ

Definindo G(x, t) como uma quantidade de uma propriedade f́ısica de um material

cont́ınuo por unidade de volume. A quantidade total desta propriedade presente em

um volume finito V do material é obtida por:

∫

V
G(x, t)dV (B.1)

supor que esta propriedade está sendo transportada pela ação do escoamento do ma-

terial com velocidade u. O teorema do transporte de Reynolds (TTR) estabelece que:

d

dt

∫

V
G(x, t)dV =

∫

V

∂G(x, t)

∂t
dV +

∫

S
G(x, t)u · n̂dS (B.2)

portanto, a taxa de variação total de uma propriedade extensiva qualquer G(x, t) no

volume do material equivale à integral de volume da variação instantânea de G(x, t)

ocorrendo no volume somada à integral de superf́ıcie da taxa com que G(x, t) está sendo

transportado através da superf́ıcie S0. Usando o teorema da divergência, a equação

(B.2) pode ser escrita também na forma:

d

dt

∫

V
G(x, t)dV =

∫

V

∂G(x, t)

∂t
dV +

∫

V
∇ · (G(x, t)u)dV (B.3)

para o caso unidimensional x = x → G = G(x, t):

d

dt

∫ b(x)

a(x)
G(x, t)dx =

∫ b(x)

a(x)

∂G(x, t)

∂t
dx +

∫ b(x)

a(x)
∇ · (G(x, t)u)dx (B.4)
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em um intervalo determinado entre [a(t), b(t)], obtém-se:

d

dt

∫ b(t)

a(t)
G(x, t)dx =

∫ b(t)

a(t)

∂

∂t
G(x, t)dx +

∫ b(t)

a(t)

∂

∂x
(G(x, t)u) dx (B.5)

por definição u = dx/dt. Logo:

d

dt

∫ b(t)

a(t)
G(x, t)dx =

∫ b(t)

a(t)

∂

∂t
G(x, t)dx +

∫ b(t)

a(t)

∂

∂x

(
dx

dt
G(x, t)

)
dx (B.6)

do Teorema Fundamental do Cálculo (Leibniz) obtém-se:

d

dt

∫ b(t)

a(t)
G(x, t)dx =

∫ b(t)

a(t)

∂

∂t
G(x, t)dx + G(b, t)

db

dt
−G(a, t)

da

dt
(B.7)
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C OBJETIVIDADE DA DERIVADA OLDROYD

O prinćıpio da Invariância Material ou Objetividade das derivadas materiais con-

vectivas Oldroyd é apresentado nesta seção. Primeiramente, relembra-se que a derivada

temporal em um sistema de coordenadas convectivo pode ser representado como (Bird

et al., 1987)

δ+σ

δt
=

Dσ

Dt
+∇u · σ + σ · (∇u)T , (C.1)

que corresponde à derivada convectiva Oldroyd baixa. É importante salientar que o

gradiente da velocidade que pode ser definido em termos dos tensores taxa de de-

formação D e taxa de rotação W, em que ∇u = D + W e o transposto deste tensor é

(∇u)T = D−W. Desta forma, reescreve-se a equação (C.1), obtendo

δ+σ

δt
=

Dσ

Dt
+ D · σ + σ ·D + W · σ − σ ·W . (C.2)

Na seção 2.1 demonstrou-se que o tensor simétrico D satisfaz a lei de trans-

formação e corresponde a um tensor objetivo, uma vez que

D′ = Q ·D ·QT , (C.3)

enquanto o tensor anti-simétrico W é uma quantidade não-objetiva, conforme a seção

2.1, sendo
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W′ = Q ·W ·QT +
1

2

(
Q · Q̇T − Q̇ ·QT

)
. (C.4)

A derivada material também não representa uma quantidade objetiva, uma vez

que

D′σ′

Dt
= Q · Dσ

Dt
·QT + Q̇ · σ ·QT + Q · σ · Q̇T . (C.5)

Para verificar se a equação (C.2) respeita o prinćıpio da Invariância Material,

considera-se uma transformação homogênea de referencial, em que

δ′+σ′

δt
=

D′σ′

Dt
+ D′ · σ′ + σ′ ·D′ + W′ · σ′ − σ′ ·W′ , (C.6)

e, substituindo as equações (C.3), (C.4) e (C.5) em (C.6), encontra-se que

δ′+σ′

δt
= Q · Dσ

Dt
·QT + Q̇ · σ ·QT + Q · σ · Q̇T + Q ·D ·QT ·Q · σ ·QT

+Q · σ ·QT ·Q ·D ·QT +
[
Q ·W ·QT +

1

2

(
Q · Q̇T − Q̇ ·QT

)]
·Q · σ ·QT

−Q · σ ·QT ·
[
Q ·W ·QT +

1

2

(
Q · Q̇T − Q̇ ·QT

)]
, (C.7)

a partir das propriedades do tensor ortogonal Q ·QT = I e também Q · Q̇T = −Q̇ ·QT,

a equação (C.7) assume a forma

δ′+σ′

δt
= Q · Dσ

Dt
·QT + Q̇ · σ ·QT + Q · σ · Q̇T + Q ·D · σ ·QT

+Q · σ ·D ·QT + Q ·W · σ ·QT − 1

2

(
Q̇ · σ ·QT + Q̇ · σ ·QT

)

−Q · σ ·W ·QT − 1

2

(
Q · σ · Q̇T + Q · σ · Q̇T

)
, (C.8)
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e, após algumas manipulações algébricas, tem-se que:

δ′+σ′

δt
= Q · Dσ

Dt
·QT + Q ·D · σ ·QT + Q · σ ·D ·QT

−Q · σ ·W ·QT + Q ·W · σ ·QT , (C.9)

a equação (C.10) pode ser rearranjada na forma

δ′+σ′

δt
= Q ·

(
Dσ

Dt
+ D · σ + σ ·D + W · σ − σ ·W

)
·QT , (C.10)

e, finalmente, considerando a equação (C.2), a equação (C.10) resulta em

δ′+σ′

δt
= Q · δ+σ

δt
·QT , (C.11)

conclui-se que a equação (C.11) obedece ao Prinćıpio de Invariância Material e, por-

tanto, consiste em uma equação objetiva. Convém notar que a verificação da derivada

Oldroyd Alta quanto ao Prinćıpio de Invariância Material pode ser constatada de

maneira análoga, seguindo os mesmos cálculos desenvolvidos acima.
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D SOLUÇÃO PARA O TEMPO DE COLAPSO DE

RAYLEIGH

Este apêndice descreve matematicamente a proposta de Rayleigh, 1917 para o

colapso de uma cavidade de vácuo, que resulta em uma solução anaĺıtica para o cálculo

do tempo τc de colapso total da cavidade, partindo de uma condição de raio inicial até

o instante em que o raio é nulo.

Define-se Ṙ como a velocidade, R o raio da fronteira da bolha para um tempo t e

ṙ a velocidade do escoamento em qualquer distância r a partir do centro da cavidade.

É necessário relembrar a equação (2.49), obtida a partir da equação da continuidade,

em que

ṙ

Ṙ
=

R2

r2
. (D.1)

Utilizando a relação acima, a energia cinética total do ĺıquido pode ser expressa

por:

mṙ2

2
=

1

2
ρ

∫ ∞

R
ṙ24πr2dr = −8πρR3Ṙ2 , (D.2)

em que ρ representa a massa espećıfica do ĺıquido. Nota-se que R é constante nesta

integração. Considera-se a pressão hidrostática no ĺıquido, onde a pressão ambiente do

ĺıquido P0 é igual à pressão do ĺıquido no infinito P∞, i.e. P0 = P∞. Em virtude dessas

considerações, se R0 denota o raio inicial da bolha para o tempo t = 0, o trabalho

realizado pela pressão hidrostática é representado por:
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∫ R

R0

PdV =
4

3
πP0(R

3 −R3
0) , (D.3)

em que V representa o volume da cavidade em um determinado tempo. Assume-

se uma compressão isotérmica. Importante observar que o trabalho realizado pela

pressão hidrostática equivale à energia cinética devido ao movimento da cavidade.

Assim, utilizando as Eqs. (D.2) e (D.3), o balanço de energia resulta em

−8πρṘ2R3 =
4

3
πP0(R

3 −R3
0) . (D.4)

Isolando-se Ṙ, obtém-se

Ṙ2 =
1

6

P0

ρ

(
R3

0

R3
− 1

)
. (D.5)

Sabe-se que Ṙ = dR/dt, rearranjando a equação (D.5) e expressando a mesma em

termos do tempo, tem-se

dt = dR

√
ρ

6P0 (R3
0/R

3 − 1)
⇒ dR

√√√√ ρ

6P0

(
R3

R3
0 −R3

)
. (D.6)

Integrando-se a equação (D.6), obtém-se a seguinte forma

t =

√
ρ

6P0

∫ R0

R

R3/2dR

(R3
0 −R3)1/2

. (D.7)

Com a realização de uma simples mudança de variável α = R/R0, a integral em

(D.7) resulta em

t = R0

√
ρ

6P0

∫ 1

α

α3/2dα

(1− α3)1/2
. (D.8)
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O tempo τc de colapso é obtido para a condição α = 0. Novamente, com uma

mudança de variável Z = α3, encontra-se

∫ 1

0

α3/2dα

(1− α3)1/2
=

∫ 1

0
Z−1/6(1− Z)−1/2dZ . (D.9)

A equação (D.9) remete à forma

B(z, w) =
∫ 1

0
tz−1(1− t)w−1dt , (D.10)

em que a equação (D.10) é definida como a função beta (B(z, w)), que pode ser resolvida

em termos da função especial Gamma Γ(x), sendo

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
. (D.11)

Realizando uma substituição da Eq. (D.11) na Eq. (D.9), o tempo de colapso

pode ser determinado pela seguinte expressão matemática:

τc = R0

√
1

6

ρ

P0

·
Γ

(
5
6

)
Γ

(
1
2

)

Γ
(

4
3

) . (D.12)

Substituindo os valores numéricos de Γ(5/6), Γ(1/2) e Γ(4/3), os quais podem

ser obtidos a partir de uma tabela (e.g. Abramowitz & Stegun, 1964), encontra-se

finalmente o tempo de colapso total da cavidade de vácuo, que assume a forma

τc = 0, 915R0

√
ρ

P0

, (D.13)

que em termos adimensionais resulta em:

τc

R0

√
ρ/P0

= 0, 915 . (D.14)
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E EQUAÇÃO DA FUNÇÃO DENSIDADE DE

PROBABILIDADE

Utiliza-se o método do fator integrante para encontrar a solução de uma equação

diferencial, neste caso, da equação de evolução da densidade de probabilidade, P .

Multiplicando a equação (7.40) pelo fator integrante β, determina-se que

∂P

∂t
β +

∂P

∂r
β

(
R2Ṙ

r2
− 2R2Ṙ

r3
cos2 θsen2θ

)
+

∂P

∂θ
β

(
2R2Ṙ

r4
cos3 θsenθ

)

= −Pβ

(
2R2Ṙ

r4
(cos4 θ − 2 cos2 θsen2θ)

)
. (E.1)

quando a função densidade de probabilidade P é cont́ınua e diferenciável, obtém-se

dP =
∂P

∂t
dt +

∂P

∂r
dr +

∂P

∂θ
dθ , (E.2)

ao realizar uma comparação entre as equações (E.1) e (E.2), com relação ao termo

∂P/∂t determina-se que

∂P

∂t
dt =

∂P

∂t
β , (E.3)

o que leva a concluir que β = dt. Relacionando as equações (E.1) e (E.2), agora com

relação ao termo ∂P/∂r, obtém-se

dr = dt

(
R2Ṙ

r2
− 2R2Ṙ

r3
cos2 θsen2θ

)
, (E.4)
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considerando dr/dt = ṙ, a equação (E.4) reduz-se a

ṙ =
R2Ṙ

r2

(
1− 2

r
cos2 θsen2θ

)
. (E.5)

agora, relacionando as eqs. (E.1) e (E.2) e analisando o termo ∂P/∂θ, tem-se:

θ̇ =
2R2Ṙ

r4
cos3 θsenθ . (E.6)

Cumpre registrar neste passo que as equações (E.5) e (E.6) remetem à derivada

temporal da posição do aditivo observado e do ângulo existente entre a orientação do

aditivo e a direção radial do escoamento, respectivamente. Comparando finalmente as

equações (E.1) e (E.2), conclui-se que dP assume a seguinte forma

dP = −P

(
2R2Ṙ

r4
(cos4 θ − 2 cos2 θsen2θ)

)
dt , (E.7)

sendo Ṙ = dR/dt, a equação (E.7) reduz-se a

dP

P
= − 2

r4

(
cos4 θ − 2 cos2 θsen2θ

)
R2dR , (E.8)

integrando P no intervalo entre P e P0 (condição inicial da densidade de probabilidade

na suspensão, t = 0) e R no intervalo entre R e R0 (raio inicial para t = 0), resulta em

∫ P

P0

dP

P
= − 2

r4

(
cos4 θ − 2 cos2 θsen2θ

) ∫ R

R0

R2dR , (E.9)

em que, após algumas manipulações algébricas, a equação (E.9) assume a forma

P (r, R, θ) = P0 e
−{ 2

3r4
(cos2 θ(3 cos2 θ−2))(R3−R0

3)}
. (E.10)
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