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Resumo

Seja
f(x1,.yzy) =arah + -+ a,ak

(1)

— bk
g(x1, ., xy) = byl + - + bk

um par de formas aditivas de grau p™(p — 1). Estamos interessados em obter condigdes
que garantam a existéncia de zeros p-adicos para o par (1). Uma conhecida conjectura,
devida a Emil Artin, afirma que a condicao n > 2k? ¢é suficiente. Utilizando técnicas da

Teoria Combinatoria dos Nimeros, provamos que a condi¢ao
n>2-L k2 -2k
p—-1

-1
é suficiente se k =2.37 ou 4.57, e em qualquer caso se T > pT

Palavras-chaves: Conjectura de Artin. Pares de formas aditivas. p-normalizagao.

Sequéncias livres de zeros. Solugao p-adica.



Abstract

Let
f(zy,.yzy) =ayzh + -+ a2k

(2)

_ bk
g(x1, .oy ) = by + -+ + byak

be a pair of additive forms of degree p7(p — 1). We are interested in finding conditions
which guarantee the existence of p-adic zeros to the pair (2). A well-known conjecture
due to Emil Artin states that the condition n > 2k? is sufficient. By means of techniques

of Combinatorial Number Theory, we prove that
n>2—L k2 ok
p-1

-1
is sufficient if £ =2.37 or 4.57, and in any case if 7 > pT

Keywords: Artin’s conjecture. Pairs of additive forms. p-normalization. p-adic solu-

tion. Zero-free sum sequences.
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Introducao

Embora nao se saiba precisamente a época em que surgiram as primeiras equagcoes
algébricas, alguns registros sugerem que o seu aparecimento tenha se dado em torno de
2000 a.C. O Papiro Rhind, originario da civilizacao egipcia, contém problemas que, nao
obstante a peculiar representacao matemaética, equivalem ao que atualmente denominamos
equagoes lineares. Registros da matemética babilonica mostram que esta civilizagao ja
possuia uma notavel habilidade na resolucao de sistemas lineares e equacoes quadréticas
da forma z?+ax+b=0. A despeito das complexas notacoes utilizadas, os babilonios eram
capazes de resolver algumas equagoes cubicas e perceberam que as equagoes ax? + bz? = ¢
nao eram mais que equagoes quadraticas, para as quais eles ja possuiam resolugao (C.
Boyer [2]).

Juntamente com o notavel desenvolvimento cientifico do Renascimento, vieram as
resolucoes das equacoes cubicas e quarticas, cuja coroacao se deu com a publicacao da
obra Ars Magna, de Gerénimo Cardano, em 1545. Como se sabe, nao pertence a Cardano
a honra de té-las resolvido. A solugao da equagao de 3° grau deve-se a Niccolo Tartaglia
(1500-1557) e a de 4° grau ¢ de autoria de Ludovico Ferrari (1522-1565).

Mas uma questao ainda intrigava os matematicos da época renascentista. Ocorre
que a féormula encontrada por Tartaglia para obter as solugoes da equacao de 3° grau
frequentemente levava a extragao de raizes quadradas de nimeros negativos, um problema
que ha séculos atormentava os matematicos. De fato, tais nimeros (ou seriam aberragoes
da matemaética?) ja apareciam quando da resolugdo de equagdes quadraticas, embora
equagoes do tipo 22 + 2 = 0 eram simplesmente ditas como nao possuindo soluc¢ao (G.
Garbi [9]).

Os matematicos comecavam a perceber que os ntimeros reais ja nao mais satisfaziam
as suas necessidades algébricas. Era preciso ampliar o conjunto de solugoes. Surgiam,

deste modo, os niimeros complexos, investigados inicialmente por Bombelli, em meados



do século XVI, e amplamente estudados pelo genial Leonhard Euler (1707-1783). Aliés,
deve-se a Euler a obtengao de uma das mais belas equagoes da Histéria da Matematica,
a saber:

em+1=0.

E provavel que um imenso ciclo evolutivo no campo da Teoria das Equacoes Algébricas
tenha se encerrado com a tese de doutorado de Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Ele
provou que todo polinémio de grau n possui exatamente n raizes no corpo complexo.

Estava demonstrado o que viria a ser o Teorema Fundamental da Algebra.

A conjectura de Artin

Com as novas ideias de estruturas matematicas introduzidas por Abel e Galois, os
matematicos passaram a se preocupar nao somente com a resolucao das equacoes algébri-
cas mas também com o corpo sobre o qual os polindémios estariam definidos. Mais especi-
ficamente, havia a necessidade de se descobrir novas extensdes do corpo dos racionais que
nao fossem os ja conhecidos R (o completamento topolégico de Q) e C (o fecho algébrico

de Q, conforme Gauss ja havia provado um século antes).

Foi neste intuito que, em 1902, K. Hensel construiu um novo corpo de ntimeros.
Utilizando uma norma nao arquimediana | |,, definida pela valoragao p-adica sobre os
racionais, ele concluiu que esta norma levava a um completamento topologico diferente
daquele obtido pela norma absoluta | |.. Este completamento é o que atualmente de-
nominamos corpo p-adico, Q,. Vale a pena ressaltar que os tnicos corpos que podem
ser obtidos por completamentos topoldgicos de QQ sao R e os corpos Q,, para todos os
numeros primos p. Isto se deve a um teorema de Ostrowski que garante que qualquer

norma definida sobre os racionais sera equivalente a | |« ou | |,, para algum primo p.

Sendo @@, um corpo, era natural perguntar-se em que condigoes um polinémio admitia

zeros p-adicos nao triviais.
Nesta direcao, Emil Artin conjecturou:

Conjectura 0.1. Se p € um primo e f(x1,...,2,) € Qp[T1,...,2,] € um polindémio ho-
mogéneo de grau k em n > k% wvaridveis, entao a equacao f = 0 possui ao menos uma

solugcao nao trivial em Q,.



Em 1924, H. Hasse ja havia provado que toda forma quadratica em 5 ou mais variaveis
sempre possui zeros p-adicos nao triviais. Passados 28 anos, D. J. Lewis [13] confirmaria
a Conjectura de Artin para o caso k = 3. No entanto, em 1966, Terjanian [17] exibiu uma
forma biquadratica em 18 variaveis que nao possui zeros 2-adicos. Estava disprovada a

Conjectura 0.1.

Teria Terjanian encerrado o assunto? A Historia da Matematica nos mostra que os
problemas nao se encerram, eles se renovam. Um ano antes de Terjanian construir seu

contra-exemplo, Ax e Kochen [1| provaram:

Teorema 0.2. Para todo grau k, existe um primo p(k) tal que a Conjectura de Artin é

verdadeira para todo primo p > p(k).

Isto mostra que, fixado o grau, a Conjectura 0.1 é verdadeira para quase todos os
primos. O problema de se determinar p(k) tem sido bastante investigado nos altimos

anos, mas uma resposta geral (se é que existe) ainda ¢ desconhecida.

Uma nova fonte de pesquisas foi aberta por Davenport e Lewis [5] em 1963, ao

provarem:

Teorema 0.3. Toda forma aditiva de grau k em n > k? varidveis possui um zero p-ddico

nao trivial.

Uma forma aditiva (ou diagonal) de grau k em n variaveis é um polindémio do tipo
f(z1,...,2,) = a12¥ + - + a,zk. Portanto estava provada a Conjectura de Artin para
formas diagonais e surgia uma nova versao da Conjectura de Artin para sistemas de
formas aditivas.

Conjectura 0.4. Seja

k k
fl(l‘l, e 7$n) =a11T7 + -+ A1y,
_ k k
fr(xy, .o ) = ama + - + appy,
um sitema composto por r formas aditivas de grau k em Qp[xy,...,z,]. Sen>rk?, entao
o sistema fi; == f,. =0 tem solugao p-ddica nao trivial.

O Teorema 0.3 responde afirmativamente a Conjectura 0.4 quando r =1. O caso r =2

é o objeto central deste nosso trabalho. O problema, como se vé, nao é novo. Em verdade,
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jé se foram algumas décadas na tentativa de se provar que o par de equagoes aditivas

f(z1,.xn) =azh + - +a,zk =0
0

(3)

(21, .y y) = bk + - + b ak =
possui solucao p-adica nao trivial quando n > 2k2.

Em 1969, Davenport e Lewis |7] provaram a validade da Conjectura de Artin em pares
de formas aditivas quando o grau k é impar. No mesmo trabalho, foi mostrado que a
condi¢ao n > Tk3 é suficiente para se garantir a existéncia de solugao p-adica nao trivial
para o par de equagoes (3). Recentemente, J. Briidern e H. Godinho [3] demonstraram
que a condi¢ao n > 2k? é suficiente, a menos que o grau tenha a forma k = p™(p— 1) para
7 > 1 e algum primo p, ou k = 3.27 para 7 >0. Se k = p”(p—1) para algum primo p >3 e

7 > 1, eles estabeleceram a condi¢ao n > 4k2.

Contribuicoes

Concentramos nossos esforgos em melhorar a condigao estabelecida em [3] para o grau
pT(p—-1) quando p >3 e 7 > 1, com o claro objetivo de aproximar-se o maximo possivel
da Conjectura de Artin. Para tanto, utilizamos algumas ideias da Teoria Combinatoéria

de Nameros.

Faremos uso da técnica da contragao de sequéncias para formar elementos secundarios
nos niveis imediatamente superiores, melhorando os resultados de [10] no que concerne a
obtengao de subsequéncias secundarias. Utilizando um novo invariante de grupos, constru-
imos sequéncias livres de zeros para nos auxiliar na obtencao de sequéncias nao-singulares.

Entao finalizamos com a aplicacao desta nova técnica para obter os seguintes resultados.

Teorema 0.5. Seja (f,g) um par de formas aditivas de grau k = p™(p-1) para um primo
p>T. Se

n>o-L _p2_op
p-1

1
er>? 5 entdao o sistema (3) possui solugio p-ddica.

Teorema 0.6. Seja (f,g) um par de formas aditivas de grau k =p™(p-1), com p=3 ou
5. Se
D ;2
n>2——Fk* -2k,
p-1
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entao o par de equagoes (3) possui solu¢ao p-ddica.

Organizacao do Trabalho

No Capitulo 1, abordamos um pouco da teoria que envolve pares de formas aditivas.
Mais especificamente, estudamos o método da p-normalizacao e definimos solugao nao-

singular.

O Capitulo 2 se inicia com as notagoes e defini¢oes gerais para o estudo de sequéncias
em grupos abelianos. Em seguida, estudamos as sequéncias de nimeros inteiros, com
destaque para a definicao de subsequéncias secundarias. E entao finalizamos com alguns

lemas combinatorios e a definicao de um novo invariante de grupos.

A demonstracao dos principais teoremas é feita nos capitulos 3 e 4. Inicialmente,
transportamos o problema de se encontrar solugoes em sistemas de congruéncias para
o problema de se encontrar subsequéncias apropriadas da sequéncia de coeficientes do
sistema (3). Em seguida, definimos os elementos priméarios e secundérios através da
contragao de sequéncias de soma zero. E finalizamos com a demonstracao dos principais

resultados deste trabalho.



Capitulo 1
p-Normalizacao

Neste capitulo, apresentamos um pouco da teoria que trata dos pares de formas aditivas
e alguns resultados que servirao de base para os capitulos subsequentes. Nao abordaremos
aqui a teoria concernente aos numeros p-adicos. No entanto, aqueles que nao estiverem
familiarizados com a estrutura dos corpos p-adicos, podem consultar Godinho [11] ou
Koblitz [12].

Considere um par de formas aditivas de grau k em n variaveis

f(z1, . xn) =arah + -+ a2k

; (1.1)

bk
9(x1, .y ) = by} + - + bk,

onde os coeficientes a;, b; sao ntimeros racionais.

Estamos interessados em encontrar condigoes suficientes que garantam a existéncia de

solucao p-adica nao trivial para o par de equacoes

L1y, Tp) =0
g(z1,...,x,) = 0.

Para tanto, comegamos por apresentar um processo que se mostrara bastante 1til nas

proximas linhas. Trata-se da p-normaliza¢ao, método criado por H. Davenport e D. J.

Lewis [6] para auxiliar na resolu¢ao de equagdes que envolvam formas aditivas sobre o

corpo Q,.

Sejam vy, ..., v, inteiros e A,d, u, p racionais satisfazendo Ao — up # 0. Considere as



Capitulo 1. p-Normalizagao

seguintes transformagoes do par (1.1):

Fi(x1,...,x) = f(phay, ..., pxy,) (13)
Gi(x1,...;xy) = g(pr 2y, .., DR Ty)

Fo(xq, .oy mn) = AN (21, oy 20) + pug(21, .oy ) (1.4)
Go(x1,..e,xn) = pf(x1, ., xn) +0g(x1, .y Tp).

Passamos a descrever agora como estes pares se relacionam com o par (f,g). Para
cada par (1.1) vamos associar a constante

I(f.9) = [1(aib; - a;by).

Lema 1.1. Se (F1,G1) e (Fy,Gs) sao, respectivamente, o resultado das transformagoes
(1.3) e (1.4), entao

I(Fy, Gy) = pDEvig( £, g)

I(Fy, G2) = (A6 - pp)" " DI(f, 9).
Demonstra¢ao. Vamos comegar demonstrando a primeira igualdade. Por (1.3),

=a'zh+. +a gk
Fy =ajxf +-+alxy
Gy =bizh +- + 0 2k

nwn?

onde a} = a;p*vi e b} = b;pkvi. Entao

a;b; — ajb; = PP (a;h5 - azb;)

I(Fy,Gy) = pFEes vy (f, g).
Mas

Z(U’i +v;)=2(n-1Dvy+--+2(n-1)v, =2(n-1) Zvi,

1#]

o que conclui a primeira parte da prova.



Capitulo 1. p-Normalizagao

Para provar a segunda igualdade, observe que se

— k k
F2 = All’l + .- +AnIn

_ k k
Go = Biay + - + Byak,

entao

A;Bj - A;B; = (Aa;+pb;)(pa; +6b;) — (Aa; + pbj)(pa; + 6b;)
= (A0 —pp)(aib; — a;b;).
Portanto
I(Fy, G2) = (A6 - pp)" " DI(f, 9).

Definig¢ao 1.2. Dizemos que dois pares de formas aditivas sdo equivalentes (ou p—equivalentes)

se eles diferem por uma combinagao das operagoes (1.3) e (1.4).

Pode-se provar que estas operagoes definem uma relagao de equivaléncia sobre o con-
junto de pares de formas aditivas com coeficientes em @Q,. Um fato importante na teoria
é que a equagao (1.2) terd uma solugao p-adica se, e somente se, 0 mesmo ocorrer com

qualquer par p-equivalente a (f,g).

Considere um par (F,G) com coeficentes inteiros satisfazendo [ = v,(J(F,G)) < oo,
onde v, é a valoragao p-adica. Diremos que o par (F,G) é p-normalizado se | for a menor
poténcia de p que divide ¥(f,g) para todos os pares (f,g) com coeficientes inteiros e

p-equivalentes a (F,G).

Lema 1.3. Suponha que (1.2) tenha solugdo p-ddica nao trivial para todos os pares p-
normalizados. Entao para todos os pares (f,g), a equagio (1.2) também terd solugdo nao

trivial em Q.

Demonstragao. Ver [6]. 7

Em razao do Lema 1.3, de agora em diante s6 estudaremos pares de formas aditivas que
sejam p-normalizados. Em particular, os coeficientes no par de formas (1.1) sdo ntimeros

inteiros.



Capitulo 1. p-Normalizagao

Vamos rearranjar as variaveis no par (1.1) como segue. Para cada variavel z;, calcu-

lamos a valoracao p-adica de a; e b;. Em seguida, tomamos

[ = min(v,(a;),v,(b;)),

ou seja, p*t + a; ou p*t 4 b;. Entao juntamos as varidveis que possuem em comum o
mesmo inteiro [ e formamos as subformas (f;, g;). Isto nos permite reescrever o par (1.1)

como
f = Zplfl y 9= Zplgiv
i=0 i=0
para algum inteiro L.

Um fato muito importante é que sempre podemos supor L € [0, k—1]. De fato, se para

alguma variavel z; tivermos [ > k, entao a transformacao (1.3) nos da o par p-equivalente
!
Fl(xla -"7xn) = f(xla cee 7xj717p_k[Eij7xj+1a cee 7xn)
l
Gi(z1, ..., xy) = g(xq, . .. ,mj_l,p‘klﬁjxj, L1,y Tn)
com
vp((F, G)) <vp(I(f, 9))-

Assim é que todo par p-normalizado pode ser escrito no formato

f=fotpfi+-+pFfia

(1.5)
- k-1
g=go+tpgrt---+D" "Gi-1.

Por construcao, os coeficientes de cada variavel no par de subformas (f;,g;) ndo podem
ser ambos divisiveis por p. Para cada i € [0,k - 1], denotaremos por m; o nimero de

variaveis que ocorrem em f; (ou g;).

Seja q(\, ;#) o ntumero minimo de variaveis que possuem coeficientes nao divisiveis por
p na forma Afy + pgo, onde X\ # 0 mod p ou p # 0 mod p. Definindo gy = min(q(A, p)),

temos o

Lema 1.4. Se o par (1.1) € p-normalizado, entio qy > n/2k e
L n
ij > (l + 1)—,
§=0 k

para l € [0,k —1].



Capitulo 1. p-Normalizagao

Demonstragao. Ver [6], Lema 2. 7l

Definigao 1.5. Uma solugao (i, ...,&,) do sistema de congruéncias

arzh + -+ a,zk =0 (mod p*)

bizh + -+ b,xk =0 (mod p*)

é dita nao-singular se a matriz

aréy axdy v ané,
& ba&o - bpbn
tem posto 2 moédulo p.

Da definigao, segue que (&1, .. .,&,) é uma solugdo nao-singular se, e somente se, existe
um par 4, j € [1,n] tal que
(G,ibj - ajbi)fifj -/i- 0 mOd p.

Portanto toda solucao nao-singular deve conter ao menos duas varidveis do par de sub-
formas (fo,90). Ademais, como veremos no Capitulo 3, os coeficientes destas variaveis

devem possuir algumas particularidades.

Dado um primo p, defina 7 = v,(k) e

) 7+1, sep>3oup=2e7=0.
T+2, sep=2eT121.
Lema 1.6. Se o sistema

arzh + -+ a,zk =0 (mod p7)

1.6
bizh + -+ b2k =0 (mod p7) (1.6)

possui uma solugao nao-singular, entao o par de equagoes aditivas (1.2) possui uma

solucao p-dadica nao trivial.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [7], Lema 7. 7

O Lema 1.6 é, sem divida, um dos mais importantes na teoria de formas aditivas e é

consequéncia de um teorema mais geral devido a K. Hensel. Ele nos mostra que podemos

10



Capitulo 1. p-Normalizagao

enxergar (e enfrentar) o problema da resolu¢ao de pares de equagdes aditivas no corpo
p-adico sob a oOtica dos sistemas de congruéncia. Assim sendo, para determinar zeros p-
adicos para o par de formas (1.1), é suficiente encontrar uma solugao nao-singular para o
sistema f = g =0 mod p7, a qual, como ja sabemos, deve envolver ao menos duas variaveis

do par (fo,g0). Este sera o nosso objetivo ao longo das proximas linhas.

11



Capitulo 2
Sequéncias em grupos abelianos

Neste capitulo, faremos um estudo de sequéncias em grupos abelianos finitos. Em par-
ticular, abordamos o problema de se encontrar subsequéncias secundarias em sequéncias

inteiras (se¢ao 2.2) e definimos um novo invariante de grupos (secao 2.3).

2.1 Definicoes gerais

Seja G um grupo abeliano aditivo ¢ S = (g1,...,9,) = g1 ...+ g- uma sequéncia de
elementos em G (podendo haver repeti¢oes). Para cada g € G, a multiplicidade de g em
S, vy(S), € o namero de vezes que o elemento g ocorre na sequéncia S. Fazendo uso da

notacao multiplicativa de sequéncias, por vezes escreveremos

S =TT g.

geG

Dizemos que T é subsequéncia de S se v,(T") < v,(S) para todo g € G. Denotamos este
fato por T|S. Se T' é uma subsequéncia de S e v,(T") < v4(S) para algum g € G, entdo
podemos definir a sequéncia ST~!, construida retirando-se de S os elementos que ocorrem

em T (contando-se as multiplicidades). Observe que isto equivale a

ST = T g@s® (T,
geG

Ainda de posse da definicao de multiplicidade de um elemento, definimos o suporte de

12



Capitulo 2. Sequéncias em grupos abelianos

S em G, supp(S) ={g € G; v,(S) #0}, e o comprimento de S,

EEDICACH
geG
Se S é a sequéncia vazia, entdo, por convencao, |S| = 0. Como se pode ver, o comprimento
de uma sequéncia é a quantidade de elementos que nela ocorre (contando-se as multipli-
cidades), enquanto o suporte é o subconjunto de G formado pelos distintos elementos da

sequéncia.
A soma de S é definida por

o(S) = zg

e dizemos que S é uma sequéncia de soma zero se o(S) = 0. Dizemos que S é uma
sequéncia curta se ela é nao vazia e seu comprimento nao ultrapassa o expoente do grupo
G (exp(@)). Por exemplo, se G é um p-grupo abeliano elementar, entdo as sequéncias

curtas em GG devem possuir no méaximo p elementos.
Definimos ainda o conjunto das somas de subsequéncias nao vazias de .S,
X(S)={o(T); T|SeT +x}.
Observe que

E(S) = {5191 toeeet 57“97“}7

onde os ¢; € {0, 1} nao podem ser todos nulos.

A constante de Davenport de G' (denota-se D(G)) é o menor inteiro positivo r tal que
toda sequéncia S de comprimento r em G possui uma subsequéncia (nao vazia) de soma
zero. Definimos ainda o invariante n(G) como o menor inteiro r tal que toda sequéncia

S de comprimento r em G possui uma subsequéncia curta de soma zero.

Lema 2.1. Seja p um nimero primo e G = C,®C,,. Entio D(G) =2p-1en(G) =3p-2.

Demonstragao. A prova completa pode ser encontrada em [15] e [16]. Evidentemente,
a abordagem e a notacao diferem das que aqui utilizamos, mas as demonstragoes sao,

indubitavelmente, muito elegantes. %
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2.2 Sequéncias inteiras

Considere S = (¢1, ¢, ..., ¢.) uma sequéncia de ntiimeros inteiros. Diremos, neste caso,

que S é uma sequéncia inteira.

Definigao 2.2. Seja p um ntamero primo. Para cada i € N, definimos m; : Z — Z/p'Z o
epimorfismo canonico, isto é,

7i(c) =c mod p'.

O epimorfismo 7; preserva a soma de sequéncias, pois
T
mi(0(S)) =mi(cr+ca++¢.) = Zm(cj) =o(m(9)).
=1
Portanto, se ¢; +---+ ¢, =0 mod p?, entao o(m;(S)) =0 e m;(S) é uma sequéncia de soma
zero em Z[piZ.
Definicao 2.3. Se m;(S) ¢ uma sequéncia de soma zero e m;,1(.S) nao o ¢, diremos que S

¢ uma sequéncia secunddria modulo p'.

Nesta secao, estamos interessados em determinar condi¢oes que garantam a existéncia
de subsequéncias curtas e secundarias moédulo p. Vamos considerar apenas sequéncias

inteiras cujos elementos sejam nao nulos modulo p.

Para facilitar as demonstragoes, vamos escrever os elementos da sequéncia S como

¢; = a; + pb;, com a; =m(¢;) € [1,p-1].

Lema 2.4. Se S € uma sequéncia inteira com comprimento r > 3p — 2, entao S possui

uma subsequéncia curta e secunddria modulo p.

Demonstracao. Pelo Lema 2.1, a sequéncia

(mi(ar), m1(b1)), (mi(az), m1(b2)), ..., (m(a,), (b))

possui uma subsequéncia curta de soma zero em Z/pZ & 7Z[pZ. Entao existe um subcon-

junto I c [1,7], com |I] < p, satisfazendo

Y a; =) b =0 mod p.

iel iel

14
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Portanto,

Y=Y a;+p) b=0mod p.

iel iel iel

Como 0 < a; < p para todo i € [1,7], concluimos que

> ¢ #0 mod p°.

iel

E agora uma consequéncia da Definigao 2.3 que a subsequéncia [],; ¢; € secundaria moédulo

p. |

Lema 2.5. Se

c1=cy=--=c¢c, modp

es>2p+1, entao S possut uma subsequéncia curta e secunddria modulo p.

Demonstra¢ao. Vamos escrever a; = a, para i € [1,s]. Portanto

p p
Yoei=pla+ Y b).
1=1 =1

Se Y b; # —a mod p entdo Y.r,¢; # 0 mod p? e a sequéncia (cy,-+,¢,) ¢ secundaria
modulo p.
Ent&o suponha ¥ b, = —a mod p. Neste caso, as imagens dos b; pelo epimorfismo

nao podem ser todas iguais, ja que a # 0. Portanto existe j € [1,p] satisfazendo
b; #b,,1 mod p
e entao
p
Z b; + bys1 £ —a mod p,
=1

i#J

o que conclui o lema. 74

Lema 2.6. Se S possui exatamente p elementos congruentes entre si mddulo p e |S| > p,

entao S possut uma subsequéncia curta e secunddria modulo p.

15
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Demonstragao. Novamente, seja a; = a para i€ [1,p]. Se by =---=b, mod p, entao
p
Z b; #-a mod p
i=1

e (¢1,++,¢p) ¢ uma subsequéncia secundaria de S. Podemos entdo supor que existem
i,j € [1,p] tais que b; # b; mod p. Seja ¢ = ¢,y € supp(S) satisfazendo 7 (c) # a. Entéao

existe um subconjunto J c [1,p] com |J|<p-1 e (veja Lema 2.17)

Yej+e=|Jla+api+p> . b;=0 mod p.

JedJ

Se esta soma é zero modulo p?, entao é suficiente trocar b; por b; no subconjunto J, onde
b; #b; mod p. %

Se p=3 ou 5, o Lema 2.4 pode ser refinado, o que passamos a fazer em seguida.

Se p = 3, s6 existem dois elementos nao nulos moédulo p: 1 e 2. Neste caso, qualquer
sequéncia com 2p — 1 elementos possui pelo menos trés elementos repetidos e entao os

Lemas 2.5 e 2.6 implicam que S possui uma subsequéncia curta e secundaria médulo p.
Vamos agora analisar o caso p = 5.

Lema 2.7. Suponha que
() =(1,1,1,2,2).

Entao S possui uma subsequéncia secunddria modulo 5.

Demonstragao. Consideremos duas subsequéncias T1]S e T»|S tais que m(77) = (1,1,1,2)

e m(Tz) = (1,2,2). Entao m(771) e m(T3) sado sequéncias de soma zero.

Sendo p =5, temos ¢; = a; +5b;, com a; = 1 se i € [1,3] e ay = a5 = 2. Por argumentos ja
expostos nas demonstragoes dos lemas 2.5 e 2.6, podemos assumir 7 (b;) = b se i € [1,3]

e m1(by) = m(bs) = b'. Para estas subsequéncias,

Y ci=5+5(3b+b") ou5+5(b+20") mod 5.

Deste modo, se 5(3b+ ) ou 5(b+ 20') é incongruente a 20 modulo 25, o lema esté
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desmonstrado. Se nao, considere o sistema de congruéncias

5(3b+b) = 20 mod 52

5(b+2b) = 20 mod 52,
que é equivalente a
3b+b = 4 modb
(2.1)
b+20" = 4 mod 5.

Multiplicando a primeira equagao de (2.1) por 2, obtemos b+2b’ =3 mod 5, o que contradiz
a segunda equagao. Segue que o sistema (2.1) ndo possui soluc¢do e as subsequéncias T}
e T, nao podem ser simultaneamente zero médulo 52. Portanto, ao menos uma destas

subsequéncias é secundaria médulo 5. v

Observagao. O Lema 2.7 permanece valido se m1(.S) = (1, 1,3,3,3) oum(S) = (3,3,4,4,4).

De fato, se ¢ é inversivel moédulo p, entao
o(m(9)) =0 <= o(m(cS)) =0.
Lema 2.8. Se S ¢ uma sequéncia satisfazendo
m(S)=(1,1,1,2,4,4),

entao S possui uma subsequéncia secunddria modulo 5.

Demonstracao. Para provar este lema, basta considerar subsequéncias 17, T5 e T3 tais que
m(Th) = (1,4), m(Ty) = (2,4,4) e m(T3) = (1,1,1,2), e proceder como na demonstragao
do Lema 2.7. A tnica diferenca aqui é que obteremos um sistema de congruéncias médulo

25 com 3 equagoes, o que nao chega a ser um complicador. %]

Podemos utilizar o argumento da observacao acima para concluir que o Lema 2.8
permanece valido se m1(S) = (1,1,3,4,4,4).

Os resultados construidos até aqui nos permitem enunciar o

Lema 2.9. Suponha p=3 ou 5. Se|S|>2p-1, entiao S possui uma subsequéncia curta e

secunddria mdodulo p.
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Demonstracao. O caso p = 3 ja foi provado.

Suponha p =5 e considere ¢ € supp(.S) satisfazendo v.(S) = maxgeq(v,(S)). De acordo
com os Lemas 2.5 e 2.6, podemos supor v.(S) = 3 ou 4. Agora é suficiente observar que,

nestas condigoes, a sequéncia m1(.S) possui uma das seguintes subsequéncias

(1,1,1,2,2), (1,1,3,3,3), (3,3,4,4,4), (1,1,1,2,4,4), (1,1,3,4,4,4).

O resultado do Lema 2.9 é o melhor possivel. De fato, se
S =1p1gpt

é uma sequéncia inteira com m3(g) = -1 e T|S é uma subsequéncia nao vazia satisfazendo
o(m(T)) =0, entao T = 1%g* para algum u € [1,p—1]. Neste caso, o(m(7)) =0 e T nao

pode ser secundaria modulo p.

2.3 Sequéncias livres de zeros

Uma sequéncia S = (g1, 92, --.,9,) em um grupo abeliano G é livre de zeros se, para

qualquer subconjunto nao vazio I c [1,7],

ZgﬁtO.

iel
Equivalentemente, S é livre de zeros se, e somente se, 0 ¢ (5).

Definigao 2.10. Seja G um grupo abeliano finito e p(G) o menor primo divisor da ordem
de G. Para t € [1,p(G) - 1], definiremos s; = 5;(G) como o menor inteiro positivo tal que
toda sequéncia S possuindo s; elementos nao nulos de G possui uma subsequéncia livre

de zeros de tamanho t.

Lema 2.11. Para qualquer grupo G, 51(G) =1, $5(G) =3 e s3(G) = 5.

Demonstracao. A primeira afirmacao do lema é trivial.
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Para demonstrar a segunda, considere S = (g1,992,93) em G. Como p(G) > 2, se
g1 * —g2, entao (g, ¢g2) € livre de zeros. Se g1 = —go, temos (g1,93) ou (ga,g3) livre de

ZEeros.

Provemos agora a terceira afirmacdo. Seja S = (g1,92,93,94,95) uma sequéncia de
elementos nao nulos de (G. Podemos supor, sem perda, que S possui no maximo dois

elementos iguais.

Suponhamos que a sequéncia possua dois elementos iguais, digamos S = g2g3g495. Se
gi ¢ {-9,-2¢} para algum i € [3,5], ja temos uma subsequéncia livre de zeros. Se este nao
for o caso, teremos S = g?(-¢)?(-2g) ou S = g?(-2¢)?(-g). No primeiro caso, temos a

subsequéncia (-¢)?(-2¢) e no segundo caso, a subsequéncia g(-2¢)2.

Se a sequéncia nao possui elementos repetidos, podemos ordené-los de modo que as

subsequéncias

g192, 9193, 9194, 9293

sejam livres de zeros. Se gog4 € livre de zeros, entao g g2gs € livre de zeros ou g1 9294 0 €. Se

isto nao ocorrer, entao gszgy4 € livre de zeros e, portanto, ao menos uma das subsequéncias

919293, 919394

é livre de zeros. %

O proximo lema fornece limites inferior e superior para o invariante s,(G), para qual-

quer grupo abeliano finito G.

Lema 2.12. Para todo t € [1,p(G) - 1], vale

20-1<5(G) < (t-1)|G| -t +2.
Demonstracao. Se g # 0, a sequéncia g* é livre de zeros em G. Por outro lado, o niimero

de elementos nao nulos no grupo G é |G| - 1. Segue que se uma sequéncia S nao possui
subsequéncia T'|S com |T'| =t e livre de zeros em G, entao |S| < (|G| -1)(t - 1). Portanto,

5/(G) < (t-1)|G|~t+2.
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Para obter a cota inferior considere a sequéncia

S=¢"" g,

onde g # 0. E simples verificar que S nao possui subsequéncia livre de zeros de compri-

mento t. Y|

O Lema 2.11 nos diz que a cota inferior obtida no Lema 2.12 é atingida para t € [1,3].
Vale aqui observar que a cota superior também é atingida. De fato, é possivel provar
que s,1(C,) = p?> - 3p+ 3. Com isto e mais o Lema 2.11 determinamos completamente o

invariante s, dos grupos C3 e Cs.

Lema 2.13. Seja S uma sequéncia em G e suponha [supp(S)|>t. Se vy(S) >t -1 para

algum g € G, entao S possui uma subsequéncia livre de zeros de comprimento t.

Demonstracao. Usando a notacao aditiva para relacionar os elementos no grupo G, con-
sidere as equacoes

g+x=0

2g+x =0

(t-1)g+x=0.

Como cada equagdo possui uma tunica soluc¢ao e |supp(S)| > ¢, podemos encontrar um
elemento h € supp(S) que ndo é solugao de quaisquer destas equagoes. Segue que a

subsequéncia curta
T=g"h

é livre de zeros. %

p_

Lema 2.14. Suponha G = C, para um primo p > 3. Se <t<p-1, entao

s (G)<(p-1)(t-2)+ 1.
Demonstragao. Seja S uma sequéncia em G~ {0} com |S|=(p-1)(t-2) + 1.
Se v,(S) >t para algum g € G, entdo T = ¢ satisfaz |T| =t e ¢ livre de zeros.

20



Capitulo 2. Sequéncias em grupos abelianos

Vamos entao assumir v,(S) <t -1 para todo g € G. Como

(t-2)(p-1) <5,

existe um elemento h € supp(S) satisfazendo v, (S) = ¢ - 1. Pelo Lema 2.13, podemos

supor |supp(S)| < t. Por outro lado,
S| = (t-1)?=pt-2p—(*~t-2)=(t-2)(p-t-1) >0,
por hipotese. Assim, concluimos que |supp(S)|=t. Mas
IS|-[t(t-1)-1] =pt-2p-t*> +4
ecomo p>t+2,

pt=2p—t*+4>(t+2)(t-2)-t*+4>0.

Portanto,
t(t-1)-1<|S|<t(t-1).

Sendo ¢t > P

Todos estes fatos nos levam a concluir que a subsequéncia

, concluimos que existe a € supp(S) tal que v,(S) =t -1 e 2a € supp(S5).

a1(2a)

é livre de zeros. %]

2.4 QOutros resultados

Sejam A, B subconjuntos nao vazios de um grupo abeliano GG. O conjunto-soma de A
e B ¢ definido por
A+B={a+bjac Aebe B}.

Por exemplo, se G =Z/5Z, A={1,3} e B={1,2,4}, entdo A+ B ={0,2,3,4}.

Se n > 3 é um inteiro, podemos definir o conjunto-soma de n subconjuntos de um
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grupo G de forma recursiva, isto &,
A+ + A, = (A1 ++A) + A,

Equivalentemente,

Al +"'+An = {ZUJZ , a; € Az}
i=1

O proéximo lema é o conhecido Teorema de Cauchy-Davenport. Ele fornece um limite

inferior para a cardinalidade do conjunto-soma de subconjuntos de Z/pZ.

Lema 2.15 (Cauchy-Davenport). Seja p um primo e A, B subconjuntos nao-vazios de
Z|pZ. Entao
|A + B| >min(p,|A|+|B|-1).

Demonstracao. Este é um resultado classico e sua demonstracao pode ser encontrada em
intmeras referéncias. Indicamos [4] para a prova exibida por Davenport e [14] para uma

demonstragao mais moderna. 74

O Teorema de Cauchy-Davenport pode ser generalizado como segue.
Lema 2.16. Sejan > 2, p um primo e Ay, ..., A, subconjuntos nao-vazios de Z[pZ. Entao
| Ay + -+ Ay >min(p, Y |Ai| -n +1).

i=1

Demonstrac¢ao. A prova é por indugao. O caso n =2 é o Teorema de Cauchy-Davenport.
Suponha que o resultado seja vélido para n subconjuntos de Z/pZ e escreva A = Aj+---+A,,.

Pela hipoétese de inducao, temos

|A| > min(p, Y |A;] -n+1).

i=1

Aplicando novamente o Teorema de Cauchy-Davenport, vamos obter

|Ap + -+ Ay + A |A+ Ay

> min(p, |A| +|An1] - 1)

> min(p, Y |Ai|-n+1+|A,]-1)
]

> min(p,Z|Ai|—(n+1)+1),
-1
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0 que prova o lema. %

Lema 2.17. Considere uma sequéncia S = (ay, ...,a,-1) de elementos nao-nulos em Z[pZ.
Entao
Z[pZ ~ {0} c 3(5).

Demonstracao. Defina os conjuntos
A; = {Oaai}a i€ [1,]9_ 1]

Pelo Lema 2.16,

p-1

min{p, Z |Ai|-(p-1)+1}

min{p, 67 -1)2-(p-1)+1}
p.

I\

|A1 +A2 + .- +Ap_1|

Segue que, exceto possivelmente o zero, todo elemento de Z/pZ pode ser obtido utilizando-

se ao menos um elemento de S. 4|

Lema 2.18. Se definirmos recursivamente

B e
J— = | — e J— = [
miay Lm m 1 (k+1) m
com a, m, k numeros naturais, entao

-]

m gy LmFl

Demonstracao. Vamos definir a sequéncia

X, = [EJ Xy = l&J e X = lX“J :
m m m

Para demonstrar o lema, é suficiente provar que X; = {—IJ .
m
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Temos
X=Xm+r,0<r;<m
X1=X2m+7"2,0£7"2<m
Xl_12X1m+7’l,0S7’l<m.
Entao

X = (Xgm + 7’2)m +7r= X2m2 + RQ, (22)

onde Ry =rom + 7. Como rq,75 <m —1, temos
Ry=rom+r <m(m-1)+m-1=m?-1.
Portanto, 0 < Ry < m?2.
Usando (2.2), obtemos

X = (X3m + 7"3)7712 + R2 = X3m3 + Rg,

com R3 = T3m2 + Rs.

Analogamente ao que fizemos acima, temos 0 < Rz < m3.

Uma indugao simples nos da

X = lel + Ri,

para todo ¢ € [1,(], sendo

T, se = 1.

R; = , '

Timz_l + Ri,l, se1>1.

Assim,
Ry=rm™ +r4 < (m - 1)ml‘1 +mt—1=m!-1.

Portanto X = X;m! + R;, com 0 < R; <m!, o que prova o lema. 7|
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Capitulo 3
Pares de Formas de Grau p”(p - 1)

Doravante vamos supor que o par (1.1) tem grau k = p7(p—1). O principal resultado

deste capitulo é o

Teorema 3.1. Seja (f,g) um par de formas aditivas de grau k = p™(p—1) para um primo
p>T7. Se

n>o-L _p2_op
p-1

p-1

eT> , entao o sistema (1.2) possui solu¢io q-ddica para todo primo q.

Segundo [3], precisamos analisar apenas os casos em que ¢ = p, pois para 0s outros

primos ¢ # p, a condi¢ao n > 2k? é suficiente para se obter solubilidade g-adica.

3.1 Sequéncias em Z/p"Z & Z[p"Z

o))

a sequéncia dos coeficientes do sistema (1.1). Iniciamos esta se¢ao definindo uma aplicac¢ao

Seja

que nos permita olhar para os elementos de 7 quando inseridos no grupo Z/pmZ&Z[p™Z.

Definicao 3.2. Para cada natural i, definimos o homomorfismo
i LxT— LIp'7 & LIp'Z
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com o auxilio do homomorfismo canonico 7; (Defini¢ao 2.2), como segue:

a\ [ mi(a)
b SONA
Uma subsequéncia S|« é dita de soma zero mddulo p™ se o(p,,(S)) =0. Além disso,

inspirados na Defini¢ao 2.3, diremos que S é secunddria mddulo p™ se ela é uma sequéncia

de soma zero médulo p™ mas nao é de soma zero modulo p™m*t.

Suponha que (f, g) tenha a forma descrita em (1.5). Denote por M; a subsequéncia de

</ constituida dos coeficientes que aparecem no par de subformas (p’ f;, p'g;). Dizemos que

a/ .
um elemento ( ! ) e supp (&) esta no nivel [ se ele esta no par de subformas (p'f;, plg;).

J

Frequentemente nos seréd util dividir os elementos de cada nivel em classes de equi-
valéncia. Para tanto, vamos visualizar F2 \ {(0,0)} como a unido de p + 1 subconjuntos
Ly, Ly,...,L,, sendo

Lo={ ; | Xe[Lp-1]}
L=\ 1 | Ae[lp-1]}

para i € [1,p]. Os conjuntos L; sdo disjuntos e possuem um total de (p—1)(p+1) =p?-1

elementos. Portanto

F2 1 {(0,0)} = |i(|)L (3.1)

Seja S uma subsequéncia de My. Em virtude de (3.1), cada elemento de ¢;(.S) estara
em um (e somente um) dos conjuntos L;. Neste contexto, vamos definir, para cada
j €[0,p], a sequéncia

L;(S) =TT g,

gEBj

onde Bj = {g € My ; ¢v1(g) € L;j}. Vamos escrever i;(S) = |I;(5)| e diremos que um
elemento a € M, € de classe j se ele esta no suporte de I;(M;). Observe que podemos

escrever a sequéncia S como o produto disjunto
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De maneira completamente analoga, podemos dividir em classes os elementos que estao

em niveis superiores. Se S é uma subsequéncia de M;, definiremos

;(S) =[] g,

geCj
sendo C; ={ge M, ; ¢1(p~lg) € L;}, e diremos que g é de classe j.

Vamos definir também a sequéncia
p
Qo(S) = SIp(S) ™ =] 1;(5),
j=1

que é, obviamente, uma subsequéncia de S. Escreveremos ainda ¢o(S) = |Qo(5)| e, por

razoes historicas, adotaremos qg = qo(My) (vide Lema 1.4).

Diremos que uma sequéncia S|« é nao-singular se o conjunto S My possuir ao menos

dois elementos em classes distintas. Se isto nao ocorrer, diremos que S é singular.

Utilizando a transformagao (1.4) e recorrendo ao Lema 1.1, podemos transformar
qualquer par p-normalizado em outro p-equivalente de modo que, para uma subsequéncia
S|M;, vale

i0(S) > i,(S) 2 i5(S)

para todo j € [1,p].

Com o intuito de garantir a existéncia de zeros p-adicos para o sistema (1.1), o Lema
1.6 afirma que é suficiente provar a existéncia de uma solugao nao-singular para o sistema

de congruéncias

arzh + -+ a,zk =0 mod p7

(3.2)

bizh + -+ b,z =0 mod p7,

sendo v =7+ 1. Mas
o(p") =o(p™") =(p-1)p" =¥,

onde ¢ é a funcao de Euler. Isto significa que obter uma solucao nao-singular para o

sistema de congruéncias (3.2) é equivalente a encontrar uma solu¢ao para a equagao

ay an 0
(bl)el+~--+(bn )en:(o) (3.3)

em Z[p'Z & Z[p'7Z, com pelo menos duas entradas nao nulas ¢, = ¢, = 1, u,v € [1,mp],
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Qy, Qy . ~
tais que ( e pertengam a classes distintas. Por outro lado, a equagao (3.3)

u v

tem uma solu¢ao em Z/p'Z & Z/p"Z com esta propriedade se, e somente se, a sequéncia

</ possui uma subsequéncia nao-singular de soma zero moédulo p7.

Em resumo, para provar a existéncia de zeros p-adicos nao triviais para o par (f,g) no
Teorema 3.1 é suficiente encontrar uma subsequénca nao-singular de soma zero moédulo

p? da sequéncia .7 .

3.2 Elementos primarios e secundarios

My=| ‘). O
bl bmo

dos elementos do nivel zero e seja S uma subsequéncia de soma zero moédulo p em M.

%ww»=(8)

Assim, ao somar os elementos de S, obtemos um novo elemento o(S) = ( B ) no nivel

Considere a sequéncia

Por definigao,

[>1,jaque A=B=0 (mod p). A este processo daremos o nome de contragao.

No que fizemos acima nada hé de especial com o nivel zero. Assim é que se a sequéncia

&/ possui uma subsequéncia S de soma zero modulo pt, entao

ww@»=(8)

A
eo(S)= ( B ) passa a ser um elemento do nivel [ ou superior.

O processo de contragao de uma sequéncia pode nos ajudar a obter elementos em
niveis mais elevados, bastando, para tanto, que se tenha uma sequéncia de soma zero. O
elemento resultante da contragao sera um elemento primdrio no nivel [ (ou superior) se
ele for obtido pela contracao de uma sequéncia nao-singular de soma zero modulo p'. Se

S é uma sequéncia singular e secundaria modulo p!, diremos que o elemento resultante da
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contracao é um elemento secunddrio no nivel [.

Vamos utilizar a notagao P, para denotar a sequéncia de elementos primarios no nivel [
(ou superior) e S; denotaré a sequéncia dos elementos secundarios no nivel [. Utilizaremos
ainda

p=|b| e s =[S

Em vista da defini¢do acima, podemos considerar que os elementos que ja se encontram
naturalmente no nivel [ sao, igualmente, elementos secundarios do nivel /. Portanto, a
sequéncia 5; é formada pela sequéncia M; e os elementos formados pela contracao de

sequéncias secundérias em niveis imediatamente inferiores.

O proximo teorema, provado em [7], nos fornece uma cota inferior para o comprimento

da sequéncia P;.

Teorema 3.3. Se (f,g) € um par p-normalizado, entao

plzmin([gﬁlJ’l%J)‘

Vamos agora utilizar o Teorema 3.3 para calcular o nimero minimo de elementos

primérios que podem ser obtidos no primeiro nivel.

Pelo Lema 1.4,

Portanto
qo>p. (3.4)

Ainda pelo mesmo lema,

i S+ D)2 s 20+ 1) (k-2 - 1)
z‘:omz_ k p-1

e entao

Zl:mi>2(l+1)(p”1—1). (3.5)

=0

Em particular, mg > 2(p7*! - 1).
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Deste modo,
mo_ 2(p7t-1)+1
2p—1 "~ 2p—1

e entdao o Teorema 3.3 fornece
pL2p. (3.6)

A desigualdade (3.4) nos mostra o tamanho minimo de )y. No entanto, para formar os
elementos priméarios no nivel 1 vamos utilizar apenas a quantidade minima de elementos
estabelecida por esta desigualdade. A razao para este procedimento é que restarao muito
mais sequéncias para serem contraidas na forma de elementos secundarios para o nivel
1. Em decorréncia disto, para produzir os p; elementos primarios no nivel 1 estaremos
contraindo, no nivel [ = 0, no maximo p” sequéncias de comprimento méaximo 2p cada

uma. E por esta razao que definiremos

so=mg - 2p" . (3.7)

Concluimos esta se¢ao com trés lemas que serao bastante titeis no restante do trabalho.
Lema 3.4. Seja S uma subsequéncia de S;. Se i;(S) > 3p—2 para algum j € [0,p], entao

S possui uma subsequéncia curta e secunddria modulo p**+1.

Demonstracao. Pelo que ja foi observado quando da definicao das classes I;, podemos
supor
io(S) = max (4;(S)) > 3p-2.
Jj€[0,p]

T = R I
by bap-2

uma subsequéncia de Iy(S) de comprimento 3p — 2. Entao

o1 (T) :( f‘(l)l )( Agg—z )’

com A; # 0 para todo i € [1,3p—2]. Pelo Lema 2.4, a sequéncia inteira (p~ay,...,p"lag, 1)

Seja

possui uma subsequéncia curta e secundaria modulo p. Segue que T' (e consequentemente

S) possui uma subsequéncia curta e secundaria moédulo p*1. 7
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Lema 3.5. Se p; > p e i;(S;) > p—1 para algum j € [0,p], entdo podemos obter um

elemento primdrio no nivel [ + 1 utilizando no mdximo p — 1 elementos secunddrios.

Demonstracao. Se algum elemento primario ja estiver em um nivel maior que [, o resultado
é trivial. Vamos entao supor que os p; elementos primérios encontram-se exatamente no

nivel [.

Como ja observado, podemos supor ig(S;) >p—1. Seja
s B DO a .| et
b1 bp d1 dp—l
uma subsequéncia de S; formada por p elementos primérios e p — 1 elementos de Io(.S).
Ay A Cy Ch1
-7y = p p .

Se B; = 0 para algum ¢ € [1,p], o Lema 2.17 garante que existe um subconjunto
Jc[l,p-1] tal que

Entao

~Ai=2.C;

jedJ

()

o que da um elemento primério no nivel [ + 1.

e, portanto,

Suponhamos B; # 0 para todo i € [1,p]. Ainda utilizando o Lema 2.17, existe um

x(5)-(5)

Deste modo, se A =0, ja temos um elemento primério no nivel [ + 1. Se nao, procedemos

subconjunto J c [1,p] tal que

como no caso anterior e concluimos o resultado. %]

Lema 3.6. Seja S uma subsequéncia de S;. Se ig(S) 2 5,(Z[pZ) e qo(S) 2 5,(Z[pZ), en-
tao i41(S) possui uma subsequéncia livre de zeros em Z[pH L& Z[p™* ' Z com comprimento

u+.
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Demonstrag¢ao. Consideremos

(GG

uma subsequéncia de S formada por r = §,(Z/pZ) elementos de Io(S) e s = 5,(Z/pZ)
elementos de Qy(.S). Entao

() ()

Da defini¢ao 2.10, a sequéncia (Ag,...,A,) possui uma subsequéncia livre de zeros
em Z/pZ de comprimento u. Do mesmo modo, podemos obter uma subsequéncia de
(D4,...,Dy) com comprimento v e livre de zeros em Z/pZ. Reenumerando os indices,

se necessario for, podemos assumir que tais subsequéncias livres de zeros sao, respectiva-

mente, (Ay,...,A,) e (Dy,...,D,).

()05

0 que prova o lema. %

Segue que

3.3 Demonstracao do teorema principal

Pelo que ja observamos, para demonstrar o Teorema 3.1 é suficiente provar que a
sequéncia o/ dos coeficientes do sistema (1.1) possui uma subsequéncia nao-singular de
soma zero modulo p?. Como consequéncia da definicao de elementos primaérios, isto

equivale a provar que a sequéncia P, ¢ nao vazia, isto ¢, p, # 0.

Lema 3.7. Seja |l >0. Entao

S1
Si+1 2 M1 + [_J - 3p.
p

Demonstracao. Seguindo o processo de contracao descrito na demonstragao do Lema 3.4,

o namero de elementos em cada nivel [ que nao poderao ser contraidos para formar um
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elemento secundéario no nivel [ +1 é no maximo

3(p*-1).

Portanto,

-3(p*-1
Si+1 2 M1 + \‘Sl(pfp)J 2 M1 + l%J - 3p.

De posse do Lema 3.7, vamos estabelecer uma desigualdade que nos permita saber o
nimero de elementos secundarios no nivel [, independentemente do niimero de elementos

no nivel anterior. Doravante estaremos supondo p > 7.

Pelo Lema 3.7,
S12my + l@J - 3p,
p
sendo (conforme observado anteriormente) sy = mgy — 2p™*!. Podemos ainda reescrever a
desigualdade acima como
3p. (3.8)

mi + S
SlleJ_

Pelo mesmo lema,

So > My + lﬂJ - 3p,
p
o que, em razao de (3.8), nos da

pmy +50J
P75l g,
p

p

S9 > Mo + - 3p.

Entao podemos aplicar o Lema 2.18 e obter

[Pml + SOJ

v

s9 > mot|—PL | _3p-3
b

my +
= oy 4| LT SOJ—3p—3
p

2mag + +
lp ma mel SOJ _3p-3,
p

33



Capitulo 3. Pares de Formas de Grau p7(p-1)

Procedendo de maneira analoga, temos

2my +pmy + 8
lp 2 P21 oJ_gp_3
S3 > Mg+ P - 3p.
p

Como estamos supondo p > 7, temos

lp2m2 +pmy + So

2 J—4p
ms + P —3p

p

v

53

[P?’ms +p?mg + pmy + So

7 J—3p—4.

Todo este raciocinio nos leva ao

Lema 3.8. Sel>1, entao

l
Z pimi
i=0

p -2pT 1 _3p—4.

S 2

Demonstragao. A prova é por indugao. Pela desigualdade (3.8), temos

my +mg — 2pTH! my +m
slz[p S 4 J—3p2[p—1 0J—2p7—3p,
p p

provando que o lema é valido se [ = 1. Suponhamos que o resultado seja valido para algum
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natural {. Entao o Lema 3.7 nos da

Si
Sie1 2 My + ; -3p

l i
{Zi—0€ m%‘ —opmtl _3p 4
p

mpe + - 3p

v

My + —‘ —2pml—4 - 3p.

v

Agora podemos utilizar o Lema 2.18 para obter

l
Zpimi
i=0

pl+1

[\

Si+1 mye1 + - 2pTil -3p-4

+1

Z p'm;
i=0

F _ 2p7'—(l+1)+1 _ 3]? _ 47

o que mostra a validade do lema para [ + 1. %

Pela desigualdade (3.5),

! I
Yop'mi >y mi>2(l+1)(p™ - 1)
i=0 i=0

e entao

2 T+1 _
Slz[ (I+1)p l 2(1+1)
p
Sendo [ >0 e p > 3, a desigualdade acima fica

J _ 2p7—l+1 _ 3p —4.

2llT+1—l
SZZ[(+)p p

pl ‘ _ 2pr—l+1 _ 3p |

- 2(1 + 1)prfl+1 —- 1= 2p7—1+1 _ 3p -4
le‘r—l+1 _ 3]9 _ 5’

35



Capitulo 3. Pares de Formas de Grau p7(p-1)

o que nos fornece uma cota inferior para o niimero de elementos secundarios s; em fungao

do nivel [, do primo p e da poténcia 7.

Se le[1,7-1], entdo
51> 2lp* - 3p-5. (3.9)

Se [ =T, temos
s 22tp—-3p-5

p
e como T > , obtemos

s;>p?—4p-5. (3.10)

3.3.1 O casop>11

Lema 3.9. Suponha l>1. Sep,=p e s;>p*—-6p+5, entao podemos obter um elemento

primdrio no nivel [ + 1 utilizando no mdzimo p—1 elementos secunddrios.

Demonstrac¢ao. Temos
. 51
i0(S) > [—
p

>2p-—0.
+1]_p 0

Além disso, o Lema 3.5 nos permite assumir ig(.S;) < p—2. Como estamos supondo p > 11,

temos i9(S;) > s3(Z/pZ), de acordo com o Lema 2.11. Por outro lado, o Lema 2.14 nos da

a0(S) > p*-6p+5-(p-2)
= pP-Tp+7
= (p-1)(p-6)+1
2 5p74(Z/pZ).

Segue do Lema 3.6 que S; possui uma subsequéncia T livre de zeros em Z/p" ' Z & Z[p' 7

tal que |T|=p-1.

Mas o Lema 2.1 garante que a sequéncia T'P, possui uma subsequéncia de soma zero
modulo pt*!, pois [TH| = 2p—1. Como T é livre de zeros em Z/p*'Z & Z[p'*'7Z, tal
subsequéncia deve conter ao menos um elemento de P, e é, por este motivo, nao-singular.
A contragao desta subsequéncia nos fornece um novo elemento primério no nivel [ + 1, o

que prova o lema. 7
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Lema 3.10. Se s; > p?—5p+4, entao

Pi+1 2 \;@J .
p

Demonstragao. Suponha p; > 3p. Como n(Z/pZ & Z[pZ) = 3p — 2, podemos construir um
novo elemento primério no nivel [ + 1 pela contra¢ao de uma subsequéncia T'|P; enquanto

P > 3p—2. Entao

—(2p-2
s MJ
L p
5 pz—QPJ
L P
- @J—z.
L D

: o . . . b

Ou seja, com os p; elementos primarios no nivel [ é possivel obter pelo menos | — | -2 ele-
p

mentos primarios no nivel [+ 1, restando ao menos 2p elementos primérios nao contraidos.

Como

slzp2—5p+4:p2—6p+5+p—1,

podemos aplicar duas vezes o Lema 3.9 e obter outros dois elementos priméarios no nivel

[+ 1, o que nos da o resultado.

Para concluir, suponha p; < 3p. O resultado é imediato se p; < p e o Lema 3.9 nos déa
pelo menos um elemento primério (ou pelo menos dois elementos priméarios) no nivel [+ 1,

conforme p < p; < 2p (ou 2p < p; < 3p). Em qualquer caso, teremos

Pi+1 2 {@J )
p

o que conclui o lema. %

Podemos agora concluir a prova do Teorema 3.1 no caso p > 11.

Por (3.9), temos s; > 2p? —3p—5 para 0 <[ < 7. Usando o Lema 3.10 e a equagao (3.6),

concluimos que p; > p™~*1. Em particular, p, > p. Por sua vez, a equagao (3.10) nos da
S, >pP—4dp-5>p*—6p+5

e entao o Lema 3.9 garante que p, # 0. Isto prova o Teorema 3.1 no caso p > 11, conforme
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observagao feita no inicio desta segao.

3.3.2 Ocasop="7
Lema 3.11. Se G =Z/7Z, entao s,(G) < 12.

Demonstragao. Seja S uma sequéncia de elementos nao nulos em Z/7Z e suponha |S| > 12.

O objetivo é provar que S possui uma subsequéncia livre de zeros em Z/7Z de comprimento
4.

Se v,(S) > 4 para algum g € Z/7Z, o resultado segue trivialmente. Se v,(S) = 3 para
algum g € Z/7Z, podemos usar o Lema 2.13 e supor supp(S) < 4, o que implica em |S| < 12.
Se v,(.S) <2 para todo elemento néo nulo ¢, entdo novamente |S| < 12. Em qualquer caso,
teremos |S| < 12.

Podemos supor (mas nao provaremos) que

v1(S) = max (vy(59)).

geZ]TZ

Com esta observacao e as consideracoes anteriormente expostas, podemos afirmar que
S=(1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,6,6) ou S = (1,1,1,a,a,a,b,b,b,c,c,c).

No primeiro caso, temos a subsequéncia (1,1,2,2) e o resultado segue. No segundo caso,

Se

{a,b,c} n{2,3} # &,

temos as subsequéncias (1,1,1,2) ou (1,1,1,3), que sao claramente livres de zeros em
Z[TZ. A tltima possibilidade é ter S = (1,1,1,4,4,4,5,5,5,6,6,6) e, neste caso, podemos

extrair a subsequéncia (1,4,4,4).
Concluimos, portanto, que se S nao possui subsequéncia livre de zeros de comprimento

4 em Z[7Z, entao |S| < 11. v

Vamos a demonstragao do Teorema 3.1 quando p =7.
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Da desigualdade (3.9), temos s; >2p* -3p—-5=T2se [ € [0,7 —1]. Entao

io(S)) 2 [%} =9.

Com isto, podemos aplicar os Lemas 2.1 e 3.5 e proceder como no caso p > 11 para obter

Pl+1 2 l%J .

Como p; > 77, concluimos que p, > 7.

Por (3.10), temos s, > p? —4p - 5 = 16, o que dé io(S;) > 2, pois S; = [15, [;(S;) e
ig(ST) = maxj€[07p](ij(5’7)).

Passamos agora a demonstragao de que p? # 0. A prova é dividida em quatro casos.

Se i(S;) > 6, o resultado segue diretamente do Lema 3.5.

Se i(S;) =5, entao iy(S;) = 53(Z/7Z) < qo(S-). Segue do Lema 3.6 que S, possui uma
subsequéncia T livre de zeros em Z/7™Z & Z]77Z satistazendo |T| = 6. Como p, > 7,
o Lema 2.1 garante que a sequéncia T'P, possui uma subsequéncia de soma zero modulo
p™. Como T é livre de zeros, esta subsequéncia deve ser, necessariamente, nao-singular

modulo p?, como queriamos.

Se 3<i0(S;) <4, entao qo(S-) > 12. Pelo Lema 3.11, temos qo(S;) > 54(Z/7Z) e como
i0(S;) > 82(Z]7Z), o Lema 3.6 garante que S, possui uma subsequéncia 7" de comprimento
6 que é livre de zeros em Z/7™ ' Z@Z[77+'Z. A partir daqui, basta proceder como no caso

anterior.

Finalmente, analisemos o caso io(S;) = 2. Neste caso, s, = 16 e i;(S,) = 2 para todo
jel0,7].

Suponha que [y(S;) ¢ uma sequéncia livre de zeros em Z/7HZ & Z[7+'Z. Como
q0(S;) = 14 > 54(Z]7Z), podemos obter uma subsequéncia livre de zeros em Z/7"7Z &
Z]77Z de comprimento 6, pois ig(S;) = 2 e estamos supondo [y(S;) livre de zeros em
Z|THZ ® Z]7THZ. Isto nos da p, # 0. O mesmo argumento se aplica se, para algum
J€[1,7], a sequéncia 1;(S;) for livre de zeros em Z/T ' Z & Z[T™'Z.

Portanto podemos supor que para todo j € [0,7], ;(S;) é uma sequéncia de soma zero
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aso-( 50 )+ )

s {5){1)

. a; a; R -
Pelo que observamos anteriormente, se e 7| pertencem a mesma classe, entio

b, b,
B;+B; =0. Ouseja, (B;, B;) = (1,6), (2,5) ou (3,4). Como existem 7 classes em Qo(S;),

concluimos que existem B,, B, em classes distintas tais que B, + B, =0 e A, + A, # 0.

(5] () owee

e passamos a ter iy(S,) > s59(Z/77). Como

(2 () e

podemos aplicar o Lema 3.6 para concluir a demonstracao do Teorema 3.1.

modulo 77. Seja

Portanto

=12> 54(Z/7Z),
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Pares de Formas de Grau 2.37 e 4.57

No Capitulo 3, vimos que se p>7 e

n>2Lk’2—2k,
p-1

a hipotese 7 > b é suficiente para se garantir zeros p-adicos para o sistema (1.1). Neste

capitulo, provaremos este resultado para os primos 3 e 5, sem hipoteses adicionais sobre

a poténcia 7. Mais especificamente,

Teorema 4.1. Seja (f,g) um par de formas aditivas de grau k = p™(p-1), com coeficientes
racionais e p=3 ou 5. Se

n>2-L g2 _ o
p-1

entao o par de equagoes (1.2) possui solug¢ao p-ddica.

O proximo lema nos auxiliara na tarefa de demonstrar o Teorema 4.1

Lema 4.2. Suponhamos p=3 ou 5 e S uma subsequéncia de S;. Se i;(S) > 2p -1 para

algum j € [0,p], entao S possui uma subsequéncia curta e secunddria mddulo p**1.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos assumir io(S) > 2p — 1. Seja
| )| Pt
bl b2p—1
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uma subsequéncia de Iy(S) de comprimento 2p — 1. Entao

o1 (p7'T) =( fél )( Azg_l )

com A; # 0 para todo i € [1,2p—1]. Pelo Lema 2.9, a sequéncia (p~‘ay, ..., p " as,_1) possui
uma subsequéncia curta e secundaria modulo p. Segue que T possui uma subsequéncia

curta e secundéaria modulo pi+t. 74

4.1 Ocasop=3

No capitulo anterior, construimos os elementos secundérios em um nivel [ através
da contracao de subsequéncias secundarias da sequéncia S;_;. Podemos notar, entretanto,
que os elementos destas subsequéncias secundérias estavam sempre em uma mesma classe.
Para provar o Teorema 4.1 quando p = 3, precisamos avangar um pouco mais. Ao se esgotar
o procedimento descrito, sera necessario combinar elementos de classes distintas a fim de

se obter elementos secundarios adicionais.

Vale salientar que, diferentemente do que ocorreu no Capitulo 3, as subsequéncias
secundarias obtidas através deste novo processo nao sao sequéncias curtas. Porém como

os elementos secundarios obtidos sao adicionais, o método ¢é til e tem algumas vantagens.

Seja S uma subsequéncia de S;. Ja sabemos que é possivel escrever S como o produto
(disjunto)
S =1y 113, (4.1)

onde I; = I;(S).

O seguinte lema retne simples observagoes acerca da estrutura das classes moédulo 3

e, por esta razao, sua demonstragao seré omitida.

Lema 4.3. Supondo S como acima, temos

(i) Se wesupp(ly) e vesupp(ly), entdo u+v € supp(lpls).

(i1) Se u,v € supp([11y) e w € supp([l3), entdo existem €1,e9,e3 € {0,1} de modo que

e1u + €90 + e3w € supp(lp).
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O Lema 4.3 continua valido se trocarmos [y por I3 no item (ii).

Lema 4.4. Seja S uma subsequéncia de S; de comprimento r.
(i) Se r > 10, entao S possui pelo menos uma subsequéncia secunddria mdédulo p*1.

(ii) Se r > 14, entao S possui pelo menos duas subsequéncias secunddrias modulo p**1.

Demonstracao. Escreva

(i) Observe que io(S) > 3.
Se ip(S) > 5, o resultado segue do Lema 4.2.

Suponhamos entao ig(.S) = 4. Sem perda, podemos supor que

o ()(2)

Temos i3(.5) > 2 e entdo podemos obter J c [5,7] com |J| <3 e

Z( Zj )%‘ e supp(/o(9)),

jeJ J

de acordo com o Lema 4.3 (ii). Agora, aplicamos o Lema 4.2 a sequéncia

D4
R O IR | R
( by ) ( b ) 2.bi
jed
e obtemos a subsequéncia desejada.

Agora suponha ig(S) = 3. Entao supp(S) possui elementos de todas as 4 classes e,
pelo item (i) do Lema 4.3, concluimos que existem 2 elementos cuja soma é de classe 0

ou 3. Mas i3(S) =3 =iy(S), de sorte que podemos supor, sem perda,

( b, )+( b )esupp([O(S)).
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Além disso, pelo item (ii) do mesmo lema, podemos obter J c [4,8] com |J| <3 e

Z( Zj )sj e supp(Zo(9)).

JjedJ J

Entao aplique novamente o Lema 4.2 & sequéncia
D
ap as as Qg + a1 jeJ
b1 bg bg bg + blO Z bj
jed

(ii) Neste caso, temos ig(.S) > 4. Pelo que ja vimos, s6 precisamos nos preocupar com
o caso ig(S) = 4.

Novamente, supp(.S) possui as 4 classes representadas, de modo que existem dois ele-

Isto conclui (i).

mentos cuja soma é de classe 0. Isto nos permite obter uma subsequéncia secundaria
modulo p'*! com comprimento maximo 4. Ficamos entdao com uma subsequéncia TS com

|T'| = r* > 10, o que nos permite aplicar o item (i) para obter a outra subsequéncia. 7]

Lema 4.5. Seja S uma subsequéncia de S; de comprimento r > 11. Entao S possui pelo

5]

menos

subsequéncias secunddrias modulo pt.

Demonstrag¢ao. Se 11 <r <16, o resultado segue do Lema 4.4.

Suponha entao r > 17. Como s6 existem 4 classes modulo 3, ao menos uma classe
possui mais que 4 elementos em supp(S). Sem perda, podemos supor io(S) > 5 e, pelo
Lema 4.2, a sequéncia S possui uma subsequéncia T que é curta e secundéaria modulo p*1.
Este raciocinio pode ser aplicado sempre que |[ST~!| > 17. Usando esta ideia, podemos
obter elementos secundarios modulo p'*! até a sequéncia S possuir menos que 17 elementos
(e mais que 13, obviamente). Resta-nos entao uma subsequéncia 7’|S com |7”| > 14. Entao

o item (ii) do Lema 4.4 nos diz que o nimero de subsequéncias secundarias modulo p*!
[7’—14J+2: [T_SJ-
3 3
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Lema 4.6. Para todo [ > 1, vale
s
Si+1 2 Myy1 + lglJ -3.

Demonstracao. A sequéncia dos elementos secundarios do nivel [ + 1 é composta pelos
elementos secundarios que l4 estao mais os elementos secundéarios que provenham da
contracao de subsequéncias secundarias do nivel [. Deste modo, podemos usar o Lema

4.5 para obter

5 —8 S
Sl+12ml+1+l l3 szl+1+l§lJ_3~

Embora seja util, o Lema 4.6 apenas estabelece uma relacao entre as quantidades
de elementos secundarios de um determinado nivel e do anterior. Seria interessante (e
ainda mais util) obtermos a quantidade de elementos secundéarios no nivel [, tendo como
referéncia apenas a variavel envolvida (neste caso, [) e ndo os niveis anteriores. Para

tanto, vamos usar os Lemas 2.18 e 4.6.

O Lema 4.6 fornece

S
S1 2m1+l§0J—3,
o que pode ser reescrito como
512 [MJ -3, (4.2)
3
Novamente, o Lema 4.6 nos da
S
Sy > Mo+ EIJ -3
[3m1 + SoJ _3
= Mo+ 3 3
3
[37711 + SoJ
> Mo + 3 -1-3
3

Usando o Lema 2.18, obtemos

5y > [9m2+?;)m1+50J 4
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Sucessivas aplicacoes dos Lemas 2.18 e 4.6 e o fato de que sy = mg —2.37"! nos dé o
Lema 4.7. Paral € [1,7], temos

L 37“
. > \‘Zzo 7

= ‘-—2374+1—5.

Demonstracao. Ja demonstramos o caso [ = 1. Suponhamos que o lema seja valido para

[ >1. Usando os Lemas 2.18 e 4.6, teremos

s
Si+1 2 My + _glJ -3
l i
{Zﬁgﬂﬁ‘—zylﬂ—5
2 My + 3 -3
l .
L 3im,
> Mg+ zﬁﬁﬁi‘—zw44ﬂ—2—3
Tito 3im 141)+1
T —2.3T7(+ )+ —5,
o que conclui o lema. vl

Lema 4.8. Suponha l>1. Se p; >3 e s;>2, entao podemos obter um elemento primdrio

no nivel | +1 utilizando no mdximo 2 elementos secunddrios.

Demonstracao. Considere a sequéncia

(o)) ) () ()

onde os trés primeiros elementos sao primérios e os outros dois sao elementos secundéarios

modulo pf. Se algum destes elementos primarios est4 além do nivel [, ndo ha mais nada a

a a a
ser feito. Vamos entao supor que os elementos ( bl ), ( b2 ) e ( s ) estejam precisa-
1 2 3

mente no nivel [. Se os dois elementos secundarios pertencem a mesma classe, podemos

aplicar o Lema 3.5 e finalizar a demonstracao. Entao podemos supor que

D)
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pois elementos de classes distintas nao podem ter soma zero. Mas o Lema 2.1 afirma que
a sequéncia ;,1(S) possui uma subsequéncia de soma zero e, portanto, tal subsequéncia

deve incluir ao menos um dos elementos primarios. %]

Lema 4.9. Se s; >4, entao
pez |5
+1 £ 3 .

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente p; > 9. Como n(C3 ® C3) =3p -2 =7 (Lema 2.1),
concluimos que os elementos priméarios no nivel [+ 1 podem ser construidos contraindo-se

subsequéncias curtas de soma zero em P, enquanto for valida a condicao p; > 7. Portanto

-6
pl+12lp13 J

Com os 6 elementos primérios restantes e mais 4 elementos secundérios, podemos aplicar

duas vezes o Lema 4.8 e obter mais dois elementos primarios no nivel [ + 1. Ou seja,
DL 6J [sz
> +2=1=]1.
DPr+1 [ 3 3

Agora, suponha p; < 9. Se p; < 3, o resultado é imediato, e se 3 < p; <8, a aplicacao do

Lema 4.8, uma ou duas vezes, ja garante a validade do resultado. 7

Estamos agora em posicao de demonstrar o Teorema 4.1 para p = 3.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.3,

p1 > min ([2(3”; — 1)J , l373+1 J) =3 (4.3)

O nosso objetivo é provar que p, # 0. Para tanto, o Lema 4.8 afirma que ¢ suficiente
provar que

pr>3es, >2.

Para obter a primeira desigualdade, vamos utilizar os Lemas 4.9 e 4.7.
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Para [ > 1, ja vimos que

S; 2

Zi:o 3'm;
3!

J -2.37 -5,
Por outro lado, segue da desigualdade (3.5) que
l l
S 3imy > Yo > 2(1+1).(371 - 1),
i=0 i=0

Agora, o Lema 4.7 da

2 1).3+1 -2 -1
8l2[(l+ ).3 [

3l J _ 2_37’—14—1 -5

e como 2/ + 1 < 3! para todo inteiro [, obtemos

2(1+1).371 -3
slz{ (1+1)

3 | 237 _5=2(1+1).37 " —1-237 1 5,

Portanto
51> 20.377* - 6. (4.4)

Segue que se [ € [1,7 - 1], entao
522137 _6=232-6=12.

Utilizando (4.3) e aplicando repetidamente o Lema 4.9, podemos obter p;; > 377! para
[ €[1,7-1]. Em particular, p, > 3. Agora o Lema 4.8 nos diz que para concluir nossa

demonstracao é suficiente provar que s, > 2.

Pela desigualdade (4.4), se [ = 7, obtemos s, > 67 — 6, o que da s, > 6 se 7 > 2. Se

7 =1, podemos utilizar a desigualdade (4.2) e o fato de que sy = mg — 2.37*! para obter

o> l3m1 +n;0—2.32J 3. [3m13+m0J 9.
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Por outro lado, ja vimos que

l
Sm, > 2(1+1).(37 - 1),
i=0

o que implica em mg + 3my > 33. Logo s; > 11 -9 =2, o que conclui a demonstragao do

Teorema 4.1 para p = 3. 74

4.2 O casop=5

Vamos agora finalizar a demonstracao do Teorema 4.1, provando-o quando p = 5. E
importante salientar que as ideias aqui contidas em muito se assemelham aquelas utilizadas

na demonstracao do Teorema 3.1.

Lema 4.10. Sejal>1. Sep;>5 e s;>7, entdo podemos obter um elemento primdrio no

nivel | + 1 utilizando no mdximo 4 elementos secunddrios.

Demonstracao. Seja S uma subsequéncia de S; composta por 5 elementos primérios e 7

elementos secundarios. Vamos escrever S = T175, sendo T} a subsequéncia dos elementos

n-1i( ;|

a subsequéncia dos elementos secundérios.

primarios e

Pelo que ja observamos anteriormente, podemos supor que os 5 elementos primarios
encontram-se exatamente no nivel [. Também podemos supor ig(75) < 4, de acordo com
o Lema 3.5. Além disso, o fato de s6 existirem 6 classes modulo 5 garante que ig(73) > 2.

Temos, desse modo, 2 casos para serem analisados.

Suponha inicialmente ig(73) = 3. Neste caso, temos ¢o(73) = 4 e pelo fato do Lema
2.11 nos garantir que s5(C5) = 3, podemos retirar de 75 uma subsequéncia 7, livre de
zeros em Z /5% Z @ 7[5 7 de comprimento 4 (veja o Lema 3.6). Como a sequéncia 117,
deve ter, necessariamente, uma subsequéncia de soma zero modulo p'*!, concluimos que

S possui uma subsequéncia cuja contragao fornece um elemento primério no nivel [ + 1.

Suponha agora io(73) = 2. Entao ¢o(73) =5 > 53(C5) e podemos novamente obter uma
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subsequéncia Ty| Ty com 4 elementos e livre de zeros em Z /5" Z@Z /51 Z. A demonstragao

agora ¢ analoga ao caso anterior. 7|

Lema 4.11. Se s; > 11, entao

Pi+1 2 {%J .

Demonstrac¢ao. Suponha p; > 15. Utilizando o Lema 2.1, obtemos

-15
pox | P22 |25

Com estes 15 elementos primarios restantes, podemos novamente aplicar o Lema 2.1 e
formar um outro elemento primério no nivel [ + 1, utilizando no maximo cinco elementos
do nivel [. Como ainda restarao 10 elementos priméarios no nivel [ e estamos supondo

s; > 11, podemos aplicar o Lema 4.10 e obter mais dois elementos primérios.

Para concluir, se 5 < p; < 15, o resultado segue do Lema 4.10, e se p; < 5, o resultado

segue trivialmente. 0

Se aplicarmos recursivamente o Lema 4.2 na contracao de subsequéncias secundarias

modulo pt*l, os elementos secundarios restantes somarao no maximo

(p+1)(2p-2) = 48.

Ou seja,

Sy > ey + | 22 48J

+1 = I+1 i 5
> mpa + | 25 5OJ

= I+1 i 5

5
= My + EIJ -10.
Utilizando a desigualdade acima, obtemos
sy > l@J -10
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e entao

S92 Mg + 55 -10.

[5m1 +80J ~10

Podemos entao utilizar o Lema 2.18 para obter

59> [257712 +9m +50J _192.

o (4.5)

Aplicando as desigualdades anteriores e o Lema 2.18 repetidas vezes, podemos utilizar

um argumento de indugao para obter

L Bigy.
512 [—ZFI 557;% - S‘O‘ -13

se [ €[3,7]. Segue que

vV

S1

{ Zézo 5imi

= J — 2.5 _ 13,

Por outro lado, a desigualdade (3.5) garante que

l
> 5im; > 2(1+1)(57 - 1)

i=0
e entao

S; >

[2(1 +1).571 = 2(1+1)
5t

Como 2(1+1) < 5! se > 1, concluimos que

J — 2.5+ _ 13,

T+1 _ Kl
o> [2(l+1).5 5
5l

‘ — 2.5 _13=92]1.57"1 _ 14,

Sele[l,7-1], temos s; > 2.1.52—14 = 36. Como p; > 57 (desigualdade (3.6)), podemos
usar os lemas 4.11 e 2.18 para obter p;y; > 57, se [ € [0,7 - 1]. Em particular, p, > 5.
Deste modo, se I = 7> 3, temos s, >2.3.5-14 = 16 e o Lema 4.10 garante que p, # 0. Se
[ =7 =2, podemos utilizar as desigualdades (4.5) e (3.5) para obter s, > 107 - 13> 7, e

novamente o Lema 4.10 garante que p, # 0.

Vale observar que o argumento acima nao se aplica se [ =7 =1. Em vez disso, vamos

proceder de uma forma um pouco diferente para provar que py # 0. Se p; > 9, o Teorema
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4.1 segue diretamente do Lema 2.1. Isto nos permite supor 5 < p; < 8. Temos my+m; > 97.

Se my > 7, entao s; > 7 e a demonstragao termina. Logo mg > 91. Ora,

peo[2] 2]
L]

2]

Vamos escrever qo = 5q + r, com r € [0,4]. Entao, como visto acima, podemos supor

donde ¢g < 44 e entao

Logo

p1 > q. Com isto, o niimero de elementos secundérios no primeiro nivel é

5 2mlJrlmo—Qb.q—rJ _ l5m1+mo—rJ_2q‘

d )

Como -2q > —2p;, concluimos que s; > ng - 2p1, ou seja, s; > 18 — 2p;. Portanto, se
p1 € [6,8], os Lemas 2.1 e 2.11 garantem que ps # 0 e se p; = 5, basta aplicar o Lema 4.10

para obter o mesmo resultado.
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