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Resumo

Neste trabalho estudamos a continuidade dos atratores para problemas parabdlicos
semilineares com condicao de fronteira de Neumann. Veremos que se as perturbacoes
nos dominios sao tais que a convergencia dos autovalores e autofuncoes do laplaciano
com condicao de fronteira de Neumann é garantida, teremos a semicontinuidade su-
perior dos atratores. Além disso, se todo ponto de equilibrio for hiperbdlico, teremos
a continuidade dos atratores.

Palavras-chave: Atratores; semicontinuidade inferior; semicontinuidade supe-

rior; Perturbagao de dominios.



Abstract

In this work we study the continuity of attractors for semilinear parabolic pro-
blems with Neumann boundary condition. We will see that if the perturbations on
the domain are such that the convergence of eigenvalues and eigenfunctions of the
Neumann Laplacian is granted, we have the upper semicontinuity of the attractors.
Moreover, if every equilibrium point is hyperbolic, we have the continuity of the
attractors.

Keywords: Attractors; Lower semi-continuity; Upper semi-continuity; Perturba-
tion of the domain.
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Introducao

Este trabalho estd baseado no artigo [1] e considera uma familia de equagoes de
reacao-difusao da forma

up— Au = f(xr,u) em €,

(1)
% =0 em Of).,
on

onde €., 0 < ¢ < gy é uma familia de dominios Lipschitz limitados em RY, com
N > 2. O caso Neumann nao linear é tratado em [11], que prova a continuidade
dos atratores para deformagoes h(2), onde h é C' préxima da identidade. O caso
onde temos condigao de fronteira de Dirichlet é tratado em [12]. Nos casos Robin ou
Neumann nao linear nao é tratada a continuidade de atratores, mas apenas de pontos
de equilibrio para perturbacoes mais gerais.

Neste trabalho, analisaremos como a dinamica assintética do problema (1) muda
quando variamos o dominio. Estudaremos como o comportamento das propriedades
espectrais do operador linear —A, sob variacao do dominio, determina o comporta-
mento da dinamica nao linear de (1). Para isso, precisaremos que a nao linearidade
f:RY x R — R seja continua em ambas as varidveis (x,u) e f € C2. Além disso, f
deve satisfazer a seguinte hipétese de dissipatividade

lim sup _f(x, )

< 0, uniformemente em r € RY. (2)
|s|—o0 S

Foi mostrado em [6] que o problema (1) estd bem posto em W1(Q.), ¢ > N,
sem qualquer restricdo sobre o crescimento de f. Além disso, sob a hipdtese (2), o
problema (1) possui um atrator global A, que é essencialmente independente de ¢ e
que os atratores A, sao limitados em L*°(€2.), uniformemente em e. Isto nos permite
cortar a nao linearidade f de tal forma que ela se torne limitada e com derivadas

limitadas até segunda ordem sem alterar os atratores. Assim, podemos assumir, sem



perda de generalidade, que f : RN x R — R é uma funcao de classe C? satisfazendo
(2) e existem constantes positivas ¢; e ¢; tais que

'%(l‘,u) < ¢t %(I,u) < ¢y, V (z,u) € RN x R. (3)

O fato de a nao linearidade f ser globalmente Lipschitz nos permite estudar o
problema no espago H'().). Os atratores estardo em espagos mais regulares, como
W14(Q,), para qualquer 1 < ¢ < oo, mas suas propriedades de continuidade serao
analisadas na topologia dos espacos H'.

Vamos considerar ). como uma perturbacao do dominio fixo €y e assumiremos a

seguinte condicao:

Para cada 0 < e < ¢, (€2.) ¢é limitado e Lipschitz e 0

para todo K CC €, existe e(K), tal que K C €, 0 <e <e(K)

Nao ha a hipétese que |2\ — 0 quando € — 0, onde |2.\2| representa a medida
de Lebesgue do conjunto Q.\y. Em geral, se C' for um conjunto, denotamos por |C|
a medida de Lebesgue do conjunto C.

Uma das principais dificuldades quando se trata de problemas de perturbacgao de
dominios é que as solugoes pertencem a espagos diferentes (dizemos u. € H'(€.) e
up € H'(Qp)) e portanto estimativas do tipo u. — ug devem ser claramente represen-
tadas. Neste trabalho vamos considerar, para cada 0 < € < gy, 0 espaco

H! = HY(Q.n Q) © H(Q\Qo) © H'(Q2\Q0), (5)

ouseja, H! = {¢ € L*(QpUQ.), tal que Plon0. € HY(QoN L), gb\%\@ c Hl(QO\QE),
Pl € H*(Q.\Q)} com a norma

2 2 2 2
lullzn =l o.nae) + 1ullm@agy) + el @oa.)-

Se considerarmos a extensdo por zero fora de Qg temos H'(Qy) — H!, com
constante de imersao igual a 1 e estendendo por zero fora de €. temos H'(£.) —
H!, com constante de imersao também igual a 1. Assim, se u. € H'(Q.), ug €
H'(€) podemos escrever |[ue — |- Além disso, dizemos que ue — ug em H] se
|te — oz — 0 quando & — 0.

Se considerarmos a extensao por zero fora de Q. ou Q, temos L*(€.) — L*(RY)
e L*(Qy) — L2(RY). Assim, para fungoes V. € L*(Q.), Vo € L?*(£y), afirmacoes

do tipo V. — Vp ou V. — V; em L*(RY) fardao sentido. Além disso, se temos um
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operador T agindo sobre L?(£).), podemos também considerar este operador agindo
sobre L?(€); basta ver qualquer elemento de uy € L*(€)) como um elemento de
L?(9.): primeiramente fazendo a extensao por zero de ug fora de € e depois fazendo
a restricao a €).. Da mesma forma podemos fazer com operadores definidos em wug €
L2(Qp).

Nesse trabalho, estudamos resultados que dao condi¢oes sobre o comportamento
de Q. quando € — 0 e sobre o problema néo perturbado, (1) com £ = 0, que garantem
a continuidade (semicontinuidade superior e inferior) dos atratores A. em H! quando
e — 0. Mais precisamente, mostraremos os seguintes resultados:

i) A semicontinuidade superior dos atratores A. em H!, que é obtida exigindo
a convergéncia espectral em H! do laplaciano de Neumann quando € — 0, ou seja,
exigindo que os autovalores e as autofuncoes do operador de Laplace com condigoes
de fronteira de Neumann se comportem continuamente em H! quando & — 0.

it) A semicontinuidade inferior dos atratores A. em H!. Uma vez que a semi-
continuidade superior é obtida, a semicontinuidade inferior H! é obtida exigindo que
cada ponto de equilibrio do problema nao perturbado seja hiperbdlico.

Por semicontinuidade superior dos atratores em H! queremos dizer que

sup inf [ju. —ugll;n — 0 quando e — 0.
us€A. W0EAo c

Por semicontinuidade inferior dos atratores em H! queremos dizer que

sup inf ||ue —ug|l;n — 0 quando e — 0.
up€Ag Ue EAe €

E importante mencionar que nao ¢ exigida nenhuma condi¢ao geométrica sobre a
perturbagao ()., além da hipdtese geral (4). As condigbes exigidas sobre a perturbagao
é que os autovalores e as autofungoes do laplaciano de Neumann se comportem con-
tinuamente quando ¢ — 0. Em particular, uma vez que o laplaciano se comportar
continuamente, na maneira descrita acima, os atratores de (1) serdao semicontinuos
superiormente. Além disso, se todos os pontos de equilibrio do problema limite sao hi-
perbdlicos, entao os atratores se comportarao continuamente. Dessa forma, podemos
dizer que o comportamento da dinamica nao linear de (1) é ditada pelo comporta-
mento do operador linear A.

Na Secao 2.1 sao dadas condigoes necessarias e suficientes para obter a con-
vergéncia espectral dos operadores lineares sob a classe de perturbacao de dominios
satisfazendo (4), ver Proposigdo 2.1. Em seguida, veremos que exigindo apenas a
convergencia espectral dos operadores lineares, obtemos a convergéncia dos operado-

res resolventes (ver Proposicao 2.2). Na Segao 2.2, provamos, usando a férmula de

10



variagao das constantes e os resultados sobre semigrupos lineares da Secao 2.1, que
a familia de semigrupos nao lineares {7.(t), ¢ > 0} asssociada a (1) é uniformente
continua em ¢ = 0, em intervalos compactos de (0,00). Ou seja, se ui € HI(€.),
0<e<gcom |[u® — uOHHel — 0 quando € — 0, entdo para 0 < r < R < oo temos
que

sup || T:(t)(ue) — To(t)(uo)||zn — 0 quando € — 0.
r<t<R ¢

Nas Secoes 2.3 e 2.4 estudamos a continuidade dos atratores. Finalmente, na Secao
2.5 damos um exemplo de perturbacao de dominio onde as condi¢oes desse trabalho
sao aplicadas e um outro exemplo onde esses resultados nao podem ser usados.

11



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e estabelecemos alguns resultados

e notagoes que utilizaremos no decorrer deste trabalho.

1.1 Espacos funcionais e resultados basicos

Espacgos LP. Seja €2 um aberto do R™. Denotaremos por LP(2), 1 < p < 00, 0 espago
de Banach

LP(Q2) = {u : Q2 — R", u mensuravel e / lu(x) P de < oo} :
Q

COo11 a norma

1
p
HuHLP(Q) = (/Q Ju(x)]” da?) ,se 1 <p<oo

L>*(Q) ={u: Q — R", u mensuravel e supess,.q [u(z)| < oo},

com a norma
[l oo = supess, g |u(x)] .

Em particular, se p = 2, temos o espago de Hilbert L?*(f2), com o produto interno

definido por
(u, )20 :/u(x)v(x)dx.
Q

A seguinte propriedade se encontra em [5].
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Lema 1.1 (Desigualdade de Holder). Se u € LP(Q2) e v € L), entdo uv €
LY(Q) e tem-se

/Q v dt < [[ull o 1] o

1 1
ondel <p,g<oce—+-=1.
P q

No caso em que p = 2, a desigualdade de Holder é conhecida, também, como

desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Espaco das Distribuigoes. Seja C5°(2) o espago vetorial das fungoes ¢ : @ — R
de classe C*°(€2), cujo suporte é compacto contido em (2.

Denotamos por D(£2), o espago C3°(§2), com a seguinte nogao de convergéncia:
nen de C3°(€) converge para ¢ € C§°(Q2) se
i) supp(pn, — @) C K, onde K é um compacto fixo de {2,

uma sequéncia {y, }

i) a sequéncia {¢n}, oy, juntamente com suas derivadas de todas as ordens, conver-
gem uniformente para ¢ em ().

Toda forma linear continua em D(2) é por definicdo denominada uma distribui¢ao
sobre 2. O conjunto de todas as ditribuicoes sobre €2 é um espaco vetorial denotado

por D'(£2) e é chamado espago das distribuiges sobre €.

Espagos de Sobolev. Sejam m > 0 um inteiro e 1 < p < co. O espaco de So-
bolev W™P(Q) é definido por

WmP(Q) = {u e LP(Q); D*u e LP(Q), VO < |a| <m},

onde D%u é o operador derivacao de ordem «a. Este espagco munido da norma

lallgos = | 3 / Dou(@)Pde |, quando 1< p < oo
0<|al<m ¢
e
[ullymee = oéﬁ%m \|Dau||Loo(Q)

é um espaco de Banach.
Evidentemente, na definigao de W™?(2), as derivadas parciais sdo entendidas no

sentido das distribuigoes, assim D“u é uma distribuigao, tal que

(Do, ) = (— 1) /QuDagp, Ve D(Q).
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Definimos o espago Wy (£2) como sendo o fecho de D(£2) em W™P(Q).
Para p = 2, W™?2(Q) é um espaco de Hilbert que denotamos por H™(f), cuja

norma e produto interno sao dados, respectivamente, por

filiy = 3 / Du() Pde

0<|a|<m

((;0)) grm () = Z /QDau(x)Dav(x)dx.

0<la|<m
Quando m = 0, H°(Q) é identificado com L*().
Representamos por H{'(€2) o fecho de D(2) na norma de H™(£2). Essencialmente,
H{" () é o subespaco de H™(2) das fungdes que se anulam na fronteira I" : 0€2.
Para a demonstragao do seguinte resultado veja, por exemplo, [5].

Lema 1.2 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q2 um aberto limitado de R™. Entao

existe uma constante C', tal que
lull 2y < ClIVUll 2y, ¥ u € Hy(Q),

onde C' depende apenas de €.
Em particular, ||Vul[2q) € uma norma em H}(Q) equivalente a norma induzida
por H'(Q)
1/2
el oy = (el oy + IVl 2y)

Observacgao 1.1. A melhor constante na desigualdade de Poincaré é caracterizada

pelo sequinte principio de minimalidade que envolve o quociente de Rayleigh

Vol*d
min —fQ| SO| v

A= .
peld (@) [ ||’ de

Aqui, My € o primeiro autovalor do operador —Au em H(Q) que possui uma sequéncia

de autovalores {A;};cy-
Para demostragao dos seguintes resultados, veja [3].

Lema 1.3 (Desigualdade de Gronwall 1). Sejam a,b,«, 5 constantes ndio ne-
gativas tais que a < 1, f < 1 e 0 <t < T < oo. FEntdo existe uma constante
M = M(b,a,3,T) < oo tal que para qualquer fun¢ao integravel w : [0,T] — R
satisfazendo

t
0<u(t) <at ™+ b/ (t — s)Pu(s)ds, q.t.p. em [0,T],
0

14



tem-se
0 <u(t) <aMt™™, qt.p. em[0,T].

Lema 1.4 (Desigualdade de Gronwall 2). Seja o : [0,7] — R uma funcdo
continua e com primeira derivada nao positiva e 3 : [0, 7] — R uma fungdo integrdvel.

Entao para qualquer funcao integravel ¢ : [0,7] — R tal que
0 6(t) < alt)+ [ 550

0 < (t) < el Pq (1),

tem-se

Imersoes de Sobolev. Para demonstracao do seguinte resultado veja [5].

Teorema 1.1. Sejam 2 um subconjunto limitado do R", n > 2, Q de classe C"™ e

1 < p < oo, entao as sequintes imersoes sao continuas:
np
a) WmP(Q) — L1(Q2), 1 <q<
(@) WH(Q) = L1(Q), 1< g < P
(b) WmP(Q) — L1(Q), 1 < g < oo emp=n.

=p* se mp <n;

Operadores de Extensao. Seja 2 um aberto do R™ e F(€2) um espago vetorial
normado cujos elementos sao funcoes reais definidas em 2. Um operador de Extensao
para F'(§2) é uma transformacao linear limitada £ : F'(Q2) — F(R") tal que (Ef), = f
para todo f € F(Q). A limitagao é expressa por

IEflp@ny < Clfll @

para toda f € F(2) e alguma constante (constante de extensao) C' > 0. Um exemplo
de operador de extensao é aquele que estende as fungoes de LP(2) para R™ como
sendo nulas no complementar de 2. Assim,

HEfHLP(R") = ”fHLp(Q)

para toda f € LP(2). Neste caso, a constante de extensao é igual a 1.

Particao da unidade. Seja I um compacto de RY e Uy, Us, . . ., U;, conjuntos abertos

tais que I' C Ule U;. Entao existem fungdes 6y, 0y, ..., 0, de C®(RY) tais que
k

(()0<6;<1,i=0,1,....ke Y 6 =1emRY;
i=0
(1)1 supp 6; é compacto e supp ¢; C U, i =1,2,... k;

(7i)9 supp 0y C RV\T.
Se €2 é aberto e limitado e I' = 95, entao 6y, € C°(1).
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1.2 Semigrupos

Seja X um espago de Banach e B(X) a dlgebra dos operadores lineares limitados de
X. Uma familia {S(t)},., ¢ um Cj semigrupo de operadores lineares e limitados de
X se: B

i) S(0) = I, onde I é o operador identidade de X;

i1) S(t+s) = S(t)S(s), V s,t € RT;

i11) tl_i)rgl+ |S(t)x — || =0, VxelX.

T(t)x —
Definigao 1.1. O gerador de um semigrupo T(t) € definido por Az = 1t11m M

0 t
T(t)x —
e o dominio de A é D(A) = {x : o limite ltilrél )z e existe}.

Um exemplo de semigrupo é obtido através da funcao exponencial £4 : RT —

o n An

B(X) definida por Ea(t)z = ez = E — 1, com A € B(X). Assim, a familia
n!
n=0

{Ea(t)},5 satisfaz as condigoes da definigio de Cp semigrupo. Neste sentido, a
definicao de semigrupo generaliza a definicao da funcao exponencial real ou A €
B(RY).

Este fato é importante, pois a fungao u(t) = S(t)ug = e'4

up ¢ solucao do seguinte

problema de valor inicial
du

dt
u(0) = wug

= Au

onde A € B(X) e up é um elemento inicial dado.

Na teoria de semigrupos, a solu¢ao de um problema de valor inicial, como o dado
acima, para um operador linear nao limitado A sobre um espaco de Banach X, é dada
por S(t)ug se o operador A gera o semigrupo.

Considere o problema de valor inicial semilinear

du(t) _
— T Aut) = f(t u(), >t (1.1)
u(to) = Ug

onde —A é o gerador de um Cy semigrupo T'(t), t > 0, sobre um espaco de Banach
X e f:[tg,T] x X — X é continua em t e satisfaz a condigao de Lipschitz em wu.

Definicao 1.2. Uma fungao u : [to, T[— X € uma solugdo classica (forte) de (1.1)
em [to, T| se u € continua em [to, T, continuamente diferencidvel em [ty,T[, u(t) €
D(—=A) para to <t <T e (1.1) € satisfeita em [to, T'[.
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Na segao [6.1] de [4] ¢ mostrado que se o problema (1.1) tem uma solugao classica

u, entao u deve satisfazer

u(t) =T(t — to)uo + / T(t—s)f(s,u(s))ds. (1.2)

to

Esse resultado é conhecido como férmula da variacao das constantes.

Definicao 1.3. Uma solugdo continua u da equagdo integral (1.2) € chamada de

solugdo fraca do problema de valor inicial (1.1).

A seguir temos um resultado de existéncia e unicidade de solucao fraca para o

problema (1.1) e sua demonstragao pode ser encontrada em [4]:

Teorema 1.2. Seja f : [tg,T] x X — X wuma fun¢do continua em t e uniformemente
Lipschitz em X. Se —A é o gerador de um Cy semigrupo T(t), t > 0, sobre X,
entdao para cada uy € X o problema de valor inicial (1.1) tem uma Unica solugao
fraca uw € C([ty,T] : X). Além disso, a aplicacio ¢ : X — C([to,T] : X), definida por

d(up) = u, € continuamente Lipschitz.

Caracterizagao dos geradores de semigrupos. A seguir é enunciado o teorema de
Hille-Yosida que caracteriza quando um dado operador, sobre um espaco de Banach,
¢é gerador de um Cj semigrupo. Também temos o teorema de Lumer-Phillips, que
caracteriza geradores de Cj semigrupos de contragoes. Finalmente, apresentamos um
resultado que nos permite estender o dominio de um semigrupo S : R™ — X para um
setor contendo o eixo real nao negativo. As demonstragoes destes resultados podem
ser consultadas em [4].

Denotamos por p(A) o conjunto resolvente de A, 0(A) o espectro de A e R(A: A)
o operador resolvente de A.

Teorema 1.3 (Hille-Yosida). Seja X espaco de Banach. Para que um operador li-
near A, definido em D(A) C X e com valores em X seja gerador de um Cy semigrupo,
€ necessario e suficiente que

i) o operador A seja fechado com dominio denso em X ;

i1) existam M e w reais tais que, para cada real A > w se tenha \ € p(A) e para

neN
M

(A —w)™
Neste caso, o semigrupo {S(t)},~, satisfaz a condicao ||S(t)|| < Me™, t > 0.

IR(A, A)"|| <

17



Antes de enunciarmos o teorema de Lumer-Phillips faremos algumas consideragoes:

Denotamos o valor de z* € X* em z € X por (z*, x) ou (z,z").

Definicao 1.4. Seja X espaco de Banach e X* seu espaco dual. Para cada x € X o
conjunto dualidade de X € definido por

* * 2 *12
Flz)={a":2" € X" e (z",2) = ||z|" = |2*|"} .
Observe que o Teorema de Hahn-Banach garante que esse conjunto nao é vazio.

Defini¢ao 1.5. Um operador linear A € dissipativo se para cada x € D(A) existe um
x* € F(x) tal que Re (Ax,z*) < 0.

Teorema 1.4 (Lumer-Phillips). Seja A um operador linear com dominio denso em
X.

i) Se A € dissipativo e existe \g > 0 tal que a imagem, R(AoI — A), do operador
Ml —A € X, entio A € o gerador de um Cy semigrupo de contragoes {S(t)},~,, ou
seja, ||S(8)] < 1. :

i1) Se A € o gerador de um Cy semigrupo de contragoes {S(t)},~q, entio RN —A) =
X para todo A > 0 e A € dissipativo. Além disso, para cada = D(A) e para cada
x* € F(x), tem-se Re (Az,z*) <0.

Tratamos de semigrupos cujo dominio era o eixo real nao negativo. Agora, vamos
considerar a possibilidade de estender o dominio para um setor que inclua o eixo real

nao negativo, de forma que a estrutura de semigrupo seja preservada.

Definigao 1.6. Seja A ={z€ C:p; <arg z < ps, v1 <0< o} e para z € A seja
S(z) um operador linear limitado. A familia {S(2)},ca € um semigrupo analitico em
A se

i) z — S(2) € analitico em A;

i) S(0) =1 e lim S(z)xr =z para cada x € X;

zEA

iii) S(z1 + 2z2) = S(21)S(22) para quaisquer zy, zo € A.
Um semigrupo S(t) € dito analitico se este for analitico em algum setor contendo
o eizo real nao negativo. Claramente, a restricdo de um semigrupo analitico ao eizo

real nao negativo € um Cy semigrupo.

O teorema a seguir nos possibilita estender um Cj semigrupo a um semigrupo

analitico.
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Teorema 1.5. Seja A o gerador de um Cy semigrupo S(t) uniformente limitado e
assuma que 0 € p(A). Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) S(t) pode ser estendido a um semigrupo analitico em um setor As = {z : |arg z| < §}
e [|S(2)|| € uniformente limitado em cada subsetor fechado Ay, &' < &, de As.

i1) Eriste uma constante C' tal que para cada o >0, 7 # 0

IR +ir: A < &

7l
i11) Existem 0 < d <7/2 e M > 0 tais que

mAyaz:{Ammyxp<g+5}um} e

M
IRO: AN < 5 YA€ 8 £ 0

iv) S(t) € diferencidvel para t > 0 e existe uma constante C' tal que

ase< S viso
t

Poténcias fracionarias de operadores. Seja A : X — X um operador linear

fechado densamente definido tal que
p(A) DXt ={\:0<w<|arg \| <7} UV, (1.3)

onde V' é uma vizinhaca do zero e

M

RMN:A)| < ,
IR ) < 17

para A € ¥,

No caso onde w < 7/2, ou seja, quando —A é o gerador de um semigrupo analitico
T(z), definimos

A = —/ t* 1T (t)dt, para a >0
0

e A" =1, onde I'(a) = / t* te~tdt.

0

Definicao 1.7. Seja A satisfazendo a hipdtese (1.3) com w < w/2. Entdo, para cada
a >0,
AY = (Afa)fl'

A seguir enunciaremos alguns resultados sobre poténcias fracionarias cujas de-

monstragoes podem ser vistas na Secao 2.6 de [4].
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Lema 1.5. Para o, 3 > 0 tem-se AP = A>. A8,

Teorema 1.6. Se 0 < a < 1, entao existe uma constante Cy > 0 tal que para cada
x € D(A) e p>0 tem-se

lAz]| < Co (p™ ll2l + p* || Ax]])

|A%]| < 2G|l Az,

Teorema 1.7. Se —A ¢ o gerador de um semigrupo analitico T'(t) e 0 € p(A), entao
(a) T(t) : X — D(A%) para cadat >0 e a > 0;
(b) para cada x € D(A®) tem-se T(t)A%x = A*T'(t)x;
(¢) para cada t > 0 o operador A®T(t) € limitado e ||AT(t)|| < Mut=%e™%;

(d) se 0 <a<1lexe D(AY), entao |T(t)xr — x| < Cut® ||[A%x||.

1.3 Comportamento assintético

Seja X um espago métrico completo. Uma familia de aplicagoes T'(t) : X — X, t > 0,
é um C"-semigrupo, r > 0, se T(t) é um Cy semigrupo e T'(t)z é continua em ¢, x com
derivadas de Fréchet de ordem r em z para (¢, z) € [0,00) x X.

Para cada x € X, a drbita positiva, v (x), através de x é definida como y*(z) =
{T(t)x, t > 0}. Uma 6rbita negativa através de x é uma funcao p(—o0,0] — X tal
que ¢(0) = x e, para cada s < 0, T'(t)p(s) = p(t + s) para 0 < t < —s. Uma 6rbita
completa sobre z é uma funcao ¢ : R — X tal que ¢(0) = z e, para cada s € R,
T(t)p(s) = ¢(t+ s) parat > 0.

Para cada x € X, a dérbita negativa através de x é definida como a uniao de todas

as orbitas negativas através de z, ou seja,

v (x) = U H(t,x), onde

t>0

H(t,x) = {y € X : existe uma drbita negativa sobre x definida por ¢(—oc0,0] — X,
com ¢(0) =z e p(—t) = y}.
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Para cada € X, a drbita completa y(x) através de x é definida como y(z) =
v~ (z) UyT (). Para qualquer conjunto B C X, sejam y"(B) = Uyepy™ (), v (B) =
Uzery (), 7(B) = Uzepy(x), respectivamente, a drbita positiva, érbita negativa e
a orbita completa através de B.

Para cada B C X, definimos o conjunto w-limite de B e o conjunto a-limite de B
como

w(B)=[\Cl| Tz, «oB)=()Cl|JH(t ),
s>0  t>s s>0  t>s
onde CI(D) representa o fecho, D, do conjunto D.

Um conjunto B C X atrai um conjunto C' C X pelo semigrupo T'(t) se
dist(T'(t)C, B) — 0 quando t — co. Um conjunto S C X é dito invariante se, para
cada x € S, existe uma érbita completa v(z) sobre z tal que v(x) C S. Temos que
S é invariante se, e somente se, T'(t)S = S para t > 0. Com efeito, T'(t)S C S, para
todot > 0,e S C T(t)S. Os conjuntos w-limite e a-limite sdo exemplos de conjuntos
invariantes, como afirmam os seguintes resultados, cujas demonstragoes podem ser

encontradas em [2].

Lema 1.6. Para cada B C X tal que w(B) é compacto e atrai B, o conjunto w(B)
¢ invariante. Além disso, se B € conexo, entdao w(B) também € conezo.

Se «(B) é compacto, v~ (B) = UisoH (t, B), e dist(H(t,B),a(B)) — 0 quando
t — o0, entdo a(B) € invariante. Além disso, se H(t, B) € conexo para cada t > 0,

entio a(B) também € conezo.

Lema 1.7. Se B € um subconjunto nao-vazio de X tal que Cly*t(B) é compacto,
entdo w(B) é ndo vazio, compacto, invariante e w(B) atrai B. Se v~ (B) € ndo-vazio

e Cly=(B) € compacto, entao a(B) é nao-vazio, compacto e invariante.

Defini¢ao 1.8. Um C"-semigrupo T(t) : X — X € assintoticamente suave se, para
qualquer conjunto ndo vazio, fechado e limitado B C X com T(t)B C B, existe um

conjunto compacto J C B que atrai B.

Atratores e Sistemas gradiente. Para um C"-semigrupo 7'(), ¢ > 0, um conjunto
compacto e invariante A é dito ser um conjunto maximal, compacto e invariante
se cada conjunto compacto e invariante pelo semigrupo esta contido em A. Um
conjunto invariante A é dito ser um atrator global ou simplesmente um atrator se A
¢ um conjunto maximal e compacto que atrai cada conjunto limitado B C X. Em
particular, w(B) é compacto e estd contido em A.

Seja T'(t), t > 0, um C"-semigrupo sobre um espago métrico completo X e seja

€ o conjunto dos pontos de equilibrio de T'(t), ou seja, x € £ se, e somente se,
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T(t)r = x para t > 0. Dizemos que um ponto de equilibrio x é hiperbdlico se o
espectro (DT (t)(z)) ndo intersecta o circulo unitdrio centrado na origem em C,
onde DT (t)z denota a derivada de Fréchet de T'(t) em .

Se z € £, o conjunto instével de x é W"(x) = {y € X : T(—t)y é definido para
t>0eT(—t)y — x quando t — oo}. Se x é hiperbdlico, entao existe uma vizinhanga
U de x tal que W} (x) o {y e W¥(z): T(—t)y € U, t > 0} é uma subvariedade de
X.

Definigao 1.9. Um C"-semigrupo fortemente continuo T'(t) : X — X, t >0, r > 1,
¢ dito ser sistema gradiente se

i) Cada orbita positiva limitada é pré-compacta.

i1) Existe uma fung¢ao de Liapunov para T(t), ou seja, existe uma fungdo continua
V. X — R tal que

i1), V(X) € limitada inferiormente,

i1), V(z) — oo quando |x| — oo,

it); V(T'(t)x) € nao crescente em t para cada x € X,

i1), se x € tal que T'(t)x estd definido parat € R e V(T'(t)x) = V(x) para todo t € R,

entao x € um ponto de equilibrio.

Para sistemas gradiente, valem os seguintes resultados cujas demonstracoes podem

ser encontradas em [2].

Lema 1.8. Se T'(t) é um sistema gradiente, entdo, para cada v € X, o conjunto w-
limite w(x) estd contido em €. Sey~(x) € uma orbita pré-compacta, entdo o conjunto

a-limite o(x) esta contido em E.

Teorema 1.8. Se T'(t), t > 0, € um sistema gradiente, assintoticamente suave e £ €
limitado, entao existe um atrator A para T(t) e A=W*(E)={y € X : T(—t)y estd
definido para t > 0 e T(—t)y — £ quando t — oco}. Se X € um espaco de Banach,
entao A € conexo. Além disso, se cada elemento de £ € hiperbdlico, entao £ € um
conjunto finito e

A=W (). (1.4)

ze€
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Capitulo 2

Resultados gerais

Neste capitulo apresentaremos os principais reultados desse trabalho.

2.1 Comportamento dos operadores lineares

Nessa secao sera analisado o comportamento dos operadores lineares.

2.1.1 Caracterizacao da convergéncia espectral

Estudaremos varios resultados sobre o comportamento espectral de operadores do
tipo —A 4+ V, onde V é um potencial, com condicoes de fronteira de Neumann para
uma familia de dominios €).. Estamos interessados em obter condi¢oes necessarias
e suficientes para garantir que os autovalores e autofungoes se comportem continua-
mente quando o dominio sofre uma perturbacao satisfazendo (4).

Os potenciais também podem depender de ¢ e, neste caso, consideramos a de-
pendéncia e o comportamento deles quando € — 0 na seguinte definigao:

Defini¢ao 2.1. Uma familia de potenciais {V. : 0 < e < gy} € dita admissivel se
Vee L), sup [[Villpwq,) < C < oo e V. — Vo fracamente em LA(RY).

0<e<eg

Vamos considerar o seguinte problema de autovalor

—Au+Viu=Au em €,
ou

I 0 em OS2,
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[e's)
n=1’

conjunto dos autovalores, ordenados e contando a multiciplidade, do operador —A+V,

onde {V. : 0 < e < ¢eg} é admissivel. Denotamos por {\%} para 0 < e < gg, 0
com condigoes de fronteira de Neumann em 2. e por {¢5} ~ uma correspondente
familia completa de autofungoes ortonormalizada.

Dizemos que o espectro se comporta continuamente em € = 0, se para cadan € N
fixo, temos que A2 — A2 quando e — 0 e as projegoes espectrais convergem em H!, ou
seja, dadas as projegoes P¢: L2(RY) — H'(€.), pondo P:(¢y) = S0, (¢5 V) 20?5

=1 7

coma ¢ {A} e <a< )\, temos que

sup {”Pj(@b) — Pg(w)HHgl, Y € L*(RY), HwHLQ(RN) = 1} — 0 quando € — 0.

A convergéncia das projecoes espectrais é equivalente a: para cada sequéncia g, —
0 existe uma subsequéncia, que também seré denotada por €, e um sistema completo
ortonormal de autofungoes do problema limite {¢2} 7 | tal que [|¢5 — ¢ m — 0
quando k — oo. '

A condigao (4) implica a existéncia de uma sequéncia nao crescente de nimeros

reais p., com p. — 0 quando ¢ — 0, tal que para
K. ={x € Q: dist(x,00) > p.}, (2.1)

tem-se K, C (), para todo 0 < ¢ < gy. A familia de conjuntos abertos {Ks}0<€§€0
pode ser vista como uma perturbacao interior suave de 3. Em particular, como o
dominio €2y é Lipschitz, segue que a familia K. é uniformemente Lipschitz em ¢. Isso
implica a existéncia de operadores de extensao E. : H'(K.) — H'(RY), que também
sao operadores de extensdo de L?(K.) — L*(RY), e as normas | Eel 2o (e, mvy) ©

1 Eell 2 (s, 12 rvy) S80 uniformemente limitadas em €, 0 < & < &.

Observacao 2.1. Nao foi excluida a possibilidade de p. = 0 e portanto K. = ().
Esse serd o caso onde ). é uma perturbagao exterior do dominio, ou seja, 2y C §2e.

Para caracterizar quando o espectro se comporta continuamente consideramos

2
Jo. V9

—
¢>¢:E()Heln<19§(>5 fQE |¢’

Em particular, quando Q.\K. é suave, 7. é o primeiro autovalor do seguinte

(2.2)

Te =

problema:
~Au=71u em Q\K.,

u=0 em 0K,
ou
8_72 =0 em 895
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Temos a seguinte caracterizacao

Proposigao 2.1. Assuma que a familia de dominios {$)}o. ., satisfaca (4). Entao,
as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) O espectro de —A+V. se comporta continuamente quando € — 0 para qualquer
familia admissivel de potenciais {V., 0 < e < ep}.

(1) 7. — oo quando € — 0.

(14i) Para qualquer familia de funcgées 1. com HwEHHl(Qs) < C, teremos que
[Yell 200 7.) — 0 quando e — 0.

(1v) Para qualquer familia de fung¢oes P com ||z g (o) < O, existe uma sequéncia
Y., e uma funcio o € HY Qo) tal que ., — o em L*(RYN) e para qualquer
x € HY(RY) teremos que

/ Vi, Vx — V%Vx

Além disso, se alguma das quatro afirmacées acima for verdadeira, entdo
(v) [Q\K:| — 0 quando € — 0.

Observagao 2.2. As afirmagoes (ii) — (iv) sao independentes do potencial V.. As-
sim, considerando V. = 0, temos que (i) € equivalente ao fato do espectro de —A se
comportar continuamente quando € — 0.

Mostraremos que (i) = (1) = (v), (i1) + (v) = (#4i) = (i4), (i19) + (v) = (v) =
(i73) e (i) + (v) = (7).

Demonstragao:
(i4i) = (ii): Se existe uma uma sequéncia ¢ — 0 com 7., limitado, entdo, pela
defini¢ao de 7., obtemos uma sequéncia de fungoes com norma L*(Q, \K.,) igual a

1 e norma H'(€.) limitada, contradizendo ().

(i) = (v): Pela definicdo de K, , temos que |2\K.,| — 0 quando g, — 0. As-
sim, basta mostrarmos que |€2, \y| — 0 quando £, — 0. Suponha, por contradicao,
que existam 1 > 0 e uma sequéncia g, — 0 tais que |, \Q| > 1. Seja p = p(n)
suficientemente pequeno tal que |{a: € RV\Qy : dist(x, Q) < p}‘ < n/2. Portanto,
12 | = |{z € Q., : dist(z,Q) > p}| > n/2. Sejav: RY — R, v € C°() tal que
Y(x)=0sex € Qe )—1sexeRN\Qoedzst(x Q) > p. Assim, v € H'(€,),
NG @) SCe 7] 2 (@) = > Qe : > (n/2) Logo 7., é limitado, contradizendo

().
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(i1) = (ii7): Suponha, por contradigdo, que existe uma sequéncia ¢, e constantes

Cy e Cy independentes de ¢ tais que H¢€kHH1(QEk) < O e [|@gll 2ok = C2 > 0.

Considere v, = E., <¢Ek|Ksk> o operador extensao de ¢, restrito a K., . Assim,
Y., € HY(RY) e ‘|¢€k\|H1(RN) < CgHQSEkHHl(KEk) < (C3C4, onde C3 é a constante da
aplicacao E.,, que independente de ¢, pois K., ¢ um dominio uniformente Lipschitz.
Além disso, pela desigualdade de Hélder (p = N/2 e ¢ = 2N/(N — 2)), N > 3,

obtemos

Vel 2@, k)

IN

Lo
ey \Key,

IA

<

1
N

/Qe \K- 1'w6k|2>é
(fgsk% <m2>5> i ( L e

1
N—-2 3
N

N
N—-2

N-—-2

2N
2N
[ / wem—?]
Qe \Key,

1
[zl ponsv— @ \ iy €0 \ i [V
1
[Wer || p2vsov—) (mavy [ Qe N Ko, [V
1
C4||¢6k ||L2N/(N—2)(K5k) |Qak\K€k | M

onde Uy ¢ a constante da aplicagao E;, independente de ¢.

Agora, fazendo m = 1, p = 2 e n = N no Teorema 1.1 das imersoes de Sobolev,
tem-se que H'(K.,) — L*MW=2(K_ ). Assim

<

[Pl 2@, k)
<

<

1
Call @i ll pansov— (i, ) |90 \ ey |V
1
C4MH¢€k ||H1(st)|95k\K5k | v
1
CyMCy ngk HHl(]RN)|QEk\KEk ’ N,

onde M é a constante de imersao que independe de ¢, pois a familia de dominios

K

¢, € uniformemente Lipschitz.

Analogamente, usando a desigualdade de Holder (com ¢ = p/(p—1)) e as imersoes

de Sobolev (com m =1, p=2,n= N e mp > N no Teorema 1.1), obtemos

el iy < M lzonca v

11 11
Qe \ K |22 S05||¢5k||H1(RN)|QEk\Kak|2 o

para N = 1,2, onde p pode ser escolhido arbitrariamente grande na ultima desigual-

dade e C5 é uma constante independente de ey.

Assim, existem 0 > 0 e C > 0
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independente de g, tais que
0
||¢Ek||L2(Qek\Ksk) < CIQ,\K.,|” — 0 quando g, — 0.

Considere x., = ¢, — ¥, Entdo x., =0 em K, e HXEk”Hl(QEk) < (g indepen-

dentemente de ;. Além disso,

”XskHL2(QEk\KEk) > |‘¢5kHL2(QEk\KEk) - stka(Qak\KEk) > ()2,

desde que ¢, seja suficientemente pequeno. Logo 7., ¢ limitado, contradizendo (7).

(11i) = (iv): Se ¢, é uma sequeéncia tal que [[¢z, [z ) < C, entdo 1., possui
k

uma subsequéncia, também denotada por v, tal que ¢, — o, fracamente em

H'(K) e fortemente em L?(K), para alguma ¢y € H'() e qualquer K CC Q. Na

verdade, vamos provar que ., — g em L*(RY). Com um argumento similar ao

usado em (ii) = (i7i), temos que existem p > 0 e § > 0 tais que ||w5k||L2(ng\K5) <

C|K., \Ks|”, para 0 < g, < 0 e alguma constante C' independente de k e . Considere
n > 0 e escolha 0 suficientemente pequeno tal que stkHLQ(KEk\Ké) <1 e <9, e

||¢0||L2(QO\K5) S g Assim,
2 2 9
stk - 7ﬂOHLQ(]RN) = ’Wsk - ¢OHL2(K5) + ngk — wo"LQ(RN\Ké)'

Mas

N

||1/}5k - 1/’0||L2(RN\K5) = ||¢5k||L2(QEk\KEk) + ||¢5k||L2(KEk\K5) + ||¢0||L2(QO\K,;)

n
S § + H¢8k||L2(QEk\K5k).

Por (iii) e pela convergéncia de 1., — o em L?(Kj), escolhemos €, > 0 tal que

2 .
’|¢Ek||L2(QEk\KEk) S g (S ||77Z)€k - 1/)0||L2(K6) S g ASSIIH7

¥, — ¢0||i2(RN) <7

Portanto 1., — 1 em L*(R").
Considere x € H'(R") e seja n > 0. Por (v), escolha § > 0 tal que

||X||H1((Qekqu)\Ks) <
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Entao, para 0 < g, < 9, temos que

Vi, Vx — | ViV

Qe Qo

= ( V%kvXﬂL/ V%Nx) - ( V%VX‘I'/ V%VX>‘
Ks Qe \Ks Ks Q0\Ks

-/ (V= Vi) Tt / S | o

Q0\Ks

IN

/ (Vibn, — Vi) V| + / Ve, [V x| + / Vol [VX]
Ks Qe \Ks Q0\Ks

< / (Vipe, — Vibo) Vx| +2Cn — 2Cn  quando g — 0,
Ks

pois 1., — 1y fracamente em H'(Kj) e portanto Vi, — Vb em L?(Kj).

Como n > 0 é arbitréario, temos que / Vi, Vx — VoV e assim

Qe Q0

(id1) + (v) = (iv).

(tv) = (iti): Se 1. é uma familia de funcdes tal que [|¢):|| 1.y < C, entdo, existe
uma sequéncia 1., e uma funcao vy € H'(Qp) tal que ||¢., — Yol p2@ny — 0 quando
g, — 0. Portanto,

||¢sk||L2(Q€\FEk) < e, — ¢0”L2(Q€\F5k) + ‘|1/’0HL2(QE\?%) — 0 quando g — 0,

pois 1y é fixo e ‘Qa\fgk’ — 0 quando ¢, — 0.

(1) = (i7): Suponha, por contradi¢do, que existe uma sequéncia ¢ — 0 e a > 0
tal que 7., < a. Pela definicao de 7., , podemos obter fungoes ¢., tais que ¢., = 0 em

2
Ksm H¢8k||L2(st) =1le qubngLQ(st) S a.
Pela desigualdade de Holder (p = oo e ¢ = 1), obtemos

2
/ Vau 166> < Vel g -

Qey,
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Assim,

J

para alguma constante @ > 0 independente de g;. Seja n € N tal que a < \? <

2 2 ~
‘V¢€k’ _'_/ ‘/;-k ’(bfk’ S a—+ H‘/;kHLOO(st) S a,

€k Qk

Y +1- Denote por ¢7,..., ¢ as primeiras n autofungoes e considere o subespago

5k

linear [¢3*, ..., ¢, ¢ ] C H'(,). Pela convergéncia espectral, obtemos uma sub-

sequéncia, ainda denotada por &, e autofungdes do problema limite ¢?, ..., ¢° tais
que [|¢5F — @Yl ;1 — 0 quando e — 0. Portanto
€k

0|2 _ 0]12 2 0[12
H(bfk — ¢ ||H51k - ||¢fk — ¢ HHI(QSkaO) + ”QS?“Hl(Qak\ﬁo) + H@ HHl(Qo\ﬁek) —0
quando £ — 0. Em particular, ||¢5* Hzl(ﬂsk\ﬁo) — 0 quando ¢ — 0. Assim,

ek 112
H(ﬁikHLQ((QEk\Ksk)m(ng\ﬁo)) — O quandO €k. — O (23)

Além disso, |(Q,\Kz,) N Q| < |Q\K.,| — 0 quando e — 0 e [|¢5*||;, ¢ limitada,
€k

pois ¢:* é convergente. Logo,
2
||¢§k||L2((st\ng)ﬂﬁo) — 0 quando Er — 0. (24)

De (2.3) e (2.4) segue que

2 2 2
H(ﬁkaLQ(ng\K%) = ‘|¢§k|‘L2((st\Ksk)ﬂﬁo) + H(bikHL2((Q%\K%)Q(Q%\§0)) — 0
quando g — 0. Pela desigualdade de Hélder (p = ¢ = 2), segue que
/ O e, = / ¢ ¢e, — 0 quando g, — 0, i=1,...,n.
Ly, Qe \Key,

Assim, [¢F, ..., ¢, ¢.,] é um sistema quase ortonormal em L*(Q.,). Pela caracte-
rizacao min-max dos autovalores, temos que

2 2

| v+ [ vie
Ak max it it .
e 2
= ettt N / 6]

Q.

Como ¢ € [¢7F, ..., ¢k, ¢, ], podemos escrever ¢ = > " | a;¢;" + Boe,. Logo, Vo =

Yo, Vit 4+ BV e,, e portanto

Vo[ = (V, Vo) = Zazaj Vo, Vo) + 283 ;i (Véik, Ve, ) + 32V, |
=1

i,5=1
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2
6 = o ¢ o + 28 aiditoe, + 8262,
ij=1 i=1
Além disso, para cada i = 1,...,n, temos que Ag:* + V., ¢5F = A\ Fps-.

(a) Calculando o produto interno em L*(€, ) por ¢}* obtemos

€k

Agi* o3t + / Voot ot = X0 [ @7t o5t

., Q 2,

€k
e portanto

vorve+ [ Vi [ ot o, @)

., Q Q,

€k

(b) Calculando o produto interno em L?(€2.,) por ¢., obtemos

J

Ek QEk QEk
e portanto
Vi Vo, +/ Voo0i e, = N5 | 0580, = AiMo(1), (2.6)
Q. Q. Q.
onde na ultima igualdade usamos o fato de que [¢7", ..., ¢k, ¢ | ¢ um sistema quase
ortonormal.

Além disso, temos que

[ o1vef = Yaa [ verver+2sda [ verve,
@ Ly, i=1

€k i,j=1 ng

(2.7)
Lo / V.
st
e . .

[, valol = Sae [ Vst 203 e [ vaoion

“k i,j=1 ey, i=1 Qe
(2.8)

+ B /Q Voo 2.

€k
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Somando (2.7) com (2.8) e usando (2.5) juntamente com (2.6), obtemos

/Q Vol* + / Va 0" = iaiaj( . Vo5Vt + / ng¢§’“¢>§’“)

€k Qe 3,7=1 €k

T+ 28 Z o ( /Q V6o, /Q ) vgkqbi%gk)]

+ 52 / |V¢€k|2 +/ Vskgbek2>
Q, Qe

D a’ k428 Mro(1) + fa.
=1 =1

VAN

Finalmente, temos que

2 n.Aék?k n,ék 2 42

= zn: a;? + Qﬁzn: AFo(1) +
=1 =1

= Z a;® + 3% +o(1).
i=1
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Como A < Nk i=1,...,n, X — A\ quando g, — 0 e @ < A2, segue que

zn: ai? X5k 4203 zn: A*Fo(1) + B%a
=1 ]

>\n+1 S
Z a;? + 3% +o(1)
Zal (X2 +0(1)) +o(1) + B2\
<
Z o’ + 3%+ o(1)
=1
\, (Z o’ + ﬂ?) +o(1)
_ i=1
> a+ B+ o(1)
=1
< AL +o(),

contradizendo a continuidade dada por (7).

(iv) = (i): Sejan € N tal que A2 < A, e considere a familia de autofungoes
{¢9,...,8%}. Vamos denotar por E o operador extensao de H'(Q) & H'(RY) e
por R. o operador restricao a €).. Assim, para ¢ = 1,...,n, construimos a funcao
& = R.E¢. Como (iv) = (v), segue que |Q\Q| < |Q\K.| — 0 quando € — 0.
Além disso,

1€ 0y < I1ES i @n)
< Opll N g (o)
< M,

onde Cg é a constante da aplicagao F. Logo, & é limitada em H'().) e portanto
1€ 1510000 — 05 @ =1,...,n, quando £ — 0.

Pela caracterizagao min-max dos autovalores obtemos que A\{ < A? + o(1) quando
e — 0. Assim, podemos obter uma sequéncia g, — 0 e ntmeros r; < A, i =

1,...,n, tais que A;* — k;. Como ¢:*, i = 1,...,n, é uma sequéncia limitada em

1 )

H'(€.,), entdo, por (iv), podemos obter uma subsequéncia, também denotada por
¢5*, e fungoes £ € HY(Qp) tais que ¢i* — £ em L2(RY) e

/ Vo *Vx — VfOVX, i=1,...,n,
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para qualquer x € H'(RY). Além disso, como ¢:* ¢ autofungao, segue que

/ ngf’“Vx—F/
Qe Q

/vg?vx+/ Voldx =r; | O i=1,...,n, (2.9)
Qo Qo Qo

vaksb?x:A:‘k/ G i1
Qek

€k

Logo,

pois

(a) / Vo, 65y — / Voly = / Vo, (6 — €0)x + / (V. = V)x — 0,
Q Qo QekUQO QakUQO

€k

quando g, — 0, j& que ¢5* — &2 em L2(RY), V., — V; fracamente em L*(RY) e V,

¢ uniformente limitado em L*>(€2., );

R A I S PSR el NG N
Q, Q0 Q, 0., U
quando g5, — 0, j& que A* — k;, ¢5* é limitada em H'(€),) e ¢:* — &2 em L*(RY).

De (2.9) segue que k; e £ sdo, respectivamente, autovalor e autofuncao do pro-
blema limite. Como x; < A?, temos que x; = \? para i = 1,...,n. Além disso, temos
que fQo §)6Y = 0y, e assim {£),...,£)} é um sistema ortonormal de autofuncdes

. B 0 0
associado & Aj, ..., A,.

J

pois

A convergéncia em H Elk é obtida da seguinte forma: para ¢ =1,...,n, segue que

2 2 2 2 2 2

Vor = [ o= [ vl o0 [ Jef- [ wilef = [ (v
Qe Qe Qo Qo Qo

(a) Temos que

€ € 2 € € € 2
N U A e O A v A (C T e 1 B
Qe Qo st ngUQO

k

€k

quando g, — 0, j& que A\* — N, ¢* ¢ limitada em H'(Q,) e ¢:* — &2 em L*(RY);

7 3
A

quando g — 0, j& que ¢7* — &2 em L*(RY), V., — Vj fracamente em L2(RY) e V,

(b) Temos que

vak|¢fk|2—/ Volef] = / vak(|¢fk|2—\f?\2)+/ €01 (Ve Vo) — 0,
Qo e, UQ0 Qe U

k

¢ uniformente limitado em L>(€),, ).
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Finalmente,

/|V¢§k—vs?\2:/ |V¢?|2+/ Vel 2 [ verve o,
]RN 5 Q0

k Q‘Ek

quando e — 0, pois

(a) Temos que

/ V5| —>/ |V€?‘2 quando &, — 0;
5 Qo

k

(b) Definindo £° € H'(RY) como sendo uma extensao de £, obtemos que

vorve - [

Q

Vo VE + /

Q

vor (Ve - ve) - [ |vetf

ng €k €k

quando ¢, — 0, ja que

/Q vor (Ve - )

€k

— 0 quando ¢, — 0.
k

< IV65 g || V€ — VEP

L2(Q

Assim, o espectro de —A + V,, se comporta continuamente com relagao a e. ]

2.1.2 Convergéncia dos operadores resolventes

Nessa secao sera analisado o comportamento dos operadores resolventes.

Defini¢ao 2.2. Uma familia de dominios {Q. : 0 < ¢ < g} € dita admissivel se
satisfizer (4) e alguma das condigoes (i) — (iv) da Proposi¢do 2.1.

Temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.2. Suponha que a familia de potenciais {V. : 0 < e < go} e a familia
de dominios {Q. : 0 < e < ep} sao admissiveis. Suponha ainda que 0 ¢ o(—A + Vp).
Entao, para e suficientemente pequeno, 0 ¢ o(—A + V.) e existe uma constante C,
independente de €, tal que

J2 4V ey < Cllgcllaanys 9 € L) (2.10)

Além disso, se g. — go fracamente em L*(RY), entdo

[(=A+ V) g — (A + V())_lgo”HE1 — 0 quando e — 0. (2.11)
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Demonstracao: Mostraremos primeiramente (2.10). Pela continuidade do espectro
de —A+V; dada pela Proposicao 2.1, temos que 0 ¢ o(—A~+V) para e suficientemente
pequeno. Assim, o operador —A + V. é inversivel e portanto, para cada g. € L*(£2.),

o problema
_Aws + V;-:ws = 0ge €In Qsa
ow. (2.12)
=0 em 0f),,
on

possui uma tnica solugao w, = (—A + V.)"tg. € HY(Q.).
Vamos mostrar primeiramente que se ||g:|| 20 S C, independentemente de ¢,
entao [Jwe|| 12(.) ¢ uniformemente limitada em e. De fato, suponha por contradicao,

que exista uma subsequéncia, ainda denotada por {w.}, tal que [we| ;2. — o0

quando € — 0. Considere 1, = e Logo, ||we||12(q.) = 1. Entao
[well 20
i g
—Aw, + Voo, = ——— em (),
o [well L2, (2.13)
=0 em 0f)..
on

Multiplicando essa equagao por w. e integrando, obtemos

/lvwe|2+/ Vg|wg|2=/ .
Q. Q. Q. wa”m(gs)

Como V; é uniformemente limitado em L*(Q), [|0c|| 2.y = 1, g- ¢ uniforme-

mente limitada em L?(€).) e [well p2(q.) — o0 quando € — 0, segue que (por Holder)

/ Viw)> <M e / L?fug — 0 quando € — 0,
c Qe Hw€||L2(Qg)
onde M > 0 independe de . Assim,
Vi |? < C,
Qe

com C' independente de . Agora, aplicando (iv) da Proposicao 2.1, obtemos uma
subsequéncia, ainda denotada por ., e wy € L*(Qp) tais que w, — wy em L*(RY).

Em particular, temos que ||@ol| 2o,y = 1. Além disso,
/ Vw.Vy — VwOVX,

para qualquer y € H*(RY).
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Seja € € H'(€) e considere £ uma extensdo de € & RY. Multiplicando a equacao
2.13) por & = £, € H(Q.) e integrando obtemos
lo2e

vwavés +/ szaga :/ Lé&
Qe . Q. ”wSHLQ(QE)
Agora, passando o limite quando € — 0, segue que
VwoyVE + Vowoé = 0.
QU Q0

De fato, temos que
/‘%wgg—/'%w& =l/ mw£g—/ x@%£+(/‘%@f— W@&)
€ Q0 QE\KE QO\KVE 5 Ks

= Ji—Ja+ J5.

Estimaremos separadamente cada parcela acima. Por Holder (p = 0o e ¢ = 1), segue

que

71}8 58

J :/ Vo, < ||V2]| s
1 QK. eWeGe || aHL (Q2) LHQ\K>)

< C W€,
Q\Ke

&

Cllw: || 2ok L2(Q\K.)

= C EE L) — 0 quando € — 0,

onde na ultima desigualdade usamos Hélder com (p = ¢ = 2). Além disso, £ 6
uniformemente limitada e |Q.\ K.| — 0 quando ¢ — 0.

Para J, temos que
Jy = / Vowpé — 0 quando € — 0,
QO\KE

pois Vowe€ é fixo e |\ K| — 0 quando ¢ — 0.
Para J3, note que

h—/vmx—/vw&— xu@—%m+/ﬁmm—%mea

K. e
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quando € — 0, j& que V. é uniformemente limitado em L*>(€.), . — wo em L?(RY)
e V. — Vj fracamente em L?(RY).

Pelas estimativas de J;, Jy e J3 segue o resultado desejado.

Portanto,
A'IDO + ‘/O’JJO =0 em Qo, ( 4)
2.1
aw() =0 e1m 890
on

Como 0 ¢ o(—A+Vp), temos que @y = 0, contradizendo o fato de que @y || 12(q,) = 1.
Agora, vamos mostrar que [[Vw.| ;2q ) é uniformemente limitada em . De fato,

‘V’UJ5|2: _/ ‘/;;‘|w€‘2+/ geWe.
Qe e €

Pela desigualdade de Hélder e o fato de que V. é uniformemente limitado em L*(€2.),

temos que

g. uniformente limitada em L?*(€.) e ||w.|| 12(0.) uniformemente limitada, segue o
resultado desejado.

Agora, mostraremos (2.11): Pela convergéncia fraca de g., temos que g. é unifor-
memente limitada em L*(RY). Assim, por (2.10), obtemos que [[(—=A + Vo) ' gc| 1o
¢ uniformemente limitada em . Vamos mostrar que se v, = (—A + V,)7!
ug = (—A + Vo) g, entdo u. — wug em L2(RY) e Vu, — Vug, fracamente em
L*(RY). De fato, usando (iv) da Proposicdo 2.1, obtemos uma subsequéncia, ainda
denotada por u., e uma funcio 1y € H'() tal que u. — ¥y em L*(RY). Além
disso, para qualquer Y € H'(RY) temos que

/ vy~ [ Vv

Como —Au, + V.u. = g., segue que

VUEVXJr/ Veugxz/ g=X-
QE € £

Passando o limite quando € — 0, obtemos
VihoVx + Vovox —/ JoX-
Qo Qo Qo
Assim, —Ayg + Voibg = go. Pela unicidade da solugao, temos 19 = ug, conforme
queriamos mostrar.
Agora, com um argumento similar ao que foi feito na prova de que (iv) = (i) na

Proposicao 2.1, obtemos que

!Vu5|2=/ ggug—/ Velue> — goUo—/ Voluol* = [ [Vuo|?
Qe Qe Qe Qo Qo Qo
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/ ‘VUE — VU0|2 — 0,
RN

quando £ — 0. Assim, segue que u. — ug em HE1 ]

2.1.3 Convergéncia dos semigrupos lineares

Pela continuidade do espectro de —A + V., obtemos estimativas sobre o comporta-
mento dos semigrupos lineares que serao utilizadas na analise da dinamica nao linear.
Vamos considerar que os operadores A, = —A+V., 0 < e < gy, geram semigrupos
analfticos e<! em L?(Q.) e H' (S )
Note que o semigrupo linear e=* atua sobre funcoes definidas em .. Vamos esti-
mar expressoes do tipo e<tug, onde ug € L?(£). Isso significa dizer que estendemos
a funcao ug por zero fora de 2y e depois restringimos a €2.. Dessa forma, podemos

Act

dizer que ug € L?(€2.) e fazer a aplicacao e<*uy. Esse mesmo argumento também é

usado para fazer a aplicacao etu,.

Temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.3. Suponha que a familia de dominios {Q. : 0 < e < &y} e a familia
de potenciais {V. : 0 < & < gy} sdo admissiveis. Seja a > 0 tal que \2 < a <
>‘2+1 e considere a projecao espectral P: sob o espaco linear gerado pelas primeiras n

autofuncoes definida na Seg¢io 2.1.1. Seja b tal que b < \). Entdo, existe um nimero
% < v <1 ewuma fungao 6(e), com 0(g) — 0 quando ¢ — 0, tal que

HeASt

u, — et < MO(e)t Ve Mucl| 2 (2.15)

“EHH; ()

e (1 = P e — e (I = PY) | o < MO() e ]| o,y (2:16)

1

para u. € L*(Q.) et > 0.

Demonstragao: Vamos provar a desigualdade (2.16). De fato, pelo Teorema 1.7
com o = 1/2 e § = a, podemos escolher M > 0 independente de ¢ tal que

e (1 — P%)u. < Mt=2e ™ fuc pagq,y, ue € LA(Q:), >0, € € [0,20).

e

Vamos separar as estimativas em dois casos: t € (0,0] out > §, onde § > 0 é um
parametro pequeno. No primeiro caso, para qualquer ¢ € (0,4], escolha v € (3,1).
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Assim,

e (1 = oy = et (1= Py < 20t e o]

(2.17)

< 2M§7‘%t‘76_“tl|usHLz(QE)-

Antes de mostrar o segundo caso, precisaremos do seguinte resultado: sempre pode-
mos escolher um nimero [ = [(4), tal que se z > [, entao

227 < St (2.18)

para todo t > §. De fato, mostraremos que dado 6 > 0, existe [(d) > 0 tal que
212 7et < § sempre que t > 6 e z > 1(8). Com efeito, para todo & > 0 seja [(5/2)
tal que z'/2 < e3* para todo z > [(§/2). Assim, desde que ¢ < ¢! para todo ¢ > § e
1/2 < v < 1, temos que

)
21/2€7ztt'yeat < esFe#teteat

2zt (a+1)t

5 t
= e2%e e *2¢

ez(é/?—t/Q) et(a+1—z/2)

< 6t(a+1—z/2)‘

Como para z suficientemente grande, a + 1 — z/2 < 0, segue que

et(CH’l*Z/Q) < 65(a+17z/2)

Y

onde usamos o fato de que t > 4.

Assim, fazendo z > max {5(5/2), 2 (—? +a+ 1) }, segue o resultado desejado.

Além disso, como XX = A% e A0 "X Lo existe N = N(6) > n tal que

. > 1(9), e € [0,g0). Sem perda de generalidade, podemos supor que )\?V(5) < )\?V(5)+1.
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Assim, pela decomposicao espectral dos semigrupos lineares, obtemos

|e*<t (I — P2)u. — e'(I — Py) uaHHl

N(6) N(9)
—\¢ £ 5 —\0
< YD e ungi)en — Y e W (ue, oy
k=n-+1 k=n-+1 1
(2.19)
-\ £ £ —\0
- Z M (ue, ¢7) 5 D e (e, )
=N(§ H(O.) N(8)+1 H(Q0)
= Il+[2+[3-
Analisando I, temos que
2 2
B - | S Muos| - S o
k=N(5)+1 L) k=N (8)+1 L2(0)
2
= || Do e W(ue 0D AV
k=N(5)+1 12(0)

= < > e W (u, gAY, Y ekit<u5,¢i>z4;/2¢i>

k=N(5)+1 k=N(6)+1 L2(9.)

_ Z Z Yue, %) (ue, <Z5E)<A1/2¢ Ai/2¢;>L2(QE)

k=N(6)+1j=N(6

= Z Z e Mle Ua>¢a )(ue, @ <A€¢ ¢;>L2(Q)

k=N(0)+1 j=N (6

o0

= ) e (ue, 0)) AL,

k=N(5)+1
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onde na ultima igualdade usamos o fato de que <A6¢i, q§§> L2(9.)

usando (2.18), segue que
= > AP (us, gR)P < (077 fue 2

e portanto
I < 0t77e™ " |ue|| 12,

Analogamente, obtemos
Z )\0 2/\t |u57¢0 } t 'yefat) Hu€HL2(Q
k=N (8)+1

e portanto
Iy < 0t77e™ " Jue| p2 -

Agora, estimaremos I:

= AL

Agora,

H:

N(6) N(6)
_)E Y
Lo= || Y e (uedp)dh — D e W (us, df)e)
k=n+1 k=n+1 1
N(6) N(6)
__ )€ _ 10 _ 0
< D0 @ e (un g || Do e (ue 9% — (ue, 9)0)
k=n+1 1 k=n+1
N(6)
1 €
< D ()2 1) e — e M [lue 2,
k=n+1
Ti+1
+Ze S (e, 05) 65 — (ue )0
k=n;+1

Hi

onde foi considerado o autovalor u; contando sua multiplicidade.

Agora, pela convergéncia dos autovalores e das projecoes espectrais, existe €1(0) €

(0,e0) tal que

N(6) N(5)
Z ((}\e) 1) et -0t

e
k=n-+1 k=n+1

D=

41

< 3O+ Dt A = A < tTe



para ¢ € (0,£1(d)), onde na peniltima desigualdade foi usado o Teorema do Valor
Médio e na tltima desigualdade usamos a convergéncia dos autovalores e o fato de
que A estd entre Aj e A}, ou seja, A > A, | > a e portanto e M < ot

Além disso,

k‘(é) MNi41

oY (e $7)67 — (ue, 67)67)

i=r k=n;+1 H]

k() i1

= e Y (e g @k — d) + (v, ) — SO}

i=r k=n;+1 H]
k(&) MNi4+1

< Ze_“it Z |:||u&‘||L2(Q€) ¢i - ¢2HH51 + ||u8||L2(Q€) 2 - CbgHHal]
1=r k=n;+1

S €—>\9L+1t(5Hu5 HL2(QE)

< Cot e " e 20y, € € (0,61(0)),

onde na primeira desigualdade usamos a desigualdade de Cauchy-Shwartz e na se-
gunda usamos a convergéncia das autofuncoes e o fato de que p; > A), | para todo
i=1,...,k(0).

Pelas estimativas I, I, e I3, segue que

e (1 = P = e (1= P ]y < OB oy (220)

parat >0 ec € (0,£1(9)).

Finalmente, como § > 0 é arbitrario, as desigualdades (2.17) e (2.20) provam o
resultado.

A demonstracao da desigualdade (2.15) dessa proposigao é similar a (2.16), basta
trocar a por b e fazer P¢ = P? = (. =
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2.2 Semicontinuidade superior dos atratores e do

conjunto de equilibrio

Nesta se¢ao veremos que os atratores e os pontos de equilibrio, solugoes do problema
eliptico nao linear, sao semicontinuos superiormente. Para isso, a continuidade dos
semigrupos nao lineares (denotados por T.(t), ¢ € [0,g0)) ¢ obtida através da con-
tinuidade dos semigrupos lineares via féormula da variacao das constantes dada por
(1.2).

Mostraremos o seguinte resultado:

Proposicao 2.4. Suponha que a familia de dominios {Q. : 0 < e < go} € admissivel.
Entao, existem % < v < 1, uma fungio c(e) — 0 quando ¢ — 0, e uma constante M

satisfazendo
IT-(t, u:) — To(t,u5)||H51 < Mc(e)t™, t € (0,7], ||u€||L2(QE) < R, € €(0,g), (2.21)

onde M = M(t, R).
Além disso, os atratores sdo semicontinuos superiormente para € em € = 0 em

1 .
H_, ou seja,

sup { inf {Hug — uOHHl}} — 0 quando € — 0. (2.22)

us €A | U0 €Ay

Também, se E. € o conjunto dos pontos de equilibrio de (1), € € [0,&0], entdo

sup { inf {||u(E — UO|’H1}:| — 0 quando € — 0. (2.23)

Ue GSE uo 680

Observacao 2.3. Nessa secao e no restante desse trabalho, denotaremos por F e F’

os operadores de Nemitsky de f e %, respectivamente, ou seja,
: of
Fu)(z) = f(z,u(@)) e Flu)z) = 7-(z,u(@)).

Demonstracao: Primeiramente, verificaremos (2.21). Os semigrupos nao lineares

T.(t) sao dados pela férmula da variagao das constantes

¢
T.(t,u.) = e'u, +/ e (T (s,u.))ds, € € [0,g0). (2.24)
0
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Assim,

ITe(t ue) = To(tu) g < [leue — e,

e € [0,g9). Pela Proposi¢ao 2.3 e pelo Teorema 1.7 segue que

IT-(t,ue) = To(t ue)ll gy < MO(e)t7 e Juell 2q,)
t
+ M@(g)/ (t_S)fvefb(tfs)HF(Tg(s,ug))HLQ(QE)ds
0

t
+ M/(t—5)_1/26_b(t_8)CHTs(S,Us)—T0(57U6>‘|H1d57
0 &

onde C' > 0 ¢é a constante de Lipschitz de F.

No caso em que V. = 0, temos que os autovalores do operador A, = —A sao
positivos. Logo, b > 0 e portanto e ® < 1. Além disso, como ||ua||L2(Q€) < R, segue
que

MO(e)t e [luc]| g, < Mf)(s)t‘”ﬂuaHLz(gs)-
Por (3), segue que F é uma fungao limitada em L%*(€).). Fazendo a mudanca de

variavel r = t — s, obtemos

¢ t
Mo(e) / (t — ) e 9| P(T.(s, ue))| p2ods < Cif(e) | (t—s)"ds
0 t to—’y-‘rl
= 6’16(6)/0 r7dr = C0(¢e) ——
tt7 T
=0 < 6 t
B < e
= M]Q(g)t_’y,

onde usamos o fato de que t < 7. Portanto,
t
M9(6)t_”e‘bt||ue||L2<QE>+M9(5)/ (t=5) eI F(Te(s, 1)) || 2. ds < Maf(e)t
0
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onde My = M (7, R). Assim,

|‘Ts(tau€)_To(t>us)|‘H€1 < Ma0(

+ M/ 26 M| T (5, ) —

B =1/2 e a=r, obtemos (2.21).
Agora provaremos (2.22). Primeiramente observamos que

sup [ inf {Hua - u0||H1}} — 0 quandoe — 0

uee A, |w0€Ao

se, e somente se, dado n; > 0, existe ¢y > 0 tal que

inf {||u8 — u0||H1} <m, para todo u. € A,
ug€Ao €

To(s, ue)l -

sempre que € < g9. Mas essa afirmacao ocorre se, e somente se, dado 7, > 0, existe

Uy € A tal que ||ue — || 1 < 71 +n2. Mostraremos agora que essa tltima afirmacao

é satisfeita, e portanto, fica provado (2.22).

Como UA, é limitado em L*>® e Ay é um atrator que atrai conjuntos limitados,

entao Ag atrai UA. pelo semigrupo Ty. Assim, dado 6 > 0, existe k& > 0 tal que
dist(To(t, ue), Ag) < 0, ¥Vt > k eV u € UA.. Portanto, dado n > 0, existe 1y =
to(u:) € Ao tal que [[To(k, ue) — ol < 6+ 1n. Se 4. = Ti(—Fk, u.), entao, pela

invariancia do conjunto atrator, tem-se que . € A.. Pela equagao (2.21), com t = k,

segue que
||Ta(k7 ) TO( )HHl < MC( )k .

Assim, como u. = T.(k, @), entao

lue = toll gy < [[Te(k, e) — To(k, ) || gy + 1 To(k, Ge) — ol g

< Mc(e)k™" +0+n.

Agora mostraremos (2.23). Analogamente ao que foi feito na prova de (2.22),

segue que

uc€€. [w0€o

sup [ inf {Hu6 - “OHH,;}} — 0 quando e — 0,

se, e somente se, para qualquer u, € & existe Gy = Go(u:) € & tal que ||uc — ugl| 71 —
1>

0 quando ¢ — 0.
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Pela semicontinuidade dos atratores dada por (2.22), para qualquer u. € &,
existe 4y € Ao tal que |Ju. — ||, — 0 quando € — 0. Agora, basta mostrar
que g € &. Com efeito, para qusalquer t > 0, temos que ||ue —To(zf,ﬂo)||Hs1 —
[t — To(t, to)|| g1 (q,)- Além disso, para cada 7 > 0 fixo e para qualquer ¢ € (0, 7)

temos que
e = To(t, to)|[ g = [IT(t, ue) — To(t,o)|| 2 — 0 quando e — 0,

onde usamos (2.21) e o fato de que u. é ponto de equilibrio. Assim, para cada t > 0,
ty = To(t, up) e portanto @y € &. n

2.3 Continuidade do conjunto de equilibrio,

variedades instaveis e atratores

Para obter a semicontinuidade inferior dos atratores em H!, precisamos garantir a
semicontinuidade inferior do conjunto de equilibrio £.. Nesta secao provaremos, para
os tipos de perturbacoes consideradas e assumindo que os pontos de equilibrio do
problema limite sao todos hiperbdlicos, que o conjunto &, é finito e possui cardinali-
dade constante, ou seja, & = {uj,...,uS,}, 0 < e < gy. Além disso, &. se comporta
continuamente com respeito & € em H., ou seja,

0
max Hue —u || } — 0 quando € — 0.
1§k§m{ k klla} !

2.3.1 Continuidade do conjunto de equilibrio

Considere a familia de problemas elipticos

—Au = f(x,u) em £,

(P)e
@ =0 em O,
on

para cada 0 < e < gg. Mostraremos o seguinte resultado:

Proposicao 2.5. Suponha que a familia de dominios {2 : 0 < e < eg} € admissivel.

Assuma que o problema (P)o tem uma solucio u® e que zero nao esteja no espectro

do operador A + F'(-,u®(:))I : H2(Qo) C L*(Qy) — L*(Qp), onde HX(Q) = {u €
H*(Q) : & = 0}. Considere o operador extensio E : H'(Qy) — H'(RY) e seja
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u®s = E(u°)

tem apenas uma solucao, u., em {we :|Jwe — uO’EHHl(QE) < 5} para 0 < e < gy. Além

€ H'(Q.). Entdo, existem g9 > 0 e¢ § > 0 tais que o problema (P).

loe

disso,

Hug — uOHH&1 — 0  quando € — 0.

Demonstragao: Defina os operadores O, : H'(Q.) — H'(€.), pondo O.(z.) =
(—A 4+ F'(u) )" (F(2.) + F'(u™®)z.). Pela Proposigao 2.2, estes operadores estao
bem definidos desde que 0 ¢ o(A + F'(u®)I). Note, também, que v. é um ponto fixo
de O; se, e somente se, v. é uma solugao de (P).. Com efeito,

O:(v:) = v

& F(ve) + F'(u®)ve = (A + F'(u®)1)v.
& Av.+ F(v) =0

Mostraremos que existem 9,y > 0 tais que os operadores O,, para 0 < € < &g,

sao contragoes estritas da bola Bs(u%¢) = {UE € H' () : ||ve — u’°

@) < 5} nela
mesma. Para isso, provamos primeiramente que dado p > 0, existem 9,gy > 0 tais
que

1©:(ve) — @s(we)“Hl(QE) < pllve — wE”Hl(QE)v

para quaisquer v., w. € Bs(u®®) e 0 < € < gg. De fato,

10:(ve) — @a(wa)”Hl(Qe)
< A+ F )™ g, m@op 1/ (0e) = F(we) — F'(u€)(ve — we)| 2q,
< CO|F(ve) = Fwe) = F'(u”) (ve — we)|| 2.

(2.25)
onde foi usada a Proposicao 2.2 para obter que [[(=A + F'(u®) 1) 7| £ r2 0y .m0 <
C para alguma constante C' independente de €. Antes de continuar, precisaremos do
seguinte resultado

Lema 2.1. Eziste uma constante C' tal que para todo z. € H'(S.), 6 > 0 e quaisquer
Ve, W € Bs(z:) , tem-se

. 1
||F(va) — F(we) — F'(UO, (v — wa)HLQ(QE) <(C <ﬁ + 52/N> |lve — wEHHl(QE)’

onde 7. é dado por (2.2).
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Usando o resultado desse lema, obtemos que

1
H@a(va) - @E(wE)HHl(QE) < Cl (

para alguma constante C; > 0 independente de €.
Agora, dado p > 0, escolha ¢, > 0 suficientemente pequenos tais que C’l\/% <
e C10%/N < 5. Dal, [|©:(v:) — @8<w€)HH1(QE) < pllve — wE“Hl(QE)'

Afim de mostrar que O, é uma contragao da bola Bs(u%¢) nela mesma, provaremos

IS

primeiramente que [|©.u% — u®|| miq.) — 0 quando € — 0. Para isso, note que

||@5U0’€ _ uO,z—:

may < 10’ =l g + [Ju® — 0|
= [|©:u” = u?ll gy + Ul g1 nan)-
Mas [|u”| g1 (. \q,) — 0 duando & — 0. Logo, basta mostrar que [|©.u** — u°|| ;1 — 0
quando € — 0. Com efeito, se w, = ©.u’¢, entao w. € H(Q.) é solugao de
—Aw, + F'(u**)w, = F(u®®) + F'(u®*)u’* em .,
0
e em 00,
on
0

e u’ é solucao de

—Au’ + F'(u)u® = F(u®) + F'(u®)u®  em  Qq,
ou°

o= 0 em  O€.

Mas, por (2.11), com V. = F'(u¢), Vj = F'(u°), g. = F(u®®) + F'(u®)u’< e go =
F(u®) + F'(u")u’, obtemos que ||w. — u°||;;; — 0 quando € — 0.

Finalmente, para mostrar que O, é um; contragao da bola Bs(u®€) nela mesma,
note que

10cve = u* g,y < 11Ove = O’ g, + 1100 = u®[ g,

< pd A+ (0™ — U g gy

para qualquer v. € Bs(u®®). Escolhendo e suficientemente pequeno, segue que

[©:u — u®||juqy < (1= p)d, e assim [[Ove — w1, < d. Isto conclui a
prova da proposicao. =

Prova do Lema 2.1. Note que, para cada x

f(ve(x)) = f(we(z)) = g—i(ze(:v))(vs(év) — we(w))| < Cre () (@) — we ()],
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onde
Yes () = min {1, [v. () — z(2)| + [we () — 2 () [}

De fato, pelo Teorema do Valor Médio segue que, para cada x

F(0u(a)) = () = 92 (2 ()0 () — ),

para algum Z.(z) entre v.(z) e w.(z). Assim,

f(ve(z)) — flw(x)) — a—(zg(x))(ve(a?) — we (7))

= L) - D) enta) — wnla)

Novamente pelo Teorema do Valor Médio, para cada x, existe Z.(x) entre Z.(z) e z.(z)

tal que

iy - 2L

u

(2(2))) (ve(2) — we ()

B %(%(ﬂc))(%(m) = 2(2))(ve(2) — we(x))

< C |Zs<x> - Z€($)| ‘U€<x> - ws(x)’ )

2
onde usamos o fato de que —— ¢ uniformemente limitada (ver (3)). Como Z(x) estd

entre v.(x) e w.(x) para cada z, tem-se que Z.(r) = Aw.(x) + (1 — N)v.(x) para algum
A= Az) € 0,1]. Assim,

1Ze(z) — 2:(2)| = [Mwe(z) + (1 = Nve(2) — 2 ()]
Mw:(z) = z:(x)) + (1 = M) (ve(z) — 2:(2))]
< AMwe(z) = 2 ()| + (1 = A) Jve(2) — 2:(2)]

< Jwe(z) = 2:(7)] + ve(z) — 2:(7)]

de onde segue a afirmacao desejada.
Por definigao, temos que |7zl o) <1, 0 < & < 0. Além disso,

16l L2y < l1ve = 2ell L2y + lwe = 2l 20,y < 26,
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para quaisquer v., w, € Bs(u®®). Pela desigualdade de Holder, segue que

ety = | hes(ods

- / (@) P2 ) P

IN

—92 2
||’y€75 ||ZZ/OC(QE) 75,5 ||L2(QE)

< (20)2
Dali,
V261l Loy < (20)%P < 2(5)%°, 2 <p < .

Agora, se p, = v, —w, e P, = Eg(goleE)mE, entao

. - 1 -
e — %HL?(QE) = ¢ - <Pe||L2(QE\K5) < —\/T—“V% - V%Hm(@s\fg)
€

1 -
C—= (Ieellin g + 18l m@m))

Ve

IN

1
< G (el + ¢l
7—6

2
< Clﬁ“%”gl(gg)a
onde usamos o fato de que E. : HY(K,.) — H'(RY) ¢ limitado com constante inde-
pendente de ¢ e 7. é o primeiro autovalor de —A em Q.\ K. com condigoes de fronteira
de Dirichlet em 0K, e condigoes de fronteira de Neumann em 0f€).. Agora, usando
Holder (p = 0o, ¢ = 1) e o resultado anterior, obtemos que

1
~ 2 ~

1Ve6(Pe = Bl r2g.y < el poe (o e = el 2o,y < Clﬁ\l%@al\mmey

Usando Holder (p = N/2 e g = N/(N — 2)) e as imersoes de Sobolev, obtemos que

||75,695£||L2(Q€) < ||/78,6||LN(QE) ||956||L2N/(N72)(RN)

< H%ﬁ”LN(QS)C”SOEHL2N/(N—2)(K5)
< 200N Csll@ell g1 -
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Assim,

H’Ys,éSOsHLz(QS) < eslee — @s)”ﬂ(ns) + ||’Vs,6€5€HL2(Q€)

N

= ||’Ya,6 Loo(Qg)“‘Pa - 95£||L2(Qs) + ||7575||LN(Q€)||()5€||L2N/(N*2>(]RN)

IN

1
Cr—=ll2ell i q.) + 20287 el i
3

Ve

1
< &=+ e

€

Isto conclui prova do Lema 2.1.

Uma consequéncia imediata da Proposicao 2.5 é

Corolario. Suponha que todas as condi¢oes da Proposicao 2.5 sao satisfeitas. As-

0 0

suma também que o problema (P), tenha exatamente m solugoes u3, ..., u,,, sendo

todas hiperbdlicas, ou seja, zero ndo pertence ao espectro do operador A + F'(u))I :
H2(Q9) C L*(Q) — L*(), k = 1,...,m. Entdo, existe ey > 0 tal que o problema

(P)., 0 < e <eg, tem exatamente m solugoes uj, ..., u;,. Além disso, temos que
Hui — u%”H1 — 0 quando e — 0.

Demonstracao: Pela Proposicao 2.4, para ¢ suficientemente pequeno, segue que

qualquer solugao u® de (P)_ estd em uma vizinhanca de uj para algum k =1,...,m.
Pela Proposi¢ao 2.5, em uma vizinhanga de u?, k& = 1,...,m, existe apenas uma
solugao de (P). que converge para uj em H}. m

2.3.2 Continuidade das variedades instaveis

Nessa segao mostraremos que as variedades instaveis locais de uj, para cada k =

1,...,m fixo, sao continuas em H! quando ¢ — 0. Para simplificar a notagao usare-
€ 1>

mos u° para representar uj,.

Temos o seguinte resultado

Proposicao 2.6. Assuma que u°

espectro do operador A + g(, w (NI : H2(Qo) C L*(Q0) — L*(). Entdo, existem
u

¢ uma solucdo de (P), e que zero ndo esteja no
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d,e0 > 0 tais que u®, solugao de (P)., tem uma variedade instdvel local W}t (u®) C

HY(Q.) para 0 < e < g e se denotarmos
W) = {w € Wis () : o = 0y, <0}, 0<e<e,
entao W (u®) — W¥(u®) em H} quando e — 0, ou seja,

sup inf  Jw. — wol||a+  sup inf ||w. — wollgn — 0 quandoe — 0.
we EWE (uf) woewg(uo) € wo W (u0) we EW§ (uf) e
Demonstragao: Pela Proposicao 2.5, temos que ||u® — u®|| e 0 quando ¢ —
0. Pela Proposigao 2.1, segue que o espectro do operador A + F’(u°) se comporta
continuamente quando e — 0. De fato, basta mostrarmos que o potencial V. = F’(u°)
¢ admissivel:

1) Como —= ¢ limitada e u® é limitado, segue que
g

ou

sup [ F"(u)[| oo,y < € < 00
0<e<eg

i1) Para cada ¢ € L?(R"), temos que
(i) : q

/RN {%(UE@)) - %(uo(:ﬂ))} d}dw‘ <

/ : B_&“E(fm - %uo(w))} Yda

of , .
+ /QE\KE %(u (x))dx

+ /Q of (u®(z))2pda

O\Ke au

Como % ¢ limitada e u® ¢é limitado, segue que as duas iltimas parcelas da desigualdade

acima convergem para zero quando € — 0. Além disso, pelo Teorema do Valor Médio,

existe u°(z) entre u®(z) e u’(x) tal que

[ [Ghoren - Shoran| var| — | e - oy

< Cllue - u0||L2(Kg)||¢”L2(RN) — 0,

quando € — 0. Na ultima desigualdade acima usamos a desigualdade de Holder e o
2

fato de que —= ¢ limitada. Portanto, F”(u®) — F'(u°) fracamente em L*(RY).

ou?
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Considerando u como solugao do problema (1) e fazendo w = u — u®, segue que
wy = up e Au = Aw + Auf = Aw — F(u®). Substituindo em (1), obtemos que

wy = Aw— F(u®) 4+ F(u).
= Aw+ F'(v¥)w+ F(w +u®) — F(u®) — F'(u®)w

Assim, w é solucao de

=Aw+ F'(v*)w + Fw+u®) — F(u®) — F'(u®)w  em ),

(2.26)
ow =0 em Of)..
on

Vamos denotar por {\;}°  os autovalores de (A + F'(u®)I) e por {¢f};~, um
correspondente sistema ortonormal de autofungoes. Se \,... A2 sdo positivos e
A0 1, XY ,, ... s80 negativos, seja § > 0 e g9 > 0 tais que

N> 2N >0>0>-0>X,,>X,>...,

para 0 < e < gg. Seja W, = [¢],...,¢5] e

Wt = {¢ cH' (Q): | ¢vo=0, Vo € Wg}.

Qe

Considere P¢ : H'(Q.) — H'(Q.) a projegao ortogonal sobre W, dada por

o5 ([ o)

Se ¢ € WL, entdo ¢ = 3", < Jo wg) ¢ e

10l = (anm ) ( /Q E ¢¢$)2> -

i=1

Como A — A, 1 <@ < oo, temos um isomorfismo 7} : W, — R", dado por

T.(¢) = ( QSM"”’/QWZ)'

Assim, T, é limitado e com inversa 7! também limitada. Além disso, as normas de

T. e de T;l sao uniformemente limitadas para 0 < ¢ < g.
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Agora vamos decompor a equacao (2.26) da seguinte forma: se w é uma solugao
de (2.26), temos que

n
w = E Ui¢§+2,
i=1

onde v; = [, w¢f. Assim,
. dvi €

Uy = = W P;

dt /Q t

= / (A + F'(u) D wes + / [F(w+u®) — F(u®) — F'(u®)w] ¢

e £

:.élihAﬁ+pr' B+ P2 6

j=1

b [ 1P ) = P - Pl

- /Q Lz;vjx : +/5 [(A+ F'(u)1)2] ¢

[ P 0) - F) - Pyl f

€

~ et /Q [F(w + ) — F(u) — F'(u )] ¢,

onde usamos o fato de que A¢5 + F'(u®)¢5 = X5¢f, {¢5},_, forma um sistema orto-
normal e 2 € W2,
Além disso, temos que
n
Aw =) vA¢ + Az
i=1

n

Fluf)w =3 0P () s + F'(u)2,

1=1
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Logo,
n
9 £
2t = wt_g Uiﬁbi
i=1

= Aw+ F'(v¥)w+ Fw+u®) — F(u®) — F'(u®)w

n

= > fotu [P = P = Pl o o

i=1

= Az+ F'(uf)z+ F(w+u®) — F(u®) — F'(uf)w

n

+ Z v AP; + Z v (u) g — Z Ajvid
i=1 i=1

=1
n

-3 (/ [F(w + ) — F(uf) — F'(uf)w] dﬁ) o;

i=1 e

= Az+ F(u)z+ Fw+u®) — F(u®) — F'(u®)w

n

)
> (/ ) = Fd) - F'(u”)u] ¢>§) ¢

i=1

Vamos escrever v = (vy,...,v,)" e H.(v,2) = (Hy(v,2),...,H,(v,2))", onde

H;(v,2) = / F (Z ViP5 + 2+ ua) — F(u®) — F'(u%) (Z v; 5 + z)
. i=1 i=1
e

G.(v,2) <Z Vo5 + 2+ u > — F(u®) — F'(uf) <Z v; Q5 + Z) — Z H;(v, z)¢5.

Assim, temos que H.(0,0) = 0 e G.(0,0) = 0. Pelo Lema 2.1, dado p > 0, existem
g0 > 0ed >0 tais que se [[v]|g. + [|2][ 1(q,) < J € 0 < e < e, entao

€
VR

[1H: (v, 2) g < p,

(v.2)
G0 D20,y < .
| He(v.2) = (@ Dl < plllo =l + 112 = o)

(v.2) -

1G=(v, 2) = Ge(0, 2)|| 20,y < PV = Ollgn + 12 = 2]l g1(q))-

O fato de poder escolher § e p uniformemente para 0 < ¢ < ¢( satisfazendo as
desigualdades acima sera importante para obter que as variedades instaveis locais
estao definidas em uma vizinhanga do ponto de equilibrio u® uniformemente para
0<e<egy.
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Podemos estender H. ¢ G. fora da bola Bs(u®) de tal forma que as desigualdades
de (2.27) continuam sendo satisfeitas para quaisquer v € R" e z € H*(€,).

Denote por A, = (A + F’(uE)I)‘WEL
uma quantidade infinita de autovalores negativos e B. possui uma quantidade finita

e B. = diag(A],...,A%). Assim, A. possui

de autovalores positivos. Agora, podemos reescrever a equagao (2.26) da seguinte

forma:

v = Ba/U—f-Ha('U,Z), (2 28)

2 = Aw+G(v,2),

onde H. e G, satisfazem (2.27) para quaisquer v € R" e z € W,
Além disso, existem M > 1 e 3 > 0 independentes de €, 0 < e < ¢, tais que

HGAEtZHHl(QE) S MeiﬂtHZHHl(QE)’ t 2 07

e < Mt |2 g,y t 20, (2.29)

tZHHl(QE)

|5t 2]| . < MeP v t <0.

lgens

Mostraremos agora que para p > 0 suficientemente pequeno, existe uma variedade

instavel para u®, dada por
St ={(v,2) : z=0%(v),v € R"},
onde o7 : R" — W7 ¢ limitada e Lipschitz. Além disso,

sup ||oZ(v) —o5(v)||j = 0 quando € — 0.
veER? N

Vamos mostrar primeiramente a existéncia de uma variedade invariante. De fato,
dados D >0, A >0e 0 < # < 1, podemos escolher p > 0 tal que

pMB=:T(}) < D,
pMPT(D)V2(1+ A)F2 < A,
B

2.30
5—PM(1+A)Z§, (2:30)
1 ) 1+A
MU (=) |55+ <0<,
i (5) [+ i) <
onde I'(a) = / t*le7tdt, para todo a € RT.
0
Seja o, : R" — W tal que
def ~ ~
loell] = sup loc() oy £ D5 Noe(v) = 0e(0)ll (o, < Allo = 0flgn. (2.31)
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Seja v.(t) = ¥(t, 7,1, 0.) a solugao de

dv,
dt

= sts + Hs(Ua UE(UE))a t <, UE(T) =1, (232)
e defina

®(0.)(1) = / C AT (v (5), 02 (0e(5))) ds. (2.33)

—00

Assim, usando (2.27) e as estimativas dos semigrupos, temos

[P(0) (I < /T ||6A€(T—S)GE(UE(5),ae(vs(s)))HHl(QE)ds

—0o0

< / M(r — ) 3¢ 09| G (0.(5), 0 (0:(5))) | g2 05

< pM/ (T—s)_%e_ﬂ(T_s)ds.

Fazendo a mudanca de varidvel r = §(7 — s), obtemos que
T “1 _B(r—s) BT D 1 (1
(1 —s) 2e ds = 72 r ze "dr =2 5)
o 0

90 Olle < M7 (5 ) < D. (2.34)

Dai,

Suponha que o, e 6. satisfazem (2.31), n,77 € R™ e considere v.(t) = ¢ (t, 1,7, 0.),
0:(t) = ¥(t,1,7m,0.). Entao, pela férmula da variacao das constantes (1.2), segue que
t

ve(t) — D(t) = P (n — i) + / BT H (v, 0.(v.)) — Ho (02, 5.(2))]ds.

T
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Assim, usando as estimativas dos semigrupos (2.29) e (2.27), obtemos que

lve(t) = 0-(D)llpn < MePE Iy — il

Se ¢(t) = e Flt=

+ /tT MePt=2)p (HUE — Vellgn + [Jo=(ve) — 55(55)HH1(95)> ds
MePED |y — 7llgn + pM /T ") o, — e|gnds
. t
+pM/t P o (v,) = 0=(0) || g1 ds
oM [ o5 = 00

Mg = il + pM / I v, — b guds
t

IA

IN

et [P s + o0 ol [ s
t T ¢
= MeP =il + pM(1+A) / Mo, — b |gnds
t

+pM|||a€—&€|||/ £5=) .
t

D ve(t) — D(t)||gn, entéo

6(t) < Mlln — illgn + pM / 7 ds |0 — .| + Mp(1 + A) / o(s)ds.
t t

Pela desigualdade de Gronwall 2 (Lema 1.4), com

a(t) = Ml — illge + pM / A9 ||lo. — G|l
t

ev(s) = pM(1+ A), segue que

ot) <

Assim,

e (2)

el 1530 (Al = il + 01 [ s o~ )
t

) (Ml = il 0 [ s o~ ).
t

) lge < e PMAFDED N — ]| e

e PMA)E=T) 1 f / P9 ds |||o. — 5| -
t
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Como 3 >0 et <7, segue que e’*=7) < 1, e assim
/ "85 g = g1(1 — ATy < g1,
t
Portanto,
lv-(t) = B (t)||gn < MDD Mg = ijllgn + pMB ||oz —|ll] . (2:35)

Mostraremos agora que ® é uma contragdo. De fato, usando (2.29) e (2.31)

obtemos

[(o2)(n) = (7))l o
/ M(r — 3>_%6_B(T_S)HG€(U6= oe(ve)) — Ge(Te, 56(776))||L2(Qg)d5

4 1 Br—s . .
< oM [ (=93 (o) = 5.0l + o = len) ds

< oM [ (r= s et (1 Ao = g+l | ds,

IN

Usando a estimativa de ||v.(t) — 0:(t)||g» dada em (2.35), obtemos

[8(o)(n) = () (D) 1 02,

T

pM?(1+ A)||n — 7llgn / (1 — 8)"2e P8 g PM+2)(s=7) g g

IN

—00
T

Fp M1 4 A3 / (7 — 5)3e=80=9 ||l — 5.||[ e=PM O+ g

—0o0

+pM/ (1 =) 2e 7 [l — 6| ds
= P1+P2+P3.

Vamos agora estimar cada uma dessas trés parcelas. Como 3 — pM(1+ A) > (/2,
segue que — (5 — pM (1 + A)) < —F/2. Assim,

Po= oML+ A=l [ () he oI,

— 00
T

< PP )=l [ (=) he H s

—00

Fazendo a mudanca de varidvel r = 5(7 — s), segue que

T o 1
/ (T — 8)_%6_§(7—_8)d8 = \/55_% / r2e"dr =T (—> V2372,
0

e P

[S]Rey
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Assim,

1 1 -
P< arr (5 ) VL )5 = il

Vamos estimar P,. Temos que
P2 — ,02M2(1 + A)ﬁ_l |||0-6 _ 5_6||| / (7_ _ S)_%6_[ﬁ_pM(1+A)](T_S)dS,
Fazendo a mudanga de varidvel r = [ — pM (1 + A)](7 — s), obtemos que

/ (7= s) 2 PTPMERIETs = [~ pM(1+ A))72T(3)

N S L) B VRN |
B—pM(1+A)
o
S Foomar )’
Portanto,
Py < M4 A o -l i) g3
2 =0 =T T M1+ A)

pM(1+ A)5}

= pMF(%) l||oe — a:]|| 3—pM(1+A)

pM2T(3)V3(1 + A5~

< pMTQ) o — ol S
) A1

onde na tltima desigualdade usamos o fato de que pM>I'(3)v2(1 + A)fFz <A<
A+ 1e M > 1. Finalmente, fazendo a mudanga de varidvel r = 3(7 — s), obtemos

T 1
/ (1 — s)_%e_ﬁ“_s)ds =T (5) gz,

1 1 -
P our (3) 7 o - el

que

Assim,
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A partir dessas estimativas concluimos que

[2(02) () — () (Dl e,y < PMT(3) {5_2 t oz )} [llo= = &Il

+pM2V2(1+ A)872 [ = 7l

Seja

%@):er(%)@3;+ 14+ A }

B—pM(1+A)

Iy(e) = pM?*V2(1 + A)3~3.

Por (2.30), dado 6 < 1, existe py > 0 tal que, para p < po, I,(e) < 8 e I,(e) < A.
Assim,

[ (o) (1) = ®(5) Ml 10y < Alln = lln + O [loe = ][ - (2.36)

Segue das desigualdades (2.34) e (2.36) que ® é uma contragao ¢ : C* — C*, onde
C* representa a classe de fungoes que satisfazem (2.31). Portanto, ® tem um tnico
ponto fixo o} = ®(c) nesta classe.

Mostraremos agora que S° = {(v,0%(v)) : v € R"} é uma variedade invariante
para (2.28). Seja (v, z9) € S¢, 29 = 0(vg) e denote por vi(t) a solugdo do seguinte

problema de valor inicial

d
— = B+ H.(v,0%(v)), (0) = .
Entao (vi(t),0%(vi(t))), t € R, é uma curva sobre S°.
t
Seja z*(t) = eI G (vi(s), 0% (vi(s)))ds. Temos que z*(t) é solucio de

— 00

2= Az + G (vE(t), ok (vE(t))). Além disso,

£

logo z*(ty) = o¥(vi(ty)) = 20 e 2*(t) permanece limitada quando — —oo. Portanto
(vE(s),0%(vi(s))) é uma solugdo do problema (2.28) com condi¢ao inicial (vy, 2p).
Assim, provamos a invariancia da variedade.

Mostraremos agora que

sup [|oZ (1) = op(1)l| g2 = llloz = a5l = 0 quando & — 0.

neRm”
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Segue da Proposigao 2.3 que

loz(n) = o6 ()l 112

= / ||€AE(T_S)G6(UE7O':(UE)) — Aol GO(UO,JO Vo) HHl

—0o0

IN

[ e = ) 6oy

+/ Her T—S5) (GE(UE,U:(UE)) Go(vo,(fo 'Uo HHl

IN

Mo(e) / e (7 — )7 Ga(ve, 07 (0:)) | oy
M / B (7 — )4 |Gz, 07 (02)) — Golo, 75 (06)) | o, 5
= R+ R,

Vamos estimar a primeira parcela acima: fazendo a mudanga de variavel r = G(1—s),
obtemos que

/ e P (1 — 5)Vds = 67_1/ r e "dr = 7T(1 — 7).
oo 0

Assim,

Ry

IN

pMO(e) / e P (1 — 5)Vds

—00

pMO()T (1 — )5
o(1).

IN
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Para estimar Ry, note que

1G=(ve, 02(02)) = Gol(vo, 75 (v0)) | L2 @y

< G0, 0% (02)) = Gelr, 05 (00)) e, + 11Ge (v, 05 (20)) = Go(vo, 05 (00))l ey
< p (Il = wollgo + l07(02) = 5 (0010 ) +0(1)
< o(1) +p (Jlv: = ollzn + 102(02) = 02(00) 11 gy + 192 (20) = 05 00) L))
< 0(1) + p([[o- = vollgn + Ao = vllgn + [lloz = 51l
= o(1) + p((1+ ) Joe = voge + Iz — 3l
Portanto,

Ry, < m?/ e P9 (7 — 5)7% [o(1) + (1 + A)||ve — vollgn + |[l07 — o ||[] ds

T

o(1) + pM(1+ A) / e*ﬁ(T*S)(T — 5)*%”2}5 — Vol gnds

—00

IA

sp floz = glll [ et = sy has

= o(1) + pMpB~2L(3) |[lor — ag]l|

T

+pM(1+ A) / e P9 (r — 5)’% ||ve — vo

—0o0

gnds.

De R; e R, segue que
loz(n) = a5l < o(1) + pMB=2T(3) [llof — a3l

T

toM(142) [ e - ) Hun(s) — el

—00
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Agora, vamos estimar ||v.(t) — vo(t)||g.: temos que

loe(t) = vo(O) |z < [|%D () — P ()|,

[P Ha 7 02)) = oo, o o0
t
S 0(1) N /7’ H (eBg(t—T) o eBO(t—T)) HE(UE’U;(’UE))HRHCZS
t

[P [ 02, 02(02)) — Holon, 75 (00)) .
t

Note que

/T H (eBg(t—T) _ 6Bo(t—r)) Ha(Ua,U:(Us))HRndS < p/T HeBg(t—T) _ eBo(t—T)HRndS < o(1).
t t

Além disso,

| He (e, 07 (02)) = Ho (o, 0 (00))
< 1He (v, 02(02)) = He(wo, 75(00)) g + 1 (v, 05(0)) = Ho(, 0 (v0)) e
< (I = vollgn + 92(02) = G50l ) +0l1)

< o(1) +p (1 + A)fJve — vollgn + [lloz = agll]) -

l0a8) — v0(®)llgn < 0(1) + pM(1+ A) / PINo, — vy ds
t
FoMlo(1) + [llo* — a3l / P9 ds
t

< pMﬁ‘1[0(1)+HIUQ‘—USIHHPM(lJrA)/ 7 [v(s) = vo(5)||gnds,

t
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onde usamos o fato de que / Pt=ds = g1 — L) < gL
t
Se ¢(t) = e P ||v. — vgl|gn, entdo

o(6) < pMBo(V) +[l]o2 = e+ pM(1+ ) [ (s)ds.
t
Pela desigualdade de Gronwall 2 (Lema 1.4), com
a(t) = pMB~"[o(1) + [0z = agll[]le™”7 e v(s) = pM(1+4),

segue que
o(t) < 6pM(1+A)(T_t)pMﬁ_1[O(1) +||o = JSH”e_ﬂ(t_T)-

Portanto,
[v:(t) = vo(t)[|gn < PMBo(1) + [[JoF — og][|]JePMAFAE=),

Usando essa estimativa, obtemos

loz(n) — o5(ml g

< o(1) + pMB2T () |0z — o]l
+oM(1+ A)/ e P (7 — 5) 73| — vo||gnds
_1 * *
< o(1) + pMpB2D (%) |||or — o3l|]

4P ML+ )5 oV) + oz = o) [ (7 = 9) de BN

—0o0
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Usando as estimativas feitas anteriormente, obtemos

* k -1 * *
loz(n) = o5l < o(1) + pMB72T(5) [|lof — o]

L, A+
B —pM(1+A)

*
3

lloz = agll]

< o(1) +0|lloz — a5l

£

Tomando o supremo na desigualdade acima, obtemos
oz = oglll < o(1) +0l|oZ — aplll-

Portanto,

1
||oZ — agll] < o) — 0 quando € — 0.

1-0

O seguinte resultado é consequéncia imediata da Proposicao 2.6:

Corolario. Suponha que todas as condi¢oes da Proposicao 2.6 sao satisfeitas e que

o problema (P)y possui exzatamente m solugoes ul, ..., ul,, sendo todas hiperbdlicas.

Y m’

Entao, existem d,e9 > 0 suficientemente pequenos tais que o problema (P)., 0 < e <

£

€0, possui exatamente m solucoes uj,...,u;,. Além disso, as variedades instdveis

locais W¥(ug), k= 1,...,m, comportam continuamente em H! quando ¢ — 0.

2.4 Continuidade dos Atratores

Nessa secao mostraremos a continuidade dos atratores.

Teorema 2.1. Suponha que a familia de dominios {2 : 0 < e < g} seja admissivel e
que todos os pontos de equilibrio do problema nao perturbado (P)o sejam hiperbélicos.

Entao, os atratores A. comportam continuamente em HE1 quando € — 0, ou seja,

sup inf ||lu. —u + sup inf [|u. —u — 0 quando € 0.
u§€§5U0€AO || c 0||H€1 quEOUEGAsH c OHH“} g -
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Demonstragao: Na Proposicao 2.4 foi mostrado a semicontinuidade superior dos
atratores. Assim, basta provarmos a semicontinuidade inferior. De fato, pela carac-
terizacao do atrator dada em (1.4), se ug € Ap, entao ug esta na variedade instavel
de algum u), k = 1,...,m. Considere § > 0 obtido na Proposicao 2.6 e escolha 7 > 0
de forma que wy = Ty(—7,ug) € W¥(u?). Pela continuidade das variedades instdveis,
existe uma sequéncia w. € W¥(u5) que converge para wy em H! quando ¢ — 0.
Como a familia de semigrupos nao lineares é continua em H!, ver (2.21), segue que
A. 2 T.(1,w.) — To(7,wp) = up em H! quando & — 0. n

2.5 Exemplos

Nesta secao serao dados dois exemplos de perturbacoes de dominio. No primeiro
exemplo mostraremos que a condic¢ao (i7) da Proposicao 2.1 é satisfeita, e portanto
todos os resultados desse trabalho sao validos. No segundo exemplo, enunciaremos
um exemplo onde os resultados desse trabalho nao podem ser aplicados.

2.5.1 Uma C° perturbacao do dominio

Seja Qy € RY, N > 2, um dominio Lipschitz tal que para cada ¢ € 9€) existem
Qg, um quadrado de lado 24 e centro £, e um movimento rigido 7 : Qg — @9, onde
QV={z eRY : |z;] <d,i=1... N}, tais que

Te(Q ﬁ@ﬁ) ={r= (2", 2n) €eRY :zy < fo(a) e fo(0) =0, |z;] <6,i=1...N —1}
para alguma funcgao Lipschitz fy e
A=Te(0NQS) ={z=(2,an) eRY s 2y < fo(z) e |zy] <b,i=1...N -1},

onde f. — fo uniformemente em {2’ : |z;| < §}.
Além disso, como K. C 2. Ny, temos que
Te(OK.NQ5) = {z = (¢/,an) €RY sy < g.(2') e |z| <di=1...N—1}
para alguma funcao g¢. tal que g. < fo, g- < f- e g- — fo uniformemente em {z’ :
|z;| < 0}
Seja
Rs = Te((Q\K)NQ5)

= {x= (2 zy) |z <0,9:(2)) <y < fo(2))}.
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Dada u,. : Q. — R, seja 4. = u, o Tgl : A — R. Assim,

Vi | AN
o . / / /
{3 LZ(Rs,é) iy —0 gs(l'l)

Mas para z’ fixo, aplicando a desigualdade de Poincaré para dimensao 1, obtemos

@) | i |2 1 fo(a)
/ ‘ Ue dngZ ; ; 2/ |r&a|2d$N.
ge(@) |OTN | fe(@) = g=(a")|" Jgo(ar)
~ 2
HVUEHLQ(R

Ot

2
dxydx’.
aIN rnNax

que

Assim,
1

>
= — 2
DTN = gl n, )

Como f.,g. — fo uniformemente em {2’ : |z}| < 0}, existe k. — oo quando ¢ — 0,

~ 12
HUEHLZ(RM)-

tal que
=2 <2
IVl r, ) 2 Rl 237

Desde que 9€)y é compacto, existe um ntimero finito de & € 9, 7 = 1,...,k, tal
que D9 é coberta por conjuntos (Q.\K.)NQ5. Para cada conjunto R. s temos (2.37).
Utilizando a particao da unidade subordinada a cobertura finita, obtemos para u. em
Q\K.

HVUSHiQ(QE\KE) 2 Cka||ua||i2(gg\l(g)

para alguma constante C' independente de . Portanto a condicao (ii) da Proposicao
2.1 é satisfeita e os resultados desse trabalho podem ser aplicados.
A tnica exigéncia sobre f. foi a convergéncia uniforme f. — f;. Em particu-

lar, podem ser consideradas perturbacoes com comportamento bem oscilante. Por

exemplo
xy ITN-1
@) = ole!) +o (G 2
onde F: R¥~! — R ¢ uma funcao suave limitada e a1,...,ay_1 € R.

2.5.2 Uma perturbacao do tipo Dumbbell

Um dominio de Dumbbell consiste em um par de dominios disjuntos €1y e 2 que
sao ligados por um canal fino R.. Usualmente, a forma desse canal é dada por (por
exemplo em R?)

Re={(z,y) : 2 €(0,L),0 <y <eg.(x)},

onde g. — go uniformemente em [0, L] e go ¢ uma fungao suave estritamente positiva.
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O problema nao perturbado é dado por ¢ = Q7 U Qg e o dominio de Dumbbell
é dado por €. = Qp U R. U Qpg. Assim, ¢ C (). e dai podemos tomar K. = ().
Em termos do comportamento espectral, os resultados em ([7], [8], [10]) mostram que
existe uma contribuicao do espectro do operador laplaciano proveniente do canal fino.
Ou seja, os autovalores e as autofuncoes do dominio de Dumbbell convergem, quando
e — 0, para os autovalores e autofungoes do dominio nao perturbado 2y = Q2 U Qg
e para os autovalores e autofuncoes de um problema proveniente do canal:

1
goa)e =, € (0,L), (2.38)
2(0) = 0, u(L) = 0.

Além disso, sabe-se que os autovalores de

—Au=71u, =€ R,

U = 0, 8R5 N 8(QL @) QR), (239)
)
% =0, ARNI(Q1 U Qp)

convergem para os autovalores de (2.38), ver ([7],[8],[9]).

Em particular, a condi¢ao (i7) da Proposigao 2.1 nao é satisfeita e assim os re-
sultados desse trabalho nao podem ser aplicados. Mas em [1] é feito uma adaptacao
no dominio de Dumbbell de forma que todos os resultados desse trabalho possam ser
aplicados.

69



Apeéendice

Considere o problema

—Au+Viu= u em €

(2.40)
% =0 em Of).,
on
ou
—Au+Viu=X u em §

u=20 em 0f)..

(2.41)
Multiplicando por u e integrando, obtemos que

/Q (_Au)u+/5vgyu|2:A/E uf?.

Afirmacgao 1. / (—Au)u:/ |Vul®.
QE Qe
N

N

De fato, considere o campo F = g Uy, ue; € o vetor normal n = E a;e;. Assim,
i=1 i=1

N
divF = Z (U, U+ Ug, Ug,) = (A 4 |V

i=1

N
ou
Fon= E AUy, U = U——.
— on
1=

/divF:/F.n,

2 ou
/E(Au)u—i- Q8|Vu| —/QE Uz
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Pelo teorema da divergéncia,

segue que



U
Como — = 0 ou u = 0, segue que
on

/ (Au)u+ [ |Vu>=0.
£ QE

Dali,
/ (—Au)u = V|,
£ QE
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