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RESUMO

Seja f um difeomorfismo de classe C”, r > 2 de uma superficie M?,
e seja A uma ferradura de f (isto é, um conjunto hiperbdlico transitivo e
isolado). E um resultado cldssico que existe uma vizinhanca U de A tal que
para todo difeomorfismo préximo de f na topologia C" o conjunto

Ag = ﬂ 9"(U)

é uma ferradura de g. N6s provaremos um resultado de Mané [3] que fornece
uma vizinhanga U de f na topologia C" tal que a aplicacao

Usg— HD(A) €eR

¢ uma funcao C" de g.



ABSTRACT

Let f be a C" diffeomorphism r > 2 of a surface M?, and let A a
horseshoe of f (i.e, a transitive and isolated hiperbolic set). It is a classical
result that exists a neighborhood U of A such that for every diffeomorphism
close to f in C" topology the set

Ag = ﬂ 9"(U)

is a horseshoe for g. We will prove a result of Mané [3] that provides there
exist a C" neighborhood U of f such that, the map
Usg9g— HDA) eR

is a C" function of g.
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INTRODUCAO

A ferradura de Smale

Henri Poincaré fundou, no inicio do século XX, a moderna teoria qualita-
tiva dos sistemas dinamicos, cujo desenvolvimento posterior contou com con-
tribuigoes importantes de varios matematicos, como Birkhoff, Cartwright,
Littlewood, Levinson e Kolmogorov, entre outros , que originaram um novo
campo de investigacao sobre Sistemas Dinamicos.

Nos anos 60, Stephen Smale foi um dos que também se interessaram por
explorar a teoria de Poincaré, tendo contribuido para uma explosao de novas
idéias em Sistemas Dinamicos. Uma de suas primeiras contribui¢oes foi uma
conjectura falsa. Smale propos que os sistemas dinamicos tendiam a atingir
na, maioria das vezes, um comportamento nao demasiadamente estranho (ver
[2]), o que implicava segundo a terminologia atual, que o caos nao existia.
As maés noticias chegavam-lhe através de uma carta de Norman Levinson,
descrevendo um resultado deste que continha um contra-exemplo a conjec-
tura. Smale trabalhou no desafio colocado por essa carta as suas idéias,
tendo acabado por se convencer que de fato sua conjectura estava errada.
Essa convicgao resultou, especialmente, daquilo que descobriu: a ferradura
de Smale. Trata-se de uma transformacgao topoldgica que fornece uma base
para o entendimento das propriedades caodticas dos sistemas dinamicos. Para
construirmos uma versao simples da ferradura de Smale, tomemos um qua-
drado, e estiquemos este quadrado até obtermos um retangulo fino, dobremos
este retangulo em forma de ferradura e coloquemo-lo sobre o quadrado ori-
ginal. Iterando este processo, é facil ver que a segunda iteracao produz uma
espécie de ferradura dentro da ferradura, com tres dobras. Cada iteracao
duplica as dobras existentes e ainda lhe adiciona outra. Assim no final desse



processo obtemos uma curva infinitamente contorcida. Escolhendo-se dois
pontos vizinhos no quadrado original, nao se pode prever onde estes estarao
no final: poderao ficar arbitrariamente afastados um do outro pelo encur-
vamento e esticamento, ou seja existe uma instabilidade local nas érbitas
deste sistema dinamico. A ferradura de Smale tornou-se uma das primeiras
formas geométricas capazes de descrever um sistema dinamico, mostrando
a presenca da imprevisibilidade a longo prazo, mesmo que a lei de evolucao
seja totalmente determinista. Para mais detalhes ver [18] e [17].

Figura 1: Ferradura

Dimensao de Hausdorff de Ferraduras

Diferenciabilidade da Dimensao de Hausdorff

A ferradura de Smale é o prototipo do que é conhecido hoje na literatura como
conjuto hiperbédlico. Vamos relembrar o conceito de conjunto hiperbdlico.
Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C", r > 1, de uma variedade M
de dimensao n. Um conjunto compacto A C M é dito um conjunto hiperbélico
quando f(A) = A e além disso vale o seguinte: em cada espaco tangente T, M
com z € A existe uma decomposi¢ao em soma direta

.M =FE;®E;

em termos de subespacos EY e E? tais que
(a) Df(EY) = B}, e DF(ES) = Bl
(b) Existem constantes C' > 0 e A € (0,1) tais que

L | DfMv)]] < CA"|v]| quando v € ES, n > 0.



2. |IDf; ()| < CAM|v||  quando v € E¥, n > 0.
(¢) E¥ e E? dependem continuamente de x

Note que a contracao e expansao em direcoes complementares, presentes
na ferradura de Smale, aparecem em nossa definigdo no item (b) acima onde
exigimos que D f|E" seja uniformemente expansivo e D f|E* seja uniforme-
mente contrativo: esta propriedade é fundamental para a instabilidade local
das oOrbitas. Agora estamos em condi¢oes de dar um definicdo concreta de
ferradura. Uma ferradura f : M — M para um difeomorfismo f é um con-
junto hiperbdlico A C M que é transitivo ( e portanto tem uma érbita densa)
e totalmente desconexo. Devemos salientar dois aspectos fundamentais que
tornam as ferraduras objetos matematicos interessantes

e O primeiro aspecto importante e que f|A é conjugada ao shift bilateral
de k simbolos. E é fato amplamente conhecido a caoticidade do shift,
no sentido definido por Devaney, isto é, o shift o : ¥ — ¥ possui:

— dependeéncia sensivel com relagao as condigoes iniciais
— transitividade

— o conjunto dos pontos periédicos de o é denso em X

de modo que f|A tem todas essas propriedades. O primeiro do items
acima fala da imprevisibilidade do comportamento das orbitas de dois
pontos préximos a longo prazo. O segundo item diz que o sistema
dinamico f|A é indecomponivel. E o terceiro item diz que f|A possui
uma certa regularidade em alguns pontos.

e O segundo aspecto é que as ferraduras sao estruturalmente estaveis, isto
significa que pequenas perturbagoes em f nao destroem a ferradura.

Tendo em vista a discussao acima, dado um diffeomorfismo f: M — M
de uma variedade M de dimensao finita, nos parece extremamente razoavel
querer mensurar o quanto a ferradura A de f “ocupa’na variedade M. Nao
obstante é um fato da vida, conhecido amplamente, que a medida de Le-
besgue ignora certos conjuntos de geometria muito complicada, por exemplo
o conjunto de cantor ternario da reta real que possui medida de Lebesgue
nula mesmo sendo nao enumeravel. Uma outra alternativa é usar a me-
dida de Hausdorff para tentar mensurar tais conjuntos. Dai a necessidade
de se calcular a dimensao de Hausdorff de ferradurras. Mas além de cal-
cular “espessura”da ferradura, a dimensao de Hausdorff nos permite extrair
informacoes bastante ricas de nosso sistema dinamico, passaremos agora a
descrever alguns resultados para ilustrar este comentério
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Teorema 0.1 (Palis-Takens [4]). Seja (f,)uer uma familia a um parametro
de difeomorfismos, com fo = f. Se A é uma ferradura de f com dimensdo de
Hausdoff HD(A) < 1, entao

H _
lim 7m( ( 5’5))

=1
6—0 20

Onde H(_s4) corresponde aos valores do parametro j em (—0d,6) para os
quais f,, ¢ hiperbdlico e m indica a medida de Lebesgue do conjunto. Assim
se a dimensao fraciondria de A é pequena, a hiperbolicidade de f,, prevalece
proximo de p = 0.

Existem muitos outros resultados nessa linha mas que nao colocaremos
aqui, para mais ver [4]. Até este ponto acreditamos ter mostrado todo o
interesse em se calcular a dimensao de Hausdorff de ferraduras. Depois de
toda esta motivacao uma pergunta bem razoavel pode surgir, uma vez que
sabemos que as ferraduras sao estrturalmente estaveis, podemos nos per-
guntar: como varia a dimensao de Hausdorff da ferradura quando perturba-
mos o difeomorfismo 7 Existem hoje varios resultado nessa linha, um pri-
meiro resultado que gostariamos de citar estd em [8] artigo de A.Manning,
H.McCluskey onde prova-se que no caso de f : M — M ser um diffeo-
morfismo de classe C! onde M é uma variedade de dimensao 2 a aplicacao
U> f+— HD(A;) € R depende continuamente de f na topologia C*. A
estratégia central de Manning e McCluskey para abordar este problema é
motivada por técnicas desenvolvidas em [7] num trabalho onde Bowen usa
metodos do formalismo termodinamico para calcular a dimensao de Haus-
dorff de quase-circulos. Bowen originalmente estabeleceu uma férmula para
a dimensao de Hausdoff de um quase-circulo J associado a um grupo quase-
Fuchsiano G, nesse caso dimensao de Hausdorff de J é dada pelo tnico ¢ tal
que P(t¢) = 0 onde Onde P é a pressao topoldgica e ¢ é um potencial “ade-
quado”. Nesse contexto a dinamica é conforme: a contragdo ou expansao é
a mesma em todas as direcoes.

O objetivo desta dissertacao é estudar o artigo de Ricardo Mané The
Hausdorff dimension of horseshoes of diffeomorphisms of surfaces, este tra-
balho trata da diferenciabilidade da dimensao de Hausdorff de ferraduras.
Mais precisamente vamos mostrar que se f : M — M é um difeomorfismo
de classe C", r > 2, de uma variedade M de dimensao 2 possuindo uma
ferradura Ay entao existe uma vizinhanca U de f na topologia C” tal que a
aplicagao U 3 f — HD(As) € R é de classe C"~*. A seguir vamos tentar dar
um esboc¢o da demonstragao deste fato.

O primeiro passo para isso ¢é calcular a dimensao de Hausdorff de uma
ferradura A, associada a um difeomorfismo g : M — M de classe C", >
2 e M variedade de dimenao 2. Para isso usaremos o método de Bowen.



A dificuldade aqui é que a dinamica em uma ferradura nao é conforme:
ocorre expansao na direcao instavel e contracao na direcao estavel. Para
tentar aplicar o método de Bowen nesse contexto tentaremos decompor a
dinamica em duas partes conformes: a instavel e a estavel. No nosso contexto
este método diz basicamente o seguinte: tome um z € A, e seja J* um
intervalo contido em W*(z) entdao um candidato a dimensao de Hausdorff de
B, (z)NJ*N A, é o nimero 0"(g) = ¢ tal que

B(g.8) = P(6T4,) = 0.

Onde T, é um potencial adequado. Analogamente, trocando u por s, obte-
mos 6°(g) = ¢ candidato a dimensao de Hausdorff de B,(z) N J* N A,. Para
mostrar que de fato

5(g) = HD(J" N A,) (1)
5*(g) = HD(J* N A,) (2)

obtemos, por meio de um trabalho arduo, medidas p, e us definidas nos
boreleanos de J* N A, e J° N A, satisfazendo as seguintes estimativas:

"9 < (B (p) N J N A,) < Cro"9 (3)
C 100 < ps(Br(p2) N JPNA,) < Cro9) (4)

para todos p1 € J* N Ay, ps € J°N A, e todo r > 0. Estas estimativas jun-
tamente com um resultado classico de medida de Hausdoff (ver apéncide C)
estabelecem (1) e (2). Agora, um resultado cldssico de dinamcia hiperbdlica
(ver apéndice B, Palis-Takens) diz que a ferradura A, é localmente o produto
cartesiano de dois conjuntos hiperbdlicos, portanto se B,(x) é uma vizinhanga
suficientemente pequena de x temos

HD(B,(x) N Ag) = 6%(9) +°(9).

Como B, (z) N A, é uma vizinhanga de = e x é arbitrdrio,pode-se mostrar
que HD(A,) = 6“(g) + 6°(g). Para ver a diferenciabilidade de U 3 g —
HD(A,) € R defina a aplicacio B : R x Y — R onde B(t,g) = P(tT,),
temos

B(g,0"(g)) =0

e obteremos
0B

5(9,5“(9)) <.0

Usando o teorema da fungao implicita obtemos que U > g — 0%(g) € R é
de classe C"~1. Analogamente mostra-se que U 3 g — 6°(g) € R é de classe

9



C™1. Neste ponto cabe um comentdrio, Manning e McCLuskey provam a
continuidade para difeomorfismos C? e pela densidade de C? em C? segue
a continuidade para difemorfismos de classe C?. Mafié prova a diferenciabi-
lidade da dimensao de Hausdorff para difeomorfismos de Classe C", r > 2
entretanto nao é verdade que se uma aplicagao é diferenciavel num conjunto
denso ela seja diferenciavel no conjunto todo de modo que o resultado de
Maiié pode nio valer para difeomorfismos de classe C*.

Até agora estamos trabalhando com variedades de dimensao 2, de modo
que uma pergunta natural surge , serd que o teorema é valido se considerar-
mos variedades de dimensao k > 3 7 A resposta para este questionamento
ja existe e é negativa, com efeito, em [10] Diaz e Viana mostram que a
dependéncia entre o difeomorfismo e a dimensao de Hausdorff nao é nem
continua nesse caso.

Contribuicoes

Ao longo desta dissertacao mostramos um fato bastante conhecido mas que
nao encontramos demonstrado ao longo de nossa pesquisa bibliografica, se
trata da analiticidade do operador de Perron-Frobenius. Mostramos através
de calculos explicitos sua analiticidade e calculamos sua derivada.

Um outro ponto que gostariamos de salientar é que encontramos um pe-
queno erro no trabalho de Mané, mais precisamente no Teorema A, mostra-
mos através de um contra-exemplo que o Teorema A é falso da maneira como
enuciado, impomos uma hipdtese adicional e mostramos que esta é satisfeita
no contexto original onde era aplicada originalmente.

Limitacoes

Ao longo deste trabalho encontramos algumas limitacoes, vamos citar algu-
mas.

e A primeira limitacao encontrada foi no Teorema de Perron Frobenius,
nao encontramos em nossa pesquisa bibliografica uma demonstragao
de que o maior autovalor do operador de Perron Frobenius é um pdlo
simples.

e QOutra limitacao reside em ainda nao termos entendido a intuicao por
tras do método de Bowen, nao conseguimos entender por que é razoavel
esperar que o numero 0"(g) = ¢ (respec. 6°(g) = 9) tal que

Blg,8) = P(5Tdy) = 0.

10



seja a dimensao de Hausdorff de de J*N A, (respec. J*NA,). Em [20]
N.Luzia motiva isso para dinamica unidimensional.

e Por falta de tempo nao demonstramos em todos o detalhes os lemas
1.3e14

11



CAPITULO 1

A DIMENSAO DE HAUSDORFF DE
FERRADURAS

Introducao

Este capitulo é o objeto principal de nossa dissertacao. Ele ¢ dividido basi-
camente em duas secoes. Na primeira secao usando propriedades espectrais
do operador de Perron-Froebenius vamos demonstrar o Teorema A:

Teorema 1.1. Seja N uma variedade de Banach e seja ® : N — C7(BT(A),R),
0 < v < 1, uma aplicagcdo de classe C*, k > 1, que leva conjuntos limi-
tados em conjuntos limitados tal que ® : N — C°(K,R) é C*1. Entao
Pod:N —R ¢éCHL

Onde P é a pressao topolégica que definiremos mais a frente(pag.14)
usando o operador de Perron-Froebenius, o conjunto compacto K = BT (A) é
o espago dos caminhos que é definido no inicio da préxima segao e C7(B1(A), R)
¢é o espaco das aplicacoes y-Holder continuas entre K e R

Na segunda se¢ao provaremos, usando o Teorema A, o objeto principal
desta dissertacao o Teorema B:

Teorema 1.2. Seja A ferradura de f € Dift" (M), dim(M) =2,r > 2, eU
uma vizinhanga de A tal que Npez f"(U) = A. Entao existe uma vizinhanga
U de f na topologia C" tal que a dimensdo de Hausdorff de Ay = Nyezg” (U)
¢ uma funcao C"1 de g € U.

12



1.1 Teorema A

1.1.1 Shifts nos espagos B(A) e BT(A)

Seja A uma matriz quadrada de ordem m cujas entradas a;; pertencem ao
conjunto {0, 1}. Considere os conjuntos

BY(A)={0:Z" - {1,...,m}; apmp(n+1) = 1 para todo n € Z"}

B(A) ={0:Z — {1,...,m}; agmyom+1) = 1 para todo n € Z}

munidos das métricas

d(a,B) = 27"a(j) = B)I-

n>0

d(a, 8) =27 "|a(j) - BG).

nez

respectivamente. O shift o : BT (A) += é a tranformagao definida por
a(@)(n)=0(n+1).

Analogamente defini-se o shift o : B(A) <= . Considere o conjunto {1,...,m}
munido da topologia discreta, claramente {1,...,m} é compacto, segue do
Teorema de Tychonoff que

#=1[{1...m}={0:Z" = {1,...,m}}

com a topologia produto tambem o é. Agora equipe Z com a mesma métrica
de BT (A), note que a topologia gerada por esta métrica em A é equivalente
a topologia produto. Tome (6,,) C BT (A) com 6, — 6. Para todo k € N
temos

0,(k) — 0(k).

Fixe k € N, como 0,, s6 assume valores inteiros concluimos que deve existir ng
para o qual 0, (k) = 0(k) para todo n > ng, assim tomando j suficientemente
grande temos

1= ag;(kyo; (k+1) = o(k)o(k+1)
como k foi tomado de modo arbitrario isto implica que § € BT(A). Em
outras palavras BT (A) é fechado, como % é compacto e BT (A) C £ segue
que BT (A) é compacto.

13



No que segue frequentemente consideraremos o espaco das aplicagoes -
Holder continuas de BT (A) em R

C"(B*(A),R) = {¢ BY(4) 5 R; sup WWLV@) oo},

0 <7 < 1. Nestes casos consideraremos C7(B*(A), R) munido da norma,

d(@(y), ¥(x))

Y|, = sup |y (x)| 4+ sup
e, = sup o)+ sup SIS

O espago BT (A) pode ser visto como o conjunto de certos “passeios
aleatérios” em pontos permitidos em A, a saber ; os pontos na posicao , j
com a;; = 1.

Exemplo 1.1. Considere a matriz

(31

0=(1,1,2,1,1,2,2,2..)

A sequéncia

nao esta em BT (A) pois agyp2) = 0, j& a sequéncia
a=(222111,1...)

estd em BT (A). A sequéncia a fornece o “passeio aleatério” abaixo:

Aa(0)a(1) 7 Qa(D)a(2) 7 Ca(2)a(3) 7 Qa(3)a(4) 7 - -

onde Gq(3)a(e) Se repete até o infinito. Olhando o dominio de # € B*(A),

0 1 2 3 5 6

caminhamos nos pontos de A correspondentes aos pares de inteiros que sao
imagem via 6 dos pares de inteiros sublinhados acima. Reciprocamente, é
facil ver que todo “passeio aleatério” que de uma i-ésima coluna vai para
uma i-ésima linha é dado por uma sequéncia em B*(A).

Considere a matriz

Q

I
—_ O =
—_— O
— =

14



vamos encontrar uma sequéncia em BT (C') que modela o passeio
ail1 —> Q13 —» A33 —> A32 —> A22 —> 422 . . .

Basta tomar
0=(1,1,3,3,2,2,2,...)

calramente § € BT (C).

1.1.2 Operador de Perron Frobenius

Dada ¢ € C7(K,R), 0 < v < 1, o operador de Perron-Froebenius ., :
C7(K,R) <= é definido por

(L) (@)= > oly)exp b(y).

o(y)=x
Entao
(Zye) @) = D ely)exp Spt(y).
o (y)=z
onde

n—1
Sup =Y oo,

Jj=0
Antes de seguirmos adiante vamos realizar um pequeno esfor¢o no intuito de

buscar uma interpretacao para operador de Perron-Froebenius. Mais a frente
mostraremos que para todo € BT(A) o limite

1 n
Jim —log(-Z)'1)(x)
existe e independe de x. Tome ¥ = I e ¢ = 1, onde Z é um boreliano em
B*(A), segue que
(Z")(@) = Y exp#{ol(y)o’(y) € Z,0<j<n}. (1.1)
o (y)=z

Podemos interpretar (1.1) como uma medida quantitativa de o quanto Z foi
vizitado pelo conjunto

{o’(y); o'(y) € B¥(A), o’(y) =z, 0 < j <n}.
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1
Assim podemos interpretar —log(£'1)(z) como uma “frequéncia relativa”

de o quanto o conjunto Z foi vizitado pelos y‘s tal que disconsiderando-se
onde ele esteve nas j-primeiras horas y é x. Logo o fato de

lim = log(Z)1)(z) = A

n—oo N,

onde A é constante com respeito a x pode ser interpretado como: a “frequéncia
relativa” de visitas ao conjunto Z, feitas pelo conjunto ,

{o'(y); o' (y) € B¥(A), o’(y) =z, 0 < j <n}

¢é assintética a A , quando n — oo
Observacao: Note que o o raciocinio é apenas heuristico uma vez que

1 = Iz nao é continua, e o operador de Perron-Frobenius esta definido em
C'(K,R), 0 <~ < 1.

No que segue abaixo C7(K,R)" denota o dual de C7(K,R), que pelo
Teorema de Riesz-Markov, podemos identificar com M(B"(A)) e .Z; denota
o adjunto de .Z.

Teorema 1.3 (Ruelle). Se v € C'(K,R) , 0 < v < 1 o espectro de
Zy o CY(K,R) <= consiste em um autovalor simples A(¢) > 0 e um con-
Junto contido no disco {z € C;| z |[< A(¢)}. Além disso existe uma fung¢do
estritamente positiva h, € C7(K,R) e uma probabilidade vy na o-dlgebra de
borel de K satisfazendo ,

(¢) ZLyhy = A()hy
(b) [ hydvy =1
(¢) Live = AW,
(d) Para toda ¢ € C°(K,R),0 <3<+,
limy, o0 [| M) Lo — hy [ @dvy [[5=0
e quando 0 < 3 < v a convergéncia é uniforme na bola unitdria C°.
(e) Existe C > 0 tal que definindo para cada 0 € BT(A) en >0

B(0,n) = {a |a(j) = B(j) para 0 < j < n},

entao

CIAMW) " exp(Spt) (0) < vy (B(0,n)) < CA) ™" exp(Spth)(6).
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Corolario 1.1. Sey € C7"(K,R) , 0 <~ <1 ,entao

P)() = lim Zlog 3" exp(S)(y) = log A(¥)

n—oo N
o (y)=z

uniformemente em v € K

Demonstracgao: Temos que

1 1
lim ~log > exp(Syy)(y) = lim —log(:£"1)(x)

n—oo N
o (y)=x

= lim llog A(¢)n($"1)(x)

YT
= lim log )" + Tim  log A(¥) (£ 1)(x)

= TogA(¥) + lim log A(w) " (£"1)(2)
Agora , pela parte (d) de 1.1, temos que
[A(W) (L 1)(x) — h(z)] < M) (L") (2) = h(z)[s — 0

quando n tende ao infinito portanto A(¢)~"(£"1)(x) converge uniforme-
mente para h(z) , isto implica

lim ~ log A()"(.£"1)(x) = 0

n—oo N

donde segue o resultado. [ |
Corolario 1.2. Se ¢ € C°(K,R) entao o limite
o1
P(y)(z) = lim ~log Y exp(S.¥)(y) = log A(¥)
n—oo N
o (y)=x
existe para todo x € K e independe de x

Demonstracao: Para demonstrar este corolario basta provar que a sequéncia
®, : C°(K,R) +> dada por

2,(6)(r) = log 3 exp(S,0)(0)

on(y)=x
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converge uniformemente nas partes compactas de C( K, R) para uma aplicagao
continua ® : CY(K,R) «>. De fato, pelo coroldrio 1.1, ®(¢)) € C°(K,R) é
uma func¢ao constante sempre que ¢ € C7(K,R), 0 < v < 1. Segue da
densidade de C7(K,R) em C°(K,R) que dada v € C°(K,R) existe uma
sequéncia (¢,,) C C7(K,R) com v,, — 1. Finalmente usando a continuidade
de ® obtemos ®(¢) = nlggo O(1h,) =log A(¢0). O que demonstra o teorema.

Agora vamos mostrar que a sequéncia @,, : CY(K,R) <= converge unifor-
memente nas partes compactas de C°(K, R).

Inicialmente repare que podemos identificar a sequéncia ®,, : C°(K,R) «+
com a sequéncia @, : C°(K,R) x K — R por

o (y)=z
Entao ,
1
9 56,2 2on(y)=e 5, (nP) (y) exp(Su) (y)
_ ’x . gp —
Além disso
1 n—1 1 n—1 1 n—1
= podd| <= leodl, < =D liello = llelo
J=0 0 J=0 j=0

onde na segunda desiguladade usamos a sobrejetividade de o. Portanto temos

Ster +(50) () ex(S,0)(0)

0
‘%‘I’"w’x) | *”‘ - > ()2 XD 8) ()
Eme [ 505)0) xp(S00) (1)
<
5 gye EXP(Su) (9]
S s | +(5:2)0)| lexp(S,0)(0)
<
S )e XD(S00) )|
< Jlello
para todo x € K. Logo
0
o) o] <1



para todo n. Fixando 1 e {Z; em CY(K,R), para cada n a fungao (fn(t) =

O, (y(t),z), onde y(t) = typ + (1 — )y com 0 < ¢t < 1, é uma aplicagao de
N - d. .

[0,1] em R diferencidvel. Donde |®,(1) — ©,(0)|] = ’%q)"(t)u — O)' para

algum £ € (0,1), isto significa que

(10, 2) — Bl 2)] = | (i, ) (1 — @\ < 1% = Bl

0
o
ou seja a sequéncia @, : C°(K,R) < ¢ uniformemente equicontinua. De-
vido ao coroldrio anterior a sequéncia ®,, converge pontualmente no conjunto
denso C7(K,R) C C°(K,R). Além disso para cada ) € C°(K,R) o conjunto
{®,,(¥),n € N} tem fecho completo em C°(K,R). Segue que ®,, converge nas
partes compactas de C°(K,R) para uma funcao continua ® : C°(K,R) «.
[ |

Uma aplicacao f : U C E — F entre os espacos de Banach F e I’ é dita
analitica quando existem as derivadas de todas as ordens de f e é possivel
escrever:

1 . :
flo o) = f) + 3 D ()
j=1
para todo v tal que x +v € U.

Lema 1.1. A aplicagao 0 : C7'(K,R) — CV(K,R) dada por 0(v)(p) =
Zy(p) € analitica.

Demonstragio: Sejam ¢ i) € C7(K,R) entao

0t + 1) () (@) — 0()(9)(x) = Z,,, 5(0) (@) — ZLylp)(x) =
> o) exp((y) + W) — Y ey exp(y) =

o(y)=z o(y)=z
o(y)=z n=0 ' oly)=z n=0 '
o) { (¢(y) ZW "y <w§3»"}
o(y)=z n=0 ’ n=0 :

Usando a expansao de (¢(y) + ¥(y))" em termos do bindémio de Newton
obtemos

0(v+9)() (@) = 0($) () () =
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> ) {Z =3 (e dwyr -3 @} |
o(y)=x n=0 " k=0 n=0 ’

Desenvolvendo o somatoério que contém o binomio de Newton e agrupando
os termos convenientemente vem

>3 (3w -
ew(y)+e¢(y)a(y)+W+“_+T+“_

portanto

21
o(y)=z o(y)=z
e¥) n
Z ) (d}v@)) +o+
n!
a(y)=
donde

00+ 9)(0) = 00)e) = 3 0(0)

Para concluir a analiticidade de .}, com relacao ao parametro 1) resta
apenas argumentar que

D) (W, ) (9) = Lu(p(@)").

Por simplicidade faremos apenas os casos k = 1 e kK = 2 os outros casos sao
analogos. Pois bem, do exposto acima temos

0w + D))~ O)(e) = 0(8) () + D~ H() (D))

Considere a aplicagao 0 : V — Z(V, V) definida por
i Lo

onde estamos convencionando V' = C7(K, R) para simplificar a notagao. Por



definicao

le@|,. .. = sw|o@

ZWVV) lell<t HV

= sup |3 6 (o))

llell<1{],,=2 ">

= s |3 L))

lell<1],,=2 ">

o0

1 7 n
sup >~ kel 1911

llell<1 =55

IN

o0

1 i n
B> Il

n=2

IN

logo

0@ vy _ o= 1 7
Y < BN ) =0
(e =

quando ||¢||y — 0, donde

DO($) () = Ly(pt)).

Isto conclui o caso k = 1, para o caso k = 2 observe que

DO + D)D) — DOWN@) = 3 ~0() (p(D)")

S0 + Y ) (I(D))
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Entao

)

1@ = sup || O1()()

ll<1

Hg(v,V)

fan oo,
= sup {sup H‘9< )( ( )n)HV}

= sup
l¥ll<1

sup
lell<t

lel<t el

= sup
<1

sup Z—H-% P ()" )Hv}

llell<1 =5

< sup q sup Z k||¢||v||¢||v||¢||v
lplI<1 IIsallsln 5 1

< sup kZ—kuvauv
II¢||<1 n=2

- Z 1B

dai
16D 2w.20n -
VAWV < Z—!WHV — 0

1]|v p—

quando HQZHV — 0, logo

D) (W) (¢) = Ly (o).
I[sto conclui o caso k = 2, os outros casos sao andlogos. |

Agora usando o Coroldrio 1.2 dada ¢ € C°(K,R) defina

P(¢)(x) = lim llog.,?"l(:l:)

n—oo N

No préximo coroldrio mostraremos que as autofuncgoes hy e v, dadas pelo
Teorema de Perron-Frobenius dependem analiticamente do parametro 1.

Corolario 1.3. Para todo 0 < v <1 as fungoes ,
P:C"(K,R) >R
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C7(K,R) 31 vy € C7(K,R)
C'(K,R)> ¢+~ hy € C"(K,R)
sao analiticas.

Demonstragao: Seja D um disco fechado e centrado em A(¢)) tal que
D no(Zy) = {\¥)}. Considere F' o espago dos operadores lineares de
C7(K,R) munido da topologia da norma.
Afirmacgao 1: Existe uma vizinhanga U de .2}, em F' tal que o(L)NOD = ¢
para todo L € U.

Entao, se L € U podemos definir a projecao de C7(K,R) por

1 ~1
=5 aD()\I— L) "d\ (1.2)
Afirmacgao 2: Quando L = ., a imagem desta projecao é o autoespago
associado ao autovalor A(¢)). Além disso este autoespaco e unidimensional.
Afirmagao 3: A projecao 7, : CV(K,R) <= é continua com rela¢do ao
parametro L.
Portanto tomando U suficientemente pequeno temos que

7 = 7wz, ||y <min{[[mr|l " Ime, 115

Segue entao da proposicao A.7 que a imagem de 77, também e unidimensional

e invariante por L.

Afirmacgao 4: Se U ¢ suficientemente pequeno o espectro de L € U consiste

de (L) e um conjunto contido em um disco {z;|z| < r} com r < u(L).
Entdo seja v € C7(K,R) e w € C7(K,R) vetores tais que (w, 7 v) # 0

(Hahn Banach) como a proje¢ao 77, comuta com o operador L, temos que

(w, mp(Lv)) = (w, L(7pv)) = (w, p(L)wro) = p(L){w, 7Lv),
isto implica
(w, 7 (Lv))
(w, o)

p(L) =

Escolha v e w tais que (w,mg,v) # 0 entao (w, 7L v) # 0 para todo L € U
desde de que U seja suficientemente pequeno. Combinando (1.2) e (1.3)
concluimos que p(L) é uma fungao real analitica de L.
Afirmacgao 5: Existe uma vizinhanga V' de ¢ em C7(K,R) tal que .2, € U
sempre que p € V.

Entao , se ¢ estd tao préoxima de ¥ que .Z, € U temos

p(Zo) = Alyp) (1.4)

(1.3)



Segue do Lema 1.1 que a funcdo V' > ¢ +— A(p) é analitica, pois é a
composigao das aplicagoes V 3 ¢ — £, € U e U > L — p(L), donde se
conclui a anliticidade da aplicacao V' 3 ¢ — P(p) = log A(¢) (Veja Corolario
1.1).

Observagaol.: Lembrando que o espectro de £ : CYK,R) < éo
mesmo espectro de £, : C7(K,R) <=, e na demonstracao da Afirmacao 1,
trocando £ por £ e C7(K,R) por C7(K, R)’, obtemos a existéncia de uma
vizinhanga U de £ no espago das aplicagoes lineares continuas de CV(K, R)'
em si mesmo munido da topologia da norma, tal que para cada L € U existe
uma projecao 7 : C7(K,R)" =, dependendo analiticamente de L.

Seja U uma vizinhanca de £} tal que a imagem T z é um autoespaco
unidimensional associado ao autovalor A(¢)). E seja W uma vizinhanga de 9
tal que £ € U sempre que » € W. Entao

Ravy = Wy = (Razvy, 1) = My, 1) = A
portanto
Vo = (71'\3;1/1/,, 1)7171'\3(21/1/,

além disso pelo Teorema 1.3
T, hy = Mg = (g, g, V) = Mhp, V) = A

ou seja ,
ho = (T, V)~ Tz, Ty,
Isto mostra que as aplicacoes ¥ — hy e ¥ +— 1y sao analiticas em uma
vizinhaga W de v, como 9 foi tomado arbitrariamente, concluimos a anali-
ticidade dessas fungoes em C7(K, R).
[ |

Agora vamos demonstrar a sequéncia de afirmagcoes usadas na demons-
tragao acima.
Afirmacgao 1: Existe uma vizinhanca U de %), em F' tal que o(L)NID = ¢
para todo L € U.
Demonstracao: Temos DNo(.Z,;) = {\(¢¥)} isto implica 0D No (%) = ¢
como C\ 0(.Z) é aberto temos que para cada A € 0d existe €,, > 0 tal que
o disco B, (A) nao intercepta o especto de .Z,. Claramente a familia

{B..(\) :\€aD}

fornece uma corbertura para dD. Pela compacidade de 0D podemos traba-
lhar com uma subcobertura finita

{Bo, (\) ck=1,....n}
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Agora para cada k = 1,...,n vamos obter uma vizinhaca U,, de .}, para o
qual o(L) N B, (Ax) = ¢ para todo L € U,,. Para tanto tome k € {1,...,n}
arbitrariamente e considere B%(Ak), tome também L € F. Por hipdtese
existe (5\[ — Zy)7", pela Proposicao A.1 para que M- L seja invertivel é
suficiente que

IL—Zllr < _inf (A= 2) 7 |5

AeBEAk (Ak)

Portanto para cada k ,k = 1,...,n existe uma vizinhanca U, de £ para o
qual (L) N Bekk()\k) = ¢ para toda L € U,,. Entao para obter a vizinhaga
desejada basta considerar a intersecao

U=V #0.
k=1

Afirmacao 2: Quando L = .Z, a imagem desta projecao é o autoespaco
associado ao autovalor A(¢)). Além disso este autoespago e unidimensional.
Demonstracao: A primeira parte da afirmacao é 6bvia tendo-se em vista
a Proposigao A.5 pois A(¢)) é pélo de ordem 1 de %, (Ver Teorema 1.2).
Resta mostrar que este autoespago é unidimensional. Com efeito seja ¢ outro
autovetor de ., associado a A(¢), pela parte (d) do teorema 1.1 temos

0= lim H)\(z/))_"flfcp—hw/cpd%

e 8
JLIgOHA(w)"A(w)”w—hw/wd% - Hs@-hw/wdw ’B
= =hy / pdvy
como pretendiamos. [ |

Observagao2.: Se A\() é um pélo de ordem 1 de £, entao A(¢)) também
é pélo de ordem 1 de .Z, logo a imagem da projecao 7, : C7(K, R) « é
um autoespago de £ associado a A(1). Sejam v outro autovetor de <z
associado a A\(¢)) e v € C7(K,R), 0 < 8 <~ < 1. Entao

AW) (L") () — v(@)p(hy) =
A" AW) V() —wplp)v(hy) = P(p) = vy(p)v(hy)
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por outro lado, pelo Teorema 1.1

lgn H)\ "Zw v — vyv(hy) HB =
tim o) o~y [ in)| =
B

v(lim A(y) "L e — h¢/g0du¢)H =0
B

n—o0

Portanto temos v(y) = vy (¢)v(hy), ou seja, a imagem de 77, é um autoespago
unidimensional de Z.

Afirmagao 3: A projecao 7, : C?(K,R) < é continua com relacdo ao
parametro L.
Demonstracao: Pela proposicao (7), dado £ > 0 existe 6 > 0 tal que

£
1y = Lally < 8 = |R(L1, 3) = R(Ls M|y < 5
wr
portanto
e, = 7]l = | / (L1 N) = R(Lo, VN[, <

/ IR(L1,A) = R(Lo, VLA <
oD
—ld\ = e.
/aD 27rr| | c
[ |

Afirmacao 4: Se U ¢ suficientemente pequeno o espectro de L € U consiste
de (L) e um conjunto contido em um disco C = {z; |z| < r} com r < p(L).
Demonstragao: Comecemos lembrando que a afirmagao é vélida quando
L = Z,. Pela Proposicao A.5, o espectro de L restrito a imagem de 7, estd
contido no interior de D. Como a imagem de 7, é um autoespaco unidimen-
sional de L o espectro de L restrito a imagem de 7, consiste do conjunto
unitdrio {4(L)}. Entao basta na Proposigao A.6 escolhermos

e < {dist(c(Z,) — {\¥)},C), .}

onde OC é a fronteira do disco C de raio r com centro na origem e §; é o raio
do disco D [ |
Afirmacgao 5: Existe uma vizinhanga V' de ¢ em C7(K,R) tal que 2, € U
sempre que @ € V.
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Demonstracao: Para demonstrar a Afirmacao 5 basta mostrar que .7, ¢
continua com relacao ao parametro ¢. Pois bem, da continuidade da fungao
exponencial, dado € > 0 existe 9; > 0 tal que

[W(y) — )| < |[Y —plly <01 = [expt(y) —expe(y
Z [u(y

o(y)=

para todo y € o~ !(z). Logo

Y um)epdly) —epe@) < Y [um)llepvy) - expe(y)] < <.

o(y)=z o(y)==z

Existem também &, e d5 tais que [¢(y) — ¢(v)| < |[¢ — ¢||, < 02,03

acarretam
Ced(z,)T )'Y

32|u

o(y)==

|exp i (y) — exp ¢(y)

ed(x,2')"
3 Z lu(y’
oy )=z

para todos y € o Y(x), y € o '(z') com z # 2’. Portanto tomando § =
min{dy, dy, 03} temos

lexp(y) —expp(y)]

€
up| (L — ZoJu(e)| < 5
¢ 2
/ £
sup |(Zy — Zp)u(z) — (L — L)ulr) < o
'
Consequentemente
W =olly <= [14 = Zl, <e

como queriamos. [ |

Observagaos.: Existe uma vizinhanga W de v tal que £ € U sempre
que ¢ € W. Para isso basta lembrar que existe um isomorfismo isométrico

entre C7(K,R) e CV(K,R)’
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Corolario 1.4. Para todo 0 <y <1, vy € uma funcao fracamente continua

de ¢ € C7(K,R), isto ¢€,

lim [ @dvy, = / pduy

n—oo

para toda sequéncia convergente vy, — vy, em C7V(K, R)'.

Demonstragao: Suponha que v, — 1 é uma sequéncia convergente em
C7(K,R) e que v, nao convirja fracamente para v,,. Entao podemos assumir
que v, converge fracamente para uma probabilidade v # v,,. Entao
Ly = nlggo Ly Vi = nhi& AW )y, = ANW)v.
Portanto, v € C°(K,R)" ¢ C7(K,R) é um autovetor de Z; CV(K, R) <
associado ao autovalor (). Lembrando que o autoespacgo de <, associado

ao autovalor A(¢) é unidimensional, segue que v é multiplo de v,. Como v e

vy, sao probabilidades temos v = v, contradicao!
[ |

Corolario 1.5. Se ¢ € C7(K,R), 0 < v < 1, entdo

.1 1L (Shp)
EL e TR / Phudvy

B

para toda ¢ € C7(K,R), 0 < g <. Além disso a convergéncia é uniforme
na bola unitdria C”.

Demonstragao: Vamos demonstrar este corolario usando uma sequéncia
de afirmacoes.

Afirmacgao 1:
n—1
Zy(Sup) = Y L 0 L)1),
j=0
Entao
n—1 A A ‘ ‘
M) L (Sup) = D AW L " (oM ) 7 L),
§=0
Afirmacgao 2:

sup AL s < o0
m
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n—1
1 , ,
: - n n n —(n—J)
nh—>nolo - {)\(w) Z)( AW)" &, g0h¢} (1.5)
Jj=0 8
Pelo teorema de Ruelle
n o B
dai
Afirmacao 3:
1 n—1
: n—j ¢p—(n—j) _
lim gZA(zp) 12" hy, —h¢/¢hwdu¢ = 0. (1.7)
Jj=0 8
Além disso pelo teorema de Ruelle segue que
Jim (M) "2 — Dy, =0 (1.8)
Portanto segue de (1.5) (1.7) e (1.8)
li 1 g" hyd =
i TG - [ehaan| =
B
A" 1 n gom
i |G M o) = [t <
B
@ L o —n gon
i |y B [0S — 0 [ | <
: 1 —-n n o

A convergéncia uniforme na bola unitaria C” segue da parte (d) do Teorema
de Ruelle. [ |

Agora vamos demonstrar as afirmacoes usadas no corolario acima.
Afirmacgao 1:

n—1
L (Sup) =D L) (pL1),
7=0

Demonstracao: Comecemos reparando que
L) (poa™) =L
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com efeito

Lp(poa™) () = > poo"(y)exp(S,)(y)

o (y)=x

= p(x) > exp(Sa)(y)

on(y)=z

= p(@)Z ()

donde Z]!(po0") = pZ 1. Dai segue

«Z,ZL(SMP) :gffl[gw{s0+3000+¢002+...+goocr”71}]
L)+ LT Lylpo0) + Ly (Lpoo®) + ...+ Ly(Ly T po o)

n—1

Lp(0) + Ly N0 Lyl) + Ly (0 L) + .+ Ly L)) =Y L (0 L1
=0

como pretendiamos. [ |

Afirmacao 2:

sup H)\’mfinﬂg < 00
1 n—1 ‘ ‘
Jim |- {A(W"ﬁﬁ(sneo) - A<w>—<"—ﬂ>$$‘%ohw}
=0

B
Demonstragao: Note, pelo Teorema de Ruelle existe uma constante M
tal que

M) Liella < Mt ey [ gdnl
= M+ |lhylls
lembre que ¢ pertence a bola unitaria, entao
[A@W) " LR < M+ [[hylls

portanto

sup [ A(8) "2 < oo
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quando n — oo

Afirmacao 3:
1 n—1
| 2 A
j=0
Demonstracao: Defina
e

> [
IS -

)" Zw_("_j)whw — hy / hyduy,

1 n—1 o
ﬁ{x(w) "Lr(Snp) = > M)z J(ph¢}
j=0 8
1 n—1 ' ' n—1 . o
- { ()" "L (AW) L) = Y M), @hw}
j=0 =0 3
1 n—1 A A
- {Z AW)~ DL (pA() T LI — phy) }
Jj=0 B

"D 22 (A ) VLI~ oh)
"DLEN yy 1A 7L = oha|,
REZARE gohw}}ﬁ -0

=S B0

=0.

B

Ay = NI L ",

B = hw/g0h¢dy¢.

note que devido ao Teorema de Ruelle

Por outro lado temos

lim [|A,; —

n—oo

Bl|, =0
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1 n—1 1 n—1 n
ﬁ An,] B — ﬁ ZAn’j - EB
j=0 8 j=0 8
1 n—1
n =0 5
1 n—1
< =3 A~ Bl 0
7=0

quando n — oo

|
Corolario 1.6. Se 0 <y <1, ety € C'(K,R), entdo a derivada de
P(y): C'(K,R) = R
¢ dada por
P'(¥)p = /Wwd%-
Demonstracao: Fixe p € K e defina P, : C7(K,R) — R por
1
Pu() = lo(Z11)(1).
Como ja foi visto no Corolario 1.2
/ 1 23 (Snp)
P(p)p = ———2=
n 21
segue do corolario anterior que
P ()¢ = lim P, ()¢ = /whwd%-
|

Agora vamos provar o Teorema A. Para tal fim precisaremos dos dois
lemas abaixo.

Diremos que uma aplicacao f : K; — K, onde K; e K, sao espacos
métricos, é compacta se f envia conjuntos limitados de K; em conjuntos pré-
compactos em K,. Uma observagao importante é que se uma sequéncia de
aplicagoes compactas f, : K1 — Ky converge para a aplicagao f : K; — K,
uniformemente em conjuntos limitados, entao f é uma aplicagao compacta.
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Lema 1.2. Sejam Ey, E5 espacos de Banach e U C Ey um conjunto aberto.
Se [ U — FEy é uma aplicagao compacta, entao para todo x € U, as
derivadas V) (z) : By x ... x By — Fy sdo compactas para todo 0 < j < k.

Demonstragao: Dado x € U seja B a bola unitaria centrada em em 0 e
defina as aplicagoes f, : B — E5 por

Fulo) = n(f(z +0) — [(@))

~ ~ . . / .
Entao a sequéncia f, converge uniformemente para f (x)|B, para ver isso
basta lembrar que como f é C* k > 1 podemos escrever

flz+ %v) — f(z) = fl@)% +0 (%)

onde "
7 (;)

. n o

Jim ‘g‘ =0
n

Como cada aplicacdo f, é compacta, segue que f (x) é compacta. Suponha
agora que tenhamos provado que f)(x) é compacta para 1 < j < m. Entao
defina as aplicagoes f, : B — E5 por

m 1 1 j v v
fu(v) =n"m! <f(x+ﬁv) — fx) — Zﬁf( )(x) (;,,;)) )

A sequéncia f,, converge uniformemente para a aplicacao

Bsv— f"(z)(v,...,v) € Ey

1
com efeito usando o desnvolvimento de f(x + —v) — f(z) em série de Taylor
n

temos 1
fn(v) =n"m! (Ef(m)(x) (%’ . %) ny (g))
onde .
i 7)o
n

donde segue o resultado. Portanto a aplicagao

B3vw fM(x)(v,...,v) € Ey

é compacta. Note que pela proposicao A.8 é possivel escrever f™ (z)(vy, ...,
como uma combinacio linear dos vetores f™(z)(3;,...,0;), 1 < i < m,
donde segue que f"™ é compacta. |
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Proposicao 1.1. Sejam E e F' espacos de Banach, U C E um aberto e
uma aplicacio ® : U — F. Uma condicio suficiente para que ® seja C* é

que exista uma aplica¢io A : U — ZL(E, F) dependendo continuamente de x
com

lim %(CID(;U +tv) — B(x)) = A(z)v

Demonstragao: Sejam z, v € U tal que x + v € U, entao,

O(x +tv) — P(x) = /1 %(I)(:p + tv)dt

1
= / Az + tv)vdt
0

= A(z)v+ /0 (A(x + tv) — A(x))vdt
Portanto

[z +v) = @(x) = Alz)| = | /0 (A(z + tv) — A(z))vdt)|
< [olllA(z + tv) = A(z)]

isto implica ®'(x) = A(x).
|

Lema 1.3. Sejam Ey, F1, Ey espacos de Banach, U C Ey e suponha que
f:U—FE, L:FE — EyeP:FEy,— R sao aplicagcoes satisfazendo

(a) L é linear e compacta

(b) f éC* k>1 eleva conjuntos limitados em conjuntos limitados.
(c) Lof éCF!

(d) PoL éCF!

(e) Existe uma aplicagao T' que associa a cada x € Ey uma aplicagao linear
continua T'(z) : Ey — R satisfazendo

(PoL)(z)=T(z)L (1.9)
para todo x € Fy, e
lim T'(z,)v =T(lim z,)v (1.10)
n—oo n— o0

para toda sequéncia convergente (x,) C Ey e todov € Ey. entdo PoLof
é Ok+1
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Demonstracao: Comecemos reparando que Po Lo f é C* pois Po L é C*
e f é CF. Observe também que a derivada (P o Lo f)*)(z) pode ser escrita
como a soma de

(Po L) (f(x)fP(x) (1.11)

e uma combinacdo linear das derivadas (P o f)® e f9) com 1 < i < k e

1 <j <k Asderivadas (Po f)® e f@W) com1 <i<kel<j<ksio

C! devido as hipéteses (b) e (d), isto significa que para provar que f é C*+!

basta provar que (1.11) é C*. Para este fim usaremos a proposigao anterior.
Portanto

(Po L) (f(a+tw) f®(z +tw) — (P o L) (f(x))fP(x)
(P o L) (f(z+tw) = (PoL)(f()fM(a+tw) +
(Po L) (f(2)(f*(x + tw) — fH)(x)).

Visto que P o L é C? segue que

lim (P o L) (f(z + tw)) — (Po L) (f(z)

e NI+ tw) =
(PoL) (F@)f

(2w [P (x).
Além disso por (1.9)
(Po L) (f(@))(f ™ (x + tw) = fP(x))
T(f(@)(LH P (@ + tw) — (LF) P (@)).
Como Lo f é CF1,

lim 1T(f( NULH O + tw) — (L) () = T(f (@) (L))" (@)w

t—0 t

Portanto
lim((P o L) (f(x + tw)) fP(z + tw) — (P o L) (f(x)) f* (x)) =
(Po L) (f(a)f (x)wfP (@) + T(f()(LH*D (z)w,

A primeira parcela da soma acima é uma aplicacao continua de z, pois Po L
¢ O, portanto para concluir a demonstracao basta mostrar que a aplicacao

By 0 T(f(2))(LH)*(2) € Z(F,R)

depende continuamente de z na topologia da convergéncia uniforme, onde
F=FEyx...xEy(k+1 vezes).
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Afirmagao 1: Sejam (y,) C F; com y, — y e S C Fy é um conjunto
pré-compacto entao 7'(y,)/S converge uniformemente para 7'(y)/S.

Note que Lf é compacta pois L é compacta e f envia conjuntos limitados
em conjuntos limitados, portanto pelo lema anterior (Lf)*+Y(y) é compacta
para todo y € Ey. Seja B a bola unitaria de F', defina o conjunto

S = (LH*V(@)B U ((JLH* N (2.)B).

n>1

Onde (z,,) C Ey é uma sequéncia com z,, — .
Afirmacao 2: S é pré-compacto.
Entao T'(f(z,))|s converge uniformemente para 7'(f(x))]s. Como

(LA™ (p)B C S

para todo p € {x,z1,...} segue que T(f(x,))(Lf)*+Y(z,)|s converge uni-
formemente para T'(f(x))(Lf)* 1 (z)|s. Isto conclui o caso k > 1.
Observacao: Se adimitirmos ainda que f é lipchitziana podemos estender
o lema para o caso em que f é apenas continua:

Caso k = 0. O tnico desafio no caso k = 0 é mostrar que Po Lo f
¢é diferenciavel, pois tendo este fato em maos, a continuidade da derivada
(Po Lo f) étratado de maneira similar ao caso k > 1. Sejam z,v € U

(PoLof)(z+wv)=(PoLof)(x)=(PoL)(f(x+wv)) = (PolL)(f(x)
Ponha: f(z +v)=y+v e f(z) =y, entdo

(PoL)(fly+v)) = (PoL)(f(y) = (PoL)(yv +6i(v)
) ,

(y) L(v
= T(f(2)L{f(x +v) = f(x)) + Ou(v)
= T(f @)Lz +v) = (Lf)(@)) + Ou(v
= T(f(@)((Lf) (@) + G2(v)) + O1(v)
= T(f(x)(Lf) (x)v + Or(v) + T(f(x))O2(v)

Agora defina O (v) := 0,(v") + T(f(x))Os(v). Para verificar que
o (v)

o]

O1(v)
o]l

quando v — 0 basta estudar o comportamento de quando v — 0.
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Portanto note:

0\(v) o,\(v) IV

[v]] [ o]l
_ O |If x4 v) = f(o)]
[ o] [v]]
ﬁl<U,>M
[ o]l

quando v — 0. Onde na tltima desigualdade usamos do fato de f ser Lip-
chitziana.

Uma vez que provamos que P o Lo f é diferenciavel resta apenas provar
que (PoLof) (x) depende continuamente de z. O procedimento para mostrar
a continuidade de

T(f(x)(Lf) (x)
é essencialmente identico ao usado no caso anterior, deste modo faremos

apenas o esboco da prova.
Considere o conjunto

S = (L) (@)BU (| J(LSf) (@)B)

n>1

onde (z,) C Ey com x,, — = e B é a bola unitaria de Ey. O conjunto S é pré-
compacto e (Lf) (p)B C Sparatodop € {z,z1,...},assim T'(f(z,))(Lf) (z,)|5
converge uniformemente para T'(f(z))(Lf) (z)|5.

|
Afirmagao 1: Sejam (y,) C Fy com y, — y e S C Ey é um conjunto pré-
compacto entao T'(y,)/S converge uniformemente para 7'(y)/S.
Demonstracao: Suponha o contrério, isto é,

lim sup |T(ya)s — T(y)s| # 0

n—o0 g4
entao deve existir € > 0 e (n;) C R tal que para todo n;
€
sup | T (yn,)s — T(y)s| > € > 5
seS

Para cada n; tome s, € S com

€
T (Y, )50, — T(y)sn,| > 3 (1.12)
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Deste modo obtemos uma subsequeéncia (s,.) C S, podemos assumir s,,. — s
nJ Y nJ
pois S é pré-compacto. Agora note o seguinte

T(yn;)sn; = T(y)s

quando j — oco. Com efeito,

T (yn,)sn, = T(W)s| = |T(yn,)50, — Tyn,)s + T(yn,)s — T(y)s|
< T (yn,)sn, = Tyn,)s| + |T(yn,)s — T(y)s|
< NTWa)l g, p 505 = 8l g, + [T (yny)s = T()s|

observe que o Teorema da Limitacao Uniforme garante a existéncia de uma
constante M tal que para todo n;

HT<ynJ'>HE2~>R <M

portanto fazendo 7 — oo no segundo membro da ultima desigualdade acima
obtemos o desejado. Para concluir a demonstracao basta fazermos j — oo
em (1.12) obtendo

<0

DO

contradicao!

|
Afirmacao 2: S é pré-compacto
Demonstracao: Seja (u,) C S entdo, ou (u,) tem uma subsequéncia con-
tida em algum (Lf)**Y(p)B ,p € {x,2,...}, e entdo (u,) tem uma sub-
sequéncia convergente pois (Lf)* 1) (p)B é pré-compacto, ou (u,) possui
uma subsequéncia que pode ser escrita como

tn; = (L) (@, )b,

com 6, € B e m; — oo quando j — oc. Usando a compacidade de
(Lf)* ) (x) podemos assumir que a sequéncia (L f) ™) (z)f,, converge para
um ponto y € Ey. Entao

[wn, = 4llp, = NN (@m,)0m, — (L) @)0m, + (L)), =yl

= (L) @m,) = (LT @), || gy + (L (2)0m; =y

< @A @) = (LHTH @) | g + 1EH (@), — Y|,

k+1

Agora lembre que (Lf)*! é continua pois L o f é C*+1 portanto

H(Lf)de(me) - (Lf)kJrl(x)HF%R — 0
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quando j — oo
Isto conclui que S é pré-compacto |

Lema 1.4. A inclusio i : C7(K,R) — C°(K,R) é uma aplicagdo compacta.

Demonstragao: Se A C C°(K,R) é limitado, existe M > 0 tal que para
toda ¢ € A C C7(K,R)

[y < M
portanto
[¥(z) — v [(z) = &(y)ll
W dwy PIEe ey =Y

isto significa que para toda v € A
[(z) =)l < Md(z,y)

com isso concluimos que A é uniformemente equicontinuo, note ainda que
por A ser limitado o conjunto A(z) = {¢(x),¢ € A} C R é pré-compacto.
Portanto podemos usar o Teorema de Arzela-Ascoli para garantir que

i(A) = A c C7(K,R)

é pré-compacto.
|
Observagao importante: No artigo de Mafie no Teorema A as hipdteses
sobre ® exigem apenas que ® seja de classe C*, k > 1, devemos salientar que
estd hipdtese sobre ® é insuficiente para a validade do Teorema A uma vez
que usamos fundamentalmente que a composicao Lf é uma aplicagao com-
pacta. O seguinte exemplo me foi informado por Mauro Patrao: considere a
aplicacao f : I>(R) > dada por f({zy}) = {2§}, f é C* e no entanto leva
conjuntos limitados em conjuntos ilimitados.

1.1.3 Prova do Teorema A

A prova o teorema A é uma aplicacao do Lema 3. O diagrama abaixo deve
nos ajudar a entender como o Lema 3 sera aplicado:

f=a

UCE

Cr (M) C'(K,R)  C°K,R)
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Vamos aplicar o Lema 3 a um aberto U € N os espacos de Banach
C"(K,R) e C°(K,R), a aplicacio ® : U — C7(K,R) de classe C* que leva
limitados em limitados, a aplicagao linear compacta i : C7(K,R) — C°(K,R)
dada pela inclusdo e a fungao P : C°(K,R) — R.

Note que as hipéteses (a), (b) e (¢) do Lema 3 s@o claramente satisfeitas.
A hipétese (d) vale devido ao Corolario 3. Para verificar (e) considere a
aplicagao

C'(K,R) 34— T() e CO(K,R)
dada por
Ty [ i

entao pelo corolario 6
(Poi) () =TW)y

isto verifica a propriedade (1) da hipétese (e). Para verificar a propriedade
(2) lembre que v, é uma funcao fracamente continua de ¢ e h,, é uma funcao
continua de 1 (em ambos os casos ¥ € C7(K,R)), isto se deve aos Corolarios

3 e 4 respectivamente. Portanto podemos aplicar o Lema 3 e concluir que
Poiod é Ckt!

1.2 Teorema B

Proposicao 1.2. Para todo v < 0 < 1 exite uma aplicagao linear continua
T:C"(B(A),R) — C"(B(A),R) tal que, denotando por w: B(A) — B*(A)
a proje¢io dada por w(0) = 0|z+ entao, para toda v € CV(B(A),R), ¢ €
homologa a (T4) o 7, isto €, existe u € C°(B(A),R) tal que

uoo —u=1— (TY)om.

Lema 1.5. Se A € uma ferradura de f € Diff'(M), r > 1,, e h: B(A) — A
¢ uma equivalencia topoldgica entre o : B(A) <= e f|a, entdo h € holder
continua.

Lema 1.6. Seja A uma ferradura de f € Diff" (M), r > 2, dim M = 2. Seja
h : B(A) = A uma equivaléncia topoldgica entre o : B(A) <= e f|a. Defina
1 : B(A) = R por

¥(0) = —log fl(h(e))‘E;f(e) ’

Entao as sequintes propriedades sao verdadeiras:

(a) A fungio R > 6 — P(dT¢) € R € analitica.
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(b) Eziste uma constante ¢ > 0 tal que

8 porv) <

para todo 9.

(¢) Existe um unico 6 = 0(f) > 0 tal que P(6(f)Ty) = 0. Além disso
todo x € A estd contido em um intervalo aberto J* C W*(x) (respec.
J* C W#(x)) tal que existe uma probabilidade p na o-dlgebra de Borel
de J*N A (respec. J* N A) e uma constante C > 0 satisfazendo

C'r? < u(B(x)nJ NA) <Crd
para todo r > 0.
Para as definigoes de W#(z), W"(x) W2 (x) e W*(x) ver apéndice B.

€

Lema 1.7. Seja A uma ferradura de f € Dift" (M), r > 2, existem vizi-
nhancas U eU de A e f respectivamente tais que, definindo Ay =, ¢~ "(U),
deve existir 0 < v < 1 e uma uma aplicagio C™ 1, U > g — hy, € C7(A, M)
satisfazendo a sequinte propriedade: hy(A) = A, e h, € uma equivaléncia
topologica entre f|x e gla,-

1.2.1 Demonstracao do Teorema B

Seja A uma ferradura de f € Diff" (M), r > 2 e suponha dim M = 2. Entao
sejam:

e U e U vizinhangas de f e A respectivamente dadas pelo Lema (1.7).
e h: B(A) — A a equivaléncia topolégica dada pelo Lema (1.5) entre
o:B(A) «+ e fl|a.

e I, a equivaléncia topoldgica entre f|y e g[s, dada pelo Lema (1.7).
Note que a aplicacao hyoh : B(A) — A, é uma equivaléncia topoldgica entre
o:B(A) < e gla,

Com efeito,

(hyoh)oo = hyo(hoo)



Além do mais pelos Lemas (1.5) (1.7) existe 0 < v < 1 tal que hyoh €
CY(B*(A), M). Note que a funcao :

U S g hyoheC(BY(A), M)

¢ O™ com efeito temos da demonstragao do Lema 1.7 (ver pagina ?) temos
que hy, = 7€, onde a aplicacao U 3 g — &, € C7(A,G) é de classe C" 1.

Defina ¢, € C7(B*(A),R) por

Yy(0) = —log Hgl(hg © h(e)”E&goh)(e)

eB:U xR — R por

B(g,t) = P(t(T,))

Afirmacao: B é C™!

Isto segue de aplicar o Teorema A a uma variedade de Banach U e a aplicagao
de classe C™2 , U > g — ¢, € C7'(B"(A),R). Vamos mostrar que as
hipdteses do Teorema A sao satisfeitas. Vamos mostrar que a aplicacao

U> g1, € C(BT(A),R) dada por

%(9) = —log gl(hgh(e))\E“(hgh(G)

leva conjuntos limitados em conjuntos limitados. Lembre que o espago C7(BT(A),R)
estd munido da norma

41l = sup [ (z)| + sup =5

Vamos dividir a demonstracao duas partes : vamos mostrar que existe uma
vizinhanga U de f tal que

Partel. sup  |Yy(0)] < o0
geU 9B+ (A)

Parte2. sup = < 00
020 geu  d(0,0)7

Pois bem, Seja V' uma vinhanca de A, na qual estd definida uma folheacao
F de classe C', de forma que, se T,F denota o espago tangente a follha de F'
que passa por p entao T,F' = E}, p € A, por abuso de notagao denote por
Ey o subespago T, F', também para p € V'.
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, p € V. Como f é difeomorfismo

Agora definimos, ®(p) = g/(p)|Eg
temos que

— inf ’ ’ ) ’ .
6= 0 [IF (hrh(@))iemin,nin| > 0.

entao segue por continuidade que existe uma vizinhanca U de f tal que

, )

inf ‘ . ‘> 0
geul élelBﬂA) g (hgh(0) 1+ rahio) | 2 2
, 30

sup g (hgh(e))\E“(hgh(G)’ <5

geEU OB+ (A)

Prova da parte 1. Lembrando que o log é Lipchitz. longe da origem
temos que:

2
|logz —logy| < glx—yl,

)
Va,y € [=,00). Dai, para toda g € U

57

! 2 /
‘log ‘g (hgh(e))\Eu(hghw)‘ —log 5‘ < 3 ‘ g (hgh(9))|Eu<hgh<e)‘ - 5‘

1)
< = sup
2 | geu oeB+(4)

< K.

g'(hgh(9))|Eu<hgh<e>‘ +0 }

Prova da parte 2. Para Agora, se YV C )’ é uma vizinhanca compacta de
A entao temos, Entao temos

‘— log ‘g/<hgh<9))\E(9)‘ + log ‘gl<hgh<‘§))m(5) H

d(9,0)
I A RO
= d(0, 0y
g su (v d<hg(h(‘9))’h9<h<9)>>
= 52}6\),9202/1(1)( ) d( 75)7
2
< 50102

Onde estamos usando na ultima desigualdade que hy o h é Holder continua e

’

C1 = sup,ep gey @ (v).
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Pelo Lema (1.6) para cada g € U existe um tunico §%(g) satisfazendo
B(g,0%(g)) = 0

oB

5(975“(9)) < 0.

Entao pelo teorema da fungao implicita a funcao U > g — 0"(g) € R é de
classe C" 1.

Tome um = € A, e seja J* um intervalo contido em W*(x) e contendo
x tal que de acordo com o Lema (1.6) exista uma medida finita p, sobre a
o-dlgebra de Borel de J* N A, e uma constante C,, > 0 tal que

C "9 < (B (p) N A,) < Cur™®@

para todo p € J"* e r > 0. Raciocinando de maneira similar (i.e substituindo
g por g~ 1) deve existir uma aplicagio de classe C"! dada por

Usg 6 (g) eR

tal que existe um intervalo J* C W?*(x) contendo = e uma medida finita p
na o-algebra de Borel de J°NA, tal que existe uma constante C; satisfazendo

C§1T5S(g) < ,US<BT<p) M Ag) < Csrés(g)

para todo p € J* e r > 0. Pela proposicao (B.2) existe € tais que se J" e
J*® sao suficientemente pequenos entao W(a) N W2(b) tem exatamente um
ponto para cada a € J* e b€ J°. Dados a € J*N A e be J*N A, defina

Ax B={WXa)NWZ:b):a€ Abe B}

Visto que g é no minimo C?, as folheacoes estdveis e instaveis se estendem
a uma C'-folheagao de uma vizinhanga de A, (ver proposi¢ao(B.4)). A ob-
servacao acima diz em outros termos que o conjunto (J* N A,) x (J* N Ay)
se torna localmente o produto cartesiano de dois conjuntos hiperbdlicos,
de modo que podemos tomar uma medida g na sigma algebra de borel de
(J'NAy) x (J*NA,) tal que

(A x B) = pu(A)ps(B)

para todo par de boreleanos A C J* N A, e B C J°NA,. Entao deve existir
k > 1 tal que

(By N J") x (B NJ*) C Bo(p) C (BN J*) x (BN J°)
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para todo p € J* x J* e r > 0. Entao pelo lema (1.6) temos que existe C' > 0
tal que
C 10" @00 <y (B, (p)) < CrY" W+ 0)

para todo p € J* x J® e r > 0. Segue portanto da Proposigao (C.5) que
HD(J" x J%) =6“(g) + 6°(g).
Como J* x J*® é uma vizinhaca de x e = ¢é arbitrario segue que
HD(Ag) = 0"(g) +0°(g).

Visto que §“(g) e 6°(g) sao fungoes C"! de g temos completa a prova do
Teorema B

Prova do Lema 1.5 : Vamos mostrar que A € localmente Holder continua.
Devido a hiperbolicidade de A existem 6 > 0, C' > 0 e 0 < v < 1 tais que
se x € A ey e M satisfazendo d(f"(z), f"(y)) < 0 para todo —N <n < N
entao

d(x,y) < OV,

Agora lembre que B(A) estd equipado com a métrica
d(e, 8) = 2 Ma(n) — B(n)|

apartir dai uma condigao suficiente para que a(n) = f(n) é que tenhamos
n| < —(log2)"'logd(a, §).

Com efeito, fixe ny e suponha |a(ng) — B(ng| > 0, entao temos

d(e, ) => 2 Ma(n) — B(n)| >
271l (ng) — B(ng| > 27l

donde
Ino| > —(log 2) ' log d(a, ).

Retomemos a demonstracao do lema.
Afirmacgao: Existe k tal que para quaisquer a e € B(A) com a(n) = 5(n)
para todo —k < n < k vale d(h(«), (8)) < 6.

Entao dados a e f € B(A) com a(n) = f(n), —k < n < k, defina

N = —(log2) 'logd(a, ) — 1. (1.13)
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Portanto a(n) = B(n) para todo n com —N < n < N. Entao (¢/a)(n) =
(678)(n) para todo —k < n < k desde que —(N — k) < j < (N — k). Logo
d(h(d’a), (673)) < 6 desde que —(N — k) < j < (N — k). Como ho! = f7h,
temos que

d(f’ (h(a)), f(h(B))) < 6.
sempre que —(N — k) < j7 < (N — k). Entao

d(h(e), (8)) < CAY*
subistituindo (1.13) na desigualdade acima obtemos

d(f’ (h(@)), [ (h(B))) < CoA""*d(z,y)"

onde Cy = C/N1 e v = (log2)~tlog\. Isto mostra que h é localmente
Holder continua. Como B(A) é compacto concluimos que h é globalmente
Holder continua. M

Prova do Lema 1.6 : Item (a). A analiticidade da aplicagao

R>t— P(t(Ty)) e R

segue da linearidade de T : C7(B*(A),R) — C7(B*(A),R) e da analitici-
dade de P : C"(B*(A),R) — R.

Item (b). Para provar o item (b) primeiro vamos mostrar a existéncia de
constantes A < 0 < B satisfazendo

S.(TY)(0) < A+nB (1.14)

para todo § € B*(A) e n > 0. Para isso tome 6 € B*(A) e § € B(A) tal que

7(0) = 0. Entao
Su(T)(0) = Su(T) (7 (9))
(T¥) (o (n(0)))

M1

= o

3 <.

= ) (T9)(x(c’0))

J=0

Lembrando que T o 7 é homdloga a 1) temos que existe u € C°(B(A),R)
tal que

(TY)om =1+ (u—wuoo).
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Dai

Su(TP)(0) = Z((M)OW)(U@

= Y 00 + Y (- uoo)o’B)

= z_: Y(070) + u(f) — u(c"0)

Seja K o maximo de u em B(A). Entao

—

n—

S (TY)(0) <Y 9(070) + 2K. (1.15)

J

Il
o

Agora observe o seguinte, por definicao de v temos

S vie) = =S| 00Ol
_ _zlong (Pr@)ey,,q,
_ _logﬁ:Hf/(fjh( Dles,
= —log (") (h®)ley, ||

Note, como f é difeomorfismo global temos diretamente da regra da cadeia

que:
() @) [(F (@) = I()
<[y @|- oy @)|

|| <[]

Entao sejam C' > 0e 0 < A < 1 tais que

portanto

isto implica

| @)ee | < o
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para todo x € A e n > 0, temos entao que:

—

n—

(07 (0)) <logC + nlog A

<
I
=)

substituindo esta desigualdade em (1.15) concluimos que A = 2K + logC' e
B = log \. Para concluir a prova do item (b) fixe & € B(A) e defina P, : R <=
por

Py(t) = —log Y exp Su(t(T4))(0)
entio o
dp iy = 13 ,0-0 Sn(T)(8) exp S, (H(T4)) ()
dt 711 Y ot—a €XP Sy (H(T))
<, sup Sn(T)(0)
< %(A +nB).

Portanto existe ¢ > 0 tal que se n é suficientemente grande tem-se

para todo t. Em particular t; > t, implica
Pn<t1) — Pn<t2) < —C(tl — tg)

pelo Corolario (1.2) P(t(T%)) = le P,(t).
Dai:
P(t:(T)) — P(ta(T))) < —c(ty — to)
isto implica
L PU(Ty)) <

provando (b).

Item (c). Para uma demonstracdo de que existe um tnico § = 0(f) tal
que P(5(f)T4) =0 ver [§].

Agora vamos provar as estimativas do Item (c). Para fazer isso tome
x € A e considere um intervalo J* C W*(z) contendo z, defina

F:J" = BT (A)
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por

F(z) =7nh ().

Vamos usar as propriedades da aplicacao F' juntamente com o tltimo item
do Teorema de Ruelle para colocar uma medida na sigma algebra de borel
de J*N A com “boas” propriedades.

Nosso primeiro passo sera provar que se J" é aberto e com diametro
suficientemente pequeno entao F': J*NA — F(J*NA) é um homeomorfismo.
Para concluir esta tarefa devemos provar duas coisas:

e F' ¢ injetiva desde que o diametro de J* seja suficientemente pequeno.

e Quando J" é aberto o conjunto F(J* N A) é aberto em BT(A).

Vamos provar o primeiro item. Primeiro note que F' é continua, pois
é a composicao de duas aplicagoes continuas. Sejam xz1,x, € J" tais que
F(z1) = F(x), isto significa que :

mh™H(x) = mh™ ()

e portanto

R~ (x1)(n) = b~ (22)(n) Vn > 0.

Por outro lado quando n < 0 nao temos informacao sobre a relacao entre
h=Y(z1)(n) e h='(xs)(n). Vamos mostrar abaixo que para todo n > 0 vale
h=Y(zy)(—n) = h™(z2)(—n) e concluir que x; = x>.

Pois bem seja K; C A a imagem por h do conjunto {6 € B(A) : (0) = i}.
Os conjuntos K; sao compactos e disjuntos, com efeito para i = 1,2,....,m
os conjuntos K; = {0 € B(A) : §(0) = ¢} sdo a imagem inversa do ¢ pela
aplicacao 7 : B(A) — {1,...,m} definida por

w60 — 6(0)

, além do mais h é homeomorfismo, donde segue que os conjuntos K; sao
compactos e disjuntos. Nesta linha de raciocinio deve existir d; > 0 tal que
d(K;, Kj) > 6y para todo 1 < i < j < m. Visto que J* é um intervalo
contido em uma variedade instavel, se diminuirmos seu diametro garantimos
que diam(f~"(J")) < dy, isto acontece pois pela Proposic¢ao (B.1) escolhendo
delta conveniente temos para n suficientemente grande:

diam(f"(J")) = sup |[f7"(z) = [ ()]

ryeJv

< sup (p—9)"C(3)
ryeJv

< do
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Isto significa que se K; é um conjunto da particao {Ki,..., K} que
contém f~"(x), entao f"(J*NA) C K;, pois

I NA) <6 <d(f"(x),A—K;) e fT"(J"NA) CA.
Por outro lado se 6 € BT(A) o ponto h(f) satisfaz
f"(h(0)) € Ko

para todo n € Z, para ver isto basta lembrar que f’h = ho?. Portanto se
h(6y) e h(6;) estao contidos em J" segue que 0p(—n) = 6;(—n) para todo
n < 0, pois para todo n < 0 temos

F7(h(80)) € Koy(-n)

J7(h(0h)) € Kpy ().

Agora estamos em condi¢oes de concluir que F' é injetiva. Para concluir
que h™!(z)(n) = h™!(x3)(n) para todo n < 0 note :

J“ > 2y = h(h ™ (z1))

J“ 3 2y = h(h ™ (z1))

entao pelo exposto acima h™'(z;)(n) = h™!(x3)(n) para todo n < 0 como
pretendiamos.

Vamos provar o segundo item. Para provar que F(J* N A) é aberto
basta mostrarmos que se § € B¥(A) estd muito préximo de F(y) entdo 6 €
F(J*NA). Tome y € J* Dado € > 0 existe N > 0 tal que se 6(n) = h='(y)(n)
para todo n < N entao

h(O) e Wiy) ={x e M :d(f"(z), f "(y)) <e paratodon >0}
com efeito,

d(f~H(nO)), f () = d(ha™(0), fT*(h(h7(y)))
= d(ha™"(6), ha *h"'(y)) paratodo k>0

segue diretamente da continuidade de h que tomando N suficientemente
grande garantimos d(f~*(h(9)), f*(y)) < e para todo k > 0. Portanto
como J" é aberto existe N > 0 tal que se # € BT(A) e 6(n) = h™(y)(n)
para todo n < N entdo h(d) € J*N A. Tome 6 suficientemente préximo de
F(y) = mh™'(y) de tal modo que 6(n) = h~'(y)(n) para todo 0 < n < N.
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Defina § € B(A) por 6(n) = h~(n) paran < 0 e 6(n) = O(n) para n > 0.
Esta definicao é correta pois

h=1(0) = (rh™!(y))(0) = F(y)(0) = 6(0).

Entao por defini¢ao de 6 temos 6(n) = h~'(y)(n) para todo n < N, isto
implica h(#) € J* N A. Portanto

0= 0|7+ =7h ' (h(0)) = F(h(0)).

Isto conclui que o conjunto F'(J* N A) é aberto em BT(A). Lembrando que
J*MN A é um conjunto de cantor podemos tomar J* de modo que J* N A seja
aberto e compacto. Desta discussao concluimos que F': J*NA — F(J*NA)
¢ um homeomorfismo.

Prova das estimativas. Para mostrar que p satisfaz as desigualdades
do Lema (1.6), defina para cada y € J*NA

Ss(y,n) = {p e J*N A d(f*(p), fF(y)) <6 para 0 <k <n}
e para cada § € B*(A) defina
B(n,0) = {a € B"(A) 1 a(j) = B(j) para 0<j<n}.
Agora vamos provar que existe 6; > 0 e N > 0 tal que:
F(Ss5,(y,n)) C B(F(y),n) C F(Ss,(y,n— N)) (1.16)

para todo y € J*N A en > N. Escolha §; satisfazendo d; < 9y onde 9
satisfaz a seginte propriedade

d(K;, K;) > 0y para todos 1 <i<j<m.

Entao pelos mesmos argumentos usados anteriormente, se p,y € J*NA e
d(f*(p), f¥(y)) < 61 para 0 < k < n, segue que f*(p) e f¥(y) devem estar
contidos em um mesmo elemento da particao {K7,..., K,,} para 0 < k <
n. Dai h™'(p)(n) = h™'(y)(n) para todo 0 < k < n e portanto F(p) €
B(F(p),n) para todop € J*NAen>0.

Para provar a segunda inclusao, tome € > 0 tal que W*(y) C J para todo
y € J* C W"(x). Tome N > 0 grande de tal modo que a(n) = B(n) ¥n < N
implique h(a) € W¥(h(5)) para quaisquer «, 3 € B(A). Tomando € menor
que ;7 temos como conclusao particular desta ultima relagao que

d(h(a), h(B)) < b,
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para ver isso com uma clareza maior basta lembrar que

Wi (h(B)) = {y - d(f"(y), ["(h(B)) < 01 para todo n > 0}.

Entao
a(n) = f(n) paratodo n <N = (h(a),h(B)) < 4.

Tome § € B(F(y),n), n > N,y € J*NA, defina § € B(A) por

6(m) = 6(m) para todo m > 0

0(m) = h™*(y)(m) para todo m <0

certamente 6 esta bem definida pois

0(0) = F(y)(0) = 7h ™' (y)(0) = 2' (y)(0) = 6(0).

Note que por definicio 6(m) = h~1(y)(m) para todo m < N segue do ex-
posto acima que h(f) € W(y). Como h(f) € Wr(y) C J* temos h(f) €
J* N A. Portanto se mostrarmos que h(f) € Ss (y,n — N) obtemos que
0 € F(Ss (y,n— N)) pois § = F(h(f)). Para provar que h(f) € S, (y,n— N)
note que

o (0)(5) = (b7 o fFoh)(®))()
= (W' o fM)(W9))(5)
(W= o fY)®)()
= T (f w)0)

para 0 < j + k < n. Além do mais sempre que 0 < k+j<n
o (0)(7) =00 + k) =h""(y)( + k)

entao sempre que n — k > N, ou o que € equivalente £ < n — N, temos

d(h(c*(0)). f*(y)) = d(h(c" (), h(h™* (f*(y)))) < o1

isto claramente implica h(f) € Ss, (y,n — N) completando a prova de que
B(F(y),n) C F(Ss, (y,n—N)). Repare que as inclusoes em (1.16) podem ser
reescritas como :

B(F(y),n) C F(S5(y,n—N)) € B(F(y),n—N).

Defina uma medida p na sigma dlgebra de borel de J* N A, que denotaremos

por AB(J*NA), por



para todo S € #(J" N A) onde v = vs7, é dada pelo Teorema de Ruelle.
Como F(J*NA) é aberto , v(F(J*NA)) > 0, dai u(J*NA) é positivo e < 1.
Portanto

v(B(F(y),n)) < v(F(S5(y,n = N))) <v(B(F(y),n—N)).  (L17)

Agora relembre que se ¢ € C7(B*(A)),R) e v, é dada pelo Teorema de
Ruelle entao deve existir C; > 0 tal que para todo § € BT(A)en>0:

CTIA(p) " exp(Sap) (0) < vp(B(0,n)) < CLA(9) ™" exp(Sap) (0).
Entao se log A(0T) = P(6T) = 0, segue que
O exp(S,0T) (6) < W(B(B.m) < Cr exp(S,0T0)0)  (L18)

para todo 6 € B*(A) e n > 0. Segue de (1.17) e (1.18) que existem C; e Cy
tais que para todo y € J* en > 0:

Oyt exp(Sp0TY) (F(y)) < v(F(S5,(y,n — N))) < Coexp(S,0T4) (F(y))
entdo trocando C; e Cy por Cy = max{é’l, C~'2} temos
Cy ' exp(S,0T ) (F(y)) < v(F (S5, (y,n — N))) < Caoexp(S,6T4)(F(y))

para todoy € J* en > 0.
Agora lembre que da Proposicao 1.1 podemos escrever

(T)om =9+ (u—uoo)
onde u € CO(B(A),R). Note que
(SuTY)(F(y)) — (Swt0) (R (y))
= ni Ty oo’ (th™ (y)) - ni Yo (b (y))
- Esgma telescépica) -
= u(h™!(y)) —u(e"h ™ (y))
segue portanto da continuidade de u que existe uma constante A > 0 tal que
[(SATY)(F(y)) — (Sut) (R H(y))| < A.

Dai
(Swt)(h™ (y)) = —log |(f") (v)
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Entao : g
02 1 ( o1 <y7 n)) < 02

=T )EG= ~
paratodon > 0ey € A. Defina p(y,n) = d(y, J*—Ss, (y,n)). Por argumentos
classicos existe C'3 > 0 tal que

diam Sy, (y,n) <0

O S B S

_ ply.n)
cyt < ; < Cs
) W)lE
para todo y € J* N A e n > 0. Agora note que Sy, (y,n+ 1) C Sy, (y,n) isto
implica que p(y,n +1) < p(y,n) tome r tal que p(y,n +1) < r < p(y,n).
Entao claramente:

b Br(y) NA C 5(51 (yan)

® B.(y)NAD S5 (y,n+1)

Entao,
< Co (/") (v)ley
< 0yC 3P , 6
= O y’n)
r
4
S C 05 § )
y,n—i—l
Wl
5 5 E'lL
S C2C 1| fn+1 ! |Eu| 1)
= CoC3° f (fn<y))‘E}L”(y)

—1 2 € A, temos entao

Seja C, uma cota superior para | f'(2) By

w(Br(y) NA) < Cr°

com C' = CL,OPC°
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Analogamente temos,

u(Br(y) MA)

v

(S5, (y,n + 1))

Y W)
C 1613 py7n+1)

)

10 4 5 P yvn_'_ )

v

v

1)
> 1055 py7n+ )

> 1065( 1|f"+1, ) Ey |~ 1)

Cs|( |Eu\ 1

’

= GCPr |f (" (W)l

f”(y)

cja Cy uma cota superior para |£'(2)|gul, 2 € A, temos entdo
u(B,(y) N A) < Cr?

com C' = C,C¥CS

Prova do Lema 1.7 : Considere G a o fibrado grassmaniano dos su-
bespacos 1-dimensionais das fibras T, M, isto é, G é o conjunto de todos os
pares (x, E'), com z € M e E sendo um subespago vetorial de dimensao 1 de
T, M, munido de uma estrutura de variedade diferencidvel.

e Associado a cada f € Diff" (M) temos um difeomorfismo Fy € Diff""}(G)
definido por

Fy(p, E) = (f(p). f (0) E)-
Claramente a aplicagao Diff" (M) 3 f +— Fy € Diff' "}(G) de classe C*°.
e Dado 0 <y < 1lege Diff'(M), r > 2, defina @, : C7(A, G) < por
@y = Fy(&(f 7 (2)))-

Afirmacao:

(a) Quando v = 0 a aplicagdo & € C7(A, G) definida por: &(x) = (z, EY)
¢ um ponto fixo hiperbélico de ®;.
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(b) A aplicacao H : C°(A,G) — C°(A,G) dada por H(E) = P4(€) é de

clagse O 1

(c) A aplicagao Diff"(M) x C°(A,G) 2 (g,&) — ®,(¢) € C°(A,G) ¢é de

classe C™ 1.

Considere a aplicagao H : Diff"(M) x C°(A,G) — C°(A, @) dada por
H(g,&) = ®,4(&) — &, note que H(f,&) =0, além do mais

0 0
gel1(f:80) = 5e @) =1

0
como &, é ponto fixo hiperbdlico de ®; temos que 8_H (f,&) é invertivel |

segue do teorema da funcao implicita que existe uma vizinhanga U de f na
topologia C" e uma aplicagio de classe C" ' U 3 g — &, € C°(A,G) de
classe C"! tal que & = & e ®,(,) para todo g € U.

Seja m : G — M definida por 7(p, E) = p. Vamos mostrar agora que a
aplicacao 7€, : A — M é uma equivaléncia topoldgica entre f|A e g|A,. Pois
bem, sejam h, = 7€, e £,(x) = (£41(x), Eg2(z)). Entao

(ho f)x) = (7&)(f(x))
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APENDICE A
NOCOES DE TEORIA ESPECTRAL

Esta secao contém alguns fatos basicos sobre teoria espectral de operadores
em espacos de Banach que serao usadas nesta dissertacao.

Nesta secao X vai denotar um espaco de Banach complexo e 7" um opera-
dor linear limitado em X. Nao consideraremos o caso trivial em que X = {0}.

Proposicao A.1. O conjunto dos elementos invertiveis de £ (X) € aberto,
de forma mais explicita, se T € ZL(X) é um operador invertivel o mesmo
vale para todo L € £ (X) para o qual

1T = LI < |77

Definigao A.1. O conjunto resolvente p(T') de T é o conjunto dos nimeros
complezos \ para o qual (NI —=T)~" existe e é limitado em X. O espectro o(T)
de T ¢ o complemento de p(T). A fun¢ao R(N\;T) = (N —T)~! definida em
p(T) e chamada de fungdo resolvente de T, ou simplismente o resolvente de

T.

Proposicao A.2 (Dunford-Schwartz, pag: 566). O conjunto resolvente p(T)
¢ aberto. Além disso a fun¢ao R(N;T) € analitica em p(T)

Segue da proposi¢ao acima que o espectro o(71") de um operador T é fe-
chado, além disso pode-se mostrar que o espectro de 7' é nao vazio e limidado,
ou seja o(7T") é compacto. Isto nos conduz a seguinte defini¢ao:

Definigao A.2. A quantidade r(T) = |o(T)| := sup{|x — y|,z,y € o(T)} é
dita raio espectral de T

Proposi¢ao A.3 (Dunford-Schwartz, pag: 567). r(7') = lim HT"H% < |7
n—o0
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Proposicao A.4 (Dunford-Schwartz, pag: 568). Seja T € £ (X). O espectro
da adjunta T™ ¢ igual ao espectro de T.

Definicao A.3. Seja T' € L (X) e U C C um conjunto contendo o(T) e
cujo bordo B consiste de um niumero finito de curvas de Jordan retificdveis
e orientadas positivamente. Considere f : 'V C C — X, uma aplicacao
analitica talque U U B C V. Entdo o operador f(T) € definido por

1

T) = — N R(A:T)dA

HT) = 5 [ FOVROT)

Um fato fundamental mas que nao provaremos aqui é que a definicao de

f(T') depende apenas de f e ndo do dominio U.

Definicao A.4. Seja T € L(X). Um ponto Ny € o(T) € dito um ponto
isolado de o(T) se existe uma vizinhanca U de Ay tal que o(T) NU = {\o}.
Um ponto isolado Ao € o(T) € chamado um pdlo de T ou simplesmente
um pdlo, se R(N\,T) tem um pélo em \g. Por ordem v(\g) de um pdlo Ny €
entendido a ordem de \g como um pdlo de R(\,T).
Definicao A.5. Definir projecao espectral

Considere T' € Z(X), se A é um autovalor isolado de o(7T') entao escreve-
remos X, = mp(X)
Proposicao A.5 (Dunford-Schwartz, pag: 573-74). Seja T € Z(X) e X um
polo de T de ordem v. Entao

X\ ={z|(T — \I)" = 0}.
Denote por Ty a restricao de T a X. entao o(Ty) = {\}
Proposicao A.6 (Dunford-Schwartz, pag: 585). Seja T € Z(X) e e > 0.
Entao existe 6 > 0 tal que se Ty € L (X) e |T —T1|| < 0, entdo
o(Ty) € S(o(T1),€)

Proposicao A.7 (Dunford-Schwartz, pag: 587). Sejam Ey, Ey projecoes em
X tal que

1By = Bs|| < min{|[ B[, || B 73
Entdao se uma das projecoes tem posto finito o mesmo vale para a outra e
além disso

dim F;(X) = dim E»(X)

Proposicao A.8 (Mujica pag. 18). Seja A: E x ... E — F forma k-linear
simétrica, para quaisquer T, ..., T, € E, temos a Formula de Polariza¢ao

1
A(Jfl,---,SUk):W E €. ..exA(xg +ewy + ..+ )t
: ej=%1
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APENDICE B

VARIEDADES ESTA\{EIS E
CONJUNTOS HIPERBOLICOS

Seja f: M — M um difeomorfismo de uma variedade Riemanniana M.

Definigao B.1. Um subconjunto fechado A C M ¢€ dito hiperbdlico se f(A) =
A e em cada plano tangente T, M com x € A existe uma decomposicio em

soma direta
T.M =E;®E?

em termos de subespagos EY e 2 tais que

(o) Df(E;) = Ej,y e DF(E}) = B,

(b) Existem constantes C' >0 e A € (0,1) tais que

1. [|[Dfr(v)]| < CA"||v]]  quandov € ES;, n >0.
2. |IDf ()| < CXN||v|]|  quando v € E¥, n > 0.

(c) EY e ES dependem continuamente de x

Observagoes: O item (c¢) pode ser demonstrado a partir dos itens (a) e
(b) (ver [14]). Os conjuntos

E'=|JE; e B =] E!

zEA zEA

sao subfibrados continuos de TAM = J, ., T M além disso T\M = E* & E*

zEA

Definigao B.2. Para cada x € M e € > 0 defina
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(
(d) We(x) ={y € M - d(f™"(x), f7"(y)) < € para todo n = 0}

Os conjuntos W#*(x), W#(x) sdo chamados respectivamente de varieda-
des estavel e instavel de x. Analogamente, os conjuntos W’(z), W?(x) sdo

chamados respectivamente de variedades estavel loca e instavel local de .

Teorema B.1 (Katok pag. 267). Seja A um conjunto hiperbdlico de um
difeomorfismo f de classe C". Entao dado € pequeno

(i) W*(x) e Wi(x) sao discos de classe C" quando x € A e além disso
TWHx)=EY e T,W:(x) = E3.

(1) d(f™(x), [*(y)) < C(8)(\+ 9)"d(z,y) para todo y € W*(x)
(15i) d(f~"(x), [ (y)) < C(6)(\—06) "d(x,y) para todo y € W*(x)

Proposicao B.1 (Katok pag. 265). Seja A um conjunto hiperbdlico para
f:UC M — M entao existe um vizinhanca compacta V de A tal que
para toda g suficientemente proxima de f na topologia C" tal que o conjunto

muariante
Ag=[g"V
nez
¢ hiperbolico.

Proposicao B.2 (Brin, Stuck Pag. 128). Seja A um conjunto hiperbélico
para f:U C M — M. Para todo € sufucientemente pequeno existe 6 > 0 tal
que se x,y € N e d(z,y) < 0 entdo a interse¢cao Wr(x) N WE(y) consiste de
exatamente um ponto [x,y].

Proposicao B.3 (Bowen, pag.90). Seja A um conjunto hiperbolico para f :
UCM— M. Exitemd >0,C>0e0<A<1taisqueser e Neye M
satisfazem d(f"(y), f*(x)) < d para todo —N <n < N entdio

d(x,y) < OV,

Proposicao B.4 (Palis, Takens; Apéndice 1 ). Seja A um conjunto hi-
perbolico de um difeomorfismo f de classe C" ,r > 2. Para cara v € A
sejam W (x) e W¥(x) as variedades instdavel e estdvel de f em x. Entao
existem vizinhangas V; e V, de A na qual estio definidas folheagoes Fi e Fy
de classe C* de modo que se T,JF; denota o espago tangente a folha de F; que
passa por p € A entao T,Fy = Ej e T,J, = E;.
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APENDICE C
DIMENSAO DE HAUSDORFF

O objetivo deste apéndice é apresentar alguns fatos basicos a respeito de
Medidas de Hausdorff. Faremos todos os teoremas e definicoes em R"™, nao
hé perda de generalidade esta nao perda de generalidade é o seguinte teorema:

Teorema C.1 (Teorema da Imersao de Withney). Toda variedade n-dimensional

pode ser mergulhada em R* 1 como uma subvariedade fechada.

C.0.2 Medida exterior métrica

Seja (M, d) um espago métrico e A, B conjuntos em M, a distancia entre A
e B ¢ definida por

d(A,B) = inf{d(z,y) :z € Aey € B}.

Uma medida exterior u* em M é dita uma medida exterior métrica se cumpre
a seguinte condicao:

wW(AUB) =p*(A)+p*(B) sempre que d(A, B) > 0.

Teorema C.2. Seja M um espago métrico e * uma medida exterior métrica
em M. Entao os boreleanos de M sao conjuntos mensurdveis com relagao d
medida exterior p*. Portanto p* restrita a (M) é uma medida.

C.0.3 Medida de Hausdorff

Seja M um espaco métrico localmente compacto. Considere un subconjunto
E C M qualquer, defina a medida exterior de Hausdoff a-dimensional de E
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por,

[ee]
m.(E) = (lsi_I)I(l)inf {Z(diaka)“ B C U F}., diam Fj, < para todok} ,
k k=1

onde diamS denota o diametro do conjunto S que definimos como sendo
diam S = sup{|z — y| : x,y € S}. Dizendo de outro modo, dado § > 0 nds
consideramos todas as coberturas enumeraveis de E por familias de conjun-
tos cujo diametro de cada elemento em alguma destas familias nao supera
9, depois tomamos o infimo do conjunto das somas ), (diam Fj)*. Entao
tomamos o limite destes infimos quando 9 — 0. Agora considere a seguinte
quantidade

H’ (E) = inf {Z(diam Fy)*EC U F, diam Fj, < ¢ para todok}

k k=1

nao é uma tarefa dificil verificar que H2(E) cresce de acordo com que §
decresce, de modo que o limite

m’(E) = lim H’(E)

« §—0

sempre existe (podendo vir a ser infinito). Note em particular que H’(E) <
m(FE) para todo § > 0.

Proposicao C.1 (Monotonicidade). Sejam Ey, Fy C M, com Ey C Es entao

mg (Er) < my(Ey).

Proposicao C.2 (Subaditividade). m(’;(U E;) < Zmz(Ej) para qualquer
j=1 j=1

familia enumerdvel {E;};en de conjuntos em M.

Proposicao C.3. Sejam Fy, Es € M com d(Ey, Fy) > 0, entdo
m:;(El U EQ) = m:;(El) + mZ(Ez)

A proposigao (C.3) mostra em particular que a medida m}, é em particular
uma medida exterior métrica. Usando entdo o Teorema (C.1) temos

Proposicao C.4. Se {E;}jen € uma familia de boreleanos em M e E =

o0
U E;, entao
i=1

mi(E) =Y mi(E;)
j=1
A proposigao (C.4) acima mostra em particular que m} quando restrita

aos boreleanos de M é de fato uma medida, e denotaremos esta medida por
m, ao invés de m} . Chamaremos m, de medida de Hausdorff a-dimensional.
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C.0.4 Dimensao de Hausdorff

Dado um boreleano E de M podemos mostrar que existe um tnico « tal que

oo se b <«
mB(E):{ 0, se a < .

Escrevendo de outra maneira temos
a =sup{f: mg(E) = oo} = inf{f : mg(E) = 0}.

Nos diremos que E tem dimensao de Hausdorff «, ou mais sucintamente que
a dimensao de E é a. Denotaremos HD(FE) = «a. Intuitivamente podemos
concluir da breve discussao acima que para dar uma boa medida de Hausdorff
para FE, isto é, uma medida que que nao subestime nem superestime F, é
necessario estar na dimensao certa.

C.0.5 Capacidade Limite

Para cada e > considere um decomposicao de R™ em cubos cujas arestas tem
comprimento € : paca cada J = (ji,...,j,) € Z", defina

Ri i =A(z1,...,2p) 1 Jie < < (ji +1)e para 1 <i<n}.

Cada R; da forma descrita acima ¢é dito um e-cubo. Para cada conjunto
A C R™ compacto defina N (A, €) como sendo o nimero de e-cubos R sobre
todas as escolhas de J € Z" tal que AN Ry # ¢.
Um raciocinio simples nos permite concluir que para um segmento de reta
o numero de e-cubos, N (A, €), necessarios para cobrir este segmento é apro-
ximadamente ¢! vezes o comprimento do segmento. Analogamente para um
retangulo no plano N (A, €) é aproximadamente ¢ 2 vezes a drea do retangulo.
Mais geralmente considere uma variedade M em R"™ de dimensao d. Consi-
dere uma regiao A de M e admita que A é uma regiao boa o suficiente de
modo que o raciocinio empregado acima continue valendo, isto é, que N (A, ¢)
seja proporcional a €%, de forma mais precisa, que existam constantes C; e
Cs tais que
Cl S N(A, E)Ed S 02

tomando logaritimos na desigualdade acima obtemos

log(C1) < log(N(A,€)) — dlog(e™) < log(Cy),

log(N (A, €)) —log(Cs) log(N(A,€)) —log(Ch)
log(e=1) sds< log(e™!)
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portanto
e Tog(N(4,6))
=0 log(e™1)

Este raciocinio deve tornar claro as definicoes a seguir. Seja A C R",
defina a capacidade inferior de A por

_ . log(N(A€))
C (A) = 11_1;%1an

de forma analoga definimos a capacidade superior de A como sendo

, log(N(A,€))
+A) —
CT(A) = 11_>m0 sup og(e 1)

A préxima proposicao é fundamental na prova do Teorema B.

Proposicao C.5. Seja K um espago métrico compacto e p uma probabilidade
na sigma-dlgebra de Borel de K tal que existem 0 < 6 < 65 e C > 0
satisfazendo:

C~'r% < u(B,(x)) < Cr™

para todo x € K er > 0. Entao :

0 <HDK)<C (K)<CHK) <6

Demonstragao: Seja N(K,€) o numero minimo de e-bolas B¢ que cobrem

K. Note o seguinte : as bolas Bj%, j=1,...,N(K,¢) sao disjuntas. Entao

N(K,e) N(K,e) e\ 52
1tz U B = > w(B) 2N (5)
j=1 j=1

[S1feY
[Nl

Portanto

N(K,e) < C(eh)
tomando o logaritimo obtemos
log N(K,¢) < Sy log(e!) +1log C

dad N(K log C'
(Ko _ ;o

log(e=1) — 2+ log(e~1)

tomando o lim sup :

CT(K) < 69
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como pretendiamos. Agora vamos mostrar que HD(K') > ¢y, para isto basta
mostrarmos que mg, (K) > 0. De fato seja { Bz (z,,)} uma cobertura finita de

r r
K por bolas cujo diametro ¢é igual a 5 onde r > 0 é tal que 3 < €. Entao

Z (diam B%(a:n))é1 = Z'r"sl
> Y C' By ()
> C'u(K)=C"1>0.

[ |
Isto fornece uma maneira de calcular a dimensao de Hausdorfl de certos
conjuntos:

Corolario C.1. Se na proposicao anterior tivermos 01 = 0o = 0 entao
HD(K) = 6.
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