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RESUMO

Essa dissertacdo analisa um modelo hibrido do Sistema de Pagamentos onde
as transferéncias sdo acumuladas em filas que permitem a liquidacédo pelo
valor liquido da posicdo multilateral do participante. Quando 0s recursos no
sistema sao insuficientes para liquidar todos os pagamentos existentes, a
solucdo otima depende da exclusdo de alguns pagamentos do processo de
liquidacdo. Esse problema, conhecido na literatura como Banking Clearing
Problem (BCP), € NP completo sendo a solucdo inviavel quando existe um
namero significativo de bancos e pagamentos. A modelagem do BCP por
programacao linear oferece uma alternativa, possibilitando priorizar a
liquidacdo dos pagamentos que possuem maior capacidade de gerar novas
liquidacdes e permitindo a elaboracédo de algoritmos de busca da solugéo 6tima

mais eficientes.

Palavras-Chave: Sistema de Pagamentos, Risco Sistémico, Programacéo
Linear, Dualidade, LBTR, LDL, Banco Central.



ABSTRACT

This dissertation analyses a hybrid model of Payment Settlement System where
transfers are accumulated in queues allowing a multilateral net settlement.
When funds are not enough to settle all existing payments, the optimal solution
requires the exclusion of some payments from the process. This problem,
known as Banking Clearing Problem (BCP), is NP complete and its solution is
time demanding, which renders it not viable in the case of a large number of
banks or payments. BCP modeling by linear programming offers an alternative,
using the shadow-price of each payment to identify the potential to generate
new settlements and allowing the development of more efficient algorithms in

the search of optimal solutions.

Keywords: Payment System, Systemic Risk, Linear Program, Duality, RTGS,
DNS, Central Banks.
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1. Introducédo: O Sistema de Pagamentos

Os bancos e outras instituicées financeiras possignandas, por conta propria ou de
clientes, de transferéncias de recurspse sdo realizados ao longo do dia no mercado
interbancério. Essas demandas sdo motivadas piesraliversas, como por exemplo,
pelo uso de cheques, cartbes, transferénciasmbeisdou compra de ativos financeiros.
O Sistema de Pagamentos € a infra-estrutura qusibpibs a liquidacdo desses
pagamentos entre as instituigoes.

Em decorréncia das inovacdes financeiras, da ix¢égrde mercados financeiros e
da globalizacdo, os valores transferidos nas ofesagnterbancarias aumentaram
substancialmente nas ultimas décadas, suscitariddosse politicas quanto ao risco
sistémico induzido por contagio, ou seja, a progagalo problema de uma instituicdo
para as demais afetando a estabilidade do sisiearacéiro como um todo. Esta nova
percepcdo de risco contrastou o ambiente de bag@amentacdo que predominava
desde o inicio dos anos 70 e trouxe a vista a sigleee de equilibrar os ganhos de
eficiéncia oriundos da desregulamentacéo vis-@\damento risco no setor financeiro.
Apés a crise na bolsa americana em 1987, os baetdsais passaram a mais atencao
com a gestdo do risco, sendo promovidos diversascas desde enticA década de
90 também trouxe avancos significativos no desemmento da tecnologia de
informagédo, com o aumento a velocidade e a reddgdcusto de transferéncia de
informagao.

Nesse cenario, 0 Sistema de Pagamentos foi ragsilotem diversos paises, tendo
a administracdo de risco como epigrafe. No queetangransferéncia de valores,
principalmente de grandes valores, o Sistema darmRagios existente na maioria dos
paises, até o final dos anos 80, ef@isiema de Liquidacdo Liquida(ou Sistema de
Liquidagdo Diferida Liquida - LDL ). Tal sistema se caracteriza por dois pontos
principais: pela separacdo entre as etapas dessauento e liquidacdo efetiva dos

pagamentos, e pela compensacédo entre os valoggga e a receber. Ao longo do dia

! A transferéncia dos recursos ocorre no momentimdaacao final, irrevogavel e incodicional das
obrigagGes de uma instituicdo com moeda de bamteatieou seja, com o langamento contabil nas
contas de ambas as instituices na autoridade éramet

2 Como exemplos de avancos tem-se a implementacgegimo depdsito em diversos paises, as diversas
reestruturacdes do sistema de pagamentos, a régyagdencial tendo como marco o acordo da Basiléia

etc.



todos os pagamentos sdo processados, ocorrendmaaegramento dos valores a pagar
e a receber. Numa etapa posterior ocorre a apudagdaldo liquido de cada instituicdo
— podendo ser calculada com base bilateral ou latelal — e, entdo, a transferéncia dos
recursos entre as partes. Assim, havera um con@lextsancos com posicao credora e
outro conjunto com posicdo devedora de recursgsinkipal vantagem desse sistema é
0 baixo custo de liquidagdo, pois o valor apuragésacompensacdo €, em geral,
significativamente menor que a soma dos pagamee@gzados ao longo do dia,
reduzindo o custo de oportunidade no carregameetdiqdidez para a instituicao.
Embora eficiente na gestdo da liquidez, o SisteBia fradicionalmente nao limitava o
saldo negativo de uma instituicdo com as demarsjipedo que, ao acumular posicao
devedora muito grande ao longo do dia, todas asidemstituicdes fiquem reféns da
eventual inadimpléncia de um ou mais bancos nadbgéo.

A partir dos anos 90, varios paises passaram arad@istema de Liquidacao
Bruta (ou Sistema de Liquidac&o Bruta em Tempo Real - LBTR Nesse sistema, as
transferéncias sao liquidadas individualmente, sesmpensacoes e em tempo
continud, com as ordens de transferéncias de valores pratesssa liquidadas
simultaneamente. Ressalta-se, também, que as em@nsifis ocorrem de forma
irrevogavel e requerendo que a parte emitente tealda suficiente para a transferéncia
do recurs@

Este novo sistema trouxe maior seguranca cabesdaltatrés fatores principais.
Ao processar e liquidar as transferéncias simultaeate e em tempo real, o sistema
retira o0 risco da insolvéncia do banco emissorsea, a contraparte fica limitada a
realizar operacbes somente com o saldo em reculispsnivel no momento, que
aumenta ou diminui conforme o banco receba ou efpaigamentos ao longo do dia.
Ao contréario, no Sistema de Liquidacdo Liquida, hemco com saldo esperado credor
pode aplicar os recursos antes da liquidacdo aeféltns valores — em geral no final do
dia apds a apuracdo de todas as transferénciagidopiguando uma instituicdo aceita

® A liquidac&o no sistema bruto pode ocorrer tambémintervalos de tempo discretos, quando todas as
transferéncias de pagamentos sdo acumuladas egades individualmente. Todavia, com o0 avanco
tecnoldgico, atualmente o sistema com liquidagatabem tempo real € o mais comum e sera o Unico
considerado neste trabalho.

* Caso a instituicdo ndo tenha saldo para efettransferéncia, alguns Sistemas LBTR permitem que a
transferéncia figue armazenada em fila — enfiletnatm — aguardando o saldo suficiente para liqumlaca

ou que utilizem os recursos previamente dispordilios — daylight overdraft account.



ordens de pagamento ao longo do dia sem a gamatsolvéncia no momento da
liquidacao, fica implicita a concessao crédito at@parte, tornando-a vulneravel no
caso de inadimpléncia desta no final do perio@orisco de liquidacdo nesse sistema
ocorre, entdo, quando algum participante tem fuimdaficiente para liquidar suas
obrigagbes no momento devido. Neste caso, difeseptecedimentos podem ser
adotados, como o reprocessamentowinding, excluindo algumas ordens de
pagamento ou o participante inadimplefisse processo pode gerar um efeito cascata,
se estendendo a outros bancos que tenham posgigédalicredora com a instituicdo
inadimplente e posicédo liquida devedora com outistguicoes.

Também importante, a necessidade da existéncialdie suficient® de recursos na
conta do participante emitente para efetivacaoraesteréncias trouxe significativa
reducdo no risco de crédito incorrido pelos barcavdrais. No caso da inadimpléncia
de uma instituicdo no sistema LDL, bancos cenfpaidem ser instados a assumir a
posicdo devedora de um banco inadimplente, assoncioith recursos publicos o custo
privado para evitar o risco sistémico. Embora tragdente custo politico, esse cenario
€ justificavel quando o custo social de uma cristmica for maior do que o custo
privado da falha inicial.

Finalmente, o Sistema de Liquidacdo Bruta postbgue a liquidagéo financeira
ocorra de forma simultanea a transferéncia de dizs&in operacdes de compra e venda
de ativos financeiros — modelo de entrega contgampanto. Esse € o0 caso onde um
banco, por interesse préprio ou de terceiros, @ato a ter saldo suficiente em conta
para comprar titulos financeiros. Ao contrario, Sistema de Liquidacdo Liquida, a
transferéncia da custodia é efetivada antes dadégéo financeira e o vendedor do
ativo ficava vulneravel ao risco de insolvéncigbdoco comprador.

O Sistema LBTR, todavia, ao reduzir o risco sist&miaumenta também a
necessidade de saldo em disponibilidades paraaefetuinsferéncias ao longo do dia. O
custo de manutencao da liquidez pode ser equilibed alguns casos, com 0s recursos

provenientes de outros bancos, gerando o inceptva que as instituicdes atrasem o

® A diferenca entre o sistema liquido e o créditerimancério é que neste o risco é precificado e ha
possibilidade de racionar o crédito a uma IF enodéacia de melhores informacgdes. Naquele, porém, a
linha de crédito é automatica e garantida.

® Alguns bancos centrais, a exemplo do FED, facultarhanco o direito de operar com saldo negativo

em suas contas, embora o saldo maximo seja limégaduo valor previamente informado ao banco.
10



envio das transferéncias. Em alguns sistemas étym enfileiramento das ordens de
transferéncias quando o banco nao dispde de recpesa as transferéncias, ficando
estas armazenadas em fila aguardando o saldoesudicpara liquidacdo. O Sistema
LBTR pode, entdo, se caracterizar pelo aparecimdatdilas com diversos bancos
enfileirando as transferéncias. Tal cenario, denado degridlock (BIS 1993), ocorre
quando um grande numero de transferéncias fica epémdde liquidacdo pela
insuficiéncia de saldo de recursos significativai®enenor, e é decorrente do fato das
transferéncias terem que ser liquidadas uma por vez

Com a substituicdo do sistema LDL pelo LBTR noscbancentrais em diversos
paises, torna-se evidente a opcao desses pelaseguwm prejuizo da eficiéncia. Por
um lado, o Sistema LDL permite aos bancos maiorn@tia de liquidez e,
consequentemente, maior disponibilidade para imaestos, mas gera maior risco ao
sistema financeiro. Por outro lado, o Sistema LETiRais seguro, porém é mais avido
por liquidez — exigindo que as transferéncias @rorindividualmente pelo valor bruto
e sem a possibilidade de saldo negativo em congade maior complexidade de
gerenciamento, pois 0s bancos passam a gerirsausos em tempo real.

Em suma, se no LDL as instituicdes ajustavam suediez de forma a minimizar o
seu custo de oportunidade, no LBTR elas tém a sieleete de reter maior liquidez e de
gerenciar seu saldo em tempo real.

Esta dissertacdo tem por objetivo analisar o setdm pagamentos focando nas
transferéncias de grandes valores, propondo umadolegia que permita resolver o
problema degridlock no Sistema LBTR de forma eficiente. O algoritm@pgasto
também tera aplicacdo na resolucdoudwvindingno Sistema LDL quando o banco
central buscar uma solucédo que maximize o valompdgamentos sujeito a restricdo de
liquidez presente no sistema. Este relatério sergre dividido em cinco se¢des além
dessa introdugdo. A secao 2 apresenta uma revigabtematura comparando as
vantagens e problemas entre os sistemas LDL e LBT$e¢cao0 3 apresenta o modelo e
a secado 4 mostra sua aplicacdo atravées da elabods;@aim algoritmo usado na
resolucdo das filas. A secdo 5 analisa os resdtaddidos na implementacdo do

algoritmo e a secdo 6 conclui o relatorio.

11



2. RevisdodalLiteratura
Esta secdo apresenta, sucintamente, alguns mafietamalisam o comportamento dos
agentes nos sistemas de pagamentos.

Freixas e Parigi (1998) exploramrade-offentre eficiéncia e seguranca no LDL e
LBTR. Em seu artigo, apresentam um modelo que coangabos em cendrios sem e
com incerteza no momento da liquidacgéao.

Em resumo, o paper avalia os equilibrios decorsemibecomportamento estratégico
dos clientes de bancos. No modelo, os bancos poussumonopdlio da tecnologia de
investimentos, pertencem aos correntistas, sdoaseabd risco e permitem os agentes
escolherem o momento do resgate. Os Sistemas LBIR esdo modelados seguindo
as descricoes apresentadas na secdo anterioroialse, contudo, que no LBTR o
banco pode vender com desagio — perda de rentatelid uma fragdo de seus
investimentos para atender as demandas por saquastransferéncias. Ja no LDL héa
obrigacéo contratual de uma instituicao recebéramsferéncias da outra, ocorrendo, de
forma compulsoria, uma concessao implicita de trésitre as instituicdes. Considera-
se também que a liquidacdo de uma instituicdo ecwifinal do dia, possibilitando aos
agentes agirem estrategicamente ao longo do dradqudotados de novas informacgdes
ou crencas sobre a saude financeira de seu banco.

Nesse cenario, o0 sistema LBTR é menos eficienteoduBL, pois ao liquidar uma
parte dos investimentos no valor integral das teméscias, reduz a lucratividade dos
correntistas. Em situacbes de estresse financquando a percepcdo sobre um
determinado banco torna-se negativa, o Sistema LBiORtra-se mais estavel, pois os
bancos estdo isolados um dos outros. Ao contraristema LDL permite o contagio
entre as instituicdbes e todos os equilibrios emados — corrida bancaria no banco

“saudavel” ou garantindo sobrevida ao banco ingfite — sdo ineficientés

"Dois equilibrios séo verificados. No primeiro ogmigs do banco afetado pelas informacdes transferem
0S recursos para o outro banco. Esse comportaréexplicado pela intencao desses agentes em obter
“carona” com os bons resultados da outra instituid segundo, todos os agentes de ambos 0s bancos
sacam os depdésitos. Esse equilibrio tem por bhgmtese de conhecimento comurorimon

knowledgg onde os agentes do banco saudavel se antecgpaomgportamento dos agentes do outro

banco. Estes, entao, também sacam seus recurgoeapda vantagem na transferéncia dos depdsitos.
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Em suma, Freixas e Parigi reforcamtrade-off entre eficiéncia e seguranca,
destacando que o Sistema LBTR é preferivel quandosto de manter um banco
ineficiente é alto, quando as transferéncias iatecérias sdo pequenas e quando 0 risco
inerente a atividade bancaria for alto.

Lester, Millard e Willison (2006) apresentam um mlodos agentes econdmicos na
sociedade determinam entre os sistemas LDL e o L&juele que maximiza seu bem-
estar. O Sistema LDL apresenta um risco potenoslvendedores quando, ao vender
um produto, sdo obrigados a conceder um “créditm”’banco, gerando um custo
esperado na venda. De outra forma, o Sistema LBTRaié seguro, a transferéncia
financeira ocorre concomitantemente a “venda” dacatria, mas exige um custo
devido a tecnologia empregada pelos bancos parmiathar a liquidez em tempo real.
Este custo é repassado pelos bancos aos clierdgésatia diminuicdo da rentabilidade
de seus investimentos bancéarios. O modelo mos&aogequilibrio vai depender do
custo de liguidagdo no Sistema LBTR, sendo esfenvel quando o custo for baixo.

Angelini (1998) modela o comportamento estratégieo bancos na gestdo de
recursos para pagamentos onde liquidez intradispomibilizada pelo banco central
sem necessidade de colateral e com custo propaf@ommontante do empréstimo. No
modelo, o0 atraso dos pagamentos gera insatisfag&diehte que gostaria de ver o
volume transferido o mais rapido possivel. O egudiencontrado no modelo, contudo,
nao é 6timo, pois o custo do crédito intradia indezdancos a atrasar 0s pagamentos,
tomando carona na liquidez de outros bancos a® ideébter o crédito custoso. Estes
atrasos resultam em externalidades negativas,ndfeta qualidade da informagé&o
disponivel para o gerenciamento do caixa das qmotes e, consequentemente,
podendo gerar perda de rentabilidade das instagsig® induzir niveis sub-6timos no
saldo em reservas das instituicdes no final do@wmmo sugestdo de politicas, o autor
gue os empréstimos de liquidez devem ser sufiaieeniée baratos — menor que o custo
da insatisfagcdo dos clientes aos atrasos dos pat@sne, mas com colaterais para
evitar o risco moral. Ele também sugere que osdsapoderiam ser induzidos a pagar
mais cedo se as taxas cobradas ficassem maisnmadecorrer do dia, penalizando os
pagamentos tardios.

Bech e Garrat (2003) analisam de forma mais amglangportamento dos agentes
na geréncia da liqguidez em um sistema LBTR. Osrasitanalisam uma economia com

dois bancos simétricos, com o Sistema de Pagameget@mnciado pelo BC e com
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provimento de liquidez com uso de colateral, corst@yroporcional ao montante
tomado para saque a descoberto e sem custo pam satpscoberto. Em resumo, o
artigo trata de um jogo bayesiano onde cada basmoinformacdo privada de sua
demanda por transferéncia, que pode ser requesig@niodo da manha ou no da tarde
com probabilidades definidas e de conhecimento con@s bancos agem de forma
estratégica procurando minimizar os custos de opoldde do aporte de garantias e o
custo de reputacdo com os clientes decorrenteidmadto da transferéncia dos fundos
para o periodo subseqii¢ht®essalta-se que os recursos recebidos pela partea
podem ser usados para pagamentos ou “emprestad@s’optra instituicdo caso néo
sejam requeridos e haja demanda. O comportamertatégico pode entdo ser
resumido pela possibilidade de postergar ou nadaudacdo de uma ordem de
pagamento recebida pela manha.

Para o Sistema LBTR com crédito mediante colatecaequilibrio em estratégias
puras dependera da relacdo entre os custos deundade (C) da manutengcdo do
colateral e os custos de reputacdo (D) com osteieise C>D entdo o equilibrio sera
pela efetivacdo das transferéncias no periodo d@hdna se C<D entdo ambos o0s
bancos postergardo essa acao para a tarde. Costugente o equilibrio com ambos os
bancos fazendo os pagamentos na parte da manhéeatef ou seja, gera 0 menor
custoex-ante

Bech e Soramaki (2001) propdem um modelo com umamgno de resolucédo de
filas — gridlock — no Sistema LBTR. Os autores td@mam a possibilidade de reduzir o
volume de pagamentos enfileirados pela liquidag@oltinea de pagamentos ao invés
da liquidacédo individual dos pagamentos, respeitaa®] porém, que em nenhum
momento o saldo de recursos de qualquer banco paer negativo (restricdo de
liquidez) e que as liquidacBes deverdao ocorrerrsiywm ordenamento pré-definido
pela instituicdo (restricdo sequencial). Em sunratatse de um mecanismo de
otimizacdo de pagamentos armazenados em uma cergugeito a duas restricdes. O
algoritmo proposto no modelo reduz a complexidaoi@putacional do Problema de
Liquidacdo de PagamentosBanking Clearing Problem cuja otimizacdo do fluxo de
pagamentos é restringida somente pela restricigudéez, e possibilita a resolu¢do do

algoritmo sem aproximacdes.

8 O artigo considera que todas as demandas pofdrénsias devem ser atendidas até o final do dia.

Assim somente as demandas no periodo da manh&&pasierprocrastinadas.
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Penaloza (2002) também propde um modelo que prapdaximizacdo do fluxo de
pagamentos em fila em Sistemas LBTR como um prabkggnprogramacao linear onde
a solucao primal do problema decorre das restrigéemnfileiramento dos pagamentos,
fragmentacdo das ordens de pagamento e créditaslimimediante contrapartida em
colaterais. O modelo também considera o problemgprdgramacao linear dual,
obtendo os precos-sombras associados as restdgde®blema, sendo estas: restricdo
de pagamentos (a diferenca entre recebimentos ameeos € limitada inferiormente
pelo saldo inicial em recursos no banco centrairicio de consisténcia (todos os
pagamentos sdo efetivados); restricdo de créditeoliame de crédito ofertado pelo
banco central é limitado pelo valor do colaterdiaatdo, previamente precificado).

15



3. O Modelo de Resolugéo de Filas

A introducéo apresenta, de forma genérica, as tesirsticas dos dois principais tipos de
sistemas de pagamentos interbancarios para transias de grande valor — o Sistema
LDL e o Sistema LBTR. Ambos os sistemas se difeaemcpelo momento da
liquidacdo dos pagamentos, sendo que no Sistemaokcbite o acumulo das ordens de
pagamentos ao longo de um determinado periodo @aramomento posterior, haver a
liquidacéo financeira pelo valor liquido. No siseehBTR, contudo, 0 processamento e
liquidacdo das transferéncias ocorrem simultanetamen pelo valor bruto das
transferéncias, tornando-o mais intenso no usa@ngsos para pagamentos. Embora
eficiente na gestdo dos recursos, o Sistema LDlaié wulneravel ao risco sistémico,
pois a bancarrota de um bahccom posicdo devedora antes da liquidacdo dos
pagamentos pode resultar em contagio as contrapartpor extensao, a todo o sistema.
Assim, bancos centrais tém adotado o Sistema LBaiRR fransferéncias de grande
valor na maioria dos paises desenvolvidos.

O Sistema LBTR pode permitir o enfileiramento dedeas de pagamentos quando
nao houver recursos suficientes para sua liquidag€dte mecanismo possibilita aos
bancos aproveitarem a liquidez oriunda dos denmade as ordens de pagamentos
permanecem enfileiradas numa central aguardandotrada de recursos de outra
instituicdo, sendo liquidadas, em geral, pelo dégd FIFO. Este processo de
enfileiramento tras, contudo, um risco potencial sistema quando os bancos, ao
procurarem tomar carona na liquidez dos demaidlegain grande quantidade de
pagamentos com a expectativa de receber liquiddiziesue para cursar suas
obrigacbes. Tal comportamento € motivado pelo ests privado de diminuir o custo
de oportunidade de reter recursos liquidos propdesmenor rentabilidade e, se
dominante entre os participantes, tras consigeam rila suspensao de grande parte dos
pagamentos, podendo causar risco de contagio asaostituicoes.

Bech e Soraméaki (2001) diferenciam o enfileiramemtoduas diferentes situacoes.
A primeira, denominada@ridlock pelos autores, ocorre quando o sistema apresenta

liquidez suficiente para eliminar um subconjunts gagamentos enfileirados, caso seja

° Denomina-se banco todas as instituicdes que puderesaldo em recursos no banco central e
autonomia para movimentar estes recursos em iste@éprio ou de terceiros, sem intermédio de outra
instituicao.
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permitida a liquidagdo simultdnea entre pagamemtosecebimentos. A segunda,
denominadadeadlock ocorre se ndo h& no sistema liquidez suficieat® gliminar
qualquer subconjunto, ainda que com a compensagia® ©sS pagamentosA
diferenciacédo entre os enfileiramentos é imporigomdés o enfileiramento pagridlock
apresenta potencial para otimizacao dos pagamexdamntrario das filas edeadlock
que requerem a acdo do banco central como prestanieigiltima instancia para poder
haver a liquidacado dos pagamentos pendentes.

Esta secéo analisa a rede formada pelos paganetgidsmncarios em uma situacéo
de gridlock, onde ha um conjunto de pagamentos enfileiradndos¢éodos degual
prioridade para seus bancos emissOrds prioridade desses pagamentos, contudo, ndo
é indiferente sob a perspectiva do banco centtzdn@o um pagamento é liquidado, ele
transfere liquidez a outro banco que passa a pefééuar novos pagamentos. Dessa
forma, pagamentos possuem prioridades diferentes @abanco central que esteja
determinado a maximizar o valor das liquidagbesrsshricdo de liquidez. Colocando
de outra forma, dado que todos o0s pagamentos n&@lergm ser liquidados
conjuntamente, um banco central precisa de uma igagg determine a prioridade dos
mesmos, de forma a manter enfileirado o menor y@ssivel. Para esse fim, utiliza-se
o framework proposto por Penaloza (2002), modelangooblema dagridlock como
um problema de programacao linear e utilizandoegg@sombra dos pagamentos para
estabelecer sua prioridade.

O modelo também possibilita uma solugdo para SedemDL em caso de
unwinding— quando uma instituicdo ndo é capaz de honrapasigdo devedora e ha
exclusao de algumas ou todas as ordens de pagapaatoovo resultado multilateral.
A resolucdo de filas no Sistema LBTR se assemelhquadacdo em Sistema LDL
quando se permite a compensacdo entre pagamemaxelimentos. Trata-se, em

ambos os casos, da liquidacdo pelo saldo apésngzecsacdes entre 0s pagamentos e

% Denomina-se banco emissor ou cedente o bancomjte@ ordem de pagamento para outro,
autorizando o banco central a debitar seu saldBReservas Bancarias e creditar a conta de outr@banc
' A resolucéo de filas com compensac&o, assim cosotugdo para sistemas LDL com inadimpléncia
de pelo menos uma instituicAo com posigdo devedprasenta algumas diferengas operacionais. No
Sistema LDL é necessario que os bancos com resuttattilateral negativo efetuem as transferéncias
dos valores para uma central de pagamentos no Ezemtoal. Na resolucdo de filas, no entanto, a
otimizacao é feita com a compensacao dos pagamentsistema, e, portanto, sem necessidade de
adicionar liquidez ao mesmo.
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0s recebimentos acumulados em determinado per@dmodelo em andlise, entéo,
busca uma solucao factivel a ambos os modelos.

Considere, entdo, um vetor B={1, 2, ... , n} dedmnque realizam pagamentos ao
longo do dia e um vetoB° :{SLOSSS,?} definido como o saldo de recursos no

inicio do dia de cada instituicao.

Todas as transferéncias sado efetuadas através distema de mensagericonde o
banco envia ao banco central uma ordem requerenébito contabil em sua conta e o
crédito na conta de outra instituicdo. Ao longaddn cada instituicdo recebe a demanda
por transferéncia e escolhe o momento de efetivadaseja, enviar as mensagens (ou
ordens de pagamento) ao banco central. Se a iIQ&Gtinao posSui 0S recursos
necessarios, ela pode postergar o envio das ordengnvia-las para que fiquem

enfileiradas em uma central até obter saldo nedesSeja {xij t):i0B,j0d B\{i}} o]

conjunto de mensagens enviadas pelo banco i am hanenfileiradas no momento t,

sendox;, (t)a k-ésima mensagem enfileirada entre os dois Baara exemplificar,

considere uma transferéncia entre dois bancosoEnt@tor X, = {X121; X122} ... ; X2}
mostra que ha K transferéncias enfileiradas do ¢bal’ para o “banco 2”. Cabe
ressaltar que as movimentagbes ocorridas dentraintie mesma instituicdo — as
transferéncias entre clientes dentro de um mesmoobanao requerem uso de recursos
e por isso ndo sao consideradas nesse modelo.

Uma vez enfileirada, cada transferéncia pode gerdiada pelo valor integral ou
parcial informado na ordem enviada. O fracionameéotoalor das transferéncias tem a
vantagem de aumentar a eficiéncia com que a ligquilte sistema é empregada,
aumentando a velocidade com que permeia 0 sistecoageqientemente, o numero de
transacoes processadas. Tal procedimento reduabahplidade degridlocks, embora
traga desafios legais e operacionais quando, pEmgebo, alguma instituicdo torna-se
insolvente e é incapaz de realizar o pagamentgraitaté o momento de encerramento
das transferéncias. O fracionamento também podelst@o ao se limitar o valor
maximo para cada transferéncia, evitando que \alorgito grandes congestionem o

sistemd>.

12Um exemplo é o Sistema Fedwire, cujo valor méaxpa transferéncia de recursos é limitado a $50

milhdes.
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Para capturar a dindmica do processo de liquidag&opagamentos, considere
Vi (t) a fracdo do pagamento k feito pelo banco i ao dareté o momento t. Esta
variavel, definida doravante confin¢éo de liquidacgag tera valor igual a umvi (t) =
1) quando o pagamento for plenamente efetuado Bxa mesma formay (t) = 0 se o
pagamento estiver integralmente pendente. A imaggrfuncédo liquidagdo dependera
da arquitetura do sistema, seng(t)J[0, 1] se houver fracionamento das ordens de
pagamento, owik(t){0, 1} se as transferéncias s6 forem liquidadaso pehlor
integral.

Para o gestor do sistema de pagamentos, a solficé&mte degridlock melhora o
funcionamento do sistema e reduz o risco de ligquieéetuando mais rapidamente a
liquidacdo dos pagamentos. Sua importancia estdaor@ente na reducéo dos custos de
oportunidade dos bancos, que poderao gerir de foreis eficiente seus recursos, mas
também na menor dependéncia desses aos instrundento&dito intradia. Assim, deve
0 banco central procurar maximizar o volume de peydos, ou seja:

(3.1) MaXZZiXi,j,kvi,j,k

i0B jOB k=1

Por simplificacdo didatica, considera-se que todss bancos transferem N*
mensagens para cada outro. Economicamente, senia £® N* fosse 0 maior nimero
de ordens de transferéncia enfileiradas que uniéuigdo transfere para outra e se um
banco qualquer (banco A) tiver M<N* mensagens emétlas a outro (banco B), entdo
XaBM+1 = XaBM+2 = ... = X¥agns = 0.

O problema de maximizacdo estd sujeito a restrifgitiquidez, em que nenhum
banco pode manter saldo negativo em sua conta eiqugn momento. Esta restricao
pode ser colocada analiticamente como:

(32) 2D XV (1) S S+ 30D X OV (6) +| DD X (<) =2 % (<)

jOB k=1 jOB k=1 jOB k=1 jOB k=1

A desigualdade acima mostra que o total de pagamefttuados por um banco em
um dado momentd ndo pode ser maior que a soma: do saldo do idizidia; do
montante proveniente de outras instituicbes, madaapendente de liquidacdo; e do
valor liquido recebido até esse momento.

O problema de otimizacdo dos pagamentos em fitatse:
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(33) Max > > > % (t) vy (t)

i0B jOB k=1
N* N .
ZZ Xijk (t)viik (t) - ZZ ink (t)vjik (t) = Stl
S.a: joB k=1 jOB k=1

O<vy, vy <1

Onde S é o saldo da instituig&o do instante t, ou seja:

Si :S(i)'l' zzxjikd<t)_zz)§jkd<t)

jOB k=1 j0B k=1

Para colocar o problema na notacdo matricial, densi;(t) o vetor de todos os
pagamentos emitidos pelo banco i que estdo em @k.pagamentos devem ser
agrupados pelo banco a que se destinam. Por sidgule; considera-se que o banco i
efetue N* pagamentos para todos os demais baneeej®, i1B, jOB\{i}. Assim:

(3.4)  X;i(t) = [Xija(®), Xi2(0), ... , XN ()]

Xi(t) = [Xe2(0), X13(t), ... ,Xig(t)]

O vetor de todos os pagamentos pendentes no earfientox(t) € definido entdo

como.

X(t) = [Xa(t), Xa(®), ... , ()]

Da mesma forma, o vetor da funcéo liquidacdo dadani(t) e o vetor da funcéo
liquidacdo do sistemét) sdo definidos como:
(3.5) V(1) = [Vir(®, Vi(®), - 5 Vin= ()]
Vi (1) = [Vat), Via(®), ... ,Vis()]
V(1) = [va(t), wa(t), .., e(V)]

O produto escalat(t)’. v(t) define a fungéo-objetivo do problema.

Para se obter a condigéo de restrigdo, considédie @huma matriz com dimensao
B x (B-1)N* e Q;; al-ésima linha da matriz. Conforme j& observado, torve(t) é
constituido pelos elementas, sendo i o banco emissor do pagamento, j 0 barjoo cu
pagamento se destina e k um indice da mensagedo,ERt é definida conforme a

regra:
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(3.6) Qi= 1*x(t) sei =|

o =1* % (t) sej=I
Q= 0* x (t) sej#|

Exemplificando, considere a situacdo onde ha 4dsano sistema interbancario e o
banco 1 tem exatamente 2 pagamentos enfileiradascpda outro banco (k={1,2}). A
matrizQ; tem a forma:

X121 X122 X131 X132 X141 X142
X1 T X 0 0 0 0

0 0 Xz T X 0 0
0 0 0 0 X T X

B.7) Q=

Finalmente, sej® a matriz de dimenséo B x B(B-1)N* definida por:

(3.8) Q=[Q1|Q2]... |Qg]

A outra restricdo impde limite a funcdo de liquidlage é representada conforme
abaixo:

| — matriz identidade com dimenséao B(B-1)N*

1 - vetor de 1 com dimenséao B(B-1)N*

Verifica-se entdo que o problema colocado anteeotm pode ser representado em
notacdo matricial conforme:
(3.9) Max Xx.v

Q
|

sa.
1

BAVAS

v>0
ondeS é o saldo em recursos do banco no momento da rizagao.
O dual do problema de otimizagdo colocado acimaepsetr obtido facilmente,

sendo apresentado abaixo:
(3.10) Min S.i+1u

> | x|

sa.; ‘QTI‘.‘:

A, u>0
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O dual é simétrico ao problema anterior, procuramdimimizar 0S recursos
necessarios para cursar os pagamentos contidogtooxv A solucdo do problema
acima apresenta os precos-sombra do saldo emdipiara pagamentos) (— “preco-
sombra do saldo” — e da consisténcia do vetorgledacao (1) — “preco-sombra dos
pagamentos”. Como as func¢des-valores do problemepe dual tém o mesmo valor,
0S precos-sombras representam a “sensibilidadeto@ de pagamentos a variacao
marginal dos parametrd&se 1. Assim,A; > 0 representa a variacdo no valor liquidado
dado o incremento de uma unidade monetéaria no sieéldecursos.

Observando mais atentamente a restricdo de probdessla observa-se facilmente
que esta se traduz na relacéo abaixo:

(3.11) Xijk Ai —Xijk Aj + Hijk > Xijk

Ap0s reorganizar as variaveis, observa-se:
(3.12) Mik / Xijk = 1+(7»j -Ai), Xijk > 0

Nessa relacédo, nota-se que o preco-somirapresenta-se dividido pelo valor da
transferéncia. A razdo econbmica para tal fato estésua propria natureza, pois sua
variacao reflete a variacdo percentual do pagamdémemplificando, aumentando o
valor do limite devjx de 1 para 2 possibilitaria o banco dobrar o vaétransferéncia —
de xjx para Zjx. Para obter o efeito da variagdo em unidade moaetanecessario
dividir o prego-sombra pelo valor da transferéncia.

A funcédo objetivo do problema dual tem os paransedre 1 positivos, e, sendo um
problema de programacao linear, 0 conjunto restré&e&onvexo e possui um numero
finito de vértices no multiplano — formado pelaersecdo das restricbes. Quando a
solucao Gtima é factivel — ou seja, existente erdehada — a fungéo valor é tangente a
um dos vértices do conjunto restricdo e a relagad®11) torna-se uma igualdade.
Nesse caso, pode-se obter o preco-sombra dos paigsndiretamente pelo preco-
sombra do saldo.

(3.13) Wi/ Xik = 1+(X =2 ) , X >0

Caso, porém, o Problema de Liquidacdo dos Pagamentd®anking Clearing

Problem(BCP) exija solugao inteira v (t) {0, 1} — a complexidade para encontrar a
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solucdo 6tima aumenta. Esse problema é NP competiue significa que o tempo
necessario para encontrar o resultado 6timo cresgenencialmente com o tamanho
das variaveis envolvidas, tornando-se inviavel agienalmente.

Bech e Soramaki (2001) propuseram a adi¢cado de astacéo sequencial &CP,
onde os bancos decidem o ordenamento pelo quatosd® executadas e ndo ha duas
ordens de transferéncia com o mesmo ordenamenturddlugdo dessa restricao reduz
enormemente a complexidade do problEimaas restringe a qualidade da solucédo se os
bancos forem indiferentes ao ordenamento com quagamentos sdo efetuados. Este
trabalho tem por fim analisarBCP, visando a encontrar um conjunto de conceitos que
permitam subsidiar algoritmos que permitam uma ¢gmucomputacional para o
problema.

O framework proposto, através da andlise da sol@dna do problema por
programacao linear, permite a organizacao da redgadamentos para que a solugéo
Otima seja obtida. Os bancos que possuem recurs@Eenta reserva ou proveniente de
outros pagamentos — para liquidar todos os pagasmésad.=0. Ao contrario, quando

algum banco ndo possui recursos suficientes, agd@stde liquidez sera “ativa” e

{1, 2,...}. Quando um banco com escassez de resudisa pendente de pagamentos a
outro com abundancia de recursos, observie=4e Economicamente interpreta-se esse
valor como o acréscimo na liquidagdo dos pagametdosrrente da obtencdo de uma
unidade extra de valor pelo banco com restrica@cdersos.

Dependendo da distribuicdo dos pagamentos, hawagamentos enfileirados “em
cascata’, ou seja, pagamentos mantidos em filstnddos a bancos que também tem
pagamentos enfileirados. Para ilustrar, consid&® lbancos sem recurso e com dois
pagamentos em fila, conforme a figura abaixo. Gcbaktem um pagamento pendente

para o banco B, que também tem outro pagamentdapafa o banco C.

bancoA ——mm bancoB —— banco C
XaB1 XBC1

Figura 3.1

13 Seja n a soma de todos os pagamentos enfileir@d@soblema de Otimizacdo de Pagamentos conta
com uma busca pof 2ombinacées, enguanto que, no modelo de Bechaanki, a busca se limita a n

combinacdes.
23



Nesse caso, observa-3g=2, Ag=1 e Ac=0. ISso ocorre por que O acréscimo
marginal de recursos ao banco A aumentara, em teases recursos do banco B
permitindo o aumento da liquidacdo em igual vatbbanco C. Havera, entdo, aumento
na liquidacdo de pagamentos duas vezes o tamanaoréecimo de recursos ao banco
A.

Essa observacdo permite o agrupamento dos banntmme o valor dos precos-
sombrai. Assim, conforme ja observado, o preco-sombrativelados pagamentos
Hik / Xijk dependera exclusivamente do “grupo-origem” e deupg-destino” do
pagamento. Todo pagamento proveniente de bancosisbne destinados a bancos
comA=1 teréo Jk / xjx=2 pela igualdade em (3.12). Os pagamentos origm&mi=0
e destinados a=1 terdo k / Xx=0 pela mesma relagdo. Ainda, todos os pagamentos
que ocorrem dentro de um mesmo grupo tgpV k=1, independentemente de
Finalmente, observa-se que nenhum pagameptsexa feito quando a diferenca
A — A< =1, pois y>0. Assim, os pagamentos originarios em banco dpaj=2 e
destinados a=0 nao serdo realizados na solucdo 6tima. Essgieaintuitiva quando

se observa a figura abaixo.

Bancos conmii=n

Bancos conii=1

Bancos coni;=0

Figura 3.2

Todos os bancos pertencentes a determinado grupsugrm necessariamente
pagamentos direcionados ao grupo imediatamenteidnfe, caso também possuam
pagamentos a bancos pertencentes a grupos mais divel abaixo, esses pagamentos
terdo menor prioridade (em funcdo do préprio canad prego-sombra).

O agrupamento dos bancos em grupos conforme o \ddok permite trés

observacdes importantes, que simplificam a buscanda solucdo eficiente para o
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Problema de Otimizagdo de Pagamentos. Primeirosahacdo o6timasomente o0s
pagamentos direcionados aos bancos pertencentesrapps com menor valor de.
serdo mantidos enfileirados ou seja, a liquidez existente na rede de pagament
suficiente para liquida-los todos dentro dos grupssim como aqueles direcionados a
grupos com maior valor. Essa observacao tem demonstragéo trivial, passlmcos
nao poderiam pertencer ao mesmo grupo se um masgiyEgamento pendente com o
outra®. Exemplificando, considere dois bancos que pest®n@o grupok=1 e um
banco que mantenha pagamentos pendentes de ligaidagn o outro. Entdo o efeito
do acréscimo marginal de recurso ao banco se estead outro, que, por pertencer ao
grupo A=1, uséa-lo-a na liquidacdo de suas obriga¢cfes.mAssi efeito marginal do
incremento de recursos ao primeiro banco € maierlqu

A segunda observacédo pernyeorizar a liquidacao dos pagamentos em funcao

da sua maximizacdo Em problemas de programacao linear com solug@&oan-v £

{0,1} —, o montante de recursos de um banco é sédespara ajustar a diferenca entre
os valores de um fluxo de pagamentos, permitindoligaidagcdo de valor
significativamente maior entre dois bancos. A litagdo dos pagamentos permite que a
liquidez percorra os bancos em uma rede, posaiidd novas liquidacdes. A priori,
porém, se desconhece o efeito dessa transferéacrecdrsos para a liquidacdo de
novos pagamentos, ou seja, nao € possivel detaropilgd sera o valor dos mesmos,
gerados a partir do aumento de recursos. Adotargép, a hipétese de que todos os
bancos com pagamentos enfileirados possuem a nyaeiabilidade de liquidar igual
valor de pagamentos, dado o incremento de recu@®$ancos com maior valay
contudo, multiplicam essa probabilidade pelo efa@&scata da liquidacdo de seus
pagamentos. Assim, aqueles com maior relagfo/ [xjx devem ser priorizados,
direcionando 0s recursos para 0s agrupamentos @an walora.

Finalmente, ao considerar que a prioridade dos rpegts seja atribuida pela
relagcéo Jk / Xik, entdotodos os pagamentos com origem em um grupg e destinoi,
(podendoM= Ap) terdo, a priori, a mesma prioridade Essa hipbtese tras grande
simplificacdo para solucionar o problema primaB)3e dual (3.9), pois permite o

agrupamento dos pagamentos para o cOmputo dosspegwbra e a determinagédo do

* Pode-se estender o mesmo raciocinio para pagasrdintsionados a grupos conae maior valor.
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valor 6timo do problema. Assim, considere todospagamentos do banco i para o

banco j — ¥ — como se fossem um Unico pagamexto conforme apresentado abaixo:

_ N*
(3.14) xij =) %
k=1

Essa simplificacdo reduz consideravelmente o esfpaga se encontrar os pregos-
sombra dos pagamentos e nao altera o resultadeacdalono modelo anterior, se
considerar que jv pode assumir qualquer valor no intervalo [0,1].s§¥ forma,

v (t) serd a funcéo de liguidagdo média dos pagamermiofrme abaixo:

(3.15) x;(t)".v; (t) = i[)ﬁjk () viu ()] = [i Xk (t)j vi (1) = X (£)". vi (1)

Observa-se também que(t) 0[07].
A restricdo do problema primal na notacdo matridehbém sofre algumas
simplificagdes. Considere a mati@z com dimens&o Bx(B-1) & ,al-ésima linha da

matriz. A regra de formacéao é definida como:

(3.16) Q, = 1*x(t) sei =|
5, - {—1*?_«,— (t) se j. =|
0* X (t) sej#l

Em um sistema interbancario com 4 bancos a m@iem a forma:

X2 Xiz  Xu
— |-x2 O 0
Q= =
0 - X13 0
0 0 —Xu

A matriz Q, com dimens&o B x B(B-1) é definida por:

(317) Q =[Q, | Q, | .- |Qg]
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O problema primal de otimizacao torna-se entéo:
(3.18) Max x'.v

Q
|

BAVAS

sa.:
1

1
v>0
A solucado do problema acima requer um custo corputal significativamente
menor devido a reducdo do numero de variaveis. &rquno problema inicial havia
Bx(B-1)xN* varidveis, no problema simplificado h&B-1) variaveis. A solugédo do
problema acima é tratdvel computacionalmente ecamdi quais transferéncias seréo

integralmente liquidadas/{ =1) e em quais transferéncias bilaterais seréo pareide
liquidadas ¢; <1).

Devido a agregacdo dos pagamentos, € necessagaritmo que apresente uma
regra e indique quais deles serdo efetivamenteddgos no processo, ou seja, um
algoritmo que permita incorporar a impossibilidaeeiquidacdo fracionada;((t) {0,

1}) e procure obter a solugdo mais proxima possieesolucdo 6tima do problema de

programacao linear.
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4. O Algoritmo de Liquidagao

Na solucédo do problema de liquidacdo de pagamentos:

(4.1) Maxx'.v
B
s.aQ V<
v>0

O vetorx € exdgeno ao problema e o resultado da maximizagieetor da funcao
liguidagéov, cujos valores de cada elemextopertencem ao intervalo [0,1]. Paka=
0, entdo nenhum pagamento do banco i para o baswd jliquidado e, quandg = 1,
todos os pagamentos enfileirados entre os doiosaerao liquidados. Quando, porém,
existev; O (0,1), entdo a solucdo € insatisfatoria, dado goegeral, bancos centrais
podem sofrer restricbes de ordem legais ou técn&asdo podem permitir 0
fracionamento das mensagens.

Essa secédo propde um algoritmo para maximizacagagamentos com solugéo
inteira — sem fracionamento — observando os caxeilocados na secdo anterior. O
algoritmo se baseia em sucessivas otimizacdesugo fle pagamentos entre as diversas
combinacfes dos bancos agrupados em pares na @epagdmentos, reduzindo um
problema de maior complexidade — uma maximizacéo twlos 0os pagamentos e B
restricoes — em sucessivos problemas de menor emidgtie — maximizacdo dos
pagamentos entre dois bancos com uma ou duagdestri

Num problema de otimizacao inteira, o saldo dersmsudos bancos é necessario
para compensar a diferenca entre o valor dos pagamque ingressam no banco e os
gue foram emitidos por este. Exemplificando, com@dque o0 banco 1 emite 3
pagamentos para o banco 2:-=%20,50,30} — e deste recebe 1 pagamentg;={15}.

Se nenhum dos bancos tivesse recurso, entdo nepdigmmento seria liquidado, mas
se 0 banco 2 possuir pelo menos 15 unidades m@setantdo liquidara o pagamento
transferindo seus recursos para o outro bancaof&jdo, o banco 1 possuir 5 unidades
monetarias, entdo liquidara o primeiro pagamensmédinal do processo da otimizacgao,
0 banco 2 concentrara o saldo de ambos os bantess da liquidacdo. Dois pontos se
destacam nesse exemplo: a importancia de recus$ancos para 0 processo de
liquidacdo e a migracdo dos recursos ao final @ocgwso. Assim, apds a liquidacao
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bilateral o banco que obtiver mais recursos terds nchances de liquidar novos
pagamentos, enquanto 0 seu par, que com menosasctorna-se mais dependente do
ingresso de recursos de outros bancos para nouegdcoes.

No processo de liquidacéo bilateral, a formacao mhes pode ocorrer de forma
aleatéria ou de acordo com uma sequéncia predei@dai O maior risco da
aleatoriedade é o empocamento de liquidez, quasdeaursos se deslocam a bancos
gue ndo possuem outros pagamentos enfileiradosald@sacao, 0s recursos tornam-se
indisponiveis ao sistema que, com Menos recursasgapagamentos remanescentes,
perde eficicia nas liquidacbes subsequentes. Cesultado, observa-se maior tempo
de processamento e menor nimero de liquidacfesieale pagamentos.

Para aumentar a eficiéncia do processo de liquidbiateral deve-se priorizar 0s
pagamentos com menos chances de empocamento. rikgrém dos pagamentos com
maior preco-sombra (maior relacag yixix) evita o risco de empocamento, visto que
esses bancos sédo os que possuem maior necessidesribos para efetuarem novos

pagamentos. Considere o exemplo abaixo:

Grupo 1 Bancos con=1
Grupo O Bancos con;=0
Figura 4.1

Nessa rede de pagamentos existem dois agrupantenb@ncos. Na se¢ao anterior,
observou-se que apds a otimizacdo dos pagamergdsarcos do “baldo” superior
manterdo pagamentos pendentes para os do bal&oringe a solugéo 6tima quando

e {0,1} se aproximar da solugdo oOtima do problemanco £ [0,1], entdo havera

liquidacdo da maior parte dos pagamentos existelgieso dos “baldes” (pagamentos

intragrupos) e dos pagamentos direcionados dosobatw grupo 0X=0) para os do

grupo 1 {i=1).

15 A liquidacdo de pagamentos sem uso de recurseeecgoando ha coincidéncia de valores no fluxo de
pagamentos. A probabilidade dessa situacdo demendistribuicdo dos pagamentos e reduz quando se

aumenta a disperséo dos valores.
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O algoritmo proposto nessa sec¢éo para solucaoatidepna (4.1) tem por finalidade
criar uma sequéncia de otimizagOes bilaterais quexanem a solucdo do problema

comv £ {0,1} a solucdo 6tima quandos [0,1].

Antes de se iniciar a apresentacdo do algoritmerdedvido € conveniente
apresentar um procedimento mais simples, introdozas dificuldades para chegar-se a
uma solucdo. Considere uma rede de pagamentosscoaracteristicas da figura 4.1 e
um algoritmo que se inicia com a liquidacdo dosapagntos direcionados ao grupo 1,
Ou seja, através da aplicacdo dos recursos dosdaocgrupo 0 nos pagamentos que
possuem maior prego-sombra(fixix=2). Em seguida, os bancos do grupo 1 aplicam
0s recursos na liquidagdo dos pagamentos com sees gentro do grupo it Xik=1).
Quando nenhum outro pagamento for liquidado noarpos recursos sao utilizados
para liquidar os pagamentos direcionados ao grujpex 9 xi=0), que podera utiliza-lo
para liquidar os pagamentos dentro do gruge/(kjx=1) e, posteriormente, reenvia-lo
para o grupo 1 (/ Xij=2), repetindo doop até a liquidagdo do maior nimero possivel
de pagamentos.

Este algoritmo induz a liquidacdo dos pagamento$ocme representado na figura
abaixo, onde as setas largas representam a liGuddgs pagamentos e a seta fina

indica a sequéncia das etapas.

<<T»¢
om0 > <—=> O

Figura 4.2

A sequéncia apresentada, contudo, é ineficienterr®que o fluxo dos pagamentos
nao é simetricamente distribuido entre 0s bancosimdemesmo grupo, ou seja, €
possivel (e muito provavel) que existam bancos gasicdo multilateral negativa
dentro dos agrupamentos. Esses bancos possuem meagssidade de recursos que
seus pares, que concentrardo a liquidez no grup® fressivas maximizagdes. Assim,
embora a liquidez presente no sistema possibifigdar a maioria dos pagamentos

dentro dos niveis, a simples transferéncia de sesysara o outro nivel ndo garante que
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as liquidacdes dos pagamentos ocorrerdao de foriciargé. Para melhorar o processo,
€ preciso que 0s recursos sejam direcionados pmarbancos que possuem saldo
multilateral negativo nos pagamentos dentro do@rppssibilitando maior capacidade
de liquidar seus pagamentos.

Outra fonte de ineficiéncia no algoritmo da figut2 ocorre na liquidagado dos
pagamentos direcionados ao grupo O (parte dir@téigiira). Nessa etapa, os bancos
cessionarios sdo credores liquidos do fluxo derpagtos e alguns bancos poderdao nao
ter mais pagamentos pendentes com 0 outro grupes$ss bancos também tiverem
saldo multilateral positivo, entdo poderao con@nis recursos empocando a liquidez.
Dessa forma, um algoritmo eficiente deve garantie s recursos possam ser
novamente transferidos ao outro grupo, direcionarsd@referivelmente aos bancos
com saldo multilateral negativo.

A figura abaixo esboca a mudancas necessarias quargir as ineficiéncias
apresentadas acima.

grupo 1

grupo O -

Figura 4.3

Para evitar prolixidade na descricdo do novo alguarj todo o direcionamento dos
pagamentosde um grupo para outro objetivando a migracdo dos recursos sera
denominaddransferéncia. Com mesmo propésito, o direcionamento dos pag@asen
para bancodentro de um mesmo grupcera chamadeedistribuicdo.

Na figura 4.3, cada grupo é dividido em dois cotganndo necessariamente
disjuntos de bancos. O conjunto | € constituidoogpdbancos que possuem saldo
multilateral negativo nos pagamentos dentro do agrap O conjunto Il é o seu
complementar. O conjunto IV é constituido peloscbanque possuem pagamentos
direcionados ao grupo | e o conjunto Il é formado uma sequéncia de bancos ligada
direta ou indiretamente ao conjunto IV (a formagho conjunto Il serd descrita

adiante). Observa-se também que a liquidacdo dgenEntos entre 0s grupos ocorre
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em “X” e que 0s pagamentos se concentram nos dosjuh e IV durante a etapa
redistribuigc&o.

A sequéncia apresentada acima corresponde ao cardaHiquidez na rede de
pagamentos, iniciando no conjunto | e percorremdi@s 0s conjuntos até retornar ao
conjunto de partida novamente. Assim a etapa pirgdinaoloop € a transferéncia dos
recursos no conjunto I. Observa-se também que juronl tende a perder elementos
para 0 conjunto Il com a repeticdo da sequénci@agpois 0s pagamentos dentro do
mesmo grupo se esgotam mais rapidamente que omeatgs direcionados ao grupo
0. Quando os pagamentos se exaurem completamertenpintos | e 1l se fundem em
um unico conjunto. Finalmente, loop acima se esgota somente quando nao houver
mais pagamentos do grupo O direcionado ao grupoulseja, se 0s pagamentos
direcionados ao conjunto | se exaurirem, entdmsgirécionados ao conjuntdl

O detalhamento desse processo reside na desceclésdrotinas: transferéncia,
redistribuicdo e formacdo dos conjuntos Il e IMrakés do uso sucessivo dessas
rotinas é aplicada a sequéncia exibida na figira 4.

a. Transferéncia:

Essa etapa se propfe a transferir 0s recursos dgupao a outro e ha duas formas
de promover a transferéncia através de maximizag@asprimeira, maximiza-se

valor do fluxo de pagamentogio banco i para o banco j, ou seja:

(4.2) Maxz X kMK~ ij iaViil
K |

S'a:zxi,j,kvi,j,k _zxj Vi < SI
k I

Nesse caso, ha necessidade de somente uma red#i{i§aidez — para o banco i —
pois se maximiza o ingresso de recursos no outroda
Distintamente, pode-se optar por maximizalor dos pagamentosio banco i para

o banco |, ou seja:

(4.3) Maxd X Vi,
k

16 Esse cenério pressupde que o conjunto | aindeexis
" Essas sdo as rotinas ap6s a solucdo do problémBRE para a obtencdo dos precos-sombrag
pela solucéo do problema em .
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lejkvljk zlel jl|_
z)<ljkvljk+zlel Jll_

No segundo caso, € necessario incluir uma seguwesiacéio para o outro banco.
Para entender melhor a diferenca entre as duasalt@s, considere como exemplo
dois bancos {1,2} sendo;S10; x;,=20; x2;=40. Caso opte por (4.2), entdo nao havera
transferéncia pois o saldo do banco 1 é insufieipara liquidar o pagamento e, sendo
X12 < Xp1, @ compensacao entre os pagamentos torna negaflugo direcionado ao
banco 2. Ao contrario, se o problema for colocadi® mesma maneira que em (4.3),
havera a transferéncia se>520. Contudo, no segundo caso 0S recursos migrerao
sentido inverso ao desejado.

Ambas as alternativas foram avaliadasoptou-se por modelar a rotina
transferéncia como em (4.3)Nos testes efetuados, verificou-se que em ando0asns
os recursos séo direcionados para o outro gfuporém a liquidacéo dos pagamentos é
substancialmente maior quando o problema é modaeladmesma maneira que em
(4.3).

b. Redistribuigcéo:
A rotina redistribuicdo inicia-se quando os recarestdo concentrados em alguns
bancos e almeja-se maximizaliquidacdo do maior valor em pagamentogntre dois

bancos do mesmo nivel, ou seja:

(44) Maxlejk\lljk-'-Zjl|jl|

lejkvljk Z j i, J||
_lejkvljk Z j il j||

Essa modelagem requer duas restricoes de liquedgando que ambos os bancos
apresentem saldo negativo no processo.

c. Formacéao dos conjuntos Il e IV:

'8 Embora tenha sido observado que pontualmentecassms possam caminhar no sentido contrario ao

desejado.
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O conjunto IV é formado pelos bancos que manténampagtos enfileirados aos
bancos do outro grupo. A selecdo tem preferéndias ggncos que mantenham saldo
multilateral positivo com seus pares, permitindoiomaanimero de liquidacbes de
pagamentos intragrupo, e que tenham pagamentasotiaelos ao conjunto I.

Apo6s a selecdo dos bancos do conjunto IV, a formaghconjunto Il inicia-se
pelos bancos que possuem pagamentos pendentessaguebsegue com a inclusédo de
outros bancos do nivel com pagamentos direcionamss bancos ja incluidos no
conjunto lll. Esta sequéncia €é repetida enquantovér bancos no agrupamento com
pagamentos direcionados aos demais bancos incla@asnjunto. Exemplificando o
procedimento, considere uma rede de pagamentos aatadigura 4.3. No grupo 0 ha
5 bancos (A, B, C, D e E) e somente o0 banco A maipiggamentos enfileirados para o
conjunto |. Dessa forma, o banco A compde 0 conjuxite recebe pagamentos dos
bancos B e C, que séo entdo incluidos no conjuhtedses bancos também recebem
pagamentos dos bancos A e D, que ndo recebem patgande banco E. O conjunto IlI
é formado, entéo, por {A, B, C, D}.

Analisando o exemplo acima, observa-se que, acg&aandos conjuntos | e Il, os
conjuntos Il e IV ndo séo disjuntos — pois 0 baAcpertence a ambos — e sua uniao
esta contida no grupo, mas o contrario ndo é vermaé o banco E pertence ao grupo,
mas ndo aos conjuntos.

O procedimento descrito acima permite identificandos que representam risco de
empocamento. Os bancos do grupo que ndo sao iosluids conjuntos sao
denominadoglesconectados retém os recursos dentro do mesmo. Assim, ésprec
postergar a liquidacdo dos pagamentos direciona@sses bancos.

Por fim, observa-se que ha uma hierarquia @nK” na entrada dos bancos no
conjunto Ill. Os primeiros bancos (B e C) sdo os possuem pagamentos direcionados
diretamente ao banco A e possuamk igual a 1. Em seguida, entram os bancos A e D
comrank igual a 2. A tabela abaixo resume a classificad@® bancos no exemplo,

colocandaankigual a 0 para o banco do conjunto V.
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Conjunto| Bancos Rank
v A 0
1 BeC 1
1 AeD 2
Tabela 4.1

A ldgica na formacdo do conjunto Ill é criar um rffdgaho” para que 0S recursos
sejam utilizados nas liquidacdes dos pagamentoagingpo, mas garantindo que se
concentrardo nos bancos do conjunto IV e ndo seial@ds para 0s bancos
desconectados. No exemplo, os bancos do conjurpgodérdo transferir os recursos
(rotina transferéncia) para os bancos A e D. Elsaasos podem usar 0s recursos para
liquidar pagamentos entre si (rotina redistribujgdoem seguida, os transferirem para
os bancos B e C que, por sua vez, ird usa-logjnaldicdo de seus pagamentos, sendo
primeiro entre si e depois para o banco A.

O sucesso para garantir a etapa seguinte — transfardos recursos para o outro
grupo — exige a adocao de algumas precaucoes raigi®e houver mais de um banco
no conjunto IV, é possivel que 0s recursos se carera nagueles cujos pagamentos ao
outro grupo somem valor insignificante frente atowvdos recursos existentes na rede
de pagamentos. Nessa situacao, parte expressivaaosos ndo serd enviada ao outro
grupo, reduzindo a eficiéncia das etapas subsesgie®t saldo final de cada banco
deve, entdo, ser limitado & sua capacidade deligpagamentos ao outro gripo

De forma analoga, o mesmo raciocinio pode ser disi@raos bancos do conjunto
lll, evitando que estoguem recursos que nao comgsegtransferir aos bancos deank
imediatamente inferior. Os limites de recursosidadbs aos bancos dos conjuntos Il e
IV séo obtidos através da sequéncia abaixo:

1. Imposi¢ao de limites aos bancos do conjunto IV entdo do valor dos pagamentos

direcionados aos bancos do conjunto I;

2. Ordenamento descendente dm@scos do conjunto IV pelo valor dos limites do

item anterior;

19 A excecdo a essa regra seria a situacdo ondeaadsmmpagamentos destinados ao outro grupo for
menor que a liquidez existente. Nesse ceada bancodevera adquirir pelo menos o valor igual a soma
dos pagamentos direcionados ao outro grupo.
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3. Ordenamento descendente th@smcos comrank igual a 1 pelo valor da soma dos
pagamentos provenientes do conjunto Il e direcios@desses bancos;

4. Parao primeiro banco do ordenamento acimaobtencdo do minimo entre a soma
dos pagamentos direcionados ao primeiro banaamloimediatamente inferior e o
limite daquele banco. O valor obtido compde o kndb banco do conjunto Il e
subtrai o limite do banco dank inferior’®, ajustando-o para a determinacdo do
limite dos outros bancos (etapa 6).

5. Para o mesmo banco caank 1, repeticdo da etapa 4 até o esgotamento dosdanc
do conjunto IV,

6. Para os demais bancos dmk 1, repeticdo das etapas 4 e 5, usando-se o limite
ajustado na etapa 4 para o banco cessionario.

7. Repeticdo das etapas 3 a 6, subtstituindo os bgmelos seus pares corank

imediatamente superior.

Ao término da etapa 7, todos os bancos possuirétes definidos.

Para exemplificar a sequéncia acima, considereaanthbela 4.1 e a figura 4.3 e

assumaZZxMk =100, jOconjunto I. Considerando que o banco B receba mais
ik

pagamentos do conjunto Il que o banco C (etapa Jjue ZZXB‘A’k:4Oe

j k
D Xk =120
i ok

Pelas etapas 4 e 5, obtém-se:
Limite de B: min(100;40) = 40
Limite de C: min (60;120)= 60

Para os bancos dank 2, considere que o banco A receba mais pagameotos

conjunto Il que o banco D e que:
D Xapk =505 D0 Xack =305 X > Xo g =40 €D D Xy 4, =80
ik ik ik K

O limite de A (norank 2) é: min (40;50) + min (60;30) = 70;

2 Nessa etapa, o limite do bancordak inferior é ajustado considerando que havera afeaéncia dos
recursos. Assim, ajusta-se o limite (saldo res)duada outras transferéncias dos demais bancos do

conjunto .
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O limite de D é: min(0;40) + min(30;80) = 30;

A tabela 4.2 abaixo resume os resultados obtidasgxemplo.

Conjunto| Bancos Rank Limite
\Y A 0 100
1 B 1 40
1 C 1 60
1 A 2 70
1 D 2 30
Tabela 4.2

No algoritmo, os bancos do conjunto Il deverdo alrgar a liquidagdo dos
pagamentos, preferencialmente, para os bancos e raak No exemplo acima, as
liquidacBes sao direcionadas para os bancos A e D.

A rotina transferéncia deve considerar os limites dos bancos na liquaaigss
pagamentos. A adaptacdo é facilmente introduzidanadelo (4.3) ajustando-se as
restricoes do problema aos limites dos bancos,ocmaf apresentado abaixo para a

transferéncia genérica do banco i para o banco j:
(4.5) Max) X Vi,
k
D Xk 2L % V5, S min(§, max, Limitebcoi - S ))
k |

s.a _ - ,
=D X Mgk T D%V, < min(S;, max@, Limitebcoj - S))
k |

De forma analoga, as liquidacdes entre bancos donmeank ocorrem através da

rotina redistribuicdo, conforme apresentado abaixo:
(4.6) Maxz X,k ik +ij Vil
k |
D XV ik~ DL %V, S min(S, maxQ, Limitebcoi - S )
k |

s.a: _ o _
—ZXMKVM +ij (V5 < min(S;, maxQ, Limitebcoj - S,))
k |

Por fim, a rotina de formacdo dos conjuntos Ill ¥ &presentada esta

intrinsecamente associada a rede de pagamentosi@isngrupos de preco-sombka
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(A=0 eA=1). A generalizacdo da rotina desenvolvida padesecom n+1 grupos foi
feita através do agrupamento dos bancos em dgmgrsendd=n er={0,1,...,n-1},

conforme a figura abaixo:

Grupo 1 g=n)

-

Grupo O
2={0,1,...,n-1}
Figura 4.4

Todas as etapas se mantém conforme apresentadagoooda secédo, sendo que 0s
conjuntos 1l e IV incluirdo os bancos com todosvatores de\, a excessao de=n.
Quando néao houver mais pagamentos direcionadobaae®s deste grupo 1, entdo os
bancos do grupd=n séo substituidos pelos bancos dem-1, que passam a compor o
grupo 1. Esse processo se repete até ndo havempagasmentos do grupo IV para o
grupo 1 composto pelos bancos cord.

Ao final doloop apresentado na figura 4.4, havera ainda pagamguotgoderao
ser feitos a alguns bancos que foram “desconectaldoprocesso. Para liquidar esses
pagamentos utiliza-se a rotina redistribuicdo amrsindo todos pagamentos ainda

pendentes de liquidacio

#0corre que, no processo de liquidacao, alguns pag@sindo sdo executados pelo saldo insuficiente
de recursos entre as partes. A inclusdo de todpagsmmentos proporciona uma segunda chance para que
pagamentos ndo realizados durante o loop sejaiddidos.
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5. Performance do algoritmo:

Nesta secao, avalia-se a performance do modelo®gelo com a aplicacdo do
algoritmo apresentado na secdo anterior. Dada extedsticas da solucdo, esse
modelo sera denominado Bilateral Assistido, e esltados obtidos serdo comparados
com o com o valor étimo da solugdo do problema grogramacéo linear (PPL) —
modelado em (3.9) — e com outros modelos: LBTR, hBRaraméki e Bilateral
Aleatorio.

No Sistema LBTR os pagamentos séo liquidados pellmses brutos e cada banco
esta sujeito a restricdo de liquidez. A liquidadas pagamentos, contudo, pode ou ndo
estar condicionada a restricdo sequen€lglO, onde todos pagamentos permanecem
em fila aguardando a liqguidacdo do primeiro. Nessgdo, 0 ordenamento dos
pagamentos ndo pertence a restricdo de liqguidagésensistema, sendo 0S recursos
direcionados ao proximo pagamento enfileirado qoar&b ha liquidez suficiente para
o primeiro. A razdo dessa escolha esta relaciorradaondicdo de indiferenca a
prioridade dos pagamentos pelos bancos para o\wdg@mento desse estudo e pelo
fato da auséncia da restricdo sequencial propacioraior eficiéncia no emprego da
liquidez existente na rede de pagamentos. O flamgrdesse modelo LBTR encontra-
se apresentado no apéndice 1.

O modelo denominado Bech-Soramaki foi apresentatis @utores em 2001 para a
liquidagdo dos pagamentos que obedecem ao ordetariRO e permite a
compensacgao multilateral entre os mesmos. Em aeasesaltado multilateral negativo
com insuficiéncia de recursos de algum banco,arstro ultimo pagamento da fila de
algum banco inadimplente, recalculando o resultaddtilateral. Quando todos os
bancos tiverem recursos para liquidar suas posig@esre a liquidacdo simultanea dos
pagamentos. O fluxograma desse modelo encontra-gpéndice 2.

O terceiro modelo, denominado Bilateral Aleatéré®,semelhante ao modelo
Bilateral Assistido e a principal diferenca ocora escolha aleatéria dos pares de
bancos nesse modelo. A comparacdo entre essesanatieliquidacdo bilateral com
compensacdo avalia diretamente os beneficios uwrdds na secdo 4 e,
consequentemente, 0s avangos gerados pela incgéipatas conceitos apresentados na

secao 3 no processo de liquidacao bilateral dosrpagtos.
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A soma das liquidacbes dos pagamentos em cada entmetomparada com o
resultado da solugéo 6tima do PRlconforme a formula apresentada abaixo, e usada
para avaliar a performance dos modelos.

(5.1) Performance Valor dos paggmentohqwdados
Valor 6timodo PPL

A elaboracdo e distribuicho dos pagamentos ocowleu forma aleatoria,
parametrizando-se 0 numero de bancos na rede dmpatps (N), 0 nUmero maximo
de pagamentos que um banco pode fazer a outroo(Rjglor maximo que um
pagamento pode assumir (VMax) e o saldo inicial asirsos de cada banc8)(
Controla-se, assim, o0 processo de geracdo dos ,dgmomitindo observar a
performance do algoritmo vis-a-vis variacoes:

a. nadistribuicdo dos pagamentos;
b. na distribuicdo dos recursos (alocacdo dos salo®bancos);
c. na amplitude dos valores maximo e minimo dos pagtoae
Nos itens abaixos serdo descritos os detalhameatesa elaboracdo dos cenarios

em gue os algoritmos foram avaliados, assim comresagtados obtidos.

a. VariagOes na distribuicdo dos pagamentos:

Nesse exercicio, avalia-se a performance do algorédm redes de pagamentos com
diferentes niveis de simetria. Redes com alta simnée pagamentos, ou seja, onde
todos os bancos recebem e transferem valores dempatps da mesma ordem de
grandeza possuem alto poder de compensacao egaen@atos e recebimentos. As
redes de pagamentos mais assimeétricas, ao contcancentram os pagamentos em
poucos bancos e possuem menor poder de compendabfivando avaliar a
performance do modelo, foram criadas trés regrdsrdeacdo de pagamentos.

Na primeira regra +egra 1 — todos os N bancos distribuem P pagamentos a cada
par. O valor de cada pagamento € uma variavelGal@atom distribuicdo uniforme
entre [1,VMax].

Exemplificando, considere uma rede de pagamentostiés bancos {1, 2, 3}, onde
cada instituicdo efetua 5 pagamentos, cujo valimigado a $10, para cada par. Os

22 A comparacéo do resultado com o problema de pmtagao linear e ndo com o 6timo do problema

impondov={0,1}, deve-se ao alto tempo de processamentdtemativa.

40



parametros desse problema sao: N=3, P=5 e VMaxtlifa possivel rede de

pagamentos € ilustrada na tabela abaixo:

1 2 3
1 - {3;8;10;6;2} {1;3;2;9;1}
2 {3:5;1;3;8} - {9:4;5;1;2}
3 {8,1,6;4,9} {4,7:2,1;3} -
Tabela 5.1

Na tabela, considere que os bancos nas linhasefata pagamentos aos seus pares
nas colunas. Assim, o banco 1 recebe $48 e tran®#&, com posi¢cdo multilateral $3.
Similarmente, os bancos 2 e 3 tém posicdo multdhts e -$8. O saldo inicial dos
pagamentos € o vet®={4,5,2}, indicando que o banco 3 nao teria recsirpara
liquidar sua posi¢cdo multilateral liquida.

Na segunda regra de formacgao dos pagamentgra 2 — aumenta-se a assimetria
na distribuicdo dos pagamentos, atribuindo-se gsirges probabilidades a formacao
dos pagamentos entre dois bancos:

e 30% - ndo havera pagamentos ;
e 40% - havera (P/5) pagamerftys
» 30% - havera P pagamentos.

Na ultima regra de formacaoregra 3 —, considere V uma variavel aletéria com
distribuicdo uniforme no intervalo [1,P]. Os pagatos entre cada par de bancos séo
constituidos com a seguinte probabilidade:

*  60% - ndo havera pagamentos ;
« 30% - havera V/5 pagament(s
e 10% - havera V pagamentos

Em ambas as regras, o valor de cada pagamento &ardeel aleatoria uniforme
no intervalo [1,VMax].

A definicdo dos valores dos saldos dos bancos ido processoS) é uma
variavel aleatdria com distribuicdo uniforme enfleVMax] em todas as regras

apresentadas.

% Havera arredondamento para nimero inteiro quandovero de pagamentos nao for miltiplo de 5.
4 |dem comentario 24.
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O indice de Herfindahl-Hirchman (IHH) foi utilizadqwara monitoramento do grau
de simetria da rede de pagamentos, sendo usadammamigorar a concentragao dos
pagamentos (IHHpag) e dos recebimentos (IHHrechorAula € apresentada abaixo,
sendo o banco cedente, o banco cessionario e @mpatps representados pelos

indices i, j e k, respectivamente.
ZZ Xk
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(5.2) IHHpag Z

ZZXIJK
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(5.3) IHHrec—Z

Um valor alto do IHHpag, por exemplo, indica quepagamentos tém origem em
poucos bancos. Valores baixos do IHHrec sugerem @siepagamentos estao
direcionados aos diversos bancos da Tedguando ambos os indices tém valores
baixos, ha maior poder de compensacao. Quandmraiado, ambos tém valores altos,
a probabilidade de compensacéo no fluxo de pagasentreduz.

Os graficos abaixo apresentam os resultados ob&inpS0 ensaios para a regra 1
com os parametros: N=30; P=30; VMax=100.
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Graficos 5.1 e 5.2

O grafico a esquerda apresenta o percentual deddigio dos pagamentos
comparado ao valor 6timo da solucdo do PPL e acgraf direita exibe os valores do

inverso dos indices IHH para os pagamentos e meglbds. Neste grafico observa-se

%5 0 valor do IHH pertence ao intervalo [1,1/N], serido cenario de maior assimetria e 1/N o de maior
simetria.

42



gue ambos os valores sdo muito préximos ao limé&imo (o limite superior é 30),

indicando alta simetria na distribuicdo do fluxo réeursos. Nesse cenario, 0 modelo
Bilateral Assistido conseguiu a liquidacdo da quemalidade dos pagamentos. As
solucbes pelos modelos LBTR e Bech-Soraméki api@sen resultados inferiores e

grande volatilidade, conforme observado na taldedéxa:

Média Desvio-Padréo
LBTR 60,5% 18,1%
Bech-Soramaki 51,5% 22,1%
Bilateral Assistido 99,3% 0,3%
Tabela 5.2

A comparacdo com o modelo Bilateral Aleatério éeapntada no grafico abaixo.

1

Relacdo entre os tempos de processamento
- ‘vaMAvM'm ie
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Graficos 5.3 e 5.4

O grafico 5.3 revela que ambos os modelos apresemi@to redimento, sendo que
o modelo Assistido foi ligeiramente superior ao aitgio em todos os experimentos
realizados. Esse resultado indica a auséncia ddepnas de empocamento em redes
com grande homogeneidade entre pagamentos e reggbsn

No gréafico 5.4, observa-se a relacdo entre os terdpgrocessamento de ambos os
modelos, sendo o Bilateral Aleatorio 1,63 vezessrdamorado.

Os resultados para os dados gerado pela regra 2mésentados nos graficos

abaixo:
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Graficos 5.5e 5.6

O gréfico 5.5 mostra a deterioracédo da performded®dos os modelos nesse novo
cenario. Nos modelos LBTR e Bech-Soraméaki houweém, reducédo da volatilidade,
que aumentou no Bilateral Direcionado. A princiéo da reducdo da performance
do algoritmo é a menor simetria entre pagamentesabimentos, observada no gréafico
a direita. As médias do inverso dos indices IHHpd#iHrec foram respectivamente
28,83 e 28,86 (contra 29,99 na regra anterior).

A assimetria reduz a compensacdo entre pagamentesebimentos (afetando o
modelo Bilateral Assistido) e, ao direcionar os gmagntos de forma assimétrica,
concentra a liquidez do sistema em bancos que ssc6dectam” da rede de
pagamentos, reduzindo a performance dos modelofRleBBech-Soramaki.

A tabela 5.2 apresenta a média e desvio-padramddslos do grafico.

Média Desvio-Padréo
LBTR 36,7% 12,9%
Bech-Soramaki 33,6% 12,8%
Bilateral Direcionado 88,5% 4,2%
Tabela 5.2

A comparacgdo com o modelo Bilateral Aleatério éeapntada nos gréficos a seguir:

1
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1]

1 = @ 1z 17 ozl 2% e ozE EY 41 4% 49

. Rl at e ral Aleatério . Bilateral Assistide 1 L T R B L T O B L T

Graficos 5.7 e 5.8
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Pelo grafico 5.7, observa-se que a diferenca emtperformance dos modelos
aumentou. Enquanto no modelo Bilateral Assistidm@dacdo dos pagamentos caiu
para 88,5% do valor 6timo (queda de 10,62% em &elacmédia anterior), no modelo
Bilateral Aleatério a média caiu para 72,6% (redudé 26,1%). O gréfico 5.8 revela
que a interrupcdo precoce do processo de otimizalgomrrente do empogcamento da
liquidez, reduziu a relacdo entre os tempos deegsamnento dos modelos, tendo a
rotina de otimizacdo do Bilateral Aleatério consdmi91,6% do processamento do
outro modelo.

Finalmente, os graficos abaixo apresentam a com@arantre os modelos na

terceira regra de formacéao dos pagamentos.
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Graficos 5.9 e 5.10

Nos graficos verifica-se nova queda da performalacenodelo Bilateral Assistido,
cuja meédia caiu para 83,9% (queda de 5,3% em ekagéagra 2). Os modelos LBTR e
Bech-Soramaki ndo apresentaram uma variacéo sigtivi, tendo a média do primeiro
aumentado para 39,2% e a do segundo caido paf4.31,3

O gréfico 5.10 evidencia a maior concentracdo dmmp&ntos e recebimentos na
regra 3, sendo as médias 25,6 e 25,7 respectivantéahtudo, a reducédo discreta no
resultado do modelo mostra que o algoritmo foi iefite quanto a evitar o
direcionamento da liquidez para os bancos descahest

A comparacédo com o modelo Bilateral aleatorio @sgmtada abaixo.
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Graficos 5.11 e 5.12

A média da performance do modelo Bilateral Aleat@ai para 63,0% (reducao de
13,2% em relacdo a performance anterior), evidadoiaa forte correlacdo entre o
aumento da assimetria do fluxo de pagamentos ieiarefia desse modelo. O tempo de
processamento, contudo, cai para 74,7% do processando modelo Bilateral
Assistido.

Em resumo, observa-se que o aumento da assimédtaatados os processos de
liquidacdo de pagamentos. Nos processo de otinozégateral de pagamentos,
contudo, esses efeitos afetaram menos o algoripres@ntado na secdo 4 do que o
modelo Bilateral Aleatério, apresentando melhoropahince em todas as regras de
formacdo de pagamentos. Quando a diferenca naddigiio dos pagamentos foi

irrelevante (regra 1), o modelo se destacou pelwonmempo de processamento.

b. Variagbes na distribuicdo dos recursos:

A avaliagao do efeito da distribuicdo dos saldaslmBincos no modelo visa observar
a performance do algoritmo quando 0s recursos i@ e pagamentos estao
concentrados em bancos que possuem poucos (oumgepagamentos com seus pares,
havendo, consequentemente, menos recursos padaliQs pagamentos. Esse cenario
foi usando a regra 2 de formacdo de pagamentom @soparametros N=40, P=40 e
VMax=100), seguido da liquidacdo dos pagamentos peidelo LBTR. Os modelos
Bilateral Aleatorio, Bilateral Assistido e Bech-8oréki foram executados apds o
LBTR, sendo monitorada a capacidade de liquidarosopagamentos, ou seja, a
performance complementar desses modelos.

A distribuicdo dos saldos em recursos para pagamedtavaliada pelo indice

IHHsal, cuja férmula é apresentada a seguir:
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(5.3) IHHSaldo St

,ZSi;

Os graficos 5.13 e 5.14 exibem a rede de pagamantes e apos a liquidacdo dos

pagamentos pelo modelo LBTR.
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Gréaficos 5.13 e 5.14

A comparacao pelos graficos mostra claramente gpencipal efeito do modelo
LBTR é a concentracdo dos saldos em um pequenorataeebancos, cuja média do
inverso do fndice IHHsal caiu de 29,8 par&‘l A distribuicéo do fluxo de pagamentos
também torna-se mais assimétrica.

O gréfico abaixo mostra a performance complemedar modelos na liquidacao

dos pagamentos remanescentes.
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Gréficos 5.15
O modelo de Bech-Soraméki apresentou resultadarpoda zero devido a baixa

quantidade de recursos nos bancos com pagamentdsmnpes. Assim, a liquidacao

% Nesse momento, observa-se que o inverso do itiditeevela o nimero de entes equivalentes no
sistema. O valor IHHsal menor que 2 revela quguadez se concentra de forma que um banco possua

mais recursos que a soma dos recursos dos demais.
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pelo algoritmo fica condicionada a coincidénciasdena dos valores dos pagamentos,
sujeitos ao ordenamento sequencial, no saldo ateltdl para gerar compensacao. A
média desse modelo foi 0,01%, sendo a maior pedace0.17%.

Os modelos Bilateral Aleatorio e Bilateral Direciold mantiveram resultados
muito proximos, também em funcéo da alta concedtraips recursos. A liquidagéo
dos pagamentos ocorre pela compensacgéo entre patgangerecebimentos entre os
pares de bancos, porém com vantagem sobre o midel@ech-Soramaki, por este estar
condicionado ao ordenamento sequencial. Ambos aelo® apresentaram resultados

abaixo dos observados em cenarios anteriores, ficguevidenciado na tabela abaixo:

Média Desvio-Padréo
Bech-Soramaki 0,01% 0,03%
Bilateral Aleatério 46,6% 2,8%
Bilateral Direcionado 47,3% 3,3%
Tabela 5.3

A relacdo entre os tempos de processamento entresans modelos é apresentada
no grafico seguinte:

Relacdo entre os tempos de processamento

r
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Gréfico 5.16

A média da relacdo entre o tempo de processamenigOD e desvio-padréo 0,26,
indicando que ambos os modelos sdo igualmentefagatiss em cenarios de baixa

liquidez entre os participantes.
c. VariacOes na amplitude entre os valores maximo e mimo dos pagamentos:
O objetivo desse exercicio é avaliar a performalusemodelos quando se aumenta

a dispersdo dos valores dos pagamentos. A regm fdrohacdo de pagamentos foi
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novamente utilizada, com os parametros N=30; P23Blax=1000 (a amplitude para a
geracdo de pagamentos aumentou 10 vezes em ralae&ercicio do item a).
A performance do algoritmo e a distribuicdo dosapagntos € observada nos

gréaficos abaixo.
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Graficos 5.17 € 5.18

Nos graficos ndo se observa variagdes significativa distribuicdo do fluxo de
pagamentos quando usa-se 0s parametros VMax=10Mex=1000. Em ambos, as
médias do inverso dos indices IHHpag e IHHrec foraspectivamente, 28,8 e 28,9.
As performances dos modelos também n&o apresentditerencas relevantes,

conforme mostrado na tabela a seguir.

VMax=1000 VMax=100
Média Desvio-Padrdp Média Desvio-Padréo
LBTR 37,0% 12,7% 36,7% 12,9%
Bech-Soramaki 33,4% 12,3% 33,6% 12,8%
Bilateral Direcionado 88,3% 3,3% 88,5% 4,2%
Tabela 5.4

A comparagdo com o modelo Bilateral Aleatorio éeapntada abaixo.

Relacdo entre os tempos de processamento

1a
14
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Graficos 5.19 € 5.20
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O aumento da variancia entre os pagamentos naowakieperformance do modelo
Bilateral Aleat6rio que também manteve a perforreamédia de 72,6% em ambos os
cenarios. A relacao entre os tempos de processanuamtudo, aumentou de 0,92 para
1,16 (o desvio-padrdo se manteve em 0,16), revelamamior ineficiéncia relativa do
modelo Bilateral em relag&o ao Bilateral Assistido.

O principal impacto do aumento da dispersao doarpagtos, contudo, € observado
guando se compara os tempos de processamemaodelo Bilateral Assistidoem

ambos os cenarios, conforme apresentado no giiaiao.

Relacdo entre os tempos de processamento
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Grafico 5.21

O tempo de processamento aumentou em média 3,4 (@esvio-padrao igual a
0,53), revelando que o aumento da variancia ergrpagamentos gera maior esforgo
computacional para a obtencédo de resultados semethaA justificativa desse fato
decorre da reducdo da compensacao entre os fl&xpaghmentos com o aumento da
dispersdo dos mesmos. Esse efeito € observadoajt@nd-se dois bancos {A,B} que
mantenham K pagamentos enfileirados entre si, gar SRs={XaB1 --- , YBK:
XsA={XB AL - » BAK-

Os pagamentos tém distribuicdo uniforme enthie I[s] e a variancia entre eles
sera:

(Ls-Li)

12

Por serem gerados de forma independente, a varidagoma dos pagamentos sera

Var(Xag ) =

K x Var(xagy. O efeito do aumento da amplitude dos pagameifttdax),
consequentemente, ter4 uma relacdo quadraticaridacia da respectiva soma . Para o
algoritimo, o impacto do aumento da varidncia dmaalos pagamentos é direto,
ocorrendo atraveés da reducdo da compensacéo dhixe dilateral dos bancos. Assim,

a maior variancia entre a soma dos pagamentos redefeito das respectivas
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compensac¢fes e aumenta 0 numero de vezes quddeigleve percorrer os bancos
para liquidar os pagamentos bilaterais.
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6. Conclusao:

A liquidacdo em Sistemas de Pagamentos pode ocemetempo continuo pelo
valor bruto ou ser diferida para apurag¢do do vidprido. No primeiro caso, o banco
central esta menos exposto ao risco de inadim@lélus bancos e no segundo ha maior
eficiéncia no uso dos recursos. Esta dissertacabsanum modelo hibrido onde os
pagamentos sdo acumulados em filas permitindo laddgdo pelo valor liquido da
posicdo multilateral do participante. Quando osunrgms no sistema sao insuficientes
para liquidar todos os pagamentos existentes,ug@wlotima depende da exclusdo de
alguns pagamentos no processo de liquidacdo. Esbema, conhecido na literatura
como Banking Clearing ProblentBCP), € NP completo e, portanto, a complexidade
para encontrar a solugdo 6tima aumenta exponereigééntom o acréscimo do numero
de participantes.

O modelo desenvolvido apresenta um critério de arapato da rede de
pagamentos em funcdo dos precos-sombraB@® por programacado linear. Esses
valores —A e B — mostram, respectivamente, o efeito no vdlms pagamentos
liquidados para um incremento marginal nas restsgle liquidez (ou seja, no saldo de
recursos no momento da liquidacéo) e de consistéqae limita a liquidacao a fracéao
no intervalo [0,1]), e permitem simplificar a bustaasolu¢do do problema.

Organizando os bancos em agrupamentos conformienoded., € possivel priorizar
a liquidagdo dos pagamentos que marginalmente @wossmaior capacidade de
potencializar novas liquidacdes. O modelo evidentéanbém que todas as
transferéncias com mesma procedéncia e destin@gaaual prioridade, permitindo a
agregacdo dos pagamentos para computo dos pregbsase@ reduzindo o esforgo
computacional.

A atribuicéo de prioridade reduz o esfor¢o pardi@m;do do resultado, limitando
as combinacdes existentes para se maximizar adigéo dos pagamentos existentes.

A secéo 4 propds um algoritmo que avalia a apl@alg® conceitos do modelo. A
busca é feita através de sucessivas otimizac@aenails, priorizando as liquidacdes de
pagamentos que transfiram recursos aos bancos @ar walori. Nesse algoritmo,
contudo, sdo tomados os cuidados para evitar eorm@rta de liquidez e, portanto, dar
maior eficiéncia ao uso da liquidez no processhadedacdo dos pagamentos.

Os resultados do algoritmo foram comparados comosuhodelos de liquidagéo,

incluindo um modelo de liquidacdo bilateral de pagatos onde os pares dos bancos
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séo selecionados de forma aleatéria. Todos os wedetam comparados de forma a
verificar o desempenho em diferentes cenarios,laimdo variagcées: na distribui¢cdo dos
pagamentos entre os bancos; na distribuicdo dalégue na amplitude entre o valor
maximo e minimo dos pagamentos.

Em todas as simulagbes verificou-se maior efice&rdn algoritmo proposto na
dissertacdo e, na comparacdo com o modelo bilaaéatorio, foi possivel observar
diretamente o impacto do uso do critério de prag@o na selecdo dos pagamentos.
Quando a liquidacdo € ordenada priorizando 0s paga® com maior capacidade
marginal de gerar novos pagamentos, observa-ser malaome de transferéncias
efetivadas. Em cenéarios onde ambos os modelos empaes valores liquidados
equivalentes, o algoritmo da secéo 4 apresentamempo de processamento.

Estes resultados evidenciam, de forma robusta, magem da aplicacdo dos
conceitos desenvolvidos sobre os demais modeldgaidacéo. A aplicacdo desses
conceitos, contudo, ndo se limita a otimizagdeatdniais — conforme o algoritmo
apresentado —, havendo oportunidade para desemeslio de algoritmos mais
eficientes e criativos na busca da solucdo otinessB forma, o modelo elaborado
objetiva desvendar algumas caracteristicas da dedeagamentos interbancarios
incentivando novos estudos que ndo somente apmmoseconceitos elaborados, mas

também sua aplicacéo.
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Apéndice 1: Modelo LBTR sem restricdo sequencial.

Elabore as tabelas Saldo e
Pagamentos. (ver observacdes
abaixo)

Ordene a tabela pelo saldo de
recursos do banco cedente.

v

Selecione o primeiro pagamento da
tabela pagamentos, obtendo o saldp
dos bancos apés liquidacéao.

ale
L Dl

Selecione o préximo pagamento da|
tabela pagamentos, obtendo o saldp
dos bancos apés liquidacéao.

[ saldo
negativo?

Atualize o saldo dos bancos
cessionario e cedente e elimine o
pagamento da tabela.

v

Ordene a tabela pelo saldo de
recursos do banco cedente.

v

Selecione o préximpagamentc da
tabela pagamentos, obtendo o saldp
dos bancos apés liquidacéao.

Observacéo 1A tabela Saldo exibe o banco e o saldo em recpa@spagamentos em
sua conta no banco central.

Observagédo 2: A tabela Pagamentos desse algoritmo tem quatronasiubanco

cedente, banco cessionario, valor do pagamentdde da banco cedente. A quarta
coluna é inserida para ordenamento da tabela.

55



Apéndice 2: Modelo Bech-Soramaki

Elabore as tabelas Saldo e
Pagamentos. (ver observacdes
abaixo)

v

Calcule o resultado multilateral

Selecione algum banco com
resultado multilateral negativo e
retire seu ultimo pagamento

[ saldo
negativo?

Encerre a rotina

Observacgéo 1A tabela Saldo exibe o banco e o saldo em recp@a@spagamentos em
sua conta no banco central.

Observacéo 2:A tabela Pagamentos desse algoritmo tem trés cllnaaco cedente,
banco cessionario e valor do pagamento.
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